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RESUMO

Um complexo de retas quadratico, ou simplesmente um complexo quadratico, é um
conjunto de retas do espago projetivo P (n = 3, no nosso caso) que satisfazem uma
equagao quadratica. Um complexo quadratico também pode ser considerado como um
feixe de quadricas e portanto tem um simbolo de Segre bem definido. Sabe-se que as
retas de um dado complexo, passando por um ponto p € P?, formam em geral um cone
quadratico. Os pontos nos quais esses cones sdo a uniao de dois planos formam uma
superficie em P, chamada Superficie Singular do complexo. O objetivo desse trabalho é,
fixado um simbolo de Segre, construir o espaco de Moduli dos complexos quadraticos, o
espaco de Moduli das superficies singulares desses complexos e entao estudar a relagao

entre esse espacos.

Palavras-chave: Complexo de retas quadratico, simbolos de Segre, Superficies Singulares,

espagos de Moduli.



ABSTRACT

A quadratic line complex, or a quadratic complex, is by definition a set of lines in a
projective space P (n = 3, in our case) which satisfy a given quadratic equation. A
quadratic complex can also be considered as a pencil of quadrics. Hence, it has a well
defined Segre symbol. It is a classical fact that lines of a given complex through any point
p € P? form in general a quadratic cone. The points such that theses cones break up into
two planes form a surface, the Singular Surface of the complex. The objective of this
work is, for a fixed Segre symbol, to construct the Moduli space of quadratic complex, the

Moduli space of corresponding singular surfaces and to study the relation between them.

Key-words: Quadratic line complex, Segre symbols, Singular Surfaces, Moduli spaces.
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1 INTRODUCAO

Nosso objetivo principal é construir os espacos de Moduli de um complexo de retas
quadratico, com simbolo de Segre ¢ fixo, e o Moduli das suas respectivas superficies
singulares, como em [I]. Todos os espagos de Moduli estudados nesse trabalho serdo
obtidos por meio de quocientes categéricos. Para isto, precisaremos estudar as agoes dos
grupos algébricos SO(G) e SL(4) nos complexos de retas quadraticos e nas superficies

quarticas, respectivamente.

Posteriormente encontraremos uma relacao entre os espacos de moduli dos complexos de

retas quadraticos, M(o), e das suas superficies singulares associadas, M (o).

No Capitulo 2 apresentaremos algumas defini¢oes fundamentais sobre quadricas em P,
tais como a relagao entre as matrizes simétricas e as quadricas, mudanca de coordenadas,

quadricas singulares, espacos tangentes, posto de uma quadrica e as coordenadas de Klein.

No Capitulo 3 faremos o estudo da Grassmanniana de retas de P", em especial, a quadrica

de Pliicker, e de seus subespagos.

No Capitulo 4 faremos o estudo dos complexos de retas quadraticos, ou simplesmente
chamados complexos quadraticos, que ¢ a intersecao completa de uma quadrica F' em
P° com a quéadrica de Pliicker G = Gr(1,P3). Os complexos quadriticos podem ser
considerados como feixes de quadricas \F' + uG. Assim, associamos a cada complexo
quadrético, X = F N G, um simbolo de Segre o(X).

No Capitulo 5 mostraremos que o conjunto dos complexos quadraticos de P5 é uma
variedade projetiva irredutivel, denotada por LC', de dimensao 19. Veremos que o grupo
SO(G) dos automorfismos de P5 que fixam G, age naturalmente em LC. Caracterizaremos
os complexos semi-estaveis por esta acdo e veremos que a semi-estabilidade depende do

numero de paréntese do simbolo de Segre associado ao complexo.

No Capitulo 6 descreveremos os complexos quadraticos com simbolo de Segre o e a
variedade quasi-projetiva R(o) que os parametriza. Finalmente, construiremos o espaco de
Moduli M () destes complexos. Veremos que a dimensao de M (o) depende exclusivamente

do niimero de parénteses de o.

No Capitulo 7 introduziremos a defini¢do de superficie singular associado a um complexo

quadritico X, denotada S(X), que é uma quértica de P?, ndo necessariamente irredutivel.

No Capitulo 8 descreveremos a colecao de todas as quarticas do tipo o, denotado por Z,.
Uma das propriedades interessantes de Z, é que ela possui estrutura de variedade quasi-
projetiva além de ser SL(4)-invariante. Veremos que a semi-estabilidade das superficies
quarticas depende s6 do tipo de singularidade das mesmas e o espaco de Moduli das

quérticas é a variedade quociente de Z,/SL(4).



No Capitulo 9 mostraremos que existe um isomorfismo entre os grupos PSO(6) e PSL(4)
e uma aplicacao 7 : R(0) — Z(0) que nos da uma relagao entre os espacos de Moduli M (o)
e Mgs(o). Finalizamos o capitulo escolhendo alguns simbolos de Segre o e calculando as

superficies singulares do tipo o.



2 QUADRICAS EM P»

Definicao 2.1. Uma quadrica em P" é uma variedade projetiva dada pelos zeros de

um polindmio homogéneo de grau 2 em C[Xy, ..., X,].

Frequentemente identificaremos uma quadrica em P” com o polindmio homogéneo de grau

2 que a define, a menos de multiplicagdo por uma constante nao nula.

2.1 Matriz associada a uma quadrica

Uma quéadrica F' em P" induz uma forma bilinear simétrica em C"™! dada por

B(X,Y) = ;(F(X +Y) = F(X) = F(Y)).

Dada uma base {vg,v1,...,v,} de C" associamos a F' uma matriz simétrica dada por
B(vg,v9) B(vg,v1) ... B(vg,vp)
A B(vi,v9) B(vy,vy) ... B(v,vy)
B(vy, v9) .. B(vp,vy)

Definicao 2.2. A matriz A definida anteriormente é chamada matriz associada a

quadrica F na base {vg,...,v,}.

Fixada uma base {vo,...,v,} de C""' e denotando por X = (Xo,...,X,)" o vetor de

coordenadas de um ponto de C"! nessa base, podemos escrever a quadrica F' como

e dizer que F' esta representada, nas coordenadas da base {vy, ..., v,}, pelo polinémio
dado em (2.1

Observamos ainda que fixada uma base podemos fazer uma identificacdo entre o espaco
projetivo das matrizes simétricas nao nulas de ordem n + 1 e o conjunto de quadricas em

P". Quando ndo for especificado, a base usada sera a base candnica de C"*!.

2.2 Mudanca de coordenadas

Nesta se¢ao veremos a relagao entre duas matrizes associadas a uma mesma quadrica.

Sejam F' uma quédrica em P" e A e B as matrizes associadas a F' nas bases {vg,...,v,} e
{uo, ..., u,}, respectivamente. Seja P = [p;;] a matriz de mundanca da base {uo, ..., u,}
para a base {vg,...,v,}, isto é,

Vj = pojUo + -+ + PnjlUn, Pparacada j=0,1,...,n.
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Entao, P é nao singular e A = P!BP. Logo, o posto de A é igual ao posto de B e portanto

podemos definir o posto de uma quadrica F'.

Definicao 2.3. O posto de uma quadrica F' é o posto da matriz A associada a F' em

alguma base de C"*!,

Observacao 2.1. Com frequéncia, usaremos a mesma letra para denotar a quadrica em

P", o polindmio que a define e a matriz que a representa em alguma base fixada.

Definicao 2.4. Dizemos que uma quadrica F' em P" é suave se seu posto ¢ igual a n + 1.

2.3 Forma canodnica de uma quadrica

Teorema 2.1. Dada uma quddrica F em P" de posto r, existe uma base de C"™ tal que

A:]r07
0 0

onde I, € a matriz identidade de ordem r.

a matriz associada a F' é da forma

Demonstragio. Ver [10], p.184. |

Definicao 2.5. Dizemos que a matriz A é a forma candnica da quadrica F.

E claro que, duas quadricas possuem o mesmo posto se e somente se elas possuem a mesma

forma canonica.

Definicao 2.6. Se F' for uma quadrica suave sua forma canénica é a matriz identidade
de ordem n + 1. Nesse caso, dizemos F' esta representada nas coordenadas de Klein.
Ou seja, ' = X'X.

2.4 Espaco tangente de uma quadrica

Nesta secao faremos uso da teoria dos espacos tangentes de variedades algébricas.

Sejam F = X'AX = a;;X;X; uma quddrica em P" e p= (py : - - - : p,) um ponto de F.
O espaco tangente a [’ em p, denotado por T,,F', é por defini¢ao

> B —p) =0

Calculando as derivadas parciais de F' em p e usando a notagdo de matrizes temos que

T,F={X €P": (X —p)'Ap =0}
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Observe que os pontos singulares da quadrica F', isto é, p € F tais que

oF
0X;

(p)=0 Vi=0,...,n,
sao os pontos que satisfazem Ap = 0. Os pontos nao singulares de F' sao tais que Ap # 0.
Podemos concluir entao que:

i) p é um ponto singular de F', se somente se, T,,F" = P".

ii) p é um ponto nao singular de F', se somente se, dim7,F' = n — 1. Neste caso, o

espago tangente ¢ um hiperplano.

2.5 Quadricas singulares

Usaremos o conceito de cone para dar uma descricao das quadricas singulares em P".

Sejam A ~P*" C P"* e A ~ P! subespacos lineares complementares. Seja X C A uma

variedade fechada qualquer. Definimos o cone X, A sobre a diretriz X com vértice em A

Xx= {Jdh,

onde gA é o subespaco linear gerado por ¢ e A.

Para classificar as quadricas singulares, note que uma quadrica F' em P" de posto r < n+1,

pode ser escrita na forma
F(Xo,. ., Xn) = X3 oo+ X2, (2.2)

em alguma base de C"+1,

Logo, F' é um cone cujo vertice é o subespaco linear A ~ P"~" definido por
A={(Xg:-: X)) EP": Xg=--- = X,_, =0},

sobre a diretriz F(Xo,..., X, 1) := X+ -+ X% | = 0 que é uma quddrica suave em
Pr-1,

Defini¢ao 2.7. Uma quddrica singular F'; como em ([2.2]), é chamada um d-cone, onde

d=mn —r é a dimensao do vértice A.



A

41D

Figura 1 — cone
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3 GRASSMANNIANA DE RETAS

Um dos objetivos deste trabalho é construir o espaco de Moduli de complexos de retas
quadratico em P5. Como veremos mais adiante, um complexo de retas em P° é a intersecao
da Grassmanniana de retas de P? com uma hipersuperficie. Por isso, nesse capitulo
apresentaremos a Grassmanniana de retas em P" e, em particular, a quadrica de Pliicker

que é a Grassmanniana de retas em P3.

3.1 Grassmanniana de retas em P"

Seja R a colecao de todas as retas de P™ que pode ser identificada com o conjunto dos
subespacos vetoriais de C"™! de dimensao 2. Veremos a seguir que R tem estrutura de

variedade quasi-projetiva.

Sejam L um elemento de R e {wp, wi;} uma base de L. Se w; := (as,...,a), para
1 =0, 1, definimos
A: Qoo Qo1 --- Qop '
Q1o A1 ... Qin
Para cada par o := (ig,41) que satisfaz 0 < iy < i; < n, seja p, o determinante da

submatriz de A, de ordem 2 x 2, obtida usando as colunas ig, i1, isto é,

Qpig Q044
Po = det = QpiyA1i; — Q0iy Al -
Q15 Q14

Como os vetores wy, w; sao linearmente independentes, segue que p, # 0, para algum o.

Podemos entao definir a aplicacao

T R — PN
L — 7(L)=(":py:...)

onde N = ("H) — 1.

2

Veremos que 7 nao depende da escolha da base de L, seja {w],w|} outra base de L.

Suponhamos w; := (ajg, ..., al,), parai=0,1, e

s Yin
! /
an: @h:
0 0
pl = det ,ZO ,“ )
A3y Q144

Entao p, = cpl,, onde ¢ é o determinante da matriz de mudanga da base {wj, w|} para a
base {wo, w1} e (- :py:...)=(---:p, :...). Logo m(L) ndo depende da escolha da

base de L e a funcao 7 estd bem definida.

Afirmamos que 7 ¢ injetora e que sua imagem é o subconjunto fechado de PV dado pelas

equagoes
2
A
> (=1) DPioinPjo5rjs = PioioPirjz = PiojiPjojz + PiojePjoss = 0,
A=0
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onde 0 < g, jo, J1, Jo < n e o simbolo 3; significa que 7, foi removido.

No aberto U;; C PV, com 0 < i < j < n, definido por

Uji={(":ps:...):ps #0 onde o= (i,7)},

podemos escolher uma base de modo a representar L pela seguinte matriz

10 ap2 ... Qop
0 1 a1 ... QAp '

Reciprocamente cada matriz como a anterior corresponde a um tnico elemento de Uj;.
Logo, existe uma bijecdo entre C2"~Y e U;; N 7(R) donde concluimos que Gr(1,P") é

uma variedade fechada de dimensdo 2(n — 1).

Definigéo 3.1. A fungao m é chamada mergulho de Pliicker. A variedade 7(R) C PV ¢é
chamada Grassmaniana de retas de P" e serd denotada por Gr(1,P"). As coordenadas
de (L) =(-+:ps,:...)sdo chamadas coordenadas de Pliicker de L. Frequentemente

identificaremos o conjunto R com Gr(1,P").

Usando produto exterior, podemos dar uma outra versao do mergulho de Pliicker.

Seja V' um espago vetorial sobre C de dimensao n + 1. Uma base {vy,...,v,} de V induz

uma base de A2V denotada por
{viNv; :0<i<j<n}

Logo a dimensdo de A2V é N +1 = (";1)

Dado w € A?V, existem tnicos (p;;) € CNT, chamadas coordenadas de Pliicker do vetor
w, tais que

w = Z Dij Ui N Vj.

0<i<j<n

Definicao 3.2. Os vetores da forma u A v, onde u,v € V, sdo chamados vetores decom-

poniveis de A%V,

Observacio 3.1. E um resultado da Algebra Exterior que um vetor w € A2V é decom-

ponivel, se e somente se, w A w = 0.

Seja P(V') ~ P a projetivizacao do espago V e seja L € Gr(1,P(V)). Dadas duas bases
{v1, vo} e {ug, ug} de L, é facil ver que vy A vy = Auy A ug, onde A é o determinante da
matriz de mudanca da base {u1,us} para a base {v1,v9}. Logo, a cada L podemos fazer
corresponder um elemento [v; A v5] € P(A?2V) ~ PV onde [v; A v5] representa a classe do

vetor vy A v no espago projetivo P(A%V).
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Observacgao 3.2. Identificaremos Gr(1,P(V')) com o conjunto de vetores decomponiveis
de P(A?V).

Entao, o mergulho de Pliicker é dado por

T Gr(1,P(V)) — PN
(o -y ) A (Yo, -, Yn) = (o, Ty — XY, .. )

3.2 Quadrica de Pliicker

Para o caso n = 3, o mergulho de Pliicker é dado por

T Gr(1,P?) — P°
(an, 12, A13, CL14) A (a217 Q23, 423, CL24) = (pm * P13+ P14 - P23 P24 5p34)
onde p;; = ai;a2; — ayjas, para 1 <i < j <4, e Gr(1,P?) é a hipersuperficie quidrica em
P5 dada pela equacao
P12P34 — P13P24 + Prapes = 0.

E facil ver que Gr(1,P?) é uma quadrica suave de dimenséo 4.

A quddrica G = Gr(1,P?) em P° é chamada quAadrica de Pliicker.

Definicao 3.3. Dizemos que uma quadrica suave em P° estd representada nas coorde-

nadas de Pliicker se sua matriz for a matriz

_ o O O O O
o O O O
o O = O O O

o O o = O O
o O o O
o O O o o =

em alguma base de CS.

Subespacos lineares de Gr(1,P3) de dimensdo 1 e 2 serdo fundamentais para definir as
superficies singulares associadas aos complexos de retas quadraticos. Por isso, faremos a

seguir a descricao destes subespagos.

Primeiro observe que, a cada z € Gr(1,P3) corresponde uma tnica reta de P? que seré

denotada por [,.

Lema 3.1. Sejam z, y € Gr(1,P?). Entdo, I, N1, # 0, se e somente se, Ty C Gr(1,P?).
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Demonstracio. Sejam vy, v, U1, uy € P3 tais que o = v; A vy e y = u; A ug, ou seja, tais
que {vy,v2} geram I, e {uy,us} geram l,. Suponhamos I, N1, = 0, entdo {v1,v2, uy, us}
geram P3. Mostraremos que Ty nao esté contida em Gr(1,P?). De fato, w pertence a reta

Ty, se existirem Aj, Ay € C, tais que
W = A101 A Uy + Aty A Us.
Entao w € Gr(1,P?) se

O=wAw = ()\11}1 N Vo —+ /\2u1 A Ug) A ()\11)1 N Vo + /\2u1 A Ug)
= 2)\1)\2(1]1 ANvo Aup A Ug),

ou seja, se A\j Ay = 0. Portanto, 7y N Gr(1,P?) = {z,y}.

Reciprocamente, se I, N1, = {p}, existem v1,vy € P? tais que z = pA vy e y = pAvs.

Dado w € Ty, podemos escrever
w=A(pAvy)+ Aa(pAve)

e demonstrar que w é decomponivel observando que

wAw = [AMpAvy+ Aap Ava] A[Aip Avy+ Aap A vg]
=MpAv)A@PAv)+2X 1 2(pAvi) A(pAve) + A3(pAva) A(pAwvg) =0.

Portanto w € Gr(1,P?). |

Lema 3.2. Dados um ponto p € P? e um plano h C P?, os conjuntos
alp) ={r € Gr(1,P*):pel,} e B(h)={recGr(1,P* 1, Ch}
s@o subespagos lineares de Gr(1,P3) de dimensdo 2.

Demonstragio. Seja x € a(p). Entao, x pode ser escrito da forma p Av para algum v € P3.

Seja {p, v1, va, v3} uma base de C*. Entdo, p A vy, p Ave, pAvs € a(p) o que implica que
)\1(]9 N Ul) + )\g(p N Ug) + )\3(p VAN ’03) =pA ()\1?)1 + A9 + )\3’03) € oz(p)7

para todo A1, A2, A3 € C, ndo todos nulos. Logo, {p A vy, p Ava, pAwvs} é um conjunto de
geradores de a(p). Como os vetores p A vy, p A vy e p A vs sdo linearmente independentes

temos que a(p) ¢ um subespago linear de Gr(1,P?) de dimenséo 2.

Analogamente ao caso anterior, seja {vy, va, v3} um conjunto de geradores de h. Afirmamos
que {v; A vy, v1 A vs, V2 A vz} é um conjunto de geradores de B(h). De fato, seja = € B(h).
Existem p, q € h tais que x = p A q. Logo,

3 3
r=pANq = (Z )\11"01') A\ (Z )\gjvj)
i=1 i=1

= (A11d22 — A21 A12)v1 A va — (A1 A23 — Az A21)v1 A vg + (A12Aa3 — AaaAi3)va A 3.
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Portanto S(h) é um espaco linear de dimensao 2. |

Logo, temos duas colecgdes de planos contidos em Gr(1,P?). A saber,
a={alp):peP} e B={B(h):héum plano em P*}.
Os elementos de « (respectivamente ) sao ditos a-planos (respectivamente S-planos).

Lema 3.3. Os conjuntos o e B sdo tais que
anB=0 e aUB={yCGr(1,P*) v ¢éum plano}.

Demonstragio. Sejam p € P> um ponto e h C P2 um plano. Existe uma reta de P? que

contém p e nao estd contida em h. Logo, a(p) # B(h) e, portanto, a N 3 = ().

Para mostrar a outra afirmagao, sejam v um plano de Gr(1,P3) e {z,y, 2} um conjunto de

geradores de 7. Pelo Lema , as retas l,, [, e [, de P? se intersectam duas a duas, isto é,

L,Nnl,={p} Lnl.={q¢ Nl ={r}

Observe que se p,q,r sao pontos distintos eles nao sao colineares pois, caso contrario,

terfamos x = y = z, o que é absurdo. Agora temos duas possibilidades:

i) Se p, ¢ e r s@o pontos distintos, entao estes trés pontos geram um plano h. Como
l, = pg, l, = pr e l, = 7Tq temos que I, l, e [, estao contidas em h. Portanto,
.y, 2 € B(h), ou seja, B(h) = 1.

ii) Se p=gq =r, entdo {p} =1, NI, NI, ouseja, x, y, z € a(p). Como a(p) é um plano

de P°, temos que a(p) = 7.

Lema 3.4. Dados p; e py dois pontos distintos de P3, entdo a(p;) Na(ps) = {z}, onde
lz = PiD2.
Demonstracao. Segue da definicao de a-plano. |
Como consequéncia disto, temos uma aplicagao bijetora

PP = «

p = alp)

Lema 3.5. Dados hy e hy dois planos distintos de P3, entao 3(hy) N B(hy) = {y}, onde
Ly = hy N hs.
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Demonstracao. Segue da definicao de S-plano. ]

Como consequéncia disto, temos uma aplicacao bijetora

{planos de P3} — §
h = B(h)

Lema 3.6. Sejam p € P? um ponto e h C P? um plano.

i) Se p € h, entio a(p) N B(h) é uma reta contida em Gr(1,P?3).

ii) Se p & h, entio a(p) N B(h) = 0.
Demonstracao.

i) Suponhamos p € h. Podemos encontrar vetores v, e vy tais que {p, vy, vo} é uma
base de h. Como visto na demonstragao do Lema[3.2) {p A vi, p A va, v1 A va} gera
[(h), embora apenas p A vy e p Avg pertencam «(p). De fato, se v; A vy estivesse em
a(p), o plano (h) seria igual a a(p) o que é absurdo. Entao, a(p) N 5(h) é gerado

pelo conjunto {p A vy, p A v3}, donde concluimos que a(p) N G(h) é uma reta.

ii) Suponhamos p € h. Seja = € a(p), entdo p € I, ¢ h e « € S(h). Logo, a(p) e B(h)

sao disjuntos.

Lema 3.7. Seja L uma reta contida em Gr(1,P3). Entdo, existem tnicos p € P3 e h

plano de P? tais que

L= a(p)np(h).

Demonstracao. Sejam x e y geradores da reta L. Pelo Lema , l. N, # 0. Sejam
p €l, NI, e h o plano em P? gerado pelas retas [, e [,. Logo, z,y € a(p) N B(h). Pelo
Lema [3.6] temos que a(p) N B(h) é uma reta. Entéo, a(p) N 5(h) =Ty = L.

Para mostrar a unicidade, observe que a(p) N B(h) = a(p") N F(R') implica

a(p) N B(R) = a(p’) N B(K) Na(p).

Mas se p # p/, pelo Lema [3.4] a(p') N a(p) consiste de um tnico ponto, absurdo pois
a(p) N B(h) é uma reta (Lema [3.6). [ |
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4 SIMBOLOS DE SEGRE

Esse capitulo e os que seguem foram baseados em [I]. Vimos anteriormente que uma
quadrica em P pode ser representada, apos uma mudanca de coordenadas, por uma matriz
diagonal (forma canonica) cujas entradas sdo apenas 1 ou 0, portanto, uma quédrica se
classifica pelo posto. Quando se estuda um feixe de quadricas, e as matrizes dos seus
geradores, nao existe um resultado tao simples e, em geral, matrizes na forma diagonal
nao sao suficientes para classificar os feixes. No entanto, é possivel obter uma forma
suficientemente simples, chamada forma normal, que pode ser lida a partir de um invariante

do feixe chamado Simbolo de Segre.

Definicao 4.1. Sejam F' e GG duas quadricas distintas em P". O conjunto
F={ N +uG : (\:p)cP'}
¢é chamado feixe de quadricas gerado pelas quadricas F' e G. Frequentemente denotare-

mos JF por A\F' + uG.

O conjunto das quédricas em P" é parametrizado pelo espaco projetivo PV, onde N + 1 =

(";’2) Pela Definigao , um feixe de quadricas em P™ pode ser identificado como uma reta

em PV. Logo, o conjunto de feixes de quadricas em P, é identificado com a Grassmanniana,
de retas de PV.

4.1 Discriminante de um feixe

Definicao 4.2. O discriminante do feixe ' = A\F' + puGG, com respeito aos geradores F'

e GG, ¢é definido como a uma forma binaria de grau n + 1 dada por

AN p) = det(AF + uG).

Sejam F’ e G’ outros geradores de F com discriminante A’. Veremos qual é a relacao
entre os discriminantes A e A’. Considerando os feixes como espagos vetoriais de dimensao

2, temos a matriz de mudanga da base {F, G} para a base {F', G'} da forma
A= ai; Q2 7
21 (22
onde F' = CLHF + CL21G e G, = CL12F + CLQQG. EIlté:O,

AN ') =det(NF' + (/G = det((Nagy + plan) F + (Nag + pag)G)

AN p') = AN ay + parg, Nagy + plaze) = A(AN, 1))
A'=Ao A.
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Notemos que o autormorfismo de P! definido por A, leva raizes de A’ em raizes de A. Em
particular, o automorfismo A preserva as multiplicidades das raizes. Logo, temos que o
discriminante A de F depende das escolhas das matrizes de I’ e G, mas as raizes de A sao
unicamente determinadas a menos de isomorfismo de P!. Em particular, as multiplicidades

das raizes sdo unicamente determinadas.

4.2 Simbolo de Segre de um feixe

Os resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em [7] e [§].

Seja F = AF + uG um feixe em P" e A o discriminante com respeito aos geradores F' e G.
Suponha que A é nao nulo e seja (Ao : o) uma raiz de A. O posto da matriz A\gF + oG é
igual a n —d, para algum d € {0,...,n—1}. Além disso, os determinantes das submatrizes
de ordem n+ 1 —1, com 7 = 0,...,d da matriz A\gF' + poG sao todos nulos. Seja [; a
menor multiplicidade da raiz (Ao : po) nos subdeterminantes de ordem n + 1 — 4, para
1=0,1,...,d.

E possivel mostrar que I; > li11, para todo ¢ = 0,1,...,d, onde [z ¢é igual a 0, por
convengao. Entdo os ntimeros e; := l; — [;+1 sdo positivos e a forma binaria A(\, u) pode

ser fatorada como produto de fatores lineares,

A 1) = (Ao = Aop)® - (Ao = Aop)“ Ar(A, 1)

com Aq (Ao, o) # 0.

Os nimeros ey, . . ., €4 s30 chamados nimeros caracteristicos associados a raiz (Ao : ).

Observagao 4.1. Os ntmeros caracteristicos estao ordenados da seguinte maneira ey >

e1>--->eq>eqr1 =0. Easomadeles eg+e; + -+ eq4 =y é¢ a multiplicidade da raiz
()\0 . /L())

Definigao 4.3. Sejam (A; : p1), ..., (A 1 i) as raizes de A e d; o posto de \;F' + ;G

1 < i < r, ordenados tais que d; > dy > --- > d,. Sejam ef,e},... €, os nimeros
caracteristicos associados a raiz (\; : ;). O arranjo
— _ 1 1 r r
o(F)=0=[(eg;---s€q,), - (eh,-.,e5)]

¢é chamado de simbolo de Segre do feixe F = AF' + uGG. Quando d; = 1, omitiremos os

parénteses.

Agora, introduziremos a relacao entre dois feixes de quadricas que preservam os simbolos

da Segre.

Definicao 4.4. Sejam F; = AF} + uGy e Fo = AFy, + uGy dois feixes de quadricas

em P". Dizemos que F; e F;y sao projetivamente equivalentes se existem constantes
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A1, Ao, pig, pio € C e uma matriz nao singular P de ordem n + 1, tais que
F2 = Pt<)\1F1 -+ /vblGl)P € G2 = Pt<)\2F1 + M2G1)P.

Teorema 4.1. Sejam F, e Fy dois feixes de quddricas em P", cujos discriminantes sao ndao
nulos. Sejam (A} : u}) e (A2 : u?) as raizes dos discriminantes de Fy e JFa, respectivamente.
Entao Fy e Fy sao projetivamente equivalentes, se e somente se, o(Fy) = o(Fz) e existe
um automorfismo de P* que leva (A : u}) em (A2 : u?) , para todo i, onde os parénteses

correspondentes a (A} : pl) e (A2 : u?) sio do mesmo tipo.

Demonstragio. Ver [14], Teorema 3.26, p.36 ou [7], p.278. |

4.3 Forma normal de um feixe

Veremos nesta secao como construir um feixe cujo simbolo de Segre é um dado arranjo o.
Seja o = [(ef,---,€y,), -, (€, ..., ey )] um arranjo satisfazendo as seguintes condigoes:
1. eé- >0, paratodot=1,...,7ej=0,1,...,d;
2. ey >--->¢€) paratodoi=1,...r

3. dy>dy> - > d,.

Dados (A1 : 1), ..., (A @ pr) pontos distintos em P!, com ); # 0, para todoi =1,...,r,

sejam Fj; e G, as matrizes de ordem e;- X e§, dadas por

o o0 --- 1 l)% 0 1

0o --- 1 /;T 0 1 0
Fij = e Gy

1 ’/\‘—Z 0

’)\L: 0 0 10

Considere as matrizes de ordem e; = ef) 4+ 4 eili, cujos blocos sao os Fj; e os G;

Fog 0 -~ 0 O Go 0 -+ 0 0
0O Fy; --- 0 0 0 Gy - 0 0
= . . o e Gi=| | . S
0 0 ...0 Fa 0 0 ... 0 Gy

Finalmente, sejam F' e G as matrizes de ordem n 4+ 1 =e; + - -+ + e,, dadas por
F =diag(Fy,..., F,) e G=diag(Gy,...,G,). (4.1)

E claro que F e G sao diferentes, entdo podemos definir o feixe F = A\F + uG.
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Definicao 4.5. Um feixe F gerado por quadricas F' e G na forma ¢ chamado um feixe

na forma normal.

Teorema 4.2. O simbolo de Segre do feixe F definido pelas quddricas dadas em (4.1]) €
o=1[(e - €h), -, (eh,... e )]. Além disso, (N; : p;) € raiz de multiplicidade e; do
discriminante A(X, ) = det(AF + pG), para todo i = 1,..., 7.

Demonstracio. Ver [7], p.278. [ |

Observagao 4.2. O ponto (\; : i;) € P! é raiz do discriminante de A\F' — uG, mas, por

abuso de notagdo, dizemos que ele é raiz de A\F' + uG.

Proposicao 4.1. Um feixe F = A\F + uG, onde G € uma quddrica suave, é projetivamente

equivalente a um feixe na forma normal.

Demonstragio. Seja o = [(ef, ..., ey ), .., (€h, ..., €} )] o simbolo de Segre do feixe F e
sejam (A1 @ f1), ..., (Ar o i) as rafzes do discriminate A(\, p) = det(AF 4+ pG). Notemos
que A; # 0, para todo i = 1,...,r, pois G é uma quéadrica suave. Seja F' = A\F" + uG,
onde F' e G' sao da forma[4.1] Usando o Teorema [4.2] temos que F e F' tem o mesmo

simbolo de Segre. Usando o Teorema concluimos o resultado. ]

4.4 Relacao entre complexos de retas quadraticos e feixes de quadricas

No restante do trabalho, G denotard a quadrica de Plucker G = Gr(1,P?).

Dada F uma quadrica em P°, distinta de G, a intersecao completa
X=Xr=FnNAdQG,
parametriza um conjunto de retas em P3, que chamaremos complexo de retas quadra-

tico, ou simplesmente complexo quadratico, definido por F'.

Um complexo de retas quadratico X = F'N G determina um feixe de quadricas em P°,
dado por F = AF' 4+ uG. Reciprocamente, dado um feixe F = A\F + uG, definiremos um
complexo quadratico X = F' N G. Observe que a defini¢cao de complexo X nao depende

da escolha das quadricas F' e G no feixe F, pois

X=FnG= (] QM\:p),

(A:p)ePt
onde Q(A: p) = AF + uG.

Definicao 4.6. O simbolo de Segre de um complexo quadratico é por definicao o simbolo

de Segre do feixe de quadraticas associado.
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As coordenadas de P° podem ser escolhidas de modo que F e G sao da forma (4.1)).

Chamaremos estas coordenadas de coordenadas de Segre do complexo quadratico

X=FnGaG.

4.5 Relacdo entre os simbolos de Segre e as quadricas singulares de um feixe

Sejam X = F'N G um complexo quadratico em P° e F = AF + uG o seu feixe associado.
Existe um namero finito de quadricas singulares no feixe F. A saber, as quadricas
QN : ;) = MF + ;G onde (A, p;) é uma raiz do discriminate de F, parai=1,...,7.
Observemos que as quadricas Q(\; : ;) sdo cones e que elas estdo em bijegdo com os

parénteses do simbolo de Segre de F.
Chamamos o cone Q(A; : f1;), correspondente ao paréntese (e, ..., €} ), um d;-cone

Os vértices de Q(\; : p;) formam um subespago linear de dimensao d; e sua diretriz é uma
quadrica suave em um subespaco linear de dimensao n — 1 — d;. Como (\; : ;) é uma
raiz do discriminante A do complexo X de multiplicidade e’ := e} + - - - 4 €}, , chamamos

Q(\i, p;) de di-cone de multiplicidade ¢'.

A seguinte tabela apresenta a dimensao dos vértice dos cones correspondente aos parénteses

do simbolo de Segre e as intersecoes destes vértices com o complexo X.

Tabela 1

Parénteses | Dimensao do vértice Vértices NX
1%/]

1 ponto

1 ponto

1 ponto

2 pontos

1 ponto

1 ponto

conica suave C'

conica C' de posto 2

NN R R RO OO

Caso 1: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (1).

Seja (Ao : 1) a raiz associada ao parénteses (1) para o feixe Q(\, u) = A F + G onde F
e G estao na forma normal (4.1))

F oo &
0 — 0 1

onde F e G sao matrizes nao singulares de ordem 5. Logo,
)\0 ﬁ + o é 0)

Q(Xo, o) = ( 0 0
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¢ um zero-cone. Cujo vértice ¢ {(0:0:0:0:0:1)} C P5. E portanto, a dimensio do
vértice é zero. Além disso X N Vértice=FNGN{(0:0:0:0:0:1)} =2.

Caso 2: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (2).

Seja (Ao, o) a raiz associada ao parénteses (2) para o feixe Q(A\, u) = AF + pG onde F e

G sao da forma

F 0 0 & oo
0 1 Ho
= | ¢ G=]0 01
0—% 0 010
0

onde F' e G sdo matrizes nao singulares de ordem 4. Entao,

/\0 ﬁ + o é 0
Q(Xos o) = 0 Ao
0 0

¢ um zero-cone. Cujo vértice ¢ (0:0:0:0:0:1) € P°, daqui a dimensdo do vértice ¢
zero. Além disso X N Vértice= FNGN{(0:0:0:0:0:1)} ={(0:0:0:0:0:1)}.

Caso 3: Se o simbolo de Segre contém pareénteses (3) ou (4).
Estes casos sao analogos aos casos 1 e 2.
Caso 4: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (1 1).

Seja (Ao, o) a raiz associada ao parénteses (1 1) do feixe Q(A\, ) = A F 4+ pG, onde F e

G sdo da forma

F 0 0 GOO
0o o g
F= o e G=10 1 0of,
Ho
0O 0 —-—— 0 01
Ao

F' e (G sao matrizes nao singulares de ordem 4. Logo,

MNF+uG 0
Q(Xo, o) = 0 0
0 0

¢ um 1-cone, cujo conjunto de vértices é a reta L C P° gerada pelos pontos (0 : 0 : 0 :
0:1:0e(0:0:0:0:0:1). Entao, a dimensao dos vértices é 1. Além disso
X NVértices=FNGNL={0:0:0:0:—i:1),(0:0:0:0:4:1)} sdo dois pontos.

Caso 5: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (2 1).

Seja (Ao, ito) a raiz associada ao parénteses (2 1) para o feixe Q(\, ) = A F + p G, onde
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F e GG sdo da forma

F _
" G 00O
o 1 —— 0
r Ao G 0O 01 O
g e g s
0—‘;20 0 0100
0 0 0_@ 0 0 0 1
Ao

onde F' e (G sdo matrizes nao singulares de ordem 3. Logo,

~

XF+uwpG 0 00
0 X 0 0

Ao, fho) =
Q(OMO) 00
0 0 0

¢ um 1-cone, cujo conjunto de vértices é a reta L C P° gerada pelos pontos (0 : O :
0:0:1:0)e(0:0:0:0:0:1). Entao, a dimensao dos vértices é 1. Nesse caso,
X NVértices=FNGNL={0:0:0:0:1:0)}.

Caso 6: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (2 2).
Este caso é andlogo ao caso 5.
Caso 7: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (1 1 1).

Seja (Ao, o) a raiz associada ao parénteses (1 1 1) para o feixe Q(\, u) = A F + u G, onde

F e GG sdo da forma

F _
L4 G 000
0 —— 0 0
P Ao o 01 00
= e = s
00—’;30 0010
0 0 0_@ 0 0 0 1
Ao

onde F' e (G sdo matrizes nao singulares de ordem 3. Entao,

~

ME+uwpG 00 0
0 000

No, Ho) =
Q(OMO) 00 0
0 00 0

¢ um 2-cone, cujo conjunto de vértices é o plano H C P° gerado pelos pontos (0:0: 0 :
1:0:0),(0:0:0:0:1:0)e(0:0:0:0:0:1). Logo, a dimensao dos vértices é 2.
Nesse caso, X N Vértices = FNGNH={(0:0:0:7:s5:t) €P°:r2+ s> +t* =0} ¢

uma conica suave.

Caso 8: Se o simbolo de Segre contém o parénteses (2 1 1).
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Seja (Ao, o) a raiz associada ao parénteses (2 1 1) para o feixe Q(\, u) = A\ F + u G, onde

F e (G sao da forma

Foo ; ’ ’ G 0000

0 1 M9 9
o Ao 0 01 0O

F:()_% 0 0 0 e G=|0 100 0],
0 0 0 —% 0 000710
0

00 0 o _Ho 00001

Ao

onde F' e G sdo matrizes nao singulares de ordem 2. Entao,

~

MF+mG 0 00 0

0 X 0 0 0

Q(Xo, o) = 0 0 00
0 000

0 000

¢ um 2-cone, cujo conjunto de vértices é o plano H C P> gerado pelos pontos (0:0: 0 :
1:0:0),(0:0:0:0:1:0)e(0:0:0:0:0:1) e a dimensao dos vértices é 2. Além
disso, X N Vértices= FNGNH={(0:0:0:7:5:t) € P°: s>+ > =0} é uma conica
de posto 2.
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5 COMPLEXOS QUADRATICOS SEMI-ESTAVEIS
O objetivo deste capitulo é definir e determinar complexos quadraticos semi-estaveis em

P°.

Fixemos uma quddrica suave em P°, denotada por G, e considerada como a quadrica de

Pliicker, Gr(1,P?), que parametriza as retas de P3.

Sabemos que o conjunto de quéadricas em P° é parametrizado pelo espaco projetivo P2,
Entao, identificando um complexo de retas quadratico, X = F NG, com um feixe de

quéadricas, temos que um complexo quadratico é uma reta em P?° passando por G.
Lema 5.1. O conjunto dos complexos de retas quadriticos de P5,
LC ={LecGr(1,P?) : G €L},

é um subconjunto fechado da Grassmanniana de retas em P?°.

Demonstragio. Sejam (p;;) as coordenadas de P?* e

T Gr(1,P20) — p209
(ﬁo,...,xzo)/\(yo,...,ygg) — ([L’ly]—JT]yl)
o mergulho de Pliicker.

Seja (ag : ... : ay) o ponto correspondente a G em P?. Afirmamos que

7(LC) = Z(agpij — a;pix + apjr; 0 <1i < j <k <20).

De fato, para L = (ag,...,a) A (2o, ...,220) € LC, temos que w(L) = (p;;) onde
Pij = a;T; — a;x;, para todo 0 < ¢ < j < 20. Entao,
arpij — @ik + aipjr = ag(air; — a;z;) — aj(a;vy — apr;) + ai(a;vy, — agr;) = 0,
ou seja, m(LC) C Z(agpij — a;pix + aipjr; 0 <1i < j <k <20).
Reciprocamente, dado (p;;) € P? tal que
agpij — a;pi + aipjr = 0, V0 <1 < j <k <20,
seja i € {0,...,20}, tal a; # 0. Entao,
L = (ag, ..., a2) A (Poi, - - P@-1)i> 0, Pi(it1)s - - - » Pizo) € LC
é tal que m(L) = (psj)- |

Definigao 5.1. A variedade fechada LC C P?% ¢é chamada espaco de pardmetros dos

complexos quadraticos.
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Definicao 5.2. Dois complexos quadraticos X; e X5 sao ditos isomorfos se existe um

automorfismo A de P° tal que X, = A(X) e que fixa a quadrica G.

Seja SO(G) o grupo das matrizes invertiveis de ordem 6 que fixam G, isto é,
SO(G) :={g € SL(6) : g'Gg = G}.

O grupo de automorfismos de P5 que fixa a quadrica G ¢é a projetivagao de SO(G), e sera
denotado por PSO(G). Sem perda de generalidade, podemos trabalhar com SO(G) ao
invés de PSO(G).

O grupo SO(G) age linearmente em LC' por

LC x SO(G) —» LC
(AF +puG,g) —  MNg'Fg)+ug'Gyg).

Portanto, a nocao de semi-estabilidade estd bem definida para complexos quadraticos
(para a definicao de semi-estabilidade veja Apéndice .

Para determinar os complexos de retas quadraticos semi-estaveis, usaremos, de acordo

com a conveniéncia, as seguintes coordenadas em [P5:

1. Coordenadas de Klein, isto é, coordenadas tais que a representacao matricial da
quadrica de Pliicker, G = Gr(1,P3), é a matriz identidade;

2. Coordenadas de Pliicker, isto é, coordenadas tais que a representacdo matricial da

quadrica de Pliicker é a matriz

_ o O O O O
o O O O
o O = O O O

o O O = O O
S O O o O =

o O o O

3. Coordenadas de Segre. Neste caso, dado o simbolo de Segre do complexo X = FFNG,
o feixe F = A\F' + uG estara na forma normal, ou seja, as matrizes F' e GG estarao na
forma (4.1)).

Estudaremos a seguir, a relagao entre os correspondentes grupos ortogonais especiais para

a quadrica G representada em coordenadas diferentes.

Sejam G e G’ as matrizes da quadrica de Pliicker com respeito a dois sistemas de coorde-

nadas. Normalizamos as matrizes de modo que os determinantes de G e G’ sejam iguais
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a 1 e denotamos seus correspondentes grupos por SO(G) e SO(G’). Seja A a matriz de

mudanca de coordenadas, isto é, tal que A'G A = G'. Entao,

SO(G) — SO(G)

5.1
g = ATlgA (5.1)

¢ um isomorfismo de grupos. Ou seja, SO(G) ~ SO(G").

Em particular, quando a quéadrica GG esta nas coordenadas de Klein, temos que
SO(G) = S0(6) :={g € SL(6) : g'g = Is}.

Seja Sy o espaco das quddricas em P® com traco igual a 0, isto é, Sy U {0} é o espaco

vetorial de matrizes simétricas de ordem 6 e traco 0.

E f4cil ver que Sy ~ P, pois Sy € P2° é um hiperplano, definido pela funcdo polinomial

que calcula o trago de uma matriz. O grupo SO(6) age em Sy por

S()XSO(6) — So
(M,g) +— g¢'Mg

Proposicao 5.1. FExiste um isomorfismo canonico
Q: LC — 5

que € compativel com as agoes de SO(G) e SO(6). Em particular, a variedade de complezos

quadrdticos é isomorfo a PY.

Demonstracao. Dado um complexo quadratico X = F' N G, escolha as coordenadas de
Klein em P°. Entao, G = I e o feixe de quadricas associado {\F + uG: (A : pu) € P'}

contém exatamente uma quadrica de traco 0, a saber,

De fato, se F1 = A\ F' + p1 G tem trago igual a zero, entao

)\1 tT(F)

0=tr(F) = Mtr(F)+mtr(G) =M\ tr(F) 4+ 6p = pg = — 5

A tr(F) tr F

Definimos entao, ¢(X) = F — tYTF G.

Para ver que ¢ é sobrejetora, seja Fj; uma matriz simétrica nao nula de trago 0. Entao, Fj
e G = I sao linearmente independentes( tr(Fy) = 0 e tr(lg) = 6) e, portanto, determinam
um complexo quadratico de retas. Claramente, as aplicagoes X +— Fy e Fy — X sao

algébricas e mutuamente inversas. Logo, ¢ é um isomorfismo.
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Para concluir precisamos mostrar que ¢ é compdtivel com as agoes de SO(G) e SO(6) em

LC' e Sy, respectivamente.

A definicao de ¢ supde G nas coordenadas de Klein e, neste caso, SO(G) = SO(6). No
entanto, qualquer que seja o sistema de coordenadas escolhido, SO(G) ~ SO(6) (5.1)).
Entdo, supondo A'GA = I (isto é G = (A™1)! A7), para qualquer g € SO(6) , temos

O((AF +pile)g) = S(MA'gA)' F (A7 gA) + (A~ gA) [s (A gA))
= ¢(A(ATTgA) F (A7 gA) + pAlg' (A1) A71gA)
= p(MAT'gA) F (A7 gA) + pA'g' G gA)
= O(MATgA) F (ATl gA) + pAT G A)
= ¢(N(A™'gA) F (A7 gA) + pl)
t

tr(F)

=: (F — 6

Is)g = ($(AF + pls))g.

Nas igualdades acima, usamos que A~'gA € SO(6) pelo isomorfismo (5.1]), e que por isso,

tr((A~'gA)' F (A71gA)) = tr(F). Além disso, usamos que se SO(G) ~ SO(6), entao,

(AF + pulg)g = (A\F + puls) (A" gA) = (A7 gA) (AF + uls) A~ gA

ou seja,
tr(F tr(F
(=" pg = = T gy a9,
para todo g € SO(G). Logo, ¢ é compativel com as agoes de SO(G) e SO(6) em LC' e Sy,
respectivamente, independente das coordenadas. |

Corolario 5.1. A variedade LC, que parametriza os complexos quadrdticos, € irredutivel

e tem dimensao 19.

Demonstragio. Pela Proposicio [5.1] temos que LC ~ S;. Mas, Sy ~ P' e o resultado
segue. |

Como consequéncia da proposicao anterior temos que um complexo quadratico é semi-
estavel com respeito a agao de SO(G), se e somente se, a quadrica associada de trago 0
em P’ for semi-estdvel com respeito a acao de SO(6). A proposigdo a seguir nos d4d um
critério para que uma quadrica arbitraria,

6

F=2 2 [ XX

i=1j=1

onde f;; = f;;, para todo 1 <1, j < 6, seja semi-estavel com relacao a agao de SO(6).



32

Proposigao 5.2. Uma quddrica F em P° € instdvel em relagio a ag¢do de SO(6), se e

somente se, F' for equivalente, sob esta mesma agdo, a uma quddrica Q) = (¢;j) com

¢i; = 0, para todo 1 <1i,7 <3, e quu=q5=qi6 = G25 = G35 = a5 = 0.

Em outras palavras, uma quddrica F em P é semi-estdvel em relagio a agio de SO(6), se

e somente se, nao ezistir g € SO(6), tal que

o O O
o O O
*

o o O

g Fg=

*
*
*
*

o O O O o O
*
*
*
*x
*

Demonstracio. Escolhemos as coordenadas de P? tal que

0 I3
o- (2 1 -

Usando o critério de Hilbert-Mumford (Teorema , F € 5y é instavel com respeito a
acao de SO(6), se e somente se, existir A : C* — SO(6), 1-PS, tal que u(F,\) < 0.

Para calcular p(F,\) devemos achar p : SO(6) — GL(C?!), representagao de SO(6), ja
que P?° ¢ o espaco de parametros das quéadricas de P°, tal que, escolhida a base que
diagonaliza po X : C* — GL(C*), tenhamos

20
F = Z Fiei,
1=0

onde {eg, ...e90} ¢ a base canonica de C?!. Logo,

AOF := (po N)(tH)F = iﬂt”ei e

=0
u(E, ) = max{—r; : F; # 0} <0.

Como nao estamos nas coordenadas de Klein, onde G = Ig, seja A tal que

I
Al A =G = 0 1)
I 0

Entdo, A(t)F := (A7'A\(t)A)F, para todo X : C* — SO(6), 1-PS e
w(F,N) := p(F,v), onde ~(t)=A"'At)A € SO(G).
Seja v : C* — SO(G) 1-PS, dado por

V(t) = diag(t™, €72, 87, 1™, 17, 1),
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com inteiros ry > 19 > r3 > 0ery = —ry, r5 = —T9, rg = —r3. Se nas coordenadas de GG
6
F é dada por F' = Z fi; Xi; X, entao
ij=1

VOF = (z(t)l)tFV(t)l =) Fry)!
= > fur®) X Xy ()

,j=1

6
=D [yt "X X;

ij=1
e, por definigao, u = p(F,v) = mazx{r; +r; : f;; # 0}.
Suponhamos p < 0, como 1 > 19 > 13 > 0, temos

ri+r1>0, ri+r,>0, ri+r3>0,
7“2+7"220, T2+T320, T3+7’320,

}:>f11=f12=f13:f22:f23:f33207

m+ra=0 = fuu=fun=0,
ro+15 =0 = fos=fr2=0,
r3s+16 =0 = f36= fo3 =0,

ri>ro=-r5 = r+r5>0 = fis=f51=0,
rm>2r3=-16 = r1+r6>0 = fig= fe1 =0,
ro>r3=-1¢ = T2a+tr6>0 = fo= fe2 =0,
donde concluimos que se F for instavel, y(t)F := v(t)"! F~(t)~! tem a forma (5.2)).
Reciprocamente, suponhamos ¢' F'g = Q e @ como em (5.2). Entao,
6 6
Q=2¢uXo Xa+2¢uXs Xa+2¢5 X3 X5+ > > 415 X; Xj.

i=4 j=4

Escolha «(t) = diag(t3,1?,¢,t73,¢*,t71), ¥V t e C*. Entao,
(@, ) = max{—1,-2,-5,—4, -3 - 6} = -1 <0,
e F' é instavel. [

Corolario 5.2. Um complexo quadrdtico X é semi-estdvel com respeito a agio de SO(G),
se o discriminante A(X) de X, possui pelo menos de duas raizes diferentes, isto é, se seu

simbolo de Segre consiste pelo menos de dois parénteses.

Demonstracao. De acordo com a Proposicao 5.1, um complexo quadratico X = FNG é

semi-estavel com respeito de SO(G), se e somente se, a quadrica

tr(F)
6

¢(X):F— Is .= Fy, €5,
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é semi-estavel com respeito a agdo de SO(6). Sejam A e B matrizes mudanca de coor-
denadas tais que A'G A = Is (A muda das coordenadas iniciais para as coordenadas de
Klein) e B'Is B = G’, onde G’ é a matriz (5.3) (B muda das coordenadas de Klein para
coordenadas tais que G tem a forma (5.3). Entdo, para g € SO(G), temos

SOVF +5C)g) = 6(OF + ) (A 9 ) = (F~ " py a1 g ) (Prop. B
— (F — tr(GF) I) (AP B gBA) = Fy (A1 Bl g B A).

Pela Proposicao , Fy é instavel se e somente, é equivalente a uma matriz na forma ([5.2).
Como a multiplicidade das raizes de A(X) nao se alteram por mudanca de coordenadas,
podemos supor que Fy tem a forma (5.2)). Logo,

A(X) = ANF + uG) = AAF, + pG'),

0 0 0 p 0
00 0 % u O
0 0 0
A(X) = det AR —u®
[k ok kK ok
0 p * % % x
0 0 p * * =
ou seja, o simbolo de Segre de X tem uma tnica raiz. ]

Observacao 5.1. Como veremos mais adiante, os complexos quadraticos irredutiveis que

nao sao semi-estavel sao os que tem simbolo de Segre

(6], [(GD)], [(42)], [(33)], [(411)], [(321)] ou [(222)].
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6 ESPACOS DE MODULI DE COMPLEX0S QUADRATICOS

Nesta secao, construiremos os espacos de Moduli de complexos quadraticos com um simbolo

de Segre fixo.

A grosso modo, os espagos de Moduli sdo variedades algébricas que parametrizam um
conjunto de objetos geométricos, médulo uma relacao de equivaléncia. Tais espacos
aparecem frequentemente como solucdo para problemas de classificacdo. A Teoria de
Moduli é muito rica e teve inicio em 1857 com Riemann, mas a reestruturacao da Geometria
Algébrica, realizada por Grothendieck, Serre, e seus colaboradores, foi essencial para o
desenvolvimento da mesma. A aplicacdo da Teoria dos Invariantes em problemas de
Moduli na década de 60, por Mumford [I1], nos forneceu uma receita para a construgao
em massa dos espagos de Moduli. Muitos deles sdo obtidos algebricamente através de

variedades quocientes.

E no contexto da Teoria Geométrica dos Invariantes, ou seja, como variedades quocientes,
que apresentaremos as construgoes dos espacos de Moduli dos complexos quadraticos e

das suas superficies singulares.

Primeiro precisaremos de alguns resultados preliminares.

6.1 Quocientes categoricos

Para que fique claro quais objetos serao os espagos de Moduli, que queremos construir
nesse trabalho, vamos definir variedades quocientes. Para as defini¢oes relacionadas a acao

de grupos ver Apéndice [A]

Definicao 6.1. Seja G um grupo algébrico agindo na variedade X. Um quociente categd-
rico de X por G é um par (Y, ¢), onde Y é uma variedade quasi-projetiva e ¢ : X — Y é

um morfismo tais que:

(i) ¢ é constante nas érbitas da agdo, isto é, ¢p(gxr) = ¢(z), para todo x € X e para
todo g € G.

(ii) Para toda variedade quasi-projetiva Z e todo morfismo ¢ : X — Z constante nas

orbitas, existe um tnico morfismo « : Y — Z tal que ao ¢p = 1.

X-2.y

wAa

Z

Denotaremos a variedade Y por X/G.
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Definig¢ao 6.2. Sejam G um grupo algébrico agindo na variedade X e (Y, ¢) um quociente
categorico de X por G. Se ¢ '(y) consistir de uma tnica 6rbita, para todo y € Y,

chamaremos (Y, ¢) de espago de Orbitas.

Proposicao 6.1. Seja G um grupo algébrico agindo na variedade quasi-projetiva X. O

quociente categorico de X por G é unico a menos de isomorfismo.

Demonstragio. Sejam (Y, ¢) e (Z, V) quocientes categéricos de X por G. Como (Y, ¢) é
um quociente categérico e (Z, V) é constante nas dérbitas, pois também é um quociente

categdrico, temos que existe um tnico morfismo v : Y — Z tal que avo ¢ = V.

X-2.y

s

Z

Por outro lado, sendo (Z, ¥) quociente categérico, e (Y, ¢) constante nas orbitas, segue

que existe um tnico morfismo £ :— Y tal que fo ¥ = ¢.

X Y.z

o

Y

Entéo, temos que (foa)o¢p=LFo(aop)=LFoV =¢.

Logo, o diagrama
X2y

(8

Y
¢ comutativo. Como Idy : Y — Y também faz o diagrama comutar, segue da unicidade a
aplicacdo o, na Definicao (ii), que Idy = B o a.

Analogamente, mostramos que Idz = a o 3. Logo, Y é isomorfo a Z. ]

Definicao 6.3. Seja G um grupo algébrico agindo em uma variedade X. Um bom
quociente de X por G é um par (Y, ®), onde Y é uma variedade e & : X — Y é um

morfismo afim satisfazendo:

(i) ® é constante nas 6rbitas da acao;
(ii) ® é sobrejetivo;
(iii) se U C Y for aberto afim, entao
O AU) — AP (1))

é um isomorfismo de A(U) sobre A(®~1(U))%;



37

(iv) se W C X é um fechado e invariante por G, entao ¢(W) é fechado;
(v) se Wy e Wy sao fechados invariantes e disjuntos, entéo

Um quociente geométrico ¢ um bom quociente que é também um espaco de érbitas.

Proposicao 6.2. Seja (Y, P) um bom quociente de X por G. Entao,

(i) (Y,®) é um quociente categorico de X por G;

(ii) ®(x1) = P(x2) & O(x1) N O(xs) # 0

(iii) se a agao de G em X for fechada, entio (Y, ®) é um quociente geométrico.
Demonstragao. Ver [12], Prop. 3.11, p. 71. [ |
Para garantir a existéncia dos espacos de Moduli precisaremos do seguinte resultado.

Teorema 6.1. Seja X C P" uma variedade algébrica. Para toda acao linear de um grupo

redutivo G em X temos:
(i) Eziste uma variedade projetiva Y e um morfismo ® : X*° — Y tal que (Y, P) € o

bom quociente de X*° por G.

(ii) Eziste um aberto Y* de'Y tal que @ 1(Y*) = X*® e (Y*,®) é um quociente geométrico
de X°.

(iii) Para x1,xo € X%, ®(21) = ®(x3), se e somente se, O(x1) N O(x) N X5 £ ().

Demonstragio. Ver [12], Teorema 3.14, p.74. [ |

Observacao 6.1. Quando a variedade X for o espago de pardmetros dos complexos
quadréticos com um simbolo de Segre fixo (resp. o espago de parametros das superficies
singulares associadas a tais complexos), chamaremos o quociente geométrico Y = X**/G

de espago de Moduli dos complexos (resp. das superficies singulares).

6.2 Espaco de Moduli dos complexos quadraticos

Nesta secao, vamos construir a variedade quasi-projetiva X que parametriza os complexos
quadraticos com um simbolo de Segre fixo. Também mostraremos que o espaco de Moduli

desses complexos existe.

Defini¢do 6.4. Um complexo quadrético é chamado de irredutivel (resp., reduzido), se

for irredutivel (resp., reduzido) como uma variedade de P°.
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Lema 6.1.

(1) Um complexo quadrdtico é ndo reduzido, se e somente se, seu simbolo de Segre

contém um paréntese de comprimento 5.

(2) Um complexo quadrdtico é redutivel, se e somente se, seu simbolo de Segre contém

um paréntese de comprimento 4.

Demonstragao. (1) Suponhamos que o simbolo de Segre o, de um complexo quadratico
X, contenha um parénteses de comprimento 5. Entao, o = [(11111)1] ou ¢ = [(21111)].

Analisaremos separadamente cada caso.

Primeiro caso, o = [(11111)1]. Usando a forma normal,

X=FnNG-= ﬂ Q()\,/L),

(A:p)ePt
onde Q(\, 1) = AF — uG,

g 0 0 0 0 O 100000
0O o 0 O 0 O 01 000O0O0
0 O 1

o w0 0 0 e G- 0 0 0 00
0 O w0 0 0 001O0O0
0O 0 0 0 puw O 000 0T1TFPO
0 0 0 0 0 pe 0 00 0O01

Entdo, Q(1,u1) = X2 € Z(X) := {P € C[Xy, ..., X5] : P(x) =0, V z € X}. Ou seja,
X, € A[X] == C[Xo, ..., X5]/Z(X)
¢ um elemento nilpotente, o que implica que X é reduzido.

Segundo caso, o = [(21111)]. Usando a forma normal,

X=FnG= ﬂ Q(AMLL)?

(A:p)ep?
onde Q(\, ) = A\F — uG,

1w O 0 O 01 000O0O0
i 0 0 O 100000
0 O 1

e L1 0 O e G 00 0 00
0 O w0 0 000 10O
0 0 0 0 pw O 000 O0OT1TFPO
0O 0 0 0 0 000 O0O01

Entdo, Q(1,u1) = X2 € Z(X) :={P € C[Xy,..., X;5] : P(x) =0, V z € X}. Ou seja,

X, € A[X] = C[Xo, ..., X5]/Z(X)
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é um elemento nilpotente, o que implica que X é reduzido.

Reciprocamente, se X nao for reduzida, pelo critério de Jacobi o feixe associado a X
contém um plano duplo. Sem perda de generalidade, podemos supor que tal plano duplo
é a quadrica F' := X7 = 0, cuja representacao matricial é F' = (f;;), com fs5 = 1 e
fij = 0,se i # 5 ouj#5. Entao, para mostrar que o simbolo de Segre de X = FFNG
tem um paréntese de tamanho 5, vamos calcular os simbolos de Segre da raiz (0 : 1) no

discriminante de X. Escrevendo G = (g;;) temos que,

M“goo HJo1 - - - H1gos
A(AF + pG) = N?m Mg .- ,ug'15 — 18 det(G) — \i® det(Gas),
HGs0 fgs1 .- Hgss — A

onde G55 é a submatriz de G obtida tirando-se a linha 6 e a coluna 6. De acordo com as
defini¢oes dos simbolos de Segre apresentadas na Secao , temos que d =4, ly = 6 (resp.
lo =5) se det(Gss5) # 0 (resp. se det(Gs5) =0) e l; =5 — ¢, para todo i = 1,--- , 4. Logo,

eco=20ueg=1¢ee; =e =e3=e4 =1, donde concluimos que
o(X)=1[(21111)] ou o(X)=[(11111)1].
(2) Agora, suponhamos que o simbolo de Segre de X = F'N G contenha um paréntese de

comprimento 4. Entao, usando a forma normal, o feixe \F' — uG associado a X tem uma

quadrica singular da forma

00 O0O0O0O0Q 0
00 0O0O0OFO O
00 O0O0O0O0O0
Nos to) = Ao F — 1oG = = (aXy + bX5)(c Xy + dX5),
Q(ouo) 0 Ho 00000 0 ( 4 5)( 4 5)
00 0 0 % =
00 0 0 % =

ou seja, ¢ a uniao de dois hiperplanos. Logo, X é redutivel.

Reciprocamente, suponhamos X redutivel. Nenhuma componente de X pode ser de grau 1
pois, sendo G' uma quddrica suave em P°, G’ nao adimite subespacos lineares de dimensao
maior que 5/2. Entdao, X = X;UX5, onde X; e X, sdo variedades projetivas de grau 2 (Ver
[6], Prop. 7.6, p. 52). Sejam H;(~ P*) hiperplanos em P° tais que X; C H;, para i =1,2.
Para ver a existéncia de tais hiperplanos ver [6], Ex. 7.8, p. 53. Defina Fy = H; U H,, que
¢ uma quadrica em P5. Entdo, X = F;,NG e, como H, N Hy ~ P3, porque H, e Hy sdo
subespacos lineares distintos, temos que Fy é um 3-cone cujo comprimento do paréntese

no Simboolo de Segre ¢é igual a 4.
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Lema 6.2. Sejam X e X' complexos quadrdticos cujos feixes associados sdo
F={ N +uG: N:p)eP'} e F={NF+iyG:\N:y)eP,

e sejam (N : ;) e (N, @ ul), as raizes dos seus correspondentes discriminantes. Entao, os
complexos quadrdticos X e X' sao isomorfos, se e somente se, eles tem o mesmo simbolo
de Segre e existe um automorfismo de P, firando (0 : 1), e levando (N; : ;) em (N, : ),

para todo i, onde (N\; : p;) e (N; : pl) correspondem da parénteses do mesmo tipo.

Demonstracao. Pelo Teorema dois feixes F e F’ sao isomorfos, se e somente se, eles
tem o mesmo simbolo de Segre e se existir um automorfismo de P! levando (); : y;) a
(A, : ) para todo i, onde os parénteses de (\; : p;) e (] : ut) sdo do mesmo tipo. Além
disso, o isomorfismo de complexos quadraticos leva G em G, ou seja, o automorfismo de
P! fixa o ponto (0: 1) € P'. |

Corolario 6.1. Seja o um simbolo de Segre com no mdximo 2 parénteses. Entdo, todos

os complexos quadrdticos com simbolo de Segre o sao isomorfos.

Demonstracao. Suponhamos que o tenha apenas dois parénteses. Entao, o discriminante
de um complexo quadratico X com o simbolo de Segre ¢ tem apenas duas raizes. Como
sempre existe um automorfismo de P! que leva trés pontos em posicao geral em trés pontos

escolhidos, o resultado segue do Lema [6.2] |

Como consequéncia do Corolério [6.1], temos que, fixado um simbolo de Segre o com apenas
dois parénteses, o espaco de Moduli dos complexos quadraticos com esse simbolo de Segre

tem um tnico ponto.

Assumiremos no restante do capitulo que o é um simbolo de Segre com as duas propriedades:

o nao contém nenhum parénteses de comprimento > 4, (6.1)

o tem pelo menos de 3 parénteses. (6.2)

Segue do Lema , que um complexo quadratico com simbolo de Segre o do tipo ([6.1))
¢ irredutivel e reduzido. Como veremos mais adiante, os simbolos do tipo (6.2) darao

espacos de Moduli de dimensao positiva.

Existem exatamente 23 simbolos de Segre com as propriedades (6.1)) e (6.2) (ver tabela
2). Seja o um deles. Queremos construir o espago de Moduli, M (o), dos complexos

quadraticos com simbolo de Segre o.

Lema 6.3. Os complexos quadrdticos com simbolo de Segre o sao parametrizados por
uma subvariedade quasi-projetiva, R(c), da variedade LC ~ P, de todos os complezos

quadrdaticos.



41

Demonstracao. Suponhamos que o tenha r parénteses. Seja
R(0) := {Xy : Xy é um feixe na forma normal com simbolo de Segre o}.
Entdo, R(c) ~ (P')"\ D, onde D é o subconjunto fechado de (P')", definido por

D= J Di e Diyj={((Ai:p)--o, N :p)) € (P Nipj — pij = 0}

1<i<j<r
Seja 7 o morfismo definido por

7:R(o) x SO(G) — LC
(Xn,9) = g Xng.

Como todo complexo X com simbolo de Segre ¢ é isomorfo a um feixe na forma normal,
temos que R(o) := w(SO(G) x R(0)). Pelo Teorema de Chevalley, para conjuntos
construtiveis (ver [0], Ex.3.19, p.94), temos que R(o) é uma subvariedade quasi-projetiva
de LC. |

A agdo do grupo SO(G) em LC se restringe a uma ac¢ao em R(c). Devemos agora

determinar o estabilizador de um complexo X € R(0).

Lema 6.4. Seja o um simbolo de Segre satisfazendo (6.1)) e (6.2) e suponha que o consiste
de r; parénteses de comprimento i, para i = 1,2,3. Entao, o estabilizador de um complexo
quadrdtico X € R(o) em SO(G) tem dimensao

dim Stab(X) = ry + 3r3,

exceto no caso o = [(22)11], que tem dimensdao 2. Em particular, a dimensio do es-

tabilizador depende somente do simbolo de Segre de o e ndo do complexo quadrdtico
X € R(o).

Demonstra¢io. Uma matriz A € SO(G) estda no estabilizador de X, se e somente se,
AlGA =G e A'F A= F. J4 que o feixe estd na forma normal de Segre, G = G}, as

igualdades anteriores sao equivalentes as
A'=GA'G e GFA=AGF.

Suponha inicialmente que cada cone é um zero-cone, ou seja, que 1o = r3 = 0 . Devemos
mostrar que o estabilizador de X tem dimensao zero. Para isso, basta mostrar que o
estabilizador de todo par de blocos correspondentes a um zero-cone de multiplicidade d

tem dimensao zero.
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A forma normal dos blocos GG; de GG e dos blocos F; de F' sao dadas pelas seguintes matrizes
de ordem d X d:

0 o 0 ... I
10 0 1 pu 0
G, = e F, =
0 0 1 p 0
0 0 w0 0

Considere que a matriz d x d A = (a;;). Como

—_
=

—_
= o

0
temos que G; F; A = AG,; F; implica que
pai; = pai; + a4y, Vi=1,...,d—=1=aj;j31)=0,Vj=1,...,d -1,
A(k—1)j + pag; = pag; + apey, Vi=1,...,d—=1eVk+2,....d
= A(k—1)j = Ap(j41), Vi =1,...,d—=1eVk=2,....d e
A(k—1)d T Hagg = pagg, Vk=2,...,d = ap-1ya =0, Vk=2,....d,

ou seja, A é da seguinte forma:

aiy 0 ... 0 0
ao1 an ... 0 0
A=
a@-1n1 a@-21 --- ann 0
ad1 a@-11 --- Q21 011

Usando a forma de A e A'G; A = G, temos que

2a11a41 + 2a910(4-1)1 + ... . cee e 2a11a91 a3y
2a11a(4-1)1 + 2a210(3-2)1 . cee a%l 0
Gi= 2ay1a3, + a3, 2a11a9; a3, 0
2a11 031 a?, 0 0
a2, 0 0 0

Logo, a submatriz de A, de tamanho d x d, correspondente ao cone gerado por F; e G, e

denotada por Ay, é igual a +1;. Além disso, como todos os cones do complexo sao 0-cones,
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os p's sao distintos para os diferentes blocos F;. Isto vai implicar que todo a;; fora das

submatrizes Ay sao nulos. Logo, o Stab(X) é finito e portanto de dimensao zero.

Observe que que o resultado nao depende dos p's, o que significa que a dimensao do

estabilizador nao depende do complexo quadratico escolhido.
A demonstracao para os outros casos é analogo, por isso, s6 faremos algumas observagoes.

Por exemplo, se o feixe tem k; 1-cones, nenhum deles é do tipo (22) e todos os outros

cones sao 0O-cones, entao o estabilizador tem dimensao k.

Se o feixe tiver um 2-cone, entao s6 pode ter um 2-cone pela hipétese (6.2)) e esse parénteses
é (111), pela hipoteses (6.1)). A forma normal desse feixe tem um destes tipos de blocos:
Gi :]3 e Fz :[I,Ig, ou

o = O

o O =

_ o O
a

[ R I

S O =

= O O

No primeiro caso, a equacao A’ F; A = F; implica que A® = A™! e o estabilizador ¢ SO(3),
que tem dimensao 3. No segundo caso, o estabilizador também ¢é de dimensao 3. Logo, se
o feixe tiver kg O-cones e k; 1-cones (nenhum com um parénteses do tipo (22)) e ko (= 1)
2-cones, o estabilizador tem dimensao ky + 3 k».

Finalmente, consideremos o caso o = [(22)11]. A razdo para o aumento da dimensao
do estabilizador neste caso é que existem dois blocos correspondendo a mesma raiz do

discriminante e ambos blocos nao sao diagonais. |

Corolario 6.2. Nas hipdteses do Lema[6.4], seja r =11 + o + 13, 0 nidmero de parénteses

em o. Entao,

dim R(c) = r + 13 — dim Stab(X),

onde X € qualquer complexo quadrdtico com simbolo de Segre o.

Demonstragio. Para o célculo da dimensao de R(o), vamos aplicar o Teorema da Dimensao
da Fibras (ver [13], Teorema 7, p.76) ao morfismo 7 dado no Lema [6.3] Antes porém,
devemos calcular a dimensio de 77(X), para X € R(0). Seja X = 7(g, Xn), onde Xy ¢é
o feixe isomorfo a X na forma normal. Entao, X = ¢* Xy g e, para todo h € Stab(Xy),
temos que

(hg)' X (hg) = ¢'(h' Xnh)g = g' Xn g = X.

Além disso, se X for um feixe obtido de Xy aplicando-se um automorfismo de P! nas
raizes do discriminante de Xy, temos que Xy ~ Xy, isto é, Xy = ¢t Xy g1, para algum
g1 € SO(G). Logo, m(g19, X)) = X. Como a dimensao do conjunto de automorfismo de
P! ¢ igual a 2 e, dim Stab(X) = dim Stab(Xy), temos que

dim 7 '(X) = dim Stab(X) + 2.
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Aplicando o Teorema da Dimensao das Fibras, temos que
dim R(o) = dim SO(G) + r — (dim Stab(X) + 2).
Mas, SO(G) ~ SO(6) e dim SO(6) = 15. Logo,
dim R(o) = 15 + r — dim Stab(X) — 2 = 13 + r — dim Stab(X).

Finalmente, temos todos os ingredientes para construirmos o espago de Moduli dos

complexos quadraticos com simbolo de Segre o.

Teorema 6.2. Seja o um simbolo de Segre satisfazendo (6.1)) e (6.2) e contendo r parén-
teses. Entao, o espaco de Moduli M(c) dos complexos quadrdticos com simbolo de Segre

o existe e € uma variedade quasi-projetiva de dimensao r — 2.

Demonstragdo. De acordo com o Lema , a variedade R(o) parametriza os complexos
quadraticos com o simbolo de Segre o. O grupo SO(G) age sobre R(o) e, dois complexos
quadraticos sao isomorfos, se e somente se, eles estdo na mesma 6rbita dessa acao. Pelo
Corolario [5.2] todo elemento de R(c) é semi-estavel com respeito a agio de SO(G), isto é,
R(0)* = R(0). Logo, pelo Toerema [6.1], o bom quociente M(c) := R(c)/SO(G), existe e

é uma variedade quasi-projetiva.

Além disso, pelo Lema 3.7, p.66 de [12],

dim O(X) = dim SO(G) — dim Stab(X). (6.3)

Como, a dimensao do Stab(X) depende somente do simbolo de Segre, temos que todas as
6rbitas tem a mesma dimensdo e, novamente pelo Lema 3.7, p.66 de [12], todas as érbitas
sao fechadas. Assim, M (o) é um espago de drbitas, isto é, parametriza as classes de
isomorfismo dos complexos quadraticos com simbolo de Segre o. Para calcular a dimensao
de M(o), usamos o morfismo projecao R(c) - M(o) := R(0)/SO(G), o Teorema da
Dimensao das Fibras e a igualdade . Assim,

dimM(c) = dim R(o) — (dim SO(G) + dim Stab(X))
= 13+ r — dim Stab(X) — (15 — dim Stab(X))
=r—2
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7 SUPERFICIES SINGULARES

Neste capitulo apresentaremos outro objeto de estudo desse trabalho, as superficies

singulares associadas aos complexos de retas quadraticos de IPP.
Fixemos um complexo de retas quadratico, X = F NG, em P5 onde G = Gr(1,P3).

Para um ponto genérico p € P3, a intersecdo a(p) N F é uma conica suave em «a(p). De
fato, a condigao a(p) intercepta F' em uma conica singular é uma condigio fechada em P3.
Para ver isso, observe que essa condicdo é equivalente a p € P3 é tal que o determinante

da matriz que representa a conica a(p) N F, que depende polinomialmente de p, é nulo.

Observagao 7.1. A conica a(p) N F, denotada por C(p), ndo depende da escolha de F' e

sim do complexo quadratico X, pois a(p) C G e
a(p) NF =a(p) N X.
Denotaremos por 7k(C(p)) o posto da conica C(p).
Proposigao 7.1. O conjunto S = {p € P* : rk(C(p)) < 2} é uma superficie de grau 4 em

P3.

Demonstragio. Dado p = (py : p2 : p3 : pa) € P?, seja

L — P1 P2 P3 Pa
‘ Tr1 T T3 T4
uma reta em P? passando por p. Entao,

a(p) :={n(ly) = (p1ra — pax1 : ... : P3xy — P3y), V(L1 : o : X3 : T4) # (P1: P2 :P3:Pa)},

onde 7w é o mergulho de Pliicker. Sejam (z12 : -+ : z34) as coordenadas de P5 e

F(Zia,...,734) == Z'FZ = 0 a quadrica que define o complexo X. Entao,
a(p) NF = {(z1: x5 w3 24) €P° 1 F(pizg — poay & ... 1 psay — pay) = 0}
Se p € Uy, onde Uy = {(py : p2 : p3 : ps) € P> : p; = 1}, temos que

p3Z12 - p2213 + Zgg =0
a(p) == paZia — p2Zas+ Zoy =0
Paliy — p3lis + Zsq = 0.

Isolando 223, Z21 € 234 temos que Ck(p) NEF = (Z12,Zlg,Zl4)ptFP(Zlg,Zlg,Zl4)t = O,

onde
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Entao,
S={pecP: det(P'FP) =0} (7.1)

e, portanto, é uma hipersuperficie em P3. Para ver que S tem grau 4, verificamos que

det(P'FP) é um polindomio de grau 4 nas coordenadas de p. |
Defini¢do 7.1. O conjunto S = {p € P* : rk(C(p)) < 2} C P? é chamado superficie

singular associada ao complexo quadratico.

Seja R o subconjunto de S definido por
R={pecP:rk(C(p)) <1} C P*.

Observagao 7.2. Se p € S\ R, o posto de C(p) é igual a 2. Logo, C'(p) é a uniao de duas
retas distintas L; e L, ambas contidas em «(p). Portanto, L1 N Ly = {x} C a(p). Segue,
do Lema 3.7, que existe um tnico plano h; (respectivamente hy) tal que Ly = a(p) N B(hy)
(respectivamente Ly = a(p) N B(hy)). Entdo, L; parametriza as retas de P? que passam por

p e estao contidas em h;, para i = 1, 2, isto é, existe uma correspondéncia biunivoca entre
C(p) +—THuly C P3

onde I'; = {l: Il C PP éumaretaep € [ C h;}. O conjunto I'; é o feixe de retas que
passam por p e estao contidas em h;. Além disso, I'y NIy = {l,}, I, = hq N hy. Neste caso

dizemos que I'y e ['s sao feixes cofocais cujo foco é o ponto p.

Observacgao 7.3. Se p € R e o posto de C'(p) é igual a 1, entao C(p) é uma reta dupla L
contida em a(p). Pelo Lema existe um tinico plano h tal que L = a(p) N B(h). Entao
L parametriza as retas de P? que passam por p e estdo contidas em h, ou seja, existe uma

bijegdo entre os conjuntos C(p) e
C(p) +— T CcP?

onde '={l:1CP3éumaretaepeclCh} O conjunto I é o feixe de retas que passam

por p e estao contidas em h. Neste caso dizemos que I' é um feixe duplo.

Observagao 7.4. Se p € R e o posto de C(p) é igual a 0, ou seja, C'(p) = a(p), entao

C(p) parametriza as retas de P3 que passam por p.

Nosso objetivo agora ¢ definir uma superficie ¥ C X C P® relacionada a superficie S C P3.

Definicao 7.2. Dado z € X, a reta [, é chamada reta singular do complexo quadratico

X, em um ponto p € I, se a(p) C T, F.

Lema 7.1. Seja x € X. Se l, € reta singular em p € 1., entao p € S.
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Demonstragio. Mostraremos que se a reta [, for singular em p € [, entdo a conica C(p) é
singular em z, ou seja, que 1T,,C(p) = a(p) (ver Segao [2.4)).

Temos p € [, se e somente se, v € a(p). Entao, z € C(p) = a(p)NX e T, C(p) = a(p)NT,F.
Mas, [, singular em p significa a(p) C T,.F. Logo, T,.C(p) = a(p) e x é um ponto singular
de C(p), e portanto, rk(C(p)) < 2. |

Lema 7.2. Sejap e S.

i) Sep e S\ R, entao existe um unico x € X tal que l, é singular em p.
it) Sep € R, l, € singular em p, para todo x € C(p).

Demonstragao.

Para demonstrar o primeiro item, observe que

onde Ly e Ly sdo duas retas distintas contidas no plano a(p). Seja z € C(p) o ponto de
intersecdo de Ly e Ly. E claro que  é o tnico ponto singular de C'(p) e que T,C(p) = a(p).
Mas, T,C(p) = a(p) N T, F. Logo, a(p) C T, F e, portanto, [, é reta singular em p.

A demonstragao do segundo item sera dividida em dois casos.

Se rk(C(p)) = 1, C(p) é uma reta dupla em «(p). Logo, C(p) é singular em todo ponto. E
T.C(p) = a(p). Mas, T,,C(p) = a(p) N T, F. Logo, a(p) C T, F, para todo ponto x € C(p)

e, portanto, [, ¢é reta singular em p.

Se rk(C(p)) =0, a(p) = C(p) C F. Entao, para todo = € a(p) = C(p),
T.C(p) = Tpa(p) = a(p) C T,F,

e portanto, [, é singular em p para qualquer = € C(p). [ |

Definimos os conjuntos
> ={z € X :1, ¢ reta singular para algum ponto}
Sing(X) = {x € X : x é um ponto singular da variedade X}

Proposicao 7.2. Seja x € X. Entado,

i) x €3, se e somente se, existe um p € P tal que x é um ponto singular de C(p).

it) x € Sing(X), se e somente se, T,G C T, F.

Demonstracao.
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i) Se xz € ¥, existe um p € [, tal que [, é singular em p. Entao, a(p) C T, F e
T.C(p) =T, FNa(p) = a(p). Logo, z é um ponto singular de C'(p). A reciproca é

analoga.
ii) Se x € Sing(X), entao
3=dimX <dim7, X =dim(T,FNT,G) <dimT,G = 4.

Logo, dim(T,F N T,G) = dimT,G = 4 e, portanto, T,GNT,F =T,G C T,F.

Reciprocamente, suponhamos 7,,G C T, F'. Entao,
I.G=T,FNT,G=T,X.
Como G é uma quédrica suave, dim7T,G =4 e
3=dimX <dim7,X =dim7T,G = 4.

Portanto, x ¢ um ponto singular de X.

Corolario 7.1. Se F' for uma quddrica suave em P°, entdo x é ponto singular de X, se e
somente se, T, F =T,G.

Lema 7.3. Seja x € X.

i) Se x € Sing(X), entdo para qualquer p € l,, I, é singular em p. Consequentemente
temos Sing(X) C Y.

it) Se x € Y \Sing(X), entdo existe um unico p € l,, tal que l, é singular em p.
Demonstracao.

i) Seja x € Sing(X). Segue da Proposicao que T,G C T, F. Seja p € l,. Entao,
a(p) = T,a(p) C T,G C T, F,
pois a(p) C G. Portanto [, é singular em p.

ii) A existéncia segue da definicdo de ¥. Para demonstrar a unicidade, suponha que
existam p e ¢ pontos distintos de P2, tais que [, é singular em p e ¢. Entao,
a(p)Ua(q) C T, F. Pelo Lema temos que a(p) N a(g) é um ponto. Seja H o
menor subespaco linear que contém o(p) U a(q). Entdo, H ¢ T,F ¢ H ¢ T,G. E

claro que H tem dimensao 4, pois
dim H = dim a(p) + dim a(q) — dim(a(p) Na(g)) =2+ 2 — 0.

Por conseguinte, H = TG, pois T,G tem dimensao 4. Logo, H = T,G C T,F e,

pela Proposicao [7.2, x é um ponto singular de X, o que é absurdo.
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|
Observagao 7.5. Como consequéncia dos Lemas [7.1] e [7.3] temos a seguinte aplicagao

7: Y \Sing(X) — S
T — D,

onde p é o nico ponto em [,, tal que [, é singular em p.

Lema 7.4. Seja H um hiperplano em P°, tal que H é tangente a G em um ponto x.
Entao,
HNG={yeG:zy C G}.

Demonstragao. Temos que H tangente a X em x € G, significa que
H=T,G={yeP :y'Gx=0}.

Seja y € HNG. Entao, y'Gr = 0, y'Gy = 0 e, para todo w € Ty, podemos escrever
w = \x + py, com A\, u € C. Logo,

w'Gw = N22'Gr + 2 \uy'Gr + 1*y'Gy = 0,

pois z,y € G, ou seja, Ty C G.

Reciprocamente, dado um y € G, tal que 7y C G, temos que x +y € Ty C G, isto é,
0=(z+y)'Gx+y)=2'Gr +2y'Gr +y'Gy = 2y'Gu.

Logo, y'Gx = 0 e, portanto, y € T,G = H. [ |

Lema 7.5. Seja p € P3, entdo

{H CP°: H ¢ hiperplano e a(p) C H} = {T,G : x € a(p)}.

Demonstragio. O conjunto {T,G : € a(p)} estd claramente contido no conjunto dos

hiperplanos de P° que contém a(p), porque
z € a(p) C G= a(p) =T, (a(p)) C T.G.
Para ver a inclusdo contraria, vamos fixar coordenadas em P? tais que p= (1:0:0: 0).

l_lOOO
’ T1 T2 T3 T4

uma reta em P3 passando por p. Usando que a(p) parametriza as retas de P? que passam

Seja

por p, temos que

ap) ={n(ly) = (ra:x3:24:0:0:0),V(zy:29:23:24)#(1:0:0:0)}.
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Logo, um hiperplano H C P° tal que a(p) C H é da forma H = a4Z, + a5 Zs + agZs = 0,
onde (Zy : Zy : Z3 : Zy : Zs : Zg) sdo as coordenadas de P°. Finalmente, usando que
G := Z1Zs — ZyZs + ZsZy = 0, temos que, para x = (ag : —as : ag : 0: 0:0) € a(p),
T.G =H. |

Lema 7.6. Sejo x € X \ Sing(X). Entdo, x € Y., se e somente se, existe y € G\ {x} tal
que T, F =T,G.

Demonstracao. Pelo Lema [7.3| existe um tunico p € [, tal que [, é singular em p, isto é
a(p) C T, F. Por hipétese, temos que z é um ponto nao singular de X e, pela Proposigao
a dimensao de T, F' ¢ igual a 4. Logo, T, F' ¢ um hiperplano de P° que contém a a(p).
Pelo Lema , existe y € a(p) tal que T,G = T, F'. Além disso, y # z, pois x é um ponto

nao singular de X.

Reciprocamente, seja y € G\ {}, tal que T,G = T, F. Pelo Lema [7.4, 7y C G. Logo,
pelo Lema , existe um tnico p € P? tal que 7y C a(p). Portanto, a(p) = T,(a(p)) C
T,G = T,F. m

O Teorema a seguir mostra que Y. é uma intersecao transversal de hipersuperficies em
P5. Sem perda de generalidade, podemos supor que F' é uma quadrica suave no complexo
quadratico X = F' N G. De fato, como veremos a seguir, > depende s6 do complexo X e

nao da escolha da F'. Vamos supor ainda que X é suave.

Teorema 7.1. Seja F' uma quddrica suave e H a quddrica definida pela matriz simétrica
H = FG™'F. Entao,
Y =FNGNH.

Demonstracio. Pelo Lema e pelo Corolério [7.1] podemos concluir que = € Y, se e
somente se, existe y € G tal que T,G = T, F'. Devemos entao mostrar que x € FNG N H,

se e somente se, existir y € G, tal que Gy = Fx.

Suponhamos Gy = F'z, para algum y € GG. Entao
Fr=Gy=G'Fr=y=FG 'Fx=Fy=
P FG'Fr =2'Fy=y'Fr=y'Gy=0= 2 € H.

Reciprocamente, se v € F NG N H, seja y = G~'Fz. Vamos mostrar que y € G. Para

isso, calculamos
y'Gy = (G 'F2)'G(G ' Fz) =2'FG 'Fr =2'Hx =0 (z € H).

Entao, ¥ =FNGNH.

Agora mostremos que a interseccao F'N G N H é transversal. Suponhamos por absurdo

que existe z € Y tal que T, F = Fz, T,G = Gx e T,H = Hx, como subespacos lineares
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de C°, sejam linearmente dependentes. Aplicando G}, temos que {z,G™'Fz, (G~'F)%*z}

¢ linearmente dependente.
Afirmacgéo 1: {z,G'Fz,(G'F)*x} CG .

De fato, ¢ facil ver que a reta gerada por z e G Fx estd contida em G. Seja y = G~ Fz.

Entao,

Az + py)!G(A\x + py) = N2'Gz + 2 uz'Gy + 2 (G~ F2)!G(G~ 1 Fx)
= NGz 4 2z’ Fz + p’x'Ha
=0
para quaisquer A, u € C.
Logo, Ty C G. Em particular, y € G e (G7'F)?z € G.
Afirmagdo 2: {z,G'Fx, (G~'F)%z} C F.
Sabemos que T, F' = T,,G, pois F'x = GG~ 'Fz = Gy. Entdo, {z, G"'Fxz} C T, F, e o subespaco
linear gerado por z e G~!Fx estd contido em T, F. Logo, (G~'F)%x € T,F. Mas,
(GTIF)?z € T,F = [(GT'F)?2)'(F2) =0 = (! FGTYF(G'Fz) =0 = G 'Fz € F.
Como y = G~'Fxz € F, vamos mostrar que 7y C F.

Az + ) FO\x + py) = N2t Fa + 2zt Fy + py' Fy = 0,

para quaisquer A, u € C.

Finalmente, seja L = ({z,G"'Fx,(G'F)*z}) C FNGeseja M = G 'F: L — L. Como M é
um automorfismo de L ~ P!, e todo automorfismo de P! possui um ponto fixo. Entéo, existe
z € L, tal que Mz = z. Portanto, Gz = Fz, com z € F NG, ou seja, T,G = T,F. Absurdo,

porque X é suave. |

Proposigao 7.3. Seja F uma quddrica suave. Para todo x € Y \Sing(X), Fx € G\ {z}.
Além disso, a aplica¢io m: Y \Sing(X) — S € dada por

m(x) =l N lpg.

Demonstracao. Para demonstrar o resultado, usaremos as coordenadas de Klein, isto é,
G = Is. Devemos mostrar que Fz € G\ {z}. Mas, pelo Lema [7.6] existe y € G \ {z},
tal que F'x = Gy = y. Notemos que x € T, FF NG = T,GNG e, pelo Lema temos
7y = 2Fx C G. Usando o Lema , existe um tinico ponto p € P3, tal que zFz C a(p),
isto implica que p € [, N lg,. Para completar a demonstracao mostremos que [, é singular

em p. De fato, se y = Fx € a(p) entao,
a(p) =T,a(p) C T,G =T, F,

e, portanto, [, ¢é singular em p. [
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8 QUARTICAS SEMI-ESTAVEIS EM P?

Neste capitulo o objetivo é estudar a estabilidade das quérticas de P? pela acao do grupo

linear especial SL(4).

Definicao 8.1. Uma superficie quartica, ou simplesmente uma quartica, em P" é
uma variedade projetiva dada pelos zeros de um polinémio homogéneo de grau 4 em
C[Xo,...,Xn]. Como no caso das quadricas, denotaremos uma superficie quértica e o

polinémio homogéneo de grau 4 que a define com a mesma letra.

Focaremos nosso estudo nas quérticas em P2, Entdo, a quartica estudada seré da forma

S = Z ai0i1i2i3XéoXilX§2X§3. (81)

io+i1+io+iz=4

Contando os coeficientes em (8.1]), temos que o espaco projetivo P3? parametriza as

quarticas de PP3.

Definicao 8.2. Dizemos que duas quarticas S e S’ sdo isomorfas se existe um automorfismo
de p : P3 — P3 tal que ¢(S) = 5.

Como o grupo dos automorfismos de P? é isomorfo a SL(4), temos que SL(4) age
linearmente no conjunto das quérticas, ou seja, no espaco projetivo P3* que as parametriza,

da seguinte forma:
SL(4) xP¥ — P
(A,S) = A(S).

Com isso, temos bem definida a nocao de semi-estabilidade de uma quértica em P3.

Considereremos a familia de subgrupos a um parametro, A = A,y ryors, definidos por:

A: C = SL(4)

_ (8.2)
t — diag(t’o, t", "2, t"3),

onde rg, 11,79, 73 S0 inteiros tais que, rg > 11 > 1y > rgerg+1ri +1ry +1r3 = 0. Esses
subgrupos agem no espaco projetivo P34 das quérticas em P? como acima e, em particular,

agem no monoémio X° X1 X2 X2 de grau 4 por
M) (X X X352 Xis) = ¢ (rofotriintraiotrsis) oo xh iz Xls,
Definindo, para cada S € P34,
p(S, A) = max{rgig + riiy + roio + 303 : Qigiyiyis 7 0},

como no critério de Hilbert-Mumford, temos o seguinte Lema.
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Lema 8.1. Dada uma qudrtica S, como em (8.1)), existe um subgrupo a 1-parametro,

A = Argrirarss 0l que (S, \) < 0, se e somente se, 0s coeficientes ;i iyis Satisfazem

Q4000 = Aa3100 = Q3010 = A3001 = Q2200 = 0A2110 = a2101 = Q2020

(8.3)

= a1 = Ga02 = Q1300 = 0G1210 = Q1201 = G120 = @a1111 = 0.

Demonstragio. Suponhamos que exista A = A.jq o, tal que p(S;A) < 0. Entao, os

coeficientes a;y;,i,i, satisfazem . Por exemplo, se azjgp # 0 implicaria
w(S,AN) >3rg+r =3rg— (ro+re+13) = (ro—12) + (ro —73) >0,
o que seria uma contradi¢ao. Se a400 # 0 implicaria
w(S;A) >4drg>rg+ri+ra+1r3=0,

o que seria uma contradi¢do. Similarmente, podemos verificar que os outros coeficientes

sao iguais a zero.

Reciprocamente, suponhamos que ({8.3)) ¢ valido, entao

S =3 ag X"+ Xo(a1030X5 + a1003X5 + a1012X2X5 + 1021X5 X3 + a1102X1X3),
=

onde a1 = @jiyigis, |I| = i1 +dg + i3 e XT = X{' X2 X . Notemos que i € {0,1}.

Sejam rg = 8, r; = —1, ry = —3, r3 = —4, mostremos que u(S,\) = —-1<0
(S, A) = max{8ig — i1 — 3 — 4i3 : Qigiyigis # 0}
Caso 1: Se 75 = 0, temos
8ig — i1 — iy — dig = —iy — Biy — dig = —(i1 + ip +i3) — (2ia + 3iz) < —4 — (24 + 3ig) < 0

Caso 2: Se ig = 1, temos 5 possibilidades,

a1030 # 0, 8ig — i1 — 3ig — 4izg = —1

1003 # 0, 8ig — i1 — iy — diz — —4

ai012 # 0, 8ig — 11 — 3ig — 4ig = —3

1091 # 0, Sig — i1 — 3ig — dig = —2

1109 £ 0, 8o — i1 — iy — diz = —1.

Em ambos casos 8ig — i1 — 3ig — 4i3 é negativo. E portanto u(S,\) = —1 < 0. [ |

Lema 8.2. Uma qudrtica em P? é nao semi-estdvel com respeito a agio de SL(4), se e

somente se, é isomorfa a uma qudrtica satisfazendo (8.3)).
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Demonstragio. Seja S uma quartica nao semi-estéavel com respeito a agao de SL(4). Pelo
critério de Hilbert-Mumford (Teorema [A.1)), existe A = A, s, cOmo em (§8.2)), tal que
1(Sp, A) < 0. Entdo, pelo Lema [8.1] temos que S satisfaz (8.3).

Reciprocamente, seja S isomorfa a uma quartica Sy satisfazendo (8.3)). Pelo Lema 8.1
existe A = A\pyryrars, tal que (S, N) = u(So, A) < 0. Logo, pelo critério de Hilbert-Mumford,

S é ndo semi-estavel. [ |

Agora faremos um estudo das quarticas S. Seja

S = Z CLOIXI —|—X0 Z CLlIXI —|—X§ Z CLQ[XI —|—Xg Z CL3[XI + CL4000X61, (84)
|I|=4 [7]=3 |I|=2 [I]=1

. o . . I _ vt 7 i
onde Q51 = Qjiyigizy ‘[’ =11 + 1+ 13 e X —X11X22 33.
Se usarmos as condigoes (8.3) em ({8.4), veremos que S tem a forma

S = Z apr X' + XO(QIOSOXS + a1003X§ + a1012X2X§ + CL1021X22X3 + CL1102X1X§)- (8.5)

7|=4
Entao, po = (1:0:0:0) é uma singularidade de S e py tem como cone tangente a ctbica

TC(po) = a1030X5 + a1003X5 + 1012 X2 X3 + 1001 X5 X3 + a1102.X1 X5 (8.6)

Mas, a ctibica TC(pg) C P? é um cone cuja diretriz é a curva plana de P? dada por

O = a1030X5 + a1003X5 + a1012X2 X3 + a1021 X5 X3 + a1100X1 X
Finalmente, notemos que (1 :0: 0) é uma singularidade de ©.
Desomogeneizando com respeito a X, obtemos uma ctibica plana afim em C? dada por

0( X2, X3) = CL1030X23 + a1003X§’ + a1012X2X§ + a1021X22X3 + CL1102X§ =0.

Veremos que dependendo do coeficiente ajig2, a ctibica afim serd cuspidal ou degenerada.
De fato,

1) 5€ A1102 = 07
0= X5+ .X3+ X2X2—|— X2X;=0
a1030<%2 T @1003<%3 T @1012 3 T 102149 A3

é uma forma binaria de grau 3. Logo, © pode ser fatorada linearmente e, portanto,

¢ uma cubica afim degenerada.
11) Se a1102 ?é 0,
0 = ay030X3 + X3+ Xo X2 + X3 X5+ X7=0
= 1030V 9 T @1003<V3 T A10120243 T A1021<A 9 A3 T A110243 =

possui uma cuispide no ponto (0, 0).
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Como consequéncia temos o seguinte lema.

Lema 8.3. A qudrtica S satisfaz (8.5)), se e somente se, S possui um ponto triplo em
po=(1:0:0:0) cujo cone tangente TC(py) €

TC(po) = a1030X§ + G1003X§ + a1012X2X3? + &1021X22X3 + Cl1102X1X§-

A seguinte proposicdo permitird mostrar que a instabilidade de uma quértica depende

unicamente do tipo de singularidade que ela possui.

Proposicao 8.1. Seja S uma qudrtica em P3. Entdo, S é semi-estdvel com respeito a
agao de SL(4), se e somente se, S nao admite um ponto triplo cujo cone tangente é um

cone que possui como diretriz uma cubica cuspidal plana ou uma cubica degenerada.

Demonstracdo. Suponha S nao semi-estavel. Pelo Lema , S satisfaz (8.5 e pelo Lema
S possui um ponto triplo pg = (1:0:0:0) cujo cone tangente é T'C'(pg). Além disso,

a diretriz de TC(py) é uma cubica cuspidal plana ou uma ctbica degenerada.

Reciprocamente, ja que toda cibica plana irredutivel cuspidal sdo isomorfas, podemos
supor que a quartica S é da forma ({8.5)), pois esta quartica satisfaz todas as hipdtese. Pelo
Lema [8.2] S néo é semi-estavel. |

Mostraremos a seguir que o conjunto das quérticas de P3 isomorfas a uma qudrtica

satisfazendo ({8.3]) ¢ uma variedade quasi-projetiva.

Seja H o subespaco linear de P** dado por
34 . _ _ _ _ _ _
H = {(aijkl) € P 1 as000 = az100 = 3010 = A3001 = G2200 = A2110 = (2101

= A2020 = Q2011 = Q2002 = A1300 = A1210 = @1201 = Q1120 = A1111 = 0}

e seja ¢ o morfismo dado por

6:SLA)x H — P*
(A,S()) — A(So)

Entdo, o conjunto das quérticas em P? isomorfas a uma qudrtica satisfazendo (8.3)) é a
imagem de ¢. Pelo Teorema de Chevalley para conjuntos construtiveis (ver [6], Ex.3.19,
p.94), ¢(SL(4) x H) é uma variedade quasi-projetiva. Como consequéncia, temos que
o conjunto das quérticas semi-estéveis, Z = P3*\¢(SL(4) x H), é uma variedade quasi-

projetiva (nao necessariamente irredutivel).

Usaremos sem demonstrar que quarticas com o mesmo tipo de singularidade induzem uma
estratificacio de P24, e portanto de Z, em subconjuntos algébricos localmente fechados (nio
necessariamente irredutiveis) e que a agao de SL(4) se restringe a uma agao nesses estratos.
Desde que a semi-estabilidade das quarticas depende somente do tipo de singularidade,

chamaremos um estrato de semi-estavel, se uma de suas quarticas o for.
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Seja o o simbolo de Segre satisfazendo e , isto é, o consiste de pelo menos trés
parénteses e nao contém um parénteses de comprimento > 4. Segue das equacoes da
forma normal das quérticas, dadas em [8] na Segdo 7, que as quérticas que aparecem como
superficies singulares de complexos quadraticos com simbolo de Segre o, possuem o mesmo
tipo de singularidades. Seja Z, C P?* o correspondente estrato. Chamamos a quértica de

Z, superficie singular de tipo o.

Lema 8.4. Seja o o simbolo de Segre satisfazendo e (6-9).

(a) Os estratos Z, sio subconjuntos localmente fechados do espago projetivo P3*.

(b) Qualquer superficie singular S de um complexo quadrdtico do tipo o é semi-estdvel

com respeito d agdao de SL(4).

Demonstragio. Para a prova do item (a), ver [3], Corolarios 0.2 e 0.3.

Para o item (b), temos, pela Proposicao , que S nao é semi-estavel, se e somente se,
admite um ponto triplo cujo cone tangente é um cone sobre uma ctbica cuspidal ou uma
degeneragao desta. Calculando, como no Capitulo [9] secao [0.3] as equagdes das superficies
singulares S(X), para complexos X com simbolo de Segre o, vemos que nenhuma delas é

uma quartica como na Proposicao [8.1} Portanto, sdo sempre semi-estaveis. |
Teorema 8.1. O espaco de moduli de superficies singulares do tipo o

Ms(0) = Z, | SL(4)
existe e € uma variedade quasi-projectiva.

Demonstrag¢ao. De acordo com o Lema todos os elementos de Z, sao semi-estaveis.
Entdo, Z(0)* = Z(o) e, usando o Teorema [6.1] concluimos que existe o bom quociente

Ms(0) = Z,/SL(4) e é uma variedade quasi-projetiva. |
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9 RELACAO ENTRE M(0) E M,,(0)

Seja ¢ um simbolo de Segre satisfazendo e , isto é, o consiste de pelo menos
3 parénteses e nao contém parénteses de comprimento > 4. No Teorema mostramos
a existéncia do espago de Moduli M (o) dos complexos de retas quadréticos do tipo o
e, no Teorema , mostramos a existéncia do espago de Moduli M (o) das superficies

quarticas do tipo o.

Sejam R(0) e Z, os espagos parametrizando complexos quadraticos e superficies singulares
do tipo o, construidos nos Capitulos|[6] e 8. Vimos no Capitulo [7] que podemos associar a
cada complexo quadratico em R(c) uma superficie singular em Z,. Portanto, temos uma
aplicacao
T R(o) — Z,
X=FNnG ~ S(X),

que certamente é um morfismo por . Vimos que os grupos SO(G) e SL(4) agem em
R(0) e Z,, respectivamente, e certamente essas agoes se fatoram via as agoes de PSO(G)

e PSL(4), respectivamente.

Veremos que existe um isomorfismo ¢ : PSO(G) — PSL(4) tal que,

T(XA) =1(A)r(X),VA € SO(G) e VX € R(o).

9.1 Isomorfismo entre PSL(4) e PSO(G)

Sejam V = A?C* e {e1, e, €3, ¢4} uma base de C*. Para u,v € V, temos que uAv € A*C*
e que A*C* e gerado por um tinico elemento e; A es A e3 A ey, que denotaremos por e€1934.

Logo, existe um unico escalar (u,v) € C, tal que
uAv=(u,v)(e; ANeyg AegAey).

Assim, podemos definir
(,): VxV = C
(w,0) = (u,0)

Proposicao 9.1. A fungio { , ) é uma forma bilinear simétrica nao degenerada.

Demonstragio. E facil ver que ( , ) é uma forma bilinear simétrica. Mostremos que é
nao degenerada. De fato, se u A vy = 0 para todo v € V', em particular vy A vy = 0. Entao,
vp é decomponivel, isto é, existem z,y € C*, tais que vy = x A y. Suponhamos que {z, y}
¢ linearmente independente. Entdo, existem z,w € C* tais que {z, y, z, w} é uma base
C*, ou seja,

2AWATAYy#0=2ANwAvy#0,
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o que é absurdo. Logo, {z, y} é linearmente dependente e vy =z Ay = 0. |

Seja p: SL(4) — GL(V), o homomorfismo de grupos definido por

plg): V. =V

(9.1)
zAy = plg)@Ay) =gz Agy,
para todo g € SL(4).
Definimos o conjunto
SO, ))={Ae€ SL(V): (Au, Av) = (u,v) para todo u,v € V}.
E claro que SO({ , )) é um subgrupo de SL(V).
Proposigao 9.2. A imagem de p é um subgrupo de SO({ , )).
Demonstragio. Dados g € SL(4), e x1,y1, T2, y2 € C* |
((9) (1 Ay)) Ap(g) (w2 Aya)) = (920 A gyr) A (g2 A gys)
= det(g)(x1 Ayr Axo Ays)
= T1 ANy Nx2 NY2
= (¥1 A Y1, T2 A Y2)€i234
pois det(g) = 1. Como,
(p(g)(z1 Ayn)) A (p(g) (@2 Ayz)) = (p(g)(z1 A ), p(9) (@2 A y2))erasa
entao,
(p(g)(x1 An), p(g)(m2 Aya)) = (21 Ay, 2 Aya). (9.2)

Concluimos que,
(Au, Av) = (u,v) para todo u,v € V,

pois todo elemento de V' se escreve como combinacao linear de vetores da forma z Ay € V

(decomponiveis) que satisfazem a equacao ((9.2)) . |

O homomorfismo p leva uma matriz de ordem 4 x 4 para uma matriz de ordem 6 x 6 da

seguinte forma.

Seja g € SL(4) e [a;;] a matriz associada a g na base candnica. Entao,

ge; = aijer + azjes + agjes + aggeq, Vj=1,2,3,4.

A base {61, €9, €3, 64} de (C4 induz uma base {612, €13, €14, €23, €24, 634} de V = /\2 (C4, onde
eij =e; Nej,paral <i<j<d4de
Gpi Qpj

€pq-

p(g)(eij) = gei A gej = (Zl apiep) N (;aqjeq) =

1<i<j<4 |Qqi  Qgj
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Api  Qpj

Denotaremos A} = . Logo, podemos escrever

Qgi  Qgj

p(g)(eij) = Z Allep, = A%j-2612 + Al-lfelg + Al-l;-lelz; + A?]f?’egg + Ag;le% + Ag’;‘eg4
1<i<j<4
Seja [p(g)] a matriz associada a aplicagao linear p(g) na base {ej2, €13, €14, €23, €24, €34},
isto é, i i
AR A AR AR A A
Al A AR A AR A
Aly Ay Al Ay Ay A
AR A AR AR AL AR
Al Al AN AR A3 AL

34 734 A34 434 234 434
_A12 Afz Ay Ay Ay A34_

Esta matriz satisfaz

[p(9)] G [p(g9)] = G, para todo g € SL(4),

onde

_ o O O O O
o O O O
o O = O O O

o O o R O O
S oo o o =

o O O O

Logo, det([p(g)]) ¢ igual a 1 ou —1, pois det(G) = —1.

Proposicao 9.3. O nicleo de p é {—14, 14}

Demonstragao. Se [p(g)] = Is, temos que A} =1e A2=0sep#1ouq#2.

Entao, [g] tem as formas

a 0 ra sa a 0 rf s0
6 0 rB sp 6 0 rd s10

x % k% ¢ x % % % |
x ok Kk ok x % ok %
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Agora, usamos que A2 =1e AY =0, sei # 1 ou j # 2, e obtemos

a 6 0

36 0
=10 0 «

0 0 * =

S O o D

a 0 0 0
lg] = 0 « 0
P70 0 a0
00 0 ot
usando A{3 = a* = 1, concluimos que
1000 -1 0 0
f 01 00 A 0 -1
—_= ou —_=
g 0010 g 0O 0 -1
0001 o 0 0 -1

Lema 9.1. Seja B uma matriz quadrada de ordem 4

bll bl2 b13 b14
b21 b22 b23 b24
b31 b32 b33 b34

by baz biz buy
e seja B a matriz obtida pelos menores 2 x 2 de B.

Dada por

Bij Bii Bii B By Bii
B BY BY BY BY BY
Bl Bi3 Bii By By Bs
BY, BYj BY B3 B3 B
BY, Bis Bii B3 B3 B

34 34 34 34 34 34
Bl2 B13 B14 B23 B24 B34_

)
I




61

onde B%q =

by by
PPl 1<p<qg<4el<i<j<Ad

qt qJ

Se a determinante da matriz B € igual a 1, entdo det(B) =1

Proposicao 9.4. A imagem de p é SO({ , )).

Demonstragio. J& provamos uma inclusdo. Agora mostremos a outra. Seja A € SO(( , )).
Pela Observacao temos que A(z A y) é decomponivel. De fato,
Al Ny) NA(z Ay) = (Alz Ay), Alm A y)) ez
= (x Ny, x Ny) eras

TAYNT ANy
= 0.

Entao, usando o mergulho de Pliicker, podemos considerar A(x A y), como uma reta de
P3. E facil ver que
Afirmacao 1: A(e;,j,) N A(ei,;,) ¢ um ponto, se #{i1, j1, 2, jo} = 3

Mostraremos que A(ej2) N A(e13) é um ponto. Sejam A(e12) = x Ay e A(er3) = z Aw para

alguns x,y, z, w. Podemos considerar que A leva a reta éje; a reta Ty e a reta ejes a reta

ZW.
Entao,
rAyNzAw = Ale2) NAleis) = (Alern), A(ers)) e1234
= (e, e13) €194 = enpers
= et NesNegNeg = 0.

Assim, o conjunto {z,y, z,w} é linearmente dependente e a dimensao do espago gerado
por {x,y, z,w} é 2 ou 3. Se dim(z,y, z, w) = 2, entdo os espagos (z,y) e (z,w) sao iguais,
isto implica que Ty = Zw. O que é absurdo, pois A leva retas diferentes a retas diferentes.
Finalmente, a dim(z,y, z, w) = 3 e os espagos (x,y), (z,w) se intersectam em um espago

de dimensao 1. E portanto, Ty N Zw é um ponto.
Afirmacao 2: A(e;,;,) N A(ey;,) € vazio, se #{i1, j1, 12, j2} = 4.

Mostraremos que A(ej2) N A(esq) é vazio. Sejam A(en) = x Ay e A(ess) = 2z A w para

alguns z,y, z, w. Entao,

VAN Yy NzNANw = A(elg) A A(634) = <A(612), A(€34)> €1234
= (eiz,e31) €123 = e2/N\es
= e1Ney A €3 Ney = €1234-

Assim, o conjunto {z,y, z, w} é linearmente independente e a dimensao do espago gerado
por {z,y, z,w} é 4. Logo, a intersecao dos espacos (z,y), (z,w) é {0}. E portanto, Ty NzZw

é vazio.
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Afirmacao 3: A(e;;,) N A(esj,) N Aesj,) € um ponto, se #{1, j1, jo, js} = 4.

Mostraremos que A(ejz) N A(er3) N A(er4) é um ponto. Para isso, notemos que as retas

€163, €163 e e1e4 geram um a-plano a(e;) e a imagem de «a(e;) pela aplicagao A, A(a(er)),
é um plano de Gr(1,P%). Pelo Lema [3.3, A(a(e;)) é um a-plano ou um S-plano.

Supondo que A(a(e;)) é um S-plano. Entao existem diferentes pontos z,y,z € C*, tais
que, A(e12) =x Ay, Alers) =x Az e A(ers) =y A z. Observemos que a intersegao destas
retas A(es), A(ers) e A(ery) é vazio. Pelas afirmacgoes 1 e 2, existe um w € C* tal que
Alegs) =x Aw, Aleay) =y Aw e Aesq) = 2z A w.

Sabemos que {x,y, 2, w} é uma base de C*, pois
VAN Yy Nz Nw = A(elg) N A(634> = €12 A €34 = €1234 7é 0.

Daqui, existe um g € GL(4) tal que ge; = x, ges = y, ges = z e gey = w. Além disso,
det g = 1, pois

det(g)61234 = geq A\ ges A\ ges AN gey =T A\ Yy NzZNANw= A(@lg) N A(634) = €12 N €34 — €1234.

Seja

Tr1 X9 T3 T4

Y1 Y2 Y3 Ya

21 Z9 23 24

w1 Wy W3 Wy

a matriz de g associada & base {ej, es, e3,€4}. Vemos que a matriz associada a A na base
{e1s,... e}, é obtida de B (ver Lema trocando a linha 3 e 4. Entao, 1 = det(A) =
—det(B), isto é uma contradicio, pois pelo Lema [9.1]a det(B) = 1.

Finalmente, A(a(e1)) é um a-plano. E a intersecao de A(e1z), A(e13) e A(er4) é um ponto.
Sejam p, q,r, s € C* tais que

{p} = Ale12) N A(ers) N A(ers), {q} = Aler2) N Aleas) N Alezs),
{7’} = A(elg) N A(623) N A(€34), {S} = A(€14) N A(€24> N A(634).

E possivel mostrar que p, ¢, 7 e s sdo linearmente independentes e que
Aler2) =pAgq, Aleis) =pAr,
Alers) =pAs, Aleas) =qAr,
Aleaq) = qNs, Aless) =1 ANs.

Seja g : C* — C*, a tinica transformagao linear tal que g(e;) = p, g(es) = q, gles) =r e

g(es) = s. Entao, p(g) = A e p é sobrejetora.

Observagao 9.1. A matriz que representa a forma bilinear ( , ) na base {e12, €13, €14, €23, €24, €34 }

¢ a matriz (9.3) que também representa Gr(1,P3) nas coordenadas de Plicker, por isso,

SO((, ) =50(G)
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Lema 9.2. Os grupos PSO(G) e PSL(4) sao isomorfos.

Demonstragio. Temos que PSL(4) = SL(4)/{—14, 14} e PSO(G) = SO(G). Pelo Teo-

rema dos Isomorfismos para grupos aplicado a p o resultado segue. |

9.2 Relacdo entre M(o) e M(0)

Seja ¢ : PSO(G) — PSL(4), o isomorfismo dado no Lema (9.2). Entdo, ¢ é tal que
A(a(p)) = a(gp), para todo A € SO(G) e g =1(A).

Lema 9.3. O morfismo 7 : R(0) — Z, é equivariante com respeito as agoes de PSO(G)
e PSL(4), i.e.
(X .A) =uA). n(X),

para todo A € PSO(G) e X € R(o).

Demonstragio. Sejam X = FNG e A€ PSO(G). Entao,
T(XA) :=m((A'FA)NG) = S(XA) :={p € P* : rk(a(p) N (A'FA)) < 2}
Mas,

alp)N(A'FA)= {Zea(p): Z'A'FAZ =0} ={Z € a(p) : (AZ)'F(AZ) =0}
[A7Z €alp): (Z)F(Z) =0} = A a(p) N F = algp) N F.

Logo,
crk(a(p) N (A'FA)) < 2}
={peP:rk(a(g 'p)NF) <2}
={gq € P :rk(a(q)NF) < 2}
— g({q € B rk(a(g) N F) < 2}) = g(S(X)) = g(x(X).
|

O Lema [9.3] implica que a aplicagdao 7 : R(c) — Z, induz um morfismo dos correspon-

dentes espagos de Moduli, que denotamos pela mesma letra,
T M(o) — Mg(o).

Definig¢ao 9.1. Dois complexos quadratico X e X’ em M (o) sdo chamados cosingulares
se as suas superficies singulares sdo isomorfas, isto é, se 7(X) = w(X’). A variedade
CS(X) de complexos quadréticos cosingulares a X é por definigdo a fibra da superficie

7(X) pelo morfismo 7.
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No caso genérico o = [111111], a variedade C'S(X) foi estudada por Klein em [9]. Na
préxima secao apresentaremos as superficies singulares para complexos quadraticos com

determinados simbolos de Segre o.

A tabela a seguir pode ser encontrada em [I].

Tabela 2 — Moduli

Simbolo de Segre o | dim M.(o) | dim My,(o)
1 T11111 1 3
> 21111 3 2
3 B111] 2 1
1 41 1] 1 0
5 2211 2 1
6 321 1 0
7 2272 1 0
S| (L1111 3 2
9 (A1) 211 > 1
10 [(ER 1 0
11 (1122 1 0
2] (20111 2 1
13 2121 1 0
14 (31) 11 1 0
15 [(22) 11 1 0
16 [(11)(11)11] 2 1
70 (1D (112 1 0
8] [2) (D)1 1 0
19 (1D (11 (D) 1 0
20| [A11)111] 2 0
21 [111)(L1)1] 1 0
22 (A1) 21] 1 0
23] (21111 1 0

9.3 Algumas superficies singulares

Nesta secao determinaremos as superficies singulares para alguns simbolos de Segre.

Sejam p = (p1 : p2 : p3 : pa) um ponto de P3 e (219 : 213 1 214 : 223 : 204 : 234) as coordenadas
de Pliicker de Gr(1,P3). Dado o = (z1 : @3 : @3 : 14) € P3, tal que = # p, temos que os

menores 2 X 2 da matriz

(p1 P2 D3 p4) (9.4)

Ty T2 T3 T4
definem o a-plano a(p). Logo, z;; = pix; — pjx;, para 1 <i < j <4 e (2;) € a(p).

Temos ainda que (z;;) € a(p), se e somente se, satisfazem as seguintes equagoes



D2234 — P3%24 + Pazoz = 0
D1234 — P3214 + Paz13 = 0
D1%24 — P2214 + Paz12 = 0

D1%23 — P2z13 + p3zi2 = 0

Essas equagoes sao linearmente dependentes, ja que

pl —p2 +p3 —P4 =0,

embora trés delas s@o sempre linearmente independentes.
Sem perda de generalidade, trabalharemos com as tltimas trés equacoes. Entao,
P1234 = P3214 — P4Z13

P1224 = P2714 — P4az12

P1223 = P2713 — P3%12-

Fazendo p; = 1, temos que um ponto em «(p), representado como vetor, é da forma

1 00 —p3s —ps O
(212 213 214 223 224 234) = (2’12 213 2’14) 01 0 po 0 —ps
001 0 p2 p3
Escrevendo,
212 1 0 0
213 0 1 0
z
e 2 0o 0 1
Xp= , Xp= |23 e B= )
223 -p3 p2 O
214
294 -ps 0 po
234 0 -—ps p3
temos
Xp=BXp.

Exemplo 9.1. Superficie quértica associado ao simbolo de Segre o = [(11)22].
Acharemos a equagdo da quértica associada ao simbolo de Segre o.

O simbolo de Segre o = [(11)22] est4 associado, na forma normal, as seguintes matrizes:

1 00000 A 0 0 0 0 O
01 00O0O 0 M O 0 O
Gy = 000 10O o Fy = 0 0 1 X 0 O
001 00O 0 0 X 0 0 O
0 00O0O0T1 0 0 O 1 A3
000 O0T1FPO 0 O 0 X3 O

65



66

A matriz que muda das coordenadas de Segre (forma normal) para as coordenadas de Pliicker é:

/2 0 0 0 0 1
/20 0 0 0 0 —i
0 0 1 0 0
R; =
0 0 01 0
0 0 0 0 —1
0O — 0 0 0
e entao,
GP ZR;?GNRi (§ Fp ZRgFNRi,
onde
0 0 00 0 1
0 0 00 -1 0
0 0 01 0 O
Gp =
0 0 1.0 0 O
0 -1 00 0 O
1 0 00 0 O
¢é a quadrica de Pliicker e
0 0 0 0 X\
0 0 0 —Xx3 O
0 0 1 A 0 0
Fp=R'FyR; = °
0 0 X O 0 0
0 =3 0 0 -1 0
A0 0 O 0 0

Queremos calcular a matriz que representa a conica Fp Na(p), seja Xp € Fp Na(p). Logo, Xp
satisfaz Xp = B)N(p e Xf;Fpo = 0. Isto é,

XLB'FpBXp=0

assim obtemos uma conica cuja matriz associada ¢ B! Fp B. Denotemos D = B! Fp B

0 0 0 0 A1 1 0 0
10 0 0 0 0 0 —X3 O 0 1 0
bs 0 0 1 X 0 0 0o 0 1
D=1010 D2 0 —P4
0O 0 X 0O 0 O -ps p2 O
0 0 1 0 P2 p3
0 —)\3 0 0 -1 0 —P4 0 D2
A1 0 0O O 0 0 0 —p4  P3
—p3 A3ps — Aps A1p3 — Aop3 + paps
D= A3ps — AP 0 A2p2 — A3D2

A1p3 — Aap3 +paps Aopa2 — A3p2 1—p3
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det(D) = —2X2 \opapspa + 202 Aapapspa + N2p2p? — N2p2+
+2M1 A3p2pspa — 2M1 Aep3p] — 2M1 A\3papapat
+2X1A3p] — 2A3\3p2papa + ASpap: + 2A2A3papspa — A3p;.

Agrupando,

det(D) = 2(=A2Ag+ A3+ M A2 = M2 = X234+ Mo A2)papspa+ (A2 =201 Ao+ A2)pap2 — (A2 —2X\ A3+ \2)p?

det(D) = 2(\1 — A2)( A2 — A3)(Az — A1)papspa + (A1 — A2)’pap? — (A — A3)°p3.

Homogeneizando,
2 2 2 2 2 2
2(A1 — A2)(A2 = A3) (A3 — A1)pipapspa + (A1 — A2) paps — (M1 — A3) " pips-
Finalmente, a quartica associada ao simbolo de Segre o é:
2 2
S(0) =2(A1 — A2)(A2 — A3) (A3 — A1)p1papspa + (A1 — A2) p3pi — (A1 — A3)°pini.

Exemplo 9.2. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(31)11].

Fazendo as respectivas contas para o = [(31) 1 1], temos

1 1 .
S(o) = Z()\Z —\1)(pi +p3) — 50\1 + X2 — 2X3)p3p3 + i (A3 — M) (A3 — X2)(2p1pa + pap3)pip2.

Exemplo 9.3. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre ¢ = [(21) (11) 1].

S(0) = (A1 = A3)(—= (A1 = A3) (A2 — A3) (p2ps — 2p1pa)” — (A1 — A2)p3p])

1
4
Exemplo 9.4. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(111)111].
1 2
S(o) = _Z(/\l = A2)(A1 = A3) (A1 — A1) (2p1pa — paps)
Exemplo 9.5. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(211)11].
S(0) = —(A1 = A3) (A2 — As)ps’pa
Exemplo 9.6. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [411].
_ _ 1 3 _ 4y _ _ 2 2 _ _ 2 2,2
S(0) = (A2 = M)(GPips = pa”) = (A1 = As)(Az = As) (P12 + 2pspa)pr — (A1 + A2 — 2X3)p1p2ps — pips
Exemplo 9.7. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [321].
1
S(0) = =7 (A = As)(Aa — A3)?(2p1pa — p2p3)” — (A1 = A2)(Az — Xa)i(2p1pa + p2ps)pipz+
+(A1 — Aa)ipapa + (A1 — A2)pips — ip%

Exemplo 9.8. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [222].

S(o) = (A2 — X3)®papi — (A1 — As)*pipd — (A1 — A2)?pips + 2(A — X2) (A1 — As) (A2 — As)p1papspa
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Exemplo 9.9. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(11)31].
S(o) = —%(Al —A3)(A2 = A3)*(2p1pa — p2ps)” + %(/\1 — X2)(A2 — A3)i(p1ps + 2p2pa) (p3 + i) —
~ 30 = X} + 53
Exemplo 9.10. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(21) 21].
S(0) = =1 = A) 0 = 2 (prp2 + 20ap0)* — O = ha) (e — Ma)pind — (= Mo
Exemplo 9.11. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o0 = [(22)11].
S(0) = =pi((M — As) (A2 — Az)pT + (A1 — A2)pi — (A — As) (A2 — As)p3)
Exemplo 9.12. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(11)(11)2].
S(0) = papa(M — A2)(2(A1 — A3) (A2 — A3)p1p2 — (A1 — A2)papa)
Exemplo 9.13. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(11)(11) (11)].
S(o) = 2(M — A2) (A1 — A3) (A2 — A3)p1p2pspa
Exemplo 9.14. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(111)(11)1].
S(o) = —%(M — A3) (A2 — A3)?(2p1pa — pops)?

Exemplo 9.15. Superficie quartica associado ao simbolo de Segre o = [(111)21].

1
S(o) = Z(M —X2)(A2 — A3)%(p1p3 + 2p2ps)?
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APENDICE A - ACAO DE GRUPOS

Apresentaremos aqui os principais resultados sobre acdo de um grupo em uma variedade projetiva
que serao usados na construcdo dos espacos de Moduli.
Definicao A.1. Uma acao de um grupo algébrico G em uma variedade X é um morfismo
v: GxX — X
(g:2) = (g, )
satisfazendo, Vg,9' € G e Vo € X,

©(g,0(9 7)) = p(g99', )

(e, x) = x, onde e é a identidade do grupo G.

Por comodidade, denotaremos ¢(g, x) por gx.

Observacao A.1. Se somos rigurosos, podemos dizer que a definicdo anterior é uma acao de

grupos algébrico pela esquerda.

Analogamente, podemos definir uma agdo de grupos algébrico pela direita. Isto é,
p: XxG — X
(z,9) = ¢(z,9)
satisfazendo, Vg,¢' € G e Vo € X,

o(e(x,9"),9) = ¢(x,d'g)

o(z,e) =z, onde e é a identidade do grupo G.

A érbita de um ponto x € X é o conjunto O(z) := {gz : g € G} e o estabilizador de z € X ¢
o conjunto Stab(z) :={g € G : gr = x}.

Um conjunto Y C X é chamado invariante pela agdo de G, ou G-invariante, se gy € Y para

todogeGeyeY.
Um homomorfismo de grupos a ¢ : G — G L, é chamado de representacgao racional de G.

Uma representacao racional de um grupo algébrico G, ¢ : G — GL,, induz uma agdo de G em k"
dada por
v GxXEY — k"
(9,2) = p(g)x

chamada de agao linear de G em k".

Uma linearizagao de uma acio o : G x X — X, de um grupo algébrico G em uma variedade
X C P", é uma acdo linear de G em k™!, induzida por uma representacdo racional p : G — GL, 41
de G, tal que

o(g,z) =p(g)T,Vg€GeVa € X,

onde Z é um representante de x em k"*1\{0}.
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Defini¢do A.2. Uma acao linear de um grupo G em uma variedade X C P"™ é uma acdo de G

em X junto com a sua linearizacdo. Neste caso, dizemos que G age linearmente em X.
Exemplo A.1. O grupo SO(G) age linearmente na variedade LC.

Definigcdo A.3. Um grupo algébrico linear G é redutivo se para toda agao linear de G em k™

e para todo v € k™, v # 0, existir um polinémio homogéneo invariante f de grau > 1 tal que

F(v) #0.

Proposicao A.1. Os grupos GLk),SLy(k) e PGLy(k) sdo grupos redutivos.

Demonstragao. Ver [12], pagina 50. |

Definicao A.4. Sejam X C P™ uma variedade projetiva e G um grupo algébrico redutivo agindo

linearmente em X. Se x € X e € k™! é um representante de z, dizemos que:

x ¢é semi-estavel se 0 ¢ O(Z);

x & estavel se O(Z) é fechada e G- ¢ finito.

Um ponto z € X é dito instavel se x ndo é semi-estavel.

Definicao A.5. Seja G um grupo redutivo agindo linearmente numa variedade X C P". De-
notaremos por X*® o conjunto dos pontos semi-estéveis de X e por X® o conjunto dos pontos

estaveis de X.

Lema A.1. Os conjuntos X*° e X® sdo abertos em X.

Demonstragao. Ver [12], Lema 3.13, p.74. |

Definigdo A.6. Seja G um grupo algébrico. Um homomorfismo de grupos algébricos nao trivial

A k* — G é chamado de subgrupo a um parametro(1-PS) de G.

Se G age linearmente em uma variedade projetiva X C P", entdao existe uma representagao
racional p : G — G Ly tal que

gr = p(9)z,
onde Z é um representante de x. Entdo, dado A 1-PS e v € k"*! podemos considerar o morfismo

induzido
A Y — Entl

to—= p(A)v

Por abuso de notacao, escreveremos A(t) para representar o elemento p(A(t)) € GLy41(k).

Se v # 0, existe um tnico inteiro p e polinémios Fy, ..., F, € k[t], com F; # 0, para algum i,
tais que )
Mlt) = o (Fot), - Falt)) (A1)

Como G age linearmente em k"', o inteiro ;¢ ndo muda se mudarmos v para cv, com ¢ # 0.
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Definigdo A.7. Seja G um grupo agindo linearmente em uma variedade projetiva X C P" e

seja 7 um representante em k"' do ponto x € X. O inteiro x4 dado em (A.1)) serd denotado por
(@, ).

Observagdo A.2. Segue da definicio que u(gx, \) = u(z, g~ A\g), para todo g € G.

Proposicao A.2. Seja A 1-PS. A agdo induzida por X em k"1 pode ser diagonalizada, isto ¢,

existem inteiros ly, ..., lm41 tais que

Demonstragio. Ver [2], p.86. [

Observagao A.3. Em particular, para G = SL,(K), é sabido que todo 1 — PS é conjugado a

um da forma,
A(t) = diag(t™, ¢, ..., t™), com Y ri=0ery >ry>...>r,.

Teorema A.l. (Critério de Hilbert-Mumford) Seja G um grupo algébrico linear agindo linear-

mente em um variedade projetiva X C P" e seja x € X. Entdo:

x semi-estdvel, implica que p(x, \) > 0, para todo A 1-PS

x estdvel, implica que p(x,\) >0, para todo \ 1-PS
A reciproca € verdadeira para grupos redutiveis.

Demonstragio. Ver [12] Proposicao 4.8, p. 104 ou [11] Teorema 2.1, p.49. |
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