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RESUMO

A variedade de Nehari para a equacao
—Au(x) = Aa(x)u(z)? + b(z)u(x)?,

com x € (), junto com a condicao de fronteira de Dirichlet é investigada no caso em que
alx) =1, eR,g=1e0<p<1,etambémnocasoemque A >0e0<g<1l<p<
2* — 1. Explorando a relagao entre a variedade de Nehari e a aplica¢do fibragao ( isto é,
aplicagoes da forma t — J(tu) onde J ¢ o funcional de Euler associado ao problema em
questdo), iremos discutir a existéncia e multiplicidade de solu¢bes nao negativas.

Palavras-Chave: Variedade de Nehari; Aplicacao Fibragao; Problema eliptico semilinear.



ABSTRACT

The Nehari Manifold for the equation
—Au(x) = Aa(x)u(z)? + b(z)u(x)?,

for x € € together with Dirichlet boundary conditions is investigated in which case a(x) =
ILLAeR, g=1and 0 < p <1, and also in the case that A\ >0and 0 < ¢ <1 <p<2*—1.
Exploring the relationship between the Nehari manifold and fibering maps (i.e., maps of
the form ¢ — J(tu) where J is the Euler functional associated to the above equation), we
will discuss the existence and multiplicity of non negative solutions.

Key-words: Nehari manifold; Fibrering map; Semilinear elliptic problems.



INDICE DE NOTACOES

— ¢ convergéncia forte;
U, — U : u, converge forte para u quando n — oo;
— : convergéncia fraca;

U, — u @ u, converge fraco para u quando n — oco; q.t.p. : quase todo ponto;

Y — ou Ou ou '\
-\ 9z Oxy” " Oxy, )

=N
0%u

i=1
0f) & a fronteira de §2;

Q é o fecho de Q;
Ck(Q) = {u: Q — R;u & continuamente k vezes diferenciavel};
LP(Q) = {u: Q — R;u é mensuravel e [|ul;, = ([, \u(a:)]pdac)l/p < 00}

WkP(Q) é o espaco de todas as fungoes u € LP(f2) tais que para cada multi-indice o

com |a] <k, D*u existe no sentido fraco e pertence a LP(Q);
Whr(Q) = {u € LP(Q);3g € LP(Q) tal que [,uDu = [ 90, ¥V ¢ € CHQ)};

Wy?(Q) = HA(Q) : Munido da norma ||u|| = Nl o) = (Jo ]Vu|2dx)1/2, denota o
fecho de C$°(Q2) em H'(Q).
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INTRODUCAO

Explorando a relacao entre a variedade de Nehari e a aplicacao fibragao, iremos discutir
a existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais e nao negativas para duas classes de
problemas eliticos de Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) os quais foram estudadas por
Brown (2004) e por Brown (2007). Essas classes de problemas elipticos modelam varios
problemas da fisica matematica e da dinamica das populacoes, como pode ser visto no
artigo de Chen (2009).

No inicio dos anos 1960 Nehari introduziu um método que se tornou muito 1til na
teoria de pontos criticos e que atualmente recebe o nome de método da var iedades de
Nehari. A idéia original de Nehari consiste em estudar um problema de valor de fronteira
para certas equacoes diferenciais ordinarias nao lineares de segunda ordem em um intervalo
aberto (a,b) e mostrar que a equagio possui uma solugdo nao trivial que pode ser obtida

através de um problema de minimiza¢ao com vinculo.

O método da aplicagao fibracao introduzido por Drabek e Pohozaev (1997) e discutida
por Brown e Zhang (2003) relaciona o funcional de Euler Lagrange com uma fungao real.
As informacoes sobre esta funcdo nos levam & uma demonstracao simples do resultado

que buscamos.

No capitulo 1, iremos discutir a existéncia e multiplicidade de solugoes nao triviais e

nao negativas do seguinte problema:

(P1)

—Au = \u(z) + b(z)|u(z)]2u(x), sexeQ
u =0, se x € 010,

onde €2 é uma regiao limitada do R™ com fronteira suave, e b : 2 — R é uma funcao
regular que pode mudar de sinal em (2. Vamos considerar A um parametro real e assumir

v como sendo um ntimero real tal que 1 < v < 2.

Problemas semelhantes foram estudados por Binding, Drabek e Huang (1997) e Bin-
ding, Drabek e Huang (2000), usando métodos variacionais, e por Amann e Lopez-Gomez
(1998) usando a teoria de bifurcac¢do global. Em um trabalho anterior, Brown e Zhang

(2003) consideraram um problema semelhante, no caso em que v > 2. A mudanca neste
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parametro altera completamente a natureza da soluc¢ao do problema (P;). Quando v > 2,
a curva da solugao positiva bifurca da solucao nula até A\ = A, onde A\, é o autovalor

principal do problema linear

(Ry) { —Au = Au(z), sex€fl)

u=0, se x € 0f2.

A direcao da bifurcacao é determinada pelo sinal de fQ bop]dx, onde ¢ é a autofungao
positiva associada ao principal autovalor positivo \; do operador —A. Quando 1 < v < 2
o problema (P;) se torna assintoticamente linear, e neste caso, a bifurcagao no infinito
ocorre quando A = A;. Iremos mostrar exatamente como isso acontece e o importante

papel desempenhado por fQ bo]dx, investigando como a variedade de Nehari varia com \.

No capitulo 2, iremos estudar como utilizar o Método da aplicacao fibragao, para

outra classe de problemas eliticos, isto é, mostraremos a existéncia de solucoes para

—Au = Aa(z)u! + b(z)uP, sex €
(P2)
u =20, se x € 0f),
onde () é uma regiao limitada do R™ com fronteira suave, 0 < ¢ <1 <p < %, A>0

e a,b: Q — R sdo funcoes regulares que podem mudar de sinal em €.

O problema (P,) tem sido recentemente estudado por Figueiredo, Gossez e Ubilla
(2003) usando o Teorema do Passo da Montanha, e por II'yasov (2005) e Wu (2009) com
a Variedade de Nehari. Drabek e Pohozaev (1997) e Brown e Zhang (2003), demonstra-
ram para uma equagao tal como em (FP) que a variedade de Nehari estd intimamente
relacionado com as aplicacoes Fibracao para o problema. Neste trabalho vamos mostrar
como uma andlise completa das aplicagoes Fibracao nos levam a resultados semelhantes
aos de Il’yasov (2005) e de Wu (2009).

Ao longo do capitulo 2, discutiremos as propriedades da aplicacao fibracao e da Va-
riedade de Nehari. Faremos uma descricdo completa dessa aplicacao associada a (P) e
usaremos essas informacoes para provar a existéncia de, pelo menos, duas solugoes nao

triviais e ndo negativas de (), para valores de A suficientemente pequenos.

Podemos observar que os dois problemas trabalhados sao similares. Olhando para a
equacao
—Au(z) = da(x)u(x)? + b(z)u(x)?,

com x € €, junto com a condi¢ao nula de fronteira de Dirichlet, tratamos em (P;) o caso
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emquea(z) =1, NeR g=1le0<p<l,eem (P)ocasoemque A >0e 0 <gq<
1 < p < 2* — 1. Definiremos para cada caso, o funcional J, associado ao problema inicial
de cada capitulo, bem como a variedade de Nehari e veremos como eles se relacionam.
Mostraremos como o funcional é melhor comportado sobre a variedade de Nehari, mas
nao ¢ limitado em geral sobre seu dominio todo VVO1 (). Trabalharemos a relacio entre
a variedade de Nehari e o comportamento das funcoes na forma ¢, : t — Jy(tu); (¢ > 0).
Por fim, usando a teoria de regularidade Gilbard e Trudinger (1983), provaremos que as

solucoes fracas sao, de fato, solucoes cléssicas do problema em questao.
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1 O PROBLEMA (P;)

1.1 CONSIDERACOES INICIAIS

[remos discutir neste capitulo a existéncia e multiplicidade de solugoes nao negativas

para a seguinte classe de problemas elipticos de Equagoes Diferenciais Parciais:

() { — A= Xu(a) + @)@ Pu(x), e w €

u=0, se x € 012,

onde €2 é uma regiao limitada do R™ com fronteira suave e b : 2 — R uma funcao regular,
que pode mudar de sinal em 2. Vamos considerar A um parametro real e assumir v como

sendo um ntimero real tal que 1 < v < 2.

Inicialmente iremos definir a variedade de Nehari e a Aplicacao Fibracao a partir do
funcional J, associado ao problema (P;). Na segunda parte, mostraremos a importancia
da condicdo L_(A\) C B_ na determinagido da natureza da variedade de Nehari. Na
terceira secao, provaremos a existéncia de minimizadores sobre a variedade de Nehari
e em seguida discutiremos como todos esses resultados nos dao informacdes sobre as
solugoes nao negativas de (P;) com as variagoes de A e em particular sobre a bifurcacao
no infinito. Na se¢do seguinte, investigaremos a natureza da variedade de Nehari nos
casos onde nao ha solu¢oes nao negativas e nao triviais de (P;). Por fim, iremos observar
que nossos resultados sao assegurados somente no caso onde a nao linearidade é a funcao
homogénea. Isto assegura que a Aplicacao Fibracao envolve somente atribuicoes a t e a

simplicidade das nossas provas dependem fortemente deste fato.
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1.2 O METODO DA APLICACAO FIBRACAO E A
VARIEDADE DE NEHARI

Nesta se¢ao definiremos o funcional J, associado ao problema (P;) mostraremos sua

relacao com e a variedade de Nehari e a Aplicacao Fibracao.

1.2.1 Definicoes

O Funcional de Euler .J, : W, *(Q) — R associado ao problema (P;) é dado por

1 A 1
Ta(u) = 5/ |vu\2dx—§/ |u|2dx——/b|undx. (1.1)
Q Q Y Ja

Mostraremos em 1.8 que o funcional J, € CY(Wy?(Q),R) e que sua derivada de

Gateaux é dada por
Ji(u)v = / VuVoudr — )\/ uvdr — / blu|"2uvdr, Y u,v € Wol’Q(Q)a
Q Q Q
e em particular

Jﬁ\(u)u:/ |Vu|2dx—)\/u2dx—/b|u|”’dx.
Q Q Q

Afirmacao: J) estd bem definido.

Prova: De fato, sejam

Hiw) = [ |VuPds,
0
Jg(u):/ lu|?dx e
Q
J3(u) :/b\ulvd:v.
0

[remos mostrar que cada um dos termos de J, estd bem definido.

i) [o |Vul?dz = ||u|[* < oo em Wy (Q).

i1) Consideremos \; o autovalor principal do problema linear

—Au=Mu, sexe€ll;
(Fo)

u=0, se x € 0f).
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Observe que

2
A = 1111f2’ / @; para u # 0.
uGWO’ (Q) o u
Logo,
1
/qux < —/ |Vul?dz < oo.
Q At Jo
i)

/b|u|7dx§ |/b|u|7dx| §/|b(:v)||u|7dx§
) Q Q
< max |b(x)|/ |u|"dx < oo
Q

e
j& que u € Wol’Q(Q). De fato, pelas imersoes continuas de Sobolev como em 3.10 |,

Wy % (Q) <= L"(Q), com 7 € [1,2*], segue que u € L7(Q).
Assim, .J, esta bem definido para toda u € W, (€2). m

Podemos observar que

/ \Vu|?dx — )\/ wlde > (A — \) / wldr, Yu € Wy (9Q), (1.2)
Q Q Q
e ainda
1 ) b -
Ia(u) > =(A = A) | u'de —— | 1'|u]dx, onde b = supb(x)
2 Q 7 Jao z€Q
Tomando p = % <lep = %, segue da desigualdade de Holder que

Ia(u) > 1()\1 — )\)/u2daz — 2 (/ |1|22‘de> (/ |u’7~2/d:1;>
2 Q 7 \Ja 0

1 bz 2
> —(A\ — )\)/u2da:— ~|Q 2 (/ |u|2dx> :
2 Q v Q
onde b = sup,q, b(z).

Assim, Jy ¢ limitado inferiormente em Wy ?(Q) quando A < A e 1 < v < 2. Entre-

tanto, se A > A1, entdo limy_, J)\(t¢1) = —oo. De fato, quando t — oo,

A A 1
2 (AL 200 — 2 20, _ v _
Ja(téy) =t (2 /Q|¢>1y da 2/Q|¢1| du 7tM/Qb|¢1| )dx—> 0.

Assim J) nao é limitado inferiormente em I/VO1 2(Q), se A > \;. Estamos procurando

um subconjunto de Wol’Q(Q) onde o funcional J, seja melhor comportado, mais especifi-
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camente, onde este funcional seja, em geral, limitado inferiormente.

1.2.2 Variedade de Nehari

Para obter resultados de existéncia neste caso, introduzimos a variedade de Nehari:
S(A) = {u € Wy*(Q) : (J}(u), u) = 0}

onde ( , ) denota a dualidade usual.

Vamos mostrar que S(\) é de fato uma variedade.

Proposicao 1.1. A wariedade de Nehari S(\) € ndo vazia e € uma subvariedade de
Wy (Q).

Prova: Seja 1 : W,*(Q2)\{0} — R dada por

p(u) = (I (), ).

Assim

w(u):/ |Vu|2dx—)\/u2dx—/b|u|vdx.
Q Q Q

Como veremos na secao 1.8, fazendo

le/\VuFdx,
0

ng/qu:L’ e
Q

Jg,:/b\ude,
Q

temos que cada um destes termos sao de classe C1(Q), e por conseguinte observa-se que

sao também de classe C?((2), logo temos que ¢ € C'(€). Além disso,

P (u)v = 2/ VuVvdx — 2)\/ uvdz — ’y/ blu|" 2uvda.
Q Q Q

Seja v #£ 0;v € Wol’z(Q) e considere a funcao

t—=Y(tv);teR e t>0.



19

Desse modo,

Y(tv) = t2/ |Vv|2d:1:—t2/\/v2da7—t7/b|v|7dx
0 0 Q
=t </ |Vv|*dx — )x/ v2dx> —t7 (/ b|v|7dx) :
Q 0 0
Se [, [VvPde — X [, vidz > 0e [,blv[’dz >0, como 1 < < 2, segue que
lim ¢(tv) = 400 e
t—o00

lir% Y(tv) = 0, por valores menores que zero.
t—

Com isso, para algum ¢ > 0 a fungao ¢ (fv) é igual a zero, ou seja, tv € S(\). Dessa forma

mostramos que S(\) # ().
Vejamos agora que 1) ndo possui ponto critico em S(A).

Observe que
P (u)u = 2/ |Vul*dz — 2)\/ udr — ’y/ blu|"dz. (1.3)
Q 0 0
Para v € S(A) com u # 0, temos

P(u) =0= /Q(]Vu|2 — \u?)dx — /Qb]u\”*dx =0

= /(|Vu|2—)\u2)d$:/b|u|"’dx.
Q Q
Substituindo em (1.3), segue que

Hluyu= (2 7) / bluf"d.

Portanto, como 1 <y < 2 e b # 0, obtemos que ¢'(u) # 0 para todo u # 0 em S(\).

Seja M = W,?(Q)\{0}. Como Jo blu|Ydz > 0, vemos que 0 é o tnico ponto critico
em 1 1(0) e 0 ¢ M. Logo, 0 é um valor regular de 1|5;. Pelo Teorema 3.1, segue que
¥~'|2(0) € uma subvariedade de M. Portanto, S()\) é uma C" subvariedade de W,*(Q).

Observagao 1.1. Temos que u € S(\) se e somente se

/ |Vul*dz — /\/ u?dz — / blu|"dx =0
Q Q Q



De fato,
ue S\ & JJ(wu=0<

<:>/\Vu\zd:v—)\/'zfdx—/b[u\”dx:()
0 Q Q
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Podemos perceber que S(\) C W,?(Q) e que S(A) é um conjunto mais restrito que

W% (Q), deste modo iremos estudar nosso funcional .Jy restrito a S(\).

Note que em S()) temos

/|Vu|2d:1:—/\/u2d$:/b|u|“’dx.
0 0 Q

Substituindo em (1.1) ficamos com

1 1
Ia(u) = —/ |Vu|2dx—é/u2dx——/b|u|7dx

2 Jo 2 Ja 7 Ja
1 1

= —/b\u!”dw——/bm\”’dm‘
2 Ja 7 Ja

1 1 /

= | z—- blu|"dz.

(2 ’Y) Q .

1.2.3 Aplicacao Fibracao

(1.4)

Apresentaremos agora as func¢oes da forma ¢, : t — Jy(tu); (¢t > 0), analisaremos

seu comportamento e mostraremos sua relacao com a variedade de Nehari.
1,2
Se u € W, 7(92), temos

t?

i
bult) / (IVaf? — )z — / blulde,
2 Q Y Ja

S0 =t [ (VaP = MuPydz =0 [ bjupda,
Q Q

0u0) = [ (19uP = Nu)do = (=16 [ blupde

A proposicao abaixo relaciona a variedade de Nehari e a Aplicacao Fibracao.

Proposicao 1.2. Seja ¢, a aplicagio definida acima e u € Wy*(Q), entio:
(i) u e S(N\) se, e somente se, ¢, (1) = 0;

(17) Mais geralmente tu € S(\) se, e somente se, ¢! (t) = 0.

(1.5)

(1.6)

(1.7)
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Prova: (i) Note que

#.(1) = / (IVuf? = Ajuf)dz — / (o) ulde = T} (1)

(i) (<)
0=2¢,(t) = t/ﬂ(|Vu|2 — MNul?)dz — 771 /Q b(x)|u|"dz.

Multiplicando esta equacao por t,
0= 152/(|Vu|2 — Nul?)dz — t”/ b(z)|u"dz = J5 (tu)tu.
Q Q

(=)
Como tu € S(\), temos
0 = Ji(tu)tu — tQ/(|Vu|2 A ul)de — ﬂ/ b()|ul da,
Q Q

dividindo esta equacao por t > 0,

0= t/Q(wu\? — Auf)de — 1 /Q b(@) |l dz = ¢, (£).

Desta forma, os elementos em S(\), correspondem aos pontos estacionarios da Apli-
cagdo Fibragdo. Assim é natural subdividir S(\) em subconjuntos, onde para cada

u € Wy?(Q) fixada, o niimero 1 é um ponto critico de ¢,,.

Segue de (1.6) e (1.7) que se ¢/ (t) = 0 entao

/(|Vu|2 — \u?)dr = t7_2/ blu|"dr =
Q

Q

() = 12 / blulde(2 — ), (L8)

ecomot>0el <y <2 temos
ou(t) >0« / blu|"dz > 0,
Q
Pr(t) <0< / blul"de <0 e
Q

Pl(t) =0« / blu|"dz = 0.
Q
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Podemos agora definir os subconjuntos de S(\):
ST = {u e S(V); ¢,(1) > 0}
S7(A) ={u € S(A); ¢, (1) < 0}

SP(A) = {u € S(\); ¢1(1) = 0}

Assim, ST, S5~ e S° correspondem ao conjunto de pontos de minimo local, maximo

local e de inflexao, respectivamente.

Observacao 1.2. Note que se u € S(\), isto é, ¢,,(1) =0 entdo

/Q (IVuf? = \a)da = / blul"de o
= ¢,(1) = (2-7) /Q blul"dz. (1.9)

Iremos mostrar a existéncia de solucgoes de (P;) investigando a existéncia de minimi-
zadores em S(\). Entretanto, S(\) é apenas um pequeno subconjunto de W,*(Q), mas
verifica-se que os minimizadores de Jy, em S(\) sdo também pontos criticos de J, em
Wy %(Q). De fato, como provado em Binding, Drabek e Huang (1997) ou em Brown e
Zhang (2003), temos o resultado a seguir.

Lema 1.1. Suponhamos que ug € um minimo ou mdximo local para Jy em S()\), entdo

se ug ndo pertence a S°(N), ug € um ponto critico de Jy em W,(Q).

Prova: Seja uy um ponto de maximo ou de minimo local de J, em S(A). Pelo Teorema

dos Multiplicadores de Lagrange (ver apéndice, Teorema 3.6), existe § € R verificando
Ji(u) = 6F (u), (1.10)

onde

Flu) = /Q(\vuﬁ — x?)dz — /Qbyumx T () = 0.

Logo,

/(\Vu|2 — \u?)dr = / blu|"dx. (1.11)
0 0

Derivando F' temos
F(u)h = Tim F(u+th) — F(u)

t—0 t
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Tomando h = ug e usando L‘Hospital, obtemos
F'(ug)ug = 2/(|Vuo|2 — \ud)dx — 7/ blug|"dz.
Q Q
Substituindo em (1.11)

F'(ug)uo = (2 =7) [ buoPde = (1)

Q

Como uy € S(A), por (1.10) obtemos

0= J&(Uo)UO = 5F/(U0)U0.

Como ug nao pertence a S°(\) entdao ¢/ (1) # 0. Dai F'(ug)up # 0, nos dando que

§ = 0 e assim J}(ug) = 0. Portanto, ug é ponto critico de Jy em W,?(Q). n

1.3 ANALISE DA APLICACAO FIBRACAO

Faremos nesta secao uma descricao da Aplicacao Fibracao associada ao problema

eliptico (Pp).

1.3.1 Descricao da funcao m,,

Veremos que a natureza essencial da Aplicacao Fibracao ¢, é determinada pelo sinal

de [(|Vul|* — Au?)dz e de [, blu['dz. Para isso, vamos definir

mu(t):/Q|Vu|2dx—t7_2/gb|u|7dx. (1.12)

Observacao 1.3. Note que, para t > 0, tu € S(X\) se, e somente se, t € solugao de
my(t) = )\/ u?dz. (1.13)
Q
De fato, pela equacdo (1.13),
/(\Vu\z — \u?)dx — tV_Z/ blu|"dx = 0.
Q Q

Multiplicando a equacao acima por ¢

tz/(]Vulg — Mu?)dx — t”/ blu|"dz = 0,
Q Q
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ou equivalentemente

Ji (tu)tu = 0,
logo
tu € S(A).
Derivando (1.12) ficamos com
! (1) = (2 — y)= / blu[da. (1.14)
Q

E ainda
mi) = (2= )y =30 [ buds,
Q
Podemos observar que m’ e m” nao estao definidas para t = 0, ja que
—J<y—4<y—-3< -1
Vejamos que

lim m, (t) = +o0;
t—0

dependendo do sinal de [, blu|7dz, e além disso

lim m,(t) = 0.

t—o00

Para construir um esbog¢o de m,, dividiremos em dois casos.

(i) Se [oblu]’dz > 0, sendo t > 0 e 1 < v < 2, teremos que m, é uma fungio

estritamente crescente.

De fato, se t = 0 entdo m! (0) nao esta definida, mas se t > 0, entao

! (1) = (2 — 7)1~ / bluf'dz > 0,
Q

e ainda
mo(t)=(2—v)(y— 3)t“’_4/ blu|"dz < 0.
Q

Com limy_,co my(t) = [, |[Vul*dz e lim_o+ m,(t) = —c0, m, tem o grafico como na

figura 1, onde A = [, [Vu|*dz.

Se A [ u*dx > [, |Vu|*dz, entao [, |Vul|*de — X [, u*dz < 0. Assim nao ha nenhum
valor de t que satisfaca (1.13). Neste caso observamos que os sinais de [, blu|’dz e de

Jo I[VulPdz — X [, u*dx sdo opostos.
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Figura 1: Possivel forma de m, quando [, b(z)|u["dz > 0

Ja no caso em que A [, u*dr < [, |Vul*dz, temos que [, [Vul|*dz — X [,u*dz > 0 e
assim ha um tnico valor de t que satisfaz (1.13). Neste caso observamos que [, blu|"dz e

Jo IVul?dz — X [, u?dx tem sinais positivos.

(#) Se [,blu|"dx < 0, sendo t > 0 e 1 < v < 2, teremos que m, € uma fungéo

estritamente decrescente.

De fato, se t = 0 entdo m! (0) nao esta definida, mas se t > 0, entao

) = 2= )0 [ bupds <o,
Q

e ainda

il (8) = (2= 7)(y — 3y / blufdzx > 0.

Analogamente ao caso anterior, m, tem o grafico como na figura 2, onde A =
Jo IVul?dz.

My (t)

\

Figura 2: Possivel forma de m, quando [, b(z)|u|["dz <0

Se A [quPdx > [, |Vul*dz, entdo [, |Vul*dz — X [u’dx < 0. Assim ha um dnico
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valor de ¢ que satisfaz (1.13). Neste caso observamos que [, blu|"dz e [,(|Vu|> — Mu?)dz

tem o mesmo sinal.

Se A [udr < [ |Vul*dz, entdo [, |Vu|*dz — X [, u?dz > 0 e assim nao ha nenhum
valor de t que satisfaca (1.13). Neste caso observamos que os sinais de [, blu"dz e de

Jo(IVul> = Mu?)dz sao opostos.
A partir das observacoes feitas acima, para u € Wol’Q(Q), podemos concluir que:

I) Se [o(|Vul* = Mu?)dz e [,blul’dz tem o mesmo sinal, ¢, tem um tnico ponto

critico em )
- Jo, blu|dz =
Lo (IVul? = M?)da ’

assim, existe t € R tal que tu € S(\);

tu

(1) Se [,(IVul?=Au?)dz e [, blu|"dx tem sinais diferentes, entao ¢, nao possui pontos

criticos e assim, pela proposi¢do 1.2, nenhum multiplo de u pertence & S(\).

Observagao 1.4. Se tu € S(\), seque de (1.9) e (1.14) que

7 (1) =tml(t).

tu

De fato
vt =(2— 7)t7_2/ bltu|"dx =
Q
L) = -0 [ blede
Q
= (2—7)t”’/blu|7d$.
Q
Como,
m.,(t) = (2 — v)tv_g/ blu|"dr =
Q
(1) = 2 =)t [ bluP
Q
entao

t*ml,(t) = ¢},(1).

tu

Esta observacao tem uma grande importancia para este capitulo, pois se conhecermos
. , : " .
o sinal de m/,(t), conheceremos o sinal de ¢ (1), e assim poderemos saber se ¢, tem um

ponto de minimo local, maximo local ou de inflexao.
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Resumidamente:

tu € ST(N)  sem!(t) >0
tu e ST(\) sem!(t) <0.

/
1.3.2 Descricao da funcao ¢,

Iremos analisar a natureza da Aplicacao Fibracao para todos os possiveis sinais de
Jo(IVul? = Mu?)dz e de [, blu|"dz.

(4) Quando A [, u?dx < [, |Vu|*dz e [, blu["dz < 0.

Relembrando que

tY
ol (t) = tQ/(]VuF — ) dz — —/ blu|"d,
Q 7 Ja

temos
¢, (t) >0,

pois t > 0. Logo, ¢, ¢é crescente e como ¢ (t) > 0, pela Proposi¢cdo 1.2 concluimos que
nenhum multiplo de u estd em S(\). Dai, o grafico ¢, tem uma forma mostrada na figura
3.

Pu

Figura 3: Possivel forma de ¢, quando [, u?dx < [, |Vul*dz e [, blu["dz <0

(#7) Quando A [, u?dx > [, |Vul|*dz e [, blu["dz < 0.

Olhando para a figura 2, podemos observar que teremos um tnico ponto critico de
¢u no caso em que [, [Vul?dz — X [, u?dz < 0. Vamos mostrar que nestas condices a

equagao (1.13) tem uma tnica solugao.

Como m,, é continua e lim;_,q mu(t) = +00, entao, para t; suficientemente pequeno

may(ty) > )\/ u?dz.
0
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Além disso, A [ uPde > [, |Vul*dz e limy_,oo my(t) = [, |Vul?dz, entdo, existe t,

suficientemente grande tal que

ma(tz) < )\/ uldz.
0

Definindo m,, : [t1,t2] = R, e sendo m,, uma fung¢ao continua com

my(ty) < )\/ wrdr < my(ts),
Q

entao, pelo Teorema do Valor Intermediario, existe t, € (¢1,t2) tal que,
my(ty) = )\/ u?dz.
Q

Além disso,
i) = 2= )07 [ s
Q
logo,
m,,(t) <0

poist > 0el < v < 2. Portanto m, ¢ uma funcao estritamente decrescente. Dai

concluimos que ¢, é Gnico, ou seja, a equagao m,(t) = A fQ u?dx tem tnica solucdo t,.

Desta forma, existe exatamente uma tnica solugao de (1.13).

Agora vamos mostrar que t,u € S(\).

Como m,, tem uma tnica solugdo, substituindo (1.13) em (1.12), ficamos com

A/qux:/ |Vu|2da:—tz_2/b|u]7dx,
0 0 0
/|Vu|2da:—)\/u2dx—tgQ/b]u\”*da::().
0 0 0

Multiplicando a equagdo acima por t2 obtemos

tg/(|vu|2 — n2)da — tg/ blu["dz = 0,
Q Q
o que é o mesmo que J;(t,u)t,u = 0. Consequentemente t,u € S(A).

Como t,u € S(A), m!,(t,) <0 et >0, pela observacao 1.4

7)) =tml(t,) <0

tuu

isto é, t,u € ST(\).
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Note também que ¢! (t,) = 0, ou seja, a aplicacao ¢, tem um unico ponto critico em

t =t, que é um ponto de maximo local. De fato,
ti/(|Vu|2 — ) dz — tZ/ blu|"dz = 0.
Q Q
Dividindo a equagao acima por t, # 0 ficamos com

tu/(|Vu|2 — \u?)dr — 771 / blu|"dz = 0.
& Q

Além disso,

2

i — | ¢ 2 2 & Yy —
tllgloqﬁu(t) —tlggo 5 /Q(\Vu\ — Au”)dx — 5 /Qb]u\ dr = —00

2

. ot 2 2 2 Yl
Tim (1) _t%E/qu ~ )dm—;/ﬂb|u| dz = 0.

Do que foi observado acima, segue que ¢, tem seu grafico como na figura 4.

Pu

Figura 4: Possivel forma de ¢, quando [, u?dx > [, |Vul*dz e [, blu["dz <0

(#1) Quando A [, uldx < [, |Vul*dz e [, blu|"dx > 0.

Neste caso, [, |[Vul*dz — X [, u*dz > 0. Desse modo
lim m,,(t) = lim / ]Vu]de—t“’2/ blu|"dx :/ \Vul*dz > )\/quaj
t—o0 t—oo /o Q Q Q

lim m,(t) = lim [ |Vul*dz — t72/ blu|"dr = —oc.
t—o0
Q Q
Como m, é uma funcao continua com

lim m,(t) < A/ wdr < lim m,(t),
Q t—00

t—0t
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pelo Teorema do Valor Intermediario, existe ¢, € (0, +00) tal que,
my(ty) = )\/ u?de.
Q

Além disso,
m ) = (2= )0 [ e
Q
logo,
m,(t) > 0,

poist > 0el < v < 2. Desse modo m, é uma funcao estritamente crescente. Dai,
concluimos que t, € unico, ou seja, a equacao my(t) = A [, u*dzr tem tnica solucdo t,.

Assim, existe exatamente uma tinica solug¢ao de (1.13).
Por resultados analogos aos anteriores vemos que t,u € S(\).

Como m,, tem uma tnica solugao, substituindo (1.13) em (1.12),

)x/u2dxz/ |Vu|2dx—tz_2/b|u]7dx,
Q Q Q
/|Vu|2dx—)\/uzdx—tz_2/b|u|7d$:().
Q Q Q

Multiplicando a equagio acima por 2 ficamos com

dai

253/(|Vu|2 — M) dz — tZ/ blu|"dz = 0,
Q Q
o que ¢ o mesmo que J; (t,u)t,u = 0. Consequentemente t,u € S(A).

Como t,u € S(A), ml (t,) >0et >0,

(1) =ml,(t,) >0,

isto é, t,u € ST(N).

Note também que ¢! (t,) = 0, ou seja, a aplica¢do ¢, tem um tnico ponto critico em

t =t, que é um ponto de minimo local. De fato,
ti/(!VUP — M) dz — tl/ blu|"dz = 0.
Q Q

Dividindo a equagao acima por t,, segue que

tu/(|Vu|2 — Mu?)dr — 77! / blu|"dz = 0 = ¢, (t,) = 0.
Q Q
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Além disso,

: : t2 2 2 7 0
tliglogbu(t) —tlg(r)lo (E/QUVU] — \u®)dx — ;/Qb|u| dx | = o0

: : t2 2 2 t7 o7
tl—lg}" Ou(t) = tl_l)r(l)l (E/Q(|Vu| — Au®)dr — ;/Qb|u| dr | =0,

com ¢, (t) se aproximando de zero por valores negativos.

Do que foi observado acima, concluimos que ¢, tem seu grafico como na figura 5.

Pu

v

Figura 5: Possivel forma de ¢, quando X [, v’dz < [, |[Vul*dz e [, blu|"dz >0

(i) Quando X [, u*dx > [, |Vul*dz e [, blu|"dz > 0.

Neste caso, [, |[Vul*dz — X\ [, u*dz < 0 e deste modo

Y
oL (1) = t?/(|vu|2 _)da — %/ blulde < 0,
Q Q

pois t > 0, logo ¢, é decrescente e como ¢!, (t) > 0 pela Proposi¢ao 1.2, concluimos que

tu & S(A). E o gréfico ¢, tem sua forma mostrada na figura 6.

(bu

A

Figura 6: Possivel forma de ¢, quando X [, w’dz > [, |[Vul*dz e [, blu|"dz >0

Do que vimos acima, podemos definir:

Lo\ = {u € WEQ); [Jul| =1 ¢ / (IVuf> — Au2)dz > 0}
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By = {ue WH2(Q): ||ul| = 1 e /b|uPdw > 0}.
Q

E analogamente definimos L_(\), Lo(\), B- e By, substituindo (> 0) por (< 0) ou

(= 0) como for apropriado. Segue que:

(1) Se u € Li(\) N By, entao t — ¢,(t) tem um minimo local em t =¢, e
tuu € S(N);

(17) Sew € L_(A\)NB_, entdo t — ¢,(t) tem um maximo local em t = ¢, e t,u € S(\);

(17i) Se uw € L (A\)N B_, entao t — ¢,(t) é estritamente crescente e nenhum multiplo

de u estda em S(\);

(iv) Sew € L_(A\)NBy, entao t — ¢,(t) ¢ estritamente decrescente e nenhum multiplo

de u estd em S(\).

1.4 PROPRIEDADES DA VARIEDADE DE NEHARI

Nesta se¢ao vamos discutir o papel importante desempenhado pela condicao de

L_(X\) € B_ na determinagao da natureza da variedade de Nehari.

Quando A < Ay, por (1.2) temos que [,(|Vul?> — Au?)dz > 0, para todo u € Wy ().
Assim
Ly(N) = {ue Wy™(Q) : [Jul] = 1}
, L_(X\) = DeLo(X) = 0.
Quando A = Ay, temos que [, (|Vul?=Au?)dz > 0 e assim L_(\) = @ e Lo(\) = {1}

e quando A > A;, L_(\) passa a ser ndo-vazio e se torna maior a medida que A aumenta.

Tendo em vista as consideragoes anteriores, veremos que a condigado L_(\) C B_ é
sempre satisfeita quando A < \j, j& que neste caso o conjunto L_(A) = (). Além disso,
esta condicao pode ou nao, ser satisfeita quando A > \; e é cada vez mais provavel a ser

violada a medida que \ aumenta.
Teorema 1.1. Suponhamos que exista \ tal que para todo \ < ;\, L_(\) € B_. Entao,
para todo A < \ temos:

(1) Lo(\) C B_ e assim Lo(A\) N By = 0;

(i1) ST(A) € limitado ;

(i73) 0 ¢ S=(N\) e S™(N) € fechado ;
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(iv) TN NS~ (A) = 0.

Prova: (i) Suponhamos por contradigdo que Lo(\) € B_. Entao existe u € Lo(\)
tal que u ¢ B_. Assim,

e Lo(A\) = u e WH3Q): [Jul| =1 /(|vu|2 ~ n2)dz = 0
Q

ul \”
u¢ B = [ bl | dr>0.
Q
Se/\<,u<;\,entéo

= /(]Vu|2 — Mu?)dr > /(|Vu|2 — pu?)dr = u € L_(u),
Q 0

de modo que L_(pn) € B—, o que nos d& uma contradi¢do a hipotese do teorema.

Logo Lo(\) € B_ e sendo B_ N By = ) temos Ly(\) N By = 0.

(i7) Suponhamos que ST(A) seja ilimitado. Entdo existe {u,} C ST(X), tal que

||un|| = 00, quando n — oo.

Seja v, = IIZ:H‘ Desse modo temos que {v,} é limitada e por 3.10 podemos supor,

sem perda de generalidade, que v, — vy em W, %(Q). Assim v, — vy em L*(Q) e em

LY(2), ja que 1 < < 2. Como u, € ST(N),
1
/ blv,|"dx = / blu,|"dx > 0,
9 unl " Jo

/ blvo|"dz > 0. (1.15)
Q

logo,

Além disso, em S(\)

/(|Vun]2 — \u2)dr = / blu,|"dz,
0 Q

/(\wnﬁ—Avgmx:/byvnn'l =R
Q

em L2(Q) ja que blv,|? é limitado em L7(Q) e ||un| >~ — occ.

dai,

Suponhamos agora que v, - vy em Wy*(€). Por 3.5 temos que

/|VUO\2dx<liminf/ |V, |*dz,
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logo,

/ |Vvol? — Avddr < lim / IV, |> — M\ide =0,
0 n—oo Q
e assim, i € L_(\).

V0
[[vol|

Pela hipotese do teorema temos L_(A) C B_ e isso nos da que € B_, o0queé

impossivel por (1.15).

Agora, suponhamos que v, — vy em W,*(Q2). Desse modo |[vg|| =1 e

/ IVuol? — Avjdz = lim / Vo, |> — Avide = 0.

Assim, vy € Lo(A) e por (i), Lo(A) € B_, nos dando vy € B_ que é novamente impos-

sivel. Portanto, S™(\) é limitado.

(73) Suponhamos que 0 € S—(\). Entao existe {u,} € S™(\) tal que lim,, o0 ||un|| =

0. Tomando v, = 2, temos que {v,} é limitada e por 3.10 podemos supor, sem perda

llunll?

de generalidade, que v, — vy em W, (Q). Assim v, — vy em L*(Q).

Como u, € S7(A), temos

/(|Vun|2 — u)dr = / blup|"dz < 0.
Q Q
Multiplicando a equagao acima por ||u,||~7, ficamos com

HunHQ‘”/an\? — \?)dx = / blv, | dz < 0.
Q Q
Sabendo que {v,} & limitada em W, *(Q), b regular em Q e lim,,_,+ ||u,|| = 0 obtemos

lim [ b|v,|"dz =0,
n—oo Q

dai,
/ blve|dx = 0, (1.16)
0
j4 que blv,|" & limitado em Q e [|u,|[*™7 — oc.

Suponhamos agora que v, — vy em Wy*(R2), desse modo ||vg|| =1 e

/ |Vuol? — Mgde = lim [ |Vu,|> — Avidr <0,
0

n—oQ QO

nos dando vy € Lo(A) ou vg € L_(A). Entretanto, L_(\) C B_ pela hipotese do teorema,
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e Lo(\) € B_ por (i). Em ambos os casos teriamos vy € B_, o que contradiz (1.16).

Assim v, - vy em Wy (Q), e desse modo, por 3.5 temos que

/|Vv0| dr < hm / Vo, |*dz.

Além disso, {v,} é limitada em W,%(Q) e pelo Teorema da Convergéncia Dominada
3.3
lim [ v2dx :/ lim v2dz,
Q Q

n—oo n—o0
dai,
/(lVUO|2 — \vg)dr < lim /(|an]2 — \2)dz < 0.
9] n—o0 0
Logo, -2 ol € L_(\)N By que é novamente impossivel, pois L_(\) C B_ e B_NBy = (.

Portanto, 0 ¢ S—()).

Vamos agora provar que S~ (A) é fechado. Mostraremos que S=(A) C S~™(\). De
fato, seja {u,} C S™()), assim existe {u,} € S—()\) tal que u,, — u em W, (). Entdo

u € S~(A) e como vimos acima, u nao pode ser identicamente nula. Além disso, temos o

/(|Vu\2 — \u?)dzr = / blu|"dz < 0.
0 Q

Se ambas as integrais sao iguais a 0, entao H o1 € Lo(A)U By, o que contradiz (7). Dai,

resultado que segue.

pela expressao acima, ambas as integrais devem ser negativas, nos dando que u € S~(\)
. Assim, S™(\) ¢ fechado.

(iv) Suponhamos que exista u € ST(A\) NS~ (N). Como u € S™(\), por (iii), temos

que u nao é identicamente nula e

/ blu|"dx < 0.
0
Além disso, por u € ST())
/ blu|"dz > 0,
0
o que é impossivel. Concluimos que S*(\) N S~(\) = 0. =

Podemos concluir outros resultados importantes sobre o comportamento de J, em
ST(A) e S7(A) a partir de diferentes consideragoes. Ao analisar a Aplicacao Fibragao,

observamos que Jy(u) > 0em S™(A\) e Jy(u) <0 em ST(A) . Além disso,
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Teorema 1.2. Suponhamos que as mesmas hipoteses do Teorema 1.1 sejam satisfeitas.

Entao
(i) Jx € limitado inferiormente em ST (\);

(i1) infueg- Ia(u) > 0, provando que S~(X) € nao- vazio.

Prova: (i) E uma consequéncia imediata da limitacdo de ST()).

(i7) Observe que Jy(u) > 0 para u € S~(A). De fato, se u € S™(X) entdo u € S(\) e

Ta(u) = (% _ %) /Q(\vu\? ~ a)da = (% _ %) /Qb\uwdx > 0. (1.17)

Suponhamos que inf,cg-(y) Ji(u) = 0. Entao existe {u,} C S~ (A) de modo que lim,, o Jx(uy) =

0. Por (1.21) observamos que

/(|Vun|2 —ud)dr =0 e / blu,|"de — 0 quando n — oo.
0 0

Como vimos, 0 ¢ S—(A), logo {||u,||} ¢é limitada fora da origem,

Un
[lunl]”

Seja v, =

isto é, existe um ¢ > 0 tal quel||u,|| > c.

Assim

1
lim [ (|Vv,|* — \2)dr = lim —/(|Vun|2 — \u?)dr =0
Q

n—oo | n—o0 ||uy,||?

1
lim [ blv,|["dz = lim —2/b|un|”’dx = 0.
[lunl[* Jo

n—o0 0 n—oo

Sendo v,, limitada, por 3.10 podemos supor, sem perda de generalidade, que v, — vg
em W,?(Q). Assim v, — v em L*(Q) e em L7(Q). Sendo b uma funcio regular em ,

podemos concluir usando o Teorema da Convergéncia Dominada 3.3 que
lim [ blv,["dz = [ b lim |v,|" = | blve|” = 0.

Logo, [, blve|"dz = 0, ou seja, vy € By. Se v, — vy em Wy2(Q), entdo [|vg|| = 1 e
Jo(IVv, 2= M2)dz = 0, isto &, vy € Lo()\) . Enquanto que, se v, -+ vy em W,*(), temos
Jo(IVua]? = Xv2)dz < 0, isto &, e € L_(A). No entanto, em ambos os casos, ;22 € By

e isso ¢ uma contradi¢ao, pois como vimos L_(A) € B_ e Lo(A) N By = 0.
Dai, infues—()\) J)\(u) > 0. |

Concluimos esta secao, provando um lema técnico que se aplica quando as hipotese
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do teorema anterior nao sao validas. Como podemos observar, dizer que L_(\) N By # (),
¢ 0 mesmo que dizer que existe u € L_(\) tal que u € B,. Sendo B, NB_ = (), a hipotese
nos garante que L_(\) € B_. O lema serd usado posteriormente em nossa discussdo de

situagoes em que (P;) nao possui solugoes positivas.

Lema 1.2. Suponhamos que L_(\)N By # 0. Entdo existe k > 0 tal que, para cada € > 0
existe ue € Ly (\) N By tal que

/(\Vu€|2 —\ul)dr <€ e / blue|"dx > k.
) Q
Prova: Seja v € L_(\) N By, de modo que

/(|Vv|2 — \v?)dx < 0; / blv["dx > 0.
0 Q

Podemos escolher h € I/VO1 2(Q) com a norma do sup arbitrariamente pequena, mas de
tal modo que fQ |Vh|*dx seja arbitrariamente grande. Assim podemos tomar h de forma
que

1
/b|v + th|"dx > —/ blv|’dz para 0<t <1,
Q 2 Ja

/(|V(v LR — Aw+ Bz > 0.
Q
Seja u; = 2 Entdo, para 0 <t < 1, u, € By; de fato

[lo+th|]
1 1
/b|ut|7dx2 ——/b|v|vdm.
o (ol + 1Al 2 Jo

Além disso, ug € L_(\) e uy € Ly (A\). Tomando

o(t) = /(\Vut\Q —\u)dr para 0<t<1.
Q

Entao ¢ : [0,1] — R é uma fungao continua tal que ¢(0) < 0 e ¢(1) > 0 e por isso, para

qualquer € > 0 dado, existem valores de t tal que u; possui as propriedades requeridas. m

1.5 A EXISTENCIA DE MINIMIZADORES

Teorema 1.3. Suponhamos que L_(\) C B_ para todo A < A Entao, para todo A < A

(i) existe um minimizador para Jy em ST(\);
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(1) existe um minimizador para Jy em S™(X), desde que L_(\) seja nao-vazio.

Prova: (i) Pelo Teorema 1.2, J, é limitado inferiormente em S*()). Pela defini¢ao

de infimo, existe {u,} C S*(\), sequéncia minimizante, tal que,

lim Jy(u,) = inf Jy(u).

n—00 ueSt(\)

1 1
I(up,) =1 =—— /bun”*dx,
a(tn) (2 ’Y) Q| |
11

com (— — ;) <0e [,blu,|"dx > 0 para todo n, temos que J)(u,) < 0.

Como,

2

Além disso, pelo Teorema 1.2(iz), S*(A) é limitado, dai podemos supor que u,, — ug

em Wy?(Q) e por 3.10, u, — ug em L7(Q). Assim, segue que

/b|uo|7dx: lim /b|un|7d:ﬂ >0
Q n—oo Q

dai % € B..

[[uoll

Pelo Teorema 1.1, Ly(A\) € B_, L_(\) € B_ e temos também que B_ N By = (.
Assim, HZ_SH € L, (\) N By e por resultados anteriores obtemos que a Aplicagdo Fibracao

by, tem um tinico minimo em ¢, tal que t,,up € ST(N).
Precisamos mostrar que ug esta na variedade. Para isso, suponhamos u, - ug em

Wy 2(9). Entdo

/(|Vu0]2—)\ug)dx < dim [ (Vi — Ma2)de
Q

n—oo QO

= lim b|un|7dx:/b|u0|"’dx.
Q

n—oo 0

Assim,

b Td 2—y
fu = Jo bluol xQ > 1,
fQ(]VuOP — \ud)dz

e ainda,

In(ug) = /(|Vu0|2—)\ug)d:p—/b|u0|7dx
Q Q

< lim [ (|Vu,|* = M2)dz — lim [ blu,|"dz

= lim Jy(uy,). (1.18)

n—o0
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Como ¢, tem um tnico minimo em t,, tal que t,,ug € ST(\), segue que ¢y, (ty,) =

Ia(tugto) < ¢uy(t), V t € RT, em particular vale a desigualdade para t = 1,

J)\(tuOUO) < J)\(’LLD). (1.19)

Por (1.18) e (1.19), temos que J)(tu,uo) < Jx(uo) < limy—yoe Jr(un) = infyegt oy Jr(u)

0 que é impossivel, pois t,,ug € ST(A).

Dai, u, — uo em W,>(Q) e assim 1y € S()\). Segue que 1 é um minimizador para
Jy em ST(N).

(77) Seja {u,} uma sequéncia minimizante para Jy em S~(A). Segue, do Teorema 1.2

que limy, o Jx(un) = infyecs-(n) Ja(u) > 0.
Suponhamos que {u,} ¢ ilimitada; desse modo ||u,|| — oo quando n — co. Tomemos

Un = - Sendo {Jx(un)} limitada, segue que { [,(|Vun|* — Auj)dz} e { [, blu,|"dz} sdo

limitadas e por isso

lim [ (|Vu,|* = \2)dz = lim [ blv,|"dz =

1
= lim —/b\unﬂdx = 0.
Q

oo ||t |
Como {v,} ¢é limitada, podemos assumir que v, — vy em W,*(Q) e v, — vy em
L7(Q), de modo que [, blvo|"dz = 0.
Se v, — vy em WOM(Q), vemos que vy € Lo(A) N By, o que é impossivel pelo Teorema

1.1(4).

Dai, v, - vg em WOI’Q(Q) e assim por 3.5
/(|V00]2 — \vj)dr < lim /(|an|2 — \?)dr = 0.
Q n—oo Q

Dai, vg #0 e HZ_SH € L_(\) N By que é novamente impossivel.

: T . . 1,2
Assim u, é limitada e por isso podemos assumir que u, — ug em W,"() e u, — uo

em L7(Q). Suponhamos u, - uy em W,>(€). Entio temos

1 1
/b|u0]7dx = lim /b|un|7da: = (= — =) lim Jy(u,) <0
Q n—oo Jq 2

’}/ n—oo
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/(|Vu0|2 —Md)dr < lim | (|Vu,|* — M2)dz
0

n—oo QO

= lim [ blu,|"dz = / blug|"dx < 0.
Q

n—oo Q

Dai, - € L_(\) N B_ e assim t,,up € S~ (), onde

7 luoll

b 7d 2—y
tuo - fQ |UO| l'2 < 1.
fﬂ(]VuoP — Aug)dx

, . 1,2
Além disso ty,u, — ty,Uo, Mas by u, = ty,ug em Wy7(€2), logo,

J,\(tuouo) < lim J)\(tuOun).

n—oo
Como a aplicacao t — Jy(tu,) atinge seu maximo em ¢t = 1,

lim Jy(ty,un) = lim Jy(u,) = inf Jy(u).

n—oo n—oo ueS— ()\)
Assim Jy(ty,uo) < inf,es-(n) Ja(u), 0 que é uma contradicdo.

1,2 , .
Desse modo, u, — ug em W;,"(£2) e segue que up é um minimizador para .J, em

S™(N). n

A existéncia dos minimizadores acima implica a existéncia de correspondentes solucoes
nao-negativas de (P;). Suponhamos, por exemplo, que ug é um minimizador para J, em
S™(A). Sendo Jy(u) = Jy(|u|), podemos supor que ug é ndo-negativo em 2. Além disso,
S~(A) é fechado, desse modo uy ¢ um minimo local para Jy em S(A). Temos também,
pelo Teorema 1.1 (i), Lo N By = @, logo, S® = (. Segue do lema 1.1 que uy ¢ um ponto
critico de Jy e pelos resultados de regularidade conforme na secao 1.9, uy é uma solugao

classica de (P).

Da mesma forma, se uy é um minimizador em ST (), Jy(ug) < 0. Assim ug deve ser
um minimo local de J, em S()) e temos novamente pelos resultados de regularidade, que

up € uma solucao classica de (P).

1.6 BIFURCACAO DO INFINITO

A equagao (Py) ¢é assintoticamente linear (ver, por exemplo, Toland (1973)) com

o correspondente problema linearizado (F). Pode-se mostrar usando argumentos da
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teoria da bifurcacao que a bifurcacao do infinito ocorre em A\ = \; e que a direcao desta

bifurcacao é determinada pelo sinal de fQ boldx.

Nesta secao, vamos mostrar como esses fatos sao relacionado com as propriedades da

variedade de Nehari do problema.

Como L_()) é vazio para A < Aj, resulta do Teorema 1.3, que existe um minimizador

de Jy em ST()) sempre que A < Ap.

Nosso proximo resultado corresponde ao fato de que um ramo de solucoes positivas

bifurca do infinito a esquerda em \ = \; quando fQ boldx > 0.

Teorema 1.4. Suponhamos [, bp]dx > 0. Entdo

lim inf Jy(u)= —oc.
A=A] ueSt (M) )‘< )

Prova: Sendo [, b¢{dr >0 e

/ (V1 = A2)da = (A — / .
Q

temos que ¢; € L, (\) N B, para todo A < Ap.

Dai t¢1¢1 € S+()\) (&

1 1
Mtat) = (51 )taon [ (V6. = 2o

1 Jobdlde 17 2 g

- (5 ?) [fﬂ (Fon - Adﬁ)dw} JLava =ty

_ (1 1) [Jy b da] =
209 [foIVénl = Agh)dal ==

_ (1_1) 1 [foy b6 da]
207 =N ([ dRda]T

Assim inf,eg+(n) Ja(u) < Ja(tg,¢1) = —00 quando A — A7 . ]

Corolario 1. Suponhamos fQ bpldx > 0. Entao, para cada X < Ay existe um minimizador

ux em ST(A) de tal modo que lim,_,,~ [[u|| = oo.
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Prova: De fato, pelo Teorema anterior,

lim [|Jua|]? = lim [ |[Vuyf’dr > lim [ |[Vuy[*’dz — lim [ [\®|dw
A= AT A=A JQ A=A JQ A=A JQ
11\
> lim [ | |Vu|® — M?|dr > <— — —) lim { inf JA(u)} — 00.
A=AT JO 2 v A=ar uest(N)
=
A |
N ;
A‘l r

Figura 7: Bifurcagao para o infinito a esquerda de \;

Vamos agora voltar nossa atencao para o caso em que fQ bpidr < 0. Neste caso
as hipoteses do Teorema 1.1 se mantém de alguma forma, a direita de A\ = A;. Mais

precisamente, temos o resultado a seguir.

Lema 1.3. Suponhamos [,bp{dr < 0. Entao existem 61,0, > 0 tal que u € L_(\) =
Jobude < =8y sempre que Ay <X < Ay + 0y

Prova: Suponhamos por absurdo que para cada d;,, da, > 0, existe u, € L_(\,) tais
que [, bujdx > —d,,, sempre que Ay < A, < Ay + 0y,

Tomemos 01, = 0, = % e {)\”}neﬂ\[\{l} uma sequéncia estritamente decrescente tal
que A; < X, < A + 1. Desse modo, para cada n € IN \ {1}, existe u, € L_(\,) tal que

Jobujde > -1,

Observe que

/|Vu|2d:t—)\n/u2dx</|Vu|2dx—)\n+1/u2dx< </|Vu|2dm—/\1/u2dm
0 Q Q Q Q Q

Desse modo, se u € L_(An41) = u € L_(\,), nos dando

L_(M\) D L_(Any1) D L-(Ans2) D ...
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Ainda, para todo A > \; temos
[ 1w = astde = 0 =3 [ o <0 61 e L)
Q Q

Além disso, ja foi visto que se A = A\ = Lo(\) = ¢1, assim
LO()\I) - L_(/\), vV A> A,

dai,
L_-(M\) DL_(My1) D L_(Ana2) D ... D Lo(A).

Observe ainda que podemos tomar a sequéncia {u,} € L_()\,) tal que u,, € L_(\,),

Upt1 € L_(Apy1); de modo que u,, — ¢1. Assim

uZ—>¢¥=>/uz—>/¢¥:>/buZ—>/b¢¥,
Q Q Q Q

nos dando que fQ bop] > —%, V. n € IN, o que é um absurdo, ja que, pela hipotese do

teorema [, b} < 0. »

Corolario 2. Suponhamos fQ bopldr < 0 e 0y seja como no lema 1.3. Entao, sempre que

A1 < A < A\ +6y, existem minimizadores uy e vy de Jy em ST(X) e S™(X) respectivamente.

Prova: Podemos observar que ¢; € L_()\) e assim vemos que L_(\) é ndo- vazio
sempre que A > \;. Pelo lema 1.3, obtemos as hipoteses do Teorema 1.3 com A=\ +6

e por isso o resultado segue. [

O proximo resultado mostra que, quando fQ bo]dxr < 0, ocorre a bifurcagao do infinito

a direita de A = A\q.

Teorema 1.5. Suponhamos [, bp{dr < 0. Se X — AT, vy torna-se ilimitada em Wy (Q).

Prova: Seja v € S™(A). Assim, v = t,u para algum u € L_(\) N B_. Agora, pelo
Lema 1.3, existem d;edy > 0, tais que fQ buldr < —d9 sempre que A\ < A < A\ + 4 e

v /('V“P — )z > (1 - i) / Vulde = 72
@ )\1 Q )\1
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de modo que | [o(|Vul* = Au?)dz| < 252, Por isso
L O 2 2
() = (tw) = (=——=)t; | (|Vu]" = u)dx
2 Q
Loy [ LfgbluPdas
2 7

2—y
| [o(IVul? = \ju?)da
(1 - 1) MT6
T2/ (A=a)Tr

Dai inf,cg-(y) Ja(v) = 00 ja que A — A e assim v, ¢ ilimitada quando A — AT,

Assim podemos construir um grafico como segue na figura 8. [

A

[[vnl]

Figura 8: Bifurcacao para o infinito a direita de A,

1.7 O CASO DA NAO EXISTENCIA

Finalmente, mostraremos que sob as hipoteses em que nao ha solucoes positivas para

(Py), teremos que Jy nao ¢ limitado inferiormente em S(\).

Lema 1.4. J, nao € limitado inferiormente em S(\) quando L_(\) N By # 0.

Prova: Suponhamos que ug € L_(\) N By. Decorre do lema 1.2 que existe k > 0 e
uma sequéncia {u,} C L (A\)NBy tal que [, blu,|"dz > ke 0 < [,(|[Vu,|[* —Au2)dz < L.

Em seguida, utilizando o mesmo célculo como na prova do Teorema 1.5, temos

1 1

1 1 ~ 2
575 n2-7k2-7 — —oo quando n — oo.
/‘y

| Ji blug|Yd| 7
| [ (V|2 — Nu2)da| 7=

Dai Jy nao ¢ limitado inferiormente em S(\). m
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Os seguintes resultados de nao existéncia de solugoes para ( P; ) seguem para com-

plementar nosso estudo.

Teorema 1.6. (i) Suponhamos [, b¢idx > 0. Entao o problema ( P, ) ndo tem solugoes

positivas se A > .

(i1) A equacdo (P1) ndo tem solucdes positivas quando X\ > X, onde X\ é o principal

autovalor de
—Au(z) = Mu(x) para x € QT;  u(z) =0 para x € 00" (1.20)

={x e Q:b(z)>0}.

Prova: (i) Suponhamos [, b¢]dx > 0 e que (P;) tem uma solu¢io positiva u. Mul-
tiplicando (P;) por ¢1, onde ¢; é a primeira autofuncao do operador —A, (Py) por u e

subtraindo as equacoes resultantes obtemos

—Au(z)¢1(2) +u(z)Adi () = (A = A)u(@)dr () + b(w) |u(@)|""*u(z) ¢ (x)

e assim

v—1
/ <ﬁ> (—Aupy + ule¢y)de = /()\ — \)Ju*Vdx + / boldz.
0 Q Q

u

Pela identidade de Picone em Berestycki, Capuzzo-Dolcetta e Nirenberg (1995), o lado

esquerdo é negativo.

L) oo -

- (3) e (2)

_ /Q —Aug, (@> du + / WAy (@) do

el o fr()°

= /Q VuVe, (%) do + / VudV (¢1) dx
[wova(®) i [voue (%) i

De fato,
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1
Fazendo w = ¢?, teremos ¢, = w?. Segue que,

-1 -1 —1
/ <¢1>7 (—Augr + ulA¢y)de = / Vuw?V <w2>7 — Vw?uV <w2>7 dx.
o) u Q u u

2\ 71
Derivando os termos com V (%)
o\
/ <—> (—Aupy + ule¢y)de =
Q u
2\ 7—1 2\ 71
YVuw?V <w_) — Vw?uV (w_) ] dx
U U

(=)
= /9(7—1) (%2)V [VuwQ—VwQU]V<%2)dx

(+)

(+)

y—2

2, .2
(Vuw2 — Vw2u) (V'w u-w Vu) dzx

u2

y—2

u u

Vuw? — Vw?u Vw2l — (¥ 2Vu dz
(
2
VuVw? — (Ef Vul2w? — [Vw?|? + w—Vw2Vu] dz
U U

dz.

u

2 2\ 2 2
= /(7 —1) [%WW}Q - (w—> [Vul> — [Vw?[* + %Vuﬂvu
Q

Voltando com w? = ¢,

-1 2
/ <¢)1>W (—Augpy + uA¢y)dz = /(7 —1) [(%> [Vul® + 2$VUV¢1 — Vi [?| da.
Q @ !

U u

Substituindo da identidade de Picone, segue
U2
/(fy —1)(-1) [|Vu]2 — VTVU:| dr <0.
Q

Por isso, devemos ter A < A; e assim (P;) nao tem nenhuma solugao positiva quando

)\>)\1.

(i7) Suponhamos que (P;) tenha uma solucao positiva u. Assim teremos, u(z) > 0
em Q7 e
—Au(z) = M+ b(@)|[u]?u > Muem QF; u(z) >0 em 0QT.
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Segue do principio do maximo que A < A. Finalmente observa-se que em cada um

dos casos acima J) ndo é limitada inferiormente em S(\). ]

Teorema 1.7. Jy nao é limitada inferiormente em S(\) quando uma das sequintes con-

dicoes acontecem:
(i) [oboidr >0 el >\
(i) A > X onde \ é o mesmo definido no teorema anterior.

Prova: Pelo lema 1.4, é suficiente mostrar que L_(\) N By # (). Se a condigao (i) é
satisfeita, logo, ¢1 € L_(\) N By e, se (i) ¢ satisfeita, entdo ¢» € L(A) N B, onde

() { principal autofuncao positiva de (1.20) em QF
xr) =

0, sex € Q\QF

1.8 O FUNCIONAL J, € C1(W,?%(2),R)

O Funcional de Euler .J, : W,?(Q) — R associado ao problema eliptico (P) é dado

por
1 1
J)\(U) = 5 /Q |VU|2d$ — —q_)'\_ 1 \/Qa,(l'>|U|Q+1de’ — m Qb($)|U|p+1dl’

J& vimos que ele estd bem definido para toda u € W01’2(Q). Iremos mostrar que ele é
de classe C1(W,%(9),R).

Para isso tomamos Jp, Jo, J3 : Wol’z(Q) — R, da seguinte maneira:

1
Jiw) = 5 / Vulde,

A
Tfu) = 5 [ lups
1

J3(u) = ;/Qb(x)|u|7dm

Mostraremos que existem as derivadas de Gateaux de Ji, J5 e J3 e que elas sao con-

tinuas.

(i) Para mostrar que J; ¢ Gateaux diferenciavel iremos encontrar Ji(u)v.

Ji(u+tv) — J UJu+ t0][2 = L] ful 2
T/ (w)v = lim 1(u + tv) 1(u) ~ lim Al | Ul
t—0 t t—0 t
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[lul? 1 11 R 7

:limT+t<u,U>+ 2 -
t—0 t

Portanto, a derivada de Gateux existe em u com

J{(u)v:/Vqudm.
Q

Em W,?(2), temos

11 (un) = S (W)l w2y = sup [(Ji(un) = Ji(u))ol.

llvf|<1

Para todo v € Wy*(Q) com ||v]| < 1 temos

(1 (un) = Ji(u))o] = i (un)v = Ji(w)o] = [(un, v) = (u, v)|

= [un —w,0)| < Jun = ulff[v]] < [Jun = ul].

Contudo,

11 (un) = Jr (W)l w2y = Sup |(J1 (un) = J1(w))o] < [fun — ul| =0,

quando n — oo.

Desse modo, concluimos que J] é continuo e com o resultado da proposicao 3.1,
Ji € CHWy?(Q),R).

(77) Agora vamos mostrar que Jo é continuo.

Seja u, — uem W,*(€). Queremos mostrar que Jy(u,) — Jo(u) em R. Pelo Teorema

das Imersdes 3.10 temos que u,, — u em L?*(12).

Logo,

lnlla = Nulla = [Jual3 = [Jull3.

1
Tendo que [[ul|z = (5, |u[*dz)? segue que

/|un|2dx—>/|u|2dx,
Q Q

Jo(un) — Jo(u).

isto &,
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Mostraremos agora que a derivada de Gateaux existe em u

Jo(u + tv) — Ja(u) S+ tol3 — 3wl

Jy(u)v = lim = lim
t—0 t t—0 t
[lull3 Elolls _ Jlull3
—2 + t(u,v + - - =2
— Mim —2 < >L2(Q) 2 2 :)\<U,U>L2(Q) —)\/uvdx,
t—0 t Q

Assim,

Jo(u)v = )\/ uvdz.
0
Em W,?(2), temos

15 (un) = Ty ()| w2y = sup |(Ja(un) = J5(u))o].

lv||<1
Para todo v € W;*(€2) com ||v|| < 1, temos

|(Ja(un) = Sy(u))v] = |J5(un)v = Jy(w)o| = A|(un, v) = (u,v)| =

= Al(un = u,v)| < Afun —ull[[o]] < Al|up — ]|
Assim,

[1/5(un) = Jo (W)l w2y = sup [(Ja(un) = J(u))v] < Alfun — ul] =0,

llo]l<1

quando n — oo.

Desse modo concluimos que Jj ¢ continuo e pela proposicao 3.1 temos que Jo €
CH(Wy (), R).

(#77)Por fim iremos mostrar que J5 € C(W,*(Q), R).

Consideremos a seguinte funcao
f:[0,1] — R, dada por

1
f(s) = —b(x)|u + stol",
g
onde t € R é tal que 0 < [t| < 1 e u,v € Wy*(Q). Assim,
%b(x)|u + tol]?,

(b) £(0) = Lb(a)[u]",

(¢) f'(s) = b(x)|u+ stv]"%(u + stv)tv.
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Como f é diferenciavel em (0, 1), entao pelo Teorema do Valor Médio, existe § € (0, 1)
tal que,
f(1) = f(0) = f'(5)(1 - 0),
e segue,

1 1
—b(x)|u + tv]” — =b(z)|u]” = b(x)|u + Stv|""%(u + dtv)tw.
Y v

Dividindo a equagao acima por ¢ (com 0 < |¢t| < 1), encontramos

A Y
%b@;) (’“ i “"t i ) = b(z)|u + 5tv| 2 (u + 5tv)v.

Agora, passando ao limite, quando ¢ — 0,

1 ol — lul?
lim —b(z) <|u—|— o' = Jul ) = b(x)|u| " 2uv.
t—0 7y t
Segue que
1 ol — lul
’ﬁ(@('“* “'t 4 >‘ = [b(@)||u+ dto] ol
< [o(@)|(ul + [o1[¢]Jv])*~ o]
<

k(lul + 18l [v]) " o]
(

< k(lul + [o )7l

Como u,v € Wy*(Q), segue que a imersao Wy*(Q) < L*(R2) é continua para 1 < s <
2*,0nde2*=1\2,—]f2,seN23e2*:oo,seN:1,2.

Podemos observar que a imersao é continua para os valores de s = 2 ou s = . Segue
que
Wo(€) = L7(Q),

logo u,v € L7(Q) e u+v € LY(Q). Assim, (u+v)7"! e Lﬁ(Q)
Usando a desigualdade de Holder com expoentes ~15 e v em k(|u[ + [v])7 o]

[l tob ot < ([ il + rv|>'“|w”—1dx)7”l (f \vwd:cf <o

Assim, k(|u| + |v])?"|v| € L'(2). Pelo Teorema da Convergéncia dominada de Le-

besgue 3.3 temos

1 tolt — [ul 1 tol? — [ul
lim — b(x)‘u—i_ o' = Jul dx:/lim—b(x)|u+ o = Jul dx:/b(x)|u|7_2uvdx.
=07 Jo t Qt—=0y t Q
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Portanto,

1 Y |l
Ji(u)v = lim — b(m)’u+tv‘ [ul

dx:/b(x)|u|7_2uvdx.
=07 Jo t Q

Consequentemente, existe a derivada de Gateaux em u, com

Jg(u)v:/b(x)|u|72uvdac.
Q

Provaremos agora, a continuidade da derivada de Gateaux de J;. Para isso, devemos

mostrar que J4(u,) — J(u), quando u,, — u em WOI’Q(Q).

Seja {u,} € Wy *(Q), com u, — u em W,(Q). Das imersoes continuas de Sobolev
3.10, segue que u,, — u em L?(Q), jA que v € [1,2*]. Entao, pelo Teorema 3.4, existe uma

subsequéncia, ainda denotada por {u,}, e existe h € L7(Q2) tal que
un(z) = u(z), q.t.p. em Q, e,
|un| < h(z), q.t.p. em Q. (1.21)
A norma no espaco dual é dada por

[175(un) = J5 (W)l w2y = sup [(J3(un) = J3(u))(v)],

llo]l<1

e, para todo v € Wy*(Q), com |[v|| < 1, temos
Uitan) = @Y = | [ )il 0o~ [ o)luluvds
| /Q b(@) ([ 2t — [u]~2u)vda]
< [ 1)l 0, — P upelda

= /Q!b(fc)H(!un!”2un—luIMU)Hvldﬂ?-

Usando a desigualdade de Holder 3.2 com expoentes % e v, obtemos

0300 = 50 8 ( [ a0~ 207 B (f |vmz:s)i .

Como 1 < 7 < 2* — 1, temos que a imersio de W, *(Q) em L7(Q) é continua. Dai



existe ¢ > 0 tal que

[0l < Clfoll, Yo € Wy™*(€) com |[v]| < L.

Dai,

~y—1

() — T (w))(0)] < ke ( 10w - |uw—2u>f—lrdx) "l

y—1

¥ vy
= e ( / [(Jun 2 — \u|”u>~-l|d$>
Q

Além disso, como u,(x) — u(x) q.t.p. em Q,
|t |2ty — |u|""?u| = 0 q.t.p. emQ

e observamos que

o*

(a2t = a5 < 2 — Ju 2]
< ("2 ]+ a2 u])
< 2351 (Junf? + |uf*)
< 251 (h(@)” + [uf*).

Para obter a tultima desigualdade acima, usamos 1.21. Com isso

"2y — [u]2ul71 <251 (h(2) 4 [uf*)FF

< Ek(h(z)" + |u]") € L'().

Portanto, pelo Teorema Convergéncia Dominada de Lebesgue 3.3, temos

/ |t |2, — ]u\7_2u|ﬁ — 0.
Q

Logo, por 1.22, temos
| J5(un)(v) = J3(u)(v)| = 0.

Portanto, J4 é continuo e pela proposigao 3.1, J; € Cl(WOM(Q),R).

Por (i),(ii) e (iii) concluimos que Jy € CH(Wy*(Q),R).
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(1.22)
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1.9 REGULARIDADE DA SOLUCAO FRACA DO
PROBLEMA (P))

Mostramos na se¢ao 1.5 a existéncia de minimizadores para Jy, em S~ (A). Como
Jr(u) = Jy(|u]), podemos assumir as solu¢oes como sendo nao negativas. Se ug € S~(A),
sendo S~ () fechado, temos que ug ¢ um minimo local de J, em S()\). Segue pelo Lema
1.1 que ug é ponto critico de Jy em W, (). Similarmente, se ug & um minimizador em

ST(N), Ja(ug) < 0. Assim ug & minimizador em S(A).

<. . . 1,2
Nesta se¢ao iremos mostrar que os pontos criticos do nosso funcional Jy em W,(),
isto é, as solugoes fracas do problema (P;), sdo na verdade solucoes classicas. Para isso,

usaremos alguns resultados classicos da teoria de regularidade.

Vamos escrever nosso problema (P;) da seguinte maneira:

(P)

—Au= f(wu(z), em 9,
U= 0, sobre 0f2,

onde,
fla,u(z)) = Mu(z) + b(x) lu(z)" " u(@),

e sendo f uma aplicagao continua obtemos

[f (@, u(@)| = Mu(@)] + [b(a)[Ju(z)]"

(i) Se |u(z)] <1 entao |u(z)]"~* <1 e assim

[ (2, u(@))] < A+ [b(z)]. (1.23)

(i) Se |u(x)| > 1 entdo |u(z)| ™ < |u(z)|' < |u(z)|P, com 1 <p<2*—1se N >3e

p € (1,400) se N =1,2, onde 2* = % e assim

[f (@, u(@)] < Ju(z)["(X +[b(z)]). (1.24)

Desse modo, por (1.23) e (1.24) podemos afirmar que

[z, u(@))] < A+ [b(2)) (1 + [u(@)[?).
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Assim, f pode ser escrita como
| (z,u(z))] < (co + er|ul@)]),
com cy, ¢ > 0.
O crescimento assumido na equacao acima é conhecido como crescimento subcritico.
Se considerarmos a fun¢ao f(z) = f(z;u(z)), teremos

(P) {—Au: f(z), em Q

u = 0, sobre 0f).

Observe que f € Lz?, pois

N . 2 2 )
f17 < (co+erlu@)P) e < k(g + e Jula)*).

Desse modo

/ 15 de < oo,
Q
2*

pois u € L?"(Q). Usando o Teorema 3.7 temos que u € W7 (Q).

Se N =1o0u N = 2, como uyg € H}(Q) — L), para todo ¢ € [2;00) e |ug|P
pertence a L?((2), para todo g € [2;00); temos que f(z;up) € LI(Q2) e pelo Teorema 3.7,
ug € W21(Q); 2 < g < co. Pelo Teorema 3.11, ug € CH¥(Q);0 < a < 1 —N/jg =1 —2/q,
para todo g > 2.

Para N > 3 devemos analisar dois casos conforme pode ser visto em (ALVES, 2007).

a) Se & — & <0,

2

W25 (Q) < L5(Q),¥s € [1, +00).

Fixando s > Np, segue que u € L*(Q2) e f € L»(Q). Logo por 3.7 ug € W ().

Pelas Imersoes de Sobolev 3.10

W25 (Q) < CY(Q),0 < a < 1— P

S

Assim, uy € CH*(Q), para algum 0 < o < 1 — ’%.
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b) Se & — % > 0, segue das Imersoes de Sobolev 3.10 que

*

W27 (Q) = L'"(Q),

onde % =& - % . Desta forma, ug € L' (). Repetindo os argumentos anteriores, vamos
t
obter f € LFI(Q) e por 3.7
t
up € W5 (Q)

b.1) Se % <0, tem-se

S

W25 (Q) = L¥(Q),¥s € [1, +00).

Fixando s > Np, segue que uy € L°(Q) e f € Li(Q). Logo por 3.7 ug € Wz’i(Q).

Pelas Imersoes de Sobolev 3.10

W25 (Q) < CY(Q),0 < a < 1— P

S

Assim, uy € CH*(Q), para algum 0 < o < 1 — ’%.

b.2) Se £ — 2 > 0, tem-se

*

W25 (@) o L2(9),
onde ti =£_ % Desta forma, ug € L2(£2). Repetindo os argumentos anteriores, vamos
2 1

obter [ € L%(Q) e por 3.7
uo € W7 ().

Para prosseguir a demonstracao, terifamos que observar mais dois casos, repetindo
todo o processo. Podemos mostrar que depois de um nimero finito de interacoes obtemos

ug € CH*(Q). Este argumento ¢ conhecido como "bootstrap".

De modo geral teremos

L p 2
ti  tia N
Observe que

I »p 2

t, 2* N’
1 P 2 p? 2
_ = — — — = — — — 1
hon Nz NP TPl
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No caso geral iremos encontrar

k=0

Observando que

P’ N+2
— — <0&p<
> N(p—1) PSN—o
vemos que existe 7 € IV tal que
P 2
———=<0
t N

mostrando que a interagao finaliza ap6s um nimero finito de passos.

Assim, em (1.25) fixando a dimensdo N, existe j € IV tal que £ — % < 0. Usando
J

argumentos analogos aos de (a) concluimos que uy € CH%(Q), para algum 0 < o < 1.
Deste modo, conseguimos mostrar que em todos os casos que ug € Cl’a(Q), para

algum 0 < o < 1. Usando os resultados da teoria classica de Schauder podemos concluir
que uy € C?2(Q).
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2 O PROBLEMA (P)

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Analisaremos agora como aplicar o Método da aplicacao fibragao, para resolver a
seguinte classe de problemas elipticos de Equacoes Diferenciais Parciais, ou seja, queremos

mostrar a existéncia e multiplicidade de possiveis solucoes para

—Au = da(x)u? + b(x)uP, se x € )
(P2)
u =0, se x € 0f),
onde ¢ uma regido limitada do RY com fronteira suave, com0 < ¢ < 1 < p < %—f%, A>0

e a,b: 2 — R sao funcoes reais reulares que podem mudar de sinal em €.

Seguiremos de maneira analoga ao método usado no problema (P;). Inicialmente
iremos definir a variedade de Nehari e a aplicacao fibragao e recordar suas propriedades a
partir do funcional I, associado & (P,). Na se¢do seguinte usamos essas informagoes para
provar de maneira bem simples a existéncia de, pelo menos, duas solu¢oes nao negativas

de (P,), para valores de A suficientemente pequenos.

2.2 O METODO DA APLICACAO E A VARIEDADE
DE NEHARI

Nesta se¢ao definiremos o funcional I associado ao problema (FP) e a variedade de

Nehari associada a esse funcional e veremos como eles se relacionam.

Mostraremos como o funcional € bem comportado sobre a variedade de Nehari, M (\) C
W,y?(Q), mas nao sobre seu dominio todo W,?(€). Definiremos também a aplicacio fi-

bracao, e veremos sua relacao com a variedade de Nehari.



58
2.2.1 Definicoes

O Funcional de Euler I, : W,*(Q) — R associado ao problema (P;) é dado por

1 1
= —/ |Vul*dz — A a(x)|u|™dr — —— [ b(z)|u[fTd,
2 Ja q+1Jg p+1Jg

para toda u € W, (Q).

O funcional I, € C'(Wy?(Q),R), como pode ser verificado de maneira aniloga ao

mostrado para o problema (P;), com
I (u)v = / Vqud:E—/\/a(x)|u|q_1uvdx—/b(x)|u|p_1uvdx, Y ou € Wyt (Q).
Q Q Q
Em particular

Bwu= [ [VaPds = [ a(@utide ~ [ b ds,

e por argumentos anélogos aos usado no capitulo anterior podemos afirmar que I, esta
bem definido.

Observacao 2.1. O funcional I nao € limitado inferiormente em Wol’Q(Q).

Prova: Considerando sem perda de generalidade que [, a(x)|p|"'dz >0 e
[ b(@) || dz > 0, para alguma ¢ € C° C Wy*(2) com ¢ > 0 em © e considerando
t > 0, temos

Iy(tp) = /\Vt<p| dw—/ﬂa |t<p|q+1da: / ]tgp\pﬂdx

t Atatl t
— _ q+1 p+1
2/Qw *du q+1/9“< gl e — - | bl

1 A 1
— tp+1 (/ v 2d / q+1 /b p+1d )
o R L e

Tomando ¢t — oo, com 0 < ¢ < 1 < p, temos que I)(tp) — —oo, isto é, I, nao é

limitado inferiormente em W,*(Q). ]

: 1,2 : :
Queremos encontrar um subconjunto de W, “(£2), onde o funcional I, seja bem com-

portado, ou seja, onde esse funcional seja limitado inferiormente.
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2.2.2 Variedade de Nehari
Definicao 1. A variedade de Nehari associada ao funcional I, € dada por
M) = {u e Wy*(Q) :< I4(u),u >= 0},

onde <,> denota a dualidade usual.

Assim,
ue M\ & L(wu=0<&

<:>/|Vu]2dx—)\/a(x)]u|q+1dac—/b(x)|u]p+1dx:O.
Q Q Q

Observamos que M()\) C W,*(€) e agora vamos encontrar o funcional definido sobre

a variedade de Nehari.

Note que
L) = L) — ——I(uwu
A - g+17
1 1 1 1
= (= — —— dr — (—— — —— Py,
== [ IVl = (=g = =) [ ool

Proposicao 2.1. O funcional I, é coercivo e limitado inferiormente em M ().

Prova: Seja u € M(\)(92), temos

In(u) = (- - m) / Vul%dz — X (m - m) I, a(@)ul+ .

Além disso,

Joa(@)|u|tde < | [, a(z)|udz| < / la(2)||u]Tdz < magl“(x)’/ |+ d.
Q x€ Q

Usando a desigualdade da Imersao Continua ||u||,+1 < Cs||u|| (ver teorema 3.12), com
C1 = maxgeq |a(z)] > 0e Cy >0
Jo a(@)|u]de < max ]a(x)]/ lu|" de < CLCy||ul|7.
IS [9)

Assim,
—Jo a(@)ult™dz > —C\ Colful|"
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e

B 2 (5= = ) =3 (g = =) GGl 2 [lP(C=Clluo#-2),
“\2 p+1 g+1 p+1 -

onde 03:%— ;> 0e Cy=AC1Cy <q+1 —Zﬁ)-

Utilizando a desigualdade acima e observando que 0 < g < 1, concluimos que

lim I)(u) = oo,
|lul|—o00

logo, I, é coercivo.
Agora, vamos mostrar que I, é limitado inferiormente.

Como lim|jy||—00 15 (1) = 00, entdo para todo n > 0, existe m > 0, tal que Iy(u) > n

para ||u|| > m.

Por outro lado, se ||u|| < n,

1
—L(u) < |Li(u)]= ’ / |Vul|?dx — —fQ x)|uldr — o] (x)|u]p+1dx
q-+
1
< ‘2/ |Vul*dz| + ‘—fQ z)|u|Tdz| + '—/ b(x )|u|p+1dx
2 A 1 +1
< —||u|| +—max|a| |u|q max|b| |u|p
g+1
1
< —Hu||2 + e |ul]Tt + CQHUHPH §m +em?ey mpJrl =c,
implicando em
—Iy(u) <c
ou seja,
I)\(u) Z —C.
Concluimos I, ¢ limitado inferiormente em M (\). ]

2.2.3 Aplicacao Fibracao

J& vimos no capitulo anterior que a variedade de Nehari esta intimamente relacionada
com o comportamento das fungdes da forma ¢, : ¢t — I\(tu)(t > 0). Veremos agora a

relacdo da variedade definida para o funcional I, com a aplicacao fibracao.
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Se u € W,(Q2), temos

tp+l

p+1

)\tq-i-l
+

t2/
(1) = — [ [VulPde — /ax ulitdr —
eut) = [ vutar =255 [ atayd

/ b(a)|ul*de,
Q

Pull) :t/ |Vu|2dx—/\tq/ a(:l:)|U!q+1d:v—tp/ b(x)ufPdr e
Q2 Q

Q

ult) :/|VU|2diU—/\qtq_1/a($)|U|q+1d:p—ptf"_1/b(x)|u|p+1d$‘
Q Q

Q

A proposicao abaixo relaciona a variedade de Nehari e a aplicacao fibracao.
Proposicao 2.2. Seja @, a aplicagio definida acima e u € Wy*(Q), entdo
(1) u € M(XN) se, e somente se, ¢, (1) =0.

(17) De modo mais geral, tu € M(X) se, e somente se, ¢, (t) = 0.

Prova: Segue de maneira analoga & proposicao 1.2.

Assim, os elementos em M (), correspondem aos pontos estacionarios da aplicagao
fibragao. Dessa forma, iremos subdividir M () em subconjuntos, como foi feito anterior-
mente. Para cada u € W&’Q(Q) fixada, o niimero 1 é um ponto critico de ¢,, ou seja, é
um ponto de minimo local, um ponto de méaximo local ou um ponto de inflexao e assim

definimos os subconjuntos de M (A):
M*(A) = {u e M(A);¢,(1) > 0}
M=(A) = {u € M(X); ¢, (1) < 0}
MO(A) = {u € M(N); ¢, (1) = 0}
Observagao 2.2. Note que se u € M()\), isto €, (1) =0, entao
pu(l) = (1—Q)/Q|VUI2dx— (p—Q)/Qb(fv)IUIp“dx
= (=) [ IVaPde=2a=p) [ ale)ui s 2.1)

Lema 2.1. Suponha que ug é um minimo ou mdximo local para Iy em M(N), entdo se ug

nao pertence a M°(\), ug € um ponto critico de I.

Prova: Segue de maneira analoga ao lema 1.1.
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2.3 ANALISE DA APLICACAO FIBRACAO

2.3.1 Descricao da funcao m,,

Nesta parte do trabalho, veremos que a natureza essencial da aplicacao fibracao ¢, é

determinada pelo sinal de [, a(x)|u|"dz e de [, b(x)|u[PTdz.

Para isso consideremos a funcao
_ 41 / Vul2de — 71 / b(@)|u[idz: >0 (2.2)
) Q

Observagao 2.3. Note que, parat > 0, tu € M(\) se, e somente se, t € solugao de

my(t) = )\/Qa(x)|u]q+ldx. (2.3)

De fato, substituindo (2.2) em (2.3), temos

)\/ a(x)|u|™dr =t q/ |Vul*dz — /b(w)|u|p+1dx,
Q
/]Vu| dr — A / (x)|u|q“dx—tp_q/b(:r)|u|p+1dx.
Q

Multiplicando a equacgao acima por t4+!
= tQ/ |Vul2dz — A7t / a(x)|u| " dr — P / b(x)|ulPd,
Q Q Q

ou equivalentemente
I (tu)tu = 0.

Logo,
tu € M(N).

Derivando (2.2) temos também que

m! (t) = (1 —q)t~ / (Vul2dz — (p —q)tp_q_l/ﬂb(x)|u|p+ld:1:. (2.4)

Vamos agora analisar o comportamento de m,, para dois casos.

() Quando [, b(x)|ufPt'dx < 0,t > 0e0 < ¢ <1 < p, entdo m, é uma fungio

estritamente crescente.
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De fato, para t > 0 entao
m.,(t) = (1 — q)t_q/ |Vu|2dx —(p— q)zfp_q_1 / b(:z:)|u|p+1dx >0,
Q Q

sempre que [, b(x)ufPT'dr <0e0 < g <1<p. Assim, m, tem o grafico como na figura
9.

Figura 9: Possivel forma de m,, quando [, b(x)|u[P™'dz <0

(#4) Quando [, b(x)ulP*'de > 0,t>0e0 < g <1 < p, entdo m, é uma fungio

crescente e depois decrescente com um tinico ponto critico.

De fato, fazendo ¢; = [, |[Vul*dz e c; = [, b(x)[ul"*!, por (2.2) sabemos que
my(t) = t' "%, — Py,

onde ¢; > 0ecy > 0.

Derivando a expressao acima, temos
mi,(t) = (1= )t %) — (p — Pt " ey,

Seja
ml,(t) =t %3 — P79 ¢y (2.5)

onde (1 —¢q)cy =c3>0¢e (p—q)cg =cq > 0.

Queremos encontrar os intervalos onde a funcao m,, é crescente, onde ela é decrescente
e saber se esta funcao tem pontos de méximo, de minimo ou de inflexao.
/ —
Fazendo m! (t) =0
_ —g— C3 _
tley =t ey = = =7
C4

. "
e assim, ¢t =ty = (£)#=1 ¢ o finico ponto critico de m,.
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(a) Para
t<ty= (C—?’) ﬁ, (2.6)

temos

Multiplicando esta tltima desigualdade por cs,

q

C3 Cyq p=1
t_q > C3 (C_3> . (27)

—1
a1 A
Cy ’

multiplicando esta tltima por —cy

De (2.6) obtemos

_q p—g—1
—eytP T > e e, (2.8)
Substituindo (2.7), (2.8) em (2.5)
Ll q p—gq—1
cy\ P —4_ p=d—
ml(t) = t 9z -t ey > e (—4> —ci et
C3
p—q—1 _q 9 p—g—1
> " el =l e" =0,

logo, para t < ty, temos que m, (t) > 0 e portanto m, é crescente em (0, ).

(b) Para

temos

Multiplicando esta ultima desigualdade por c3, vem

q

% <6 (%>p_ . (2.10)

(Al C3

De (2.9), segue
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Multiplicando esta tltima por —cy, ficamos com

9 p—g—1
—eytP T < P e (2.11)
Substituindo (2.10), (2.11) em (2.5)
C ﬁ g p—g—1
ml,(t) = t79;— 1t ey < ey (—4> —ci et
C3
p—g—=1 _g 9 p—g—1
< "t —eltey™ =0,

logo, para t > tg, concluimos que m/ (¢t) < 0 e portanto m, é decrescente em (to, +00).

Em suma:
m,(t) >0 set <ty
mL(t) <0 set>tg,

e observando que

l%mu(t) =0 e tlggo my(t) = —o0,

podemos concluir que m,, tem grafico como na figura 10.

my,

A

Figura 10: Possivel forma de m,, quando [, b(x)|u["*'dz > 0
Observagao 2.4. E importante observar que, se tu € M()), por (2.1) e (2.2) temos

(1) = 1772m, (t).

De fato,
JL1) = (1- g / Vuldz — (p - @)t'p+ 1) / b(a) |l da
Q Q

— (1 g / VulPde — (p— g / b(a)|ul?dz)

= t12ml (t).

Esta observagao é fundamental, pois se conhecermos o sinal de m! (), conheceremos
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o sinal de ¢}, (t), e assim poderemos saber se ¢, tem um ponto de minimo local, maximo
local ou de inflexao.

Resumindo:

tu € M*T(N), sem,(t)>0
tu € M—(\), sem!(t)<D0.

2.3.2 Descricao da funcao ¢,

Vejamos agora a descricao da natureza da aplicagao fibragao para todos os possiveis
sinais de [, a(z)|u|dz e de [, b(x)|u["T'dx.

(4) Quando [, a(x)|u|"dz <0e [,b(x)ufTdz <0.

Relembrando que

Pult) = t/ [Vul*da — /\tq/ a(x) || dr — tp/ b(z)|ulPtdz,
Q Q Q

assim

@ (t) >0,
pois t > 0, logo, ¢, é crescente e como ¢! (t) > 0 pela proposi¢ao 2.2 concluimos que
tu & M(\). E o grafico ¢, tem uma forma mostrada na figura 11.

L, A
Pu

Figura 11: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)u|''dz <0 e [, b(z)[ulPt'dz <0

(i) Para [, a(z)u|tdz > 0e [,b(x)|uPTdr <O0.

= 1_‘1/ |Vu|2dx—tp_q/b(x)|u|p+1d:p
Q 0

m!(t) = (1 —q)t~ /]Vu| de — (p— q)t"~ %~ 1/1)(3&)\16]“1613:,
Q

Relembrando que
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logo,
m,,(t) > 0,

poist >0e 0 < qg<1<p. Desse modo, m, é uma fungao crescente e observando que,

lg%mu(t) =0e }H?omu(t) = 00.

Concluimos que o seu grafico tem a forma como ja mostrado na figura 9.
Vamos mostrar que a equacao (2.3) tem um tnica solucao.

De fato, como m, é continua e lim; ,om,(t) = 0 para ¢; suficientemente pequeno

temos
ma(t) < A / al) u] " d,
Q

e como limy_,o, m,(t) = oo, existe t, suficientemente grande tal que
ma(ts) > A / o) u|" dz.
Q

Sendo m, uma funcao continua com

my(t1) < )\/ a(x)|u|dr < m,(ts),
0

definimos m,, : [t1,t2] — R e pelo teorema do valor intermediario existe t, € (t1,ts), tal
que,

my(ty) = /\/Qa(as)|u|q+1d:v.

Como m, é uma funcao estritamente crescente, concluimos que ¢, é tnico, ou seja, a

equacao my(t,) = A [, a(z)|u|"dz tem Gnica solugao.

Desta forma, existe exatamente uma tnica solugao de (2.3).0

Agora vamos mostrar que t,u € M(\).

De fato, como m, tem uma unica soluc¢do, substituindo (2.3) em (2.2), obtemos

/\/ a(x)|u|dr =t~ q/ |Vul*dz — /b(x)|1,b|p+1dgn7
Q

/yvuy do— / <x>yu\q+ldx—t5q/b(x)\u|p+ldx.
Q
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Multiplicando a equagao acima por ti™!, segue

ti/ |Vul*dz — )\tfbﬂ/a(w)\mq“da: —t§+1/b(x)|u|p+1dx =0,
Q Q Q

o que é o mesmo que I} (t,u)t,u = 0 e consequentemente t,u € M(X). O

Sendo t,u € M(X), m,(t,) > 0 e t, > 0, podemos afirmar que

u

(L) = t57m, (t) > 0

isto é, t,u € Mt(\) .

Note também que ¢! (t,) = 0, pois t,— € M(A), ou seja, a aplica¢do ¢, tem um tnico
ponto critico em t = t,, que € um ponto de minimo local, e além disso, mais especificamente

quando t — 0 a funcao ¢, se aproxima do zero, por valores negativos.

De fato,

ta+1 p+1

t2 ) A
gou(t)—g/Q]Vu] dx — ol

t
/a(x)]u\q“dx —
Q

p+1

/ b(a)uf+d,
Q

e colocando t?*! em evidéncia, obtemos

)\ tpfq
/ Vuldr — — / o) [ul" dz — —/ b(:c)|u]p+1dx> |
Q q+1Jg p+1Jg

Lembrando que 0 < ¢ < 1 < p, vemos pelas duas equagoes acima que

t=a

pu(t) =t (T

lim ¢, (t) = oo e limp,(t) = 0.
t—0

t—o00

Vamos supor por absurdo que ¢, (t) > 0 para valores pequenos de t, logo,
(g+1)-2 (p+1)—2

1 LAt t
— [ |Vul’de > ——— atlg /b ptlg
2/9\ ul“dx > | /Qa(m)\u| T+ Pl A () |u|P" dx,

pois t* > 0. Passando ao limite quando t — 0 a desigualdade acima, obtemos 1 [, |Vul*dz >

+00, 0 que é um absurdo ja que u € L*(Q). Logo, para valores pequenos de ¢, i, se apro-

xima do zero por valores negativos.

Do que foi observado acima, ¢, tem seu grafico como mostrado na figura 12.

(#41) Quando [, a(z)|u|"dx < 0e [, b(z)[ulPt dz > 0.
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\J

Figura 12: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)u|!'dz > 0e [, b(z)[u[PTdr <0

Como [, b(z)[ul"*'dz > 0, provamos no inicio desta secao que

{m;(t)>0 se t < tg

m,(t) <0 set>t,

e
11_r>%mu(t) =0 e }H?omu(t> = —00.

Assim, como pode ser observado no grafico 10, para t > ¢, temos m! (t) < 0, ou seja,

a func¢do m, é decrescente a direita de ¢y, e provamos também que limy_,, m,(t) = —oc.

Nesse item (i44) estamos considerando [, a(z)|u|?"'dz < 0, entdo
)\/ a(x)|u|"dr <0.
0

Sendo m,, continua, existe um unico t, > 0, tal que m,(t,) fQ x)|u|idz < 0.
Agora vamos mostrar que t,u € M(\).

De fato, como m, tem uma unica soluc¢do, substituindo (2.3) em (2.2), temos

A/ o) [ul" dz = £ q/ Vulde — q/b(x)\uF"“dx
Q

/]Vu| dr — \ / (x)|u|q+1da:—tﬁ_q/b(x)|u|p+1d:v.
Q

Multiplicando a equagao acima por t4™! ficamos com
ti/ |Vul2dz — M2 / a(x)|u|™dr — 2 / b(x)|ulPdr =0,
Q Q Q

o que ¢ o mesmo que [} (t,u)t,u = 0 e consequentemente t,u € M(X). O
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Como t,u € M(X), ml (t,) <0 et >0, podemos dizer que
(1) =7y () <0,

isto é, t,u € M~ (\).

Note também que ¢/ (t,) = 0, pois t,u € M()\), ou seja, a aplicagdo ¢, tem um unico
ponto critico t = ¢, que neste caso, ¢ um ponto de maximo local. Além disso, podemos
ver que

limp,(t) =0 e lim @,(t) = —oo

t—0

mais especificamente, quando ¢ — 0 a funcao ¢, se aproxima do zero, por valores positivos.

Do que foi observado acima, ¢, tem seu grafico como mostrado na figura 13.

A

v

Figura 13: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)u|'"'dz <0 e [, b(z)ulPt'dz >0
(i) Quando [, a(x)u|dz > 0e [, b(z)|ul"Tdz > 0.
Neste caso, a situacao € um pouco diferente. Como fQ )|u[Ptdx > 0, provamos no

inicio desta secao que

{m;(t)>0 se t <t

m,(t) <0 set>t

limm,(t) =0e lim m,(t) = —oc.
t—0 t—o0

Assim m,, tem o grafico como na figura 10.

Para valores de A > 0 suficientemente grandes a equagao (2.3) nao tem solugao e dai

v, Na0 tem ponto critico para todo t > 0.

De fato, sendo A > 0 suficientemente grande, podemos tomar A\* < A, de forma que

ma(to) = rglfoxmu(t) <A /

a(x)|u|tdr < )x/ a(x)|u|™dr, YA <A\
Q Q
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Portanto a equacao m, nao tem solucao para todo A\* < A, pois

mu(t) < my(to) < )\/ a(z)|u|™dr, ¥V AT < A
Q

Com isso, para tais valores de A > 0 podemos afirmar que

(1) :t/ |Vu\2dx—)\tq/a(x)|u]q+1dx—t”/b(x)|u|p+1dm <0,
Q Q Q

pois quando A > 0 ¢ suficientemente grande o termo —At? [, a(x)|u|"'dz da desigualdade

acima fica "muito negativo”.

Neste caso ¢, € uma fungao decrescente, e como ¢! (t) < 0, para todo t > 0, segue

que t,U ¢ M()\) pela proposicao 2.2. Desse modo, nenhum miltiplo de u esta em M (\).

Por outro lado, se A > 0 é suficientemente pequeno, existem exatamente duas solucoes
t1(u) < ta(u) para a equacao (2.3), com m! (t1,) > 0 e m)(t2,) < 0, logo, ¢, tem
exatamente dois pontos criticos, um minimo local em ¢ = t;, e um maximo local em
t = t9, e pela proposigao 2.2 existem exatamente dois miltiplos de u em M (), a saber
tu = ty,u € MY(N) e tu = to,u € M—(N\). Além disso ¢, ¢ decrescente em (0, t1,,),
crescente em (t1,,t2u) e decrescente em (tg,, +00). Desse modo podemos construir um

esboco do grafico de ¢, como na figura 14.

o, b

\J

Figura 14: Possivel forma de ¢, quando [, a(x)u|''dz > 0e [, b(z)[ulPT'dz >0

Lema 2.2. Eziste \ > 0 e { > 0, tal que quando \ < 5\, 0y (t) assume valores positivos
para toda u € Wy (Q) (sendo u nao nula).

Prova: Relembrando que

)\tq+1 p+1

t2 ) t
t)=— dx — Ty — b pHiq
eult) =5 [ 19uPde =25 [ o ds = T [ b,

colocando tP*! em evidéncia, temos

1 A 1
W (1) = P —/ 2d ——/ g ——/b P gy ) .
ou) =04 (s [ 9de = s [artde - g [ bl
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a) Se [, b(x)u[PTdz < 0, entdo para t suficientemente grande ¢, (t) > 0, ou seja,

existe £ tal que, para todo t > t, @, (t) > 0.

(b) Se u € Wy (Q) e [, b(x)|ul"*'dx > 0, definimos

t2 tp—‘rl
gu(t) = —/ |Vul*dr — /b(x)\u]p“d:v
2 Ja Q

p+1

como uma parte da funcao ¢,. Derivando a aplicacao acima

g.(t) :t/ ]Vu|2d:c—tp/b(x)|u]p+1da:.
Q Q

Vamos mostrar que o valor maximo de g, é assumido para t > 0. Fazendo ¢/ (t) = 0,

ficamos com
t/ |Vu|2dx:tp/b(x)|u|p+1dx,
Q Q

fQ |Vu|*dx

tp—l _
Jo b(@)|ufptde’

entao,

N fQ]Vu]2dx =
S Jo b(z)|ulP+ide

é ponto critico de g,.

Vamos mostrar que ¢ ¢ ponto de maximo. Segue que

g1(f) =:t/rVuﬁdz—pﬂpl{/b@»mP“dx
0

|Vu|*dx
= /]Vu| dx —p (f Jo Darid /b(x)|u|p+1dx
Q u| T 0

= (1—p)/|Vu| dx <0,
e

pois p > 1. Logo, t & ponto de maximo para g,.

Substituindo # em g, (t) encontramos

1

. — 1 Vul|?dx)Ptt 171
k Duridr)?
Além disso,
(Jo [Vul*da)P*! 1
(o laP a7 = g2’

onde S, denota a constante de Sobolev da imersdo continua, Wy*(Q) <

(2.12)

LPTH(Q) (con-
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forme Teorema 3.9).

Consequentemente,

1

p—1 1 v
u(l) 2 :57
w2 55 <||b+||oo 2“9*”)

P+1

onde ¢ nao depende de u e b*(x) = max{b(z),0}.
Mostraremos agora que existe A >0 tal que ¢, (t) > 0, para todo A < 5\, isto é,

AFatl fp+1

N
x)|u| dr —
p+1

eu(l) = =

/ b(x)|ufPdx > 0,
Q
ou seja, veremos que

~ Met?

gu(t) — ?fﬂ a(z)|ultde >0, Yu e Wl2(Q) — {0}, sempre que A\ < \.
q

tq+1 fq+1
@™ < ]l / ™+ d
Q

qg+1 g+1
fat+1 . fat1 )
< lallolulf} < 5 llallooSE 17,

onde a iltima desigualdade provém da desigualdade da imersio continua Wy?(Q) <

L7T(Q) e S%! denota a constante de Sobolev desta imersao (ver Teorema 3.8).

Jo |Vul?dx

_1
W) " na desigualdade acima, obtemos
Q

Substituindo ¢ = (

1 q+1 q+1
Jo [Vul?dzx p-1 ) N
(f |u|p+1dl' / ‘VU| dflj
ol Q

g+1
- L st (el
) R\ ba) a2

tAq—i-l

qg+1

1 +1
foala)lufride < — a5

Disso e de (2.12) vem que

a1 1 [ (Jo | Vuldz)rt 2D
@l e < ]St ( )

q+1 q+1 (Jq b(a)|ulPttda?
1 2(p+1)
< q+1
< llellesyt s (2220 )

AL q+1

= CQU(t) )
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CcOoIm

q+1
1 2(p+ 1)\ =
c=——IlallSi} [ S
q+1 p—1
Temos também,
R A )\tq+1
eul®) = guh) = 7 foal@)luldz
> gu(f) = Aegu(D) T
> g, (gu(D) 7" = Ae),

e como g, () < 0, segue que

_q .
52 , temos que para todo A < A

Assim, tomando A\ < \ =

1—q 1—q
» atl . 1—q 02 at10°2

0
C)—(S2 9 —§>0

O lema acima garante que quando A\ > 0 é suficientemente pequeno, o grafico de ¢,
deve ser como mostrado na figura 14, mais especificamente, ¢, — 0 (quando t — 0), ou
seja, p, se aproxima de zero por valores negativos, ou ainda, ¢, "sai da origem por baixo

do eixo t".

De fato, vamos supor por absurdo que ¢, (t) > 0 para valores pequenos de t, assim

t2 Atat! 1
0u(t) = / |Vul*dz — = /Qa(x)|u|q+1dx T /Qb(x)|u|p+1dx > 0,

logo,

1 AlatD)—2 $p+1)—2
-/ Vuldr > —/a(x)\u|q+ldx+ /b(x)|u|p+1dx,
2 Jo q Q p Q

+1 +1
pois t2 > 0. Passando o limite quando t — 0 na desigualdade acima temos uma contra-

digao, ja que (¢ + 1) < 2 faz com que £ - 5 4o0.

Este lema garante que ¢, assume um valor maximo, por outro lado ¢, é continua e
se aproxima de zero por valores negativos, assim podemos garantir que ¢, corta o eixo t
duas vezes de modo que devem existir exatamente dois pontos criticos (pois ¢, — —o0;

quando ¢ — 00), um de minimo local em ¢ = ¢;(u) e um de maximo local em ¢ = t5(u).

Contudo, quando A < 5\, obtivemos um completo conhecimento do niimero de pontos

criticos da ¢,, dos intervalos em que ¢, é crescente ou decrescente e dos multiplos de
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u que estdo em M()) para cada escolha possivel dos sinais de [, a(x)|u["'dz > 0 e
Jo b(@)JufPtda > 0.

Em particular temos o resultado a seguir.

Corolario 3. M°(\) = 0 quando A < \.

Prova: Para A < ;\, conhecemos completamente a aplicagao fibragao ¢,,, e pela analise
feita nos itens (7),(ii) e (iii) e (iv), a aplicagdo fibracdo ¢, nao tem pontos de inflexao.

Logo, nao hé pontos de inflexdo e M°(\) = (. ]
Corolario 4. Se A < ), entdo existe 61 > 0 tal que Iy(u) > 6y, ¥V ue M~(\).
Prova: Seja u € M~ (\), assim ¢, tem um méaximo global em ¢t = 1. Além disso,

conforme os casos estudados nessa se¢ao e, em particular, dos casos (iii) e (iv), temos que

Jo b(@)ufPtdz > 0. Assim

L) = 0u(1) > u(@) > 9.()F (gu(D) 7 = Ae) > 67 (572" = Ae).
Escolhendo )\ = = , ficamos com
L(u) > 6% 522 —g>o,\mg&

2.4 EXISTENCIA DE SOLUCOES NAO NEGATIVAS

Nesta secao usaremos a completa descricao da aplicacao fibragao feita na secao anterior
para demonstrar de forma simples a existéncia de duas solugoes nao negativas para o

problema eliptico (P).

2.4.1 Existéncia de minimizadores para I
Teorema 2.1. Se A\ < \ eziste u € MT(\) tal que I,(u) = minv€M+()\> I(v).

Prova: Como I é limitado inferiormente em M(\) e MT()\) C M()), concluimos
que I é limitado inferiormente em M™()) e segue que o conjunto {I\(u); uw € MT(\)}

tem infimo.
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Pela definigdo de infimo, existe uma sequéncia minimizante {u,} C M*()\) tal que

lim I)(u,) = inf I)(u).
n—00 u€M+ ()\)

Pela proposicio 2.1, sabemos que I é coercivo e I (u,) > ||u,||2(C1 — Cs|u,||@FD=2).

Levando-se em conta que I)(u,) — infu€M+(/\) I(u), concluimos que I)(u,) é con-
vergente, logo, é limitada. Contudo concluimos que {u,} é limitada em W,*(Q2), e por
consequéncia do teorema das Imersoes de Rellich 3.13, existe uma subsequéncia ainda

denotada por {u,}, tal que

Up — up em Wy (Q)

Up — ug em L") para todo 1 <r < = 2%

N =2

1,2 ) .
Vamos mostrar que u, — ug em W, "(§2) e dai concluiremos que

I(up) = nh_)rrolo I(uy,) = ueﬁf()\) I(u).

. 1,2
Para isso, vamos supor por absurdo que u,, - uy em Wy (Q).

Ja vimos que para todo u € MT()), ¢/(1) > 0, e como u, C MT()), segue que
©u, (1)" >0, ou seja,

¢ = =p) [ [VaaPde = Na=p) [ al)lunlds >0
logo,
Mg —p) /Q a(2)Jup [z = (p— 1) /Q Vua2dz + ¢ (1) > 0. (2.13)
Como u, — uy em W,?(Q), entdo segue do Teorema 3.5
tm in [, 2 > [ (2.14)
ou seja,

n—oo

liminf/|Vun|2dx2/]Vu0|2d:c.
Q Q
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Contudo, passando ao limite quando n — oo, em (2.14), obtemos

liminf)\(q—p)/a(x)|un|q+1dx = liminf[(p—l)/ \Vu,|*dz + ¢ (1)]
[¢) n—oo Q

n—o0

v

0=1) [ [VuoPdo+ (1) >0
Q
Pelo Teorema da Convergéncia Dominada 3.3, obtemos

lim inf A(¢ — p) / a(x)|u,|* dz = lim inf A(q — p) / a(x)|ue| " du,
9] n—o00

n—oo 9]

dai,

/ a(x)|ue|?dz > 0.
0

Como temos duas possibilidades de sinal para [, b(x)|ug|’*'dz > 0 devemos analisar
dois casos a seguir.
) Se [, b(x)|ug[PTdx < 0, entdo ¢, tem o grafico como na figura 15.

(19“ A

Figura 15: Possivel forma de ¢, quando [, a(z)u|"dz > 0e [,b(z)ufPt'dz <0

) Se [, b(x)|uo|PTdz > 0 entdo ¢y, tem o grafico como na figura 16.

o 4

Figura 16: Possivel forma de ¢, quando [, a(z)[u|?'dz > 0e [,b(z)[ul*'dz >0

Em ambos 0s casos observamos que existe to > 0 tal que toug € M, (Q2), onde ¢, é

decrescente em(0, o), com ¢}, (t9) = 0.

Note que u, — ug e por (2.14) liminf, o ||ua][? > [|Jug||* e também como wu, - ug
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em Wy (), temos ||u,||? > ||uol|?. Entéo existe § > 0 tal que
lim inf ||u,||* — ||uo|[* > 6 > 0.

Dai vem que para n suficientemente grande ||u,||? > ||uo||? + § e para tais valores de

n devemos ter

@l (to) = to/ |Vun|2dx—)\tg/a($)|un\q“dx—tg/b(x)|un|p+1dx
Q Q Q

> to/ \Vun|2da:—)\tg/a(m)\un\qﬂdaﬂ—tﬁ/b(:z:)|un|p+1dx+to(5(2.15)
0 Q Q

onde tg0 > 0.

Passando ao limite em (2.15), quando n — oo, obtemos
gO{un (to) > @;O(to) + t05 =0+ t05 > 0.

Como u,, C M*(X), devemos ter ¢, (t) <0,t € (0,1) e ¢}, (1) =0,V n.

Por outro lado, temos ¢;, (ty) > 0 para n suficientemente grande, e consequentemente,

to > 1, e pelos graficos (a) e (b), ¢y, ¢ decrescente em (0, ty), dai
])\(touo) < ]A(UO) < nlli& I)\(Un) = anu€M+<)\) J)\(u),
o que é um absurdo pois, encontramos toug € M*(A) tal que

I(toup) < inf  Iy(u).
YT M)

Logo, t, — ug em W,*(Q) e assim,

Portanto, uy ¢ um minimo de J\ sobre MT(\). ]

Teorema 2.2. Se A\ < \ eziste u € M~ (\) tal que I,(u) = minveM_()\) I\(v)

Prova: Pelo colorario 4

I(u) > 61, Yue M~ ()N
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inf I)\(U) >0, > 0.
UEM_()\)

Pela definigdo de infimo existe uma sequéncia minimizante {u,} C M~ ()) tal que

lim I(u,) = inf I (u).
oo uEM_ ()\)

Pela proposicao 2.1 sabemos que I, é limitado inferiormente e portanto a sequéncia
{u,} é limitada em M~ ()). Desse modo, em consequéncia do Teorema das Imersoes de

Rellich 3.13, existe uma subsequéncia ainda denotada por {u,}, tal que

Up — up em W, (Q)

*

Up — Ug em L7 para1<r<N_2:

1,2 ) .
Vamos mostrar que u,, — ug em W,"(£2) e dai concluiremos que

I\(up) = lim I)(u,) = inf  Iy(u).
nree ue M ()™ (\)

Ja vimos que para todo u € M~(A), ¢/(1) < 0, e como u, C M~ (\), temos que

@ <0, ou seja,

G0 = (=) [ [VunPde = Xp—0) [ bl *ide >0,
0 0
isto é,
0= [ Wl s = (1) [ [Vundz - ¢, (1)
Q Q
Como u,, — uy em W,*(Q) entao segue do Teorema 3.5 que

lim inf [|u,||* > ||uo||?, (2.16)

n—oo

1iminf/|Vun|2de/\Vu0|2dx
Q Q

logo,
=0 [ WP e = tmink(1—q) [ [VuoPdz - o, (1)
Q n—oo Q

> (1-0) [ [Vuolds =, ().
Q
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Substituindo em (2.16), concluimos

/ b(x)|uo[Pdz > 0.
Q

Como temos duas possibilidades de sinal para [, a(z)|ug|?"'dz > 0 devemos analisar

os dois casos que seguem.

) Se Yug[Prdr < 0 entao p,, tem o grafico como visto na figura 17.
Q@ Pug g g

A

Figura 17: Possivel forma de ¢, quando [, a(z)u|"dx < 0e [, b(x)uffTdz >0

) Se [, a(@)|uo|Pt dz > 0 entdo ¢y, tem o grafico como visto na figura 18.

vu b

Figura 18: Possivel forma de ¢, quando [, a(z)[u|?'dz > 0e [, b(z)[ulP*'dz >0

Em ambos os casos observamos que existe ¢y > 0 tal que tyug € M~ ().

1,2

Novamente vamos supor por absurdo que u, - 1y em W;(€2), de forma que u,, -

para toda subsequéncia {u,, } de {u,}, pois caso contrario, ou seja, se alguma subsequéncia
Un, — Ug, J& teriamos o resultado. Desta forma podemos considerar

liminf/]Vundde>/\Vuo\2dx.
Q 0

n—o0
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Por outro lado, como ¢, tem um maximo global em 1, temos

Pug(1) > ©u,(s), Vs >0,

entao

I(up) > In(sug), V s>0.

Dali,

i %\ 2 /\%\qul q+1 %\erl p+1
I(tug) = 3 |Vuo|*dx — . a(z)|ue|!™ dx — b(x)|ug|P™ dx
) Q Q

+1 p+1
t Atit1 !
< liminf —/ \Vu,, [*dx — / a(x) |y, [T dr — / b(x)|uy,, [P dx
n—o |2 [ ’ q+1 /g ’ p+1Jg ’
= lim [A(tAunj) < lim Iy (un,) = inf I\ (u),
n—o0 n—oo uEM()\)i()\)
0 que ¢ um absurdo, pois, encontramos tuy € M~ () tal que I,\(fuo) < inf I(u).
we M (X))

Logo, u, — uo em W,?(Q) e assim,

I\(up) = lim I(u,) = inf I\(u).
e ue M(A)~ (v
Portanto, up ¢ um minimo de I, sobre M~ (\). n

2.4.2 Existéncia de solugbes para um problema eliptico (P)

Corolario 5. A equagao (P,) tem pelo menos duas solugoes nao negativas quando 0 <

A<

Prova: Pelos Teoremas 2.1 e 2.2 existem u; € M () e ug € M~ (), tais que

I(uy) = inf  I)(u)
we M (X))
e
I(ug) = inf I(u).
uEM()\)_(A)

Pelo lema 2.1, uy e uy sdo pontos criticos de Iy em W, () e portanto solucoes fracas

para o problema (P).

Como Iy(uy) = Iy(Ju1]) e In(ug) = Ix(Juz|), entdo pelo Teorema ??, podemos consi-
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derar u; > 0 e uy > 0.

Finalmente, pelos resultados da secao 2.5 que tratam da teoria classica de regulariza-
¢ao de solugoes fracas para o problema (F,), obtemos que u; e ug sdo solugoes fortes para

o problema eliptico considerado. |

2.5 O FUNCIONAL I, € C}Y(W,”(Q),R)

A partir do Funcional de Euler I : W,*(Q) — R associado ao problema eliptico (Py)
dado por

1 A 1
Iy(u) = = Vqu:c——/a:c uq+1dx——/baj ulPHdx,
s =5 [ 19uPde = = [ a@upte - — [ b

queremos mostrar que ele é de classe C' (W, *(Q), R).

Tomando Iy, I, I3 : Wol’z(Q) — R, definidos por

1
L) =7 / Vulde,

A

L(u) = P Qa(a‘;)]u\“ldm e
1
I3(u) = | Qb(fﬂ)|u|p“d$7

podemos mostrar de maneira analoga ao que fizemos na se¢ao (1.9) para o funcional Iy,

que existem as derivadas de Gateaux de I1, s e I3, e que elas sao continuas. Assim
concluimos que I, € C(Wy*(Q),R).
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3 RESULTADOS BASICOS

Neste apéndice enunciaremos e daremos referéncias para suas provas dos principais

teoremas utilizados no nosso trabalho.

3.1 RESULTADOS DE GEOMETRIA RIEMANIANA

Teorema 3.1. Seja f: M — N uma aplicacao diferencidvel com dimM = m e dimN =
n, m>n, p € N. Seja df(x) de classe n para todo x € M, com f(x) =p. Entdo, f~'(p)

é uma subvariedade de M de dimensao m — n.

Prova: cf. Jost (2011, lema 1.3.2, pag 10).

3.2 RESULTADOS DA TEORIA DE MEDIDA E IN-
TEGRACAO

Teorema 3.2. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LP(Q), com 0 < p <

+oo e o+ = 1. Entao fg €1'(Q) e

j£|fghﬂﬁf§|fhﬁgb'

Prova: cf. Brezis (2010, teo 4.6, pag 92).

Teorema 3.3. (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes

em LY(Q), satisfazendo:

(a) fulz) = f(x) g.t.p. em Q;

(b) Existe g € L1(Q) tal que |f,| < g ¢.t.p. Vn € IN.

/Q Fodz — /Q fdx

Entao f € L'(Q) e
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Prova:cf. Brezis (2010, teo4.2, pag 90).

3.3 DEFINICOES E RESULTADOS DE ANALISE FUN-
CIONAL

Definicao 2. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, com v,z € X e ¢ : X — Y.

Dizemos que ¢ € Gateauz-diferencidvel em x na direcdo z, se existir o limite

D, (z)z = lim oo+ ay) — ¢)

a—0 (6]

Observacao 3.1. O conceito de derivada de Gateauz nao requer qualquer no¢do de con-
vergéncia no espag¢o do dominio. Para assequrar que funcoes diferencidveis sejam conti-

nuas, introduziremos o conceito de derivada forte (que € a derivada de Fréchet).

Definicao 3. Sejam X e Y espacos vetoriais normados, e a aplicacao ¢ : X — Y.

Dizemos que ¢ é Fréchet-diferencidvel em x € X, se existe um operador linear continuo

dy = X — R, dada por hw— dg(h) e tal que

o 16t B) — () — du(@hlly
do(@)h = Jim, 17]]x '

Ele € chamado de diferencial de Fréchet de ¢ em x com crescimento h.

Como dyg(z) € L(X,Y), temos que se o diferencial de Fréchet existe, entdo existe
também o diferencial de Gauteaux, e ambos sao iguais. Além disso, se ¢ tem derivada de

Fréchet em x, entao ¢ é continua.

Defini¢ao 4. Dizemos que o funcional ¢ € C*(X,R) se a derivada de Fréchet de ¢ existe

e € continua em X.

Proposicao 3.1. Seja ¢ : A — R onde A € um subconjunto aberto de um espaco vetorial

normado X. Se ¢ possui uma derivada de Gateauz continua em A, entio ¢ € C*(A,R).
Prova:cf. Willem (1996, cap.1).

Teorema 3.4. Seja (u,) uma sequéncia em LP(QQ) e u € LP(Q) tal que u, — u. Entdo

existe uma subsequéncia (uy,) tal que:
(1) U, — u q.t.p. em §);

(1) |un, | < h(z), para todo k natural e q.t.p. e com h € LP(Q).
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Prova:cf. Brezis (2010, teo 4.9, pg 94).
Teorema 3.5. Seja E um espaco vetorial normado e {x”}nel]\f C E uma sequéncia.
Entao valem as sequintes afirmacoes:

(i) v, = = < f(x,) — f(z) para todo f € E*;

(ii) Se x, — x entdo x, — x;

(i1i) Se x, — x, entdo x,, € limitada e além disso

|z|| < liminf ||x,]|.
n—0o0

Prova:cf. Brezis (2010, Prop 3.13, pg63).

3.4 RESULTADOS DA TEORIA CLASSICA DE EDP
E DOS ESPACOS DE SOBOLEV

Teorema 3.6. (Teorema dos Multiplicadores de Lagrange) Sejam X um espaco de Ba-
nach, J, F : X = R funcionais de classe C'(X,R) e M = {z € X; F(u) =0} = F~1({0})
com F'(u) =0, para todo u € M. Se J € limitado inferiormente sobre M e existe uy € M
tal que

J(up) = inf J(u),

ueM
entao existe 6 € R wverificando

J (ug) = 6F" (ug).

Prova:cf. Kavian (1993, prop 14.3, pg 55).

Teorema 3.7. Seja Q C RY um dominio limitado com fronteira OS) de classe C? e
feLr(Q) coml<p<oo. Entio eriste uma tnica fun¢io u € WP(Q) Wy (Q) tal

que
—Au = f, em
u = 0, em 0f.

Prova: cf. Gilbard e Trudinger (1983) .

Teorema 3.8. (Teorema de Schauder) Sejam Q C R™ um dominio limitado com fronteira

suave e f € C**(Q). Entao existe u € C**(Q), solu¢ao do problema (P,).

Além disso, existe C > 0 (independente de u) tal que

[lull2a () < C[f]lo (€2)
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e vale a sequinte afirmacao

f ek (Q) = u e CF2Q).

Prova: cf. Gilbard e Trudinger (1983)

Teorema 3.9. Seja h € C*(Q), 0 < a < 1 e suponhamos que u € C*(Q) N HY(Q) seja

uma solucao fraca do sequinte problema

—Au = h(z), se z €
u = 0, se xe€odd

entio u € C**(Q).

Prova: cf. Gilbard e Trudinger (1983)

Teorema 3.10. Suponhamos 2 = RY ou um dominio limitado com fronteira de classe

C! e sejam m > 1 um inteiro e 1 < p < co. Entao

1 m 1 1 m

Se ———>0, temos W™P(Q)C L), onde —=-— —;
% ()€ 1), onde T =3
1

se —— % =0, temos W™P(Q) C LYQ), para todo q € [p,o0);
p
1

se P % <0, temos W™P(Q) C L>(Q),

com injecoes continuas.

Prova: cf. Brezis (2010).

Teorema 3.11. Suponhamos Q C RN um dominio limitado com fronteira OQ de classe

Clesejamm>1 el <p<oco. Entao para qualquer j > 0 a imersao
Wj+m;p(Q) SN Cj;Oé(Q)7
onde 0 < a<1—N/p écompacta se m —1<N/p<m.

Prova: cf. Figueiredo, Gossez e Ubilla (2003, pag 103) .

Teorema 3.12. Se Q) C R"™ € um dominio limitado com fronteira suave, as imersoes

Hy(Q) — L*(Q)
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sao continuas, quando

e existe C' > 0 tal que

lullze < Cllulluy), Yu € Hy(9).

Prova: cf. Brezis (2010)

Teorema 3.13. (Imersées de Rellich) Seja Q0 um aberto limitado do R™, Suponhamos que

r > N. FEntao vale a sequinte imersao compacta
W2 (Q) — CH*(Q),
pamogugl—%.

Prova: cf. Adams e Fournier (1975).

Teorema 3.14. Se Q) C R"™ é um dominio limitado com fronteira suave, as imersoes
H(Q) — L*()

sao compactas, quando

=2

. 2—]_\[2 se N > 3;
1<s <2 =
oo seN=1,2.

Prova: cf. Brezis (2010).

N . . . ~ . 1
Uma consequéncia importante das imersoes compactas ¢ que se {u,} C Hy(Q) e

||| p3 ) < M, Vn € N existe {u,;} C {un} e u € Hy() tal que
Unj — uem Hy(Q) e u,; — uem L°(Q),

conforme em Brezis (2010).

Teorema 3.15. Sejam 1 < p < +oo e Q um aberto de RY. Entdo se u € W1P(Q) entdo

jul € WH(Q)

Viul = Liuso Vo — 1juco Vu



Prova: cf. Kavian (1993).

88
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