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RESUMO

Uma folheacao algébrica do plano projetivo sobre um corpo k pode ser dada tanto por
um campo de vetores como por uma l-forma em P2, j4 que dimensao um e codimensao
um sao a mesma noc¢ao visto que a dimensao de P? é igual a 2. Entao surge uma pergunta
natural: Como se relacionam os campos vetoriais e as 1-formas em P?? Veremos que
uma 1-forma w e um campo de vetores X definem a mesma folheacao do plano projetivo
quando w(p)(X(p)) = 0 para todo ponto p € P2. Uma segunda questao ¢ a existéncia de
curvas algébricas invariantes por uma folheacao de P2. Originalmente, Poincaré formulou
o seguinte problema: E possivel limitar o grau de uma curva algébrica invariante por
um campo de vetores em termos do grau do campo de vetores? A resposta para este
problema é negativa, como podemos ver no Exemplo 3.18. Entretanto adicionando-se
algumas hipdteses sobre tal curva invariante este problema pode possuir resposta positiva.
No caso em que tal curva invariante é suave, mostra-se que o grau da curva é no maximo
igual ao grau do campo vetorial mais um. Se uma curva invariante nao for suave, mostra-
se que ainda é possivel limitar o grau desta curva em termos do grau da folheacao e da
reqularidade do seu conjunto de singularidades.

Palavras-chave: Folheacao Algébrica. Campo de vetores. Problema de Poincaré.



ABSTRACT

An algebraic foliation of the projective plane over a field k can be given either by a
vector field or a 1-form in P2, as dimension one and codimension one are the same notion
since dim(P?) = 2. Then a natural question arises: How do vector fields and 1-forms in
P? relate? We will see that an 1-form w is related with a vector field X belonging to
the kernel of w, that is, w and X define the same foliation of the projective plane when
w(p)(X(p)) = 0 for all points p € P2. A second question concerns about the existence of
algebraic curves that are invariant by a foliation of P2. Originally, Poincaré formulated
the following problem: Is it possible to bound the degree of an invariant curve under a
vector field in terms of the degree of the field? The problem has a negative answer, but
by adding some hypothesis it can be reformulated in order to have a positive answer. If
we assume that this invariant curve is smooth, we show that the degree of the curve is at
most the degree of the vector field plus one. If an invariant curve is not smooth, we show
that its degree can be limited in terms of regularity of its set of singularities.

Key-words: Algebraic Foliations. Vector fields. Poincaré’s Problem.



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

5.1

SUMARIO

Introducao . . . . . . . . ... 8
Derivagoes e Espago Tangente . . . . . . . ... .. .. ... ....... 10
Derivagoes . . . . . . . Lo 10
Espaco Tangente . . . . . . . . . . . 12
O Moédulo das Diferenciais de Kahler . . . . . .. .. .. ... ... ... ... 17
1-Formas Diferenciais Regulares . . . . . . . .. .. .. .. ... ... ... .. 20
O produto exterior de 1-formas . . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 22
Folheacoes em P? . . . . . . . . . . ... 24
Campos Vetoriais em P2 . . . . . . . .. ... 24
I-formas em P2 . . . . . 32
Relacoes entre Campos de Vetores e 1-Formas . . . . . . .. ... ... .... 37
Curvas Invariantes . . . . . . . . .. L Lo 41
O Problema de Poincaré para Folheacoes em P2 . . . . . . . . ... ... ... 48
Nocoes sobre feixes . . . . .. . .. .. ... .. 50
Feixes sobre espagos topolégicos . . . . . . . ... oL 50
O stalk de um feixe num ponto . . . . . . . ... 53
O espectrode um anel . . . . .. . ... 55
O esquema projetivo . . . . . ... 62
Feixes de Ox-médulos . . . . . . . . . . 64
Feixificacao de pré-feixes . . . . . . . . . . 66
Homomorfismos de feixes . . . . . . . . . . ... L 68
Folheacoes de dimensao umem P* . . . . . . . ... ... ... ...... 79
Campos vetoriais em P™ . . . . . .. oL 79



5.2 Hipersuperficies suaves invariantes
5.3 Feixes de ideais e regularidade em P2

Referéncias . . . . .. ... ... ...



1 Introducao

Ao estudar a existéncia de solugoes algébricas para equagoes diferenciais polinomiais no
plano complexo, Henri Poincaré em [21] observou que se for possivel limitar o grau méximo
de uma possivel solucao entao a procura por tal solugao pode ser feita através de operacoes
algébricas. Entao, a seguinte pergunta surgiu de maneira natural: E possivel limitar o
grau de uma solugdo algébrica de uma equacdo diferencial polinomial em termos do seu
grau? Tal problema é atualmente conhecido como Problema de Poincaré. A resposta
para tal pergunta é negativa, como veremos adiante. Mas em 1991, Cerveau e Lins
Neto mostraram em [6] que quando as singularidades de uma curva solugao sao todas do
tipo nodal entao o grau da curva é no maximo o grau da folheacdo mais dois. Assim
a pergunta originalmente formulada por Poincaré foi reformulada da seguinte maneira,
ja na linguagem moderna: E possivel limitar o grau de wma curva invariante por uma
folheagao em termos do grau da folheagao e de outros invariantes da curva, ou colocando-
se propriedades para estas curvas invariantes?

Algumas solugoes para o Problema de Poincaré foram encontradas ao longo das ultimas
décadas. Em 1994, Carnicer em [5] encontrou a mesma cota para o grau de uma curva
invariante que Cerveau e Lins Neto, quando a curva invariante nao contém nenhuma
singularidade dicritica da folheagdo. Em 1997, Campillo e Carnicer, em [4] exibem limites
em termos da resolugao de singularidades da curva invariante. Outras solucoes podem ser
encontradas em [23], [24], [3] e [20].

Neste trabalho apresentamos duas solugoes para o Problema de Poincaré. A primeira
foi dado por Esteves em [10] supondo que a curva invariante é suave. A segunda foi dada
por Esteves e Kleiman em [12] em termos da regularidade do lugar singular da curva.

No Capitulo 1, apresentamos as nocoes de derivagoes, diferenciais e 1-formas, que serao

essenciais na definicao de folheacoes.



No Capitulo 2, introduzimos as nocoes de campos de vetores em P2, que nos dardo a
definicao de folheacao de P?2. Também definimos o que é uma curva invariante por uma
folheacao e discutimos o Problema de Poincaré em P2

No Capitulo 3, exibimos as nogoes basicas de feixes, culminando na no¢ao de cohomo-
logia.

No capitulo 4, estudamos folheacoes de dimensao um em P", n > 2 e apresentamos
uma cota superior para o grau de uma hipersuperficie suave invariante por uma folheacao
e encontramos uma outra solucao para o Problema em P2, utilizando a linguagem de

cohomologia.



2 Derivacoes e Espaco Tangente

Neste capitulo estudaremos as relagoes entre derivagoes e vetores tangentes sobre uma
variedade algébrica afim. Ao longo deste texto, £ denotard um corpo algebricamente

fechado.

2.1 Derivacgoes

Definicao 2.1. Sejam R um anel comutativo, A uma R-dlgebra comutativa e M um
A-moédulo. Uma R-derivagao de A em M é uma aplicagao R-linear D : A — M tal que
D(ab) = aD(b) 4+ bD(a), para todos a,b € A.

Seguem da definicao de R-derivacao as seguintes propriedades:

P1)D(1) = 0. De fato, temos que D(1) = D(1-1) =1D(1) + 1D(1) = D(1) + D(1),
e portanto D(1) = 0.

P2)D(r) = 0 para todo r € R.

Com efeito, D(r) = D(1-r)=rD(1) =r-0=0.

Exemplo 2.1. O exemplo canonico de derivacao é a derivacao parcial. Podemos ver o anel
de polinémios em n varidveis, denotado por k[z1, ..., z,], como k-dlgebra, via incluséo, e

a derivacao parcial em relagao a qualquer variavel é uma k-derivacao.

Definicao 2.2. Sejam R um anel, A uma R-algebra e M um A-moédulo. Denotaremos o

conjunto das R-derivagoes de A em M por Derg(A, M), ou seja,
Dergr(A,M)={D: A — M; D é R-derivacao}.
Para a,b € Ae D, D" € Derg(A, M) definimos

D+D: A — M
a +—— D(a)+ D'(a)

10
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aD: A — M
b — aD(b).

Com estas operagoes, Derg(A, M) tem estrutura de A-mdédulo.

Sejam A e B R-algebras e ¢ : A — B um homomorfismo de R-algebras. Se N é
um B-modulo, entao N pode ser visto como um A-médulo, definindo para cada a € A e

n € N, an = p(a)n.
Lema 2.3. Fizado um homomorfismo de R-dlgebras ¢ : A — B, se D € Dergr(B,N)
entdo D o ¢ € Dergr(A,N).
Demonstracao. Dados r € R e a,b € A temos
(Dog)(ra+b) = D(p(ra+b)) = D(re(a) + (b)) = rD(e(a)) + D(p(b)) =
=r(Doyp)(a)+ (Dop)b).
Logo, D o ¢ é R-linear. Além disso,
Do p(ab) = D(p(ab)) = D(p(a)p(b)) = ¢(a)D(p(b)) + ¢(b) D(p(a)) =
=a(Dop)(b) +b(D o y)a).
Desta forma, D o ¢ é uma R-derivagao. [l

Proposicao 2.4. Se ¢ : A — B € um homomorfismo de R-dlgebras, entao a aplica¢do
¢ : Derr(B,N) — Derr(A,N), definida por ¢(D) = D o p, é um homomorfismo de

A-mddulos cujo nicleo é Der (B, N).
Demonstragao. Para D, D" € Derg(B,N) e a € A, valem
pD+D)=(D+D)op=Dop+D op=¢(D)+ ¢(D)
¢(aD) = (aD) o p = a(D o p) = ap(D).

Logo, ¢ é homomorfismo de A-mddulos.

Se D € ker(¢), entdao D(¢(a)) =0, ¥V a € A. Dessa forma, para cada b € B e a € A,
D(ab) = D(p(a)b) = ¢(a)D(b) + bD(p(a)) = ¢(a)D(b) = aD(b).

Portanto D € Dera(B, N) eker(¢) C Dera(B,N). Por outro lado, se D € Der(B, N)
temos D(p(a)) = D(a-1p) = aD(1g) = 0 para todo a € A, isto é, D o ¢ = 0, ou seja,
$(D) =0 e D € ker(¢). O
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2.2 Espaco Tangente

Seja V' uma variedade algébrica em A" isto é V é o conjunto dos zeros comuns de
uma colegao de polinémios em n varidaveis. Seja [ = I(V') o ideal dos polinémios que se
anulam nos pontos de V. Como k[zy,...,x,] é um anel Noetheriano, existem polinomios
fi,oo oy fs € klxy,...,xy,] tais que I = (f1,...,fs). O anel k[V] = k[xy,...,z,]|/] é
chamado anel de coordenadas de V. Fixemos p € V e consideremos a reta em A" dada

por { = {p+tv; t € k}, com v = (vy,...,v,) fixo e ndo nulo. Entao,
NV ={_p+tv;, filp+tv)=0,Vi=1,...,s}

Seja 0; : klxy,...,x,] = kl[z1, ..., x,] a derivagdo parcial em relagao a x;. A expansao

em série de Taylor de cada fjem p, j=1,...,s, ¢

" 92
filp+tv) = f;(p +Zaf] Vv, + = Za fj v, + ...,

:cl(?:z:k

onde os termos a partir do segundo somatério apresentam expoente maior ou igual a 2

em t. Como f;(p) = 0, ficamos com

filp+tv) = tzaifj<p)vi +t3(- ).

Entao, t = 0 é raiz multipla das equagbes f;(p+tv) =0,7 € {1,...,s} se, e somente

se,
> 0ifip) vi=0,Vj=1,.5s (2.1)
=1

Neste caso, dizemos que ¢ é tangente a V' em p e que v é um vetor tangente a V' em p.

Definicao 2.5. Seja V' uma variedade algébrica em A™. O espago tangente a V' em p,

denotado por T,V é o espaco vetorial definido por
T,V :={v e A"\ {0}| v é vetor tangente a V em p} U {0}.

Veremos a seguir que o espago tangente a V' em p pode ser identificado com uma
variedade algébrica em A™. Para isto, seja T’ ;V a colecao dos pontos ¢ € A" que pertencem

a alguma reta tangente a V' em p, ou seja,

T;V = V(Z 8if1(p) ) (% _pi)v e 72@']}(?) : (93@ —pi)> .
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Dado ¢ € T,V existem ¢t € k e v = (vy,...,v,) que satisfazem o sistema de equagoes
(2.1), tais que ¢ = p+tv e assim ¢ —p = tv. Como tv € T,V, temos que g — p ¢ um vetor
tangente a V em p.

Reciprocamente, dado um vetor w € T,,V, seja ¢ = p + w. Entao, ¢ pertence a uma
reta tangente a V' em p, isto é, ¢ € T)V, e w = ¢ — p. Com estas consideragoes, vamos

identificar TI’,V com T,V.

Exemplo 2.2. Seja k um corpo infinito. Como I(A™) = (0), o espago tangente a A"

em qualquer ponto é o préprio A™.

Exemplo 2.3. O espaco tangente a curva y(y — z?) = 0 em (0,0) ¢é todo A2, mas as suas

componentes irredutiveis V(y) e V(y — 2?) tem a mesma tangente y = 0 em (0,0).
No que segue, vamos estabelecer uma relacao entre espago tangente e derivagoes.

Lema 2.6. Dado v = (vy,...,v,) € A", a aplicagio D, : k[xy,...,x,] — k[z1,. .., 2],

dada por D, = > v;0; € uma k-derivagao.
i=1

Demonstracao. Sejam a € ke f,g € klxy,...,x,|. Temos que

Dy(af +g) = sz i(af +g) = Z[Cwiaz‘(f) +v:0i(9)] =

=1

= aZviai(f) + Zviai(g) = aD,(f) + Dy(9).

Portanto, D, é k-linear. E também,

Z"Uz (fg) = Zvi[fai(g) + 90;(f)] =

=1

=D fudilo) + D avidi(f) = FDula) + gDul ).

Logo, D, é k-derivacao. O

Para cada ponto p € V fixado e elementos f(zy,...,2,) € k[V] e a € k, definimos
flay, ... xp) - f(p)a. Observemos que esta operacdo estd bem definida, pois se
f =3, entdo f(p) — g(p) = 0, donde conseguimos f(p) = g(p). Com esta operacio de

multiplicagao, k é um k[V]-mddulo, o qual denotaremos por k.
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Proposicao 2.7. Sejam v um vetor tangente 'V em p e D, = > v;0; como definido no

Lema 2.6. A aplicagao D : k[V] — k, definida por D(f) = D,(f)(p) € uma k-derivagao.

Demonstracdo. Vejamos que D estd bem definida. Se f =g, entdo f — g € I. Como v é

um vetor tangente, Y v;0;(f —g)(p) = 0, donde conseguimos Y v;0;(f)(p) = >_ v:0;(9)(p),

isto é, D(f) = D(g).
Como D(af +7) = Du(af + g)(p) = aDu(f)(p) + Du(9)(p) = aD(f) + D(g), segue

que D é k-linear. Além disso,

D(fg) = Dy(f9)(p) = [fDu(9)](p) + [9Du(f)](p) =
= f(p)Dy(9)(p) + 9(p)Du(f)(p) = FD(g) +gD(f),

o que mostra que D ¢é k-derivacao. O

Queremos mostrar uma espécie de reciproca da Proposi¢ao 2.7. Antes disso, precisa-

mos de mais um resultado.

Lema 2.8. Seja B um k[xq,. .., x,]-mddulo. Se D : klzy,...,x,] = B € uma k-derivagao

entio D(f) = il D(x)d:(f).

Demonstracao. Sendo f(xq,...,2x,) =Y aaz' ... .2t temos D(f) = > agaD(z] ... xim).

Usando indugao em n, conseguimos

D(ai* ... xpm) = D(af)xg? . a4+ .o 2t xg? . D(agm).

Vejamos que D(z$%) = a;z% ' D(x;). Com efeito, isto é 6bvio para a; = 1. Suponha

que seja verdade quando «; = m. Entao,

D(z"™) = D(a - x;) = 2; D(x") + 27 D(x;) = ma" D(z;) + 2 D(2;) = (m+ 12" D(z;).

3 (2

Logo

D(f) =S aoaD(x5* ... 207) =Y agouxtt . af T al D) = 3 0i(f) D (). O
o i i=1
A proposigao seguinte mostra que todo elemento de Dery(k[V], k,) pode ser obtido

através de um vetor tangente a V' em p.

Proposigao 2.9. Seja D € Dery(k[V], k,). Existe um vetor tangente v € T,V tal que
D(f) = Du(f)(p). para todo f € k[V].
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Demonstracao. Consideremos a k-derivacao D=Dor : klzy,...,x,] — k,, onde o
homomorfismo 7 : k[zy, ..., x,] — k[V] é a projecio canonica 7(f) = f. Sejam D(z;) = v;
ev=(vq,...,v,). Para qualquer f € k[z1,...,x,],

Du(f)p) = 3_vid(H)) = 3 D(@)d(f)(p) = D(F)(p) = D),

pelo Lema 2.8. Mas D(f) = (D o7)(f) = D(f), donde D,(f)(p) = D(f).
Se I(V) = (f1,..., fs), entdo f; = 0 para todo j = 1,..., s e portanto

Dy(f;)(p) = D(f;) = D(0) =0,
e assim v € T,V. O

As Proposicoes 2.7 e 2.9 implicam que existe uma bijecao entre o conjunto de vetores
tangentes a V em p e o conjunto das k-derivacoes Dery(k[V], k,), a saber,
T,V — Derg(klV], k
v, (V) ) )
v — D
onde D(f) = D,(f)(p). Mais ainda, para quaisquer a € k e v,w € T,V vale que

n n

Doy = Z(sz’ +w;)0; = a Z v;0; + i w;0; = aD, + D,
i=1

i=1 i=1
e portanto, ¥ (av +w) = Dyyrw = aDy+ Dy = ath(v) + ¢ (w). Assim, ¢ é um isomorfismo
entre os espacos vetoriais T,V e Dery(k[V], k).

O isomorfismo ¢ nos da a seguinte definicao de espago tangente.

Definicao 2.10. Sejam V' uma variedade algébrica afim e p € V. Definimos T,V o

espago tangente a V' em p, como sendo o k-espaco vetorial dado por
T,V := Dery(k[V], k).

Exemplo 2.4. Para todo p € A", o espaco vetorial 7,A" tem como base o conjunto

0
ﬁ:{a_xl p}?

0

p? Y al‘n

) _of
= B, (p).

onde
a.fll'i p
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De fato, pela Proposicao 2.9, temos que para toda derivacao D € Dery(k[xy, ...,z kp)
existe um vetor v = (vy,...,v,) € A" tal que D = D,. Pelo Lema 2.6, temos que
D,(f) = Zﬁ;vlg—i(p) Logo B gera T,A™. Além disso, se existirem ay,...,a, € k tais

n Ox;

que > alg—f(p) = 0 para toda f € k[xq, -+ ,x,], entdo > aia—(p) = a; = 0, para todo
i=1 Ty i=1 Ty

] = 17. ..,n. Portanto g é LI

Definicao 2.11. Seja ¢ : V' — W um morfismo entre variedades algébricas afins. Exis-
tem um correspondente homomorfismo de anéis ®* : k[W] — k[V] e um homomorfismo
induzido d,® : Dery(k[V], k,) = Derp(k[W], ko)), isto é, uma k-transformacao linear
dada por d,®(D) = D o ®*, chamada diferencial de ® em p.

E facil ver que dp(P o V) = dy@p® o d,¥ e que d,® é um isomorfismo se ® o for.

Proposigao 2.12. Seja V' uma variedade algébrica em A", f € k[z1,...,x,) e V} o aberto
de V definido por Vy == {z € V| f(z) # 0}. O conjunto Vy € uma variedade afim e T,V
€ isomorfo a Ty(Vy).

Demonstragao. Consideremos F'(z1,...,2,,t) = 1 — tf(z1,...,2,) € klx1,...,2p,1] €

W= {(z,t) € V x A, F(z,t) = 0} C A""!. Definamos
D Vf — W
v — (z,1/f(2))
A aplicacao ® é claramente um isomorfismo e

K[V = Ky, . 2 1]/ (1 — tf (21, .., 20)) 2 K[V][L/S].

Para todo elemento D € T,V = Der(k[V], k,), a aplicacao

D' kVi] = kVIIL/ T — k
a _, ["@)D()(p) = m [ (p)D(f)(p)alp)
r (f™)*(p) '

¢ uma k-derivacao e a aplicagao

v T,V — Tp(Vf)
D — D

¢ um isomorfismo de k-espagos vetoriais. O]
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Corolario 2.13. Se U for um aberto afim de V' contendo p, entao T,U =T,V

O Corolario 2.13 expresssa o carater local da definicao de espago tangente de uma

variedade afim. Podemos entao fazer a seguinte definicao.

Definicao 2.14. Seja V uma variedade afim ou projetiva. Definimos o espago tangente
aV em p €V, denotado por T,V, como sendo T,U onde U ¢é qualquer aberto afim de V'

contendo p.

2.3 O Modbdulo das Diferenciais de Kahler

Seja A uma k-algebra. Nesta secao, vamos definir um A-médulo 4, juntamente com
uma k-derivagao d : A — (4, que satisfaca a seguinte propriedade universal: Para

qualquer A-moédulo M e qualquer k-derivagao D : A — M existe um tinico homomorfismo

de A-médulos f: Qu — M tal que D = fod.

Proposicao 2.15. Seja A uma k-dlgebra. Ezistem um A-mddulo Q4 e uma k-derivagao
d: A — Qup tais que para todo A-mddulo M e para toda k-deriwagao D : A — M, ewiste
um inico homomorfismo de A-mddulos pp : Qa — M tal que D = pp od, isto €, 3! ¢p

que faz o sequinte diagrama comutar,

—_— QA|k

M
Demonstracao. Consideremos o homomorfismo de k-algebras ¢ : A ®, A — A dado por

P(a®b) = ab e seja I = ker ¢. Definamos Q4 = I/1%. Podemos ver Q4 como A-médulo
t ¢
definindo a(}_ z; @ y;) = (a® 1) > x; R y;.
i=1 i=1
Definamos também a funcao
d: A — QA\k

a — 1®a—a®]l.

Dados c € ke a,b € A vale

dlca+b)=1®(ca+b)—(ca+b)@1=[c(l®a)+1Rb —[cla®1)+b®1] =

=cl®Ra—a®R1+1b—-bx 1 = cda + db.
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Logo, d é k-linear. Além disso, d é uma k-derivagao pois

dlab) =1®ab—ab®1=(1®a)(l®b) —(a®1)(bx1) =

=1®a(lob-0t1)+ (b)) (1®a—a®1)=adb+ bda.

Agora, sejam M um A-moédulo e D : A — M uma k-derivacao.

Definamos um homomorfismo de A-médulos @ : A ®, A — M por ®(a ® b) = aD(b).
t s t s
Se <Z(ai ®bi)> : (Z(cj ®d]~)> €* com )y (a;@b)€led (¢;®d;) € I, entao
=1

i=1 i=1 j=1
t s
segue que y_ a;b; =0e > ¢;d; = 0. Logo

=1 Jj=1

=l J=1 irj i

= Z aich(bz-dj) = Z CLiCjbiD(dj) + Z CLidejD(bz) = 0.
2% 2% 12

Sendo @ linear, conseguimos ®(/?) = 0 e podemos considerar o seguinte homomorfismo

de A-modulos

©Yp : QA|I~: — M

t t
2 T QY Z z;D(y;).

=1 i=1

Temos que pp od = D. De fato, para todo a € A vale

ppod(a) =pp(I®a—a®1)=¢p(I®a)—¢pla®1) =1D(a) —aD(1) = D(a).

Para vermos a unicidade de ¢p, seja 7 : 04, — M um homomorfismo de A-mdédulos

tal que D = 7 od. Entao,

O wmey) =1 @ )I0y —y o) =10 zdy) =Y z7(dy;) =
=Y @iD(y:) = ep(d_ 7 S i),
onde na primeira igualdade usamos que > z; ®y; € I se, e somente se, > z;y; = 0. Logo,

T =©YD- ]

O médulo €4, construido acima é chamado de mddulo das diferenciais de Kdhler.

Observamos que a este médulo estd associada a k-derivacao d.
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Proposicao 2.16. O ideal I da demonstracao da Proposicao 2.15 é gerado pelos elementos

I1®a—a®1l, a€ A como A-maodulo.

Demonstracao. Sendo ¢p(l®a—a®1) = a—a =0, temos (1Qa—a®1|a € A) Ckero = I.

S S
Reciprocamente, se Y (a; ® b;) € I, entao Y a;b; = 0 e portanto vale
i=1 i=1

S S

i=1 i=1

S U sa—me ) (—leb)+ > (10 ab) =

1=1 i=1

=S 1oa-—aol)(-1b) 1®Zau =
i=1

s

= iKl@ai_ai@l)](_l@bi) = Z(—1®bi)(1®ai—ai®1) € (I®a—a®1l]|ac A),

=1

e como (—1®b;) € A®, A pode ser identificado com —b; € A, temos o resultado. O
Corolario 2.17. Qu, € gerado como A-mdédulo pelos elementos da, com a € A.

Demonstragao. De fato, pela Proposi¢ao 2.16 temos [ = (1 ® a —a ® 1) como A-mébdulo.

1 I
Assim, sendo Q4 = T temos Qup = (1®a—a® 1| a € A) = (da) como A-médulo. [

Exemplo 2.5. Segue do Coroléario 2.17 que se A é uma k-algebra gerada por elementos
{Xa}rea, entdo Qup, é gerada pelos {dX)}rep como A-médulo. Em particular, quando
temos A = k[z1,...,x,] é 0 anel de polinoémios em n varidveis, entao Q4 ¢ um A-mdédulo
livre tendo {dz1,...,dx,} como base. De fato, esses elementos ja sao geradores. Para
ver que sao linearmente independentes sobre A, consideremos a combinagao i Pidx; =0,
P, € A e seja 0; a derivacao parcial em relacao a z;. Como visto na Prol;cl)sigéo 2.15,

existe um tinico homomorfismo de A-médulos ¢; : 4, — A tal que 9; = ¢;od. Portanto,

0=¢,(0 (ZPdmz) :iﬂgoj(dx ZP@ T;) =
i=1

Como isto vale para cada j € {1,...,n}, conseguimos o resultado.

Proposicao 2.18. Para todo A-médulo M, Hom(Qak, M) e Dery(A, M) sdo isomorfos

como A-mddulos.
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Demonstragdao. Basta considerarmos ® : Homa(Qap, M) — Der(A, M) definida por
®(p) = ¢ od. Claramente, ® é homomorfismo de A-mdédulos, e a Proposigao 2.15 nos

garante que ¢ é bijecao. O]

Dada uma variedade V e p € V, temos T,V ~ Dery(k[V], k,) e pela Proposicao 2.18
temos TpV ~ Homk[v](Qk[V”k, kp)

2.4 1-Formas Diferenciais Regulares

Sejam V C A" uma variedade algébrica, p€ Ve f = F € k[V]. Se v = (vy,...,v,) é um
vetor tangente a V em pe F € I(V), entdo > 0;F(p)-v; = 0. Dessa forma, se f = F = G
i=1

em k[V], entao FF — G € I(V) e >  0;F(p) - v; = > 0;G(p) - v;. Logo, podemos fazer a
i=1 i=1

seguinte definicao.

Definicao 2.19. Dado f = F € k[V], o funcional linear d,f : T,V — k definido por

dpf(v) =) OiF(p)- v
i=1
é chamado de diferencial de f em p.

Fixado f € k[V], definamos a funcao ¢y : V. — |J (T,V)* por ¢;(p) = d,f. Denota-
remos esta funcao simplesmente por df. e

Por abuso de notacao, escreveremos z; ao invés de x;. Observemos que, para todo
ponto p € V ei € {1,...,n} a aplicacdo d,z; : T,V — k ¢é por defini¢do dada por
dyxi(v) = zn:laj(xl)(p) -v; = v;. Logo, para qualquer f = F € k[V] ev € T,V

J

d,f(v) = Z O F(p) - v; = Z O F(p) - dyz(v).

Portanto, podemos escrever d,f = i 0, F(p)dyz; e df = i 0;Fdx;.

Consideremos o conjunto @[V]Zz(:lonsistindo de todaslzalts funcoes que associam cada
ponto p € V a um elemento em (7,,V')*. Observamos que df € ®[V].

Com a operacao de adi¢ao de fungoes, ®[V] é um grupo abeliano. Além disso, definindo
(fo)(p) = F(p)é(p), para cada f = F € k[V] e ¢ € ®[V], vemos que esta operacao estd
bem definida, pois se f = F = G em k[V], entdo F(p) = G(p), e assim ®[V] é um

k[V]-médulo.
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Lema 2.20. A aplicacao d : k[V] — ®[V], dada por d(f) = df é uma k-derivagao.
Demonstragio. Dados f =F,g =G € k[V] e a € k, vale
dlaf +g) = Z@i(aF + G)dx; = az O0;Fdx; + Z@-Gda:i =ad(f)+d(g).
i=1 i=1 i=1

Dessa forma, d é uma funcao k-linear. Também,

n

d(fg) = z": 0i(FG)dz; =Y (GOF + FO;G)dx; =

=1 i=1
=G> OiFdr;+F Y 0,Gdx; = gd(f) + fd(g),
=1 =1

o que mostra que d é uma k-derivacao. O

Definigao 2.21. Um elemento ¢ € ®[V]| é uma forma diferencial reqular em V se cada
ponto p € V tem uma vizinhanga U tal que a restri¢ao de ¢ a U pertence ao k[U]-

submédulo de ®[U] gerado pelos elementos df com f € k[U].

Assim, ¢ é uma forma diferencial regular em V' se, e somente se, em alguma vizinhancga
de cada p € V a aplicagao ¢ pode ser escrita na forma ¢ = i fidg; com f;, g; funcoes
regulares nessas vizinhangas, para cada i € {1,...,m}. -

O conjunto das formas diferenciais regulares sobre V' é um k[V]-médulo, que denota-

remos por Q[V].

Exemplo 2.6. (k infinito) Consideremos V' = A". Como visto no Exemplo 2.2, para

todo p € A" temos T,A" = A". Além disso, como

0 1, se 1 =7,
dpl‘j(a. ):61]: . .
Lilp 0, sei#j.

segue que dpT1,. .., d,x, é base para (T,A")* sobre k. Dada ¢ € ®[A"], ¢(p) € (T,A™)*,

n
ou seja, ¢(p) = > a;d,x; com a; € k. Portanto podemos escrever de maneira unica
i=1

¢ = > idz;, onde 1; 1 V — k é a fungao definida por ¢;(p) = a;.
=1

- I
Se ¢ € Q[A"] entao ¢ = > gjdh; em uma vizinhanga U de p com g;, h; € k[U]. Para
j=1
cada j € {1,...,l} existem polinomios P; e @); tais que os (); nao se anulam em U e
h; = P;/@Q;. Pela regra de derivagdo do quociente obtemos

“~ ([ 10P, P;oQ,
- _ 1 . 2.
=2, (Qj on Q7 on )" (23)




22

n
Substituindo as relagoes (2.3) na expressao de ¢, podemos escrever ¢ = > fidx; onde

i=1
as f; sao funcoes regulares em p. Pela unicidade da expressao de ¢ conseguimos v; = f;,
isto é, as 1); sdo regulares em p para todo p € A", ou seja, ©; € k[A"] = k[zq,...,x,] e
podemos escrever

QA"] = €D k(A" dx;.

Definicao 2.22. Chamaremos uma forma diferencial regular em A" de uma I-forma

polinomial em A™. Assim, uma 1-forma polinomial em A™ é dada por
w = aidry + -+ apdz,,

onde ay,...,a, € k[x1,...,z,]. Quando a4, ...,a, sdo todos homogéneos de mesmo grau
s, dizemos que w é uma 1-forma homogénea de grau s.
Diremos que um ponto p € A" é uma singularidade de w quando a;(p) = 0 para todo

ie{l,...,n}.

Observagao 2.23. Pelo Exemplo 2.5, temos que Qy(g, . 2,x € um klxy, ..., z,]-mddulo
livre com base {dzy,...,dz,} e através do Exemplo 2.6 conseguimos que Q[A"] é um
klxy,...,z,]-mbdulo livre tendo {dz1,...,dz,} como base. Dessa forma, estabelecemos

o isomorfismo de k[zy,. .., z,]-mddulos

QA" — Doyl

Observagao 2.24. Por definigdo, um vetor v é tangente a V' = V(F') no ponto p € V

n
se e somente se y 0;F(p) - v; = 0, ou seja, se e somente se d,F'(v) = 0. Dali, temos que

i=1
T,V = ker(d,F).

2.5 O produto exterior de 1-formas

Sejam 17,75 : A™ — k dois funcionais lineares. O produto exterior de 77 e T3, denotado

por 17 A'T;, é a aplicagao bilinear dada por
(Ty NTy)(u,v) = det =Ty (u)Tz(v) = T1(v) T (u).

Decorrem imediatamente das propriedades de determinantes que:
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1) T1 VAN (CLTQ + Tg) = CL(Tl VAN Tg) + (Tl VAN Tg)
i) Ty ATy = —(Ty AT
i) TAT =0.

Proposicao 2.25. Sejam Ty : A" — k e Ty : A" — k funcionais lineares nao nulos. Sao

equivalentes:

i) ker(T1) = ker(T);

ii) Ty e Ty sao maltiplos, isto €, existe X # 0,\ € k com Ty = \Ty;
iir) Ty N'Ty = 0.

Demonstracao. (i = ii) Seja {vi,...,v,—1} uma base para os nicleos e v, ¢ ker(T;).
Entao, {v1,...,0n-1,v,} é base de A". Dado w € A", temos w = a1v; + ... + a,vy,

T:(w) = a,T;(vy,) e

Entao T = ATy, onde A = T1(vy,)/T2(vy).

(ii = iii) Obvio.

(13t = i) Sejam u € ker(T7) e v ¢ ker(T71). Sendo (171 A Ty)(u,v) = 0, temos que
T1(u)T2(v) — Ty (v)Ta(u) = 0, o que implica em T3 (v)Ty(u) = 0. Como Ti(v) # 0 segue
que Ty(u) = 0. Logo, ker(7}) C ker(75). De forma anéloga, conseguimos a igualdade. [

Dadas duas 1-formas wq, wy polinomiais, o produto exterior de w; com wy € a aplicagao
wy Awy definida por (w; Aws)(p) = wi(p) Aws(p) e é chamada de uma 2-forma polinomial.
As propriedades do produto exterior de dois funcionais lineares sao transportadas de
maneira natural para o produto exterior de duas 1-formas; assim, valem w A w = 0,

wo Awy = —(w1 Aws) e wy A (aws + ws) = a(wy Aws) + (w1 A ws).



3 Folheacgoes em P?

Neste capitulo introduzimos a nocao de folheagoes algébricas bem como iniciamos as

discussoes sobre o Problema de Poincaré, assunto principal deste texto.

3.1 Campos Vetoriais em P?

Sejam P? o plano projetivo sobre k = C e p = (20 : 21 : z2) um ponto em P?2. Escreveremos
U ={(20:21: 22) € P?| 2; # 0} para cada i € {0,1,2}. Em U, temos a aplicagao natural
wo : Up — A? dada por ¢o((z0 : 21 : 22)) = ?, ?) = (z,y). Diremos que (z,y) sdo as
coordenadas locais em Uy e (zg : 21 : 22) S0 as goorodenadas globais. Da mesma forma, em
U, e Uy temos aplicagoes g e ¢a, respectivamente, dadas por ¢1((2o : 21 @ 22)) = (i—?, z—?)

e pa((z0:21: 29)) = (z—z, z—;) Observemos que ¢; o gpj_l ci(UiNU;) = oi(U;NU;) é

1
um isomorfismo para cada i, j. Por exemplo, ¢ 0 oy (z,y) = ¢1((1: 2 : y)) = (—, Q)
T T
Ao longo deste capitulo, escreveremos sem distingdo, para um ponto p € U;, sua
imagem ¢;(p) como p também. Por exemplo, se p € U; anula o polinémio homogéneo F'

nas variaveis zg, 21, 22, entao escreveremos que “p anula f”, onde f é a desomogeneizacao

de F' com respeito a z;.

Definicao 3.1. Um campo de vetores em uma variedade V' é uma funcao X que associa

cada ponto p € V' a um vetor tangente X' (p) € T,V
O exemplo a seguir descreve o espaco tangente a P? em um ponto p.

Exemplo 3.1. O espaco projetivo P? é coberto pelos abertos afins

U ={(20:21:2);2#0} =2 A% comi=0,1,2.

24
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Se p € Uy entao T,P? = T,Uj e

0
oxlp

)
"y

T,P? = Dery(k[z,y], k,) = <

)

onde © = z1/z9 e y = 29/29. A igualdade acima continua vélida se p € Uy ou p € Us,

fazendo-se as alteragoes necesséarias em x e y.

Segue do Exemplo 3.1 que um campo de vetores X em P? é dado localmente por um

par de fungoes a, b nas coordenadas locais (z,y), isto é,

0

) = a)5-| +00)5

b(p)(‘)_y »

Se a e b sao polinomios, dizemos que o campo é polinomial. Os campos trabalhados daqui

em diante serao polinomiais. Escreveremos simplesmente

X:aﬁ%—bg . (3.1)

Note que a expressao (3.1) nos dd uma descri¢ao do campo apenas nos abertos U; com

i € {0,1,2}. E natural entdo perguntarmos se ¢ possivel dar uma descricao global do
campo de vetores. A resposta é sim como veremos a seguir.

Primeiramente, ja que P? é construido identificando pontos de C? \ {0} que se encon-

tram na mesma reta pela origem, vejamos como um vetor tangente a C* em um ponto

p = (20,21,22) # (0,0,0) determina um vetor tangente a P? no correspondente ponto

p=1(20:21:22).

Observagao 3.2. Dado g € k[z,y] de grau m, seja A = 2"g(2, 2) a homogeneizagao de
g. Temos

0A 199 . 0A  m-19g

821 (z0,21,22) 0 ox —1 —3 822 (20,21,22) 0 ay (%7%)

- 0 o
De fato, se g = >~ a;x'y’, entao a_g(% y) =2 ayir Ty e
a

i, 0,J
Zm_l@ 21 2 _ m 1Za - [ <1 Za Mg il (3 2)
0 or 20 ij b ij 0 21 2 :

0A :
Como A = 3 a2 i) segue que 8—(20,21,22) Za”zzm 7141 Portanto
21
7]

provamos a primeira igualdade. De maneira analoga, prova—se a segunda.



26

Exemplo 3.2. Seja U o aberto afim de C* dado por
U=C*\ V(x) = {(20, 21, 22) € C3| z # 0}.

Definamos
o : U — C?

(20,21, 22) (ﬁ,@):@,y).

20 20

Para cada p € U, podemos considerar a transformacao linear

dpgb : TpC3 = TpU — T¢(p)]P)2
D — Do ¢,

onde
¢* . k[C?] =Clz,y] — Kk[U] = Clzo, 21, 22][1/20]

floy)  — f (——) .

20 20
Vejamos d,¢ em coordendadas. Denotemos por d; = 0/0z;, para j = 0,1, 2.
Dado D = agdg|,+a101|,+a2ds, € T,C* = T,U, com ag, a1, ay constantes e g € k[z,y],
temos

¢*(g9) =g

)

21 22 _A<Z0721722)
20 2o Zm

onde A(z, 21, 22) ¢ um polinomio homogéneo de grau m = grau(g). Observamos que

4D =antn (L) )+ o () <p>+a2ag<f4) p =
—a (RS )+ ( ) )+ o <_mA)
:a0<—z181 —2282 () <20m—1|—1> (,2032 )

(z0a1 - Zl(lo alA + ZQCLO)@Q
= m+1 (p>
o 1 Zl 81A 1 Z9 aZA

Na quarta igualdade usamos a férmula de Euler mA = 2000 A + 2101 A + 2205 A, ja que

A é homogéneo. Pela Observagao 3.2,

dpd(D)(g) = l[(al — zap)(p)0:9(p) + (a2 — yao)(p)dyg(p)]

20

20 - dpd(D) = (a1 — 1a0)(p)0ap + (a2 — yao)(p)ﬁy’p.
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Sejam Fy, Iy, I, polindmios homogéneos de mesmo grau e X o campo vetorial de C3
definido por
X = Foa() + F1(91 + FQ@Q.

Em cada ponto p € U considere
X, = Fo(p)dolp + Fi(p)dil, + Fo(p)al, € T,C* = T,U.
A analise ja feita mostra que

20 - dpd(Xp) = (f1 = 2fo)(P)Oulp + (f2 — y.S0) (D) Oy, (3.3)
onde f; = F;(1,z,y) para cada i € {0, 1, 2}.
O Exemplo 3.2 nos motiva a fazer a préxima definicao.

Definicao 3.3. Uma forma global de um campo vetorial X em P? é uma expressao da

forma

0 0 0
X=Fy—+F— + F,— 4
082’0 + 1821 + 2822’ (3 )

onde Fy, F', F5 sao polindmios homogéneos de grau d.

O campo vetorial X', dado na forma global como em (3.4) tem expressao local em Uy

dada por
Xu, = (fi —33f0)%+(f2 —yfo)(%a (3.5)

z 2
onde 7 = =% e y = 22 sdo coordenadas locais em Uy e filz,y) = Fi(1,z,y).
20 20

Da mesma forma que no Exemplo 3.2, temos expressoes locais para o campo X nos

abertos U; e Us. No aberto Uy, a expressao é dada por

0 0
Xy, = (f0—$f1)%+(f2—yf1)a—ya (3.6)

2 z
onde z = 2 e Yy = 22 $io coordenadas locais em U e fi(z,y) = Fi(z,1,y), enquanto no
21 <1

aberto U, a expressao ¢ dada por

Xy, = (f0—$f2)%+(f1 —ny)%a (3.7)

z z
onde = =2 e y = =% sdo coordenadas locais em Uy e filz,y) = Fi(x,y,1).
Z9 Z9
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Vale observar que o campo vetorial de P?

R—zi—irzijLzi
n 0820 1(921 2822

tem expressoes locais nulas, isto é, R é o campo nulo em P2. De fato,

0

=" (3.8)

Ruoz(x—l‘)gxﬂy—y)

Analogamente, mostra-se que Ry, =0 e Ry, = 0.

Chamamos o campo R de campo radial, ou campo de Fuler. As expressoes acima
mostram que R é o campo vetorial nulo em P?.

Um campo vetorial em P? nao possui uma tinica forma global. De fato, se um campo

X tem uma forma global

0 0 0
X=F—+F—+ F—
082’0 + 1821 + 2822’

onde os F; sao homogéneos de grau d, entao para qualquer polinomio homogéneo G de
grau d — 1 temos que X' = X + G'R é uma forma global de X', uma vez que R é o campo
nulo. Diremos que X e X’ diferem por um multiplo do campo radial e que X e X’ sdo
representantes do mesmo campo vetorial. Definimos o grau do campo vetorial dado em
(3.4) como sendo d.

Se X = Fydy + F101 + F»05 ¢ X' = Go0y + G101 + G20, sdo campos vetoriais de grau
d em C? que representam o mesmo campo vetorial em P2, entao X — X’ é multiplo do

campo radial. De fato, as formas locais em Uy de X' e X’ sdo respectivamente

0 0
XU(): Fl 17ﬁ7é _ﬁFO 1ai7é —+ F2 17ﬁvé _QFO 17ﬁ7é a
20 2o 20 20 2o ox 20 20 20 20 20 oy

0
X(/] = Gl 1,&,é —ﬁGO 1’2’@ —+ GQ ]-7ﬁ7é _QGO 1aﬁ7é
0 20 2o 20 20 20 ox 20 20 20 20 2o

e sendo o mesmo campo vetorial em P? temos as igualdades

(Fl (1aiaﬁ> _EFO (1aéaﬁ>) - (Gl <1aé7é) _ﬁGO (1727Q)> (39>
20 <0 20 20 20 20 R0 20 20 <0
20 <0 20 20 <0 20 <0 20 20 <0

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.9) por z4™, obtemos a igualdade

Z()F1 - ZlFo = Z()G1 - ZlGo, ou ainda ZQ(F1 - Gl) = Zl(FO - GQ) Dai, 20 | F() - Go,
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isto é, existe um polindomio homogéneo H de grau d — 1 tal que Fy — Gy = 2oH. Dai,
20(Fy — Gh) = z120H, ou seja, F} — G; = z;H. Finalmente, utilizando a igualdade (3.10)

conseguimos Iy — Gy = 2, H, de onde segue que X = X’ + HR.

0 0 0
Se X = Fo— + Fi1— + Fy——, definimos a divergéncia de X como sendo
820 821 82’2

oFy, O0F, O0F,
Div(&X) = + + .
( ) 820 821 (92’2
Observe que se o grau de X é d entdao Div(X) é um polinémio homogéneo de grau
d — 1. Para efeitos de contagem, vale observar que é nico o representante de um campo

vetorial de P? possuindo divergéncia nula.

Lema 3.4. Seja X um campo vetorial de grau d em P?. Eziste um tnico representante

X’ do mesmo campo vetorial tal que Div(X”) = 0.

Demonstragdo. (Existéncia) Se X’ é um campo vetorial de grau d em P? que representa
o mesmo campo vetorial que X, entao existe um polinémio homogéneo G € C|zy, z1, 23]

de grau d — 1 tal que X' = X + G'R, onde R é o campo radial. Logo,
Div(X’) = Div(X) + Div(GR). (3.11)

Como GR = Gzy0y + G2101 + G205, vale

0Gx)  0(Gn)  0(Gz) _ 0G  0G 0G4

DlV(GR) B 820 02’1 822 820 821 822

Mas sendo G homogéneo de grau d — 1, a relagao de Euler fornece

oG oG oG
ZO_Z + 218—21 + 226_2’2 = (d - 1)G

e assim, Div(GR) = (d + 2)G.

Desta forma, a expressao (3.11) pode ser reescrita como
Div(X’) = Div(X) + (d + 2)G. (3.12)

Portanto, tomando G = — Div(X)/(d+2), o campo X' = X'+ GR representa o mesmo
campo vetorial que X e Div(X”) = 0.

(Unicidade) Se um campo vetorial X” representa o mesmo campo de vetores que X
e Div(X”) = 0, entao existe um polinomio homogéneo H tal que X" = X’ + HR, e pela
equacao (3.12) temos que Div(X") = Div(X’)+ (d+2)H. Sendo Div(Xx”) = 0 = Div(X"),
temos H = 0 e portanto X" = X", H
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Seja Sy o espago vetorial dos polindmios homogéneos de grau d em S = k[z, 21, 22).
Uma base de Sy é o conjunto dos monomios zéz{z§ comi,j,k € Nei+j+ k=d. Para
i = 0, devemos ter j + k = d, e temos portanto d + 1 possibilidades para o par (j, k), ja
que (j,k) € {(0,d),(1,d —1),...,(d,0)}. Para i = 1, devemos ter j + k = d — 1, logo
existem d possibilidades. Prosseguindo o raciocinio, chegamos ao caso i = d, ficando com
j + k =0, onde s6 resta uma possibilidade: 7 = 0 e £ = 0. Desta forma, tais monomios
sao em numero (d+1)+d+---+1=(d+2)(d+1)/2.

Assim, o espago vetorial dos ternos de polinomios homogéneos de grau d em k|2, 21, 23],
S = {(go, F, FQE; € S4x Sqx Sq}, tem dimensao 3(d+2)(d+1)/2. Associando o campo

0
X = Fy— + F1— + F,— ao terno (Fy, F1, Fy), vemos, de acordo com o Lema 3.4 que
8,20 821 822

cada campo de vetores em P? tem um tnico representante no nicleo da transformacao

linear
T: 5393 — Sd,1
OFy, O0F, O0OF,
Fy. F) F)) —s L2, o
( 0 ! 2> 02’0 821 (922
Dado F = 3  ayrzizizb € Sqq tomemos Fy = 3 H%aijkzéﬂz{zlg € Sa.
it j+h=d—1 itj+k=d—1

Entao F = T(Fp,0,0) e T é sobrejetiva. Como dim S5 = dim(ker T') + dim(Im T'), temos
dim(kerT) =3(d+2)(d+1)/2 — (d+ 1)d/2 = (d+ 3)(d + 1).
Dai, conseguimos o resultado seguinte.

Proposicao 3.5. O conjunto dos campos vetoriais de grau d em P? é um espaco vetorial

e sua dimensdo € (d+ 3)(d+1).

Definicao 3.6. Uma folheacdo em P? é um campo de vetores de P?

0 0 0
X=F—+F—+ F,—
0820 + 1821 + 2622

modulo multiplos constantes nao nulos. Se grau (F;) = d, ¢ = 0,1,2, dizemos que a

folheacao tem grau d.

Segue desta definicao que o espaco das folheacoes de grau d em P? tem P+3)(@d+1)-1

como espaco de parametros. Em particular, as folheacoes de grau um tem P7 como espaco
de parametros.
Dado um campo de vetores X em P2, vamos definir o que é uma singularidade de X

Precisamos do préximo lema.
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Lema 3.7. Seja p = (2 : 21 : 22) € U; NU; um ponto que anula a expressao local do

campo vetorial

0 0 0
X_Foa_,Z()+Fla_Zl+FQa_Z2

de grau d em U;. Entao p anula a expressao local do campo X em Uj.

Demonstracao. Suponhamos que p € Uy N U; e que p anula a expressao local de X em

Uy, isto é,
21 22 21 21 22
Fl 17_7_ __FO 17_7_ :07
20 20 20 20 20 (3 13)
Z1 2o ) Z1 22 '
FB{l,——)——Fk(l,— —)=0.
20 20 20 20 20

Vejamos que p anula a expressao local de X em U;. Multiplicando a primeira equacao
d

de (3.13) por —Zg—ﬂ, conseguimos
<1
R (ﬁ, 1, @) R (@, 1, @> —0. (3.14)
<1 <1 <1 <1 <1
Ld+1
Multiplicando a segunda equagao de (3.13) por Z—H, conseguimos
<1

20 20 Z9 29 20 20 Z9
_F2 _717_ ___FO _717_ =0.
<1 <1 <1 20 %21 <1 <1

Usando a expressao (3.14) ficamos com

“p, (_01_> _mcp (_01_) 0,

21 21 21

e finalmente temos a relacao

Py (ﬁ, 1, Q) -y (@, 1, @> — 0. (3.15)
z

As expressoes (3.14) e (3.15) mostram que p anula a expressao local (3.6) de X em

Uy, como queriamos. O

Definicao 3.8. Um ponto p € U; € dito uma singularidade do campo X quando p anula

a expressao local de X em Us.

i — 2, O 2.0 3.0
Exemplo 3.3. Consideremos o campo de vetores X' = zjz15- + 21255, + %5, As

expressoes locais de X sao

0 0
_ 2 _ 2 _ _
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0 0
Xy, = (2% —2y?) = + (2° —y)—
0 0
Xy, = (2%y — 2*) o=+ (y — 2°y) —
vy = (@ = 2%) 5+ (y — 27y) 3y
o ~ ~ xy? — 2?2 =0
Na primeira expressao, a procura pelas solucoes comuns de nos for-

l—2y=0
nece trés solugoes: (z,y) = (1,1) ,(z,y) = (§,€%) e (z,y) = (£%,€), onde £ é a raiz cibica

da unidade. Sendo a expressao em Uy, temos zyp = 1,27 = x,25 = y, e dessa forma
conseguimos trés singularidades: (1:1:1),(1:&: &%) e (1:£%:¢). Observe que estes
trés pontos realmente anulam as expressoes em U; e U;. Olhando para a expressao em
U; conseguimos além das singularidades ja expostas a singularidade (0 : 1 : 0) e em U,
conseguimos também o ponto (0 : 0 : 1) como singularidade. Desta forma, o campo X

apresenta cinco singularidades.

Sabemos como transitar de uma expressao global para uma expressao local. Veremos

mais adiante como proceder na situagao inversa, isto é, da forma local para a global.

3.2 1-formas em P2

Definicao 3.9. Uma I-forma em P? é uma aplicacao w que associa cada ponto p € P? a

um funcional linear em T,,P?, w(p) : T,P*> — C.

Segue do Exemplo 2.6 da pagina 21 que uma 1-forma w em P? ¢ dada localmente por

um par de fungoes a;, as nas coordenadas locais (x,y), isto é,

w(p) = a1(p)dyr + az(p)dpy.

Se a; e ay sao polinomios, dizemos que a 1-forma é polinomial. As 1-formas trabalhadas

daqui em diante serao polinomiais. Escreveremos simplesmente
w = ardz + axdy . (3.16)

Observe que a expressao (3.16) nos d& uma descri¢ao da 1-forma nos abertos U; com
i € {0,1,2}. E natural ento perguntarmos se é possivel dar uma descrigao global da

1-forma. A resposta é sim como veremos a seguir.
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Observagao 3.10. Seja p = (29, 21, 22) € C?, 29 # 0, e ¢ como no Exemplo 3.2. Temos
as igualdades

1 Z1
d¢(p)$ = Z—Odpzl — Z—(Q)deO,

1 z9
d¢(p)y = Z—OdeQ — Z—gdeQ.

De fato, sendo 9; = 0/0z;, 1 = 0, 1,2, temos pela expressao (3.3) que

21 Z9 21
dyp (B 0 ") = d iy, - 2p,) = -2
o) © &) ¢<p>$( 2% 2 y> 2
. 1 1
dp(pyz(01 0 ¢*) = dyp)x %@ =

. 1
dp(pyx(0z 0 ¢*) = dg)™ (—ay) = 0.

20
Dessa forma, se D = agdpl, + a101|, + a20s|, € T,C* = T,U entao
doe(D 0 6°) = —a0" + a1 = ( —dyes — 0 ) (D)
xz O = —ap—= a1— = —dn,z1 — —d,Z .
#(p) OZ(Q) 120 % p~1 Z(z) p~0

De maneira analoga conseguimos a segunda igualdade.

Exemplo 3.4. Sejam U = {(2, 21, 20) € C?| 29 # 0} e w uma 1-forma em U dada por
w = ardx + asdy, onde d = max{grau(a;)| i = 1,2}. Dado um ponto p = (zo, 21, 29) € U,

temos pela Observacao 3.10 que

Z1 R92 21 R

w((p)) = ar (— —) dg(p)T + a (Z : —) gy =

307 20 0 <0

21 29 1 Z1 21 29 1 z9
=ay |\ —,— —dpzl — —2de0 -+ as | —, — —deQ — —2de0 =
20 R0 20 20 20 R0 20 20

z 21 % z 2] % 1 2] % 1 2 %

= |:—_;Cl1 (_17 _2) - %QQ <_17 _2):| dp20+ — (_17 _2) dpzl +—a (_1’ _2) deQ -
20 20 <0 20 20 20 20 20 <0 20 20 20

~ Ao(p) Ai(p) As(p)

= T d+2 d+2 d+2
20 20 20

deO + dp21 -+ deQ, (317)

onde Ag, Ay, Ay sao os polindomios homogéneos de grau d + 1 dados por

21 2 21z
d 1 22 1 22
Ay = 20 (—2’1@1 <—7 —> — 22G2 (—, —>) )

20 <0 20 R0

21 2

_ . d+1 1 <2

A = Zo @1\ —,— |,
20 <0

21 %

_ . d+1 1 <2
Ay =2 ay [ 22

20 20
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Uma conta simples revela ainda que zgAg + 21 A1 + 2245 = 0.
Observe ainda que sendo aiq € asqy as parcelas homogéneas de grau d de a; e ao,

quando —zayq — yasy = 0 teremos que zp é um fator comum de Ay, A1, Ay e simplificando

B B By
a expressao (3.17) conseguimos w(¢p(p)) = (;Sg) dpzo + ;Sq) dyz1 + dELl)d 29, onde
“ 0 <0

0
By, By, By sao os polinomios homogéneos de grau d dados por

21 % 21 %
d—1 1 22 1?2
By=zy | —za1 | — — )| —zaa | —,— ] |,
20 20 Zo )
21 2
d 1 2
BlZZOCh — ]
20 20
21 22
B, —zgaQ —, = .
Zo 20
Observe que zgBgy + 2181 + 29B5 = 0.

O Exemplo 3.4 nos motiva a fazer a préxima defini¢ao.

Definicao 3.11. Seja w uma 1-forma em P? dada localmente em Uy por w = a;dx + asdy

e d = max{grau(a;)| i = 1,2}. O grau da 1-forma é dado por

d, 5€  —XA1q — Yhaq 7’é 0,

d—1, se —xaiq— yasg =0,

onde a4 € asg sao as parcelas homogeéneas de grau d de a; e as, respectivamente.

Uma forma global de w em P? é uma expressao
Q= AodZO —+ A1d21 + AQdZQ, (318)

onde Ag, Ay, Ay sao os polindomios homogéneos de grau s + 1 dados por

A s 21 <2 21 22
0=% \ —=a1| —, — ) — %2\ —, — )
20 20 20 20

21 22
Al = ZS+1CL1 (z—, Z—) s (319)
0 <0
FA)
AQ = 28+1a2 (—, —) .
20 <0

Veja que
ZoAQ -+ ZlAl —+ ZQAQ =0. (320)
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Dada uma 1-forma na sua expressao global em P2,
O = Agdzg + Ardzy + Asxdzo,
com zpAg + z1A1 + 2045 = 0, as suas expressoes locais nos abertos Uy, Uy, Uy sao
Qu, = ardx + asdy,
onde a1 = A1(1,z,y) e as = Ax(1, x,y),
Qu, = bodx + bady,
onde by = Ag(z, 1,y), by = As(z, 1,y),
Qu, = codz + c1dy,
onde ¢ = Ag(z,y,1),¢1 = A1(z,y,1).

Exemplo 3.5. Consideremos a 1-forma dada em U por w = y%dx + zdy. Como s = 2

2
z z
2 2 1 2
Av=2 -z | — ) —2o— | = —2125 — 207122,
<0 <0

2
z
3 (2 2
Ay =2 <—> = 2073,
<0

z

3~1 2

As = 20— = 25%41.
20

temos que

Logo a expressao global da 1-forma é
Q= (—2125 — 202122)d20 + 2025d2 + 23 21d 2.

No processo de volta a Uy, a; = Ai(1,x,y) = y* e ay = As(1,2,y) = x, retornando a w.
Para a expressao local em Uy, fazemos by = Ag(x,1,y) = —y* — 2y, by = Ax(z,1,y) = 2°
e obtemos

Qu, = (—y* — 2y)dw + 2°dy.

Em U, fazemos ¢y = Ao(z,y,1) = —y —xy e ¢c; = Ay(z,y,1) = x, obtendo

Qu, = (—y — zy)dx + zdy.
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Observamos que o conjunto das 1-formas de grau d em P? é exatamente o nicleo da
transformacao linear

. 3
T S?Jrl — Sd+2

(Ao, A1, Az) = 2040+ 2141 + 2045,
Ja que a aplicacao T' é sobrejetiva, vale

dim(ker T) = dim S£8, — dim Syyp = 3(d+3)(d+2)/2 — (d+4)(d+3)/2 = (d+3)(d + 1).

Desta forma, o espago vetorial das 1-formas de grau d tem a mesma dimensao que o

espaco vetorial dos campos de vetores de grau d em P2,

Exemplo 3.6. O niicleo de uma 1-forma w em P2, expressa localmente por w = adx +bdy,
é a familia de campos vetoriais de P? dados localmente por ker(w) = {X)\| A € k}, onde
Xy =\ <_ba% + aa%). Portanto kerw é a folheacao de P? dada pelo campo de vetores

escrito localmente como X = _ba% + aa%.
Assim, colocamos a seguinte definicao

Definicao 3.12. Uma folheacao de grau d em P? ¢ dada por uma 1-forma
O = Apdzg + A1dzy + Axdzy
onde Ag, Ay, Ay sao trés polinomios homogéneos de grau d + 1 satisfazendo a condicao
2040 + 21 A1 + 2045 =0,

modulo multiplos nao nulos. Diremos que a folheacao é induzida pela 1-forma €2 e se um

campo de vetores x de grau d pertence ao ntcleo de €2 entao x e €2 induzem a mesma

folheacao de P2,

Observe que, considerando folheacoes de P? através de 1-formas, a dimensao do espaco

vetorial das folheacoes de grau d de P? serd (d+3)(d+1) — 1, como obtido anteriormente.

Definicao 3.13. Um ponto p € P? é dito uma singularidade da folheacao de P? induzida
pela 1-forma Q = Agdzo+A1dz1+Aadz quando Ag(p) = A1(p) = A2(p) = 0. Denotaremos
o conjunto de todas as singularidades de €2 por Sing(€2). Quando Sing(£2) for um conjunto

finito, diremos que a folheacao é saturada.
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Exemplo 3.7. Se w = a1dx + asdy é a forma local de Q2 = Agdzg + A1dz; + Aadzy em Uy,
nao podemos garantir que Sing(w) e Sing({2) sejam iguais. Os dois conjuntos coincidem
se, e somente se, Sing({2) ndo intersecta a reta no infinito Lo, = V(z). De fato, se

nenhuma das singularidades de 2 pertence a L., uma dada singularidade p = (1 : z : y)

de w é tal que A;(p) =0e Ay(p) =0. Como zp =1e

21 2

_ L d+1 1~
A1—Zo a1(—,— s

20 20

Ay = zg“aQ (ﬁ> ﬁ) )
Z0 R0
segue que a;(p) = 0 e az(p) = 0. Por outro lado, se p = (1 : z : y) é tal que a1(p) =0 ¢

az(p) = 0, entdo das relagoes acima temos A;(p) = 0 e Ay(p) = 0. Como vale a relagao

2040 + 21A1 + 2045 =0, e p & L, conseguimos Ag(p) = 0. Assim, p € Sing(2).

3.3 Relacoes entre Campos de Vetores e 1-Formas

Até aqui definimos uma folheacao de P? de grau d de duas maneiras. A saber,

i) como campos de vetores X = FoaizO + Flaizl + FQ%, com os F; de grau d, mdédulo

multiplos escalares;

ii) como uma 1-forma Q = Agdzg+ A1dz; + Aadzy, com os A; de grau d+ 1 satisfazendo

2040 + 2141 + 2945 = 0, moédulo multiplos escalares.

Nesta secao identificaremos a relacao entre campos de vetores e 1-formas em P? que
induzem a mesma folheacao de P2,

O campo de vetores dado globalmente por

9 9 9
X =ty g g

com os F; homogéneos de grau d, tem expressao local em U, dada por
0 0
X = — —_ _
v = (fi l’fo)ax + (f2 ny)ay

Pelo Exemplo 3.6, a expressao local da 1-forma em Uy que induz a mesma folheagao que
X é
—(fo = yfo)dz + (f1 — z fo)dy
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A expressao global da 1-forma acima é
Q= A()dZO + A1d21 + AQdZQ,
onde pelas equagoes (3.19), Ay, A1, A3 sdo dados por

AO = ZlFQ—ZQFl
A = —z2F + 2k

AQ = ZOFl — ZlFO'
Logo, a 1-forma tem expressao global
Q= (Zng — ZQFl)dZ() + (—ZQFQ + ZQFQ)le + (Z()Fl — ZlFO)dZQ.

De maneira resumida, a 1-forma associada ao campo de vetores representado por

X = FyOy + F101 + F50, é dada pelo determinante

dZo le dZQ
Q= 20 21 22
Fy, Fi F

Reciprocamente, dada uma folheacio de P? de grau d, induzida por uma 1-forma
O = Apdzg + Ardz; + Asxdze, podemos reverter o processo e encontrar Fy, Fi, Fy tais que
o campo X = Fy0y + F10; + F,0, induz a mesma folheacao de P2, Isto é possivel através

do resultado seguinte:

Proposicao 3.14. Se Ay, A1, Ay sao polinomios homogéneos de grau d + 1 satisfazendo
2040 + 21A1 + 22A5 = 0 entdao existem polinomios Fy, Fy, F5 homogéneos de grau d tais

que
AO = ZlFQ — ZQFl

Al = ZQFO — Z()F2
A2 = Z()Fl — ZlFO

Demonstrac¢ao. Como

ZoAO = —ZlAl — Z2A2 (321)

e 0s A; possuem grau d+ 1, 24 nao divide nenhum monoémio de Ay, caso contrario zAg

teria um monomio divisivel por zg+2. Assim, todos os monomios de Ay possuem fator z;
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ou z9 e podemos escrever Aqg = z1Fy — Fizy, para alguns Fi, F5, ambos homogéneos de

grau d. Substituindo em (3.21), temos
Zo(ZlFQ — Flzg) = —Alzl — AQZQ.
Agrupando os temos em z; e z3 na equagao (3.22), conseguimos

Zl(Zon + Al) == ZQ(ZOFl - Ag)

(3.22)

(3.23)

Portanto, z1 | (z0F1 — As) € 2 | (20F2+ A1), isto é, existem polindmios G3 e G4, ambos

de grau d, tais que
20 — Ay = 21G3

ZoFQ + Al = 22G4

(3.24)

Substituindo as equagoes (3.24) em (3.23), obtemos 220Gy = 2221G3, e dessa forma,

G5 = G4. Escrevendo G3 = G4 = Fy, surgem as relacoes

A2 = Z()Fl — ZlFO
Al = ZQFO - ZoF2 '

Exemplo 3.8. Consideremos o campo de vetores

0 0 0
X=zn—+(0+2n)7—+ (20+2+2)—.

820 621 622

A expressao local de X em U, é dada por

0 0
XUOZ(1+x—$2)%+(1+$+y—xy)a—y

e a 1-forma associada a Xy, é dada por

w=(vy —x—y—Ddr+ (1+x— 2°)dy.

Usando as relagoes (3.19), temos que a expressao global da 1-forma é

Q = (2021 — 2022 + 22)dzg + (2120 — 2021 — 2020 — zg)dzl + (zg + 2021 — 23)dz.

Observemos que valem Ay = 21 Fy — 29F1, A1 = 29F) — 20F5 e Ay = 20F — 21 F.
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Exemplo 3.9. Tomemos a 1-forma dada globalmente por
Q = 22129d20 — 2029d21 — zpz1d2s.

Vamos obter polinomios homogeéneos Fy, Fy, F5 de grau 1 tais que

Ay = 21Fy — »Fy
Al = ZQF() — ZoF2
Ay = 20 Fy — 21 F)

A Proposicao 3.14, além de garantir a existéncia de tais polinomios, fornece um método

para encontra-los. Seguindo as idéias de sua demonstracao, escrevamos
AO = (222) C 21— 0- 29,
ou seja, F1 =0 e Fy = 2z,. O polinémio Fy é tal que

ZQFl — AQ = ZlFO
20F5 + Ay = 20 F)

Substituindo F} e F5 no sistema acima, obtemos

Z20%1 — ZlFO
)
22’022 — 20k = ZQFO

donde conseguimos Fy = zy. Assim, um representante do campo vetorial que induz a

0
mesma folheacao que a 1-forma 2 é X = zp—— + 22—
0z 029

Poderiamos também escrever
Ay = (22) 2 (—21) T 22,

isto é, tomar F} = —z e Fy = 29. Neste caso Fy = 0. Obtemos assim o campo represen-

0
tado por X’ = —zla— + 228—. Apesar das diferentes escritas de X' e X’ eles representam
21 Z9

o mesmo campo de vetores em P2, uma vez que X = X’ + R, onde R é o campo radial.
Exemplo 3.10. As passagens campo«1-forma global fornecem um método para sairmos
da expressao local de um campo de vetores para uma expressao global do mesmo campo.

Como exemplo tomemos o campo de vetores, dado em Uy por

0 0

XKy = 1 4 y—.
Uo x8$+y3y
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A 1-forma associada a este campo é w = —ydz+xdy, cuja expressao global, por (3.19),
é Q) = —2odz1 +21dzo. Para obtermos a forma global de X', buscamos Fy, F1, F5 polinomios

homogéneos de grau 0, isto é, constantes, tais que

AO :Z1F2—22F1 OzleQ—ZgFl
A1 = ZQFO — Z()FQ = —Z9 = ZQF() — ZQFQ
AQ = Z()Fl — 21F0 21 = Z()F1 — ZlF()

Como Fy = —1,F; =0, Fy, = 0 é uma solugao, &y, é dado globalmente por X = —0,.

Sejam Q) = Agdzg + Ai1dzy + Asdzy e X = Fy0y + F10, + Fy0, uma 1-forma e um
campo de vetores que induzem a mesma folheacdo de P?. Seja p uma singularidade de
2. Por simplicidade, suponhamos que p € Uy. Entao, p anula a expressao local de €2
em Uy, que é w = a1dr + axdy, onde a; = A;(1,z,y). Como a forma local de X é
Xu, = —ag% + ala—y, segue que p é uma singularidade de X. Reciprocamente, se p € Uy
é singularidade do campo X, entao p anula a sua expressao local em U,. Pela relacao
campo~~1-forma local, p também anula w = aydx+ asdy, a forma local de €2 em Uy. Como
Ai(p) =0 = As(p), 20(p) # 0 e Agzg + A121 + Aszo = 0, conseguimos Ag(p) = 0. Estas

consideracoes mostram que as singularidades de X e de {2 sao as mesmas.

Lembrando as relagoes
Ag =21 Fy — 201

Ay = 2Fy — 2 by (3.25)
A2 = Z()Fl - ZlFO
vemos que as singularidades da folheacao sao dadas pelos zeros comuns dos menores 2x2

da matriz
20 21 2

F, F F

3.4 Curvas Invariantes

Definigao 3.15. Seja C' = V(F) uma curva reduzida irredutivel de P? e X um campo
vetorial de P? de grau d. Dizemos que C é invariante por X, ou ainda que C é solugdo
de X, se X(p) € T,C para todo p € C\(Sing(C) U Sing(X)).

Se C' é redutivel, dizemos que C' é invariante por X quando cada componente irre-

dutivel de C' for invariante por X.
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Se C' ¢ invariante por um campo de vetores X e F ¢é a folheacao induzida por X, entao

dizemos que C' é invariante pela folheacao F, ou que C' é uma folha da folheagao F.

Proposicao 3.16. Uma curva projetiva plana reduzida C' = V(F') de grau m, definida
pelo polinomio homogéneo F', € invariante por uma folheacao F induzida pelo campo de

vetores X de P? e de grau d se e somente se X(F) = HF para algum polindmio homogéneo

H de grau d — 1.

Demonstracao. Suponhamos que X' é dado por X = GO%+G1%+G28¥22, onde Gy, G1, G
sao polinomios homogéneos de grau d. Se X (F) = HF para algum polinomio H, temos
para p € C\(Sing(C) U Sing(X)) que

oF oF oF

X(F)(p) = Golp)5—(p) + G (p)5—(0) + Galp) 5 (p) = H()F(p) = 0.

Logo, (Go(p) : G1(p) : Ga(p)) € T,C e portanto C' é invariante por X.

Se C' ¢ invariante por X, entao X (p) € T,C para p € C\(Sing(C) U Sing(X)), isto é,
X (F)(p) = 0. Portanto, o polinomio X (F') se anula em C. Pelo Teorema dos Zeros, ver
Theorem 5.4 em [19], segue que X (F) € /(F) = (F) pois F' é reduzido. Assim, existe
H tal que X(F) = HF. Ja que X(F) e F sao polinomios homogéneos, H é homogéneo.
Comparando os graus na igualdade X (F') = HF, obtemos que o graude H éd —1. [

Se uma curva C' de P2, definida pelo polinomio homogeéneo reduzido F, é invariante

0
por um campo vetorial X = Gop— + G1— + Go——, entdo existe um representante X’

0z 0z Dz’

2
do mesmo campo de vetores tal que X'(F) = 0. Com efeito, seja m o grau de F. A

relagao de Euler nos da

p_ OF _OF  OF
m Zoa o Zl@ZI 22822;

e entao, pela Proposicao 3.16, vale

X(F) HF — H(Zan Zl oF 228F)

m 0z m8Z1 m Oze

Logo,
H or H OF H oF
G() — —Zo + G1 — 21| — + GQ — 2| — = 0
Dz m 0z m 07y
Colocando-se G} = G; — Hzl-/m, obtemos Gj, 8—F + G 2E + G gf = 0. O campo vetorial

=GhL 90 T G2 5. T Ghy; difere de X por um multlplo do campo radial, logo X' e A’

induzem o mesmo campo de vetores e X'(F') = 0.
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Observamos ainda que este fato continua vélido sobre P4 para qualquer corpo k alge-

bricamente fechado de caracteristica p tal que p { m.

Exemplo 3.11. A folheacao de P? de grau zero, induzida pelo campo vetorial

0 0 0
X = — — —
AOaZQ +>\1821 +>\28227

é tal que toda reta de P? passando por (Ao : A\ : Ag) é invariante. De fato, se uma reta ¢
passa por (Ag : A1 : Ag), entdo ¢ é dada por F'(zg, 21, 29) = agzo + a121 + azze = 0, onde
apAo + a1 A1 + ashy = 0. Como X (F) = apAg+ a1 A1 + ashe = 0 = 0- F, segue a afirmagao.
Mais ainda, se uma reta de P? nao passa por (Ao : A; : A2), ela nao pode ser invariante

pela folheacao.

Exemplo 3.12. A curva C definida por 2923 = 27 é invariante pela folheagao definida

pelo campo de vetores

0 0
X =-2 — 32—
2029 oo 327 2%

De fato, X (F) = —2229 - (323) — 327 - (22922) = 0. Observe que o campo vetorial X ¢

dado localmente em U, por

O sistema de equacoes diferenciais associado a Xy, é

2'(t) = —2y(1)
y(t) = —322(1)

que possui como uma solugao a trajetéria (x,y) = (¢72,t73). Assim, Xy, é um campo de

vetores tangentes a curva Cy = Cly, : y* = 2.

Exemplo 3.13. Para que a reta no infinito L, : zg = 0 seja invariante por uma folheagao
de grau d definida por X = Foa%o + FI% + Fg%, devemos ter X(zg) = Fy = Hzy para
algum H homogéneo de grau d — 1. Logo, para construirmos campos de vetores cuja reta
zop = 0 ¢ invariante devemos escolher polinomios homogéneos H de grau d — 1 e Fy, Fy,

ambos de grau d. Médulo os multiplos do campo radial, conseguimos que os campos que
Sd,1 X Sd X Sd

Sa—1 - (20, 21, 22)
é(d+1)d/2+2(d+2)(d+1)/2—(d+1)d/2 = (d+2)(d+1). Logo, temos um subespago

vetorial de codimensao (d+3)(d+1) —(d+2)(d+1) = d+1 dentro do espago dos campos

deixam L., invariante formam o espago vetorial sobre k cuja dimensao

vetoriais de grau d em P2
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Exemplo 3.14. Consideremos o campo vetorial X de P? dado por X = z5-2- a . Uma curva
plana projetiva C, definida pelo polinomio homogéneo reduzido F', serd invariante por X
se, e somente se, o polinémio F' nao depende de z;. Com efeito, se X'(F) = 202 6 =HF
para algum polinomio homogéneo H de grau zero, entao a potenma maxima de z; em gF
¢ menor que a poténcia maxima de z; em F. Logo H =0 e = 0. Reciprocamente, se F'
nao depende de z; entdao X'(F) = 0 = 0-F e F' é invariante por X . Em particular, a familia

de retas £, : zo = czg,c € C, é uma familia de curvas invariantes por X'. Localmente, o

campo Xy, = 8% tem como solugoes as retas y = c.

Exemplo 3.15. Consideremos uma reta ¢ de P2, definida por F' = agzg + a121 + asze = 0.
Sem perda de generalidade, podemos supor que ay # 0.

Se ¢ é invariante por uma folheacao de IP?, induzida pelo campo de vetores representado

0 0 0

por X = Goa— +G1— 9o +G26 entdo podemos assumir que X' (F') = 0. Dessa maneira,
<0 2o

aoGo + a1G1 + a2Gy = 0, e assim podemos escrever aoGy = —agGy — a1G. Como X e

a2 X induzem a mesma folheacao de P2, ela é induzida pelo campo asX dado por

0 0 0 0 0 0 0 0
agGoa—O—i—aQGla 1—a0Goa 2—a1G18 Py = Go (aga o) — CL0822>+G1 <(120—21 — alﬁ_zg) .

Em geral, se uma folheacao de P? deixa uma curva de grau um, determinada pelo
polinomio homogéneo F', invariante, entao tal folheacao ¢ induzida por um campo de

vetores da forma

v (2ED_OF 0N (OF 0 _9F 9 . (0F 9 _OF 0
0 822 621 821 822 ! (922 820 8z0 5’22 2 621 820 820 (921 )

No caso F = agzg + a121 + azzp ¢ X = GO%‘{‘Gl%"’GQ% com X (F) =0, temos
as #0= Hy =G, H, =Gy, H, =0
a1 #0= Hy = -G, H, =0,H, = Gy
ap #0= Hy=0,H, = -Gy, Hy = -G,

A proposicao seguinte generaliza este exemplo para curvas de grau maior que um.

Para simplificar a notacao, usaremos 0; para denotar

5’21» ’
Proposicao 3.17. Se uma curva suave C C P2, dada pelos zeros de um polinémio redu-
zido homogéneo F, € invariante por uma folheacdo de P?, entdo a folheagdo é induzida

por um campo de vetores da forma

X - H()(alFaQ - 82F81) —|— Hl(aoFaQ - 32F80) + H2(80F31 - 81F80)
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Demonstragao. Se grau(F') = 1, ja sabemos que o resultado é valido. Consideremos entéao
grau(F') > 2. Sendo C' uma curva suave, temos doF' # 0. De fato, se 9pF = 0 entdao F'
seria independente de z; e portanto o ponto (1 : 0 : 0) € P? seria uma singularidade da
curva C.

Sendo C' uma curva suave, temos também que 0;F ndo divide zero em S/(9,F) e
0, F ndo divide zero em S/{0yF,0,F), onde S = k[z, 21, 23] (este fato serd mostrado no
Capitulo 4, no caso de k[z, ..., z,], usando-se algumas nogoes de algebra comutativa).

Se a folheacao é induzida pelo campo de vetores X = Gy0y + G101 + G20> com
X(F) =0, entao

GoOoF + G101 F + G20, F = 0. (3.26)

De (3.26) conseguimos que G0, F = —GoOoF — G101 F, e assim, Gy - 0oF = 0 em
S/{(0yF,0,F). Como 0,F nao divide zero em S/(9yF,0,F), temos Gy = 0, ou seja,

Gy € (OoF, 1 F) e existem polinomios homogéneos by e bjs de mesmos graus tais que
Gla = bg200F' + b1201 F. (3.27)
Substituindo (3.27) em (3.26), obtemos
GoOoF + G101 F + bpa0gF 02 F 4 0120, F O, F = 0.

Segue que (Go + bpa02 F)OoF + (Gy + b1202 F) Oy F' = 0, ou seja,

(G + biadsF) - 0, F =0 € S/(0,F).

Como O, F néo divide zero em S/(9yF), devemos ter G1 + bj20oF = 0 em S/(0oF).

Logo existe um polinomio homogéneo by, tal que Gy + b1205 F = bg10gF'. Portanto
G1 = bp1OoF — b120, F. (3.28)
Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), ficamos com
GoOoF + bp1OgF O F — 1202 FOLE + boeOg F'Oo F' + b1201 FO.F = 0.

Logo, (Go+bp101F +bg20 F)0g F = 0. Como 9o F # 0 e S é um dominio de integridade,
Go + bg101 F + bgaOo F' = 0, ou seja,

GO = —b()l@lF — bOQaQF. (329)
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Usando as expressoes (3.27), (3.28) e (3.29), obtemos a seguinte expressao para o

campo X
X = Go0y+G101+G205 = —bg101 F'Oy—bpa02 F' Oy+bg1 0p F 01 —b1202 F'01+b20g F'Oa+b1201 F'Os.
Agrupando os termos em by, bgs € bjs obtemos
X = b1(0gF 01 — O FDp) + boa (0o F Oy — 02 F0y) 4 b12(01 F Oy — 02 F0y)
e escrevendo by; = Hy, byy = Hy e by = Hy conseguimos o resultado. O

Vamos estender a nocao de curva invariante para 1-formas em P2

Definicao 3.18. Sejam  uma 1-forma em P? e C' uma curva plana projetiva. Dizemos
que C ¢ invariante por € quando C é invariante por um campo vetorial X de P? que

induz a mesma folheacao em P? que .

Suponhamos que uma folheacdo de P? seja induzida por uma 1-forma global Q e
consideremos um campo de vetores X que induz a mesma folheacao em P2. Entao, uma
curva C' = V(F) C P? reduzida é invariante se para p € C'\(Sing(C) U Sing(Q)) temos
X(p) € T,C. Também, X(p) € ker(2(p)). De acordo com a Observacao 2.24 temos
T,C = ker(d,F'). Assim, sendo os espacos vetoriais ker(€2(p)) e ker(d,F') de dimensao
um, ker(Q2(p)) = ker(d,F) em todo p € C. Pela Proposicao 2.25 da pégina 23, temos
Qp)Ndp,F = 0. Se QAdF = Bydzg A\ dz + Boadzg Adza + Biadzy Adzs, entdo para p € C

temos B;;(p) = 0,0 <i < j < 2. Pelo Teorema dos Zeros, B;; = C;; - I e portanto
QANdF = F - (COl(dZO VAN d211> + C()Q(dZO N ng) + Clg(dzl N ng))
Assim, conseguimos o seguinte resultado:

Proposicao 3.19. Uma curva C C P? definida pelo polinémio homogéneo reduzido F ¢é
invariante por uma folheacdo de P2, definida pela 1-forma €2, se e somente se existe uma
2-forma n tal que

QNdF = Fn.

Exemplo 3.16. No Exemplo 3.13, determinamos os campos de vetores que deixam a

reta no infinito Lo, : 29 = 0 invariante. Vejamos a mesma situacao, na linguagem de
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1-formas. Se a 1-forma Q = Aydzg + A1dz; + Asxdze deixa a reta zg = 0 invariante, entao
QAdzg = Ai(dz1 ANdzg) + Aa(dza A dzy) = zon para alguma 2-forma 7, e assim a condigao
para que L, seja invariante é que zg | A; e zo | Ay. Lembrando a rela¢ao campo e 1-forma,

temos
A1 = 2Fy — 2 b

Ay = 2l — 21 Fy
e que zg | Fy, como obtido anteriormente.

Escrevendo A; = 2y B e Ay = 29 B5 e substituindo em zgAg+ 2141 + 2245 = 0 obtemos
Z(]A() + legBl + ZQZ()BQ = 0, IOgO AO + ZlBl + ZQBQ = 0.

Seja d = grau (£2). Entdo, grau(4;) = d + 1, grau(B;) = d e as 1-formas de grau d

que deixam L., invariante formam exatamente o nicleo da transformacao linear
T : Sqy1 X Sqg x Sg — Saq1
(Ao, Bi, Ba) — Ao + 2181 + 22585
Como um elemento f € Sy.1 é a imagem de (f,0,0) por T', T' é sobrejetiva e portanto
dim(ker T") = dim(Sgy1) + dim(Sy) + dim(Sy) — dim(Sz11) = 2dim(Sy) = (d + 2)(d + 1).

Obtemos que o espago das 1-formas de grau d que deixam a reta no infinito L
invariante formam um subespago vetorial de codimensao (d + 1) no espago vetorial das

1-formas de grau d em P2

Exemplo 3.17. Se uma curva plana projetiva suave C, definida pelo polinomio ho-
mogéneo reduzido F, é invariante por uma folheacao de P2, a Proposicao 3.17 nos diz que

a folheacao é induzida por um campo vetorial da forma
X = Hg(alFag — 82F61) + Hl((?OFE)g — 02F80) + H2(80F61 — 81F80)

para alguns polinomios homogéneos Hy, H;, H, de mesmos graus. Portanto, uma 1-forma

que deixa C' invariante tem expressao

Q= (ZngalF + lel(?OF + ZQHOaQF — ZQHQaOF)dZ()"_
+ (—onlﬁoF - ZoHoalF — ZngagF — 22H261F)d21+

+ (—ZoHOaQF + ZoHQa()F + z1H182F + ZngalF)dZQ.
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Usando que mF = 20y F + 2101 F + 220, F, onde m = grau(F'), podemos reescrever a

expressao de () como
Q= (—Z()HO + ZlHl — ZQHQ)dF + mF(HodZO — H1d21 + HQdZQ).

Assim, existem um polinomio homogéneo G e 1-forma n tais que 2 = GdF + Fn.

Também, um calculo simples mostra que 2 A dF = mFY, onde ¢ é a 2-forma

= (H081F+H180F) (dZQ/\le)+(H082F—HanF) (dZO/\dZQ)+(—H182F—H281F) (dzl/\dZQ).

3.5 O Problema de Poincaré para Folheacoes em P?

Nesta secao, vamos apresentar uma solucao para o problema de encontrar uma cota su-
perior para o grau de possiveis curvas invariantes por uma folheagao saturada F de grau
d em P2, Originalmente, tal questdo era abordada quanto a limitacdo do grau de uma
curva invariante C' em funcao apenas do grau d da folheacao, mas em geral é impossivel

de se encontrar tais limites.

Exemplo 3.18. Dados dois inteiros positivos p > ¢, a curva de grau p definida pelo
polindémio F' = z5 — 287927 é invariante pela folheagao de grau um definida pelo campo
0

vetorial X = pz;— + qzo—, ja que

821 822
X(F) = pzigel 20" + qopeh ' = pgPF.

Como podemos tomar p arbitrariamente grande, vemos que nao é possivel limitar o

grau de uma solucao qualquer de X.

Desta forma, o problema de se encontrar limites para o grau de possiveis solugoes
recebeu a seguinte “modificacao”: procurar limitar o grau de uma curva invariante em
funcao do grau da folheagao, impondo-se certas condigoes sobre tal curva, por exemplo
a exigencia de que todas as singularidades da curva sejam do tipo cruzamento normal,
como feito originalmente em [6] ou colocando-se também tais limites em fungao de outros
invariantes, como o género da curva, feito em [13] ou a altura da folheagdo, assunto
abordado em [20].

Nesta direcao, impondo a condi¢ao de uma solucao do campo ser uma curva suave

conseguimos imediatamente uma limitagao como decorréncia da Proposigao 3.17.
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Teorema 3.20. Se uma curva suave C C P?, dada pelos zeros de um polinémio reduzido

homogéneo F' de grau m fica invariante por uma folheacao de grau d entao m < d + 1.

Demonstrag¢ao. Sendo C' suave e invariante, temos pela Proposi¢ao 3.17 que a folheacao

é induzida por um campo de vetores da forma
X - H0(81F82 - 82F81) + Hl(aoFaQ - 32F80) + Hg(aoFal - (91F80),

para alguns polinémios homogéneos Hy, Hy, Hy. Como grau(F) = m e grau(X) = d,
temos d =grau(H;) + m — 1. Sendo grau(H;) > 0, conseguimos d —m + 1 > 0, ou seja,
m<d-+1. O

O Teorema 3.20 pode ser generalizado para folheacoes de grau um sobre P", com n > 2.
Com este objetivo, vamos estender a ideia de folheagoes definidas por campos de vetores
em P? para P*. No Capitulo seguinte, veremos as nocoes bdsicas que irdo nao somente
auxiliar nessa extensao, como também nos fornecerao outra solugao para o problema de

Poincaré.



4 Nocoes sobre feixes

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos de feixes sobre espacos topoldgicos e

alguns resultados sobre cohomologia que serao utilizados no préoximo capitulo.

4.1 Feixes sobre espacos topoldgicos

Definicao 4.1. Seja X um espaco topolégico. Para cada aberto U C X, associemos um
grupo abeliano (ou um anel comutativo) F(U) (o conjunto vazio a F(0) = {0}). F é dito
um pré-feize de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) quando a seguinte condigao é
satisfeita:

(PF) Para quaisquer abertos V' C U de X, existe um homomorfismo de grupos (ou de

anéis) pyy : F(U) — F(V) tal que:
i) puu = idrw)
ii) Para abertos W CV C U de X, vale

Pwu = Pw,v © Pv,U-

O homomorfismo py; ¢ chamado mapa de restrigao.

Um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) F sera dito um feize de
grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X se para qualquer aberto U C X e
qualquer cobertura aberta {U,},c; de U valem

(F1) Se s € F(U) ¢ tal que py, u(s) =0,V j € J, entdo s = 0.

(F2)Para cada familia {s;};c;, s; € F(U;) satisfazendo

pUiﬂUj,Ui(si) = pUiﬂUj,Uj (S‘])7ZJJ € ‘]7
existe s € F(U) tal que py, u(s) = s;, para todo j € J.

20
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Um elemento s € F(U) serda chamado de uma se¢do em U, onde U C X é um aberto.

Intuitivamente, a condi¢ao (F1) diz que se uma segao s € F(U) se anula em “todas as
partes” de U, entdo s = 0. Ja a condigao (F2) diz que se uma colecao {s;};e; de se¢oes
dos F(Uj) é tal que os elementos dessa colecao “coincidem nas intersegoes”, entao elas se
“colam” para formar um elemento definido na uniao desses abertos.

Observe que a extensao s € F(U) obtida na propriedade (F2) é tnica. De fato, se
t é outra extensao, isto é, py, y(t) = s;, para todo j € J, entdo py, (s —t) = 0. Pela

propriedade (F1), temos que s — ¢t = 0, ou seja, s = t.

Exemplo 4.1. Dado um espago topolégico X e um aberto U C X, consideremos o
conjunto C(U) = {f : U — R| f é continua}. Para x € U, defina (f+g)(z) = f(x)+g(z)
e (fg)(xz) = f(z)-g(x). Entao, C(U) é um anel comutativo. Para abertos V' C U, o mapa
de restricao py,y ¢ definido por pyvy(f) = f|v. Entao C é um feixe de anéis comutativos

sobre X.

Seja 0 uma base para os abertos do espaco topologico X. Os elementos de 3 sao ditos
abertos bésicos de X. Dizemos que F é um [-feixe quando a Definicao 4.1 ¢é vélida para
os abertos basicos de X, isto é, quando as propriedades (PF),(F1) e (F2) sao verificadas
sempre que W, V, U, U; sao abertos bésicos de X.

Sejam F um [-feixe e U C X um aberto. Definamos
Fo(U) ={(sq) € H F(Ua)| para abertos basicos U, C Uy, vale py, v (5y) = Sa}
UaCUUEB

com as operacoes

(Sa)UagU + (ta)UagU - (Sa + tﬂ)UagU (4‘1>

(SOC)UD@U ’ (ta)UagU = (Sa ’ tOé)UagU (42)

onde cada U, é um aberto basico de X, quando F for um [-feixe de anéis comutativos.
Se F é um [-feixe de grupos abelianos, consideramos apenas a operagao (4.1). Estas
operagoes sao fechadas em F,(U) e definem uma estrutura de grupo abeliano (ou anel
comutativo) em F,(U). Intuitivamente, uma fungdo em U é definida por suas restrigoes

nos abertos basicos. Dados abertos V C U C X, consideremos o homomorfismo

pvu:  F(U) — F(V)

(sa)vaco > (sy)u,cv-
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A aplicacdo p.yu satisfaz a condi¢do (PF) da Defini¢ao 4.1, e sendo assim F, é um
pré-feixe em X.

Para cada aberto U € 3, podemos definir um homomorfismo de grupos (ou de anéis)
ky @ F(U) — F(U) por ky(a) = (pu.v(a)),, cy- J& que U é um aberto bésico, existe

coordenada sy em (s,) € F.(U), sy € F(U) e podemos definir o homomorfismo

UaCU
vy + Fu(U) = F(U) colocando vy ((Sa)y,cy) = su- Como pyy = idrw), segue que
Ky © vy = idF,y € vy © ky = idrw). Em outras palavras, F.(U) e F(U) sao isomorfos.
Através deste isomorfismo, se V' C U sao abertos basicos, temos que py,y = vy 0 p.yyoky.
Podemos entao ver p.ypy como extensao de pyy em abertos bésicos, por isso daqui em

diante escreveremos F(U) no lugar de F.(U) assim como pyy no lugar de p.yp, sem

qualquer prejuizo.

Proposigao 4.2. Seja F um [-feixe sobre X. Entao F, definido em cada aberto U C X

como acima e com as fungoes pyy, € um feize sobre X.

Demonstragao. Nos resta mostrar que sao satisfeitas as condigoes (F1) e (F2). Tomemos

um aberto U C X e U = |J U; uma cobertura aberta de U.

jed
Seja V' um aberto bésico contido em U. Temos V = |J(VNU;) = |J Wj, onde
jeJ jeJ, leL
VNU; = |J W é cobertura de V N U; por abertos basicos.

IeL
Se s € F(U) é tal que py, v(s) = 0 para todo j € J, entao

/)le,V(PV,U(S)) = ijl,U(S) = (ijl,VMUj O PvnU;,U; OPUj,U)(S) = PW;,vnU; (Pvaj,Uj(O)) =0.

Como F ¢ p-feixe e Wy, V sao abertos bésicos com V = |J Wj;, vale pyy(s) = 0.
jeJleL
Sendo s = (s,) € I F(U,), temos que toda componente de s é nula, e assim s = 0.
Ua CUUEB
Conseguimos a condicao (F1) de feixe.

Seja agora uma colegao {s;}ics tal que puy,nu; v (i) = pu,nu,v,(s;). Dado um aberto

bésico V' contido em U, sejam VNU; = YWy e VNU, = |J Wiy coberturas por
leL meM
abertos basicos. Para quaisquer [ € L,m € M vale

PW,m "W, U;NU; © pUiﬁUj,Ui(Si) = PW,;mnW;,U;NU; © PUmU]-,Uj(Sj)

PWim W1, Us (81) = PWimOW;,,U; (sj)

PWimn W1, Wi (lOWimin (Sl>> = PWimW;, Wy (ijl,Uj (Sj))'
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Sendo V' = (J W) uma cobertura de V por abertos bésicos e F um [-feixe, existe
jeJ, leL

sy € F(V) tal que pw,,, v(so) = pw,,, v,(si)-
Defina s = (s,) € J[ F(V). Seja Z C V um aberto basico, digamos com a

VCUvVep

cobertura por abertos basicos Z = |J W;,. Entao W;,, C Z C V e portanto vale que
i€l meN

pwin, Ui (81) = pwi, v (Se) = pwi,.z(pzv(sy)). Dal, pzyv(s,) = s,, obtido na colagem em
Z, isto é, s, ¢ o elemento tal que pw, z(s.) = pw,,v:(s:). Dail, s € F(U). Se V C Uj,

entao para todo Wj,,,

Wi v (PVU(5)) = pwi v (S0) = P Ui (81) = pwi v (Pviu,(84)).

Como a extensao a F (V') é unica, ja que os Wy, e V sdo abertos bésicos e F é [-feixe,

temos py.u(s) = pvu,(si). Logo
pvu(pu,u(s)) = pru(s) = pvu(si),

donde conseguimos pyy, (pu,v(s) — si) = 0. Uma vez que isto vale para todo aberto

basico V' contido em U;, U; = |J e ja provamos a propriedade (F1) de feixe, temos
VCU;,Vep

pu,u(s) —si = 0, isto é, py,u(s) = s;. Portanto, s extende as segdes s;, provando a

validade de (F2). O

A Proposicao 4.2 nos diz que para definirmos um feixe em X basta definir um g—feixe

numa base  para os abertos de X.

4.2 O stalk de um feixe num ponto

Nosso objetivo nesta secao é, dado um ponto sobre um espaco topolégico X, identificar
secoes de um feixe F em abertos distintos contendo tal ponto que se restrigem a mesma
secao em um aberto menor, ainda contendo o referido ponto.

Seja X um espaco topolégico e F um feixe sobre X. Fixemos ainda um ponto z € X.

No conjunto

T={(tV)teFV),xzecV,V CX aberto},

definamos a relagao ~ dada por

(s,U) ~ (t,V) < Jaberto Z C X,z € Z CUNV tal que pzv(t) = pzu(s).
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A relagao ~ é claramente reflexiva e simétrica. Mais ainda, é transitiva. De fato,

(s,U) ~ (t,V) = Faberto Z; CUNV tal que pz, v(t) = pz, v(s),
(t,V) ~ (r,W) = 3J aberto Z, CV NW tal que pz, w(r) = pz,v(t).

Considerando Z3 = Z; N Z5, teremos

P23,0(8) = 23,2, © P20 () = Pz5, 20 © P21,V (1) = pzy v (8) =
= p23,2, © P2,V (V) = p25,25 © pzo,w (1) = pz,w(r),
logo (s,U) ~ (r, V).
Portanto, ~ é uma relagdo de equivaléncia. O quociente T/ ~ é chamado o stalk, ou
talo, de F em x e é denotado por F,.

Assim, um elemento s, € F, é uma classe de equivaléncia (s, V'), onde V' é um aberto

de X comz € V e s € F(V). Chamamos esta classe de o germe de s em z.

Se V C U sao abertos, entdo (s,U) = (pyu(s),V). Definamos em F, as operagoes

(37 U)+(t> V) = (pUﬂV,U(S)’ un V)"i_(pUm/,V(t)? un V) = (pUﬂV,U<3) + /OUﬂV,V(t)a Uun V)’

(s,U) -, V) = (puavw(s), UNV) - (puavy (), UNV) = (puavu(s) - puavy (1), UN V),
a ultima se F ¢ feixe de anéis comutativos. Estas operacoes estao bem definidas e F, é
um grupo abeliano (ou um anel comutativo).

Dados V' C U abertos de X e uma segao t € F(U), podemos definir um homomorfismo

vy : F(U) — F, dado por ¢y (t) = (t,U). Entao,

ev(pvo(t)) = (pvu(t),V) = (t,U) = pu(t).

Dessa forma, ¢y o pyy = ¢u, isto é, o seguinte diagrama comuta.
F(U)
&‘
PV,U @) Fa
e
F(V)
Observacao 4.3. A construcao do stalk de F em x € X leva em consideragao apenas a
propriedade (PF) de pré-feixe, e nao as propriedades (F1) e (F2) na Defini¢ao 4.1. Logo,
para construir o stalk de F num ponto z € X é necessario para J apenas a estrutura de

pré-feixe.
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4.3 O espectro de um anel

Nesta secao iremos construir um feixe sobre um espacgo topolégico particular, o espectro

de um anel.

Definigao 4.4. Seja A um anel comutativo. O espectro de A é o conjunto dos ideais

primos de A. Escrevemos Spec A para o espectro de A.
Para cada ideal I C A seja V(I) = {P € Spec A| I C P}.

Proposicao 4.5. Para ideais I,J, I\, com A € A, de um anel comutativo A, valem as

sequintes propriedades:
i) V({0}) = Spec A e V(A) =0;
i) V((IH)UV(J)=V(INJ);

i) N V(L) =V(S ).

AEA AEA

Demonstragao. 1) Como {0} C P para todo ideal primo P C A, vale V(0) = Spec A.
Além disso, como nenhum primo contém A, uma vez que A nao é primo. Logo

V(A) = 0.

ii) Se P € V(I) entao I C P, logo INJ C P, ou seja, P € V(I NJ). Dessa maneira,
V(I) CV(INJ). Da mesma forma, temos V(J) C V(I NJ), de onde conseguimos
VIHuV(J) CV(INnJ). Se Pe V(INnJ), entdo I NJ C P. Se I nao estiver
contido em P, entao existe a € I tal que a ¢ P. Para qualquer b € J, vale ab € I'N.J
e portanto ab € P. Mas sendo P primo e a ¢ P temos que b € P. Isto valendo
para todo b € J nos dd J C P, ou seja, P € V(J). Logo, P € V(I) UV (J), e disto
VINJ)CV({I)UV(J). Segue a igualdade desejada.

iii) Se P € [\ V(I,) entao para todo A vale I, C P, o que implica em »_ I, C P, ou
seja, P éeAV(Z I)). Agora, seja P € V(D> 1)), isto é, Y I, C P. Parg cada A € A
vale I, C P, o/\u seja, P € V(I,), o que nos d& a igualdade requerida.

O
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A Proposicao 4.5 nos diz que o conjunto {V(I)| I C A} C Spec A induz uma topologia
em Spec A, ao definirmos V' (I) como os conjuntos fechados. Esta topologia é conhecida
como topologia de Zariski de A. Um conjunto aberto nesta topologia é o complementar
de algum conjunto fechado V' (I). Assim, os abertos da topologia de Zariski de A sao os

conjuntos do tipo
V(I)¢ = {P € Spec A| I nao esta contido em P}.
Para um elemento f € A, escreveremos

Xp =V ={PeSpecA|l f &P}

O lema seguinte nos mostra que § = {Xy| f € A} forma uma base para os abertos em
Spec A.

Lema 4.6. Para um ideal I C A vale V(I)* = |J Xy. Mais ainda, se I = (f1,..., fm)

fel

entdo V(I)* = | Xy,.
i=1

Demonstracao. Para f € I, se f ¢ P temos que I ndo estd contido em P, e assim
Xy CV({I)e U Xy CV(I) Tomemos agora P € V(I)°. Entao I nao é subconjunto de
fer

P, ou seja, existe f € I com f ¢ P, donde P € X;. Consequentemente, V(I)° C [J X;.
ferl

m

Agora, se I = (fi1,..., fm), ja temos |J Xy, C V(I)°. Se P nao contém I, entao algum
i=1

dos f; nao esta em P, pois se todos estivessem, entao I C P ja que os f; geram [, e assim

P € Xy, para algum i € {1,...,m}. Portanto, P € |J Xy,, como desejado. ]
i=1

De acordo com a Proposicao 4.2, para definir um feixe sobre Spec A basta definir um

p-feixe sobre § = {Xy| f € A}. Neste caminho, o seguinte lema serd fundamental.
Lema 4.7. Para elementos f e g em A, temos as sequintes propriedades:

i) XN Xy = Xyy;

i) X, C Xy se, e somente se, g € \/<T)

iii) Se f € invertivel, entio X; = X.
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Demonstragao. 1) Se P € Xy N X,, entdo f ¢ P e g ¢ P e uma vez que P é primo,
segue que fg ¢ P, ouseja, P € Xy, Se P € Xy, temos fg¢ P,edai f¢ Peg ¢ P,
o que fornece P € X; N X,. Logo, X; N X, = Xy,.

ii) Por Proposition 1.14, [1], pag. 9, temos y/(f) = () P, assim X, C X; < todo

feP(primo)

primo P com g ¢ P étal que f ¢ P < g € \/(f).

iii) Se I C A é um ideal que contém f, ele contém 1, e portanto, I = A, e I ndo é primo.
Assim, dado um ideal primo P € X, f ¢ Pe P € X;. Como X; C X, conseguimos
a igualdade.

]

Definigao 4.8. Seja A um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto S’ C A é um

sistema multiplicativo em A quando para a,b € S’ vale ab € 5.

Seja S’ C A um sistema multiplicativo, e consideremos o conjunto
a !
AS/:{—‘ CLEA,SES}.
s
a b
Para elementos — e 7 € Ag, definamos
S
a b ,
Pl Jr e S tal que r(at — bs) = 0.
s
A igualdade em questao é de fato uma relacao de equivaléncia e quando A é um dominio

e 0 ¢ 5" a condicao a direita se reduz a at — bs = 0.

Podemos ainda colocar em Ag as operacoes

a b at+bs a
_+_ — e —
S t st S

st

l_) ab
t

que estao bem definidas e dao a Ay uma estrutura de anel comutativo. Chamamos Ag

de a localizacdo de A em S’.

Exemplo 4.2. Quando D é um dominio, o conjunto S” = D\{0} é um sistema multiplica-
tivo e Dg/ é exatamente o corpo de fracoes de D. Neste sentido, o conceito de localizagao

generaliza o conceito de corpo de fragoes a anéis que nao sao dominios.
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Exemplo 4.3. Seja P um ideal primo de um anel comutativo A. Entao, A\P é um

sistema multiplicativo e podemos entao localizar A em A\P. Escreveremos
a
Ap=Agp = {E| abe Abd P}

e o chamaremos simplesmente de a localizacao de A em P. Observemos que um elemento

a L ) , b, . a ,
7 € Ap ¢é invertivel se e s6 se a ¢ P, e neste caso — é seu inverso. O elemento 5 ¢ nao
. p . Lo~ s , a c
invertivel quando a € P. Assim, o elemento neutro 1 é nao invertivel. Se 7 e p Sa0

- . L. . a c ad + bc
nao invertiveis entao — + — =

b d , bd

nao invertivel. Para qualquer ? vale

¢é tal que ad + bc € P, ou seja, ¢ um elemento

e ae ., .
= — com ae € P, ou seja, é elemento nao

a
b f  bf

invertivel. Isso mostra que o conjunto
m = {z € Ap| x nao é invertivel}

¢ um ideal de Ap, e m é o Unico ideal maximal de Ap. Dai, Ap é um anel local.

Dado f € A, definamos
Af:{fim\geA,mGZ,mZO}.

O conjunto {1, f, f,..., f™,...} é um sistema multiplicativo e A; ¢ portanto a lo-
calizacao de A nesse conjunto, chamada localizacao de A em f. Quando f é nilpotente,
f € P para todo ideal primo P de A e assim Xy = 0 e Ay = {0}. De fato, se f é
nilpotente, entao % = % Com efeito, se f™ =0, entao f™(gf — 0f™) = 0.

Seja X = Spec A e consideremos a correspondéncia Ox que associa cada Xy a Ay, e
em particular associa o conjunto vazio ao anel trivial.

Nosso objetivo agora serd mostrar que Oy é um feixe sobre X = Spec A. Para comegar,
precisamos definir um mapa de restricdo que atenda a condigao (PF) de pré-feixe, como
na Defini¢ao 4.1, na base f = {X;| f € A}.

De acordo com o Lema 4.7, dados elementos f,g € A, se X, C Xy entao g € \/m, e
assim existe um inteiro positivo n e um elemento a € A com ¢" = af. Essa relagao induz

um homomorfismo

,OXg,Xf: Af — Ag
T a™r (4.3)

— — .
fm gnm
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Lema 4.9. Para elementos f,g € A com X, C Xy, a aplicagdo px, x, definida em (4.3)
esta bem definida e € unicamente determinada por f e g, isto €, nao depende da particular
escrita de g em relagao a f.

s
Iz

tal que f*(rf' —sf™) =0, px,.x; (fLm) —

,
Demonstragao. Sejam —— = em Ay, e ¢g" = af. Entao, existe um inteiro positivo h

l

r (s) as
€ Px,.X - :_n' Oo1mo
gnm g f fl gl

am

gnh(amrgnl_alsgnm) _ ahfh(am,ralfl_alsamfm) — ah+m+lfh(,,,,fl_sfm) — ah-l—m-i—l‘o =0,

als amr

vale — = —-.
gn gmn
Agora, se ¢" = af e g¥ = bf sdao duas escritas de g em relacdo a f, o uso da primeira

( r ) amr
pX ’X _m - nm
g f f g

T bmr
pX97Xf f_m = gk_m

Mas a™rgk™ — bmrg"™ = a™rb™ f™ — b ra™ f™ = 0; em outras palavras,

Assim, py, x, estd bem definida.

expressao nos da

e a segunda expressao nos da

m

amr  bMr

gnm - gkm
J& estamos com condigoes de mostrar que os homomorfismos px, x, satisfazem as

condicoes de pré-feixe na base § = {X;| f € A}.

Lema 4.10. Para elementos f,g,h € A, o homomorfismo px, x, definido em (4.3) satis-

faz as sequintes propriedades:

i) Para X, C X, C Xy vale px, x; = px,.X, © PXg.X;-

Demonstracao. Uma vez que f = f, isto é, f1 = 1f, vale px;x; = ida,. Agora, se
g" =af e h® = bg, entao para qualquer fLm € Ay vale
r B amry _b""a™r
PXp,Xg (PXg,Xf <f_m)> = PXp.Xg (an) = Tpemn
Também, h*" = 0"g" = b"af, logo px, x, <fLm) = bq:;#, o que nos dé a igualdade. [J

Os dois préximos teoremas sao os principais resultados desta secao.
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Teorema 4.11. Sejam f, f, elementos de A. Se Xy = |J Xy, e a € Ay € tal que
a€el

px;,.x;(a) =0 para todo o € A, entdo a = 0.

Demonstragao. Escrevamos a = 9 g€ A esejal ={he Al hg=0}. O conjunto I é

fm
um ideal de A, e
9 . . .. n. n
a—f—m—OemAf<:> 3 n inteiro positivo com f"g=0< f* el < feVI.
Suponhamos entao que a # 0 em Ay. Vale f ¢ VI, e sendo VI = (| P, existe

ICP(primo)

um ideal primo P € Spec A tal que I C P e f ¢ P, ouseja, P € Xy. Sendo Xy = |J Xy,

existe a € A tal que P € X, ou seja, fo ¢ P. Logo, a e px, x,(a)sdo elementos de Ap,

ese fi = bf, temos px, x,(a) = I J4 que gflm =0"gf™, entao, como elementos em

IR

Ap, temos a = px, x,(a) = 0. Dessa forma, existe ¢ ¢ P com c-g = 0, pois a = % =0
em Ap. Portanto ¢ € I e ¢ € VI, o que implica em ¢ € P, contradicdo. Logo, a = 0 em
Ay O

Antes de provarmos o préximo teorema, necessitamos de mais um resultado:

Lema 4.12. Seja A um anel comutativo e X = Spec A. Entio X = |J Xy, se e somente
acA
se o ideal (fo| a € A) € igual a A.

Demonstra¢ao. =) Dado um ideal primo P C A, temos P € X, logo existe a« € A com
P e Xy, , ou seja, f, ¢ P. Portanto, o ideal (f,| @ € A) ndo esta contido em nenhum
ideal primo, em particular em nenhum ideal maximal. Segue que (f,| a € A) = A.

<) Sendo (f.| @ € A) = A, nenhum ideal primo contém (f,| a € A), assim dado um

ideal primo P € X existe a com P € Xy, , donde conseguimos a igualdade. O

Se A = (f,| a € A), podemos extrair uma quantidade finita de elementos fo,, ..., fa
I
com ) gjfa, = 1, ouseja, (fo,| 1 <j <) = A. Assim, temos como consequéncia direta
=1

do Lema 4.12 o seguinte resultado:

Corolario 4.13. Dado um anel comutativo A, o espago topologico X = Spec A € quasi-

compacto, isto é, dada uma cobertura aberta X = |J Uy podemos extrair uma subcobertura
AEA

I
finita X = |J U;.
=1

J]=
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Teorema 4.14. Sejam f, fo € A, a € A. Se Xy = |J Xy, e a familia {ga}tacr, com
aEA
Ja € Ay, € tal que
praf37Xfa (ga) = pr"‘fB’XfB (g5>7

entao existe g € Ay satisfazendo g, = px, x; (9), para todo o € A.
Demonstragao. Podemos construir um homomorfismo natural ¢y : A — Ay dado por

’
o(r) = Tf Escrevamos 7 = ¢(r). Se X, C X, vimos que existem n > 0 e a € A com

g" = af Desta maneira, podemos definir os homomorfismos

b: Ay — (A v: (Ag — 4
r r ¢ r/f* ar
e 7

0s quais sdo inversos um do outro. Logo, A, e (A;); sdo isomorfos. Escrevamos A = A;
e X = Spec Ay. Entao,
Xf:YeXfa :yfia

Dessa forma, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f = 1, e nesse caso,

nossa hipdtese se torna
X=Jx..
acA

l

Utilizando o Corolario 4.13, podemos extrair uma subcobertura finita X = J Xj,.
j=1

Sendo que, para cada j € {1,2,...,1l}, g; = aj/f;nj € Aj,eg; = aj/fjmj = f;nimjaj/f;”,
onde m = my +mgy+ ...+ my, podemos supor que todos os g; possuem os denominadores
. , a;
com mesmo expoente m, isto é, g; = f—il
J
Como por hipétese as restrigoes de g; a Xy, e de g; a X,y sao iguais, temos

B fjma,l B o fimaj
PXpip,xi(90) = (Ffym — P (9) = (fif)™

Portanto existe N;; tal que
(Fif )N (fa; — fa;) =0, {i,5} € {1,2,...,1}.

Escolhendo qualquer N > max{N;; + m| {i,j} C {1,...,l}} observamos que vale

gi=Y _ 5
i = Fm T N T N
1 f; 1

e considerando essa escrita temos

aff —d,fN =o0. (4.4)
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!
Também, vendo que X, = X ,~, conseguimos X = [J X;v. O uso do Lema 4.12 nos dd
J le J

! l

a existéncia de elementos b; € A satisfazendo ) b; fJN = 1. Coloquemos g = ) b;a} € A.
j=1 j=1

A relagdo (4.4) implica em

l l
fNg=> "bifNd; = b;fVal = a,
j=1 Jj=1

a/

e portanto prHX(g) = f_]lv = g;.

K3
Agora, para qualquer o € A, coloquemos ho = go — px;,_, x(g). Para qualquer i temos

prifa7Xfa(ha) = PXfi 0 X0 (9a) — prifa’X(g> = PXy 50X (9:) — prifoNX(g) =

= PX g, 10X, (Px 5, x(9)) = x40 x(9) = Px4, 40 x (9) = P4, x(9) = 0.
Pelo Teorema 4.11 temos hq = 0, e desta forma g, = px, x(g), ¥V a € A. O

Pelos Teoremas 4.11, 4.14 e Proposicao 4.2 segue que Ox é um feixe sobre X = Spec A.

Dado um aberto U C X, temos

Ox(U) ={(s:) € H Ay,| para Xy, C X, vale Pij,Xfi(Sz') = s}

XfigU
Lembramos que o mapa de restricao é dado por
pVU Ox(U) — Ox(V)
(si)xpcv > (8i)x,cv
e que Ox(Xy) = Ay. Em particular, Ox(X) = A, ja que X = X1, pelo Lema 4.7, iii.

Definig¢ao 4.15. O par (X, Ox), consistindo do espectro X de um anel comutativo e do

feixe Oy construido acima é chamado de esquema afim.

Exemplo 4.4. Se A = k[zy,...,x,], chamamos Spec A de espacgo afim sobre k. Denota-

remos Spec A = A}.

4.4 O esquema projetivo

Na secao anterior, definimos o espaco afim A} via a nova linguagem de espectros e esque-

mas. Nesta secao faremos o mesmo para o espaco projetivo P}.
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Definigao 4.16. Seja A um anel. Uma graduacdio em A é uma decomposicao de A em

subgrupos aditivos A = € A; tais que A;A; C A;4; para todos ¢,7 > 0. Dessa forma,
i=0

Ag é um subanel de A e cada A; é um Ag-mdédulo. Diremos que A é um anel graduado

quando é dada um graduacao de A.
A definicao acima é na verdade uma clara generalizacao do seguinte exemplo trivial.

Exemplo 4.5. O anel de polindémios S = k[zo, ..., z,] possui uma graduagao natural

colocando para cada d > 0, Sy = {F |F é polinomio homogéneo de grau d}.

Definicao 4.17. Se A = @ A; é uma graduacao de A, um elemento x € A; é dito ho-
mogéneo de grau i. Dado qilalquer elemento f € A, temos que f possui uma decomposicao
f=/fo+fi+...+ fq, onde f; é homogéneo de grau i. Os elementos f; sao ditos as com-
ponentes homogéneas de f. Dado um ideal I de A, diremos que I é um ideal homogéneo

quando, para todo f € I suas componentes homogéneas também pertencem a I.

Definicao 4.18. Se A é um anel graduado, um A-médulo graduado é um A-médulo M
com uma familia de subgrupos M;,:7 > 0, tais que M = @ M; e A;M; C M, ;.
Dado um inteiro ¢, definimos o A-médulo graduado M (5) como sendo o A-mdédulo com

graduagao M (¢) = @ M(£);, onde M (€); = My;.
i=0

Se A= @ A;, temos que Ay = @ A; é um ideal homogéneo de A.
1=0 >0
Definimos

Proj A = {P |P é ideal primo homogéneo de A com P 2 A},

o qual é chamado o espectro projetivo do anel graduado A.

Para um ideal homogéneo I C A coloquemos V(I) = {P € ProjA|P 2 I}. Da
mesma forma que na Proposi¢ao 4.5, definindo V' (I) como fechados em Proj A, obtemos
uma topologia em Proj A, chamada topologia de Zariski.

Para um elemento homogeéneo f € Ay, coloquemos
D.(f) = {PeProj Al f ¢ P}.

Entao a cole¢ao {D,(f)| f homogéneo} forma uma base para os abertos em Proj A.
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Seja X = Proj A, e f € Ay. Definimos

Ox(Ds(f)) = {fimr g€ Apam > o}, (45)

ou seja, Ox (D4 (f)) consiste das fragdes cujos denominadores sdo poténcias de f e o
numerador tem o mesmo grau que o denominador.
Observemos que, se A = @ A; é uma graduagdo em A, entdo a localizagdo A; tem
i>0

[e.o]

uma graduacao natural Ay = @ (Ay);, onde

1=—00

(47 = { 221 9 € Apasiom = 0}
e portanto Ox (D4 (f)) = (Af)o-

Com a Definicao (4.5), temos que a associacao Ox define uma estrutura de f-feixe na
base = {D,(f)| f € A, f homogéneo}. De acordo com a Proposi¢ao 4.2 da pagina 52,

temos que Ox ¢é um feixe de anéis comutativos sobre X = Proj A.

Diremos que (Proj A, Op.oj4) € 0 esquema projetivo sobre o anel graduado A.

Exemplo 4.6. Se S = k[zg,...,z,] é 0 anel de polindmios em n + 1 varidveis, entao
escrevemos Proj S = P}, o qual chamamos de espago projetivo sobre k. Para um aberto

basico D (f) C Py, f € Sy, temos

fm
Em particular, Opy (P}) = Opr (D (1)) = k.

Oy (D7) = { &5 grante) = - d, m > 0}

n
Observamos também que P} possui a cobertura aberta finita P} = |J Dy (z;), onde
i=0

D.(2) = (P € ProjS| . ¢ P} e Ony(Du () = { L gran (1) = m .

7

4.5 Feixes de Ox-moddulos

Seja A um anel comutativo e M um A-médulo. Se S é um sistema multiplicativo em A,

definimos a localizacao de M em S por
MSZS—IM:{% meMtes},

onde definimos ainda a relacao de equivaléncia

m m
_1:_2<:>E|tESCOH1t(m1$2—m251):0'
S1 52
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Com as operacoes usuais de adicao de fracoes em Mg e multiplicacao de um elemento
de Ag por um elemento de Mg temos que Mg é um Ag-mddulo.

Denotaremos M a localizagao de M em {1, f, f%, f3,...} sempre que f ndo é nilpo-
tente. Se P C A é um ideal primo denotaremos por Mp a localizacao de M em A\P.

Para cada f € A associamos ao aberto basico X; de X = Spec A o Ay-médulo M.
Sabemos, pelo Lema 4.7, que para f,g € A, se X, C Xy entao existem a € A e n > 0 tais
que g" = af. Podemos entao definir para os grupos My e M, um homomorfismo

)OXg,Xf: Mf — Mg
T a™r (4.6)

— — .
fm gnm

De forma andloga ao Lema 4.9, mostra-se que este homomorfismo esta bem definido e

nao depende da particular escrita de g com relagao a f. O homomorfismo dado em (4.6)
satisfaz a condi¢ao (PF) na Definigao 4.1, e a prova é anéloga a do Lema 4.10. Observemos
que o homomorfismo px, x, ¢ compativel com as estruturas de Ay e Aj-médulo de My e

b r
M,, respectivamente, no seguinte sentido: suponha que — € Ay e —

I Jm
b r avtmbr @%b a™r o b r
PXg, Xy (f_w ' f_m) = gn(erm) - g ' gnm = pXj;,Xf (f_w) " PXg, Xy (f_m) : (47>

Os Teoremas 4.11 e 4.14 das péginas 60 e 61 também podem ser generalizados para

€ M;. Entao,

este novo contexto de maneira semelhante, e portanto a relagio M que associa cada aberto
basico Xy C Spec A ao Ap-mddulo My é um [S-feixe. Pela Proposicao 4.2, construimos

um feixe M de grupos abelianos sobre X = Spec A. Para cada aberto U C X, temos

MU) = {(m;) € H My,| para Xy, C Xy, vale pxy, X, (Mi) = m;}.
XfigU
Dado um aberto U C X, temos

Ox(U)={(s)e ]I A

XfigU

para Xy, C Xy, vale prj’Xfi<8i) = s},

e com a operacio (s;) - (m;) = (s;m;) temos que M(U) é um Ox(U)-médulo. Diremos

entdao que M é um feize de Ox-mddulos.

Exemplo 4.7. Seja I um ideal de um anel comutativo A. Entao I é um A-médulo e
portanto podemos construir o feixe de Ox-médulos I, onde X = Spec A. Observe que

para um aberto U C X, I(U) é um ideal do anel comutativo Ox (U).
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Seja S = k[xo, ..., x,|. Para quaisquer inteiro £ e f € S; homogéneo, definamos
Ocy (D7) = { 2] gran 9) = - grau (1) + .
Entao, Opr (€)(D4(f)) € Opp (D4 (f))-médulo, e Opr (£) é dito um feize de Opn-mddulos.
Nas segoes globais, vale Opn (£)(P}) = Sy, se £ > 0, o conjunto dos polinémios homogéneos

de grau £, e Opr (£)(P}) = {0} se £ < 0.

4.6 Feixificacao de pré-feixes

Nosso objetivo nesta secao sera, dado um pré-feixe F sobre um espaco topolégico X,
construir um feixe “contendo” o pré-feixe F.
Seja F um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X. Tomemos

o conjunto F = |4 F,, onde |4 indica a uniao disjunta.
zeX

Dado um elemento s, € F, CF, temos s, = (s,V), onde V' C X é um aberto contendo

rzese F(V). SejaV(s) = {s,] y € V} = {(s,V)| uma classe de s para cada y € V'}.

Variando o aberto V, o elemento s € F(V) e definindo {V(s)} como abertos bésicos, é
possivel construir uma topologia sobre F.

Definamos

D F — X
(4.8)
a€EF, — x

e para cada aberto U C X o conjunto
F(U)={s:U — F| pos=idy,s continua}.

Essencialmente, a condi¢do p o s = idy impoe que s(x) € F, para x € U.

Se V. C U é um aberto de X e s € F(U), definimos pyy(s) = s|y, isto é, pyy é a
restrigao da fungao s ao aberto V. Entao, F é um feixe de grupos abelianos (ou de anéis
comutativos) sobre X, chamado feizifica¢io de F.

Para cada aberto U C X, existe um homomorfismo natural

FU) — F(Q)

S — 5:U — F.

onde § é dada por §(z) = s, = (s,U) € F,.
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Em geral, este homomorfismo nao é nem injetivo nem sobrejetivo. Mas quando F é

um feixe, temos um isomorfismo.

Proposicao 4.19. Se F é um feixe, entao F e F sao isomorfos, isto €, para cada aberto

UCX, FU) eF(U) sao isomorfos.

Demonstragao. Vamos verificar que a aplicagdo dada em (4.9) é um isomorfismo. Seja
s € U tal que § = 0. Entao, para cada z € U, §(x) = s, = 0, assim existe um aberto
V, CU, z €V, com s, = W Valendo isto para cada z € U, temos U = |J V, e
pv,v(s) = 0 para todo z. Pela condicao (F1) de feixe, concluimos que s =0 e a aﬁiUca(;éo
¢ injetiva..

) = (al), V),
(Va(a®)) NV,
(

é um aberto contido em U contendo x e U = |J V/. Se y € V/, temos s(y) € V,(a\®),
zelU

e portanto, olhando para o germe de a® em y, vale (a®, V) = s(y) = (a®,V,). Como

Vejamos a sobrejetividade. Seja s € F(U). Para cada x € U, temos s(x
-1

comz €V, CUea® € F(V,). Como s é continua o conjunto V/ = s

Vi C Ve V) CV, segue que pvmvyx,vé(a(m)) = pvz/mvé,vy/(a(y)). Pela condicao (F2) de

feixe, existe a € F(U) que “cola” os a®, isto ¢, tal que pyr(a) = a®). Assim, a imagem

)T

do elemento a em F(U) ¢ a funcao a tal que a(x) = (a,U) = (pvru(a), V}) = s(x), donde

a = s. Portanto conseguimos a sobrejetividade. O

Apesar de o isomorfismo entre F e [F ocorrer apenas no caso em que F é um feixe,

quando F nao é um feixe temos ainda isomorfismo nos stalks de qualquer elemento z € X.

Proposicao 4.20. Dado um pré-feize F, para qualquer x € X, os stalks F, e F, sao

1somorfos.

Demonstragao. Sejam p{/EU o mapa de restricao em F e pI{F,U o mapa de restricao em F.

e~

Dado a € F(U)ex € V C U, vale pj,;,(a) = py(a), onde a é a imagem de a pelo
homomorfismo F(U) — F(U) dado em (4.9). De fato, p{,;,(a): V = F e

prula) (@) = (ply(a), V) = (a,U) = a(z) = aly(z) = pyy(a)(2).

Se W C V é aberto contendo z e (a,V) = (b,W) entao existe, por definicio da

igualdade nas classes, um aberto Z C V NW contendo x tal que p% (a) = p7 y(b). Logo

—_

p;V(a) = ng(b) € portanto pE,V(&) = pﬂg,W(l;)7 ou Sejaa (&7 V) = (Ba W)
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Fica entdo bem definido o homomorfismo ¢ : F, — F, dado por £((a,V)) = (a, V).

Se £((a,V)) = 0 entao existe W C V contendo z tal que (a,V) = (0,W). Logo existe
W' C W tal que py (@) = 0, ou seja, pfyy (a) = 0. Portanto (., (a), W) = (0, V') e

como (a, V) = (pfyy(a), W’), segue que (a,V) = 0 em F,. Logo & ¢ injetiva.

Para a sobrejetividade de &, seja s € F,. Entao, s = (t,V), onde x € Vit : V — F

continua, t(x) =r, = (r,W) € F, comr € F(W),x € W.

Coloquemos W’ = ¢t~ 1(W(r)). Como t é continua, W' C V ¢ aberto contendo x e

thwr = W' = F, tlur(y) = ry = (r,W) € F,. Logo, tly+ = 7, ou seja, py. 1 (t) = 7. Dai,

(t,V) = (r,W') em F,. Portanto, (t,V) = &£((r, W')) e £ é sobrejetiva. Concluimos que &
é um isomorfismo. m

4.7 Homomorfismos de feixes

Definicao 4.21. Dado um espago topolégico X, sejam F e G feixes sobre X. Se para
cada aberto U de X existe um homomorfismo ¢y : F(U) — G(U) e para abertos V C U

o diagrama
F(U) g(v)
Pvu O P%,U
ev
F(V) g(v)

comuta, isto é, p‘g/U 0y = Yy ° ply, dizemos que p é um homomorfismo de feizes de F

para G e escrevemos ¢ : F — G.

Lema 4.22. Sejam F e G dois feixes sobre um espaco topolégico X. Se para cada aberto
basico U, de X existe um homomorfismo ¢y, : F(Us) — G(Uy) e para abertos bdsicos
Uy, C U, wvale p%mUW o Yy, = $u, © ,OJUEQ’U7 entdo {Qaty. ., mduz um homomorfismo de

feixes ¢ : F — G.
Demonstragcao. Para um aberto U C X e § uma base para os abertos de X, temos

FU)={(sq) € H F(U,)| para U, C U, vale pﬁmUw(sﬂ,) = Sq}

UaCUUaEB

GU)={t)e [ G para Uy S U, vale pf, 1 (1) = ta}

UaCUUaEB
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Dada uma secao (s,) € F(U), definimos ¢y ((Sa)v.cv) = (vu. (Sa))v.co- Se Uy C U,
sdo abertos bésicos contidos em U, temos pga’Uw(ngv(s,y)) = gan(p]UEmUw(sy)) = v, (Sa)-
Logo, estd bem definido o homomorfismo ¢y : F(U) — G(U).

Se V C U sao abertos de X, entao para uma se¢ao (sq)u,cv € F(U) temos

Yo (v ((5a)vacr)) = P00 ((0v. (5a))vac) = (ou,(s4))u,cv-

Por outro lado,

v (0t ((5a)vacv)) = ev((sy)u,cv) = (v, (55))u,cv-

Assim, o diagrama

F(U) g)
Pvu O Pg,U
ev
F(V) g(v)
comuta, e ¢ é um homomorfismo de feixes. ]

O Lema 4.22 implica que para se definir um homomorfismo entre feixes F e G é

suficiente definir homomorfismos nos abertos basicos, com a condi¢ao de compatibilidade
Pga,UW °Yu, = ¥Yu, °© Pa,Uv-

Exemplo 4.8. Sejam M, N dois A-médulos e X = Spec A. Consideremos os feixes
de Oy-médulos M e N. Se ¢ : M — N é um homomorfismo de A-médulos, entdo

para cada f € A temos um homomorfismo de Ag-moédulos ¢y : My — Ny dado por
(0 <E> = M Se g € A étal que X; C Xy, temos que, sendo ¢" = af, a € A,n € N,

I Ir
ot (3) - (52) - .

o (o (3) -, (52 - 22

Dessa forma, vale 1), (p)]‘?mxf (%)) = Pﬁg,xf (wf (%)) e portanto o seguinte

diagrama comuta:

- Py .
M(Xy) =My ——* Ny=N(Xy)

s N
PXg,X; PXg,Xy

. g .
M(Xg) = Mg —> Ny = N(Xg)
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Desta maneira, utilizando o Lema 4.22, conseguimos que v induz um homomorfismo
de feixes de grupos abelianos. Observamos também que este homomorfismo é compativel

com a estrutura de @ x-médulos de M e N, isto é, para cada aberto U C X o diagrama

_ (doy @y, Yu) .
Ox(U) x MU) —"0 04 (U) x N(U)

YU

M(U) N(U)

comuta. Diremos que ¢ : M — N é um homomorfismo de Ox-modulos.

Se F e G sao dois feixes sobre um espago topolégico X, um homomorfismo de feixes

¢ : F — G induz um homomorfismo nos stalks de cada x € X,

Sox: f:p — gz

(s,U) — (eu(s),U).
Vejamos que este homomorfismo estd bem definido.

Seja (s,U) = (t,V) em F,. Existe W C U NV tal que pjy;(s) = plyy (t). Assim,

ng,U(‘PU(S)) = SOW(P{AT/,U(S)) = @W(Pﬁ/,v(t)) = p%/,V(SDV(t))'

Portanto, (¢u(s),U) = (pv(t),V) e ., estd bem definido.
Seja ¢ : F — G um homomorfismo de feixes sobre X. Para cada aberto U C X, esta

definido homomorfismo ¢y : F(U) — G(U). Definamos

(ker p)(U) = {s € F(U)| ¢u(s) = 0} = ker(pp). (4.10)

Proposicao 4.23. Seja X um espaco topologico. Dado um homomorfismo ¢ : F — G de

feizes de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X, temos que ker ¢, dado em (4.10), €

um feize de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X .

Demonstragao. Para cada U C X temos (ker ¢)(U) C F(U). Dados abertos V' C U de
X, definamos pl‘{/'“jz,“” = Pl ylkerpp - ENtao, pyy = pl‘frf ¢ um mapa de restricao, e ker o é
um pré-feixe em X.
Vejamos que ker ¢ satisfaz as condigoes (F1) e (F2) de feixes. Paraisto, seja U = |J U;
jeJ
e s € (kerp)(U) tal que py, (s) = 0 para todo j € J. Entao P&-,U(S) =0vVjeJes=0

pois F é um feixe. Logo, temos a condi¢ao (F1).
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Suponha agora que, para elementos s; € (ker ¢)(U;), com j € J e Uy, = U; NU, # 0
vale pu, v,(8;) = pu,.u.(sk). Entao pﬁjk’Uj(sj) = p{]?jkyUk(sk) e existe s € F(U) tal que
pu,u(s) = s;. Sejat = py(s). Da comutatividade do diagrama

YU
FU)— 6()

F
Pu;U Pu; U

Pu;

F(Uj) G(Uj)

temos t; = pgﬁU(t) = @y, (p{;jy)(s) = @y, (s;) = 0, pois s; € (ker p)(U;). Portanto t; =0
para todo j € J e como G é um feixe, segue que t = 0. Logo s € (ker ¢)(U) e a condigao

(F2) ¢é valida. O

O feixe ker ¢ dado em (4.10) é chamado o nicleo de ¢. Como (ker p)(U) C F(U)
para todo aberto U C X, diremos que ker ¢ é um subfeixe de F. Observe que temos um
homomorfismo de feixes i : ker ¢ — F, dado em cada aberto U por iy(s) = s, isto é, iy é
a inclusao (ker p)(U) — F(U).

De forma similar, para um homomorfismo de feixes ¢ : F — G definimos

(Ip)(U) = {pu(s)| s € F(U)} = Im(ev).

Entao, para cada aberto U C X, temos (I¢)(U) € G(U) e definindo p{,‘fU = p‘g/-’U|I¥,(U)
temos um pré-feixe em X.

Se U= UUje péf7U(t) = 0 para t € (Ip)(U), entdo pgij(zﬁ) = 0 e sendo G um
feixe Consegtjliefrjlos t =0 = py(0), logo a condicao (F1) de feixe ¢ satisfeita. Entretanto,
a condi¢ao (F2) de feixe nem sempre é satisfeita, dependendo dos feixes considerados.
Dessa forma, ¢ nem sempre é um feixe sobre X, sendo entao necessario feixifica-lo.
Escrevemos Im ¢ para o feixificado de Iy e o chamaremos de imagem de p. Observemos

que, de acordo com a Proposigao 4.20 os stalks (1), e (Im¢), coincidem, de forma que

podemos trabalhar com o primeiro para efeito de calculos.

Proposicao 4.24. Sejam F e G feizes sobre um espaco topolégico X e p : F — G um
homomorfismo de feizes. Se p, : F, — G, é o homomorfismo induzido por ¢ nos stalks

de F e G, entao (ker @), = ker(¢,) e (Imy), = Im(gp,).

Demonstragao. Se (a,V) € (kerp),, entdao a € (kerp)(V), onde V. C X é aberto e

x € V, ou seja, py(a) = 0, donde segue que ¢,((a,V)) = (pyv(a),V) = (0,V) e dessa
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maneira (a, V) € ker(p,), isto é, (ker ¢), C ker(p,). Também, se (a, V) € ker(y,), temos
(a,V) € (ker ¢),, fornecendo ker(ip,) C (ker ¢),.

Agora, se (s,V) € (Imy), = (Ip),, entdo s € (I)(V), com = € V, e portanto

— oy (t), para algum t € F(V). Dessa forma (s,V) = (ov(t),V) = ¢.((t,V)), ou

seja (s,V) € Im(p,). Portanto (Imy), C Im(p,). E se (s,V) € Im(p,), entao vale
(s,V) = (pv(t),V) para algum t € F(V). Mas (¢v(t),V) € (Ip), = (Imy),. Logo,
V)€

(s,V)

(Im ¢),, donde Im(y,) C (Imp),, o que nos dé a igualdade. O

Uma sequéncia de homomorfismos de feixes sobre um espago topoldgico X,

Pi—1 Pit1

- = Fie 1—>-7:—>-7:z+1—>

¢ dita uma sequéncia exata de feixes quando Im ;| = ker ; para cada .
Seja 0 o feize trivial, que associa cada aberto U C X ao grupo trivial {0}. Dizemos
que um homomorfismo de feixes ¢ : F — G é injetivo quando ker p = 0 e sobrejetivo

quando Im ¢ = G. Em termos de sequéncias exatas, ¢ é injetivo quando
0—-F5G

¢é exata, e  é sobrejetivo quando é exata a sequéncia
F5G—o.

Assim, a sequéncia

0=F5 G35 H—0

¢ exata quando ¢ ¢ injetivo, ¢ sobrejetivo e Im ¢ = ker). Neste caso, chamaremos esta
sequéncia de uma sequéncia exata curta.

Segue da Proposicao 4.24 o seguinte resultado:

Pi—1 Pit+1l

Proposigao 4.25. A sequéncia --- — F;_1 — F; = Fir1 —> -+ € exata se, e somente

se, para todo x € X a sequéncia de homomorfismos induzidos nos stalks

Pi—1,x Pi,x Pi+l,x

o Fite > Fie > Fipre —

€ uma sequéncia exata.
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Proposicao 4.26. Sejam M, Ms, Ms, ... A-mddulos, onde A € um anel comutativo. Se

temos uma sequéncia exata de A-maodulos

My — My — Mz — - -+, (4.11)
entao conseguimos uma sequéncia exata de feives de Ogpec a-modulos
Diremos que a sequéncia exata acima é obtida feizificando a sequéncia exata (4.11).
Demonstracao. Veja [27], Example 4.19 (2), pag.24. ]

Proposigio 4.27. Dada a sequéncia ezata 0 — F > G — H de feives sobre um

espaco topologico X e um aberto U C X, temos que é exata a sequéncia
»
0 — F(U) =5 G(U) 5 H(U).

Demonstracao. Como ¢ é injetiva, ker ¢ é o feixe nulo, isto é, para todo aberto U temos
(ker )(U) = 0. Mas (ker ¢)(U) = ker(¢r), logo ker(py) = 0 e ¢y € injetiva.
Vejamos que Im () = ker(¢y). Se t € Im(py) entdo t = gy (s) para algum s € F(U)

e assim 1y (t) = Yy (py(s)). Para cada z € U temos (t,U) = (¢y(s), U) = ¢.((s,U)), ou

seja, (t,U) € Im(y,). Como a sequéncia nos stalks é exata, ver Proposigao 4.25, segue

que (t,U) € ker(¢,), ou seja, ¥,.((t,U)) = (Yu(t),U) = 0. Assim, existe z € W, C U com

pw,.v(Yu(t)) = 0. Como isto vale para todo z € U, U = |J W, e H é um feixe, temos
zelU
Yy (t) =0, isto é, t € ker(vy), donde Im(py) C ker(iy).
Suponhamos t € ker(¢y). Entdo, ¢y(t) = 0. Olhando para o stalk em = € U,

temos 1, ((t,U)) = (Yu(t),U) = 0 e portanto (¢,U) € ker(y,) = Im(p,). Logo, existem
x eV, CUes, € F(V,) satisfazendo . ((sz, V) = (¢t,U), isto é, (¢v,(sz), Vz) = (¢,U)

e p‘g/x’U(t) = v, (sz). Observemos que o elemento s, é inico, uma vez que @, ¢ injetiva.

Temos U = |J V, e para z,y € U, seja V, NV, = V,,. Sendo p‘%,U(t) = oy, (s;) e
zelU

ng/;,,U(t) = SOVy(Sy), conseguimos que

0 v (v (52)) = 00, v (05, 0 () = pY., o (8) = ¥, v (05, (1) = pT. v (o, (5y))-

Como os seguintes diagramas comutam
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PV, G

sz € F(Vo) = G(Va) 3 py, ()
g

f’iy,vz PViy, Ve

PVay ' G

}-(sz)4> g(sz) > pvmﬂU(t)

A

F g
PV Vy PViy Vy

Pvy
sy € F(Vy) — G(Vy) 2 P\g/y,U(t)
obtemos que
oV, (07, v (52)) = @va, (07, v, (54))-

Mas v, ¢ injetiva, pelo que ja mostramos, e portanto, p‘]};y’VI ($2) = ﬂ\]};y,vy (sy). Sendo

F um feixe e U = |J V,, existe s € F(U) tal que ¢f, ;(s) = s,. Assim, temos que

zelU
s e F(U) G(U)
pa,U /’gx,U
PVy
sz € F(Va) G(Ve) 2 ¢v,(se) = pv,,u(t)

pv,u(pu(s)) = pv,u(t), ou seja, pv, v(pu(s) —t) = 0. Sendo esta relagao valida para
todo V, C U, e G um feixe, temos ¢y (s) —t = 0, isto é, py(s) = t. Segue que t € Im(¢pp),

isto é, ker(vy) C Im(py), o que completa a demonstragao. ]

Mesmo que ¥ : G — H seja sobrejetiva, nem sempre temos que ¢y : G(U) — H(U)

seja sobrejetiva. Entao, dada uma sequéncia exata
0— F -G -5H—0

o maximo que podemos garantir, num caso geral, é que seja exata a sequéncia

Y,

0 — F(U) 2 G(U) == HU).
Veja [27], Proposition 4.8.

Definicao 4.28. Um feixe F sobre um espacgo topoldgico X é dito flicido se em cada
aberto U C X, toda se¢ao s € F(U) pode ser estendida a uma segao s’ € F(X), isto
é, existe s’ € F(X) tal que pyx(s') = s. Em outras palavras, F ¢é flacido se para todo

aberto U C X o mapa de restrigao py x € sobrejetivo.
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Decorre imediatamente da definigdo que se F é flacido, V- C U e t € F(V), entao
existe s € F(U) tal que py(s) = t. Com efeito, existe s € F(X) tal que pyx(s') = t.
Tomando s = py x(s'), teremos pyu(s) = pvu(pux(s)) = pvx(s) =t
Exemplo 4.9. Seja F um feixe sobre X e [F o feixificado de F. Para cada aberto U C X,

definamos

CO(F)U)={s:U —=F| pos=idy}.
Observe que nao pedimos que s seja continua. Para abertos V' C U, definamos também
pvu : CUF)U) = CUF)(V), pvu(s) = slv.

Com a operacao usual de adigao de fungoes, C°(F) é um feixe de grupos aditivos sobre

X. Dado s € C°(F)(U), seja §: X — F dada por

s(x) se zeU
0 se z¢U

S(r) =

Entao, s € C°(F)(X) e pyx(5) = s. Logo, C°(F) é um feixe fldcido.
Definicao 4.29. Dado um feixe F sobre um espaco topolégico X, uma sequéncia exata
0F 568 gt 28 g3 ...
¢ dita uma resolucao flacida de F quando os G/, > 0, sao feixes flacidos.

Exemplo 4.10. Para um feixe F, seja [ sua feixificagao. Como F e F sao isomorfos,
temos, para cada aberto U C X que F(U) C C°F)(U) e portanto temos a inclusao

1r : F — C%(F), que é injetiva. Coloquemos
F1 = C°(F)/ Im vz (feixificado), C*(F) = C*(F)

e as aplicagoes

T]]‘-:CO(F)_)FM 50:L.7'—1077]:a

onde Nz é a projecao natural nx(s) = 5. Entao

ker 8" = ker(17, o nF) = ker(nz) = Im(vz),
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onde na segunda igualdade usamos que ¢z, ¢é injetiva e assim conseguimos a sequéncia

exata

0— F -5 CUF) -5 cH(F).
Agora, coloquemos
fz = Co(fl)/ Im LF, (feixiﬁcado), CZ(F) = CO(.F2>

e as aplicacoes

nr - Co(fl) — Fo, 5 = LF, ONF -

Entao,

ker 6" = kernz, = Im(1z) = Im(1z o nz) = Im 6°,

onde usamos que tx, € injetiva e 1z € sobrejetiva. Conseguimos a sequéncia exata
0— F =5 C"(F) 5 CY(F) 2 ().
Prosseguindo desta forma, obtemos sequéncia exata
0— F -5 CUF) -5 CHF) 25 c3(F) 5 C3(F) — -

Como C™(F) = C°(F,) é flacido, construimos uma resolugao flacida de F, chamada

resolucao flacida canonica de F.

O Exemplo 4.10 mostra que sempre ¢é possivel obter uma resolucao flacida de um feixe

F. Dada uma resolugao flicida de um feixe F de grupos abelianos (ou de médulos),
0— F 6" gt 9562 5 6% — ..
induzimos uma sequéncia de homomorfismos
0 — G°(X) 25 g'(xX) 25 (X)) 5 @(X) —s -

Nao podemos garantir que esta ultima seja exata, mas partindo da sequéncia exata

nos feixes, conseguimos 6" 0" = 0, donde §'%" 0§% = 0,n > 0. Assim, podemos definir
H"(X, F) = ker(0%)/ Im(0% "),

onde 6" = 0. Chamamos H"(X,F) de o n-ésimo grupo de cohomologia do feize F.

De forma mais precisa, seria necessario indexar os grupos de cohomologia pela resolucao
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flacida utilizada. Porém, é possivel mostrar que os grupos de cohomologia de um feixe F
sao isomorfos para diferentes resolugoes flicidas, veja [27], Theorem 6.8, pag. 120.

A exatidao da sequéncia
0— F =g Lgt g 56 ..
nos garante, segundo a Proposicao 4.27, que é exata a sequéncia
0 — F(X) =5 (X)) 25 G'(X).
Assim, observemos que, sendo por definicao (5;(1 = 0, temos imediatamente
H(X,F) =ker(6%) = Im(1x) = F(X). (4.12)
Se F é um feixe flicido, a sequéncia

O—=F—=>F—=>0=>0—---

¢ uma resolucao flacida de F. Logo

F(X) se n=0,

0 se n>1.

H'(X,F) =

Temos os seguintes resultados a respeito dos grupos de cohomologia:

Teorema 4.30. (Sequéncia exata longa de cohomologia) Para uma sequéncia exata curta

de feixes de grupos abelianos sobre um espaco topologico X,
0—F -G M —0,
temos induzida uma sequéncia exata longa dos grupos de cohomologia
0— H(X,F) — H'(X,G) — H(X,H) — H'(X,F) — H'(X,G) —
— HY(X,H) — H*(X,F) — H*(X,G) — H*(X,H) — H*(X,F) — ---
Demonstracao. Ver [27], Theorem 6.9, pag.124. O

Proposicao 4.31. Para todo £ € Z ¢ 0 < i < n, temos H' (P}, Opr({)) = 0.

Demonstragao. Ver [27], Theorem 6.19, pag. 138. ]
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Proposicao 4.32. Seja X um espaco topologico Noetheriano de dimensao n. Para todo

inteiro i > n e para todo feize de grupos abelianos F em X temos H'(X,F) = 0.
Demonstracao. Ver [16], Theorem 2.7, pag. 208. ]

Teorema 4.33. (Dualidade) Para todo inteiro ¢, vale
H" (P}, Opn(€)) ~ HO(P}, Opp(—C —n — 1))*,
onde H (P}, Opn (=€ —n — 1))* € o dual de H° (P}, Opn(—{ —n — 1)).

Demonstragao. Basta aplicar [28], Theorem 7.96, pag. 107, a X = P}, considerando
ainda [27], Corollary 5.20, pag.77, onde mostra-se que o feixe dual de Opn (¢) é o feixe
O]pz<—€). ]

Juntando a equacao (4.12), as Proposigoes 4.31 e 4.32 com o Teorema 4.33 conseguimos

o seguinte resultado:

Corolario 4.34. Dados um inteiro positivo i e um inteiro {, temos

;

0, se 1#0 ei#n;
P Sy, se 1=0el>0;

0, se 1=0el <0

H(P}, Opn (=L —n —1))*, se i=n.
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D Folheacoes de dimensao um em P"

Neste capitulo, generalizaremos a defini¢ao de folheagao de dimensao um através de cam-
pos de vetores em P, n > 2, e estudaremos algumas solugoes para o Problema de Poincaré
neste contexto. Aqui, S denotard o conjunto dos polindmios em n + 1 varidveis, isto é,

S = klzo, ..., 2], € Sqg 0 espago vetorial dos polinémios homogéneos de grau d.

5.1 Campos vetoriais em P"

Seja P* = Proj(S). Nesta secgao, utilizaremos uma sequéncia exata de feixes para estu-

darmos campos vetoriais em P” com a linguagem de feixes.

Definicao 5.1. O feixe tangente TP™ é o feixe de Opn-moédulos dado em cada aberto

béasico D, (f) C P"™ por
TP"(D,(f)) = Dery(Opn (D4 (f). Op (D (f))).
Em [28], pag.95, mostra-se que existe a sequéncia exata de feixes de Opn-médulos
0 — Opn — Opn(1)®" — TP" — 0. (5.1)

A sequéncia (5.1) é dita a sequéncia de Euler.

Nas secgoes globais, temos os homomorfismos de k-modulos

Opn (P") — Opn(1)°*1(B")

1— (20,.--,2n)
e
Opn(1>®n+l(ﬂm) — TP”(P”)
0 0
(Fo, .-y F) V— 0gn Tt g

79
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Tensorizando a sequéncia de Euler por Opn(d — 1), obtemos a sequéncia exata
0 — Opn(d — 1) — Opn(d)®"tt — TP"(d — 1) —> 0. (5.2)
Da sequéncia exata longa de cohomologia de (5.2) obtemos a sequéncia exata
0 — H°(P", Opn(d—1)) — H°(P", Opn(d)®" ) — H(P", TP"(d—1)) — H'(P", Opn(d—1)).

Por (4.12) temos H°(X, F) = F(X) e da Proposigao 4.31 vale H*(P", Opn(d—1)) = 0.

Assim reescrevemos a sequéncia anterior como
0 — Opn(d — 1)(P") — Opn(d)®"(P") — TP"(d — 1)(P") — 0,
ou seja, temos a sequéncia exata
0 — Sy = S Ly TPP)(d — 1) — 0. (5.3)
O primeiro homomorfismo da sequéncia exata (5.3) é dado por
Sg_y —» SEH

Fr— (20F, ..., 2, F)
e o segundo homomorfismo por

sgnt Ay TPM(P)(d — 1)

0 0
( 0 ’ ) — 082!0 + + 6zn

Como a sequéncia (5.3) é exata temos que Im A\ = ker 1 e portanto podemos escrever

ker = {F - (z0,...,2n)| F € Sqg_1}. Logo, para cada F' € S;_; temos que

F-(zoi—l—...+zni> =0.

0z 0z,
Denotaremos por R = (zo, ..., 2,). Segue do Teorema de Isomorfismos que
SganJrl
—4—— ~TP"(P")(d — 1). 5.4
S = TP () 1) (5.4)

Uma segao global nao nula de TP" ® Opn(d — 1), d > 0, é chamada campo vetorial em

P". Também dizemos que o grau do campo vetorial é d.
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Da sobrejetividade do homomorfismo p de (5.3), segue que cada campo vetorial de

grau d em P" é dado em coordenadas homogéneas por

0 0
X=F—+ -+ F,—,
0 5’20 82n
onde Fy, I, ..., F},, sao polindbmios homogéneos de grau d.

Além disso, as imagens de (Gy,...,G,), (Fo, ..., F,) € S$™ por u determinam o
mesmo campo vetorial de grau d em P” se e somente se (Fo — Gy, ..., F, — G,) € ker p,

ou seja, se e somente se existe H € S;_1 tal que

F}—Gj:sz,jE{O,...,n}. (55)
Isso significa que
0 0 0 0
X=F—+ 4+ F,—cX =Gy— +--+G,,—,
0820 Tt 0z, ¢ 0820 Tt 0z,

representam o mesmo campo vetorial de grau d se e somente se X = X’ + HR, onde

0 0
R—Zoa—zo—f""—i-zna—zn.

R é chamado de campo radial de P". Observe que quando n = 2, a noc¢ao de campo de

vetores em P" coincide com a dada no Capitulo 2.

Definicao 5.2. Uma folheacdo de dimensao um e grau d em P" é uma secao global nao

nula de TP" ® Opn(d — 1), d > 0, médulo multiplos constantes.

Pdn+1
d

Si—1- R’

Pelo isomorfismo (5.4), uma folheacao de P" de grau d é um elemento de

modulo multiplos escalares. Se

Sontl d+n d+n—1
N = dim,—4%—— — 1 —
lmde—rR (n+ )( n ) ( n >’

entao o espaco das folheacoes de grau d em P" é isomorfo a PV—1.
Em particular, quando d = 1 e n = 2 conseguimos N = 8 e dessa forma as folheagoes
de grau um em P? tem P7 como espaco de parametros, como haviamos conseguido no

Capitulo 2.

Definicao 5.3. Um ponto p € P" é uma singularidade de uma folheacao de P* dada em
coordenadas homogéneas pelo campo

0 0
X=Fy—+...+F,—,
0020 Tt 0z,
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se p anula todos os menores 2x2 da matriz

ZO DY Zn
Y
F, --- F,
ou seja, se p é um zero comum de z, F; — z;F;, i.j € {0,1,...,n}.

Escreveremos Sing(X') para denotar o conjunto das singularidades do campo vetorial
X. Observamos que devido a relagao (5.5), uma singularidade de uma folheagao estd bem

definida.

Defini¢ao 5.4. Seja V = V(@) uma hipersuperficie irredutivel definida pelo polinémio
homogeéneo G e X um campo vetorial de grau d em P". Dizemos que V é invariante por
X se X(p) € T,V para todo p € V\(Sing(V) U Sing(X)).

Se V é redutivel, diremos que V' é invariante por X quando cada componente irredutivel

de V for invariante por X.

Da mesma forma que na Proposicao 3.16 da pagina 42, se GG é irredutivel, entao
V = V(@) é invariante por X de grau d se e somente se existe um polinémio homogéneo

H de grau d — 1 tal que X(G) = GH.

5.2 Hipersuperficies suaves invariantes

Seja V' C P™ uma hipersuperficie suave determinada por um polinomio homogéneo F' € S.
Podemos construir folheacoes em P" que deixam V invariante. Para isto basta escolhermos
polinémios homogéneos F; ; de mesmo grau e considerar a folheacao induzida pelo campo

vetorial

oF 0 OF 0
X = N R
Z e (82’] 821 821 Gz])

0<i<j<n
Veja que X(F) =0=0-F, ou seja, V ¢ invariante por X.
Nosso objetivo nesta secao é verificar que estas sao todas as folheacoes de P que
deixam V invariante.
Para isto, necessitamos de alguns fatos sobre algebra comutativa. Os resultados aqui
apresentados funcionam em versoes mais fortes, entretanto nos limitaremos as hipoteses

que ocorrem el nosso estudo.
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Definigao 5.5. Seja A um anel. A dimensao de A é definida por

dim A :=sup{r| 3 Fy, ..., P. ideais primos de A satisfazendo P, C P, C ... C P, C A}.

Observagao 5.6. Se (A, m) é um anel local Noetheriano, esta definigao é equivalente a
dim A = min{d| 3 xy,..., 24 € m com m = /(z1,...,24)},

veja [1], Theorem 11.14, pag. 121. Neste caso, se dimA = d e x1,...,24 € m s@o tais
que m = \/(z1,...,x4) chamamos {z1,..., 24} de um sistema de parametros em A. Se

m = (xy,...,x4), dizemos que o anel A é regular.

Proposicao 5.7. Se D é um dominio de dimensao finita e x € D é um elemento nao

D
nulo com (x) # D entdo dim — < dim D — 1.

(z)
Demonstragio. Os ideais primos de D/(x) sio da forma P, onde P é um ideal de D
contendo (z). Seja Py C P, € --- C P,, € D/{x) uma cadeia de ideais primos em D/(x).

Como x # 0, temos em D uma cadeia de primos {0} C Py C P, C --- C P, € D, donde

D
segue que dim D > dim U + 1. O
x
Definicao 5.8. Sejam M um A-moédulo e xq,...,x, € A. Dizemos que a sequéncia
x1,...,T, ¢ uma sequénca reqular, ou M-reqular, se

i) (z1,...,2,)M # M;

ii) 7 nao divide zero em M;

M
(.Z'l, . ,l’i_l)M.

iii) Para ¢ € {2,...,n}, z; ndo divide zero em

Proposicao 5.9. Seja A um anel. Uma sequéncia x1, 2o, ..., x, de elementos em A € uma
sequéncia A-reqular se, e somente se, x1 nao divide zero em A e Ty, ..., T, € Sequéncia

A/ {(x1)-regular.

Demonstragao. =) Sendo x1, za, .. ., x, A-regular, x; nao divide zero em A por definigao
e (x1,...,o,) # A. Portanto existe a € A tal que a ¢ (x1,...,2,). Suponha que
@ € (T3,...,7,). Entdo existem by,...,b, € A/{x)) tais que @ = byZ5 + ... + b, T, em
A/(z1). Logo existe by € A tal que a = zn: b;x;, ou seja, a € (xy,...,T,), o que é falso.
Portanto (%3, .. ., T5) £ A/(z1). .
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Af{x
Fixemos i € {2,...,n} eseja|c] € _/# tal que ;- [¢] = 0, onde [c] representa
<3§'2, Ce ,$1‘71>
. _ : Af(xy) O
a classe residual de ¢,c¢ € A, no quociente = > Entao ;¢ € (Tg,...,Ti1),
L2 -5 Tj—1
logo z;c € (x1,29,...,2;_1), ou seja, x;c = 0 em A/(xy,29,...,2,1). Pela regulari-
dade da sequéncia xy,...,x,, r; ndo divide zero em A/(xy,xs,...,2,_1) e temos que
c=0€ A/(xy,29,...,2;1). Assim ¢ € (x1,29,...,2;_1). Daisegue que¢ € (T3, ...,T; 1)
Al(x
e portanto [¢] = 0. Desta forma, T; nao divide zero em A e a sequeéncia

<x_27 s 7xi71>
T2, .., Ty ¢ A/{x1)-regular.

<) Usando a mesma argumentacao que utilizado no inicio da demonstracao acima

mostra-se que se (Tz, ..., Tn) # A/{x1) entdo (r1,...,x,) # A. Fixemos i € {2,...,n} e
seja € € A/(xy,x9,...,2;,1) tal que T;¢ = 0. Entado, x;¢c € (z1,...,2;_1), 0 que implica
em T;[c] = 0 em <$_27A/(:1’C;>Z__1> . Como 73, ...,T, é uma sequéncia A/(z1)-regular, T; nao
divide zero em % e portanto [c] = 0, isto é, ¢ € (Tz,...,Ti_1) em A/(z1) e
CE(T1, .., Til1)- 21’4;);gg.<)7 xzi_rlléo divide zero em A/(xy,29,...,2T;_1) € T1,To,..., T, é uma
sequéncia A-regular. O

Definigao 5.10. Seja (A, m) um anel local e M um A-médulo. A profundidade de M em

A é o inteiro nao negativo definido por
Prof(M) = max{s| 3 z1,...,xs € m tais que x,...,xs é sequéncia M-regular}.

Proposicao 5.11. Se A é um anel local com Prof(A) =n e xzy,...,x, € uma sequéncia

A-regular, entao Prof(A/{x1)) = Prof(A) — 1.

Demonstragao. Da Proposicao 5.9, 73, ..., T,, é uma sequéncia A/(x;)-regular e portanto
Prof(A/(x1)) > n — 1. Dada qualquer sequéncia A/{zx;)-regular 77, ...,7s segue da Pro-
posigao 5.9 que z1,¥y1,...,ys é A-regular e assim Prof(A) > Prof(A/(z;)) + 1, donde

conseguimos a igualdade desejada. [
Teorema 5.12. Para todo dominio local (A, m) vale que Prof(A) < dim(A).

Demonstragao. Usaremos inducao em dim(A). Se dim(A) = 0, entdo m é o tnico ideal
primo de A. Se x ¢ m, entao z é invertivel e (x)A = A, ou seja, x ndo pode pertencer a

uma sequeéncia A-regular. Suponha entao x € m. Como o nilradical de A é a intersecao
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de todos os primos de A, veja Proposition 1.8 em [1], e m é o tnico primo, vale que m é
exatamente o nilradical de A e portanto x é nilpotente. Em particular, x divide zero em
A e nao pode iniciar uma sequéncia A-regular. Logo A nao admite sequéncia regular, isto
é, Prof(A) = 0.

Suponhamos o resultado valido para todo dominio de dimensao menor que n. Seja
(A, m) um dominio local com dim A = n. Dada uma sequéncia A-regular z1,...,z;, pela
Proposicao 5.7 temos dim(A/(z1)) < n—1 e portanto Prof(A/(z1)) < dim(A/(x;)). Pela
Proposigao 5.11, Prof(A) — 1 < dim(A/(z1)) <n—1 e assim Prof(A4) <n =dim(A4). O

Definigao 5.13. Diremos que um anel local Noetheriano (A, m) é Cohen-Macaulay quando

Prof(A) = dim(A).

Exemplo 5.1. Em S = k[z, ..., 2,], considere o ideal maximal m = (2, ..., z,). Entdo a
localizacdo Sy = S é um anel local, cujo ideal maximal é f = (%,...,%). Considerando

a cadeia de ideais primos

oc (B (A cog (R ),
“N1/7N1 1/ 7 N1 1 1

vemos que dim S > n + 1. Da Observacao 5.6, dim S < n + 1. Portanto dim S = n + 1.

Assim, S é um anel regular e z, /1,...,z,/1 forma uma sequéncia S-regular. Logo
Prof S > n+ 1. Como S é um dominio, o Teorema 5.12 implica que Prof S = n + 1, ou
seja, S é Cohen-Macaulay.

Observamos ainda que se Fy/1,..., Fs/1 é uma sequéncia S’—regular, onde os F; sao
polinémios homogeéneos entao Fy,..., F, formam uma sequéncia S-regular. De fato,
para i € {2,...,s} seja H € S tal que F;H = 0 em S/(Fy,...,F;_;). Entdo existem
Hy,...,H;_y € S tais que F;H = HoFy + ...+ H;_1F;_1. Como Fy,...,F;_; sao ho-

mogeéneos, esta relagao continua valida para cada parcela homogénea de H. Portanto

podemos supor que H ¢é homogéneo. No anel local S, ? . ? =0 em S/(%, . FT) e
sendo a sequéncia S-regular segue que 4 = 0. Logo podemos escrever

H Ay Fy A1 Fiy

—==—+... G CeeyZp) =ML

I a1 G 10 GF ko)

Se escrevermos G = Go+. . .+G, G; homogéneo de grau i, o fato de G ¢ m equivale ao fato
que Gy # 0. Além disso, como GH = HGy+ ---+ HG, € (Fy, ..., F;_1) e (Fo, ..., Fi_q)

¢ um ideal homogéneo, as parcelas homogéneas de GH pertencem a este ideal, ou seja,
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HG, € (Fo, ..., F;_1). Como G é uma constante nao nula, segue que H € (Fy, ..., F;_q)

e H=0em S/(Fy,...,F;_1). Dessa forma F; nio divide zero em S/{(Fp,..., F;_1). Além

G =

T =0em S, o que é um absurdo.

disso, se Fy - G = 0 para algum G € S terfamos % .

Lema 5.14. Se (A,m) ¢ um dominio Cohen-Macaulay e ay,...,aqma € uma sequéncia

A-regular entao ( > ¢ Cohen-Macaulay.

Demonstracao. De fato, —— é Noetheriano e

(a1)

A
Prof (<—>) = Prof(A) — 1, (Proposicao 5.11)
aj

dim (%) <dim(A) — 1.  (Proposigao 5.7)
a1

Como (A, m) é Cohen-Macaulay temos Prof(A) = dim(A). Dessa forma
dim (i) < dim(A) — 1 = Prof(A) — 1 = Prof (i> :
{a1) {a1)

A A
Pelo Teorema 5.12, segue que dim (<—>) = Prof <—) O]
a1

(a1)

Usando o Lema 5.14 conseguimos o seguinte fato:

Proposicao 5.15. Seja (A, m) dominio Cohen-Macaulay de dimensao maior que zero. Se

{ai,...,a.} € um sistema de parametros em A, entio a sequéncia ay, ..., a, € A-reqular.

Demonstragao. Usaremos inducao em r = dim A. Se r = 1, entao como m = ,/a; segue
que a; # 0. Caso contrério, terfamos m = {0} e r = dim A = 0, pois A seria corpo. Logo,
ay ¢ A-regular.

Suponha o resultado verdadeiro parar = n. Sejaay, ..., a,+; um sistema de parametros
em A. Como m = m, o ideal maximal m de «;4;1) ém = \/m.
Pelo Lema 5.14, A/(a;) é Cohen-Macaulay e vale que dim(A/{(a;)) = Prof(A/{a;)) = n.
Dessa forma, {az, ..., a,;1} ¢ sistema de parametros em A/(a;). Por hipdtese de indugao
vale que ag, ..., 0,11 ¢ A/(ai)-regular. Segue da Proposi¢ao 5.9 que aq,...,a,+; é uma

sequéncia A-regular. O
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Teorema 5.16. Seja V. = V(F) uma hipersuperficie definida por um polinomio ho-
mogéneo I de grau m. Se V' € suave e p{fm, onde p é a caracteristica do corpo k, entdo
cada folheagao de P} que deiza V invariante € induzida por

oF 0O oF 0O
S e

0<i<j<n

para alguns polinomios Py ; homogéneos e de mesmo grau.

O Seja X = G+ ... + Gy

7

Demonstracao. Denotaremos por simplicidade 9; =
um campo vetorial em P" tal que V ¢ invariante por X. Entao existe um polinomio

homogéneo H tal que X(F) = FH. A relacao de Euler
mF = 2000F + ... + 2,0, F, (5.6)
juntamente ao fato de p t m, implicam que

H

Portanto izn(; (Gi — %H%) O;F = 0. Escrevendo G, = G; — %Hzi, temos que o
campo vetorial X' = G0y + ... + G0, é tal que X = X' + %H - R, isto é, X e X’
induzem a mesma folheagao de P} e X'(F) = GO F + - - -+ G),0,F = 0.

Seja I = (O F,...,0,F) C S. Como ptm temos por (5.6) que F' € I. Sendo V suave,
F' e suas derivadas parciais nao possuem raiz em comum em P”, do Teorema dos Zeros
de Hilbert conseguimos v/I = (z, ..., 2,).

Como S = Spgpem=(,. .. =) = \/<M, 5y segue que {OgF)/1,...,0,F/1}

1 1 1 71

é um sistema de parametros em S. Pela Proposicio 5.15 a sequéncia F/1,... 0,F/1é
S-regular. Pelo Exemplo 5.1, temos que doF, ..., d,F é uma sequéncia S-regular.
Afirmagao: Para cada t € {0,1,...,n} existem polinémios homogéneos Py, Py, . . .,

Pi-1yt; Pyer1ys - - -, Pen tals que
GQ - P()taoF + PltalF +--+ P(t_l)tﬁt_lF - .Pt(t+1)at+1F I PmﬁnF,

onde os coeficientes P;; que aparecem nas escritas de G} e de G;- SA0 0S Mesmos.

Vamos provar a afirmagao. Sendo

GyooF + ...+ G0, F =0, (5.7)
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temos G/,0,F = —GLooF—---—G"_,0,_1F eportanto G' -0,F = 0em S/{OF,...,0,_1F).
Como a sequéncia O F, . ..,0,F é S-regular, 0,F ndo divide zero em S/(0F,...,0,_1F)
e G/ = 0. Dessa maneira existem polinomios homogéneos Py, P, . . . s P—1)n tais que
G, = PonOoF + -+ - + Pp—1)n0n—1 F. Logo, a afirmacao ¢ vélida quando t = n.

Suponha que a afirmagcao é verdadeira para todo ¢, 0 < t < g < n. Vejamos que a
afirmacao é valida para t — 1. Substituindo as expressoes para cada G, t < ¢ < n, na

equagao (5.7) conseguimos

G680F+ . '+G£718t71F+<P0t80F+' : '+P(t_1)tat,1F—Pt(t+1)at+1F—. . —PtnanF>atF+
+ (Po(t+1)00F + Pie31)O F 4+ - - + Py 1) O F — Puga)i42) 02 F — - - = Pluy1ynOn F) Op 1 F+-

+---+ (P()na()F + PlnalF + o+ P(n—l)nan—lF)anF =0 (58>

Agrupando os termos em (5.8) com Oy F,...,0;—1F e observando que para t < i < j
os termos —F;;0;FO;F, que aparece em G0;F e P;0;FO;F, que aparece em G}0;F se

cancelam, ficamos com

(GIO —|— PotatF + st + PonanF)aOF+ st —l— (G;—l + P(t,l)tatF—l— e + P(t,l)nanF)ﬁt_lF == 0
(5.9)
Se t > 2, podemos escrever Gj_; + P10 F + -+ Py_1)nOpF - O, F = 0 em

S/{OGF,...,0;—oF) e sendo OyF, ..., 0, F uma sequéncia S-regular, 9, 1 F' nao divide zero

em S/(OF, ..., 0_oF), ouseja, Gy + Py_10F + - -+ + Py_1),0,F = 0. Assim existem

polindémios homogeneos Fy;—1y, - - ., Py—2)¢—1) tais que
Gy + Pu—1yOF + -+ 4+ Pu—1),0,F = Pyu—1)00F + - - - + Pl—2)1—1)01—2 F.
Portanto conseguimos
Gy = Pog—1)0oF + - - + Pu—oyt—1)01—2F — Py_1)tOF — - -+ — Py_1),0, F.
Se t = 1, a expressao (5.9) é simplesmente
(Gy + PO F + ...+ Py, 0,F) - 0oF =0
e como a sequencia OyF, ..., 0, F é S-regular, 0y F' nao divide zero em S e conseguimos

Gy=—PudiF — - — Py 0, F,
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0 que comprova a afirmagao.

Utilizando as escritas de G, 0 < t < n, na expressao de X’ temos

X'=Gyoy+ GOy + -+ G0 = (— P10 F — Pyg0oF — -+ — Py 0, F) 0o+

+(P0180F—P1282F— e —Pln(?nF)Gl + * +(P0naQF+P1n81F+ ‘ -—l—P(n_l)n@n,lF)@n.

As parcelas com P;;, 0 <7 < j < n, aparecem aos pares, em — P;;0;F0; e em P,;;0,F0;.

Agrupando estas parcelas, conseguimos

X'= Y Py(0iF0; - 0;F0).

0<i<j<n

Como X e X’ induzem a mesma folheagao em P", o resultado estd provado. O

Como consequéncia, conseguimos uma primeira cota superior para o grau de hipersu-

perficies invariantes por folheacoes em IPy.

Teorema 5.17. Seja X um campo vetorial em P" de grau d e V- = V(F) uma hipersu-

perficie suave de grau m. Se V' € invariante por X e ptd, entao m < d+ 1.

Demonstracao. Pelo Teorema 5.16 o campo X é da forma

oF 0O oF 0O
Y=Y (- ear ).

i<j

com F; ; polinomios homogéneos de mesmo grau.
Como X tem grau d e F' tem grau m, vale grau(P, ;) = d—m+1. Como P, ; # 0 para

algum par (i, 7), sendo X = 0, temos que grau(P; ;) > 0, ou seja, m < d + 1. O

5.3 Feixes de ideais e regularidade em P?

Nesta se¢ao, o nosso objetivo sera encontrar uma cota superior para o grau de uma curva
singular que é invariante por uma folheacao em P? em termos da nocao de reqularidade
do conjunto das singularidades da curva.

Sejam C' C P? uma curva de grau m, dada pelos zeros de um polinémio homogéneo
reduzido F, e I = (F') o ideal da curva C. Se S = k[z, 21, 22/, temos que I é um S-mdédulo
e portanto podemos construir o feixe I de Opz-médulos.

Denotaremos I por Zgp2 e o chamaremos de feize de ideais de C em P2
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A graduagao de S, S = @ S;, induz uma graduacao natural no ideal I dada por
>0
I=1®I,d... onde I, = INS;. Considere a decomposicao do anel de coordenadas
S/I dada por
S S St 5

=20 2y 5.10
AR A A (5.10)

Seae S;/I;,be Sj/li#jea=>bem S/I entdo a —b € I. Como grau(a) = i,
grau(b) = 7, e I é um ideal homogéneo, segue que as componentes homogéneas de a — b
pertencem a I. Como tais componentes homogéneas sdo exatamente a e b, segue que
@ =0eb=0. Disso segue que a soma em (5.10) é direta. Observe ainda que se @ € S;/1;
e b € S;/I; entdo ab € S;1;/1;1 , ou seja, % . % C iz—: Desta forma, o anel S/I é
graduado e podemos construir o espago topolégico Proj(S/I). O feixe de Opz-mddulos
definido por S/I serd denotado por O¢ e o chamaremos de o feize associado a curva C.

Pela Proposicao 4.26, feixificando a sequéncia exata curta de S-mddulos
0—-1—S—S/I—0,
obtemos a sequéncia exata curta de feixes de Op2-modulos
0—=Zepz = Opz = Oc — 0. (5.11)

Da sequéncia exata (5.11), pode-se provar que para cada aberto D (f) C P? temos o

isomorfismo
_ On(D4(f))
OclD+ N = 7 = DL ()

Se T'C C' é uma subvariedade de C' e J = I(T) é o ideal de T em S, entdo I C J. A

decomposicao

é uma graduagao de J/I. No espago topoldgico Proj(J/I) podemos considerar o feixe

J
(7), o qual denotaremos por Zp . Observe que Zr - é um feixe de Oc-médulos.

Feixificando a sequéncia exata curta de S-mdédulos
0—=>1—J—J/I—=0,
obtemos a sequéncia exata curta de feixes

0—=Zopz = Ipp2 = Ipc — 0. (5.12)
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Da sequéncia exata (5.12) conseguimos para cada aberto D (f)) C P? o isomorfismo

Irp2(Dy(f)))
Top(Dy(f)))

Denotemos o conjunto singular de C' por X.

Iro(D(f))) =~

Consideremos uma folheacao de grau d de P? induzida pela 1-forma
Q= A()dZO + A1d21 + AQdZQ.

Seja & = Sing(?) e suponha que S N C' ¢ finito.
Sejam [ := (F), L := (Ao, A1, Ay) e J := (0F, O1F, 0o,F ). Observemos que
V(L)=SeV(J)=2%.

Considere o homomorfismo de S/I- médulos

60 Hm—1) — 2d+1)
O, F — A, para cada i € {0,1,2}.

Sejam P, Q € J tais que P = Q em J/I(m — 1). Por definicio existe H € S tal que
P =@+ FH. Escrevendo () na forma

Q - BoaoF —|— BlalF + BQ(?QF,
onde By, B, B, € S e usando a relagao de Euler para F', temos que
Hz, Hz Hz
P= (BO + —) O F + (Bl + —) OF + (32 + 72) O, F.

Logo - - -
_ i e T2\ —
6(P) = (Bo—i—%) A+ <Bl+—> A+ (324—7)14

- H __ _
=ByAy+B1 A+ By Ay + — (Zvo + 21 A1 + 204) = BoAg+ B A+ By Ay = H(Q).

Portanto ¢ esta bem definido.

A imagem de ¢ ¢ o ideal

Im¢ = (A, Ay, A3). (5.13)
Considere agora o homomorfismo de S/I-médulos dado por
S S

G — G,
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Claramente ¢ é um homomorfismo sobrejetivo e seu nicleo é
kery) = ( Ay, Ay, A3). (5.14)

Das igualdades (5.13) e (5.14), concluimos que Im ¢ = ker ), donde segue a exatidao

da sequéncia de S/I-médulos

N

(d+1) e =2 (d41)—0. (5.15)

o)
R
(m=1) I+ 1L

I

~|

Feixificando a sequéncia exata (5.15), obtemos a seguinte sequéncia exata de Oc-feixes

v S
(d+1) @+ —0. (5.16)

%(m—nL

~|

Usando as igualdades

~ ~ P

Lm—1) =Ty c(m—1), Fd+1)=Oc(d+1) e

podemos reescrever a sequéncia (5.15) na forma
T.o(m —1) 2= Oc(d + 1) —2 Osne(d +1) —=0.. (5.17)

Provaremos agora que se C' é invariante pela folheagao induzida por €2 entao a aplicagao
¢ € injetiva. Suponhamos que C' é invariante pela 1-forma (2. Entao pela Proposicao 3.19

da pagina 46 vale a relacao
QANdF = Fn, onde n é uma 2-forma. (5.18)

Sendo assim, para cada par (i,7), 0 < i < j < 2, existe polindmio homogéneo G, ; € S

tal que A;0;F — A;0;F = F'G; ;. Em particular, consideremos

AlaQF - A281F - FGLQ, (519)
AoalF - AlaoF == FG()J, (520)
A()&QF - AgaoF = FG072. (521)

Considere Cy Oy F 4+ C, O F + Cy 0, F € J/I(m — 1) tal que

¢(€050F+€181F+€282F) =0,
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ou seja, Cy Ay + C1A; + CoA; = 0. Desta condicio segue que existe um polindmio

homogéneo P € S tal que
CoAg + C1A; + CyAy = FP. (5.22)
Multiplicando a relagao (5.22) por 0, F obtemos
CoAgO F' + CLAOF + CoAyO F = FPOF.
Utilizando (5.19) e (5.20) ficamos com
Co(A100F 4+ FGo1) + CLA1OF + Cy(A10-F — FG15) = FPO,F.
Agrupando os termos em A; e em F', podemos escrever
A1 (CoOoF + CLOF + Co05F) = F(POF + G120 — Go1Cy). (5.23)
De maneira similar, multiplicando (5.22) por 0o F e utilizando (5.19) e (5.21), obtemos
Ay (CoOoF + CLOF + Co0oF) = F(POLF — G12C1 — Go2Ch). (5.24)
Por 1ltimo multiplicando a relagao (5.22) por dyF obtemos
CoAgOp F' + C1A1O0F + CoAs00F = F PO, F.
utilizando (5.20) e (5.21) ficamos com
CoAgOoF' + C1(AgO F — FGo) + Co(AgOuF — FGo2) = FPOF.
Agrupando os termos em Ay e em F', podemos escrever
Ag(CoOoF + CLOUF + C20oF) = F(POF + Go1C1 + G 2Cs). (5.25)
Usando as relagoes (5.23), (5.24) e (5.25) podemos escrever
(CoOoF' + CLOLF + Co0,F) - (Agdzo + Ardzy + Asdzy) = Fy,
onde i é a 1-forma

n = (P80F+Go7101—|—G07202)d2'0+(P81F+G17202—G07100)d21+(P82F—G1,201—GO,QCQ)dZQ.
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Como & N C' ¢ finito, nenhuma componente de F' pode dividir a 1-forma (). Disso segue

que F' | (CoOoF + C101F + Cy0,F). Portanto

CoOoF +C1OF 4+ Cy 0,F =0

em S/I(d—1) e ¢ é injetivo.

Portanto obtemos a sequéncia exata curta

0——Ts,c(m — 1) > Oc(d + 1) —*> Ospe(d + 1) —0. (5.26)

Para o principal resultado desta secao, precisaremos de dois resultados auxiliares. Para

cada feixe de Op2-mddulos F, denotaremos h?(F) = dimy, H’ (P? F).

Lema 5.18. Se T' é um conjunto finito de pontos em P?, entao h*(Zrp2(i)) = 0 para todo
1> =2,

Demonstracao. A sequéncia exata curta
0—J—S5—95/J—0,
apos ser feixificada e tensorizada por Opz(i), fornece a sequéncia exata curta de feixes
0 — Zpp2(i) — Op2(i) — Op(i) — 0. (5.27)
O segundo homomorfismo em (5.27) é dado por

Trpe(1)(Ds(9)) — Opa(i)(Ds(9))
St

sy
enquanto o terceiro homomorfismo é dado por

Op2(1)(D1.(9)) — Or(i)(D+(9))

-

Tomando a sequéncia longa de cohomologia de (5.27), conseguimos

0= HO(B, Tra(i)) — HO(B2, Ouali) — HO(P, On()) —>
— H'(P* Irpe(i)) — H'(P?, Op2(i)) — H'(P*, O7(i)) —

— H*(P?, Zpp2(i)) — H*(P? Op2(i)) — H*(P?, Op(i)).
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Como T é finito, dim T' = 0, pela Proposicao 4.32, pdgina 78, temos H’ (P?, O7(i)) = 0

para todo 7 > 0. Assim a parte final da sequéncia acima se torna
0 — H*(P?, Zprp2(i)) — H*(P?, Op2(i)) — 0.

Sendo a sequéncia exata, a aplicacao central é injetiva e sobrejetiva. Desta forma,

H*(P? Zrp2(i)) ~ H?*(P?, Op(i)). Pelo Teorema 4.33 da pégina 78,
H*(P?, Op2 (1)) ~ H°(P?, Op2(—i — 3))*.

Sei > —2entdao —i —3 < —1 e HY(P?, Op2(—i—3)) = 0, ou seja, H*(P?, Iy p2(i)) = 0.
Escrevendo h*(Zrp2(i)) := dimy, H*(P?, Zpp2(i)), conseguimos h?(Zppz(i)) = 0. O

Antes de provarmos o préximo resultado, fazemos aqui a seguinte observacao: Se
Vi, Vo, V3 sao tres espagos vetoriais sobre o mesmo corpo k tais que existe uma sequéncia
exata

0=V SV, S Vs =0,

entao dimyg(V3) = dimg (V) +dimg(V3). Com efeito, dimy (V5) = dimyg (ker ¢) +dimy (Im 1).
Mas sendo a sequéncia exata, 1 é sobrejetiva, isto é, Imy = V3 e kery) = Im¢. Como
dimg (V1) = dimyg(ker p)+dimg(Im ¢) e ¢ é injetiva, temos dimy (Im ) = dimg(V4). Assim,

provamos nossa afirmacao.
Lema 5.19. Se T € um subconjunto finito de uma curva C C P? de grau m, entdio

1 . 1 , 1, se i=m—3,
W (Zr,c(i) = h' (Zrp2(i)) + €, onde € =
0, se 1>m—3.

Demonstragao. Sendo J = I(T) e I = I(C') = (F), comoT C C entao I C J. Feixificando

a sequéncia exata curta

0O — S, — J — JJI — 0
G +— FG
H — H
e tensorizando por Opz(7), obtemos a sequéncia exata curta de Opz-feixes

0 — Op2(—m + 1) — Ipp2(i) — Zrc(i) — 0. (5.28)



96
Da sequéncia longa de cohomologia de (5.28), conseguimos a sequéncia exata

0 — H(P? Op2(i —m)) — HY(P?, Zpp2(i)) — H° (P, Zr (i) —
— H'(P?, Op2(i — m)) — H'(P*, Ipp2(i)) — H' (P*, Zr (i) —
— H?*(P?, Op2(i — m)) — H*(P*, Zpp2(i)) — --+ . (5.29)
Como H?*(P?, Op2(i —m)) ~ H*(P?, Op2 (=i +m—2—1))* = H*(P?, Op2(—i +m —3))*
e H(P?, Op2(—i+m —3)) =0 se —i +m — 3 < 0, segue que H*(P? Op2(i —m)) = 0 se
1 >m — 3.
Também, H'(P?, Op2(i—m)) = 0 pela Proposicao 4.31 na pagina 77 e daf na sequéncia

(5.29) conseguimos extrair a sequéncia exata
0 — H'(P* Zppe(i) — H' (P*, Iy (i) — 0, se i > m — 3.
Logo, H'(P?, Zrp2(i)) ~ H'(P? Zr.c (1)), ou seja,
' (Zpp2(i)) = h' (Zrc(i)), parai > m — 3.

Agora, seja i = m — 3. Sendo m =grau(C') > 1, temos ¢ > —2. Pelo Lema 5.18 vale

H?*(P?, Zrp2(i)) = 0 e conseguimos a sequéncia exata
0 — HY(P? Zrp2(i)) — H'(P*, Zr (i) — H*(P?, Op2(—3)) — 0.
Dessa forma,
dimy,(H'(P?, Zr, (1)) = dimg (H' (P?, Zrp2(i))) + dimg (H?(P?, Op2(—3))).

Sendo H?(P?, Op2(—3)) ~ H(P?, Op2)* = k* = k, temos dim(H?(P?, Op2(—3))) = 1
e portanto

W (Zr (i) = W (Trp2(i)) + 1,

quando 7 = m — 3. O

Definicao 5.20. Seja F um feixe coerente em P}. Dado um inteiro s, dizemos que
F ¢ s-reqular se H'(P", F(s —i)) = 0 para todo inteiro positivo i. A regularidade de
Castelnuovo-Mumford, ou simplesmente, reqularidade, de F, é o menor dos inteiros r tal

que F é r-regular. Escreveremos r = reg(F).
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Em [16], Theorem 5.2, pg.228 prova-se que existe algum s tal que F é s-regular, e em

[9] mostra-se que se F é s-regular entdo F é t-regular, para todo inteiro ¢ > s.

Definigao 5.21. A regularidade de uma variedade H C P} é a regularidade de seu feixe

de ideais, isto é, 7 = reg(Zmpr).

Exemplo 5.2. Quando V' é uma hipersuperficie de grau m em P}, a regularidade de V' ¢
m. Se V = V(F), entao feixificando o isomorfismo S_,,, — I = I(V') dado por G — F-G,
obtemos o isomorfismo de feixes Opn(—m) ~ Zypn e dessa forma, para quaisquer inteiros
positivos i e s temos H* (P}, Zypy (s —i)) = H' (P, Opn(—m+ s —1i)). Dessa maneira, pelo
Corolario 4.34 na pégina 78, se i # n entdo H'(Py,Zypn(s — i)) = 0 para todo 5. E se

1 = n, temos
HH(PZ,IV’pz(S —n)) = H" (P, O]pg(—m +5—n)) = H (P}, Opz(m —s—1))7,

onde na tultima igualdade utilizamos o Teorema 4.33. Assim, H" (P}, Zypr (s —n)) = 0 se,
k k) k
e somente se, m — s — 1 < —1, ou seja, se e somente se s > m.

Em particular, a regularidade de uma curva C' C P? é o seu grau.

Exemplo 5.3. Como Zypn = Opn € H"(P", Opn(s — n)) ~ HO(P", Opn(—s — 1))*, que é

nulo se e 86 se s > 0, temos que a regularidade do conjunto vazio é zero.

Usando esta nogao de regularidade, encontramos mais uma resposta positiva para o

Problema de Poincaré.

Teorema 5.22. Seja C C P? uma curva reduzida de grau m, onde k é um corpo de
caracteristica zero ou p, com p{ m. Denotemos por ¥ o conjunto das singularidades de
Ceo:=reg(X) ep:=0c—m+2.

Se C' ¢é invariante por uma folheacao F de grau d e SNC' € finito, onde S € o conjunto

de singularidades de F, entao

d+1, se p<0

d+1+p, se p>0.

Demonstragdo. Suponhamos p < 0. Entdao m —2 > o e Iy pe é (m — 2)-regular, isto é,

H (P2, Is,p2(m — 2 — i)) = 0 para todo ¢ > 0. Em particular, h'(Zg p2(m — 3)) = 0.
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Do Lema 5.19, temos h'(Zs c(m — 3)) = 1. Em [12], equagao (2.2.2) verifica-se que
vale a igualdade h*(Qf) = h*(Zs.c(d — 3)) = 1, e de [11], Corollary 4.5 segue-se que vale
Y (Oc(d —1)) = 0.

Suponhamos agora que p > 0. Entao 0 > m — 2 e usando o Lema 5.19 parai =0 — 1

ficamos com

W (Zsclo—1)) = hl(IE,ﬂﬂ(U —1)).
Pela defini¢ao de regularidade, temos h'(Zs p2(0 — 1)) = 0 e assim vale também que
W' (Zsc(o —1)) =0. (5.30)
Sendo & N C finito temos por (5.26) a sequéncia exata de feixes
0—=Znc(m—1) = Oc(d+1) = Osnc(d+ 1) — 0. (5.31)

Tensorizando a sequéncia (5.31) por O¢(p — 2) e tomando a sequéncia longa de coho-

mologias obtemos a sequéncia exata
0— H'(P*,Isc(oc — 1)) = H (P, Oc(d+ p— 1)) = H*(P*, Osnc(d+ p— 1)) —

— H' (P* Zsc(oc — 1)) = H'(P*,Oc(d+ p — 1)) — H' (P, Osnc(d + p — 1)).

Por (5.30), HY(P?, Zx. (0 —1)) = 0 e H'(P? Osnc(d+p—1)) = 0 pois dim(SNC) =0
e dessa forma, h'(Oc(d+p — 1)) = 0.
Dado um inteiro ¢ > 0, tensorizando a sequéncia exata curta (5.11) por Opz(i), lem-

brando que Zgp2 =~ Op2(—m) pelo Exemplo 5.2, conseguimos a sequéncia exata curta
0 — Op2(i —m) — Op2(i) — Oc(i) — 0.

Tomando a sequéncia exata longa de cohomologia da sequéncia exata acima, obtemos

a sequéncia exata
HY(P?, Op2(i)) — H'(P?, Oc(i)) — H*(P?, Ops(i — m)) — H*(P?, Op(i)).  (5.32)

Do Corolario 4.34, H'(P?, Op2(i)) = 0, H*(P?, Op2(3)) ~ H°(P? Op2(—i — 3))* = 0
pois i > 0 e H*(P?, Op2(i — m)) ~ H°(P? Opz2(m — i — 3))*. Assim, a sequéncia exata
(5.32) nos da H*(P?, O¢(i)) ~ H°(P?, Op2(m — i — 3))*. Portanto,

p<0=h(0c(d—-1)=0=h(Op(m—-3-d+1)=0=m—-d-2<0=>m<d+1
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p>0=h'(Ocld+p—1)=0=h(Op(m—-3-d—p+1)=0=m<d+1+p,

pois h(Op2(j)) =0 < 5 < 0. O

Exemplo 5.4. Seja C' uma curva plana projetiva de grau m, invariante por uma folheacao
de P? de grau d. Se m = 1, como d > 0 temos trivialmente m < d + 1. Suponhamos
entdo m > 2. Se C é suave, entao Sing(C') = () e pelo Exemplo 5.3 temos, na notagao do
Teorema 5.22, 0 =0e p=0 —m+ 2 < 0. Dai, o Teorema 5.22 nos fornece m < d + 1.

Portanto, o Teorema 5.22 generaliza o Teorema 5.17.

Terminamos observando que a limitacao para o grau apresentada no Teorema 5.22
envolve a regularidade da curva C, uma vez que a regularidade da curva em P? é o seu

grau. Em [7], Joana Cruz generaliza este resultado em P}, n > 2, da seguinte maneira:

Teorema 5.23. Seja C' C P} uma curva, n > 2. Suponha que C' ¢é reduzida, aritme-
ticamente Cohen-Macaulay, subcanonica e de grau m. Assuma que k é um corpo alge-
bricamente fechado e de caracteristica p > 0 com p t m. Sejam ¥ o subesquema das
singularidades de C, o = reg(X), r :=reg(C) e p :== 0 —r + 2. Suponha que C é uma
curva invariante por um campo vetorial de P} de grau d. Se dim(SNC) =0, onde S € o

lugar singular do campo, entao

d+1, se p<O0
d+1+4+p, se p>0.
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