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A Deus, por guiar-me até aqui e permitir a conclusão desta fase.

A minha orientadora Joana Darc Antonia Santos da Cruz que propôs este tema e
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RESUMO

—

Uma folheação algébrica do plano projetivo sobre um corpo k pode ser dada tanto por

um campo de vetores como por uma 1-forma em P2, já que dimensão um e codimensão

um são a mesma noção visto que a dimensão de P2 é igual a 2. Então surge uma pergunta

natural: Como se relacionam os campos vetoriais e as 1-formas em P2? Veremos que

uma 1-forma ω e um campo de vetores X definem a mesma folheação do plano projetivo

quando ω(p)(X (p)) = 0 para todo ponto p ∈ P2. Uma segunda questão é a existência de

curvas algébricas invariantes por uma folheação de P2. Originalmente, Poincaré formulou

o seguinte problema: É posśıvel limitar o grau de uma curva algébrica invariante por

um campo de vetores em termos do grau do campo de vetores? A resposta para este

problema é negativa, como podemos ver no Exemplo 3.18. Entretanto adicionando-se

algumas hipóteses sobre tal curva invariante este problema pode possuir resposta positiva.

No caso em que tal curva invariante é suave, mostra-se que o grau da curva é no máximo

igual ao grau do campo vetorial mais um. Se uma curva invariante não for suave, mostra-

se que ainda é posśıvel limitar o grau desta curva em termos do grau da folheação e da

regularidade do seu conjunto de singularidades.

Palavras-chave: Folheação Algébrica. Campo de vetores. Problema de Poincaré.
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—

ABSTRACT

—

An algebraic foliation of the projective plane over a field k can be given either by a

vector field or a 1-form in P2, as dimension one and codimension one are the same notion

since dim(P2) = 2. Then a natural question arises: How do vector fields and 1-forms in

P2 relate? We will see that an 1-form ω is related with a vector field X belonging to

the kernel of ω, that is, ω and X define the same foliation of the projective plane when

ω(p)(X (p)) = 0 for all points p ∈ P2. A second question concerns about the existence of

algebraic curves that are invariant by a foliation of P2. Originally, Poincaré formulated

the following problem: Is it possible to bound the degree of an invariant curve under a

vector field in terms of the degree of the field? The problem has a negative answer, but

by adding some hypothesis it can be reformulated in order to have a positive answer. If

we assume that this invariant curve is smooth, we show that the degree of the curve is at

most the degree of the vector field plus one. If an invariant curve is not smooth, we show

that its degree can be limited in terms of regularity of its set of singularities.

Key-words: Algebraic Foliations. Vector fields. Poincaré’s Problem.
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4.1 Feixes sobre espaços topológicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

4.2 O stalk de um feixe num ponto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

4.3 O espectro de um anel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

4.4 O esquema projetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
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1 Introdução

Ao estudar a existência de soluções algébricas para equações diferenciais polinomiais no

plano complexo, Henri Poincaré em [21] observou que se for posśıvel limitar o grau máximo

de uma posśıvel solução então a procura por tal solução pode ser feita através de operações

algébricas. Então, a seguinte pergunta surgiu de maneira natural: É posśıvel limitar o

grau de uma solução algébrica de uma equação diferencial polinomial em termos do seu

grau? Tal problema é atualmente conhecido como Problema de Poincaré. A resposta

para tal pergunta é negativa, como veremos adiante. Mas em 1991, Cerveau e Lins

Neto mostraram em [6] que quando as singularidades de uma curva solução são todas do

tipo nodal então o grau da curva é no máximo o grau da folheação mais dois. Assim

a pergunta originalmente formulada por Poincaré foi reformulada da seguinte maneira,

já na linguagem moderna: É posśıvel limitar o grau de uma curva invariante por uma

folheação em termos do grau da folheação e de outros invariantes da curva, ou colocando-

se propriedades para estas curvas invariantes?

Algumas soluções para o Problema de Poincaré foram encontradas ao longo das últimas

décadas. Em 1994, Carnicer em [5] encontrou a mesma cota para o grau de uma curva

invariante que Cerveau e Lins Neto, quando a curva invariante não contém nenhuma

singularidade dicŕıtica da folheação. Em 1997, Campillo e Carnicer, em [4] exibem limites

em termos da resolução de singularidades da curva invariante. Outras soluções podem ser

encontradas em [23], [24], [3] e [20].

Neste trabalho apresentamos duas soluções para o Problema de Poincaré. A primeira

foi dado por Esteves em [10] supondo que a curva invariante é suave. A segunda foi dada

por Esteves e Kleiman em [12] em termos da regularidade do lugar singular da curva.

No Caṕıtulo 1, apresentamos as noções de derivações, diferenciais e 1-formas, que serão

essenciais na definição de folheações.

8
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No Caṕıtulo 2, introduzimos as noções de campos de vetores em P2, que nos darão a

definição de folheação de P2. Também definimos o que é uma curva invariante por uma

folheação e discutimos o Problema de Poincaré em P2.

No Caṕıtulo 3, exibimos as noções básicas de feixes, culminando na noção de cohomo-

logia.

No caṕıtulo 4, estudamos folheações de dimensão um em Pn, n > 2 e apresentamos

uma cota superior para o grau de uma hipersuperf́ıcie suave invariante por uma folheação

e encontramos uma outra solução para o Problema em P2, utilizando a linguagem de

cohomologia.
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2 Derivações e Espaço Tangente

Neste caṕıtulo estudaremos as relações entre derivações e vetores tangentes sobre uma

variedade algébrica afim. Ao longo deste texto, k denotará um corpo algebricamente

fechado.

2.1 Derivações

Definição 2.1. Sejam R um anel comutativo, A uma R-álgebra comutativa e M um

A-módulo. Uma R-derivação de A em M é uma aplicação R-linear D : A → M tal que

D(ab) = aD(b) + bD(a), para todos a, b ∈ A.

Seguem da definição de R-derivação as seguintes propriedades:

P1)D(1) = 0. De fato, temos que D(1) = D(1 · 1) = 1D(1) + 1D(1) = D(1) +D(1),

e portanto D(1) = 0.

P2)D(r) = 0 para todo r ∈ R.

Com efeito, D(r) = D(1 · r) = rD(1) = r · 0 = 0.

Exemplo 2.1. O exemplo canônico de derivação é a derivação parcial. Podemos ver o anel

de polinômios em n variáveis, denotado por k[x1, . . . , xn], como k-álgebra, via inclusão, e

a derivação parcial em relação a qualquer variável é uma k-derivação.

Definição 2.2. Sejam R um anel, A uma R-álgebra e M um A-módulo. Denotaremos o

conjunto das R-derivações de A em M por DerR(A,M), ou seja,

DerR(A,M) = {D : A→M ; D é R-derivação}.

Para a, b ∈ A e D,D′ ∈ DerR(A,M) definimos

D +D′ : A −→ M

a 7−→ D(a) +D′(a)

10
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e

aD : A −→ M

b 7−→ aD(b).

Com estas operações, DerR(A,M) tem estrutura de A-módulo.

Sejam A e B R-álgebras e φ : A → B um homomorfismo de R-álgebras. Se N é

um B-módulo, então N pode ser visto como um A-módulo, definindo para cada a ∈ A e

n ∈ N , an = φ(a)n.

Lema 2.3. Fixado um homomorfismo de R-álgebras φ : A → B, se D ∈ DerR(B,N)

então D ◦ φ ∈ DerR(A,N).

Demonstração. Dados r ∈ R e a, b ∈ A temos

(D ◦ φ)(ra+ b) = D(φ(ra+ b)) = D(rφ(a) + φ(b)) = rD(φ(a)) +D(φ(b)) =

= r(D ◦ φ)(a) + (D ◦ φ)(b).

Logo, D ◦ φ é R-linear. Além disso,

D ◦ φ(ab) = D(φ(ab)) = D(φ(a)φ(b)) = φ(a)D(φ(b)) + φ(b)D(φ(a)) =

= a(D ◦ φ)(b) + b(D ◦ φ)(a).

Desta forma, D ◦ φ é uma R-derivação.

Proposição 2.4. Se φ : A → B é um homomorfismo de R-álgebras, então a aplicação

ϕ : DerR(B,N) → DerR(A,N), definida por ϕ(D) = D ◦ φ, é um homomorfismo de

A-módulos cujo núcleo é DerA(B,N).

Demonstração. Para D,D′ ∈ DerR(B,N) e a ∈ A, valem

ϕ(D +D′) = (D +D′) ◦ φ = D ◦ φ+D′ ◦ φ = ϕ(D) + ϕ(D′)

ϕ(aD) = (aD) ◦ φ = a(D ◦ φ) = aϕ(D).

Logo, ϕ é homomorfismo de A-módulos.

Se D ∈ ker(ϕ), então D(φ(a)) = 0, ∀ a ∈ A. Dessa forma, para cada b ∈ B e a ∈ A,

D(ab) = D(φ(a)b) = φ(a)D(b) + bD(φ(a)) = φ(a)D(b) = aD(b).

PortantoD ∈ DerA(B,N) e ker(ϕ) ⊆ DerA(B,N). Por outro lado, seD ∈ DerA(B,N)

temos D(φ(a)) = D(a · 1B) = aD(1B) = 0 para todo a ∈ A, isto é, D ◦ φ = 0, ou seja,

ϕ(D) = 0 e D ∈ ker(ϕ).
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2.2 Espaço Tangente

Seja V uma variedade algébrica em An, isto é, V é o conjunto dos zeros comuns de

uma coleção de polinômios em n variáveis. Seja I = I(V ) o ideal dos polinômios que se

anulam nos pontos de V . Como k[x1, . . . , xn] é um anel Noetheriano, existem polinômios

f1, . . . , fs ∈ k[x1, . . . , xn] tais que I = ⟨f1, . . . , fs⟩. O anel k[V ] = k[x1, . . . , xn]/I é

chamado anel de coordenadas de V . Fixemos p ∈ V e consideremos a reta em An dada

por ℓ = {p+ tv; t ∈ k}, com v = (v1, . . . , vn) fixo e não nulo. Então,

ℓ ∩ V = {p+ tv; fi(p+ tv) = 0, ∀ i = 1, . . . , s}.

Seja ∂i : k[x1, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn] a derivação parcial em relação a xi. A expansão

em série de Taylor de cada fj em p, j = 1, . . . , s, é

fj(p+ tv) = fj(p) +
n∑
i=1

∂ifj(p)tvi +
1

2

n∑
i,k=1

∂2fj
∂xi∂xk

(p)t2vivk + . . . ,

onde os termos a partir do segundo somatório apresentam expoente maior ou igual a 2

em t. Como fj(p) = 0, ficamos com

fj(p+ tv) = t
n∑
i=1

∂ifj(p)vi + t2(· · · ).

Então, t = 0 é raiz múltipla das equações fj(p + tv) = 0, j ∈ {1, . . . , s} se, e somente

se,
n∑
i=1

∂ifj(p) · vi = 0, ∀ j = 1, . . . , s. (2.1)

Neste caso, dizemos que ℓ é tangente a V em p e que v é um vetor tangente a V em p.

Definição 2.5. Seja V uma variedade algébrica em An. O espaço tangente a V em p,

denotado por TpV , é o espaço vetorial definido por

TpV := {v ∈ An \ {0}| v é vetor tangente à V em p} ∪ {0}.

Veremos a seguir que o espaço tangente a V em p pode ser identificado com uma

variedade algébrica em An. Para isto, seja T ′
pV a coleção dos pontos q ∈ An que pertencem

a alguma reta tangente a V em p, ou seja,

T ′
pV = V

(
n∑
i=1

∂if1(p) · (xi − pi), . . . ,
n∑
i=1

∂ifs(p) · (xi − pi)

)
.



13

Dado q ∈ T ′
pV existem t ∈ k e v = (v1, . . . , vn) que satisfazem o sistema de equações

(2.1), tais que q = p+ tv e assim q− p = tv. Como tv ∈ TpV , temos que q− p é um vetor

tangente a V em p.

Reciprocamente, dado um vetor w ∈ TpV , seja q = p + w. Então, q pertence a uma

reta tangente a V em p, isto é, q ∈ T ′
pV , e w = q − p. Com estas considerações, vamos

identificar T ′
pV com TpV .

Exemplo 2.2. Seja k um corpo infinito. Como I(An) = ⟨0⟩, o espaço tangente a An

em qualquer ponto é o próprio An.

Exemplo 2.3. O espaço tangente à curva y(y− x2) = 0 em (0, 0) é todo A2, mas as suas

componentes irredut́ıveis V(y) e V(y − x2) tem a mesma tangente y = 0 em (0,0).

No que segue, vamos estabelecer uma relação entre espaço tangente e derivações.

Lema 2.6. Dado v = (v1, . . . , vn) ∈ An, a aplicação Dv : k[x1, . . . , xn] → k[x1, . . . , xn],

dada por Dv =
n∑
i=1

vi∂i é uma k-derivação.

Demonstração. Sejam a ∈ k e f, g ∈ k[x1, . . . , xn]. Temos que

Dv(af + g) =
n∑
i=1

vi∂i(af + g) =
n∑
i=1

[avi∂i(f) + vi∂i(g)] =

= a

n∑
i=1

vi∂i(f) +
n∑
i=1

vi∂i(g) = aDv(f) +Dv(g).

Portanto, Dv é k-linear. E também,

Dv(fg) =
n∑
i=1

vi∂i(fg) =
n∑
i=1

vi[f∂i(g) + g∂i(f)] =

=
n∑
i=1

fvi∂i(g) +
n∑
i=1

gvi∂i(f) = fDv(g) + gDv(f).

Logo, Dv é k-derivação.

Para cada ponto p ∈ V fixado e elementos f(x1, . . . , xn) ∈ k[V ] e a ∈ k, definimos

f(x1, . . . , xn) · a := f(p)a. Observemos que esta operação está bem definida, pois se

f = g, então f(p) − g(p) = 0, donde conseguimos f(p) = g(p). Com esta operação de

multiplicação, k é um k[V ]-módulo, o qual denotaremos por kp.
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Proposição 2.7. Sejam v um vetor tangente à V em p e Dv =
∑
vj∂j como definido no

Lema 2.6. A aplicação D : k[V ] → kp definida por D(f) = Dv(f)(p) é uma k-derivação.

Demonstração. Vejamos que D está bem definida. Se f = g, então f − g ∈ I. Como v é

um vetor tangente,
∑
vi∂i(f−g)(p) = 0, donde conseguimos

∑
vi∂i(f)(p) =

∑
vi∂i(g)(p),

isto é, D(f) = D(g).

Como D(af + g) = Dv(af + g)(p) = aDv(f)(p) + Dv(g)(p) = aD(f) + D(g), segue

que D é k-linear. Além disso,

D(fg) = Dv(fg)(p) = [fDv(g)](p) + [gDv(f)](p) =

= f(p)Dv(g)(p) + g(p)Dv(f)(p) = fD(g) + gD(f),

o que mostra que D é k-derivação.

Queremos mostrar uma espécie de rećıproca da Proposição 2.7. Antes disso, precisa-

mos de mais um resultado.

Lema 2.8. Seja B um k[x1, . . . , xn]-módulo. Se D : k[x1, . . . , xn] → B é uma k-derivação

então D(f) =
n∑
i=1

D(xi)∂i(f).

Demonstração. Sendo f(x1, . . . , xn) =
∑
α

aαx
α1
1 . . . xαnn , temosD(f) =

∑
aαD(xα1

1 . . . xαnn ).

Usando indução em n, conseguimos

D(xα1
1 . . . xαnn ) = D(xα1

1 )xα2
2 . . . xαnn + . . .+ xα1

1 x
α2
2 . . . D(xαnn ).

Vejamos que D(xαii ) = αix
αi−1
i D(xi). Com efeito, isto é óbvio para αi = 1. Suponha

que seja verdade quando αi = m. Então,

D(xm+1
i ) = D(xmi ·xi) = xiD(xmi )+x

m
i D(xi) = mxmi D(xi)+x

m
i D(xi) = (m+1)xmi D(xi).

Logo

D(f) =
∑
α

aαD(xα1
1 . . . xαnn ) =

∑
i,α

aααix
α1
1 . . . xαi−1

i . . . xαnn D(xi) =
n∑
i=1

∂i(f)D(xi).

A proposição seguinte mostra que todo elemento de Derk(k[V ], kp) pode ser obtido

através de um vetor tangente a V em p.

Proposição 2.9. Seja D ∈ Derk(k[V ], kp). Existe um vetor tangente v ∈ TpV tal que

D(f) = Dv(f)(p), para todo f ∈ k[V ].
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Demonstração. Consideremos a k-derivação D̃ = D ◦ π : k[x1, . . . , xn] → kp, onde o

homomorfismo π : k[x1, . . . , xn] → k[V ] é a projeção canônica π(f) = f . Sejam D̃(xi) = vi

e v = (v1, . . . , vn). Para qualquer f ∈ k[x1, . . . , xn],

Dv(f)(p) =
n∑
i=1

vi∂i(f)(p) =
n∑
i=1

D̃(xi)∂i(f)(p) = D̃(f)(p) = D̃(f),

pelo Lema 2.8. Mas D̃(f) = (D ◦ π)(f) = D(f), donde Dv(f)(p) = D(f).

Se I(V ) = ⟨f1, . . . , fs⟩, então fj = 0 para todo j = 1, . . . , s e portanto

Dv(fj)(p) = D(fj) = D(0) = 0,

e assim v ∈ TpV .

As Proposições 2.7 e 2.9 implicam que existe uma bijeção entre o conjunto de vetores

tangentes a V em p e o conjunto das k-derivações Derk(k[V ], kp), a saber,

ψ : TpV → Derk(k[V ], kp)

v 7→ D
(2.2)

onde D(f) = Dv(f)(p). Mais ainda, para quaisquer a ∈ k e v, w ∈ TpV vale que

Dav+w =
n∑
i=1

(avi + wi)∂i = a

n∑
i=1

vi∂i +
n∑
i=1

wi∂i = aDv +Dw

e portanto, ψ(av+w) = Dav+w = aDv+Dw = aψ(v)+ψ(w). Assim, ψ é um isomorfismo

entre os espaços vetoriais TpV e Derk(k[V ], kp).

O isomorfismo ψ nos dá a seguinte definição de espaço tangente.

Definição 2.10. Sejam V uma variedade algébrica afim e p ∈ V . Definimos TpV , o

espaço tangente a V em p, como sendo o k-espaço vetorial dado por

TpV := Derk(k[V ], kp).

Exemplo 2.4. Para todo p ∈ An, o espaço vetorial TpAn tem como base o conjunto

β :=

{
∂

∂x1

∣∣∣
p
, · · · , ∂

∂xn

∣∣∣
p

}
,

onde
∂

∂xi

∣∣∣
p
(f) :=

∂f

∂xi
(p).
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De fato, pela Proposição 2.9, temos que para toda derivaçãoD ∈ Derk(k[x1, . . . , xn], kp)

existe um vetor v = (v1, . . . , vn) ∈ An tal que D = Dv. Pelo Lema 2.6, temos que

Dv(f) =
n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(p). Logo β gera TpAn. Além disso, se existirem a1, . . . , an ∈ k tais

que
n∑
i=1

ai
∂f

∂xi
(p) = 0 para toda f ∈ k[x1, · · · , xn], então

n∑
i=1

ai
∂xj
∂xi

(p) = aj = 0, para todo

j = 1, . . . , n. Portanto β é LI.

Definição 2.11. Seja Φ : V → W um morfismo entre variedades algébricas afins. Exis-

tem um correspondente homomorfismo de anéis Φ∗ : k[W ] → k[V ] e um homomorfismo

induzido dpΦ : Derk(k[V ], kp) → Derk(k[W ], kΦ(p)), isto é, uma k-transformação linear

dada por dpΦ(D) = D ◦ Φ∗, chamada diferencial de Φ em p.

É fácil ver que dp(Φ ◦Ψ) = dΨ(p)Φ ◦ dpΨ e que dpΦ é um isomorfismo se Φ o for.

Proposição 2.12. Seja V uma variedade algébrica em An, f ∈ k[x1, . . . , xn] e Vf o aberto

de V definido por Vf := {x ∈ V | f(x) ̸= 0}. O conjunto Vf é uma variedade afim e TpV

é isomorfo a Tp(Vf ).

Demonstração. Consideremos F (x1, . . . , xn, t) = 1 − tf(x1, . . . , xn) ∈ k[x1, . . . , xn, t] e

W := {(x, t) ∈ V × A, F (x, t) = 0} ⊂ An+1. Definamos

Φ : Vf −→ W

x 7−→ (x, 1/f(x)).

A aplicação Φ é claramente um isomorfismo e

k[Vf ] ∼= k[x1, . . . , xn, t]/⟨1− tf(x1, . . . , xn)⟩ ∼= k[V ][1/f ].

Para todo elemento D ∈ TpV = Derk(k[V ], kp), a aplicação

D′ : k[Vf ] = k[V ][1/f ] −→ kp
a

fm
7−→ fm(p)D(a)(p)−mfm−1(p)D(f)(p)a(p)

(fm)2(p)
.

é uma k-derivação e a aplicação

ψ : TpV −→ Tp(Vf )

D 7−→ D′

é um isomorfismo de k-espaços vetoriais.
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Corolário 2.13. Se U for um aberto afim de V contendo p, então TpU ∼= TpV .

O Corolário 2.13 expresssa o caráter local da definição de espaço tangente de uma

variedade afim. Podemos então fazer a seguinte definição.

Definição 2.14. Seja V uma variedade afim ou projetiva. Definimos o espaço tangente

a V em p ∈ V , denotado por TpV , como sendo TpU onde U é qualquer aberto afim de V

contendo p.

2.3 O Módulo das Diferenciais de Kähler

Seja A uma k-álgebra. Nesta seção, vamos definir um A-módulo ΩA|k, juntamente com

uma k-derivação d : A → ΩA|k, que satisfaça a seguinte propriedade universal: Para

qualquer A-móduloM e qualquer k-derivação D : A→M existe um único homomorfismo

de A-módulos f : ΩA|k →M tal que D = f ◦ d.

Proposição 2.15. Seja A uma k-álgebra. Existem um A-módulo ΩA|k e uma k-derivação

d : A→ ΩA|k tais que para todo A-módulo M e para toda k-derivação D : A→M , existe

um único homomorfismo de A-módulos φD : ΩA|k →M tal que D = φD ◦ d, isto é, ∃! φD
que faz o seguinte diagrama comutar,

M
?

ΩA|k-A

�
�

�
��	

d

D φD

Demonstração. Consideremos o homomorfismo de k-álgebras ϕ : A ⊗k A → A dado por

ϕ(a⊗b) = ab e seja I = kerϕ. Definamos ΩA|k = I/I2. Podemos ver ΩA|k como A-módulo

definindo a(
t∑
i=1

xi ⊗ yi) = (a⊗ 1)
t∑
i=1

xi ⊗ yi.

Definamos também a função

d : A −→ ΩA|k

a 7−→ 1⊗ a− a⊗ 1.

Dados c ∈ k e a, b ∈ A vale

d(ca+ b) = 1⊗ (ca+ b)− (ca+ b)⊗ 1 = [c(1⊗ a) + 1⊗ b]− [c(a⊗ 1) + b⊗ 1] =

= c 1⊗ a− a⊗ 1 + 1⊗ b− b⊗ 1 = cda+ db.
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Logo, d é k-linear. Além disso, d é uma k-derivação pois

d(ab) = 1⊗ ab− ab⊗ 1 = (1⊗ a)(1⊗ b)− (a⊗ 1)(b⊗ 1) =

= (1⊗ a)(1⊗ b− b⊗ 1) + (b⊗ 1)(1⊗ a− a⊗ 1) = adb+ bda.

Agora, sejam M um A-módulo e D : A→M uma k-derivação.

Definamos um homomorfismo de A-módulos Φ : A⊗k A→M por Φ(a⊗ b) = aD(b).

Se

(
t∑
i=1

(ai ⊗ bi)

)
·

(
s∑
j=1

(cj ⊗ dj)

)
∈ I2, com

t∑
i=1

(ai ⊗ bi) ∈ I e
s∑
j=1

(cj ⊗ dj) ∈ I, então

segue que
t∑
i=1

aibi = 0 e
s∑
j=1

cjdj = 0. Logo

Φ

((
t∑
i=1

(ai ⊗ bi)

)
·

(
s∑
j=1

(cj ⊗ dj)

))
= Φ

(∑
i,j

(aicj ⊗ bidj)

)
=
∑
i,j

Φ(aicj ⊗ bidj) =

=
∑
i,j

aicjD(bidj) =
∑
i,j

aicjbiD(dj) +
∑
i,j

aicjdjD(bi) = 0.

Sendo Φ linear, conseguimos Φ(I2) = 0 e podemos considerar o seguinte homomorfismo

de A-módulos

φD : ΩA|k −→ M
t∑
i=1

xi ⊗ yi 7−→
t∑
i=1

xiD(yi).

Temos que φD ◦ d = D. De fato, para todo a ∈ A vale

φD ◦ d(a) = φD(1⊗ a− a⊗ 1) = φD(1⊗ a) − φD(a⊗ 1) = 1D(a) − aD(1) = D(a).

Para vermos a unicidade de φD, seja τ : ΩA|k → M um homomorfismo de A-módulos

tal que D = τ ◦ d. Então,

τ(
∑

xi ⊗ yi) = τ(
∑

(xi ⊗ 1)(1⊗ yi − yi ⊗ 1)) = τ(
∑

xidyi) =
∑

xiτ(dyi) =

=
∑

xiD(yi) = φD(
∑

xi ⊗ yi),

onde na primeira igualdade usamos que
∑
xi⊗ yi ∈ I se, e somente se,

∑
xiyi = 0. Logo,

τ = φD.

O módulo ΩA|k constrúıdo acima é chamado de módulo das diferenciais de Kähler.

Observamos que a este módulo está associada a k-derivação d.
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Proposição 2.16. O ideal I da demonstração da Proposição 2.15 é gerado pelos elementos

1⊗ a− a⊗ 1, a ∈ A como A-módulo.

Demonstração. Sendo ϕ(1⊗a−a⊗1) = a−a = 0, temos ⟨1⊗a−a⊗1| a ∈ A⟩ ⊆ kerϕ = I.

Reciprocamente, se
s∑
i=1

(ai ⊗ bi) ∈ I, então
s∑
i=1

aibi = 0 e portanto vale

s∑
i=1

(ai ⊗ bi) =
s∑
i=1

[(1⊗ ai − ai ⊗ 1)(−1⊗ bi) + (1⊗ ai)(1⊗ bi)] =

=
s∑
i=1

(1⊗ ai − ai ⊗ 1)(−1⊗ bi) +
s∑
i=1

(1⊗ aibi) =

=
s∑
i=1

[(1⊗ ai − ai ⊗ 1)(−1⊗ bi)] + (1⊗
s∑
i=1

aibi) =

=
s∑
i=1

[(1⊗ai−ai⊗1)](−1⊗bi) =
s∑
i=1

(−1⊗bi)(1⊗ai−ai⊗1) ∈ ⟨1⊗a−a⊗1 | a ∈ A⟩,

e como (−1⊗ bi) ∈ A⊗k A pode ser identificado com −bi ∈ A, temos o resultado.

Corolário 2.17. ΩA|k é gerado como A-módulo pelos elementos da, com a ∈ A.

Demonstração. De fato, pela Proposição 2.16 temos I = ⟨1⊗ a− a⊗ 1⟩ como A-módulo.

Assim, sendo ΩA|k =
I

I2
, temos ΩA|k = ⟨1⊗ a− a⊗ 1| a ∈ A⟩ = ⟨da⟩ como A-módulo.

Exemplo 2.5. Segue do Corolário 2.17 que se A é uma k-álgebra gerada por elementos

{Xλ}λ∈Λ, então ΩA|k é gerada pelos {dXλ}λ∈Λ como A-módulo. Em particular, quando

temos A = k[x1, . . . , xn] é o anel de polinômios em n variáveis, então ΩA|k é um A-módulo

livre tendo {dx1, . . . , dxn} como base. De fato, esses elementos já são geradores. Para

ver que são linearmente independentes sobre A, consideremos a combinação
n∑
i=1

Pidxi = 0,

Pi ∈ A e seja ∂j a derivação parcial em relação a xj. Como visto na Proposição 2.15,

existe um único homomorfismo de A-módulos φj : ΩA|k → A tal que ∂j = φj ◦d. Portanto,

0 = φj(0) = φj

(
n∑
i=1

Pidxi

)
=

n∑
i=1

Piφj(dxi) =
n∑
i=1

Pi∂j(xi) = Pj.

Como isto vale para cada j ∈ {1, . . . , n}, conseguimos o resultado.

Proposição 2.18. Para todo A-módulo M , HomA(ΩA|k,M) e Derk(A,M) são isomorfos

como A-módulos.
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Demonstração. Basta considerarmos Φ : HomA(ΩA|k,M) → Derk(A,M) definida por

Φ(φ) = φ ◦ d. Claramente, Φ é homomorfismo de A-módulos, e a Proposição 2.15 nos

garante que Φ é bijeção.

Dada uma variedade V e p ∈ V , temos TpV ≃ Derk(k[V ], kp) e pela Proposição 2.18

temos TpV ≃ Homk[V ](Ωk[V ]|k, kp).

2.4 1-Formas Diferenciais Regulares

Sejam V ⊆ An uma variedade algébrica, p ∈ V e f = F ∈ k[V ]. Se v = (v1, . . . , vn) é um

vetor tangente a V em p e F ∈ I(V ), então
n∑
i=1

∂iF (p) ·vi = 0. Dessa forma, se f = F = G

em k[V ], então F − G ∈ I(V ) e
n∑
i=1

∂iF (p) · vi =
n∑
i=1

∂iG(p) · vi. Logo, podemos fazer a

seguinte definição.

Definição 2.19. Dado f = F ∈ k[V ], o funcional linear dpf : TpV → k definido por

dpf(v) =
n∑
i=1

∂iF (p) · vi

é chamado de diferencial de f em p.

Fixado f ∈ k[V ], definamos a função φf : V →
∪
p∈V

(TpV )∗ por φf (p) = dpf . Denota-

remos esta função simplesmente por df .

Por abuso de notação, escreveremos xi ao invés de xi. Observemos que, para todo

ponto p ∈ V e i ∈ {1, . . . , n} a aplicação dpxi : TpV → k é por definição dada por

dpxi(v) =
n∑
j=1

∂j(xi)(p) · vj = vi. Logo, para qualquer f = F ∈ k[V ] e v ∈ TpV ,

dpf(v) =
n∑
i=1

∂iF (p) · vi =
n∑
i=1

∂iF (p) · dpxi(v).

Portanto, podemos escrever dpf =
n∑
i=1

∂iF (p)dpxi e df =
n∑
i=1

∂iFdxi.

Consideremos o conjunto Φ[V ] consistindo de todas as funções que associam cada

ponto p ∈ V a um elemento em (TpV )∗. Observamos que df ∈ Φ[V ].

Com a operação de adição de funções, Φ[V ] é um grupo abeliano. Além disso, definindo

(fϕ)(p) = F (p)ϕ(p), para cada f = F ∈ k[V ] e ϕ ∈ Φ[V ], vemos que esta operação está

bem definida, pois se f = F = G em k[V ], então F (p) = G(p), e assim Φ[V ] é um

k[V ]-módulo.
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Lema 2.20. A aplicação d : k[V ] → Φ[V ], dada por d(f) = df é uma k-derivação.

Demonstração. Dados f = F , g = G ∈ k[V ] e a ∈ k, vale

d(af + g) =
n∑
i=1

∂i(aF +G)dxi = a

n∑
i=1

∂iFdxi +
n∑
i=1

∂iGdxi = ad(f) + d(g).

Dessa forma, d é uma função k-linear. Também,

d(fg) =
n∑
i=1

∂i(FG)dxi =
n∑
i=1

(G∂iF + F∂iG)dxi =

= G
n∑
i=1

∂iFdxi + F
n∑
i=1

∂iGdxi = gd(f) + fd(g),

o que mostra que d é uma k-derivação.

Definição 2.21. Um elemento ϕ ∈ Φ[V ] é uma forma diferencial regular em V se cada

ponto p ∈ V tem uma vizinhança U tal que a restrição de ϕ a U pertence ao k[U ]-

submódulo de Φ[U ] gerado pelos elementos df com f ∈ k[U ].

Assim, ϕ é uma forma diferencial regular em V se, e somente se, em alguma vizinhança

de cada p ∈ V a aplicação ϕ pode ser escrita na forma ϕ =
m∑
i=1

fidgi com fi, gi funções

regulares nessas vizinhanças, para cada i ∈ {1, . . . ,m}.

O conjunto das formas diferenciais regulares sobre V é um k[V ]-módulo, que denota-

remos por Ω[V ].

Exemplo 2.6. (k infinito) Consideremos V = An. Como visto no Exemplo 2.2, para

todo p ∈ An temos TpAn = An. Além disso, como

dpxj

(
∂

∂xi

∣∣∣
p

)
= δij =

 1, se i = j,

0, se i ̸= j.

segue que dpx1, . . . , dpxn é base para (TpAn)∗ sobre k. Dada ϕ ∈ Φ[An], ϕ(p) ∈ (TpAn)∗,

ou seja, ϕ(p) =
n∑
i=1

aidpxi com ai ∈ k. Portanto podemos escrever de maneira única

ϕ =
n∑
i=1

ψidxi, onde ψi : V → k é a função definida por ψi(p) = ai.

Se ϕ ∈ Ω[An] então ϕ =
l∑

j=1

gjdhj em uma vizinhança U de p com gj, hj ∈ k[U ]. Para

cada j ∈ {1, . . . , l} existem polinômios Pj e Qj tais que os Qj não se anulam em U e

hj = Pj/Qj. Pela regra de derivação do quociente obtemos

dhj =
n∑
i=1

(
1

Qj

∂Pj
∂xi

− Pj
Q2
j

∂Qj

∂xi

)
dxi. (2.3)
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Substituindo as relações (2.3) na expressão de ϕ, podemos escrever ϕ =
n∑
i=1

fidxi onde

as fi são funções regulares em p. Pela unicidade da expressão de ϕ conseguimos ψi = fi,

isto é, as ψi são regulares em p para todo p ∈ An, ou seja, ψi ∈ k[An] = k[x1, . . . , xn] e

podemos escrever

Ω[An] =
⊕

k[An]dxi.

Definição 2.22. Chamaremos uma forma diferencial regular em An de uma 1-forma

polinomial em An. Assim, uma 1-forma polinomial em An é dada por

ω = a1dx1 + · · ·+ andxn,

onde a1, . . . , an ∈ k[x1, . . . , xn]. Quando a1, . . . , an são todos homogêneos de mesmo grau

s, dizemos que ω é uma 1-forma homogênea de grau s.

Diremos que um ponto p ∈ An é uma singularidade de ω quando ai(p) = 0 para todo

i ∈ {1, . . . , n}.

Observação 2.23. Pelo Exemplo 2.5, temos que Ωk[x1,...,xn]|k é um k[x1, . . . , xn]-módulo

livre com base {dx1, . . . , dxn} e através do Exemplo 2.6 conseguimos que Ω[An] é um

k[x1, . . . , xn]-módulo livre tendo {dx1, . . . , dxn} como base. Dessa forma, estabelecemos

o isomorfismo de k[x1, . . . , xn]-módulos

Ω[An] −→ Ωk[x1,...,xn]|k

dxi 7−→ dxi.

Observação 2.24. Por definição, um vetor v é tangente a V = V (F ) no ponto p ∈ V

se e somente se
n∑
i=1

∂iF (p) · vi = 0, ou seja, se e somente se dpF (v) = 0. Dáı, temos que

TpV = ker(dpF ).

2.5 O produto exterior de 1-formas

Sejam T1, T2 : An → k dois funcionais lineares. O produto exterior de T1 e T2, denotado

por T1 ∧ T2, é a aplicação bilinear dada por

(T1 ∧ T2)(u, v) = det

 T1(u) T2(u)

T1(v) T2(v)

 = T1(u)T2(v)− T1(v)T2(u).

Decorrem imediatamente das propriedades de determinantes que:
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i) T1 ∧ (aT2 + T3) = a(T1 ∧ T2) + (T1 ∧ T3)

ii) T2 ∧ T1 = −(T1 ∧ T2)

iii) T ∧ T = 0.

Proposição 2.25. Sejam T1 : An → k e T2 : An → k funcionais lineares não nulos. São

equivalentes:

i) ker(T1) = ker(T2);

ii) T1 e T2 são múltiplos, isto é, existe λ ̸= 0, λ ∈ k com T1 = λT2;

iii) T1 ∧ T2 = 0.

Demonstração. (i ⇒ ii) Seja {v1, . . . , vn−1} uma base para os núcleos e vn /∈ ker(Ti).

Então, {v1, . . . , vn−1, vn} é base de An. Dado w ∈ An, temos w = a1v1 + . . . + anvn,

Ti(w) = anTi(vn) e
T1(w)

T1(vn)
=
T2(w)

T2(vn)
.

Então T1 = λT2, onde λ = T1(vn)/T2(vn).

(ii⇒ iii) Óbvio.

(iii ⇒ i) Sejam u ∈ ker(T1) e v /∈ ker(T1). Sendo (T1 ∧ T2)(u, v) = 0, temos que

T1(u)T2(v) − T1(v)T2(u) = 0, o que implica em T1(v)T2(u) = 0. Como T1(v) ̸= 0 segue

que T2(u) = 0. Logo, ker(T1) ⊆ ker(T2). De forma análoga, conseguimos a igualdade.

Dadas duas 1-formas ω1, ω2 polinomiais, o produto exterior de ω1 com ω2 é a aplicação

ω1∧ω2 definida por (ω1∧ω2)(p) = ω1(p)∧ω2(p) e é chamada de uma 2-forma polinomial.

As propriedades do produto exterior de dois funcionais lineares são transportadas de

maneira natural para o produto exterior de duas 1-formas; assim, valem ω ∧ ω = 0,

ω2 ∧ ω1 = −(ω1 ∧ ω2) e ω1 ∧ (aω2 + ω3) = a(ω1 ∧ ω2) + (ω1 ∧ ω3).
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3 Folheações em P2

Neste caṕıtulo introduzimos a noção de folheações algébricas bem como iniciamos as

discussões sobre o Problema de Poincaré, assunto principal deste texto.

3.1 Campos Vetoriais em P2

Sejam P2 o plano projetivo sobre k = C e p = (z0 : z1 : z2) um ponto em P2. Escreveremos

Ui = {(z0 : z1 : z2) ∈ P2| zi ̸= 0} para cada i ∈ {0, 1, 2}. Em U0 temos a aplicação natural

φ0 : U0 → A2 dada por φ0((z0 : z1 : z2)) =

(
z1
z0
,
z2
z0

)
= (x, y). Diremos que (x, y) são as

coordenadas locais em U0 e (z0 : z1 : z2) são as coordenadas globais. Da mesma forma, em

U1 e U2 temos aplicações φ1 e φ2, respectivamente, dadas por φ1((z0 : z1 : z2)) =

(
z0
z1
,
z2
z1

)
e φ2((z0 : z1 : z2)) =

(
z0
z2
,
z1
z2

)
. Observemos que φi ◦ φ−1

j : φj(Ui ∩ Uj) → φi(Ui ∩ Uj) é

um isomorfismo para cada i, j. Por exemplo, φ1 ◦ φ−1
0 (x, y) = φ1((1 : x : y)) =

(
1

x
,
y

x

)
.

Ao longo deste caṕıtulo, escreveremos sem distinção, para um ponto p ∈ Ui, sua

imagem φi(p) como p também. Por exemplo, se p ∈ Ui anula o polinômio homogêneo F

nas variáveis z0, z1, z2, então escreveremos que “p anula f”, onde f é a desomogeneização

de F com respeito a zi.

Definição 3.1. Um campo de vetores em uma variedade V é uma função X que associa

cada ponto p ∈ V a um vetor tangente X (p) ∈ TpV .

O exemplo a seguir descreve o espaço tangente a P2 em um ponto p.

Exemplo 3.1. O espaço projetivo P2 é coberto pelos abertos afins

Ui := {(z0 : z1 : z2); zi ̸= 0} ∼= A2, com i = 0, 1, 2.

24
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Se p ∈ U0 então TpP2 = TpU0 e

TpP2 = Derk(k[x, y], kp) =

⟨
∂

∂x

∣∣∣
p
,
∂

∂y

∣∣∣
p

⟩
,

onde x = z1/z0 e y = z2/z0. A igualdade acima continua válida se p ∈ U1 ou p ∈ U2,

fazendo-se as alterações necessárias em x e y.

Segue do Exemplo 3.1 que um campo de vetores X em P2 é dado localmente por um

par de funções a, b nas coordenadas locais (x, y), isto é,

X (p) = a(p)
∂

∂x

∣∣∣
p
+ b(p)

∂

∂y

∣∣∣
p
.

Se a e b são polinômios, dizemos que o campo é polinomial. Os campos trabalhados daqui

em diante serão polinomiais. Escreveremos simplesmente

X = a
∂

∂x
+ b

∂

∂y
. (3.1)

Note que a expressão (3.1) nos dá uma descrição do campo apenas nos abertos Ui com

i ∈ {0, 1, 2}. É natural então perguntarmos se é posśıvel dar uma descrição global do

campo de vetores. A resposta é sim como veremos a seguir.

Primeiramente, já que P2 é constrúıdo identificando pontos de C3 \ {0} que se encon-

tram na mesma reta pela origem, vejamos como um vetor tangente a C3 em um ponto

p = (z0, z1, z2) ̸= (0, 0, 0) determina um vetor tangente a P2 no correspondente ponto

p = (z0 : z1 : z2).

Observação 3.2. Dado g ∈ k[x, y] de grau m, seja A = zm0 g(
z1
z0
, z2
z0
) a homogeneização de

g. Temos

∂A

∂z1

∣∣∣
(z0,z1,z2)

= zm−1
0

∂g

∂x

∣∣∣
(
z1
z0
,
z2
z0

)
e

∂A

∂z2

∣∣∣
(z0,z1,z2)

= zm−1
0

∂g

∂y

∣∣∣
(
z1
z0
,
z2
z0

)
.

De fato, se g =
∑
i,j

aijx
iyj, então

∂g

∂x
(x, y) =

∑
i,j

aij i x
i−1yj e

zm−1
0

∂g

∂x

(
z1
z0
,
z2
z0

)
= zm−1

0

∑
i,j

aij i

(
z1
z0

)i−1(
z2
z0

)j
=
∑
i,j

aij i z
m−i−j
0 zi−1

1 zj2. (3.2)

Como A =
∑
i,j

aijz
m−i−j
0 zi1z

j
2 segue que

∂A

∂z1
(z0, z1, z2) =

∑
i,j

aij i z
m−i−j
0 zi−1

1 . Portanto

provamos a primeira igualdade. De maneira análoga, prova-se a segunda.
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Exemplo 3.2. Seja U o aberto afim de C3 dado por

U = C3 \V (z0) := {(z0, z1, z2) ∈ C3| z0 ̸= 0}.

Definamos

ϕ : U −→ C2

(z0, z1, z2) 7−→
(
z1
z0
,
z2
z0

)
= (x, y).

Para cada p ∈ U , podemos considerar a transformaçaõ linear

dpϕ : TpC3 ∼= TpU −→ Tϕ(p)P2

D 7−→ D ◦ ϕ∗,

onde

ϕ∗ : k[C2] = C[x, y] −→ k[U ] = C[z0, z1, z2][1/z0]

f(x, y) 7−→ f

(
z1
z0
,
z2
z0

)
.

Vejamos dpϕ em coordendadas. Denotemos por ∂j = ∂/∂zj, para j = 0, 1, 2.

DadoD = a0∂0|p+a1∂1|p+a2∂2|p ∈ TpC3 ∼= TpU , com a0, a1, a2 constantes e g ∈ k[x, y],

temos

ϕ∗(g) = g

(
z1
z0
,
z2
z0

)
=
A(z0, z1, z2)

zm0
,

onde A(z0, z1, z2) é um polinômio homogêneo de grau m = grau(g). Observamos que

dpϕ(D)(g) = a0∂0

(
A

zm0

)
(p) + a1∂1

(
A

zm0

)
(p) + a2∂2

(
A

zm0

)
(p) =

= a0

(
z0∂0A−mA

zm+1
0

)
(p) + a1

(
∂1A

zm0

)
(p) + a2

(
∂2A

zm0

)
(p) =

= a0

(
−z1∂1A− z2∂2A

zm+1
0

)
(p) + a1

(
z0∂1A

zm+1
0

)
(p) + a2

(
z0∂2A

zm+1
0

)
(p) =

=

[
(z0a1 − z1a0)∂1A+ (z0a2 − z2a0)∂2A

zm+1
0

]
(p) =

=

(
1

z0
a1 −

z1
z20
a0

)
∂1A

zm−1
0

(p) +

(
1

z0
a2 −

z2
z20
a0

)
∂2A

zm−1
0

(p).

Na quarta igualdade usamos a fórmula de Euler mA = z0∂0A+ z1∂1A+ z2∂2A, já que

A é homogêneo. Pela Observação 3.2,

dpϕ(D)(g) =
1

z0
[(a1 − xa0)(p)∂xg(p) + (a2 − ya0)(p)∂yg(p)]

e

z0 · dpϕ(D) = (a1 − xa0)(p)∂x|p + (a2 − ya0)(p)∂y|p.
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Sejam F0, F1, F2 polinômios homogêneos de mesmo grau e X o campo vetorial de C3

definido por

X = F0∂0 + F1∂1 + F2∂2.

Em cada ponto p ∈ U considere

Xp = F0(p)∂0|p + F1(p)∂1|p + F2(p)∂2|p ∈ TpC3 ∼= TpU.

A analise já feita mostra que

z0 · dpϕ(Xp) = (f1 − xf0)(p)∂x|p + (f2 − yf0)(p)∂y|p, (3.3)

onde fi = Fi(1, x, y) para cada i ∈ {0, 1, 2}.

O Exemplo 3.2 nos motiva a fazer a próxima definição.

Definição 3.3. Uma forma global de um campo vetorial X em P2 é uma expressão da

forma

X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2
, (3.4)

onde F0, F1, F2 são polinômios homogêneos de grau d.

O campo vetorial X , dado na forma global como em (3.4) tem expressão local em U0

dada por

XU0 = (f1 − xf0)
∂

∂x
+ (f2 − yf0)

∂

∂y
, (3.5)

onde x =
z1
z0

e y =
z2
z0

são coordenadas locais em U0 e fi(x, y) = Fi(1, x, y).

Da mesma forma que no Exemplo 3.2, temos expressões locais para o campo X nos

abertos U1 e U2. No aberto U1, a expressão é dada por

XU1 = (f0 − xf1)
∂

∂x
+ (f2 − yf1)

∂

∂y
, (3.6)

onde x =
z0
z1

e y =
z2
z1

são coordenadas locais em U1 e fi(x, y) = Fi(x, 1, y), enquanto no

aberto U2 a expressão é dada por

XU2 = (f0 − xf2)
∂

∂x
+ (f1 − yf2)

∂

∂y
, (3.7)

onde x =
z0
z2

e y =
z1
z2

são coordenadas locais em U2 e fi(x, y) = Fi(x, y, 1).
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Vale observar que o campo vetorial de P2

R = z0
∂

∂z0
+ z1

∂

∂z1
+ z2

∂

∂z2

tem expressões locais nulas, isto é, R é o campo nulo em P2. De fato,

RU0 = (x− x)
∂

∂x
+ (y − y)

∂

∂y
= 0. (3.8)

Analogamente, mostra-se que RU1 = 0 e RU2 = 0.

Chamamos o campo R de campo radial, ou campo de Euler. As expressões acima

mostram que R é o campo vetorial nulo em P2.

Um campo vetorial em P2 não possui uma única forma global. De fato, se um campo

X tem uma forma global

X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2
,

onde os Fi são homogêneos de grau d, então para qualquer polinômio homogêneo G de

grau d− 1 temos que X ′ = X +GR é uma forma global de X , uma vez que R é o campo

nulo. Diremos que X e X ′ diferem por um múltiplo do campo radial e que X e X ′ são

representantes do mesmo campo vetorial. Definimos o grau do campo vetorial dado em

(3.4) como sendo d.

Se X = F0∂0 + F1∂1 + F2∂2 e X ′ = G0∂0 +G1∂1 +G2∂2 são campos vetoriais de grau

d em C3 que representam o mesmo campo vetorial em P2, então X − X ′ é múltiplo do

campo radial. De fato, as formas locais em U0 de X e X ′ são respectivamente

XU0 =

(
F1

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z1
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
∂

∂x
+

(
F2

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
∂

∂y

X ′
U0

=

(
G1

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z1
z0
G0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
∂

∂x
+

(
G2

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z0
G0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
∂

∂y

e sendo o mesmo campo vetorial em P2 temos as igualdades(
F1

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z1
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
=

(
G1

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z1
z0
G0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
(3.9)

(
F2

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
=

(
G2

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z0
G0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

))
(3.10)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.9) por zd+1
0 , obtemos a igualdade

z0F1 − z1F0 = z0G1 − z1G0, ou ainda z0(F1 − G1) = z1(F0 − G0). Dáı, z0 | F0 − G0,
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isto é, existe um polinômio homogêneo H de grau d − 1 tal que F0 − G0 = z0H. Dáı,

z0(F1 −G1) = z1z0H, ou seja, F1 −G1 = z1H. Finalmente, utilizando a igualdade (3.10)

conseguimos F2 −G2 = z2H, de onde segue que X = X ′ +HR.

Se X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2
, definimos a divergência de X como sendo

Div(X ) =
∂F0

∂z0
+
∂F1

∂z1
+
∂F2

∂z2
.

Observe que se o grau de X é d então Div(X ) é um polinômio homogêneo de grau

d− 1. Para efeitos de contagem, vale observar que é único o representante de um campo

vetorial de P2 possuindo divergência nula.

Lema 3.4. Seja X um campo vetorial de grau d em P2. Existe um único representante

X ′ do mesmo campo vetorial tal que Div(X ′) = 0.

Demonstração. (Existência) Se X ′ é um campo vetorial de grau d em P2 que representa

o mesmo campo vetorial que X , então existe um polinômio homogêneo G ∈ C[z0, z1, z2]

de grau d− 1 tal que X ′ = X +GR, onde R é o campo radial. Logo,

Div(X ′) = Div(X ) + Div(GR). (3.11)

Como GR = Gz0∂0 +Gz1∂1 +Gz2∂2, vale

Div(GR) =
∂(Gz0)

∂z0
+
∂(Gz1)

∂z1
+
∂(Gz2)

∂z2
= z0

∂G

∂z0
+ z1

∂G

∂z1
+ z2

∂G

∂z2
+ 3G.

Mas sendo G homogêneo de grau d− 1, a relação de Euler fornece

z0
∂G

∂z0
+ z1

∂G

∂z1
+ z2

∂G

∂z2
= (d− 1)G

e assim, Div(GR) = (d+ 2)G.

Desta forma, a expressão (3.11) pode ser reescrita como

Div(X ′) = Div(X ) + (d+ 2)G. (3.12)

Portanto, tomando G = −Div(X )/(d+2), o campo X ′ = X +GR representa o mesmo

campo vetorial que X e Div(X ′) = 0.

(Unicidade) Se um campo vetorial X ′′ representa o mesmo campo de vetores que X

e Div(X ′′) = 0, então existe um polinômio homogêneo H tal que X ′′ = X ′ +HR, e pela

equação (3.12) temos que Div(X ′′) = Div(X ′)+(d+2)H. Sendo Div(X ′) = 0 = Div(X ′′),

temos H = 0 e portanto X ′′ = X ′.
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Seja Sd o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau d em S = k[z0, z1, z2].

Uma base de Sd é o conjunto dos monômios zi0z
j
1z
k
2 com i, j, k ∈ N e i + j + k = d. Para

i = 0, devemos ter j + k = d, e temos portanto d + 1 possibilidades para o par (j, k), já

que (j, k) ∈ {(0, d), (1, d − 1), . . . , (d, 0)}. Para i = 1, devemos ter j + k = d − 1, logo

existem d possibilidades. Prosseguindo o racioćınio, chegamos ao caso i = d, ficando com

j + k = 0, onde só resta uma possibilidade: j = 0 e k = 0. Desta forma, tais monômios

são em número (d+ 1) + d+ · · ·+ 1 = (d+ 2)(d+ 1)/2.

Assim, o espaço vetorial dos ternos de polinômios homogêneos de grau d em k[z0, z1, z2],

S⊕3
d = {(F0, F1, F2) ∈ Sd×Sd×Sd}, tem dimensão 3(d+2)(d+1)/2. Associando o campo

X = F0
∂

∂z0
+F1

∂

∂z1
+F2

∂

∂z2
ao terno (F0, F1, F2), vemos, de acordo com o Lema 3.4 que

cada campo de vetores em P2 tem um único representante no núcleo da transformação

linear

T : S⊕3
d −→ Sd−1

(F0, F1, F2) 7−→ ∂F0

∂z0
+
∂F1

∂z1
+
∂F2

∂z2
.

Dado F =
∑

i+j+k=d−1

aijkz
i
0z
j
1z
k
2 ∈ Sd−1 tomemos F0 =

∑
i+j+k=d−1

1
i+1
aijkz

i+1
0 zj1z

k
2 ∈ Sd.

Então F = T (F0, 0, 0) e T é sobrejetiva. Como dimS3
d = dim(kerT ) + dim(ImT ), temos

dim(kerT ) = 3(d+ 2)(d+ 1)/2− (d+ 1)d/2 = (d+ 3)(d+ 1).

Dáı, conseguimos o resultado seguinte.

Proposição 3.5. O conjunto dos campos vetoriais de grau d em P2 é um espaço vetorial

e sua dimensão é (d+ 3)(d+ 1).

Definição 3.6. Uma folheação em P2 é um campo de vetores de P2

X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2

módulo múltiplos constantes não nulos. Se grau (Fi) = d, i = 0, 1, 2, dizemos que a

folheação tem grau d.

Segue desta definição que o espaço das folheações de grau d em P2 tem P(d+3)(d+1)−1

como espaço de parâmetros. Em particular, as folheações de grau um tem P7 como espaço

de parâmetros.

Dado um campo de vetores X em P2, vamos definir o que é uma singularidade de X .

Precisamos do próximo lema.
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Lema 3.7. Seja p = (z0 : z1 : z2) ∈ Ui ∩ Uj um ponto que anula a expressão local do

campo vetorial

X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2

de grau d em Ui. Então p anula a expressão local do campo X em Uj.

Demonstração. Suponhamos que p ∈ U0 ∩ U1 e que p anula a expressão local de X em

U0, isto é, 
F1

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z1
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
= 0,

F2

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z0
F0

(
1,
z1
z0
,
z2
z0

)
= 0.

(3.13)

Vejamos que p anula a expressão local de X em U1. Multiplicando a primeira equação

de (3.13) por −z
d+1
0

zd+1
1

, conseguimos

−z0
z1
F1

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
+ F0

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
= 0. (3.14)

Multiplicando a segunda equação de (3.13) por
zd+1
0

zd+1
1

, conseguimos

z0
z1
F2

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
− z2
z0

z0
z1
F0

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
= 0.

Usando a expressão (3.14) ficamos com

z0
z1
F2

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
− z2
z0

z0
z1

z0
z1
F1

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
= 0,

e finalmente temos a relação

F2

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
− z2
z1
F1

(
z0
z1
, 1,

z2
z1

)
= 0. (3.15)

As expressões (3.14) e (3.15) mostram que p anula a expressão local (3.6) de X em

U1, como queŕıamos.

Definição 3.8. Um ponto p ∈ Ui é dito uma singularidade do campo X quando p anula

a expressão local de X em Ui.

Exemplo 3.3. Consideremos o campo de vetores X = z20z1
∂
∂z0

+ z1z
2
2
∂
∂z1

+ z30
∂
∂z2

. As

expressões locais de X são

XU0 = (xy2 − x2)
∂

∂x
+ (1− xy)

∂

∂y
,
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XU1 = (x2 − xy2)
∂

∂x
+ (x3 − y3)

∂

∂y
,

XU2 = (x2y − x4)
∂

∂x
+ (y − x3y)

∂

∂y
.

Na primeira expressão, a procura pelas soluções comuns de

 xy2 − x2 = 0

1− xy = 0
nos for-

nece três soluções: (x, y) = (1, 1) ,(x, y) = (ξ, ξ2) e (x, y) = (ξ2, ξ), onde ξ é a raiz cúbica

da unidade. Sendo a expressão em U0, temos z0 = 1, z1 = x, z2 = y, e dessa forma

conseguimos três singularidades: (1 : 1 : 1), (1 : ξ : ξ2) e (1 : ξ2 : ξ). Observe que estes

três pontos realmente anulam as expressões em U1 e U2. Olhando para a expressão em

U1 conseguimos além das singularidades já expostas a singularidade (0 : 1 : 0) e em U2

conseguimos também o ponto (0 : 0 : 1) como singularidade. Desta forma, o campo X

apresenta cinco singularidades.

Sabemos como transitar de uma expressão global para uma expressão local. Veremos

mais adiante como proceder na situação inversa, isto é, da forma local para a global.

3.2 1-formas em P2

Definição 3.9. Uma 1-forma em P2 é uma aplicação ω que associa cada ponto p ∈ P2 a

um funcional linear em TpP2, ω(p) : TpP2 → C.

Segue do Exemplo 2.6 da página 21 que uma 1-forma ω em P2 é dada localmente por

um par de funções a1, a2 nas coordenadas locais (x, y), isto é,

ω(p) = a1(p)dpx+ a2(p)dpy.

Se a1 e a2 são polinômios, dizemos que a 1-forma é polinomial. As 1-formas trabalhadas

daqui em diante serão polinomiais. Escreveremos simplesmente

ω = a1dx+ a2dy . (3.16)

Observe que a expressão (3.16) nos dá uma descrição da 1-forma nos abertos Ui com

i ∈ {0, 1, 2}. É natural então perguntarmos se é posśıvel dar uma descrição global da

1-forma. A resposta é sim como veremos a seguir.
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Observação 3.10. Seja p = (z0, z1, z2) ∈ C3, z0 ̸= 0, e ϕ como no Exemplo 3.2. Temos

as igualdades

dϕ(p)x =
1

z0
dpz1 −

z1
z20
dpz0,

dϕ(p)y =
1

z0
dpz2 −

z2
z20
dpz0.

De fato, sendo ∂i = ∂/∂zi, i = 0, 1, 2, temos pela expressão (3.3) que

dϕ(p)x(∂0 ◦ ϕ∗) = dϕ(p)x

(
−z1
z20
∂x −

z2
z20
∂y

)
= −z1

z20

dϕ(p)x(∂1 ◦ ϕ∗) = dϕ(p)x

(
1

z0
∂x

)
=

1

z0

dϕ(p)x(∂2 ◦ ϕ∗) = dϕ(p)x

(
1

z0
∂y

)
= 0.

Dessa forma, se D = a0∂0|p + a1∂1|p + a2∂2|p ∈ TpC3 ∼= TpU então

dϕ(p)x(D ◦ ϕ∗) = −a0
z1
z20

+ a1
1

z0
=

(
1

z0
dpz1 −

z1
z20
dpz0

)
(D).

De maneira análoga conseguimos a segunda igualdade.

Exemplo 3.4. Sejam U = {(z0, z1, z2) ∈ C3| z0 ̸= 0} e ω uma 1-forma em U dada por

ω = a1dx+ a2dy, onde d = max{grau(ai)| i = 1, 2}. Dado um ponto p = (z0, z1, z2) ∈ U ,

temos pela Observação 3.10 que

ω(ϕ(p)) = a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
dϕ(p)x+ a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)
dϕ(p)y =

= a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)(
1

z0
dpz1 −

z1
z20
dpz0

)
+ a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)(
1

z0
dpz2 −

z2
z20
dpz0

)
=

=

[
−z1
z20
a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2
z20
a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)]
dpz0+

1

z0
a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
dpz1+

1

z0
a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)
dpz2 =

=
A0(p)

zd+2
0

dpz0 +
A1(p)

zd+2
0

dpz1 +
A2(p)

zd+2
0

dpz2, (3.17)

onde A0, A1, A2 são os polinômios homogêneos de grau d+ 1 dados por

A0 = zd0

(
−z1a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2a2

(
z1
z0
,
z2
z0

))
,

A1 = zd+1
0 a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
,

A2 = zd+1
0 a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)
.
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Uma conta simples revela ainda que z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0.

Observe ainda que sendo a1d e a2d as parcelas homogêneas de grau d de a1 e a2,

quando −xa1d− ya2d = 0 teremos que z0 é um fator comum de A0, A1, A2 e simplificando

a expressão (3.17) conseguimos ω(ϕ(p)) =
B0(p)

zd+1
0

dpz0 +
B1(p)

zd+1
0

dpz1 +
B2(p)

zd+1
0

dpz2, onde

B0, B1, B2 são os polinômios homogêneos de grau d dados por

B0 = zd−1
0

(
−z1a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2a2

(
z1
z0
,
z2
z0

))
,

B1 = zd0a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
,

B2 = zd0a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)
.

Observe que z0B0 + z1B1 + z2B2 = 0.

O Exemplo 3.4 nos motiva a fazer a próxima definição.

Definição 3.11. Seja ω uma 1-forma em P2 dada localmente em U0 por ω = a1dx+a2dy

e d = max{grau(ai)| i = 1, 2}. O grau da 1-forma é dado por

s =

 d, se −xa1d − ya2d ̸= 0,

d− 1, se −xa1d − ya2d = 0,

onde a1d e a2d são as parcelas homogêneas de grau d de a1 e a2, respectivamente.

Uma forma global de ω em P2 é uma expressão

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2, (3.18)

onde A0, A1, A2 são os polinômios homogêneos de grau s+ 1 dados por

A0 = zs0

(
−z1a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
− z2a2

(
z1
z0
,
z2
z0

))
,

A1 = zs+1
0 a1

(
z1
z0
,
z2
z0

)
, (3.19)

A2 = zs+1
0 a2

(
z1
z0
,
z2
z0

)
.

Veja que

z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0. (3.20)
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Dada uma 1-forma na sua expressão global em P2,

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2,

com z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0, as suas expressões locais nos abertos U0, U1, U2 são

ΩU0 = a1dx+ a2dy,

onde a1 = A1(1, x, y) e a2 = A2(1, x, y),

ΩU1 = b0dx+ b2dy,

onde b0 = A0(x, 1, y), b2 = A2(x, 1, y),

ΩU2 = c0dx+ c1dy,

onde c0 = A0(x, y, 1), c1 = A1(x, y, 1).

Exemplo 3.5. Consideremos a 1-forma dada em U0 por ω = y2dx + xdy. Como s = 2

temos que

A0 = z20

(
−z1

(
z2
z0

)2

− z2
z1
z0

)
= −z1z22 − z0z1z2,

A1 = z30

(
z2
z0

)2

= z0z
2
2 ,

A2 = z30
z1
z0

= z20z1.

Logo a expressão global da 1-forma é

Ω = (−z1z22 − z0z1z2)dz0 + z0z
2
2dz1 + z20z1dz2.

No processo de volta a U0, a1 = A1(1, x, y) = y2 e a2 = A2(1, x, y) = x, retornando a ω.

Para a expressão local em U1, fazemos b0 = A0(x, 1, y) = −y2 − xy, b2 = A2(x, 1, y) = x2

e obtemos

ΩU1 = (−y2 − xy)dx+ x2dy.

Em U2 fazemos c0 = A0(x, y, 1) = −y − xy e c1 = A1(x, y, 1) = x, obtendo

ΩU2 = (−y − xy)dx+ xdy.
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Observamos que o conjunto das 1-formas de grau d em P2 é exatamente o núcleo da

transformação linear

T : S⊕3
d+1 −→ Sd+2

(A0, A1, A2) 7−→ z0A0 + z1A1 + z2A2.

Já que a aplicação T é sobrejetiva, vale

dim(kerT ) = dimS⊕3
d+1−dimSd+2 = 3(d+3)(d+2)/2− (d+4)(d+3)/2 = (d+3)(d+1).

Desta forma, o espaço vetorial das 1-formas de grau d tem a mesma dimensão que o

espaço vetorial dos campos de vetores de grau d em P2.

Exemplo 3.6. O núcleo de uma 1-forma ω em P2, expressa localmente por ω = adx+bdy,

é a famı́lia de campos vetoriais de P2 dados localmente por ker(ω) = {Xλ| λ ∈ k}, onde

Xλ = λ · (−b ∂
∂x

+ a ∂
∂y
). Portanto kerω é a folheação de P2 dada pelo campo de vetores

escrito localmente como X = −b ∂
∂x

+ a ∂
∂y
.

Assim, colocamos a seguinte definição

Definição 3.12. Uma folheação de grau d em P2 é dada por uma 1-forma

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2

onde A0, A1, A2 são três polinômios homogêneos de grau d+ 1 satisfazendo a condição

z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0,

módulo múltiplos não nulos. Diremos que a folheação é induzida pela 1-forma Ω e se um

campo de vetores χ de grau d pertence ao núcleo de Ω então χ e Ω induzem a mesma

folheação de P2.

Observe que, considerando folheações de P2 através de 1-formas, a dimensão do espaço

vetorial das folheações de grau d de P2 será (d+3)(d+1)−1, como obtido anteriormente.

Definição 3.13. Um ponto p ∈ P2 é dito uma singularidade da folheação de P2 induzida

pela 1-forma Ω = A0dz0+A1dz1+A2dz2 quandoA0(p) = A1(p) = A2(p) = 0. Denotaremos

o conjunto de todas as singularidades de Ω por Sing(Ω). Quando Sing(Ω) for um conjunto

finito, diremos que a folheação é saturada.
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Exemplo 3.7. Se ω = a1dx+ a2dy é a forma local de Ω = A0dz0+A1dz1+A2dz2 em U0,

não podemos garantir que Sing(ω) e Sing(Ω) sejam iguais. Os dois conjuntos coincidem

se, e somente se, Sing(Ω) não intersecta a reta no infinito L∞ = V(z0). De fato, se

nenhuma das singularidades de Ω pertence a L∞, uma dada singularidade p = (1 : x : y)

de ω é tal que A1(p) = 0 e A2(p) = 0. Como z0 = 1 e

A1 = zd+1
0 a1

(
z1
z0
,
z1
z0

)
,

A2 = zd+1
0 a2

(
z1
z0
,
z1
z0

)
,

segue que a1(p) = 0 e a2(p) = 0. Por outro lado, se p = (1 : x : y) é tal que a1(p) = 0 e

a2(p) = 0, então das relações acima temos A1(p) = 0 e A2(p) = 0. Como vale a relação

z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0, e p /∈ L∞, conseguimos A0(p) = 0. Assim, p ∈ Sing(Ω).

3.3 Relações entre Campos de Vetores e 1-Formas

Até aqui definimos uma folheação de P2 de grau d de duas maneiras. A saber,

i) como campos de vetores X = F0
∂
∂z0

+ F1
∂
∂z1

+ F2
∂
∂z2

, com os Fi de grau d, módulo

múltiplos escalares;

ii) como uma 1-forma Ω = A0dz0+A1dz1+A2dz2, com os Ai de grau d+1 satisfazendo

z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0, módulo múltiplos escalares.

Nesta seção identificaremos a relação entre campos de vetores e 1-formas em P2 que

induzem a mesma folheação de P2.

O campo de vetores dado globalmente por

X = F0
∂

∂z0
+ F1

∂

∂z1
+ F2

∂

∂z2
,

com os Fi homogêneos de grau d, tem expressão local em U0 dada por

XU0 = (f1 − xf0)
∂

∂x
+ (f2 − yf0)

∂

∂y
.

Pelo Exemplo 3.6, a expressão local da 1-forma em U0 que induz a mesma folheação que

X é

ω = −(f2 − yf0)dx+ (f1 − xf0)dy.
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A expressão global da 1-forma acima é

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2,

onde pelas equações (3.19), A0, A1, A2 são dados por

A0 = z1F2 − z2F1

A1 = −z0F2 + z2F0

A2 = z0F1 − z1F0.

Logo, a 1-forma tem expressão global

Ω = (z1F2 − z2F1)dz0 + (−z0F2 + z2F0)dz1 + (z0F1 − z1F0)dz2.

De maneira resumida, a 1-forma associada ao campo de vetores representado por

X = F0∂0 + F1∂1 + F2∂2 é dada pelo determinante

Ω =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dz0 dz1 dz2

z0 z1 z2

F0 F1 F2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Reciprocamente, dada uma folheação de P2 de grau d, induzida por uma 1-forma

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2, podemos reverter o processo e encontrar F0, F1, F2 tais que

o campo X = F0∂0 + F1∂1 + F2∂2 induz a mesma folheação de P2. Isto é posśıvel através

do resultado seguinte:

Proposição 3.14. Se A0, A1, A2 são polinômios homogêneos de grau d + 1 satisfazendo

z0A0 + z1A1 + z2A2 = 0 então existem polinômios F0, F1, F2 homogêneos de grau d tais

que 
A0 = z1F2 − z2F1

A1 = z2F0 − z0F2

A2 = z0F1 − z1F0

.

Demonstração. Como

z0A0 = −z1A1 − z2A2 (3.21)

e os Ai possuem grau d+1, zd+1
0 não divide nenhum monômio de A0, caso contrário z0A0

teria um monômio diviśıvel por zd+2
0 . Assim, todos os monômios de A0 possuem fator z1
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ou z2 e podemos escrever A0 = z1F2 − F1z2, para alguns F1, F2, ambos homogêneos de

grau d. Substituindo em (3.21), temos

z0(z1F2 − F1z2) = −A1z1 − A2z2. (3.22)

Agrupando os temos em z1 e z2 na equação (3.22), conseguimos

z1(z0F2 + A1) = z2(z0F1 − A2). (3.23)

Portanto, z1 | (z0F1−A2) e z2 | (z0F2+A1), isto é, existem polinômios G3 e G4, ambos

de grau d, tais que  z0F1 − A2 = z1G3

z0F2 + A1 = z2G4

. (3.24)

Substituindo as equações (3.24) em (3.23), obtemos z1z2G4 = z2z1G3, e dessa forma,

G3 = G4. Escrevendo G3 = G4 = F0, surgem as relações

 A2 = z0F1 − z1F0

A1 = z2F0 − z0F2

.

Exemplo 3.8. Consideremos o campo de vetores

X = z1
∂

∂z0
+ (z0 + z1)

∂

∂z1
+ (z0 + z1 + z2)

∂

∂z2
.

A expressão local de X em U0 é dada por

XU0 = (1 + x− x2)
∂

∂x
+ (1 + x+ y − xy)

∂

∂y

e a 1-forma associada à XU0 é dada por

ω = (xy − x− y − 1)dx+ (1 + x− x2)dy.

Usando as relações (3.19), temos que a expressão global da 1-forma é

Ω = (z0z1 − z0z2 + z21)dz0 + (z1z2 − z0z1 − z0z2 − z20)dz1 + (z20 + z0z1 − z21)dz2.

Observemos que valem A0 = z1F2 − z2F1, A1 = z2F0 − z0F2 e A2 = z0F1 − z1F0.
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Exemplo 3.9. Tomemos a 1-forma dada globalmente por

Ω = 2z1z2dz0 − z0z2dz1 − z0z1dz2.

Vamos obter polinômios homogêneos F0, F1, F2 de grau 1 tais que
A0 = z1F2 − z2F1

A1 = z2F0 − z0F2

A2 = z0F1 − z1F0

.

A Proposição 3.14, além de garantir a existência de tais polinômios, fornece um método

para encontrá-los. Seguindo as idéias de sua demonstração, escrevamos

A0 = (2z2) · z1 − 0 · z2,

ou seja, F1 = 0 e F2 = 2z2. O polinômio F0 é tal que z0F1 − A2 = z1F0

z0F2 + A1 = z2F0

.

Substituindo F1 e F2 no sistema acima, obtemos z0z1 = z1F0

2z0z2 − z0z2 = z2F0

,

donde conseguimos F0 = z0. Assim, um representante do campo vetorial que induz a

mesma folheação que a 1-forma Ω é X = z0
∂

∂z0
+ 2z2

∂

∂z2
.

Podeŕıamos também escrever

A0 = (z2) · z1 − (−z1) · z2,

isto é, tomar F1 = −z1 e F2 = z2. Neste caso F0 = 0. Obtemos assim o campo represen-

tado por X ′ = −z1
∂

∂z1
+z2

∂

∂z2
. Apesar das diferentes escritas de X e X ′ eles representam

o mesmo campo de vetores em P2, uma vez que X = X ′ +R, onde R é o campo radial.

Exemplo 3.10. As passagens campo!1-forma global fornecem um método para sairmos

da expressão local de um campo de vetores para uma expressão global do mesmo campo.

Como exemplo tomemos o campo de vetores, dado em U0 por

XU0 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.
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A 1-forma associada a este campo é ω = −ydx+xdy, cuja expressão global, por (3.19),

é Ω = −z2dz1+z1dz2. Para obtermos a forma global de X , buscamos F0, F1, F2 polinômios

homogêneos de grau 0, isto é, constantes, tais que
A0 = z1F2 − z2F1

A1 = z2F0 − z0F2

A2 = z0F1 − z1F0

⇒


0 = z1F2 − z2F1

−z2 = z2F0 − z0F2

z1 = z0F1 − z1F0

.

Como F0 = −1, F1 = 0, F2 = 0 é uma solução, XU0 é dado globalmente por X = −∂0.

Sejam Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2 e X = F0∂0 + F1∂1 + F2∂2 uma 1-forma e um

campo de vetores que induzem a mesma folheação de P2. Seja p uma singularidade de

Ω. Por simplicidade, suponhamos que p ∈ U0. Então, p anula a expressão local de Ω

em U0, que é ω = a1dx + a2dy, onde aj = Aj(1, x, y). Como a forma local de X é

XU0 = −a2
∂

∂x
+ a1

∂

∂y
, segue que p é uma singularidade de X . Reciprocamente, se p ∈ U0

é singularidade do campo X , então p anula a sua expressão local em U0. Pela relação

campo 1-forma local, p também anula ω = a1dx+a2dy, a forma local de Ω em U0. Como

A1(p) = 0 = A2(p), z0(p) ̸= 0 e A0z0 + A1z1 + A2z2 = 0, conseguimos A0(p) = 0. Estas

considerações mostram que as singularidades de X e de Ω são as mesmas.

Lembrando as relações 
A0 = z1F2 − z2F1

A1 = z2F0 − z0F2

A2 = z0F1 − z1F0

(3.25)

vemos que as singularidades da folheação são dadas pelos zeros comuns dos menores 2×2

da matriz  z0 z1 z2

F0 F1 F2

 .

3.4 Curvas Invariantes

Definição 3.15. Seja C = V(F ) uma curva reduzida irredut́ıvel de P2 e X um campo

vetorial de P2 de grau d. Dizemos que C é invariante por X , ou ainda que C é solução

de X , se X (p) ∈ TpC para todo p ∈ C\(Sing(C) ∪ Sing(X )).

Se C é redut́ıvel, dizemos que C é invariante por X quando cada componente irre-

dut́ıvel de C for invariante por X .
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Se C é invariante por um campo de vetores X e F é a folheação induzida por X , então

dizemos que C é invariante pela folheação F , ou que C é uma folha da folheação F .

Proposição 3.16. Uma curva projetiva plana reduzida C = V(F ) de grau m, definida

pelo polinômio homogêneo F , é invariante por uma folheação F induzida pelo campo de

vetores X de P2 e de grau d se e somente se X (F ) = HF para algum polinômio homogêneo

H de grau d− 1.

Demonstração. Suponhamos que X é dado porX = G0
∂
∂z0

+G1
∂
∂z1

+G2
∂
∂z2

, ondeG0, G1, G2

são polinômios homogêneos de grau d. Se X (F ) = HF para algum polinômio H, temos

para p ∈ C\(Sing(C) ∪ Sing(X )) que

X (F )(p) = G0(p)
∂F

∂z0
(p) +G1(p)

∂F

∂z1
(p) +G2(p)

∂F

∂z2
(p) = H(p)F (p) = 0.

Logo, (G0(p) : G1(p) : G2(p)) ∈ TpC e portanto C é invariante por X .

Se C é invariante por X , então X (p) ∈ TpC para p ∈ C\(Sing(C) ∪ Sing(X )), isto é,

X (F )(p) = 0. Portanto, o polinômio X (F ) se anula em C. Pelo Teorema dos Zeros, ver

Theorem 5.4 em [19], segue que X (F ) ∈
√

⟨F ⟩ = ⟨F ⟩ pois F é reduzido. Assim, existe

H tal que X (F ) = HF . Já que X (F ) e F são polinômios homogêneos, H é homogêneo.

Comparando os graus na igualdade X (F ) = HF , obtemos que o grau de H é d− 1.

Se uma curva C de P2, definida pelo polinômio homogêneo reduzido F , é invariante

por um campo vetorial X = G0
∂

∂z0
+G1

∂

∂z1
+G2

∂

∂z2
, então existe um representante X ′

do mesmo campo de vetores tal que X ′(F ) = 0. Com efeito, seja m o grau de F . A

relação de Euler nos dá

mF = z0
∂F

∂z0
+ z1

∂F

∂Z1

+ z2
∂F

∂z2
,

e então, pela Proposição 3.16, vale

X (F ) = HF = H

(
z0
m

∂F

∂z0
+
z1
m

∂F

∂Z1

+
z2
m

∂F

∂z2

)
.

Logo, (
G0 −

H

m
z0

)
∂F

∂z0
+

(
G1 −

H

m
z1

)
∂F

∂z1
+

(
G2 −

H

m
z2

)
∂F

∂z2
= 0.

Colocando-se G′
i = Gi −Hzi/m, obtemos G′

0
∂F
∂z0

+G′
1
∂F
∂z1

+G′
2
∂F
∂z2

= 0. O campo vetorial

X ′ = G′
0
∂
∂z0

+G′
1
∂
∂z1

+G′
2
∂
∂z2

difere de X por um múltiplo do campo radial, logo X e X ′

induzem o mesmo campo de vetores e X ′(F ) = 0.
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Observamos ainda que este fato continua válido sobre P2
k para qualquer corpo k alge-

bricamente fechado de caracteŕıstica p tal que p - m.

Exemplo 3.11. A folheação de P2 de grau zero, induzida pelo campo vetorial

X = λ0
∂

∂z0
+ λ1

∂

∂z1
+ λ2

∂

∂z2
,

é tal que toda reta de P2 passando por (λ0 : λ1 : λ2) é invariante. De fato, se uma reta ℓ

passa por (λ0 : λ1 : λ2), então ℓ é dada por F (z0, z1, z2) = a0z0 + a1z1 + a2z2 = 0, onde

a0λ0+ a1λ1+ a2λ2 = 0. Como X (F ) = a0λ0+ a1λ1+ a2λ2 = 0 = 0 ·F , segue a afirmação.

Mais ainda, se uma reta de P2 não passa por (λ0 : λ1 : λ2), ela não pode ser invariante

pela folheação.

Exemplo 3.12. A curva C definida por z0z
2
2 = z31 é invariante pela folheação definida

pelo campo de vetores

X = −2z0z2
∂

∂z1
− 3z21

∂

∂z2
.

De fato, X (F ) = −2z0z2 · (3z21) − 3z21 · (2z0z2) = 0. Observe que o campo vetorial X é

dado localmente em U0 por

XU0 = −2y
∂

∂x
− 3x2

∂

∂y
.

O sistema de equações diferenciais associado a XU0 é x′(t) = −2y(t)

y′(t) = −3x2(t)

que possui como uma solução a trajetória (x, y) = (t−2, t−3). Assim, XU0 é um campo de

vetores tangentes à curva C0 = C|U0 : y
2 = x3.

Exemplo 3.13. Para que a reta no infinito L∞ : z0 = 0 seja invariante por uma folheação

de grau d definida por X = F0
∂
∂z0

+ F1
∂
∂z1

+ F2
∂
∂z2

, devemos ter X (z0) = F0 = Hz0 para

algum H homogêneo de grau d− 1. Logo, para construirmos campos de vetores cuja reta

z0 = 0 é invariante devemos escolher polinômios homogêneos H de grau d − 1 e F1, F2,

ambos de grau d. Módulo os múltiplos do campo radial, conseguimos que os campos que

deixam L∞ invariante formam o espaço vetorial
Sd−1 × Sd × Sd
Sd−1 · (z0, z1, z2)

sobre k cuja dimensão

é (d+1)d/2+2(d+2)(d+1)/2− (d+1)d/2 = (d+2)(d+1). Logo, temos um subespaço

vetorial de codimensão (d+3)(d+1)− (d+2)(d+1) = d+1 dentro do espaço dos campos

vetoriais de grau d em P2.
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Exemplo 3.14. Consideremos o campo vetorial X de P2 dado por X = z0
∂
∂z1

. Uma curva

plana projetiva C, definida pelo polinômio homogêneo reduzido F , será invariante por X

se, e somente se, o polinômio F não depende de z1. Com efeito, se X (F ) = z0
∂F
∂z1

= HF

para algum polinômio homogêneo H de grau zero, então a potência máxima de z1 em
∂F
∂z1

é menor que a potência máxima de z1 em F . Logo H = 0 e ∂F
∂z1

= 0. Reciprocamente, se F

não depende de z1 então X (F ) = 0 = 0·F e F é invariante por X . Em particular, a famı́lia

de retas ℓc : z2 = cz0, c ∈ C, é uma famı́lia de curvas invariantes por X . Localmente, o

campo XU0 =
∂
∂x

tem como soluções as retas y = c.

Exemplo 3.15. Consideremos uma reta ℓ de P2, definida por F = a0z0+a1z1+a2z2 = 0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que a2 ̸= 0.

Se ℓ é invariante por uma folheação de P2, induzida pelo campo de vetores representado

por X = G0
∂

∂z0
+G1

∂

∂z1
+G2

∂

∂z2
, então podemos assumir que X (F ) = 0. Dessa maneira,

a0G0 + a1G1 + a2G2 = 0, e assim podemos escrever a2G2 = −a0G0 − a1G1. Como X e

a2X induzem a mesma folheação de P2, ela é induzida pelo campo a2X dado por

a2G0
∂

∂z0
+a2G1

∂

∂z1
−a0G0

∂

∂z2
−a1G1

∂

∂z2
= G0

(
a2

∂

∂z0
− a0

∂

∂z2

)
+G1

(
a2

∂

∂z1
− a1

∂

∂z2

)
.

Em geral, se uma folheação de P2 deixa uma curva de grau um, determinada pelo

polinômio homogêneo F , invariante, então tal folheação é induzida por um campo de

vetores da forma

X = H0

(
∂F

∂z2

∂

∂z1
− ∂F

∂z1

∂

∂z2

)
+H1

(
∂F

∂z2

∂

∂z0
− ∂F

∂z0

∂

∂z2

)
+H2

(
∂F

∂z1

∂

∂z0
− ∂F

∂z0

∂

∂z1

)
.

No caso F = a0z0 + a1z1 + a2z2 e X = G0
∂
∂z0

+G1
∂
∂z1

+G2
∂
∂z2

com X (F ) = 0, temos
a2 ̸= 0 ⇒ H0 = G1, H1 = G0, H2 = 0

a1 ̸= 0 ⇒ H0 = −G2, H1 = 0, H2 = G0

a0 ̸= 0 ⇒ H0 = 0, H1 = −G2, H2 = −G1

.

A proposição seguinte generaliza este exemplo para curvas de grau maior que um.

Para simplificar a notação, usaremos ∂i para denotar
∂

∂zi
.

Proposição 3.17. Se uma curva suave C ⊂ P2, dada pelos zeros de um polinômio redu-

zido homogêneo F , é invariante por uma folheação de P2, então a folheação é induzida

por um campo de vetores da forma

X = H0(∂1F∂2 − ∂2F∂1) +H1(∂0F∂2 − ∂2F∂0) +H2(∂0F∂1 − ∂1F∂0).
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Demonstração. Se grau(F ) = 1, já sabemos que o resultado é válido. Consideremos então

grau(F ) ≥ 2. Sendo C uma curva suave, temos ∂0F ̸= 0. De fato, se ∂0F = 0 então F

seria independente de z0 e portanto o ponto (1 : 0 : 0) ∈ P2 seria uma singularidade da

curva C.

Sendo C uma curva suave, temos também que ∂1F não divide zero em S/⟨∂0F ⟩ e

∂2F não divide zero em S/⟨∂0F, ∂1F ⟩, onde S = k[z0, z1, z2] (este fato será mostrado no

Caṕıtulo 4, no caso de k[z0, . . . , zn], usando-se algumas noções de álgebra comutativa).

Se a folheação é induzida pelo campo de vetores X = G0∂0 + G1∂1 + G2∂2 com

X (F ) = 0, então

G0∂0F +G1∂1F +G2∂2F = 0. (3.26)

De (3.26) conseguimos que G2∂2F = −G0∂0F − G1∂1F , e assim, G2 · ∂2F = 0 em

S/⟨∂0F, ∂1F ⟩. Como ∂2F não divide zero em S/⟨∂0F, ∂1F ⟩, temos G2 = 0, ou seja,

G2 ∈ ⟨∂0F, ∂1F ⟩ e existem polinômios homogêneos b02 e b12 de mesmos graus tais que

G2 = b02∂0F + b12∂1F. (3.27)

Substituindo (3.27) em (3.26), obtemos

G0∂0F +G1∂1F + b02∂0F∂2F + b12∂1F∂2F = 0.

Segue que (G0 + b02∂2F )∂0F + (G1 + b12∂2F )∂1F = 0, ou seja,

(G1 + b12∂2F ) · ∂1F = 0 ∈ S/⟨∂0F ⟩.

Como ∂1F não divide zero em S/⟨∂0F ⟩, devemos ter G1 + b12∂2F = 0 em S/⟨∂0F ⟩.

Logo existe um polinômio homogêneo b01 tal que G1 + b12∂2F = b01∂0F . Portanto

G1 = b01∂0F − b12∂2F. (3.28)

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), ficamos com

G0∂0F + b01∂0F∂1F − b12∂2F∂1F + b02∂0F∂2F + b12∂1F∂2F = 0.

Logo, (G0+b01∂1F+b02∂2F )∂0F = 0. Como ∂0F ̸= 0 e S é um domı́nio de integridade,

G0 + b01∂1F + b02∂2F = 0, ou seja,

G0 = −b01∂1F − b02∂2F. (3.29)
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Usando as expressões (3.27), (3.28) e (3.29), obtemos a seguinte expressão para o

campo X :

X = G0∂0+G1∂1+G2∂2 = −b01∂1F∂0−b02∂2F∂0+b01∂0F∂1−b12∂2F∂1+b02∂0F∂2+b12∂1F∂2.

Agrupando os termos em b01, b02 e b12 obtemos

X = b01(∂0F∂1 − ∂1F∂0) + b02(∂0F∂2 − ∂2F∂0) + b12(∂1F∂2 − ∂2F∂1)

e escrevendo b01 = H2, b02 = H1 e b12 = H0 conseguimos o resultado.

Vamos estender a noção de curva invariante para 1-formas em P2.

Definição 3.18. Sejam Ω uma 1-forma em P2 e C uma curva plana projetiva. Dizemos

que C é invariante por Ω quando C é invariante por um campo vetorial X de P2 que

induz a mesma folheação em P2 que Ω.

Suponhamos que uma folheação de P2 seja induzida por uma 1-forma global Ω e

consideremos um campo de vetores X que induz a mesma folheação em P2. Então, uma

curva C = V (F ) ⊂ P2 reduzida é invariante se para p ∈ C\(Sing(C) ∪ Sing(Ω)) temos

X (p) ∈ TpC. Também, X (p) ∈ ker(Ω(p)). De acordo com a Observação 2.24 temos

TpC = ker(dpF ). Assim, sendo os espaços vetoriais ker(Ω(p)) e ker(dpF ) de dimensão

um, ker(Ω(p)) = ker(dpF ) em todo p ∈ C. Pela Proposição 2.25 da página 23, temos

Ω(p)∧dpF = 0. Se Ω∧dF = B01dz0∧dz1+B02dz0∧dz2+B12dz1∧dz2, então para p ∈ C

temos Bij(p) = 0, 0 ≤ i < j ≤ 2. Pelo Teorema dos Zeros, Bij = Cij · F e portanto

Ω ∧ dF = F · (C01(dz0 ∧ dz1) + C02(dz0 ∧ dz2) + C12(dz1 ∧ dz2)).

Assim, conseguimos o seguinte resultado:

Proposição 3.19. Uma curva C ⊂ P2 definida pelo polinômio homogêneo reduzido F é

invariante por uma folheação de P2, definida pela 1-forma Ω, se e somente se existe uma

2-forma η tal que

Ω ∧ dF = Fη.

Exemplo 3.16. No Exemplo 3.13, determinamos os campos de vetores que deixam a

reta no infinito L∞ : z0 = 0 invariante. Vejamos a mesma situação, na linguagem de
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1-formas. Se a 1-forma Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2 deixa a reta z0 = 0 invariante, então

Ω∧ dz0 = A1(dz1 ∧ dz0) +A2(dz2 ∧ dz0) = z0η para alguma 2-forma η, e assim a condição

para que L∞ seja invariante é que z0 | A1 e z0 | A2. Lembrando a relação campo e 1-forma,

temos  A1 = z2F0 − z0F2

A2 = z0F1 − z1F0

e que z0 | F0, como obtido anteriormente.

Escrevendo A1 = z0B1 e A2 = z0B2 e substituindo em z0A0+z1A1+z2A2 = 0 obtemos

z0A0 + z1z0B1 + z2z0B2 = 0, logo A0 + z1B1 + z2B2 = 0.

Seja d = grau (Ω). Então, grau(Ai) = d + 1, grau(Bj) = d e as 1-formas de grau d

que deixam L∞ invariante formam exatamente o núcleo da transformação linear

T : Sd+1 × Sd × Sd −→ Sd+1

(A0, B1, B2) 7−→ A0 + z1B1 + z2B2

Como um elemento f ∈ Sd+1 é a imagem de (f, 0, 0) por T , T é sobrejetiva e portanto

dim(kerT ) = dim(Sd+1) + dim(Sd) + dim(Sd)− dim(Sd+1) = 2 dim(Sd) = (d+ 2)(d+ 1).

Obtemos que o espaço das 1-formas de grau d que deixam a reta no infinito L∞

invariante formam um subespaço vetorial de codimensão (d + 1) no espaço vetorial das

1-formas de grau d em P2.

Exemplo 3.17. Se uma curva plana projetiva suave C, definida pelo polinômio ho-

mogêneo reduzido F , é invariante por uma folheação de P2, a Proposição 3.17 nos diz que

a folheação é induzida por um campo vetorial da forma

X = H0(∂1F∂2 − ∂2F∂1) +H1(∂0F∂2 − ∂2F∂0) +H2(∂0F∂1 − ∂1F∂0)

para alguns polinômios homogêneos H0, H1, H2 de mesmos graus. Portanto, uma 1-forma

que deixa C invariante tem expressão

Ω = (z1H0∂1F + z1H1∂0F + z2H0∂2F − z2H2∂0F )dz0+

+ (−z0H1∂0F − z0H0∂1F − z2H1∂2F − z2H2∂1F )dz1+

+ (−z0H0∂2F + z0H2∂0F + z1H1∂2F + z1H2∂1F )dz2.
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Usando que mF = z0∂0F + z1∂1F + z2∂2F , onde m = grau(F ), podemos reescrever a

expressão de Ω como

Ω = (−z0H0 + z1H1 − z2H2)dF +mF (H0dz0 −H1dz1 +H2dz2).

Assim, existem um polinômio homogêneo G e 1-forma η tais que Ω = GdF + Fη.

Também, um cálculo simples mostra que Ω ∧ dF = mFϑ, onde ϑ é a 2-forma

ϑ = (H0∂1F+H1∂0F )(dz0∧dz1)+(H0∂2F−H2∂0F )(dz0∧dz2)+(−H1∂2F−H2∂1F )(dz1∧dz2).

3.5 O Problema de Poincaré para Folheações em P2

Nesta seção, vamos apresentar uma solução para o problema de encontrar uma cota su-

perior para o grau de posśıveis curvas invariantes por uma folheação saturada F de grau

d em P2. Originalmente, tal questão era abordada quanto a limitação do grau de uma

curva invariante C em função apenas do grau d da folheação, mas em geral é imposśıvel

de se encontrar tais limites.

Exemplo 3.18. Dados dois inteiros positivos p > q, a curva de grau p definida pelo

polinômio F = zp2 − zp−q0 zq1 é invariante pela folheação de grau um definida pelo campo

vetorial X = pz1
∂

∂z1
+ qz2

∂

∂z2
, já que

X (F ) = pz1qz
p−q
0 zq−1

1 + qz2pz
p−1
2 = pqF.

Como podemos tomar p arbitrariamente grande, vemos que não é posśıvel limitar o

grau de uma solução qualquer de X .

Desta forma, o problema de se encontrar limites para o grau de posśıveis soluções

recebeu a seguinte “modificação”: procurar limitar o grau de uma curva invariante em

função do grau da folheação, impondo-se certas condições sobre tal curva, por exemplo

a exigência de que todas as singularidades da curva sejam do tipo cruzamento normal,

como feito originalmente em [6] ou colocando-se também tais limites em função de outros

invariantes, como o gênero da curva, feito em [13] ou a altura da folheação, assunto

abordado em [20].

Nesta direção, impondo a condição de uma solução do campo ser uma curva suave

conseguimos imediatamente uma limitação como decorrência da Proposição 3.17.
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Teorema 3.20. Se uma curva suave C ⊂ P2, dada pelos zeros de um polinômio reduzido

homogêneo F de grau m fica invariante por uma folheação de grau d então m ≤ d+ 1.

Demonstração. Sendo C suave e invariante, temos pela Proposição 3.17 que a folheação

é induzida por um campo de vetores da forma

X = H0(∂1F∂2 − ∂2F∂1) +H1(∂0F∂2 − ∂2F∂0) +H2(∂0F∂1 − ∂1F∂0),

para alguns polinômios homogêneos H0, H1, H2. Como grau(F ) = m e grau(X ) = d,

temos d =grau(Hi) +m − 1. Sendo grau(Hi) ≥ 0, conseguimos d −m + 1 ≥ 0, ou seja,

m ≤ d+ 1.

O Teorema 3.20 pode ser generalizado para folheações de grau um sobre Pn, com n ≥ 2.

Com este objetivo, vamos estender a ideia de folheações definidas por campos de vetores

em P2 para Pn. No Caṕıtulo seguinte, veremos as noções básicas que irão não somente

auxiliar nessa extensão, como também nos fornecerão outra solução para o problema de

Poincaré.
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4 Noções sobre feixes

Neste caṕıtulo apresentamos os conceitos básicos de feixes sobre espaços topológicos e

alguns resultados sobre cohomologia que serão utilizados no próximo caṕıtulo.

4.1 Feixes sobre espaços topológicos

Definição 4.1. Seja X um espaço topológico. Para cada aberto U ⊆ X, associemos um

grupo abeliano (ou um anel comutativo) F(U) (o conjunto vazio a F(∅) = {0}). F é dito

um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) quando a seguinte condição é

satisfeita:

(PF) Para quaisquer abertos V ⊆ U de X, existe um homomorfismo de grupos (ou de

anéis) ρV,U : F(U) → F(V ) tal que:

i) ρU,U = idF(U)

ii) Para abertos W ⊆ V ⊆ U de X, vale

ρW,U = ρW,V ◦ ρV,U .

O homomorfismo ρV,U é chamado mapa de restrição.

Um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) F será dito um feixe de

grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X se para qualquer aberto U ⊆ X e

qualquer cobertura aberta {Uj}j∈J de U valem

(F1) Se s ∈ F(U) é tal que ρUj ,U(s) = 0, ∀ j ∈ J , então s = 0.

(F2)Para cada famı́lia {sj}j∈J , sj ∈ F(Uj) satisfazendo

ρUi∩Uj ,Ui(si) = ρUi∩Uj ,Uj(sj), i, j ∈ J,

existe s ∈ F(U) tal que ρUj ,U(s) = sj, para todo j ∈ J .

50
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Um elemento s ∈ F(U) será chamado de uma seção em U , onde U ⊆ X é um aberto.

Intuitivamente, a condição (F1) diz que se uma seção s ∈ F(U) se anula em “todas as

partes” de U , então s = 0. Já a condição (F2) diz que se uma coleção {sj}j∈J de seções

dos F(Uj) é tal que os elementos dessa coleção “coincidem nas interseções”, então elas se

“colam” para formar um elemento definido na união desses abertos.

Observe que a extensão s ∈ F(U) obtida na propriedade (F2) é única. De fato, se

t é outra extensão, isto é, ρUj ,U(t) = sj, para todo j ∈ J , então ρUj ,U(s − t) = 0. Pela

propriedade (F1), temos que s− t = 0, ou seja, s = t.

Exemplo 4.1. Dado um espaço topológico X e um aberto U ⊆ X, consideremos o

conjunto C(U) = {f : U → R| f é cont́ınua}. Para x ∈ U , defina (f +g)(x) = f(x)+g(x)

e (fg)(x) = f(x) · g(x). Então, C(U) é um anel comutativo. Para abertos V ⊆ U , o mapa

de restrição ρV,U é definido por ρV,U(f) = f |V . Então C é um feixe de anéis comutativos

sobre X.

Seja β uma base para os abertos do espaço topológico X. Os elementos de β são ditos

abertos básicos de X. Dizemos que F é um β-feixe quando a Definição 4.1 é válida para

os abertos básicos de X, isto é, quando as propriedades (PF),(F1) e (F2) são verificadas

sempre que W,V, U, Uj são abertos básicos de X.

Sejam F um β-feixe e U ⊆ X um aberto. Definamos

F∗(U) = {(sα) ∈
∏

Uα⊆U,Uα∈β

F(Uα)| para abertos básicos Uα ⊆ Uγ, vale ρUα,Uγ (sγ) = sα}

com as operações

(sα)Uα⊆U + (tα)Uα⊆U = (sα + tα)Uα⊆U (4.1)

(sα)Uα⊆U · (tα)Uα⊆U = (sα · tα)Uα⊆U (4.2)

onde cada Uα é um aberto básico de X, quando F for um β-feixe de anéis comutativos.

Se F é um β-feixe de grupos abelianos, consideramos apenas a operação (4.1). Estas

operações são fechadas em F∗(U) e definem uma estrutura de grupo abeliano (ou anel

comutativo) em F∗(U). Intuitivamente, uma função em U é definida por suas restrições

nos abertos básicos. Dados abertos V ⊆ U ⊆ X, consideremos o homomorfismo

ρ∗V,U : F∗(U) −→ F∗(V )

(sα)Uα⊆U 7−→ (sγ)Uγ⊆V .
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A aplicação ρ∗V,U satisfaz a condição (PF) da Definição 4.1, e sendo assim F∗ é um

pré-feixe em X.

Para cada aberto U ∈ β, podemos definir um homomorfismo de grupos (ou de anéis)

κU : F(U) → F∗(U) por κU(a) = (ρUα,U(a))Uα⊆U . Já que U é um aberto básico, existe

coordenada sU em (sα)Uα⊆U ∈ F∗(U), sU ∈ F(U) e podemos definir o homomorfismo

νU : F∗(U) → F(U) colocando νU((sα)Uα⊆U ) = sU . Como ρU,U = idF(U), segue que

κU ◦ νU = idF∗(U) e νU ◦ κU = idF(U). Em outras palavras, F∗(U) e F(U) são isomorfos.

Através deste isomorfismo, se V ⊆ U são abertos básicos, temos que ρV,U = νV ◦ρ∗V,U ◦κU .

Podemos então ver ρ∗V,U como extensão de ρV,U em abertos básicos, por isso daqui em

diante escreveremos F(U) no lugar de F∗(U) assim como ρV,U no lugar de ρ∗V,U , sem

qualquer prejúızo.

Proposição 4.2. Seja F um β-feixe sobre X. Então F , definido em cada aberto U ⊆ X

como acima e com as funções ρV,U , é um feixe sobre X.

Demonstração. Nos resta mostrar que são satisfeitas as condições (F1) e (F2). Tomemos

um aberto U ⊆ X e U =
∪
j∈J

Uj uma cobertura aberta de U .

Seja V um aberto básico contido em U . Temos V =
∪
j∈J

(V ∩ Uj) =
∪

j∈J, l∈L
Wjl, onde

V ∩ Uj =
∪
l∈L

Wjl é cobertura de V ∩ Uj por abertos básicos.

Se s ∈ F(U) é tal que ρUj ,U(s) = 0 para todo j ∈ J , então

ρWjl,V (ρV,U(s)) = ρWjl,U(s) = (ρWjl,V ∩Uj ◦ρV ∩Uj ,Uj ◦ρUj ,U)(s) = ρWjl,V ∩Uj(ρV ∩Uj ,Uj(0)) = 0.

Como F é β-feixe e Wjl, V são abertos básicos com V =
∪

j∈J,l∈L
Wjl, vale ρV,U(s) = 0.

Sendo s = (sα) ∈
∏

Uα⊆U,Uα∈β
F(Uα), temos que toda componente de s é nula, e assim s = 0.

Conseguimos a condição (F1) de feixe.

Seja agora uma coleção {si}i∈J tal que ρUi∩Uj ,Ui(si) = ρUi∩Uj ,Uj(sj). Dado um aberto

básico V contido em U , sejam V ∩ Uj =
∪
l∈L

Wjl e V ∩ Ui =
∪

m∈M
Wim coberturas por

abertos básicos. Para quaisquer l ∈ L,m ∈M vale

ρWim∩Wjl,Ui∩Uj ◦ ρUi∩Uj ,Ui(si) = ρWim∩Wjl,Ui∩Uj ◦ ρUi∩Uj ,Uj(sj)

ρWim∩Wjl,Ui(si) = ρWim∩Wjl,Uj(sj)

ρWim∩Wjl,Wim
(ρWim,Ui(si)) = ρWim∩Wjl,Wjl

(ρWjl,Uj(sj)).
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Sendo V =
∪

j∈J, l∈L
Wjl uma cobertura de V por abertos básicos e F um β-feixe, existe

sv ∈ F(V ) tal que ρWim,V (sv) = ρWim,Ui(si).

Defina s = (sv) ∈
∏

V⊆U,V ∈β
F(V ). Seja Z ⊆ V um aberto básico, digamos com a

cobertura por abertos básicos Z =
∪

i∈I,m∈N
Wim. Então Wim ⊆ Z ⊆ V e portanto vale que

ρWim,Ui(si) = ρWim,V (sv) = ρWim,Z(ρZ,V (sv)). Dáı, ρZ,V (sv) = sz, obtido na colagem em

Z, isto é, sz é o elemento tal que ρWim,Z(sz) = ρWim,Ui(si). Dáı, s ∈ F(U). Se V ⊆ Ui,

então para todo Wim,

ρWim,V (ρV,U(s)) = ρWim,V (sv) = ρWim,Ui(si) = ρWim,V (ρV,Ui(si)).

Como a extensão à F(V ) é única, já que os Wim e V são abertos básicos e F é β-feixe,

temos ρV,U(s) = ρV,Ui(si). Logo

ρV,Ui(ρUi,U(s)) = ρV,U(s) = ρV,Ui(si),

donde conseguimos ρV,Ui(ρUi,U(s) − si) = 0. Uma vez que isto vale para todo aberto

básico V contido em Ui, Ui =
∪

V⊆Ui,V ∈β
e já provamos a propriedade (F1) de feixe, temos

ρUi,U(s) − si = 0, isto é, ρUi,U(s) = si. Portanto, s extende as seções si, provando a

validade de (F2).

A Proposição 4.2 nos diz que para definirmos um feixe em X basta definir um β−feixe

numa base β para os abertos de X.

4.2 O stalk de um feixe num ponto

Nosso objetivo nesta seção é, dado um ponto sobre um espaço topológico X, identificar

seções de um feixe F em abertos distintos contendo tal ponto que se restrigem à mesma

seção em um aberto menor, ainda contendo o referido ponto.

Seja X um espaço topológico e F um feixe sobre X. Fixemos ainda um ponto x ∈ X.

No conjunto

Υ = {(t, V )| t ∈ F(V ), x ∈ V, V ⊆ X aberto},

definamos a relação ∼ dada por

(s, U) ∼ (t, V ) ⇔ ∃ aberto Z ⊆ X, x ∈ Z ⊆ U ∩ V tal que ρZ,V (t) = ρZ,U(s).
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A relação ∼ é claramente reflexiva e simétrica. Mais ainda, é transitiva. De fato,

(s, U) ∼ (t, V ) ⇒ ∃ aberto Z1 ⊆ U ∩ V tal que ρZ1,V (t) = ρZ1,U(s),

(t, V ) ∼ (r,W ) ⇒ ∃ aberto Z2 ⊆ V ∩W tal que ρZ2,W (r) = ρZ2,V (t).

Considerando Z3 = Z1 ∩ Z2, teremos

ρZ3,U(s) = ρZ3,Z1 ◦ ρZ1,U(s) = ρZ3,Z1 ◦ ρZ1,V (t) = ρZ3,V (t) =

= ρZ3,Z2 ◦ ρZ2,V (t) = ρZ3,Z2 ◦ ρZ2,W (r) = ρZ3,W (r),

logo (s, U) ∼ (r,W ).

Portanto, ∼ é uma relação de equivalência. O quociente Υ/ ∼ é chamado o stalk, ou

talo, de F em x e é denotado por Fx.

Assim, um elemento sx ∈ Fx é uma classe de equivalência (s, V ), onde V é um aberto

de X com x ∈ V e s ∈ F(V ). Chamamos esta classe de o germe de s em x.

Se V ⊆ U são abertos, então (s, U) = (ρV,U(s), V ). Definamos em Fx as operações

(s, U)+(t, V ) = (ρU∩V,U(s), U ∩ V )+(ρU∩V,V (t), U ∩ V ) = (ρU∩V,U(s) + ρU∩V,V (t), U ∩ V ),

(s, U) · (t, V ) = (ρU∩V,U(s), U ∩ V ) · (ρU∩V,V (t), U ∩ V ) = (ρU∩V,U(s) · ρU∩V,V (t), U ∩ V ),

a última se F é feixe de anéis comutativos. Estas operações estão bem definidas e Fx é

um grupo abeliano (ou um anel comutativo).

Dados V ⊆ U abertos de X e uma seção t ∈ F(U), podemos definir um homomorfismo

φU : F(U) → Fx dado por φU(t) = (t, U). Então,

φV (ρV,U(t)) = (ρV,U(t), V ) = (t, U) = φU(t).

Dessa forma, φV ◦ ρV,U = φU , isto é, o seguinte diagrama comuta.

F(V )
?

Fx

HHHHHj

F(U)

�����*

φU

ρV,U

φV

	

Observação 4.3. A construção do stalk de F em x ∈ X leva em consideração apenas a

propriedade (PF) de pré-feixe, e não as propriedades (F1) e (F2) na Definição 4.1. Logo,

para construir o stalk de F num ponto x ∈ X é necessário para F apenas a estrutura de

pré-feixe.
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4.3 O espectro de um anel

Nesta seção iremos construir um feixe sobre um espaço topológico particular, o espectro

de um anel.

Definição 4.4. Seja A um anel comutativo. O espectro de A é o conjunto dos ideais

primos de A. Escrevemos SpecA para o espectro de A.

Para cada ideal I ⊆ A seja V (I) = {P ∈ SpecA| I ⊆ P}.

Proposição 4.5. Para ideais I, J, Iλ, com λ ∈ Λ, de um anel comutativo A, valem as

seguintes propriedades:

i) V ({0}) = SpecA e V (A) = ∅;

ii) V (I) ∪ V (J) = V (I ∩ J);

iii)
∩
λ∈Λ

V (Iλ) = V (
∑
λ∈Λ

Iλ).

Demonstração. i) Como {0} ⊆ P para todo ideal primo P ⊆ A, vale V (0) = SpecA.

Além disso, como nenhum primo contém A, uma vez que A não é primo. Logo

V (A) = ∅.

ii) Se P ∈ V (I) então I ⊆ P , logo I ∩ J ⊆ P , ou seja, P ∈ V (I ∩ J). Dessa maneira,

V (I) ⊆ V (I ∩ J). Da mesma forma, temos V (J) ⊆ V (I ∩ J), de onde conseguimos

V (I) ∪ V (J) ⊆ V (I ∩ J). Se P ∈ V (I ∩ J), então I ∩ J ⊆ P . Se I não estiver

contido em P , então existe a ∈ I tal que a /∈ P . Para qualquer b ∈ J, vale ab ∈ I ∩ J

e portanto ab ∈ P . Mas sendo P primo e a /∈ P temos que b ∈ P . Isto valendo

para todo b ∈ J nos dá J ⊆ P , ou seja, P ∈ V (J). Logo, P ∈ V (I) ∪ V (J), e disto

V (I ∩ J) ⊆ V (I) ∪ V (J). Segue a igualdade desejada.

iii) Se P ∈
∩
λ∈Λ

V (Iλ) então para todo λ vale Iλ ⊆ P , o que implica em
∑
λ

Iλ ⊆ P , ou

seja, P ∈ V (
∑
λ

Iλ). Agora, seja P ∈ V (
∑
Iλ), isto é,

∑
Iλ ⊆ P . Para cada λ ∈ Λ

vale Iλ ⊆ P , ou seja, P ∈ V (Iλ), o que nos dá a igualdade requerida.
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A Proposição 4.5 nos diz que o conjunto {V (I)| I ⊆ A} ⊆ SpecA induz uma topologia

em SpecA, ao definirmos V (I) como os conjuntos fechados. Esta topologia é conhecida

como topologia de Zariski de A. Um conjunto aberto nesta topologia é o complementar

de algum conjunto fechado V (I). Assim, os abertos da topologia de Zariski de A são os

conjuntos do tipo

V (I)c = {P ∈ SpecA| I não está contido em P}.

Para um elemento f ∈ A, escreveremos

Xf = V (⟨f⟩)c = {P ∈ SpecA| f /∈ P}.

O lema seguinte nos mostra que β = {Xf | f ∈ A} forma uma base para os abertos em

SpecA.

Lema 4.6. Para um ideal I ⊆ A vale V (I)c =
∪
f∈I

Xf . Mais ainda, se I = ⟨f1, . . . , fm⟩

então V (I)c =
m∪
i=1

Xfi.

Demonstração. Para f ∈ I, se f /∈ P temos que I não está contido em P , e assim

Xf ⊆ V (I)c e
∪
f∈I

Xf ⊆ V (I)c. Tomemos agora P ∈ V (I)c. Então I não é subconjunto de

P , ou seja, existe f ∈ I com f /∈ P , donde P ∈ Xf . Consequentemente, V (I)c ⊆
∪
f∈I

Xf .

Agora, se I = ⟨f1, . . . , fm⟩, já temos
m∪
i=1

Xfi ⊆ V (I)c. Se P não contém I, então algum

dos fi não está em P , pois se todos estivessem, então I ⊆ P já que os fi geram I, e assim

P ∈ Xfi para algum i ∈ {1, . . . ,m}. Portanto, P ∈
m∪
i=1

Xfi , como desejado.

De acordo com a Proposição 4.2, para definir um feixe sobre Spec A basta definir um

β-feixe sobre β = {Xf | f ∈ A}. Neste caminho, o seguinte lema será fundamental.

Lema 4.7. Para elementos f e g em A, temos as seguintes propriedades:

i) Xf ∩Xg = Xfg;

ii) Xg ⊆ Xf se, e somente se, g ∈
√

⟨f⟩.

iii) Se f é invert́ıvel, então Xf = X.



57

Demonstração. i) Se P ∈ Xf ∩ Xg, então f /∈ P e g /∈ P e uma vez que P é primo,

segue que fg /∈ P , ou seja, P ∈ Xfg. Se P ∈ Xfg temos fg /∈ P , e dáı f /∈ P e g /∈ P ,

o que fornece P ∈ Xf ∩Xg. Logo, Xf ∩Xg = Xfg.

ii) Por Proposition 1.14, [1], pag. 9, temos
√
⟨f⟩ =

∩
f∈P (primo)

P , assim Xg ⊆ Xf ⇔ todo

primo P com g /∈ P é tal que f /∈ P ⇔ g ∈
√
⟨f⟩.

iii) Se I ⊆ A é um ideal que contém f , ele contém 1, e portanto, I = A, e I não é primo.

Assim, dado um ideal primo P ∈ X, f /∈ P e P ∈ Xf . Como Xf ⊆ X, conseguimos

a igualdade.

Definição 4.8. Seja A um anel comutativo. Dizemos que um subconjunto S ′ ⊆ A é um

sistema multiplicativo em A quando para a, b ∈ S ′ vale ab ∈ S ′.

Seja S ′ ⊂ A um sistema multiplicativo, e consideremos o conjunto

AS′ =
{a
s
| a ∈ A, s ∈ S ′

}
.

Para elementos
a

s
e
b

t
∈ AS′ , definamos

a

s
=
b

t
⇔ ∃ r ∈ S ′ tal que r(at− bs) = 0.

A igualdade em questão é de fato uma relação de equivalência e quando A é um domı́nio

e 0 /∈ S ′ a condição à direita se reduz a at− bs = 0.

Podemos ainda colocar em AS′ as operações

a

s
+
b

t
=
at+ bs

st
e

a

s
· b
t
=
ab

st

que estão bem definidas e dão a A′
S uma estrutura de anel comutativo. Chamamos AS′

de a localização de A em S ′.

Exemplo 4.2. Quando D é um domı́nio, o conjunto S ′ = D\{0} é um sistema multiplica-

tivo e DS′ é exatamente o corpo de frações de D. Neste sentido, o conceito de localização

generaliza o conceito de corpo de frações a anéis que não são domı́nios.
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Exemplo 4.3. Seja P um ideal primo de um anel comutativo A. Então, A\P é um

sistema multiplicativo e podemos então localizar A em A\P . Escreveremos

AP = AA\P =
{a
b
| a, b ∈ A, b /∈ P

}
e o chamaremos simplesmente de a localização de A em P. Observemos que um elemento
a

b
∈ AP é invert́ıvel se e só se a /∈ P , e neste caso

b

a
é seu inverso. O elemento

a

b
é não

invert́ıvel quando a ∈ P . Assim, o elemento neutro
0

1
é não invert́ıvel. Se

a

b
e
c

d
são

não invert́ıveis então
a

b
+
c

d
=

ad+ bc

bd
é tal que ad + bc ∈ P , ou seja, é um elemento

não invert́ıvel. Para qualquer
e

f
vale

a

b
· e
f

=
ae

bf
com ae ∈ P , ou seja, é elemento não

invert́ıvel. Isso mostra que o conjunto

m = {x ∈ AP | x não é invert́ıvel}

é um ideal de AP , e m é o único ideal maximal de AP . Dáı, AP é um anel local.

Dado f ∈ A, definamos

Af =

{
g

fm
| g ∈ A,m ∈ Z,m ≥ 0

}
.

O conjunto {1, f, f 2, . . . , fm, . . .} é um sistema multiplicativo e Af é portanto a lo-

calização de A nesse conjunto, chamada localização de A em f . Quando f é nilpotente,

f ∈ P para todo ideal primo P de A e assim Xf = ∅ e Af = {0}. De fato, se f é

nilpotente, então
g

fn
=

0

f
. Com efeito, se fm = 0, então fm(gf − 0fn) = 0.

Seja X = SpecA e consideremos a correspondência OX que associa cada Xf a Af , e

em particular associa o conjunto vazio ao anel trivial.

Nosso objetivo agora será mostrar queOX é um feixe sobreX = SpecA. Para começar,

precisamos definir um mapa de restrição que atenda a condição (PF) de pré-feixe, como

na Definição 4.1, na base β = {Xf | f ∈ A}.

De acordo com o Lema 4.7, dados elementos f, g ∈ A, se Xg ⊆ Xf então g ∈
√

⟨f⟩, e

assim existe um inteiro positivo n e um elemento a ∈ A com gn = af . Essa relação induz

um homomorfismo

ρXg ,Xf : Af −→ Ag
r

fm
7−→ amr

gnm
.

(4.3)
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Lema 4.9. Para elementos f, g ∈ A com Xg ⊆ Xf , a aplicação ρXg ,Xf definida em (4.3)

está bem definida e é unicamente determinada por f e g, isto é, não depende da particular

escrita de g em relação à f .

Demonstração. Sejam
r

fm
=

s

f l
em Af , e g

n = af . Então, existe um inteiro positivo h

tal que fh(rf l − sfm) = 0, ρXg ,Xf

(
r

fm

)
=
amr

gnm
e ρXg ,Xf

(
s

f l

)
=
als

gnl
. Como

gnh(amrgnl−alsgnm) = ahfh(amralf l−alsamfm) = ah+m+lfh(rf l−sfm) = ah+m+l ·0 = 0,

vale
als

gnl
=
amr

gmn
. Assim, ρXg ,Xf está bem definida.

Agora, se gn = af e gk = bf são duas escritas de g em relação a f , o uso da primeira

expressão nos dá

ρXg ,Xf

(
r

fm

)
=
amr

gnm

e a segunda expressão nos dá

ρXg ,Xf

(
r

fm

)
=
bmr

gkm
.

Mas amrgkm− bmrgnm = amrbmfm− bmramfm = 0; em outras palavras,
amr

gnm
=
bmr

gkm
.

Já estamos com condições de mostrar que os homomorfismos ρXg ,Xf satisfazem as

condições de pré-feixe na base β = {Xf | f ∈ A}.

Lema 4.10. Para elementos f, g, h ∈ A, o homomorfismo ρXg ,Xf definido em (4.3) satis-

faz as seguintes propriedades:

i) ρXf ,Xf = idAf

ii) Para Xh ⊆ Xg ⊆ Xf vale ρXh,Xf = ρXh,Xg ◦ ρXg ,Xf .

Demonstração. Uma vez que f = f , isto é, f 1 = 1f , vale ρXf ,Xf = idAf . Agora, se

gn = af e hs = bg, então para qualquer
r

fm
∈ Af vale

ρXh,Xg

(
ρXg ,Xf

(
r

fm

))
= ρXh,Xg

(
amr

gmn

)
=
bmnamr

hsmn
.

Também, hsn = bngn = bnaf , logo ρXh,Xf

(
r

fm

)
=
bnmamr

hsmn
, o que nos dá a igualdade.

Os dois próximos teoremas são os principais resultados desta seção.
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Teorema 4.11. Sejam f, fα elementos de A. Se Xf =
∪
α∈Λ

Xfα e a ∈ Af é tal que

ρXfα ,Xf (a) = 0 para todo α ∈ Λ, então a = 0.

Demonstração. Escrevamos a =
g

fm
, g ∈ A, e seja I = {h ∈ A| hg = 0}. O conjunto I é

um ideal de A, e

a =
g

fm
= 0 em Af ⇔ ∃ n inteiro positivo com fng = 0 ⇔ fn ∈ I ⇔ f ∈

√
I.

Suponhamos então que a ̸= 0 em Af . Vale f /∈
√
I, e sendo

√
I =

∩
I⊆P (primo)

P , existe

um ideal primo P ∈ SpecA tal que I ⊆ P e f /∈ P , ou seja, P ∈ Xf . Sendo Xf =
∪
Xfα ,

existe α ∈ Λ tal que P ∈ Xfα , ou seja, fα /∈ P . Logo, a e ρXfα ,Xf (a) são elementos de AP ,

e se fnα = bf , temos ρXfα ,Xf (a) =
bmg

fmnα

. Já que gfnmα = bmgfm, então, como elementos em

AP , temos a = ρXfα ,Xf (a) = 0. Dessa forma, existe c /∈ P com c · g = 0, pois a = g
fm

= 0

em AP . Portanto c ∈ I e c ∈
√
I, o que implica em c ∈ P , contradição. Logo, a = 0 em

Af .

Antes de provarmos o próximo teorema, necessitamos de mais um resultado:

Lema 4.12. Seja A um anel comutativo e X = SpecA. Então X =
∪
α∈Λ

Xfα se e somente

se o ideal ⟨fα| α ∈ Λ⟩ é igual a A.

Demonstração. ⇒) Dado um ideal primo P ⊂ A, temos P ∈ X, logo existe α ∈ Λ com

P ∈ Xfα , ou seja, fα /∈ P . Portanto, o ideal ⟨fα| α ∈ Λ⟩ não está contido em nenhum

ideal primo, em particular em nenhum ideal maximal. Segue que ⟨fα| α ∈ Λ⟩ = A.

⇐) Sendo ⟨fα| α ∈ Λ⟩ = A, nenhum ideal primo contém ⟨fα| α ∈ Λ⟩, assim dado um

ideal primo P ∈ X existe α com P ∈ Xfα , donde conseguimos a igualdade.

Se A = ⟨fα| α ∈ Λ⟩, podemos extrair uma quantidade finita de elementos fα1 , . . . , fαl

com
l∑

j=1

gjfαj = 1, ou seja, ⟨fαj | 1 ≤ j ≤ l⟩ = A. Assim, temos como consequência direta

do Lema 4.12 o seguinte resultado:

Corolário 4.13. Dado um anel comutativo A, o espaço topológico X = SpecA é quasi-

compacto, isto é, dada uma cobertura aberta X =
∪
λ∈Λ

Uλ podemos extrair uma subcobertura

finita X =
l∪

j=1

Uj.
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Teorema 4.14. Sejam f, fα ∈ A, α ∈ Λ. Se Xf =
∪
α∈Λ

Xfα e a famı́lia {gα}α∈Λ, com

gα ∈ Afα é tal que

ρXfαfβ ,Xfα (gα) = ρXfαfβ ,Xfβ (gβ),

então existe g ∈ Af satisfazendo gα = ρXfα ,Xf (g), para todo α ∈ Λ.

Demonstração. Podemos construir um homomorfismo natural φf : A → Af dado por

φ(r) =
rf

f
. Escrevamos r = φ(r). Se Xg ⊆ Xf , vimos que existem n > 0 e a ∈ A com

gn = af Desta maneira, podemos definir os homomorfismos

ϕ : Ag −→ (Af )g
r

gl
7−→ r

gl
e

ψ : (Af )g −→ Ag
r/fk

gl
7−→ akr

gnk+l
,

os quais são inversos um do outro. Logo, Ag e (Af )g são isomorfos. Escrevamos A = Af

e X = SpecAf . Então,

Xf = X e Xfα = Xfα
.

Dessa forma, podemos assumir, sem perda de generalidade, que f = 1, e nesse caso,

nossa hipótese se torna

X =
∪
α∈Λ

Xfα .

Utilizando o Corolário 4.13, podemos extrair uma subcobertura finita X =
l∪

j=1

Xfj .

Sendo que, para cada j ∈ {1, 2, . . . , l}, gj = aj/f
mj
j ∈ Afj , e gj = aj/f

mj
j = f

m−mj
j aj/f

m
j ,

onde m = m1+m2+ . . .+ml, podemos supor que todos os gj possuem os denominadores

com mesmo expoente m, isto é, gj =
aj
fmj

.

Como por hipótese as restrições de gj a Xfifj e de gi a Xfifj são iguais, temos

ρXfifj ,Xi(gi) =
fmj ai

(fifj)m
= ρXfifj ,Xj(gj) =

fmi aj
(fifj)m

.

Portanto existe Nij tal que

(fifj)
Nij(fmj ai − fmi aj) = 0, {i, j} ⊆ {1, 2, . . . , l}.

Escolhendo qualquer N ≥ max{Nij + m| {i, j} ⊆ {1, . . . , l}} observamos que vale

gj =
aj
fmj

=
fN−m
j aj

fNj
=

a′j
fNj

e considerando essa escrita temos

a′if
N
j − a′jf

N
i = 0. (4.4)
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Também, vendo queXfj = XfNj
, conseguimosX =

l∪
j=1

XfNj
.O uso do Lema 4.12 nos dá

a existência de elementos bj ∈ A satisfazendo
l∑

j=1

bjf
N
j = 1. Coloquemos g =

l∑
j=1

bja
′
j ∈ A.

A relação (4.4) implica em

fNi g =
l∑

j=1

bjf
N
i a

′
j =

l∑
j=1

bjf
N
j a

′
i = a′i,

e portanto ρXfi ,X(g) =
a′i
fNi

= gi.

Agora, para qualquer α ∈ Λ, coloquemos hα = gα − ρXfα ,X(g). Para qualquer i temos

ρXfifα ,Xfα (hα) = ρXfifα ,Xfα (gα)− ρXfifα ,X(g) = ρXfifα ,Xfi (gi)− ρXfifα ,X(g) =

= ρXfifα ,Xfi (ρXfi ,X(g))− ρXfifα ,X(g) = ρXfifα ,X(g)− ρXfifα ,X(g) = 0.

Pelo Teorema 4.11 temos hα = 0, e desta forma gα = ρXfα ,X(g), ∀ α ∈ Λ.

Pelos Teoremas 4.11, 4.14 e Proposição 4.2 segue que OX é um feixe sobre X = SpecA.

Dado um aberto U ⊆ X, temos

OX(U) = {(si) ∈
∏

Xfi⊆U

Afi| para Xfj ⊆ Xfi vale ρXfj ,Xfi (si) = sj}.

Lembramos que o mapa de restrição é dado por

ρV,U : OX(U) −→ OX(V )

(si)Xfi⊆U 7−→ (sj)Xfj⊆V

e que OX(Xf ) = Af . Em particular, OX(X) = A, já que X = X1, pelo Lema 4.7, iii.

Definição 4.15. O par (X,OX), consistindo do espectro X de um anel comutativo e do

feixe OX constrúıdo acima é chamado de esquema afim.

Exemplo 4.4. Se A = k[x1, . . . , xn], chamamos SpecA de espaço afim sobre k. Denota-

remos SpecA = An
k .

4.4 O esquema projetivo

Na seção anterior, definimos o espaço afim An
k via a nova linguagem de espectros e esque-

mas. Nesta seção faremos o mesmo para o espaço projetivo Pnk .
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Definição 4.16. Seja A um anel. Uma graduação em A é uma decomposição de A em

subgrupos aditivos A =
∞⊕
i=0

Ai tais que AiAj ⊆ Ai+j para todos i, j ≥ 0. Dessa forma,

A0 é um subanel de A e cada Ai é um A0-módulo. Diremos que A é um anel graduado

quando é dada um graduação de A.

A definição acima é na verdade uma clara generalização do seguinte exemplo trivial.

Exemplo 4.5. O anel de polinômios S = k[x0, . . . , xn] possui uma graduação natural

colocando para cada d ≥ 0, Sd = {F |F é polinômio homogêneo de grau d}.

Definição 4.17. Se A =
∞⊕
i=0

Ai é uma graduação de A, um elemento x ∈ Ai é dito ho-

mogêneo de grau i. Dado qualquer elemento f ∈ A, temos que f possui uma decomposição

f = f0 + f1 + . . .+ fd, onde fi é homogêneo de grau i. Os elementos fi são ditos as com-

ponentes homogêneas de f. Dado um ideal I de A, diremos que I é um ideal homogêneo

quando, para todo f ∈ I suas componentes homogêneas também pertencem a I.

Definição 4.18. Se A é um anel graduado, um A-módulo graduado é um A-módulo M

com uma famı́lia de subgrupos Mi, i ≥ 0, tais que M =
∞⊕
i=0

Mi e AiMj ⊆Mi+j.

Dado um inteiro ℓ, definimos o A-módulo graduadoM(ℓ) como sendo o A-módulo com

graduação M(ℓ) =
∞⊕
i=0

M(ℓ)i, onde M(ℓ)i =Mℓ+i.

Se A =
∞⊕
i=0

Ai, temos que A+ =
⊕
i>0

Ai é um ideal homogêneo de A.

Definimos

ProjA = {P |P é ideal primo homogêneo de A com P + A+},

o qual é chamado o espectro projetivo do anel graduado A.

Para um ideal homogêneo I ⊆ A coloquemos V (I) = {P ∈ ProjA|P ⊇ I}. Da

mesma forma que na Proposição 4.5, definindo V (I) como fechados em ProjA, obtemos

uma topologia em ProjA, chamada topologia de Zariski.

Para um elemento homogêneo f ∈ Ad, coloquemos

D+(f) = {P ∈ ProjA| f /∈ P}.

Então a coleção {D+(f)| f homogêneo} forma uma base para os abertos em ProjA.
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Seja X = ProjA, e f ∈ Ad. Definimos

OX(D+(f)) =

{
g

fm
| g ∈ Amd,m ≥ 0

}
, (4.5)

ou seja, OX(D+(f)) consiste das frações cujos denominadores são potências de f e o

numerador tem o mesmo grau que o denominador.

Observemos que, se A =
⊕
i≥0

Ai é uma graduação em A, então a localização Af tem

uma graduação natural Af =
∞⊕

i=−∞
(Af )i, onde

(Af )i =

{
g

fm
| g ∈ Amd+i,m ≥ 0

}
e portanto OX(D+(f)) = (Af )0.

Com a Definição (4.5), temos que a associação OX define uma estrutura de β-feixe na

base β = {D+(f)| f ∈ A, f homogêneo}. De acordo com a Proposição 4.2 da página 52,

temos que OX é um feixe de anéis comutativos sobre X = ProjA.

Diremos que (ProjA,OProjA) é o esquema projetivo sobre o anel graduado A.

Exemplo 4.6. Se S = k[x0, . . . , xn] é o anel de polinômios em n + 1 variáveis, então

escrevemos ProjS = Pnk , o qual chamamos de espaço projetivo sobre k. Para um aberto

básico D+(f) ⊆ Pnk , f ∈ Sd, temos

OPnk (D+(f)) =

{
g

fm
| grau(g) = m · d, m ≥ 0

}
.

Em particular, OPnk (P
n
k) = OPnk (D+(1)) = k.

Observamos também que Pnk possui a cobertura aberta finita Pnk =
n∪
i=0

D+(xi), onde

D+(xi) = {P ∈ ProjS| xi /∈ P} e OPnk (D+(xi)) =

{
f

xmi
| grau (f) = m

}
.

4.5 Feixes de OX-módulos

Seja A um anel comutativo e M um A-módulo. Se S é um sistema multiplicativo em A,

definimos a localização de M em S por

MS = S−1M =
{m
t
| m ∈M, t ∈ S

}
,

onde definimos ainda a relação de equivalência

m1

s1
=
m2

s2
⇔ ∃ t ∈ S com t(m1s2 −m2s1) = 0.
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Com as operações usuais de adição de frações em MS e multiplicação de um elemento

de AS por um elemento de MS temos que MS é um AS-módulo.

Denotaremos Mf a localização de M em {1, f, f 2, f 3, . . .} sempre que f não é nilpo-

tente. Se P ⊂ A é um ideal primo denotaremos por MP a localização de M em A\P .

Para cada f ∈ A associamos ao aberto básico Xf de X = SpecA o Af -módulo Mf .

Sabemos, pelo Lema 4.7, que para f, g ∈ A, se Xg ⊆ Xf então existem a ∈ A e n > 0 tais

que gn = af . Podemos então definir para os grupos Mf e Mg um homomorfismo

ρXg ,Xf : Mf −→ Mg

r

fm
7−→ amr

gnm
.

(4.6)

De forma análoga ao Lema 4.9, mostra-se que este homomorfismo está bem definido e

não depende da particular escrita de g com relação à f . O homomorfismo dado em (4.6)

satisfaz a condição (PF) na Definição 4.1, e a prova é análoga à do Lema 4.10. Observemos

que o homomorfismo ρXg ,Xf é compat́ıvel com as estruturas de Af e Ag-módulo de Mf e

Mg, respectivamente, no seguinte sentido: suponha que
b

fw
∈ Af e

r

fm
∈Mf . Então,

ρXg ,Xf

(
b

fw
· r

fm

)
=
aw+mbr

gn(w+m)
=
awb

gnw
· a

mr

gnm
= ρOXXg ,Xf

(
b

fw

)
· ρXg ,Xf

(
r

fm

)
. (4.7)

Os Teoremas 4.11 e 4.14 das páginas 60 e 61 também podem ser generalizados para

este novo contexto de maneira semelhante, e portanto a relação M̃ que associa cada aberto

básico Xf ⊆ SpecA ao Af -módulo Mf é um β-feixe. Pela Proposição 4.2, constrúımos

um feixe M̃ de grupos abelianos sobre X = SpecA. Para cada aberto U ⊆ X, temos

M̃(U) = {(mi) ∈
∏

Xfi⊆U

Mfi| para Xfj ⊆ Xfi vale ρXfj ,Xfi (mi) = mj}.

Dado um aberto U ⊆ X, temos

OX(U) = {(si) ∈
∏

Xfi⊆U

Afi| para Xfj ⊆ Xfi vale ρXfj ,Xfi (si) = sj},

e com a operação (si) · (mi) = (simi) temos que M̃(U) é um OX(U)-módulo. Diremos

então que M̃ é um feixe de OX-módulos.

Exemplo 4.7. Seja I um ideal de um anel comutativo A. Então I é um A-módulo e

portanto podemos construir o feixe de OX-módulos Ĩ, onde X = SpecA. Observe que

para um aberto U ⊆ X, Ĩ(U) é um ideal do anel comutativo OX(U).
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Seja S = k[x0, . . . , xn]. Para quaisquer inteiro ℓ e f ∈ Sd homogêneo, definamos

OPnk (ℓ)(D+(f)) =

{
g

fm
| grau (g) = m · grau (f) + ℓ

}
.

Então, OPnk (ℓ)(D+(f)) éOPnk (D+(f))-módulo, eOPnk (ℓ) é dito um feixe de OPnk -módulos.

Nas seções globais, vale OPnk (ℓ)(P
n
k) = Sℓ, se ℓ ≥ 0, o conjunto dos polinômios homogêneos

de grau ℓ, e OPnk (ℓ)(P
n
k) = {0} se ℓ < 0.

4.6 Feixificação de pré-feixes

Nosso objetivo nesta seção será, dado um pré-feixe F sobre um espaço topológico X,

construir um feixe “contendo” o pré-feixe F .

Seja F um pré-feixe de grupos abelianos (ou de anéis comutativos) sobre X. Tomemos

o conjunto F =
⊎
x∈X

Fx, onde
⊎

indica a união disjunta.

Dado um elemento sx ∈ Fx ⊆ F, temos sx = (s, V ), onde V ⊆ X é um aberto contendo

x e s ∈ F(V ). Seja V (s) = {sy| y ∈ V } = {(s, V )| uma classe de s para cada y ∈ V }.

Variando o aberto V , o elemento s ∈ F(V ) e definindo {V (s)} como abertos básicos, é

posśıvel construir uma topologia sobre F.

Definamos

p : F −→ X

a ∈ Fx 7−→ x
(4.8)

e para cada aberto U ⊆ X o conjunto

F(U) = {s : U → F| p ◦ s = idU , s cont́ınua}.

Essencialmente, a condição p ◦ s = idU impõe que s(x) ∈ Fx para x ∈ U .

Se V ⊆ U é um aberto de X e s ∈ F(U), definimos ρV,U(s) = s|V , isto é, ρV,U é a

restrição da função s ao aberto V . Então, F é um feixe de grupos abelianos (ou de anéis

comutativos) sobre X, chamado feixificação de F .

Para cada aberto U ⊆ X, existe um homomorfismo natural

F(U) −→ F(U)

s 7−→ s̃ : U → F.
(4.9)

onde s̃ é dada por s̃(x) = sx = (s, U) ∈ Fx.
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Em geral, este homomorfismo não é nem injetivo nem sobrejetivo. Mas quando F é

um feixe, temos um isomorfismo.

Proposição 4.19. Se F é um feixe, então F e F são isomorfos, isto é, para cada aberto

U ⊆ X, F(U) e F(U) são isomorfos.

Demonstração. Vamos verificar que a aplicação dada em (4.9) é um isomorfismo. Seja

s ∈ U tal que s̃ = 0. Então, para cada x ∈ U , s̃(x) = sx = 0, assim existe um aberto

Vx ⊆ U , x ∈ Vx, com sx = (0, Vx). Valendo isto para cada x ∈ U , temos U =
∪
x∈U

Vx e

ρVx,U(s) = 0 para todo x. Pela condição (F1) de feixe, conclúımos que s = 0 e a aplicação

é injetiva..

Vejamos a sobrejetividade. Seja s ∈ F(U). Para cada x ∈ U , temos s(x) = (a(x), Vx),

com x ∈ Vx ⊆ U e a(x) ∈ F(Vx). Como s é cont́ınua o conjunto V ′
x = s−1(Vx(a

(x))) ∩ Vx
é um aberto contido em U contendo x e U =

∪
x∈U

V ′
x. Se y ∈ V ′

x, temos s(y) ∈ Vx(a
(x)),

e portanto, olhando para o germe de a(x) em y, vale (a(x), Vx) = s(y) = (a(y), Vy). Como

V ′
x ⊆ Vx e V ′

y ⊆ Vy, segue que ρV ′
x∩V ′

y ,V
′
x
(a(x)) = ρV ′

x∩V ′
y ,V

′
y
(a(y)). Pela condição (F2) de

feixe, existe a ∈ F(U) que “cola” os a(x), isto é, tal que ρV ′
x,U(a) = a(x). Assim, a imagem

do elemento a em F(U) é a função ã tal que ã(x) = (a, U) = (ρV ′
x,U(a), V

′
x) = s(x), donde

ã = s. Portanto conseguimos a sobrejetividade.

Apesar de o isomorfismo entre F e F ocorrer apenas no caso em que F é um feixe,

quando F não é um feixe temos ainda isomorfismo nos stalks de qualquer elemento x ∈ X.

Proposição 4.20. Dado um pré-feixe F , para qualquer x ∈ X, os stalks Fx e Fx são

isomorfos.

Demonstração. Sejam ρFV,U o mapa de restrição em F e ρFV,U o mapa de restrição em F.

Dado a ∈ F(U) e x ∈ V ⊆ U , vale ρ̃FV,U(a) = ρFV,U(ã), onde ã é a imagem de a pelo

homomorfismo F(U) → F(U) dado em (4.9). De fato, ρ̃FV,U(a) : V → F e

ρ̃FV,U(a)(x) = (ρFV,U(a), V ) = (a, U) = ã(x) = ã|V (x) = ρFV,U(ã)(x).

Se W ⊆ V é aberto contendo x e (a, V ) = (b,W ) então existe, por definição da

igualdade nas classes, um aberto Z ⊆ V ∩W contendo x tal que ρFZ,V (a) = ρFZ,W (b). Logo

ρ̃FZ,V (a) = ρ̃FZ,W (b) e portanto ρFZ,V (ã) = ρFZ,W (b̃), ou seja, (ã, V ) = (b̃,W ).
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Fica então bem definido o homomorfismo ξ : Fx → Fx dado por ξ((a, V )) = (ã, V ).

Se ξ((a, V )) = 0 então existe W ⊆ V contendo x tal que (ã, V ) = (0,W ). Logo existe

W ′ ⊆ W tal que ρFW ′,V (ã) = 0, ou seja, ˜ρFW,V (a) = 0. Portanto (ρFW ′,V (a),W
′) = (0,W ′) e

como (a, V ) = (ρFW ′,V (a),W
′), segue que (a, V ) = 0 em Fx. Logo ξ é injetiva.

Para a sobrejetividade de ξ, seja s ∈ Fx. Então, s = (t, V ), onde x ∈ V, t : V → F

cont́ınua, t(x) = rx = (r,W ) ∈ Fx com r ∈ F(W ), x ∈ W .

Coloquemos W ′ = t−1(W (r)). Como t é cont́ınua, W ′ ⊆ V é aberto contendo x e

t|W ′ : W ′ → F, t|W ′(y) = ry = (r,W ) ∈ Fy. Logo, t|W ′ = r̃, ou seja, ρFW ′,V (t) = r̃. Dáı,

(t, V ) = (r̃,W ′) em Fx. Portanto, (t, V ) = ξ((r,W ′)) e ξ é sobrejetiva. Conclúımos que ξ

é um isomorfismo.

4.7 Homomorfismos de feixes

Definição 4.21. Dado um espaço topológico X, sejam F e G feixes sobre X. Se para

cada aberto U de X existe um homomorfismo φU : F(U) → G(U) e para abertos V ⊆ U

o diagrama

F(V )
? ?

G(U)

G(V )

-F(U)

-

φU

ρGV,UρFV,U

φV

	

comuta, isto é, ρGV,U ◦ φU = φV ◦ ρFV,U , dizemos que φ é um homomorfismo de feixes de F

para G e escrevemos φ : F → G.

Lema 4.22. Sejam F e G dois feixes sobre um espaço topológico X. Se para cada aberto

básico Uα de X existe um homomorfismo φUα : F(Uα) → G(Uα) e para abertos básicos

Uα ⊆ Uγ vale ρGUα,Uγ ◦ φUγ = φUα ◦ ρFUα,Uγ então {φα}Uα∈β induz um homomorfismo de

feixes φ : F → G.

Demonstração. Para um aberto U ⊆ X e β uma base para os abertos de X, temos

F(U) = {(sα) ∈
∏

Uα⊆U,Uα∈β

F(Uα)| para Uα ⊆ Uγ vale ρFUα,Uγ (sγ) = sα}

G(U) = {(tα) ∈
∏

Uα⊆U,Uα∈β

G(Uα)| para Uα ⊆ Uγ vale ρGUα,Uγ (tγ) = tα}
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Dada uma seção (sα) ∈ F(U), definimos φU((sα)Uα⊆U) = (φUα(sα))Uα⊆U . Se Uα ⊆ Uγ

são abertos básicos contidos em U , temos ρGUα,Uγ (φUγ (sγ)) = φUα(ρ
F
Uα,Uγ

(sγ)) = φUα(sα).

Logo, está bem definido o homomorfismo φU : F(U) → G(U).

Se V ⊆ U são abertos de X, então para uma seção (sα)Uα⊆U ∈ F(U) temos

ρGV,U(φU((sα)Uα⊆U)) = ρGV,U((φUα(sα))Uα⊆U) = (φUγ (sγ))Uγ⊆V .

Por outro lado,

φV (ρ
F
V,U((sα)Uα⊆U)) = φV ((sγ)Uγ⊆V ) = (φUγ (sγ))Uγ⊆V .

Assim, o diagrama

F(V )
? ?

G(U)

G(V )

-F(U)

-

φU

ρGV,UρFV,U

φV

	

comuta, e φ é um homomorfismo de feixes.

O Lema 4.22 implica que para se definir um homomorfismo entre feixes F e G é

suficiente definir homomorfismos nos abertos básicos, com a condição de compatibilidade

ρGUα,Uγ ◦ φUγ = φUα ◦ ρFUα,Uγ .

Exemplo 4.8. Sejam M,N dois A-módulos e X = SpecA. Consideremos os feixes

de OX-módulos M̃ e Ñ . Se ψ̃ : M → N é um homomorfismo de A-módulos, então

para cada f ∈ A temos um homomorfismo de Af -módulos ψf : Mf → Nf dado por

ψf

(
m

f r

)
=
ψ(m)

f r
. Se g ∈ A é tal que Xg ⊆ Xf , temos que, sendo gn = af , a ∈ A, n ∈ N,

ψg

(
ρM̃Xg ,Xf

(
m

f r

))
= ψg

(
arm

gnr

)
=
arψ(m)

gnr
,

ρÑXg ,Xf

(
ψf

(
m

f r

))
= ρÑXg ,Xf

(
ψ(m)

f r

)
=
arψ(m)

gnr
.

Dessa forma, vale ψg

(
ρM̃Xg ,Xf

(
m

f r

))
= ρÑXg ,Xf

(
ψf

(
m

f r

))
e portanto o seguinte

diagrama comuta:

M̃(Xg) =Mg

? ?

Nf = Ñ(Xf )

Ng = Ñ(Xg)

-M̃(Xf ) =Mf

-

ψf

ρÑXg,Xf
ρM̃Xg,Xf

ψg
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Desta maneira, utilizando o Lema 4.22, conseguimos que ψ induz um homomorfismo

de feixes de grupos abelianos. Observamos também que este homomorfismo é compat́ıvel

com a estrutura de OX-módulos de M̃ e Ñ , isto é, para cada aberto U ⊆ X o diagrama

M̃(U)
? ?

OX(U)× Ñ(U)

Ñ(U)

-OX(U)× M̃(U)

-

(idOX (U), ψU )

ψU

comuta. Diremos que ψ : M̃ → Ñ é um homomorfismo de OX-módulos.

Se F e G são dois feixes sobre um espaço topológico X, um homomorfismo de feixes

φ : F → G induz um homomorfismo nos stalks de cada x ∈ X,

φx : Fx −→ Gx
(s, U) 7−→ (φU(s), U).

Vejamos que este homomorfismo está bem definido.

Seja (s, U) = (t, V ) em Fx. Existe W ⊆ U ∩ V tal que ρFW,U(s) = ρFW,V (t). Assim,

ρGW,U(φU(s)) = φW (ρFW,U(s)) = φW (ρFW,V (t)) = ρGW,V (φV (t)).

Portanto, (φU(s), U) = (φV (t), V ) e φx está bem definido.

Seja φ : F → G um homomorfismo de feixes sobre X. Para cada aberto U ⊆ X, está

definido homomorfismo φU : F(U) → G(U). Definamos

(kerφ)(U) = {s ∈ F(U)| φU(s) = 0} = ker(φU). (4.10)

Proposição 4.23. Seja X um espaço topológico. Dado um homomorfismo φ : F → G de

feixes de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X, temos que kerφ, dado em (4.10), é

um feixe de anéis comutativos (ou de grupos) sobre X.

Demonstração. Para cada U ⊆ X temos (kerφ)(U) ⊆ F(U). Dados abertos V ⊆ U de

X, definamos ρkerφV,U := ρFV,U |kerφU . Então, ρV,U = ρkerφV,U é um mapa de restrição, e kerφ é

um pré-feixe em X.

Vejamos que kerφ satisfaz as condições (F1) e (F2) de feixes. Para isto, seja U =
∪
j∈J

Uj

e s ∈ (kerφ)(U) tal que ρUj ,U(s) = 0 para todo j ∈ J . Então ρFUj ,U(s) = 0 ∀ j ∈ J e s = 0

pois F é um feixe. Logo, temos a condição (F1).
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Suponha agora que, para elementos sj ∈ (kerφ)(Uj), com j ∈ J e Ujk = Uj ∩ Uk ̸= ∅

vale ρUjk,Uj(sj) = ρUjk,Uk(sk). Então ρFUjk,Uj(sj) = ρFUjk,Uk(sk) e existe s ∈ F(U) tal que

ρUj ,U(s) = sj. Seja t = φU(s). Da comutatividade do diagrama

F(Uj)
? ?

G(U)

G(Uj)

-F(U)

-

φU

ρGUj ,U
ρFUj ,U

φUj

temos tj = ρGUj ,U(t) = φUj(ρ
F
Uj ,U

)(s) = φUj(sj) = 0, pois sj ∈ (kerφ)(Uj). Portanto tj = 0

para todo j ∈ J e como G é um feixe, segue que t = 0. Logo s ∈ (kerφ)(U) e a condição

(F2) é válida.

O feixe kerφ dado em (4.10) é chamado o núcleo de φ. Como (kerφ)(U) ⊆ F(U)

para todo aberto U ⊆ X, diremos que kerφ é um subfeixe de F . Observe que temos um

homomorfismo de feixes i : kerφ→ F , dado em cada aberto U por iU(s) = s, isto é, iU é

a inclusão (kerφ)(U) ↪→ F(U).

De forma similar, para um homomorfismo de feixes φ : F → G definimos

(Iφ)(U) = {φU(s)| s ∈ F(U)} = Im(φU).

Então, para cada aberto U ⊆ X, temos (Iφ)(U) ⊆ G(U) e definindo ρIφV,U = ρGV,U |Iφ(U)

temos um pré-feixe em X.

Se U =
∪
j∈J

Uj e ρIφUj ,U(t) = 0 para t ∈ (Iφ)(U), então ρGUj ,U(t) = 0 e sendo G um

feixe conseguimos t = 0 = φU(0), logo a condição (F1) de feixe é satisfeita. Entretanto,

a condição (F2) de feixe nem sempre é satisfeita, dependendo dos feixes considerados.

Dessa forma, Iφ nem sempre é um feixe sobre X, sendo então necessário feixificá-lo.

Escrevemos Imφ para o feixificado de Iφ e o chamaremos de imagem de φ. Observemos

que, de acordo com a Proposição 4.20 os stalks (Iφ)x e (Imφ)x coincidem, de forma que

podemos trabalhar com o primeiro para efeito de cálculos.

Proposição 4.24. Sejam F e G feixes sobre um espaço topológico X e φ : F → G um

homomorfismo de feixes. Se φx : Fx → Gx é o homomorfismo induzido por φ nos stalks

de F e G, então (kerφ)x = ker(φx) e (Imφ)x = Im(φx).

Demonstração. Se (a, V ) ∈ (kerφ)x, então a ∈ (kerφ)(V ), onde V ⊆ X é aberto e

x ∈ V , ou seja, φV (a) = 0, donde segue que φx((a, V )) = (φV (a), V ) = (0, V ) e dessa
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maneira (a, V ) ∈ ker(φx), isto é, (kerφ)x ⊆ ker(φx). Também, se (a, V ) ∈ ker(φx), temos

(a, V ) ∈ (kerφ)x, fornecendo ker(φx) ⊆ (kerφ)x.

Agora, se (s, V ) ∈ (Imφ)x = (Iφ)x, então s ∈ (Iφ)(V ), com x ∈ V , e portanto

s = φV (t), para algum t ∈ F(V ). Dessa forma (s, V ) = (φV (t), V ) = φx((t, V )), ou

seja (s, V ) ∈ Im(φx). Portanto (Imφ)x ⊆ Im(φx). E se (s, V ) ∈ Im(φx), então vale

(s, V ) = (φV (t), V ) para algum t ∈ F(V ). Mas (φV (t), V ) ∈ (Iφ)x = (Imφ)x. Logo,

(s, V ) ∈ (Imφ)x, donde Im(φx) ⊆ (Imφ)x, o que nos dá a igualdade.

Uma sequência de homomorfismos de feixes sobre um espaço topológico X,

· · · → Fi−1 −→
φi−1

Fi −→
φi

Fi+1 −→
φi+1

· · ·

é dita uma sequência exata de feixes quando Imφi−1 = kerφi para cada i.

Seja 0 o feixe trivial, que associa cada aberto U ⊆ X ao grupo trivial {0}. Dizemos

que um homomorfismo de feixes φ : F → G é injetivo quando kerφ = 0 e sobrejetivo

quando Imφ = G. Em termos de sequências exatas, φ é injetivo quando

0 → F →φ G

é exata, e φ é sobrejetivo quando é exata a sequência

F →φ G → 0.

Assim, a sequência

0 → F →φ G →ψ H → 0

é exata quando φ é injetivo, ψ sobrejetivo e Imφ = kerψ. Neste caso, chamaremos esta

sequência de uma sequência exata curta.

Segue da Proposição 4.24 o seguinte resultado:

Proposição 4.25. A sequência · · · → Fi−1 −→
φi−1

Fi →
φi Fi+1 −→

φi+1

· · · é exata se, e somente

se, para todo x ∈ X a sequência de homomorfismos induzidos nos stalks

· · · → Fi−1,x −→
φi−1,x

Fi,x −→
φi,x

Fi+1,x −→
φi+1,x

· · ·

é uma sequência exata.
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Proposição 4.26. Sejam M1,M2,M3, . . . A-módulos, onde A é um anel comutativo. Se

temos uma sequência exata de A-módulos

M1 −→M2 −→M3 −→ · · · , (4.11)

então conseguimos uma sequência exata de feixes de OSpecA-módulos

M̃1 −→ M̃2 −→ M̃3 −→ · · · .

Diremos que a sequência exata acima é obtida feixificando a sequência exata (4.11).

Demonstração. Veja [27], Example 4.19 (2), pag.24.

Proposição 4.27. Dada a sequência exata 0 −→ F −→φ G −→ψ H de feixes sobre um

espaço topológico X e um aberto U ⊆ X, temos que é exata a sequência

0 −→ F(U)
φU−→ G(U)

ψU−→ H(U).

Demonstração. Como φ é injetiva, kerφ é o feixe nulo, isto é, para todo aberto U temos

(kerφ)(U) = 0. Mas (kerφ)(U) = ker(φU), logo ker(φU) = 0 e φU é injetiva.

Vejamos que Im(φU) = ker(ψU). Se t ∈ Im(φU) então t = φU(s) para algum s ∈ F(U)

e assim ψU(t) = ψU(φU(s)). Para cada x ∈ U temos (t, U) = (φU(s), U) = φx((s, U)), ou

seja, (t, U) ∈ Im(φx). Como a sequência nos stalks é exata, ver Proposição 4.25, segue

que (t, U) ∈ ker(ψx), ou seja, ψx((t, U)) = (ψU(t), U) = 0. Assim, existe x ∈ Wx ⊆ U com

ρWx,U(ψU(t)) = 0. Como isto vale para todo x ∈ U , U =
∪
x∈U

Wx e H é um feixe, temos

ψU(t) = 0, isto é, t ∈ ker(ψU), donde Im(φU) ⊆ ker(ψU).

Suponhamos t ∈ ker(ψU). Então, ψU(t) = 0. Olhando para o stalk em x ∈ U ,

temos ψx((t, U)) = (ψU(t), U) = 0 e portanto (t, U) ∈ ker(ψx) = Im(φx). Logo, existem

x ∈ Vx ⊆ U e sx ∈ F(Vx) satisfazendo φx((sx, Vx)) = (t, U), isto é, (φVx(sx), Vx) = (t, U)

e ρGVx,U(t) = φVx(sx). Observemos que o elemento sx é único, uma vez que φx é injetiva.

Temos U =
∪
x∈U

Vx e para x, y ∈ U , seja Vx ∩ Vy = Vxy. Sendo ρGVx,U(t) = φVx(sx) e

ρGVy ,U(t) = φVy(sy), conseguimos que

ρGVxy ,Vx(φVx(sx)) = ρGVxy ,Vx(ρ
G
Vx,U

(t)) = ρGVxy ,U(t) = ρGVxy ,Vy(ρ
G
Vy,U

(t)) = ρGVxy ,Vy(φVy(sy)).

Como os seguintes diagramas comutam
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F(Vxy)
? ?

G(Vx)

G(Vxy)

-F(Vx)

-

φVx

ρGVxy,Vx
ρFVxy,Vx

φVxy

6 6

-φVy

ρGVxy,Vy
ρFVxy,Vy

F(Vy) G(Vy)

sx ∈ ∋ ρGVx,U
(t)

∋ ρGVxy,U
(t)

sy ∈ ∋ ρGVy ,U
(t)

obtemos que

φVxy(ρ
F
Vxy ,Vx(sx)) = φVxy(ρ

F
Vxy ,Vy(sy)).

Mas φVxy é injetiva, pelo que já mostramos, e portanto, ρFVxy ,Vx(sx) = ρFVxy ,Vy(sy). Sendo

F um feixe e U =
∪
x∈U

Vx, existe s ∈ F(U) tal que φF
Vx,U

(s) = sx. Assim, temos que

F(Vx)
? ?

G(U)

G(Vx)

-F(U)

-

φU

ρGVx,U
ρFVx,U

φVx

s ∈

sx ∈ ∋ φVx (sx) = ρVx,U (t)

ρVx,U(φU(s)) = ρVx,U(t), ou seja, ρVx,U(φU(s) − t) = 0. Sendo esta relação válida para

todo Vx ⊆ U , e G um feixe, temos φU(s)− t = 0, isto é, φU(s) = t. Segue que t ∈ Im(φU),

isto é, ker(ψU) ⊆ Im(φU), o que completa a demonstração.

Mesmo que ψ : G → H seja sobrejetiva, nem sempre temos que ψU : G(U) → H(U)

seja sobrejetiva. Então, dada uma sequência exata

0 −→ F −→φ G −→ψ H −→ 0

o máximo que podemos garantir, num caso geral, é que seja exata a sequência

0 −→ F(U) −→φu G(U) −→ψu H(U).

Veja [27], Proposition 4.8.

Definição 4.28. Um feixe F sobre um espaço topológico X é dito flácido se em cada

aberto U ⊆ X, toda seção s ∈ F(U) pode ser estendida a uma seção s′ ∈ F(X), isto

é, existe s′ ∈ F(X) tal que ρU,X(s
′) = s. Em outras palavras, F é flácido se para todo

aberto U ⊆ X o mapa de restrição ρU,X é sobrejetivo.
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Decorre imediatamente da definição que se F é flácido, V ⊆ U e t ∈ F(V ), então

existe s ∈ F(U) tal que ρV,U(s) = t. Com efeito, existe s′ ∈ F(X) tal que ρV,X(s
′) = t.

Tomando s = ρU,X(s
′), teremos ρV,U(s) = ρV,U(ρU,X(s

′)) = ρV,X(s
′) = t.

Exemplo 4.9. Seja F um feixe sobre X e F o feixificado de F . Para cada aberto U ⊆ X,

definamos

C0(F)(U) = {s : U → F| p ◦ s = idU}.

Observe que não pedimos que s seja cont́ınua. Para abertos V ⊆ U , definamos também

ρV,U : C0(F)(U) → C0(F)(V ), ρV,U(s) = s|V .

Com a operação usual de adição de funções, C0(F) é um feixe de grupos aditivos sobre

X. Dado s ∈ C0(F)(U), seja s̃ : X → F dada por

s̃(x) =

 s(x) se x ∈ U

0 se x /∈ U

Então, s̃ ∈ C0(F)(X) e ρU,X(s̃) = s. Logo, C0(F) é um feixe flácido.

Definição 4.29. Dado um feixe F sobre um espaço topológico X, uma sequência exata

0 → F →ι G0 →δ0 G1 →δ1 G2 →δ2 G3 → · · ·

é dita uma resolução flácida de F quando os Gj, j ≥ 0, são feixes flácidos.

Exemplo 4.10. Para um feixe F , seja F sua feixificação. Como F e F são isomorfos,

temos, para cada aberto U ⊆ X que F(U) ⊆ C0(F)(U) e portanto temos a inclusão

ιF : F → C0(F), que é injetiva. Coloquemos

F1 = C0(F)/ Im ιF(feixificado), C1(F) = C0(F1)

e as aplicações

ηF : C0(F) → F1, δ
0 = ιF1 ◦ ηF ,

onde ηF é a projeção natural ηF(s) = s. Então

ker δ0 = ker(ιF1 ◦ ηF) = ker(ηF) = Im(ιF),
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onde na segunda igualdade usamos que ιF1 é injetiva e assim conseguimos a sequência

exata

0 → F −→ιF C0(F) −→δ0 C1(F).

Agora, coloquemos

F2 = C0(F1)/ Im ιF1(feixificado), C2(F) = C0(F2)

e as aplicações

ηF1 : C0(F1) → F2, δ
1 = ιF2 ◦ ηF1 .

Então,

ker δ1 = ker ηF1 = Im(ιF1) = Im(ιF1 ◦ ηF) = Im δ0,

onde usamos que ιF1 é injetiva e ηF é sobrejetiva. Conseguimos a sequência exata

0 −→ F −→ιF C0(F) −→δ0 C1(F) −→δ1 C2(F).

Prosseguindo desta forma, obtemos sequência exata

0 −→ F −→ιF C0(F) −→δ0 C1(F) −→δ1 C2(F) −→δ2 C3(F) → · · ·

Como Cn(F) = C0(Fn) é flácido, constrúımos uma resolução flácida de F , chamada

resolução flácida canônica de F .

O Exemplo 4.10 mostra que sempre é posśıvel obter uma resolução flácida de um feixe

F . Dada uma resolução flácida de um feixe F de grupos abelianos (ou de módulos),

0 −→ F −→ι G0 −→δ0 G1 −→δ1 G2 −→δ2 G3 −→ · · ·

induzimos uma sequência de homomorfismos

0 −→ G0(X) −→
δ0X G1(X) −→

δ1X G2(X) −→
δ2X G3(X) −→ · · ·

Não podemos garantir que esta última seja exata, mas partindo da sequência exata

nos feixes, conseguimos δn+1 ◦ δn = 0, donde δn+1
X ◦ δnX = 0, n ≥ 0. Assim, podemos definir

Hn(X,F) = ker(δnX)/ Im(δn−1
X ),

onde δ−1
X = 0. Chamamos Hn(X,F) de o n-ésimo grupo de cohomologia do feixe F .

De forma mais precisa, seria necessário indexar os grupos de cohomologia pela resolução
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flácida utilizada. Porém, é posśıvel mostrar que os grupos de cohomologia de um feixe F

são isomorfos para diferentes resoluções flácidas, veja [27], Theorem 6.8, pag. 120.

A exatidão da sequência

0 −→ F −→ι G0 −→δ0 G1 −→δ1 G2 −→δ2 G3 −→ · · ·

nos garante, segundo a Proposição 4.27, que é exata a sequência

0 −→ F(X) −→ιX G0(X) −→
δ0X G1(X).

Assim, observemos que, sendo por definição δ−1
X = 0, temos imediatamente

H0(X,F) = ker(δ0X) = Im(ιX) = F(X). (4.12)

Se F é um feixe flácido, a sequência

0 → F → F → 0 → 0 → · · ·

é uma resolução flácida de F . Logo

Hn(X,F) =

 F(X) se n = 0,

0 se n ≥ 1.

Temos os seguintes resultados a respeito dos grupos de cohomologia:

Teorema 4.30. (Sequência exata longa de cohomologia) Para uma sequência exata curta

de feixes de grupos abelianos sobre um espaço topológico X,

0 −→ F −→φ G −→ψ H −→ 0,

temos induzida uma sequência exata longa dos grupos de cohomologia

0 −→ H0(X,F) −→ H0(X,G) −→ H0(X,H) −→ H1(X,F) −→ H1(X,G) −→

−→ H1(X,H) −→ H2(X,F) −→ H2(X,G) −→ H2(X,H) −→ H3(X,F) −→ · · ·

Demonstração. Ver [27], Theorem 6.9, pag.124.

Proposição 4.31. Para todo ℓ ∈ Z e 0 < i < n, temos H i(Pnk ,OPnk (ℓ)) = 0.

Demonstração. Ver [27], Theorem 6.19, pag. 138.
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Proposição 4.32. Seja X um espaço topológico Noetheriano de dimensão n. Para todo

inteiro i > n e para todo feixe de grupos abelianos F em X temos H i(X,F) = 0.

Demonstração. Ver [16], Theorem 2.7, pag. 208.

Teorema 4.33. (Dualidade) Para todo inteiro ℓ, vale

Hn(Pnk ,OPnk (ℓ)) ≃ H0(Pnk ,OPnk (−ℓ− n− 1))∗,

onde H0(Pnk ,OPnk (−ℓ− n− 1))∗ é o dual de H0(Pnk ,OPnk (−ℓ− n− 1)).

Demonstração. Basta aplicar [28], Theorem 7.96, pag. 107, a X = Pnk , considerando

ainda [27], Corollary 5.20, pag.77, onde mostra-se que o feixe dual de OPnk (ℓ) é o feixe

OPnk (−ℓ).

Juntando a equação (4.12), as Proposições 4.31 e 4.32 com o Teorema 4.33 conseguimos

o seguinte resultado:

Corolário 4.34. Dados um inteiro positivo i e um inteiro ℓ, temos

H i(Pnk ,OPnk (ℓ)) =



0, se i ̸= 0 e i ̸= n;

Sℓ, se i = 0 e ℓ ≥ 0;

0, se i = 0 e ℓ < 0;

H0(Pnk ,OPnk (−ℓ− n− 1))∗, se i = n.
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5 Folheações de dimensão um em Pn

Neste caṕıtulo, generalizaremos a definição de folheação de dimensão um através de cam-

pos de vetores em Pn, n ≥ 2, e estudaremos algumas soluções para o Problema de Poincaré

neste contexto. Aqui, S denotará o conjunto dos polinômios em n + 1 variáveis, isto é,

S = k[z0, . . . , zn], e Sd o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau d.

5.1 Campos vetoriais em Pn

Seja Pn = Proj(S). Nesta seção, utilizaremos uma sequência exata de feixes para estu-

darmos campos vetoriais em Pn com a linguagem de feixes.

Definição 5.1. O feixe tangente TPn é o feixe de OPn-módulos dado em cada aberto

básico D+(f) ⊆ Pn por

TPn(D+(f)) := Derk(OPn(D+(f)),OPn(D+(f))).

Em [28], pag.95, mostra-se que existe a sequência exata de feixes de OPn-módulos

0 −→ OPn −→ OPn(1)
⊕n+1 −→ TPn −→ 0. (5.1)

A sequência (5.1) é dita a sequência de Euler.

Nas seções globais, temos os homomorfismos de k-módulos

OPn(Pn) −→ OPn(1)
⊕n+1(Pn)

1 7−→ (z0, . . . , zn)

e

OPn(1)
⊕n+1(Pn) −→ TPn(Pn)

(F0, . . . , Fn) 7−→ F0
∂

∂z0
+ . . .+ Fn

∂

∂zn
.
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Tensorizando a sequência de Euler por OPn(d− 1), obtemos a sequência exata

0 −→ OPn(d− 1) −→ OPn(d)
⊕n+1 −→ TPn(d− 1) −→ 0. (5.2)

Da sequência exata longa de cohomologia de (5.2) obtemos a sequência exata

0 → H0(Pn,OPn(d−1)) → H0(Pn,OPn(d)
⊕n+1) → H0(Pn, TPn(d−1)) → H1(Pn,OPn(d−1)).

Por (4.12) temos H0(X,F) = F(X) e da Proposição 4.31 vale H1(Pn,OPn(d−1)) = 0.

Assim reescrevemos a sequência anterior como

0 −→ OPn(d− 1)(Pn) −→ OPn(d)
⊕n+1(Pn) −→ TPn(d− 1)(Pn) −→ 0,

ou seja, temos a sequência exata

0 −→ Sd−1
λ−→ S⊕n+1

d

µ−→ TPn(Pn)(d− 1) −→ 0. (5.3)

O primeiro homomorfismo da sequência exata (5.3) é dado por

Sd−1 −→
λ

S⊕n+1
d

F 7−→ (z0F, . . . , znF )

e o segundo homomorfismo por

S⊕n+1
d

µ−→ TPn(Pn)(d− 1)

(F0, . . . , Fn) 7−→ F0
∂

∂z0
+ . . .+ Fn

∂

∂zn
.

Como a sequência (5.3) é exata temos que Imλ = kerµ e portanto podemos escrever

kerµ = {F · (z0, . . . , zn)| F ∈ Sd−1}. Logo, para cada F ∈ Sd−1 temos que

F ·
(
z0

∂

∂z0
+ . . .+ zn

∂

∂zn

)
= 0.

Denotaremos por R = (z0, . . . , zn). Segue do Teorema de Isomorfismos que

S⊕n+1
d

Sd−1 ·R
≃ TPn(Pn)(d− 1). (5.4)

Uma seção global não nula de TPn⊗OPn(d− 1), d ≥ 0, é chamada campo vetorial em

Pn. Também dizemos que o grau do campo vetorial é d.
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Da sobrejetividade do homomorfismo µ de (5.3), segue que cada campo vetorial de

grau d em Pn é dado em coordenadas homogêneas por

X = F0
∂

∂z0
+ · · ·+ Fn

∂

∂zn
,

onde F0, F1, . . . , Fn, são polinômios homogêneos de grau d.

Além disso, as imagens de (G0, . . . , Gn), (F0, . . . , Fn) ∈ S⊕n+1
d por µ determinam o

mesmo campo vetorial de grau d em Pn se e somente se (F0 − G0, . . . , Fn − Gn) ∈ kerµ,

ou seja, se e somente se existe H ∈ Sd−1 tal que

Fj −Gj = Hzj, j ∈ {0, . . . , n}. (5.5)

Isso significa que

X = F0
∂

∂z0
+ · · ·+ Fn

∂

∂zn
e X ′ = G0

∂

∂z0
+ · · ·+Gn

∂

∂zn
,

representam o mesmo campo vetorial de grau d se e somente se X = X ′ +HR, onde

R = z0
∂

∂z0
+ · · ·+ zn

∂

∂zn
.

R é chamado de campo radial de Pn. Observe que quando n = 2, a noção de campo de

vetores em Pn coincide com a dada no Caṕıtulo 2.

Definição 5.2. Uma folheação de dimensão um e grau d em Pn é uma seção global não

nula de TPn ⊗OPn(d− 1), d ≥ 0, módulo múltiplos constantes.

Pelo isomorfismo (5.4), uma folheação de Pn de grau d é um elemento de
S⊕n+1
d

Sd−1 ·R
,

módulo múltiplos escalares. Se

N = dimk
S⊕n+1
d

Sd−1 ·R
= (n+ 1)

(
d+ n

n

)
−
(
d+ n− 1

n

)
,

então o espaço das folheações de grau d em Pn é isomorfo a PN−1.

Em particular, quando d = 1 e n = 2 conseguimos N = 8 e dessa forma as folheações

de grau um em P2 tem P7 como espaço de parâmetros, como haviamos conseguido no

Caṕıtulo 2.

Definição 5.3. Um ponto p ∈ Pn é uma singularidade de uma folheação de Pn dada em

coordenadas homogêneas pelo campo

X = F0
∂

∂z0
+ . . .+ Fn

∂

∂zn
,
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se p anula todos os menores 2x2 da matriz z0 · · · zn

F0 · · · Fn

 ,

ou seja, se p é um zero comum de ziFj − zjFi, i.j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Escreveremos Sing(X ) para denotar o conjunto das singularidades do campo vetorial

X . Observamos que devido à relação (5.5), uma singularidade de uma folheação está bem

definida.

Definição 5.4. Seja V = V(G) uma hipersuperf́ıcie irredut́ıvel definida pelo polinômio

homogêneo G e X um campo vetorial de grau d em Pn. Dizemos que V é invariante por

X se X (p) ∈ TpV para todo p ∈ V \(Sing(V ) ∪ Sing(X )).

Se V é redut́ıvel, diremos que V é invariante por X quando cada componente irredut́ıvel

de V for invariante por X .

Da mesma forma que na Proposição 3.16 da página 42, se G é irredut́ıvel, então

V = V(G) é invariante por X de grau d se e somente se existe um polinômio homogêneo

H de grau d− 1 tal que X (G) = GH.

5.2 Hipersuperf́ıcies suaves invariantes

Seja V ⊆ Pn uma hipersuperf́ıcie suave determinada por um polinômio homogêneo F ∈ S.

Podemos construir folheações em Pn que deixam V invariante. Para isto basta escolhermos

polinômios homogêneos Pi,j de mesmo grau e considerar a folheação induzida pelo campo

vetorial

X =
∑

0≤i<j≤n

Pi,j

(
∂F

∂zj

∂

∂zi
− ∂F

∂zi

∂

∂zj

)
.

Veja que X (F ) = 0 = 0 · F , ou seja, V é invariante por X .

Nosso objetivo nesta seção é verificar que estas são todas as folheações de Pn que

deixam V invariante.

Para isto, necessitamos de alguns fatos sobre álgebra comutativa. Os resultados aqui

apresentados funcionam em versões mais fortes, entretanto nos limitaremos às hipóteses

que ocorrem em nosso estudo.



83

Definição 5.5. Seja A um anel. A dimensão de A é definida por

dimA := sup{r| ∃ P0, . . . , Pr ideais primos de A satisfazendo P0 ( P1 ( . . . ( Pr ⊂ A}.

Observação 5.6. Se (A,m) é um anel local Noetheriano, esta definição é equivalente a

dimA = min{d| ∃ x1, . . . , xd ∈ m com m =
√
⟨x1, . . . , xd⟩},

veja [1], Theorem 11.14, pag. 121. Neste caso, se dimA = d e x1, . . . , xd ∈ m são tais

que m =
√
⟨x1, . . . , xd⟩ chamamos {x1, . . . , xd} de um sistema de parâmetros em A. Se

m = ⟨x1, . . . , xd⟩, dizemos que o anel A é regular.

Proposição 5.7. Se D é um domı́nio de dimensão finita e x ∈ D é um elemento não

nulo com ⟨x⟩ ̸= D então dim
D

⟨x⟩
≤ dimD − 1.

Demonstração. Os ideais primos de D/⟨x⟩ são da forma P , onde P é um ideal de D

contendo ⟨x⟩. Seja P0 ( P1 ( · · · ( Pm ( D/⟨x⟩ uma cadeia de ideais primos em D/⟨x⟩.

Como x ̸= 0, temos em D uma cadeia de primos {0} ( P0 ( P1 ( · · · ( Pm ( D, donde

segue que dimD ≥ dim
D

⟨x⟩
+ 1.

Definição 5.8. Sejam M um A-módulo e x1, . . . , xn ∈ A. Dizemos que a sequência

x1, . . . , xn é uma sequênca regular, ou M -regular, se

i) (x1, . . . , xn)M ̸=M ;

ii) x1 não divide zero em M ;

iii) Para i ∈ {2, . . . , n}, xi não divide zero em
M

(x1, . . . , xi−1)M
.

Proposição 5.9. Seja A um anel. Uma sequência x1, x2, . . . , xn de elementos em A é uma

sequência A-regular se, e somente se, x1 não divide zero em A e x2, . . . , xn é sequência

A/⟨x1⟩-regular.

Demonstração. ⇒) Sendo x1, x2, . . . , xn A-regular, x1 não divide zero em A por definição

e ⟨x1, . . . , xn⟩ ̸= A. Portanto existe a ∈ A tal que a /∈ ⟨x1, . . . , xn⟩. Suponha que

a ∈ ⟨x2, . . . , xn⟩. Então existem b2, . . . , bn ∈ A/⟨x1⟩ tais que a = b2x2 + . . . + bnxn em

A/⟨x1⟩. Logo existe b1 ∈ A tal que a =
n∑
i=1

bixi, ou seja, a ∈ ⟨x1, . . . , xn⟩, o que é falso.

Portanto ⟨x2, . . . , xn⟩ ̸= A/⟨x1⟩.
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Fixemos i ∈ {2, . . . , n} e seja [c] ∈ A/⟨x1⟩
⟨x2, . . . , xi−1⟩

tal que xi · [c] = 0, onde [c] representa

a classe residual de c, c ∈ A, no quociente
A/⟨x1⟩

⟨x2, . . . , xi−1⟩
. Então xic ∈ ⟨x2, . . . , xi−1⟩,

logo xic ∈ ⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩, ou seja, xic = 0 em A/⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩. Pela regulari-

dade da sequência x1, . . . , xn, xi não divide zero em A/⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩ e temos que

c = 0 ∈ A/⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩. Assim c ∈ ⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩. Dáı segue que c ∈ ⟨x2, . . . , xi−1⟩

e portanto [c] = 0. Desta forma, xi não divide zero em
A/⟨x1⟩

⟨x2, . . . , xi−1⟩
e a sequência

x2, . . . , xn é A/⟨x1⟩-regular.

⇐) Usando a mesma argumentação que utilizado no ińıcio da demonstração acima

mostra-se que se ⟨x2, . . . , xn⟩ ̸= A/⟨x1⟩ então ⟨x1, . . . , xn⟩ ≠ A. Fixemos i ∈ {2, . . . , n} e

seja c ∈ A/⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩ tal que xic = 0. Então, xic ∈ ⟨x1, . . . , xi−1⟩, o que implica

em xi[c] = 0 em
A/⟨x1⟩

⟨x2, . . . , xi−1⟩
. Como x2, . . . , xn é uma sequência A/⟨x1⟩-regular, xi não

divide zero em
A/⟨x1⟩

⟨x2, . . . , xi−1⟩
e portanto [c] = 0, isto é, c ∈ ⟨x2, . . . , xi−1⟩ em A/⟨x1⟩ e

c ∈ ⟨x1, . . . , xi−1⟩. Logo xi não divide zero em A/⟨x1, x2, . . . , xi−1⟩ e x1, x2, . . . , xn é uma

sequência A-regular.

Definição 5.10. Seja (A,m) um anel local e M um A-módulo. A profundidade de M em

A é o inteiro não negativo definido por

Prof(M) = max{s| ∃ x1, . . . , xs ∈ m tais que x1, . . . , xs é sequência M -regular}.

Proposição 5.11. Se A é um anel local com Prof(A) = n e x1, . . . , xn é uma sequência

A-regular, então Prof(A/⟨x1⟩) = Prof(A)− 1.

Demonstração. Da Proposição 5.9, x2, . . . , xn é uma sequência A/⟨x1⟩-regular e portanto

Prof(A/⟨x1⟩) ≥ n − 1. Dada qualquer sequência A/⟨x1⟩-regular y1, . . . , ys segue da Pro-

posição 5.9 que x1, y1, . . . , ys é A-regular e assim Prof(A) ≥ Prof(A/⟨x1⟩) + 1, donde

conseguimos a igualdade desejada.

Teorema 5.12. Para todo domı́nio local (A,m) vale que Prof(A) ≤ dim(A).

Demonstração. Usaremos indução em dim(A). Se dim(A) = 0, então m é o único ideal

primo de A. Se x /∈ m, então x é invert́ıvel e ⟨x⟩A = A, ou seja, x não pode pertencer a

uma sequência A-regular. Suponha então x ∈ m. Como o nilradical de A é a interseção
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de todos os primos de A, veja Proposition 1.8 em [1], e m é o único primo, vale que m é

exatamente o nilradical de A e portanto x é nilpotente. Em particular, x divide zero em

A e não pode iniciar uma sequência A-regular. Logo A não admite sequência regular, isto

é, Prof(A) = 0.

Suponhamos o resultado válido para todo domı́nio de dimensão menor que n. Seja

(A,m) um domı́nio local com dimA = n. Dada uma sequência A-regular x1, . . . , xl, pela

Proposição 5.7 temos dim(A/⟨x1⟩) ≤ n−1 e portanto Prof(A/⟨x1⟩) ≤ dim(A/⟨x1⟩). Pela

Proposição 5.11, Prof(A)− 1 ≤ dim(A/⟨x1⟩) ≤ n− 1 e assim Prof(A) ≤ n = dim(A).

Definição 5.13. Diremos que um anel local Noetheriano (A,m) é Cohen-Macaulay quando

Prof(A) = dim(A).

Exemplo 5.1. Em S = k[z0, . . . , zn], considere o ideal maximal m = ⟨z0, . . . , zn⟩. Então a

localização Sm = S̃ é um anel local, cujo ideal maximal é m̃ = ⟨ z0
1
, . . . , zn

1
⟩. Considerando

a cadeia de ideais primos

0 (
⟨z0
1

⟩
(
⟨z0
1
,
z1
1

⟩
( · · · (

⟨z0
1
,
z1
1
, . . . ,

zn
1

⟩
,

vemos que dim S̃ ≥ n+ 1. Da Observação 5.6, dim S̃ ≤ n+ 1. Portanto dim S̃ = n+ 1.

Assim, S̃ é um anel regular e z0/1, . . . , zn/1 forma uma sequência S̃-regular. Logo

Prof S̃ ≥ n + 1. Como S̃ é um domı́nio, o Teorema 5.12 implica que Prof S̃ = n + 1, ou

seja, S̃ é Cohen-Macaulay.

Observamos ainda que se F0/1, . . . , Fs/1 é uma sequência S̃-regular, onde os Fi são

polinômios homogêneos então F0, . . . , Fs formam uma sequência S-regular. De fato,

para i ∈ {2, . . . , s} seja H ∈ S tal que FiH = 0 em S/⟨F0, . . . , Fi−1⟩. Então existem

H0, . . . , Hi−1 ∈ S tais que FiH = H0F0 + . . . + Hi−1Fi−1. Como F0, . . . , Fi−1 são ho-

mogêneos, esta relação continua válida para cada parcela homogênea de H. Portanto

podemos supor que H é homogêneo. No anel local S̃, Fi
1
· H

1
= 0 em S̃/⟨F0

1
, . . . Fi−1

1
⟩ e

sendo a sequência S̃-regular segue que H
1
= 0. Logo podemos escrever

H

1
=
A0

G

F0

1
+ . . .+

Ai−1

G

Fi−1

1
, G /∈ ⟨z0, . . . , zn⟩ = m.

Se escrevermos G = G0+. . .+Gl, Gi homogêneo de grau i, o fato de G /∈ m equivale ao fato

que G0 ̸= 0. Além disso, como GH = HG0 + · · ·+HGl ∈ ⟨F0, . . . , Fi−1⟩ e ⟨F0, . . . , Fi−1⟩

é um ideal homogêneo, as parcelas homogêneas de GH pertencem a este ideal, ou seja,
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HG0 ∈ ⟨F0, . . . , Fi−1⟩. Como G0 é uma constante não nula, segue que H ∈ ⟨F0, . . . , Fi−1⟩

e H = 0 em S/⟨F0, . . . , Fi−1⟩. Dessa forma Fi não divide zero em S/⟨F0, . . . , Fi−1⟩. Além

disso, se F0 ·G = 0 para algum G ∈ S teŕıamos F0

1
· G

1
= 0 em S̃, o que é um absurdo.

Lema 5.14. Se (A,m) é um domı́nio Cohen-Macaulay e a1, . . . , adimA é uma sequência

A-regular então

(
A

⟨a1⟩
,
m

⟨a1⟩

)
é Cohen-Macaulay.

Demonstração. De fato,
A

⟨a1⟩
é Noetheriano e

Prof

(
A

⟨a1⟩

)
= Prof(A)− 1, (Proposição 5.11)

dim

(
A

⟨a1⟩

)
≤ dim(A)− 1. (Proposição 5.7)

Como (A,m) é Cohen-Macaulay temos Prof(A) = dim(A). Dessa forma

dim

(
A

⟨a1⟩

)
≤ dim(A)− 1 = Prof(A)− 1 = Prof

(
A

⟨a1⟩

)
.

Pelo Teorema 5.12, segue que dim

(
A

⟨a1⟩

)
= Prof

(
A

⟨a1⟩

)
.

Usando o Lema 5.14 conseguimos o seguinte fato:

Proposição 5.15. Seja (A,m) domı́nio Cohen-Macaulay de dimensão maior que zero. Se

{a1, . . . , ar} é um sistema de parâmetros em A, então a sequência a1, . . . , ar é A-regular.

Demonstração. Usaremos indução em r = dimA. Se r = 1, então como m =
√
a1 segue

que a1 ̸= 0. Caso contrário, teŕıamos m = {0} e r = dimA = 0, pois A seria corpo. Logo,

a1 é A-regular.

Suponha o resultado verdadeiro para r = n. Seja a1, . . . , an+1 um sistema de parâmetros

em A. Como m =
√
⟨a1, . . . , an+1⟩, o ideal maximal m de A

⟨a1⟩ é m =
√

⟨a2, . . . , an+1⟩.

Pelo Lema 5.14, A/⟨a1⟩ é Cohen-Macaulay e vale que dim(A/⟨a1⟩) = Prof(A/⟨a1⟩) = n.

Dessa forma, {a2, . . . , an+1} é sistema de parâmetros em A/⟨a1⟩. Por hipótese de indução

vale que a2, . . . , an+1 é A/⟨a1⟩-regular. Segue da Proposição 5.9 que a1, . . . , an+1 é uma

sequência A-regular.
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Teorema 5.16. Seja V = V(F ) uma hipersuperf́ıcie definida por um polinômio ho-

mogêneo F de grau m. Se V é suave e p - m, onde p é a caracteŕıstica do corpo k, então

cada folheação de Pnk que deixa V invariante é induzida por

X =
∑

0≤i<j≤n

Pi,j

(
∂F

∂zj

∂

∂zi
− ∂F

∂zi

∂

∂zj

)
,

para alguns polinômios Pi,j homogêneos e de mesmo grau.

Demonstração. Denotaremos por simplicidade ∂i =
∂

∂zi
. Seja X = G0∂0 + . . . + Gn∂n

um campo vetorial em Pn tal que V é invariante por X . Então existe um polinômio

homogêneo H tal que X (F ) = FH. A relação de Euler

mF = z0∂0F + . . .+ zn∂nF, (5.6)

juntamente ao fato de p - m, implicam que

G0∂0F + · · ·+Gn∂nF =
H

m
(z0∂0F + · · ·+ zn∂nF ).

Portanto
n∑
i=0

(
Gi −

1

m
Hzi

)
∂iF = 0. Escrevendo G′

i = Gi −
1

m
Hzi, temos que o

campo vetorial X ′ = G′
0∂0 + . . . + G′

n∂n é tal que X = X ′ +
1

m
H · R, isto é, X e X ′

induzem a mesma folheação de Pnk e X ′(F ) = G′
0∂0F + · · ·+G′

n∂nF = 0.

Seja I = ⟨∂0F, . . . , ∂nF ⟩ ⊆ S. Como p - m temos por (5.6) que F ∈ I. Sendo V suave,

F e suas derivadas parciais não possuem raiz em comum em Pn, do Teorema dos Zeros

de Hilbert conseguimos
√
I = ⟨z0, . . . , zn⟩.

Como S̃ = S√
I e m̃ = ⟨ z0

1
, . . . , zn

1
⟩ =

√⟨
∂0F
1
, . . . , ∂nF

1

⟩
, segue que {∂0F/1, . . . , ∂nF/1}

é um sistema de parâmetros em S̃. Pela Proposição 5.15 a sequência ∂0F/1, . . . , ∂nF/1 é

S̃-regular. Pelo Exemplo 5.1, temos que ∂0F, . . . , ∂nF é uma sequência S-regular.

Afirmação: Para cada t ∈ {0, 1, . . . , n} existem polinômios homogêneos P0t, P1t, . . . ,

P(t−1)t, Pt(t+1), . . . , Ptn tais que

G′
t = P0t∂0F + P1t∂1F + · · ·+ P(t−1)t∂t−1F − Pt(t+1)∂t+1F − · · · − Ptn∂nF,

onde os coeficientes Pij que aparecem nas escritas de G′
i e de G′

j são os mesmos.

Vamos provar a afirmação. Sendo

G′
0∂0F + . . .+G′

n∂nF = 0, (5.7)
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temosG′
n∂nF = −G′

0∂0F−· · ·−G′
n−1∂n−1F e portantoG′

n·∂nF = 0 em S/⟨∂0F, . . . , ∂n−1F ⟩.

Como a sequência ∂0F, . . . , ∂nF é S-regular, ∂nF não divide zero em S/⟨∂0F, . . . , ∂n−1F ⟩

e G′
n = 0. Dessa maneira existem polinômios homogêneos P0n, P1n, . . . , P(n−1)n tais que

G′
n = P0n∂0F + · · ·+ P(n−1)n∂n−1F . Logo, a afirmação é válida quando t = n.

Suponha que a afirmação é verdadeira para todo q, 0 < t ≤ q ≤ n. Vejamos que a

afirmação é válida para t − 1. Substituindo as expressões para cada G′
q, t ≤ q ≤ n, na

equação (5.7) conseguimos

G′
0∂0F+· · ·+G′

t−1∂t−1F+(P0t∂0F+· · ·+P(t−1)t∂t−1F−Pt(t+1)∂t+1F−. . .−Ptn∂nF )∂tF+

+(P0(t+1)∂0F +P1(t+1)∂1F + · · ·+Pt(t+1)∂tF −P(t+1)(t+2)∂t+2F −· · ·−P(t+1)n∂nF )∂t+1F+

+ · · ·+ (P0n∂0F + P1n∂1F + · · ·+ P(n−1)n∂n−1F )∂nF = 0 (5.8)

Agrupando os termos em (5.8) com ∂0F, . . . , ∂t−1F e observando que para t ≤ i < j

os termos −Pij∂jF∂iF , que aparece em G′
i∂iF e Pij∂iF∂jF , que aparece em G′

j∂jF se

cancelam, ficamos com

(G′
0+P0t∂tF + · · ·+P0n∂nF )∂0F + · · ·+(G′

t−1+P(t−1)t∂tF + . . .+P(t−1)n∂nF )∂t−1F = 0.

(5.9)

Se t ≥ 2, podemos escrever G′
t−1 + P(t−1)t∂tF + · · ·+ P(t−1)n∂nF · ∂t−1F = 0 em

S/⟨∂0F, . . . , ∂t−2F ⟩ e sendo ∂0F, . . . , ∂nF uma sequência S-regular, ∂t−1F não divide zero

em S/⟨∂0F, . . . , ∂t−2F ⟩, ou seja, G′
t−1 + P(t−1)t∂tF + · · ·+ P(t−1)n∂nF = 0. Assim existem

polinômios homogêneos P0(t−1), . . . , P(t−2)(t−1) tais que

G′
t−1 + P(t−1)t∂tF + · · ·+ P(t−1)n∂nF = P0(t−1)∂0F + · · ·+ P(t−2)(t−1)∂t−2F.

Portanto conseguimos

G′
t−1 = P0(t−1)∂0F + · · ·+ P(t−2)(t−1)∂t−2F − P(t−1)t∂tF − · · · − P(t−1)n∂nF.

Se t = 1, a expressão (5.9) é simplesmente

(G′
0 + P01∂1F + . . .+ P0n∂nF ) · ∂0F = 0

e como a sequência ∂0F, . . . , ∂nF é S-regular, ∂0F não divide zero em S e conseguimos

G′
0 = −P01∂1F − · · · − P0n∂nF,
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o que comprova a afirmação.

Utilizando as escritas de G′
t, 0 ≤ t ≤ n, na expressão de X ′ temos

X ′ = G′
0∂0 +G′

1∂1 + · · ·+G′
n∂n = (−P01∂1F − P02∂2F − · · · − P0n∂nF )∂0+

+(P01∂0F−P12∂2F−· · ·−P1n∂nF )∂1+ · · ·+(P0n∂0F +P1n∂1F + · · ·+P(n−1)n∂n−1F )∂n.

As parcelas com Pij, 0 ≤ i < j ≤ n, aparecem aos pares, em −Pij∂jF∂i e em Pij∂iF∂j.

Agrupando estas parcelas, conseguimos

X ′ =
∑

0≤i<j≤n

Pij(∂iF∂j − ∂jF∂i).

Como X e X ′ induzem a mesma folheação em Pn, o resultado está provado.

Como consequência, conseguimos uma primeira cota superior para o grau de hipersu-

perf́ıcies invariantes por folheações em Pnk .

Teorema 5.17. Seja X um campo vetorial em Pn de grau d e V = V(F ) uma hipersu-

perf́ıcie suave de grau m. Se V é invariante por X e p - d, então m ≤ d+ 1.

Demonstração. Pelo Teorema 5.16 o campo X é da forma

X =
∑
i<j

Pi,j

(
∂F

∂zj

∂

∂zi
− ∂F

∂zi

∂

∂zj

)
,

com Pi,j polinômios homogêneos de mesmo grau.

Como X tem grau d e F tem grau m, vale grau(Pi,j) = d−m+1. Como Pi,j ̸= 0 para

algum par (i, j), senão X = 0, temos que grau(Pi,j) ≥ 0, ou seja, m ≤ d+ 1.

5.3 Feixes de ideais e regularidade em P2

Nesta seção, o nosso objetivo será encontrar uma cota superior para o grau de uma curva

singular que é invariante por uma folheação em P2 em termos da noção de regularidade

do conjunto das singularidades da curva.

Sejam C ⊆ P2 uma curva de grau m, dada pelos zeros de um polinômio homogêneo

reduzido F , e I = ⟨F ⟩ o ideal da curva C. Se S = k[z0, z1, z2], temos que I é um S-módulo

e portanto podemos construir o feixe Ĩ de OP2-módulos.

Denotaremos Ĩ por IC,P2 e o chamaremos de feixe de ideais de C em P2.
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A graduação de S, S =
⊕
i≥0

Si, induz uma graduação natural no ideal I dada por

I = I0⊕ I1⊕ I2⊕ . . ., onde Ii = I ∩Si. Considere a decomposição do anel de coordenadas

S/I dada por
S

I
=
S0

I0
+
S1

I1
+
S2

I2
+ · · · . (5.10)

Se a ∈ Si/Ii, b ∈ Sj/Ij, i ̸= j e a = b em S/I então a − b ∈ I. Como grau(a) = i,

grau(b) = j, e I é um ideal homogêneo, segue que as componentes homogêneas de a − b

pertencem a I. Como tais componentes homogêneas são exatamente a e b, segue que

a = 0 e b = 0. Disso segue que a soma em (5.10) é direta. Observe ainda que se a ∈ Si/Ii

e b ∈ Sj/Ij então ab ∈ Si+j/Ii+j, ou seja,
Si
Ii

· Sj
Ij

⊆ Si+j
Ii+j

. Desta forma, o anel S/I é

graduado e podemos construir o espaço topológico Proj(S/I). O feixe de OP2-módulos

definido por S/I será denotado por OC e o chamaremos de o feixe associado à curva C.

Pela Proposição 4.26, feixificando a sequência exata curta de S-módulos

0 → I → S → S/I → 0,

obtemos a sequência exata curta de feixes de OP2-módulos

0 → IC,P2 → OP2 → OC → 0. (5.11)

Da sequência exata (5.11), pode-se provar que para cada aberto D+(f) ⊆ P2 temos o

isomorfismo

OC(D+(f)) ∼=
OP2(D+(f))

IC,P2(D+(f))
.

Se T ⊆ C é uma subvariedade de C e J = I(T ) é o ideal de T em S, então I ⊆ J . A

decomposição
J

I
=
J0
I0

⊕ J1
I1

⊕ J2
I2

⊕ · · ·

é uma graduação de J/I. No espaço topológico Proj(J/I) podemos considerar o feixe(̃
J

I

)
, o qual denotaremos por IT,C . Observe que IT,C é um feixe de OC-módulos.

Feixificando a sequência exata curta de S-módulos

0 → I → J → J/I → 0,

obtemos a sequência exata curta de feixes

0 → IC,P2 → IT,P2 → IT,C → 0. (5.12)
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Da sequência exata (5.12) conseguimos para cada aberto D+(f)) ⊆ P2 o isomorfismo

IT,C(D+(f))) ≃
IT,P2(D+(f)))

IC,P2(D+(f)))
.

Denotemos o conjunto singular de C por Σ.

Consideremos uma folheação de grau d de P2 induzida pela 1-forma

Ω = A0dz0 + A1dz1 + A2dz2.

Seja S = Sing(Ω) e suponha que S ∩ C é finito.

Sejam I := ⟨F ⟩, L := ⟨A0, A1, A2 ⟩ e J := ⟨ ∂0F, ∂1F, ∂2F ⟩. Observemos que

V (L) = S e V (J) = Σ.

Considere o homomorfismo de S/I- módulos

ϕ :
J

I
(m− 1) −→ S

I
(d+ 1)

∂iF 7−→ Ai para cada i ∈ {0, 1, 2}.

Sejam P, Q ∈ J tais que P = Q em J/I(m − 1). Por definição existe H ∈ S tal que

P = Q+ FH. Escrevendo Q na forma

Q = B0∂0F +B1∂1F +B2∂2F,

onde B0, B1, B2 ∈ S e usando a relação de Euler para F , temos que

P =

(
B0 +

Hz0
m

)
∂0F +

(
B1 +

Hz1
m

)
∂1F +

(
B2 +

Hz2
m

)
∂2F.

Logo

ϕ(P ) =

(
B0 +

Hz0
m

)
A0 +

(
B1 +

Hz1
m

)
A1 +

(
B2 +

Hz2
m

)
A2 =

= B0A0 +B1A1 +B2A2 +
H

m
(z0A0 + z1A1 + z2A2) = B0A0 +B1A1 +B2A2 = ϕ(Q).

Portanto ϕ está bem definido.

A imagem de ϕ é o ideal

Imϕ = ⟨A1, A2, A3 ⟩. (5.13)

Considere agora o homomorfismo de S/I-módulos dado por

ψ :
S

I
(d+ 1) → S

I + L
(d+ 1)

G 7−→ G.
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Claramente ψ é um homomorfismo sobrejetivo e seu núcleo é

kerψ = ⟨A1, A2, A3 ⟩. (5.14)

Das igualdades (5.13) e (5.14), conclúımos que Imϕ = kerψ, donde segue a exatidão

da sequência de S/I-módulos

J

I
(m− 1)

ϕ // S

I
(d+ 1)

ψ // S

I + L
(d+ 1) // 0. (5.15)

Feixificando a sequência exata (5.15), obtemos a seguinte sequência exata de OC-feixes

J̃

I
(m− 1)

ϕ // S̃

I
(d+ 1)

ψ // S̃

I + L
(d+ 1) // 0. (5.16)

Usando as igualdades

J̃

I
(m− 1) = IΣ, C(m− 1),

S̃

I
(d+ 1) = OC(d+ 1) e

S̃

I + L
(d+ 1) = OS∩C(d+ 1),

podemos reescrever a sequência (5.15) na forma

IΣ, C(m− 1)
ϕ̃ // OC(d+ 1)

ψ̃ // OS∩C(d+ 1) // 0 . (5.17)

Provaremos agora que se C é invariante pela folheação induzida por Ω então a aplicação

ϕ é injetiva. Suponhamos que C é invariante pela 1-forma Ω. Então pela Proposição 3.19

da página 46 vale a relação

Ω ∧ dF = Fη, onde η é uma 2-forma. (5.18)

Sendo assim, para cada par (i, j), 0 ≤ i < j ≤ 2, existe polinômio homogêneo Gi,j ∈ S

tal que Ai∂jF − Aj∂iF = FGi,j. Em particular, consideremos

A1∂2F − A2∂1F = FG1,2, (5.19)

A0∂1F − A1∂0F = FG0,1, (5.20)

A0∂2F − A2∂0F = FG0,2. (5.21)

Considere C0 ∂0F + C1 ∂1F + C2 ∂2F ∈ J/I(m− 1) tal que

ϕ(C0 ∂0F + C1 ∂1F + C2 ∂2F ) = 0,
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ou seja, C0A0 + C1A1 + C2A2 = 0. Desta condição segue que existe um polinômio

homogêneo P ∈ S tal que

C0A0 + C1A1 + C2A2 = FP. (5.22)

Multiplicando a relação (5.22) por ∂1F obtemos

C0A0∂1F + C1A1∂1F + C2A2∂1F = FP∂1F.

Utilizando (5.19) e (5.20) ficamos com

C0(A1∂0F + FG0,1) + C1A1∂1F + C2(A1∂2F − FG1,2) = FP∂1F.

Agrupando os termos em A1 e em F , podemos escrever

A1(C0∂0F + C1∂1F + C2∂2F ) = F (P∂1F +G1,2C2 −G0,1C0). (5.23)

De maneira similar, multiplicando (5.22) por ∂2F e utilizando (5.19) e (5.21), obtemos

A2(C0∂0F + C1∂1F + C2∂2F ) = F (P∂2F −G1,2C1 −G0,2C0). (5.24)

Por último multiplicando a relação (5.22) por ∂0F obtemos

C0A0∂0F + C1A1∂0F + C2A2∂0F = FP∂0F.

utilizando (5.20) e (5.21) ficamos com

C0A0∂0F + C1(A0∂1F − FG0,1) + C2(A0∂2F − FG0,2) = FP∂0F.

Agrupando os termos em A0 e em F , podemos escrever

A0(C0∂0F + C1∂1F + C2∂2F ) = F (P∂0F +G0,1C1 +G0,2C2). (5.25)

Usando as relações (5.23), (5.24) e (5.25) podemos escrever

(C0∂0F + C1∂1F + C2∂2F ) · (A0dz0 + A1dz1 + A2dz2) = Fµ,

onde µ é a 1-forma

µ = (P∂0F+G0,1C1+G0,2C2)dz0+(P∂1F+G1,2C2−G0,1C0)dz1+(P∂2F−G1,2C1−G0,2C0)dz2.



94

Como S ∩ C é finito, nenhuma componente de F pode dividir a 1-forma Ω. Disso segue

que F | (C0∂0F + C1∂1F + C2∂2F ). Portanto

C0 ∂0F + C1 ∂1F + C2 ∂2F = 0

em S/I(d− 1) e ϕ é injetivo.

Portanto obtemos a sequência exata curta

0 // IΣ, C(m− 1)
ϕ̃ // OC(d+ 1)

ψ̃ // OS∩C(d+ 1) // 0. (5.26)

Para o principal resultado desta seção, precisaremos de dois resultados auxiliares. Para

cada feixe de OP2-módulos F , denotaremos hj(F) = dimkH
j(P2,F).

Lema 5.18. Se T é um conjunto finito de pontos em P2, então h2(IT,P2(i)) = 0 para todo

i ≥ −2.

Demonstração. A sequência exata curta

0 −→ J −→ S −→ S/J −→ 0,

após ser feixificada e tensorizada por OP2(i), fornece a sequência exata curta de feixes

0 −→ IT,P2(i) −→ OP2(i) −→ OT (i) −→ 0. (5.27)

O segundo homomorfismo em (5.27) é dado por

IT,P2(i)(D+(g)) −→ OP2(i)(D+(g))

f

gs
7−→ f

gs

enquanto o terceiro homomorfismo é dado por

OP2(i)(D+(g)) −→ OT (i)(D+(g))

f

gs
7−→

(
f

gs

)
.

Tomando a sequência longa de cohomologia de (5.27), conseguimos

0 → H0(P2, IT,P2(i)) −→ H0(P2,OP2(i)) −→ H0(P2,OT (i)) −→

−→ H1(P2, IT,P2(i)) −→ H1(P2,OP2(i)) −→ H1(P2,OT (i)) −→

−→ H2(P2, IT,P2(i)) −→ H2(P2,OP2(i)) −→ H2(P2,OT (i)).
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Como T é finito, dimT = 0, pela Proposição 4.32, página 78, temos Hj(P2,OT (i)) = 0

para todo j > 0. Assim a parte final da sequência acima se torna

0 −→ H2(P2, IT,P2(i)) −→ H2(P2,OP2(i)) −→ 0.

Sendo a sequência exata, a aplicação central é injetiva e sobrejetiva. Desta forma,

H2(P2, IT,P2(i)) ≃ H2(P2,OP2(i)). Pelo Teorema 4.33 da página 78,

H2(P2,OP2(i)) ≃ H0(P2,OP2(−i− 3))∗.

Se i ≥ −2 então −i− 3 ≤ −1 e H0(P2,OP2(−i− 3)) = 0, ou seja, H2(P2, IT,P2(i)) = 0.

Escrevendo h2(IT,P2(i)) := dimkH
2(P2, IT,P2(i)), conseguimos h2(IT,P2(i)) = 0.

Antes de provarmos o próximo resultado, fazemos aqui a seguinte observação: Se

V1, V2, V3 são três espaços vetoriais sobre o mesmo corpo k tais que existe uma sequência

exata

0 → V1 →
φ

V2 →
ψ

V3 → 0,

então dimk(V2) = dimk(V1)+dimk(V3). Com efeito, dimk(V2) = dimk(kerψ)+dimk(Imψ).

Mas sendo a sequência exata, ψ é sobrejetiva, isto é, Imψ = V3 e kerψ = Imφ. Como

dimk(V1) = dimk(kerφ)+dimk(Imφ) e φ é injetiva, temos dimk(Imφ) = dimk(V1). Assim,

provamos nossa afirmação.

Lema 5.19. Se T é um subconjunto finito de uma curva C ⊂ P2 de grau m, então

h1(IT,C(i)) = h1(IT,P2(i)) + ϵ, onde ϵ =

 1, se i = m− 3,

0, se i > m− 3.

Demonstração. Sendo J = I(T ) e I = I(C) = ⟨F ⟩, como T ⊂ C então I ⊂ J . Feixificando

a sequência exata curta

0 −→ S−m −→ J −→ J/I −→ 0

G 7−→ FG

H 7−→ H .

e tensorizando por OP2(i), obtemos a sequência exata curta de OP2-feixes

0 −→ OP2(−m+ i) −→ IT,P2(i) −→ IT,C(i) −→ 0. (5.28)
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Da sequência longa de cohomologia de (5.28), conseguimos a sequência exata

0 −→ H0(P2,OP2(i−m)) −→ H0(P2, IT,P2(i)) −→ H0(P2, IT,C(i)) −→

−→ H1(P2,OP2(i−m)) −→ H1(P2, IT,P2(i)) −→ H1(P2, IT,C(i)) −→

−→ H2(P2,OP2(i−m)) −→ H2(P2, IT,P2(i)) −→ · · · . (5.29)

Como H2(P2,OP2(i−m)) ≃ H0(P2,OP2(−i+m−2−1))∗ = H0(P2,OP2(−i+m−3))∗

e H0(P2,OP2(−i +m− 3)) = 0 se −i+m− 3 < 0, segue que H2(P2,OP2(i−m)) = 0 se

i > m− 3.

Também, H1(P2,OP2(i−m)) = 0 pela Proposição 4.31 na página 77 e dáı na sequência

(5.29) conseguimos extrair a sequência exata

0 −→ H1(P2, IT,P2(i) −→ H1(P2, IT,C(i)) −→ 0, se i > m− 3.

Logo, H1(P2, IT,P2(i)) ≃ H1(P2, IT,C(i)), ou seja,

h1(IT,P2(i)) = h1(IT,C(i)), para i > m− 3.

Agora, seja i = m − 3. Sendo m =grau(C) ≥ 1, temos i ≥ −2. Pelo Lema 5.18 vale

H2(P2, IT,P2(i)) = 0 e conseguimos a sequência exata

0 → H1(P2, IT,P2(i)) −→ H1(P2, IT,C(i)) −→ H2(P2,OP2(−3)) −→ 0.

Dessa forma,

dimk(H
1(P2, IT,C(i))) = dimk(H

1(P2, IT,P2(i))) + dimk(H
2(P2,OP2(−3))).

Sendo H2(P2,OP2(−3)) ≃ H0(P2,OP2)∗ = k∗ = k, temos dimk(H
2(P2,OP2(−3))) = 1

e portanto

h1(IT,C(i)) = h1(IT,P2(i)) + 1,

quando i = m− 3.

Definição 5.20. Seja F um feixe coerente em Pnk . Dado um inteiro s, dizemos que

F é s-regular se H i(Pn,F(s − i)) = 0 para todo inteiro positivo i. A regularidade de

Castelnuovo-Mumford, ou simplesmente, regularidade, de F , é o menor dos inteiros r tal

que F é r-regular. Escreveremos r = reg(F).
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Em [16], Theorem 5.2, pg.228 prova-se que existe algum s tal que F é s-regular, e em

[9] mostra-se que se F é s-regular então F é t-regular, para todo inteiro t ≥ s.

Definição 5.21. A regularidade de uma variedade H ⊆ Pnk é a regularidade de seu feixe

de ideais, isto é, r = reg(IH,Pnk ).

Exemplo 5.2. Quando V é uma hipersuperf́ıcie de grau m em Pnk , a regularidade de V é

m. Se V = V (F ), então feixificando o isomorfismo S−m → I = I(V ) dado por G 7→ F ·G,

obtemos o isomorfismo de feixes OPn(−m) ≃ IV,Pn e dessa forma, para quaisquer inteiros

positivos i e s temos H i(Pnk , IV,Pnk (s− i)) = H i(Pnk ,OPnk (−m+ s− i)). Dessa maneira, pelo

Corolário 4.34 na página 78, se i ̸= n então H i(Pnk , IV,Pnk (s − i)) = 0 para todo s. E se

i = n, temos

Hn(Pnk , IV,Pnk (s− n)) = Hn(Pnk ,OPnk (−m+ s− n)) = H0(Pnk ,OPnk (m− s− 1))∗,

onde na última igualdade utilizamos o Teorema 4.33. Assim, Hn(Pnk , IV,Pnk (s−n)) = 0 se,

e somente se, m− s− 1 ≤ −1, ou seja, se e somente se s ≥ m.

Em particular, a regularidade de uma curva C ⊂ P2 é o seu grau.

Exemplo 5.3. Como I∅,Pn = OPn e Hn(Pn,OPn(s − n)) ≃ H0(Pn,OPn(−s − 1))∗, que é

nulo se e só se s ≥ 0, temos que a regularidade do conjunto vazio é zero.

Usando esta noção de regularidade, encontramos mais uma resposta positiva para o

Problema de Poincaré.

Teorema 5.22. Seja C ⊂ P2
k uma curva reduzida de grau m, onde k é um corpo de

caracteŕıstica zero ou p, com p - m. Denotemos por Σ o conjunto das singularidades de

C e σ := reg(Σ) e ρ := σ −m+ 2.

Se C é invariante por uma folheação F de grau d e S∩C é finito, onde S é o conjunto

de singularidades de F , então

m ≤

 d+ 1, se ρ ≤ 0

d+ 1 + ρ, se ρ > 0.

Demonstração. Suponhamos ρ ≤ 0. Então m − 2 ≥ σ e IΣ,P2 é (m − 2)-regular, isto é,

H i(P2, IΣ,P2(m− 2− i)) = 0 para todo i > 0. Em particular, h1(IΣ,P2(m− 3)) = 0.
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Do Lema 5.19, temos h1(IΣ,C(m − 3)) = 1. Em [12], equação (2.2.2) verifica-se que

vale a igualdade h1(Ω1
C) = h1(IΣ,C(d− 3)) = 1, e de [11], Corollary 4.5 segue-se que vale

h1(OC(d− 1)) = 0.

Suponhamos agora que ρ > 0. Então σ > m− 2 e usando o Lema 5.19 para i = σ− 1

ficamos com

h1(IΣ,C(σ − 1)) = h1(IΣ,P2(σ − 1)).

Pela definição de regularidade, temos h1(IΣ,P2(σ − 1)) = 0 e assim vale também que

h1(IΣ,C(σ − 1)) = 0. (5.30)

Sendo S ∩ C finito temos por (5.26) a sequência exata de feixes

0 → IΣ,C(m− 1) → OC(d+ 1) → OS∩C(d+ 1) → 0. (5.31)

Tensorizando a sequência (5.31) por OC(ρ− 2) e tomando a sequência longa de coho-

mologias obtemos a sequência exata

0 → H0(P2, IΣ,C(σ − 1)) → H0(P2,OC(d+ ρ− 1)) → H0(P2,OS∩C(d+ ρ− 1)) →

→ H1(P2, IΣ,C(σ − 1)) → H1(P2,OC(d+ ρ− 1)) → H1(P2,OS∩C(d+ ρ− 1)).

Por (5.30), H1(P2, IΣ,C(σ−1)) = 0 e H1(P2,OS∩C(d+ρ−1)) = 0 pois dim(S∩C) = 0

e dessa forma, h1(OC(d+ ρ− 1)) = 0.

Dado um inteiro i > 0, tensorizando a sequência exata curta (5.11) por OP2(i), lem-

brando que IC,P2 ≃ OP2(−m) pelo Exemplo 5.2, conseguimos a sequência exata curta

0 −→ OP2(i−m) −→ OP2(i) −→ OC(i) −→ 0.

Tomando a sequência exata longa de cohomologia da sequência exata acima, obtemos

a sequência exata

H1(P2,OP2(i)) −→ H1(P2,OC(i)) −→ H2(P2,OP2(i−m)) −→ H2(P2,OP2(i)). (5.32)

Do Corolário 4.34, H1(P2,OP2(i)) = 0, H2(P2,OP2(i)) ≃ H0(P2,OP2(−i − 3))∗ = 0

pois i > 0 e H2(P2,OP2(i − m)) ≃ H0(P2,OP2(m − i − 3))∗. Assim, a sequência exata

(5.32) nos dá H1(P2,OC(i)) ≃ H0(P2,OP2(m− i− 3))∗. Portanto,

ρ ≤ 0 ⇒ h1(OC(d− 1)) = 0 ⇒ h0(OP2(m− 3− d+1)) = 0 ⇒ m− d− 2 < 0 ⇒ m ≤ d+1
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ρ > 0 ⇒ h1(OC(d+ ρ− 1)) = 0 ⇒ h0(OP2(m− 3− d− ρ+ 1)) = 0 ⇒ m ≤ d+ 1 + ρ,

pois h0(OP2(j)) = 0 ⇔ j < 0.

Exemplo 5.4. Seja C uma curva plana projetiva de graum, invariante por uma folheação

de P2 de grau d. Se m = 1, como d ≥ 0 temos trivialmente m ≤ d + 1. Suponhamos

então m ≥ 2. Se C é suave, então Sing(C) = ∅ e pelo Exemplo 5.3 temos, na notação do

Teorema 5.22, σ = 0 e ρ = σ −m + 2 ≤ 0. Dáı, o Teorema 5.22 nos fornece m ≤ d + 1.

Portanto, o Teorema 5.22 generaliza o Teorema 5.17.

Terminamos observando que a limitação para o grau apresentada no Teorema 5.22

envolve a regularidade da curva C, uma vez que a regularidade da curva em P2 é o seu

grau. Em [7], Joana Cruz generaliza este resultado em Pnk , n > 2, da seguinte maneira:

Teorema 5.23. Seja C ⊂ Pnk uma curva, n ≥ 2. Suponha que C é reduzida, aritme-

ticamente Cohen-Macaulay, subcanônica e de grau m. Assuma que k é um corpo alge-

bricamente fechado e de caracteŕıstica p ≥ 0 com p - m. Sejam Σ o subesquema das

singularidades de C, σ := reg(Σ), r := reg(C) e ρ := σ − r + 2. Suponha que C é uma

curva invariante por um campo vetorial de Pnk de grau d. Se dim(S ∩C) = 0, onde S é o

lugar singular do campo, então

r ≤

 d+ 1, se ρ ≤ 0

d+ 1 + ρ, se ρ > 0.
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