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Resumo

Em 1979, J.P. Jouanolou em seu livro ”Equations de Pfaff Algébriques ”[12] apresenta
um resultado de densidade que diz que o conjunto de equagoes algébricas de Pfaff de grau
m > 2 em P? sem solucoes algébricas é denso no conjunto das equacoes algébricas de
Pfaft.

Por se tratar de um resultado de densidade, era preciso garantir que o conjunto das
equacoes algébricas de Pfaff sem solugoes algébricas nao é vazio. Para isso, Jouanolou
apresenta, neste mesmo trabalho, um exemplo de equacao de Pfaff sem solucao algébrica.

Neste trabalho, estudamos o exemplo do Jouanolou, com base no artigo [23] de Zo-
ladek. O autor traz uma abordagem mais analitica para este problema e apresenta uma
demonstracao baseada em uma generalizagdo do Teorema de Integragao de Darboux, (ver
[4]), proposta pelo autor neste mesmo artigo.

Palavras-chave: Equacoes de Pfaff, Campos Vetoriais, Geometria Algébrica, Curvas

Invariantes, Integral Primeira de Darboux.



Abstract

In 1979, J.P.Jouanolou, in his book ”Equations de Pfaff Algébriques”[12], presents a
density’s result which says that the set of Pfaff’s algebraic equations of degree m > 2 in
P? without algebraic solutions is dense in the set of Pfaff’s algebraic equations.

As this is a result about density, it is necessary to ensure that the set of Pfaff’s algebraic
equations without algebraic solutions is not empty. In order to do it, Jouanolou presents
in the same paper an example of Pfaft’s equation without algebraic solution.

In this work, we study the example of Jouanolou, based on the Zoladek’s article [23].
The author brings a more analytical approach to this problem and presents one proof
based on a generalization of the Integration Theorem of Darboux (see [4]) proposed by
the author in the same article.

Keywords: Pfaft’s equations, Vector Fields, Algebraic Geometry, Invariant Curves, Dar-

boux’s First Integral.
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Introducao

Sejam m > 1 um inteiro. Uma equacdo algébrica de Pfaff de grau m em P? é uma

expressao da forma
w = P()(Zo, 21, ZQ)dZ() + Pl(ZQ, 21, ZQ)le + PQ(ZQ, 21, ZQ)dZQ = 0,
onde os P/s sdo polinémios homogéneos, nulos ou de grau m, que satisfazem a relagao
20P0+ZZP1+ZQP2 = 0.

Dizemos que duas equagoes algébricas de Pfaff w = 0 e w’ = 0 sdo iguais se existe um

escalar nao nulo A tal que Py = AQo, P = AQ1, e P, = A\()o, onde
w' = Qo(20, 21, 22)dz0 + Q1 (20, 21, 22)dz1 + Qa(20, 21, 22)dzp = 0.

J& que o espaco vetorial V,,, formado por todos os polinomios homogéneos de grau m tem
dimensao finita, segue da defini¢ao acima que o conjunto das equacoes algébricas de Pfaff
¢ uma variedade projetiva, a saber P(V,,).

Em 1979, J.P. Jouanolou apresentou em seu livro ”Equations de Pfaff Algébriques ”

o seguinte resultado de densidade:

Teorema. (Jouanolou) O conjunto das equacéoes de Pfaff de graum > 2, em P?, sem

solugoes algébricas € um subconjunto denso de P(V,,), com a topologia usual.

Primeiramente era necesséario garantir que o conjunto das equacoes algébricas de Pfaff
sem solucoes algébricas é diferente de vazio. Para isso Jouanolou mostra que a equacao

algébrica de Pfaff

(2™ e —y™)dw + (y" e — 2™ dy + (2" Yy — 2™)dz =0 (1)
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nao possui solucoes algébricas.

Além disso, em [13], Alcides Lins Neto mostra que conjunto das equagdes algébricas
de Pfaff sobre P? sem solucoes algébricas contém um conjunto aberto que é denso em
P(V,,). Ele também utiliza o resultado de Jouanolou para garantir que o conjunto das
equacoes algébricas de Pfaff sem solugoes algébricas é nao vazio.

Este trabalho é baseado no artigo ”"On algebraic solutions of algebraic Pfaff equa-
tions” de Zoladek, [23], e tem como objetivo estudar a equagao de Pfaff (1). A demon-
stragao apresentada por ele tem um foco analitico com base na generalizagao do seguinte

Método de Integragao de Darboux:

Seja w uma 1-forma polinomial em C? de grau d. Suponhamos que w admite k curvas
algébricas irredutiveis invariantes. Se k > d(d+1)/2, entdo w tem uma integral primeira

da forma

Uma primeira generalizacao do Método de Integracao de Darboux esta enunciada no
Teorema 2.9. Ela foi estabelecida por Christopher e usada em varios artigos, entre eles
[3], sem ter sido provada. A prova desta generalizacao, Zoladek teria apresentado no
preprint [22], que nao foi publicado. Apresentamos neste trabalho a demonstracao feita
por Christopher, Pantazi, Llibre e Zhand em [2]. Uma segunda generalizagdo é dada no
Teorema 2.14, onde estendemos o Teorema 2.9 para o caso em que as curvas invariantes
pela 1-forma possuem, no maximo, singularidades do tipo nodal. A demonstracao que
apresentamos foi feita seguindo sugestoes dadas por Zoladek, ja que no artigo original nao
foram dados detalhes da prova.

Dividimos o trabalho em duas partes. Inicialmente apresentamos alguns conceitos que
julgamos fundamentais para o desenvolvimento dos resultados principais estudados no
Capitulo 2.

No Capitulo 1 definimos variedades algébricas, grupos algébricos, acoes de grupos
e o quociente de uma variedade por um grupo algébrico, apresentando o P"* como uma
variedade quociente. Para mais detalhes sobre estes assuntos recomendamos [14] e [7]. Em
seguida estudamos os fibrados, mais especificamente os fibrados vetoriais algébricos. Além
disso apresentamos alguns exemplos particulares de fibrados com objetivo de construir a

sequéncia de Euler. Usamos como referéncias bésicas [16], [11] e [14].
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Ainda no Capitulo 1, definimos campos de vetores algébricos em P como secoes do
fibrado tangente. Utilizamos a sequéncia de Euler para identificarmos um campo vetorial
algébrico com uma n+1-upla de polindmios homogéneos de grau d. Na sequéncia definimos
1-formas em P".

Nas Secoes 1.8 e 1.9, estudamos sistemas de equagoes diferenciais com autovalores
complexos conjugados e alguns tépicos de sistemas dinamicos. Os estudos apresentados
foram baseadas em [17], [9] e [10].

Na Secao 1.10 fazemos um estudo do Método de Integracao de Darboux com base em
[15].

No Capitulo 2 relacionamos a 1-forma da equagao algébrica de Pfaff (1) com um
sistema de equacoes diferenciais e com um campo vetorial polinomial em P?. Como re-
feréncia citamos [18]. Em seguida apresentamos as demonstragoes das duas generalizagoes
do Teorema de Integracao de Darboux. Terminamos o Capitulo com a demonstracao da

nao existéncia de solucdo algébrica da equagao de Pfaff (1).



Capitulo 1
Nocoes Basicas

Neste capitulo vamos estudar varios temas que consideramos essenciais para o desen-
volvimento do assunto e que por terem um carater de pré-requisito foram destacados do

texto principal.

1.1 Variedades Algébricas

Denota-se por A"(k) ou simplesmente por A" o espago afim n dimensional sobre um

corpo k cujos os pontos sao da forma p = (21,...,2,), com z; € k, paratodoi=1,--- ,n.

Definicao 1.1. Um subconjunto fechado de A™ é um subconjunto V' formado pelos zeros

de um nimero finito de polinoémios de k[ X7, ..., X,].

Os subconjuntos fechados de A™ formam um topologia chamada topologia de Zariskz.

Os abertos desta topologia sao os complementares dos subconjuntos fechados.

Definig¢ao 1.2. Um sistema de coordenadas algébricas (U, ¢) de um espago topoldgico X
consiste de um conjunto aberto U C X e um homeomorfismo ¢ : U — B, onde B ¢ um

conjunto localmente fechado de A", ou seja, a intersecao de um aberto com um fechado.

Seja p um ponto de X. Um sistema de coordenadas algébricas (U, ¢) de X, tal que
p € U, é chamado sistema de coordenadas algébricas de p. As coordenadas z; de p(p) =
(21, ..., 2,) sao chamadas coordenadas algébricas (ou afins) em torno de p.

Seja (U, ) um sistema de coordenadas algébricas de X. Dada f uma funcao em U,
podemos consideréd-la como uma fungao de ¢(U) C A™, nas coordenadas (z1,...,2,) de
A" dada por

(215 ey 2n) —> fo (21,00 20).

12
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Definicao 1.3. Seja X C A" localmente fechado. Uma funcao f : X — k é dita reqular
se para todo x € X, existirem polinomios P,Q € k[X, .., X,| com Q(x) # 0, tais que

f = P/Q em alguma vizinhanca de z.

Sejam X C A" e Y C A™ localmente fechados. Uma aplicacao g : X — Y dada por
9= (g1, -.,9m) édita reqular, ou um morfismo, se g; for regular para todoi € {1,...,m}.

A aplicacao g é dita um isomorfismo se for bijetiva, regular, com inversa regular.

Definigao 1.4. Dois sistemas de coordenadas algébricas (U, ¢) e (V, 1) em X sado chama-

dos compativeis se U NV =) ou, caso U NV # ), a aplicacao
()0077/}_1 pUNV)—=eUnNV)

for isomorfismo.

Figura 1.1: Grafico

Sejam zq,...,z, € wi,...,w, coordenadas de A" e A™, respectivamente. A com-
patibilidade do sistema de coordenadas diz que as funcoes z|,wnvy = zi(wi,...,w,) e
Wjlpwnvy = wj(21, ....2,) sdo isomorfismos.

Uma cobertura aberta de X, munida de um sistema de coordenadas algébricas, é
chamada atlas algébrico de X. Dois atlas A; e A, ditos sao equivalentes se quaisquer dois
sistemas de coordenadas (U, ¢) € A; e (V,¢) € Ay forem compativeis. Uma classe de
equivaléncia de um atlas algébrico em X é chamada de estrutura algébrica de X. Toda
estrutura algébrica de X contém um atlas maximal, a saber, a uniao de todos os atlas

nesta classe de equivaléncia.

Definicao 1.5. Uma variedade algébrica é um espaco topolégico munido de uma estrutura

algébrica.
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A seguir daremos dois exemplos classicos de variedades algébricas.

Exemplo 1.6. Seja C™ com a topologia de Zariski. Entao (C", Idcn) é uma variedade

algébrica.

Exemplo 1.7. Seja P"(k), ou simplesmente P™, o conjunto das classes de equivaléncia
definidas pelas retas de k"' que passam pela origem. Mais precisamente, dados (29, 21, - - - , 2n)
/ !/

e (20,21, ...,2,) € k""\{0}, definimos que (2o, z1, ..., 2,) é equivalente a (2{, 21, ..., 2})

bad 7} ’n

se, e somente se, (20, 21, - .-, 2n) € (20, 21, - - -, 2,) €stdo sobre a mesma reta passando pela

origem de k™! isto é, se (20, 21,...,2n) = A2, 21, - - ., 2,,), para algum X\ € k\{0}.
Vamos denotar por (zg: 21 : ... : 2,) a classe do elemento (29, 21, . . ., z,) de k"™1\{0}.
Chamamos P" de espaco projetivo n-dimensional.

Um subconjunto fechado de P™ é um conjunto V C P" formado pelos zeros de um

nimero finito de polindomios homogéneos de k[ Xy, ..., X,].

Os fechados de P formam uma topologia chamada topologia de Zariski.

Dado um ponto p = (29 : 21 : ... : z,) de P", temos que z; # 0 para algum i €

{0,1,...,n}. A familia de subconjuntos {U;}icfo,1,....n}, onde
U={(z0:21:...:2,) €P" 2 # 0},

¢ aberto na topologia de Zariski, ¢ uma cobertura de P*. Além disso, {(U;, ;) }icfo,..n} €

uma estrutura algébrica de P", onde

©; - U, — C"
20 Zi—1 Rit1 Zn
(ot i 2it 0 i2y) — <—,..., e ,...,—),
¢ homeomorfismo, para todo 7 € {0,2,...,n}, tal que
(,01-_1 : cn — Ul
(%0,...,$i,1,xi+1,...,xn) — (.Toi...il'ifl21356'2'+1I...I.%'n)
e
-1 .
Zo Tj—1 1 Tjt+1 Iy
(.To,...,l’j,l,l'jJrl,...,iCn) — (—7..., Ty T T ey T

é um isomorfismo, para todo i,j € {0,...,n}. Chamamos os U;’s de abertos afins de P"
e, se vi(p) = (z1,...,2,), chamamos z1,...,z, de coordenadas afins de p em U;. Caso a

coordenada z; de p = (2¢ : ... : z,) seja igual a zero dizemos, que p é um ponto no infinito

de UZ
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Definicao 1.8. Seja f : X — Y uma aplicacao continua entre variedades algébricas.
Dizemos que f é regular se, para todo x € X, existirem cartas locais (U, ) e (V,1) com

rzeUe f(xr) €V tais que
Yo fopipUNfTH(V)) — v(V)
é regular.

Dada uma variedade algébrica X, denotaremos por A(X) o anel das fungoes f : X — k

regulares.

1.2 Grupos Algébricos

Definicao 1.9. Um grupo algébrico é uma variedade X com aplicacoes regulares

m: X xX — X
1 X — X

satisfazendo as regras usuais para multiplicacao e inversa de grupo.

Definicao 1.10. Um morfismo de grupos algébricos é uma aplicagao ¢ : G — H que é

a0 mesmo tempo uma aplicacao regular e um homomorfismo de grupos.

Definicao 1.11. Uma a¢do de um grupo G em uma variedade algébrica X ¢é uma
aplicagao regular

p:Gx X —X

satisfazendo,
(i) ¢(e,z) =z, onde e é o elemento neutro de G,
(i) ©(g,0(g' 7)) = (g9’ )
para todox € X e g,¢ € G.
Denotaremos ¢(g, z) apenas por gz.

Definicao 1.12. Dada uma agao de um grupo algébrico G em uma variedade X definimos

a orbita de x como sendo o conjunto

O(z) = {gx;9 € G}.
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Definicao 1.13. Dizemos que Y C X é invariante pela acao de G, ou G — invariante,

se para todo g € G, gY = {gy;y € Y} for igual a Y.

Definicao 1.14. Sejam X e Y variedades algébricas e G um grupo algébrico agindo em

X e Y. Dizemos que um morfismo ¢ : X — Y é G-invariante se

U(gz) = g (),
para todo x em X e g em G.

Definicao 1.15. Sejam GG um grupo algébrico, X uma variedade algébricae ¢ : GXx X —
X uma agdo de G em X. O quociente de X por G é um par (Y,7), onde Y é uma
variedade cujos pontos correspondem um a um as 6rbitas de X, a projecao m: X — Y
é regular e, além disso, toda aplicacao regular ¢ : X — Z se fatora por 7 se e somente
se ¢(z) = ¢(gx), para todo x € X e g € G.

Denotaremos a variedade Y por X/G ou por X/¢.

Exemplo 1.16. Dado o conjunto C"\{0} e a apicagao
do: C* x (C™N\{0}) — C"™\{0}
(t,v) = ()

temos que ¢y ¢ uma agao e que o quociente (C*"*\{0})/4, ¢ o espago projetivo P".

1.3 Fibrados

Iniciaremos definindo o que é um fibrado e logo depois apresentaremos dois exemplos
de fibrados que aparecerao ao longo do texto.
Nesta se¢ao, um espaco sera sempre um espago topologico e uma aplicagao sera sempre

uma aplicacao continua.

Defini¢ao 1.17. Um fibrado é uma terna (F,p, B), onde p : E — B é uma aplicagcao.
O espago B ¢é chamado espago base, o espaco E espaco total e a aplicacao p de projecao.
Para cada b € B, o espago p~'(b) é chamado de fibra sobre b. Algumas vezes, por abuso

de notacdo, vamos denotar o fibrado (E,p, B) apenas por E.
Exemplo 1.18. Seja A x B o produto cartesiano dos espagos A e B e 7 a projecao na
primeira coordenada dada por

m: AxB — A

(a,b) — a.
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Entao, (A x B,m, A) é um fibrado sobre A chamado fibrado trivial.

Exemplo 1.19. Dados (E1,p1, B) e (Fa,p2, B) dois fibrados sobre B, seja E; & Ey o
subconjunto de todos os pares (x,z') € Ey X Ey com py(x) = pa(z) e seja
¢: E,®E, — B
(z,2) = qla,2) = pi(x) = pa(2”).
O fibrado (Fy @ Es,q, B) é chamado produto fibrado de E; @ Es sobre B. Oberve que
g (b) = p1(b) x 3 (b).
Defini¢ao 1.20. Um fibrado (E',p’, B") é um subfibrado de (E,p, B) se E’ for um subes-

paco de E, B’ for um subespaco de Bep' =p |p: ' — B'.

Definigao 1.21. Uma se¢do de um fibrado (F,p, B) é uma aplicagdo s : B — E tal

que pos = Ig.

&=

i
-~

g

my W

Observe que uma segao de um fibrado (E,p, B) é uma aplicacdo s : B — F tal que

s(b) € p~1(b), para cada b € B.

Proposicao 1.22. Toda se¢do s do fibrado trivial (B x F, 7, B) tem a forma s(b) =

(b, f(b), onde f: B— F € uma aplicagdo unicamente determinada por s.

Demonstragdo. Como s(b) € p~(b) = {b} x F, temos que s(b) = (b, (b)), onde f(b) =
mo(s(b)) e o é a projegao na segunda coordenada. Logo, concluimos que o conjunto das

segoes de (B x F,p,b) estd em bijegdo com o conjunto das aplicagoes B — F. O

Definigao 1.23. Dados os fibrados (E,p,B) e (E',p',B’), um morfismo de fibrados
(u, f) : (E,p,B) — (E',p/,B’) é um par de aplicagbes u : £ — E'e f : B — B’

tais que p'u = fp, isto é, tais que o diagrama

E——=F'

|

B—— DB
é comutativo. Observe que neste caso, a fibra sobre b € B é levada por u na fibra sobre

/().
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Exemplo 1.24. Sejam (F,p, B), (E',p/, B) fibrados e u : E — E’ uma aplicagao tal que
p = p'u. Temos sobre eles o morfismo de fibrados (u, Ig) : (E,p,B) — (E',p/, B), onde
Ig é a identidade em B.

E

u E/
N
B
Exemplo 1.25. Se (u, f) : (E,p,B) — (E',p/,B"Ye (W, f) : (E',p',B") — (E",p", B")

forem morfismos de fibrados, entao o seguinte diagrama é comutativo

E—-p - E"
N
p—1-p-Lsp
e, neste caso (v'u, f'f)) : (E,p, B) — (E",p", B”) é um morfismo de fibrados.

Defini¢ao 1.26. Um morfismo de fibrados (u, f) : (E,p, B) — (E',p’, B') é um isomor-
fismo se existir um morfismo de fibrados (v, f') : (E',p', B") — (E,p, B) com f'f = I,

ff=1Ip,vu=1Igeud =Ig.

Definigao 1.27. O espago F' é uma fibra tipica do fibrado (E, p, B) se, para todo b € B,
a fibra p~!(b) for homeomorfa a F. Um fibrado (E,p, B) é trivial com fibra tipica F' se
(E,p, B) for isomorfo ao fibrado trivial (B x F,m, B), onde 7 é a proje¢ao na primeira

coordenada.

Dados um fibrado (£, p, B) e um subespago A de B, a restri¢ao do fibrado (E,p, B)
a A, denotada por E |4, ¢ o fibrado (E',p/; A), onde E' =p~*(A) e p' =p |m

1.3.1 Fibrados vetoriais algébricos

Defini¢ao 1.28. Um fibrado vetorial algébrico de posto r é um fibrado E = (E,p, X),
onde E e X sao variedades algébricas, p : E — X é um morfismo sobrejetor de variedades
algébricas, cada fibra p~!(b) tem estrutura de espago vetorial de dimensao r sobre C ¢ a

seguinte condicao de trivialidade local é satisfeita:

i) para todo b de X, existe uma vizinhanga U de b e um isomorfismo h : U x C" —
p Y (U) de fibrados tal que a restrigao h : {b} x C" — p~!(b) é um isomorfismo
de espagos vetoriais. O isomorfismo h é chamado de carta local ou trivializa¢ao do

fibrado vetorial.
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Proposigao 1.29. Sey; : £ |y,— U; xC" e p; : E |y,— U; xC" sdo cartas locais sobre
os abertos U; e Uj;, respectivamente, a mudanca de cartas definida sobre U;; = U; NU; €
dada por
piop;': Uy xC —  UyxCr
(z,0) = (2,9i(x)v)

onde g;; : U;; — GL(r,C) satisfaz
a) g = Ider mo aberto Uj,

b) gi = gijg;x no aberto Uy
Demonstracao. Segue do diagrama

p_l(Ui) i) UZ x C"

|

Ui

que ; o p~(z) = m *(z), ou seja, que p~!(x) é isomorfo a {x} x C", via ¢;. Logo, para

todo x pertencente a U; N Uj, temos que
piop; ' {z} xC"— {a} x C”

¢ um isomorfismo de espagos vetoriais da forma ;0 ;' (z,v) = (z, g;;(x)v), onde g;;(z) €

GL(r,C). Para x € U; N U; N Uy, temos que

piop (x,0) = @0t opjop(x,0) = @09 (x, gir(x)v) = (, gi;(x) gjr(z)v)
e o resultado segue. O]

Definig¢ao 1.30. Sejam (F,p, B) e (E',p’, B") fibrados vetoriais. Um morfismo de fibrados
(u, f) : (E,p, B) — (E',p/, B') é dito um morfismo de fibrados vetoriais se a restrigao

w:p (b)) — p'~1(f(b)) for linear, para todo b € B.

Teorema 1.31. Seja (u, Ig) : (E,p, B) — (E',p', B) um morfismo de fibrados vetoriais.
Entao (u, Ig) é um isomorfismo se e somente sew : p~(b) — p'~1(b) for um isomorfismo

de espagos vetoriais, para todo b € B.

Demonstragao. A prova se encontra em [11] cap 3, pag.27, Teorema 2.5. ]
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Definicao 1.32. Uma sequéncia de espagos vetoriais

0 A B C 0

¢ dita sequéncia exata curta se, f é injetivo, g sobrejetivo e Im(f) = Ker(g).

Definicao 1.33. Uma sequéncia de fibrados vetoriais

00— top?

E” 0
¢ dita sequéncia exata curta de fibrados sobre X se para todo x € X, a sequéncia

fa E/ gz E;’ O

xT

0 Ea;

é uma sequéncia exata curta de espagos vetoriais.

1.3.2 Fibrados vetoriais associados a funcoes de transicao

Seja U = {U; };c; uma cobertura aberta de um espa¢o X. Suponhamos que para cada

par (i,7) € I?, tal que Uy; := U; N U; # 0, é dada uma aplicagao
gij - Uij — GL(r,C)
satisfazendo (a) e (b) da Proposicao (1.29). Seja
R=]JW:xC") ={(i,z,v);ic LLx eU;eveC},

a unido disjunta da colegao {U; x C"};cr, com a topologia cujos os abertos sao da forma

[ Ai, onde A; é um aberto de U; x C", e considere em R a seguinte relacao de equivaléncia
(i,2,0) ~ (J,y,w) &z =y ev = gy(x)w.

Denotemos por [i, z,v] a classe de um elemento (i, z,v) € R.

Mostraremos que (E,p, X) é um fibrado vetorial de posto r, onde

E= (v xc)/~

tem topologia quociente e p : E — X é tal que p([i,x,v]) = x. Observe que p estd bem
definida pois,

[i,z,0] = [j,y,w] &z =yev=g;x)w.
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Afirmacgao 1: A projecao natural 7 de R para E restrita a U; x C" é um homeomor-
fismo sobre a imagem.

Pela defini¢ao de topologia quociente temos que 7|y, «cr € continua. Falta mostrarmos
a injetividade. Dados (i,z,v), (i,y,w) € U; x C" temos que 7(i,x,v) = 7(i,y,w) se, e
somente se, [i,x,v] = [i,y,w] o que 86 ocorre se x =y e v = g (r)w = w.

Afirmagao 2: A aplicacao p é continua.

De fato, como p o 7(i,z,v) = p([i, z,v]) = x = m(i,x,v), pela propriedade universal
da topologia quociente, basta mostrarmos que 7; é continua.

Dado um aberto U de X, temos que 7, *(U) = [[((U NU;) N U;) x C" que é aberto
em R. Logo, m é continua.

Afirmagao 3: Existe um homeomorfismo entre E|y, e U; x C".

Observe que w(U; x C") = p~!(U;). Logo, pela afirmagao (1), temos que

T UiXCT — Ele

(i,z,v) — [i,2,0]

¢ um homeomorfismo.
Afirmagao 4: E, = p~!(z) tem estrutura de espago vetorial.
Temos que E, = {[k,x,v];k € I[,U,NU; # 0 e v € C"}. Entao, dados [k, z,v], [, z,w] €

E. e A € C, as operacoes

[k>xvv] + [j,x,w] = [ivx>gki(x)v +gji($)w]

/\[j) x, U] = [Za Z, /\gjiv]

estao bem definidas e definem em FE, uma estrutura de espaco vetorial.

E facil ver que os espacos vetoriais E, e {z} x C" sao isomorfos via a aplicagao .

Dando ao espaco topolégico E a estrutura de uma variedade algébrica induzida pela
estrutura de variedade algébrica de U; x C" teremos que (E,p, X) é um fibrado vetorial
algébrico de posto r.

Usaremos a construcao de fibrado vetorial a partir de fungoes de transicao para obter
o fibrado tangente de P". Antes disto, definiremos espaco tangente a variedade em um

ponto.
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Definicao 1.34. Sejam X uma variedade algébrica afim, isto é, um subconjunto fechado

de A" e x € X. Definimos o espaco tangente a X em x, denotado por T, X, por
T.X ={ve A" (d.f)(v) =0, Vf e I(X)},

onde I(X)={f €k[Xy,....Xy]; f(z) =0, Ve e X} e

(o)) =3 (5% ) @ =m0,

i+1

Observacao 1.35. Temos que 7, X tem estrutura natural de espago vetorial se o identi-

ficarmos com o conjunto

{v="_(v1,...,0,) EA";ZUZ' (;—)Q) () =0, VfeI(X)}.

i=1

Um vetor v = (vq,...,v,) € A" tal que > 1" | v; ((%é) (x) = 0 é chamado vetor tangente

a X em z.
Uma outra definicao de espaco tangente pode ser dada usando o conceito de derivacao.
Dados R um anel, A uma R-algebra e M um A-médulo, uma R-derivacdio de A em M é

uma aplicacao R-linear D : A — M satisfazendo
D(ab) = bD(a) + aD(b).

E facil ver que todo vetor v € A", tangente a X em =z, define uma k-derivacao de
AX) =k[Xy,..., X,]/I(X) em k, a saber, D,(z) : A(X) — k dada por
_ 1 of
Reciprocamente, dada D : A(X) — k uma k-derivacdo, o vetor v = (D(X),..., D(X,))
é tangente a X em x. Logo, temos uma identificagdo natural entre 7, X e Dery(A(X), k),
o conjunto das k-derivagoes de A(X) em k. Segue desta identificacao que T, X é gerado
como espaco vetorial sobre k por

0 0
8—X1($)7"' ’G_Xn(x)’

as derivadas parciais com respeito a X, ..., X,,, respectivamente, calculadas em =x.
Dado um morfismo ¢ : X — Y entre variedades afins, seja ¢* : A(Y) — A(X)

o homomorfismo de &lgebras definido por ¢*(f) = f o ¢, para toda f € A(Y). Se

D € Dy(A(X), k), entao D o o* € Di(A(Y), k), isto é, existe uma transformagao linear

dxgp : TwX — TW(I)Y,
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chamada diferencial de ¢ em z.

Para X, variedade algébrica qualquer, e z € X, definimos T, X para ser T,U, onde
U é qualquer vizinhanca afim de z, isto é, U é um aberto de X isomorfo a uma fechado
afim. Se V for outra vizinhanca afim de z, mostra-se que T,U ~ T,V (ver [21], Cap. 3).
Portanto, a definicao de espaco tangente independe da vizinhanca.

Como no caso afim, todo morfismo ¢ : X — Y entre variedades algébricas define uma

transformacao linear

dxap : TxX — Tw(x)Y,

Exemplo 1.36. (Fibrado Tangente de P"(k)). Dado = € P™, suponhamos sem perda de

generalidade que x € Uy N U;. Como Uy e Uy sao isomorfos a C™, temos que

0 0
T,Uy = Dery(k[zy, ..., 2], k) = <8_x1(x)’ e ’87(96»’

onde x; = X;/ Xy, para todoi=1,...,n, e que
0 0
T:):Ul = Derk(k[yla SR 7yn]>k> = <a_(x)7 Tty
Y1
onde y; = Xo/X1,y2 = Xo/ X1, ..., yn = X,/ X;. Para x € UyN U, temos

Y1y Yn) = 01005 (71, ., ) = (11,29 /21, -y T8/ 21),

isto é, y1 = 1/x1 e y; = x;/x1, para j = 2,...,n. Logo,

0 - 0 8yj .
. = — o — =1,...
8331‘ (f(yla ayn)) ; ay] (f(yb 7yn>)axla V'L ; , 1,
ou seja,
0] [m 0w 0w g [0
(9:131 8331 (9:51 8951 8:5'1 0 1
O o 0w om . om || O
8:}52 = 6.r2 8332 8232 8:@ 8y2 =
0 Oy Oya  Oys o OYn i
| Oz, | Ox,, Oz, Oz, ox, | L oy, |
[ 0] [_L1 _® = o 190
T 2 x? a2 x? 851
— 0 — 0 0 —
Ory | = 1 0y (1.1)
0 0
0 0 0 — —
L axn J B rr 4L ayn _
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Logo, o isomorfismo entre T,.Uy e T, U; é dado pela matriz (1.1).
Mais geralmente, para x € U;NUj, o isomorfismo entre T, U; e T, U; é dado pela matriz

J = (Oyl/(%k)k,l S GL(R,C)

pie;t

O fibrado vetorial sobre P" = JI,U; obtido usando como funcées de transicao
as funcoes ¢;; : U; N U; — GL(n,C), onde g;j(x) = ((Oui/0xi)(x)) € (y1,...,Yn) =
©j o ¢; '(r1,...,7,), é chamado fibrado tangente de P". Tal fibrado serd denotado por

(TP™, p, P") ou por TP". Segue da construgao que para todo x € U,
Tr]Pm = De?"k([Xo/Xi, R JXi—l/Xi7 Xi+1/Xi7 cee 7X7L/Xl]? k)

Definig¢ao 1.37. O fibrado tangente a C" é o fibrado trivial (C" x C", 7y, C"), onde 7 é a

projecdo na primeira coordenada e m; *(z) = C" é identificada com Derc(C[X1, ..., X,],C).
Observagao 1.38. Sejam (E,p, B) e (E',p', B) fibrados vetoriais e
(ule) : (E7p7 B) — (E/ap/a B)

um morfismo de fibrados vetoriais. Se ¢ : E |y— U x C" e ¢ : E' |y—> U x C® forem
cartas locais dos fibrados £ e E’ sobre o mesmo aberto U, entao a expressao local de u

nas cartas ¢ e 1 é dada pela aplicagao

U= tYouopl: UxC — UxC?
(z,v) = (2,9(x)v)
onde g : U — L(C",C®) é uma aplicacao de variedades algébricas e L(C", C?) é o espago

vetorial das transformacoes lineares de C" em C°*.

Observacgao 1.39. Observe que o produto fibrado £ @ E’ de dois fibrados vetoriais sobre
B ¢ um fibrado vetorial sobre B. De fato, ¢~ 1(b) = p~(b) x p"~(b) é a soma direta de
dois espagos vetoriais. Além disso, se hy : U x C* — p~'(U) é uma carta local de F e
hy : U x C™ — p'~1(b) é uma carta local de E’, entao hy @ hy : U x C*™™ — ¢ 1(U) é

uma carta local de £ @ E'.

Seja F' C E um subfibrado vetorial algébrico. Considere a familia de espagos vetoriais

sobre X
E/F = [](E:/F).

zeX
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Proposicao 1.40. Eziste uma unica estrutura de fibrado vetorial algébrico em E/F — X
satisfazendo a sequinte propriedade universal, para cada morfismo de fibrados f : E — G
que se anula em F a aplicagio f : E/F — G é um morfismo de fibrados vetoriais

algébricos.

Demonstra¢ao. A demonstragao se encontra em [16] pagl7 Proposi¢ao 1.7.1. [

1.4 Fibrados em retas sobre P"

1.4.1 O fibrado vetorial O(d)

Considere o conjunto B C P x C"*! definido por
B={((zo:...: 1), (vo,...,v,)) EP" x C""smjv; = 2jv;, Vi, j=1,...,n}

e a aplicagao
o: B — P"
([zv) = [z
onde [z] = (zg : ... 1 x,).
Afirmamos que (B, 0,P") é um fibrado vetorial algébrico de posto 1, que serd denotado

por O(—1). De fato, dado ([z],v) € B temos que [z] € Uy, para algum aberto afim Uy
(ver Exemplo 1.7). As aplicagoes

Pk - B|Uk — UkXC

([z],v) = (l=], )

30];12 UkXC — B|Uk

([e.t) = (W<x—_)>

sao isomorfismo e cada par (U, ¢;) é uma trivializagao do fibrado (B, o, P").

1.4.2 O(d) como quociente

Considere 7 : C"™\ {0} — P" a aplicagao quociente.
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Lema 1.41. Seja (C"™\{0} x C,m, C*™\{0}) o fibrado trivial de posto 1. Entdio m é

invariante pelas agoes

¢q: C* x (C1\{0} xC) — C"™\{0} xC
(t,(v,2)) — (tv,t%2),

o : C* x (C"*\{0}) — C**"\{0}
(t,v) — (tv)

e (C"™\{0} xC)/,, 71, P") € um fibrado vetorial algébrico de posto 1, denotado por O(d),
onde m1([v, z]) = [v] € [v,2] € (C"T\{0} x C)/y, € a classe de (v, z).

Demonstragao. Segue das defini¢oes de my, ¢g € ¢g que
m1(0a(t, (v,2))) = ¢1(tv, t%2) = (tv) = ¢o(t,v), ¥ (v,2) € C*™\{0} x Ce Vt € C*.

Logo m; é invariante pelas agoes ¢4 € ¢p.
Considerando a projecao natural
mq: C™N\{0} xC — (C"*\{0} x C)/,,
(z,y) = [z,y]

temos que o seguinte diagrama é comutativo.

C"1\{0} x C —= c\{0} (1.2)
(C™ {0} x C) /g, — P

Para ver que (C"™\{0} x C)/4,,%,P") é localmente trivial, seja U; um aberto afim

canonico de P". Da comutatividade do diagrama (1.2), temos que
—1(=—-1 o~/ _—1 o
T, (M (i) =m (7 (Vi) = U; x C,
ou ainda,
71 (Ui) = ma(U; x C) = {[u, 2];u € Us e z € C}.

Defina
¢Z'2 7T_1_1<Uz) — Uz x C

(1.3)
[, 2] = ([u],u;%2)
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onde [u] = (ug : ... :u,) € P". Observe que v; esta bem definida pois

dil[tu, t%2]) = ([tu], (tus) ~'t"2) = ([u], 7 "2) = ¢i([u, 2]).
E facil ver que ; é isomorfismo cuja inversa é dada por

vl UixC — ¢ Y1)
([u], z) — [u,udz].

Além disso, em o;(7 1 (U;) N7 H(U;)), temos
vy o ([ul, 2) = ¥y([u, vi2]) = ([u], uj*uf'z) = ([ul, gji(u)2),
com gj;(u) = (u;/u;)* € GL(1,C) regular em U; N Uj;. O

De maneira andloga, podemos definir O(d)®"*! o fibrado produto de O(d) de posto
n + 1. Para isto, considere o fibrado trivial (C"™\{0} x C"™ m;, C"*1\{0}) e a acdo

Gq: C* x (C\{0} x C™1) — C™1\{0} x C
(t, (v,2)) — (tv,t%2).

Entao, a projecao m; : C"™\ {0} x C"** — C"*'\{0} é invariante pelas acoes bu e o e
(CI\{0} x C"*) /4, 71, P") é um fibrado de posto n+ 1. Para ver que este fibrado pode

ser naturalmente identificado com o fibrado produto O(d)®"*!, observe que

(D)™ ly, = &"(O(d)

i

v) ={([u,z1],. .., [u, zni1]);u €U e € C,VI=1,... ,n+1}

e que existe uma identificagao natural entre ([u, z1], ..., [u, 2n+1]) € ([u, (21, .., 2n41)])-

1.5 Sequéncia de Euler
Nesta secao, vamos construir a sequéncia exata de fibrados sobre P™
0— O — O - TP" — 0,

conhecida como sequéncia de Euler.

Considere o homomorfismo de fibrados
(®,1id) : ((Cn+1\{0} x C,m, Cn+1\{0}) — (TC”+1 |@n+1\{0},7T, Cn+1\{0}),

onde ®(v,2) = D.,(v), Dy(v) := S wiDs(v) e D; é ai-ésima derivada parcial.
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Afirmamos ver que ® é invariante pelas acoes ¢4 e

Ogq: C*xTC™ —  TCrH
(t,Dp(v)) = Dyasi,(tv).

De fato, ®(¢q4(t, z, 2)) = ®(tz,t%2) = D1y, (tx) = ®gy1(D,.(z)) e, por @, podemos
induzir um homomorfismo de (C"™\{0} x C)/4, para (TC"*" |cat1\(01)/ .-

C* x (CnJrl\{O} x C MC* X TC"+1 ’@H—l\{o}

¢dJ/ iq)d+1

Cr\{0} x C L TC™ |gnin oy

| |

(C™\{0} x C) /s, — (TC™™ |cnsn\0})/@uaia

Counsiderando o isomorfismo de fibrados

Tcn-f-l ’C”""l\{O} - (Cn-‘rl\{o} % Cn+1
Dy(v) = (v,w)

e observando que @411 = @411, podemos completar o diagrama anterior e obter o diagrama

C* x (C™™\{0} x C) ) ¢ x TCr |enany oy — C* x C"T1\ {0} x C"+!
$d Dat1 bat1

C\{0} x C ————=TC™*" |gnin gy ————C"*\{0} x C™+!

(Cn+1\{0} X C>/¢d - (Tcn+l |(C”+l\{0})/‘1’d+1 — (Cn+1\{0} X Cn+1)/$d+1
Il Il I
O(d) (TC"H |(Cn+l\{0})/q>d+1 O(d + 1)on !

que nos da o seguinte morfismo de fibrados

®:0(d) — O(d+ 1), (1.4)

A seguir vamos construir, a partir de algumas agoes especificas, um morfismo entre o
fibrado O(d + 1)®"*! e o fibrado TP"(d) que sera definido no que segue.
Seja C"*1\{0} x, TP" o produto fibrado de (C**\{0}, x,P") e (TP", p,P"), isto é,

(
(

C {0} - TP" ([y1)); v € CN{0}, Du([y]) € Ty P" e w(v) = p(Du([y])}

([yD); v € C\{0}, Du([y]) € TiyP" e [v] = [y]}-

{(v, Dy
{(v, Dy,
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Afirmamos que o morfismo

¥ TC™ foninyoy = CI{0} X TP"
Dy(v) (0, Dgmy ) ([V]))

¢ invariante pelas agoes @4 e

pa: C* x (C™IN\{0} x, TP") — C™1\{0} x, TP"
(t, (v, Du([v]))) = (to, 97 Dy([v])

isto é, o seguinte diagrama é comutativo

id,

C* x TCn+! |(C"+1\{0} (*>)(C* X (Cn+l\{0} X T]Pm)

A

Cr+\{0} x, TP"

y

TCnr+! |(Cn+1\{0}

De fato,

$(@a(t, Du(v))) = (D (tv)) = (0, Dy, 1) ([t0])) €
pa((id, )(t, Dyy(v))) = pa(t, (v, Dar,w)([v])) = (#0, 8 D, ) ([0])).

Para concluir, precisamos ver que "' Dyx () ([V]) = D, ) ([t0])-

29

Dado v € C""\{0}, suponhamos sem perda de generalidade que vy # 0. Seja ¢y :

Uy — C" carta local em U,. Entao,

o © T(Vg, ... Up)

1
dm, == d(m o pg), = o

e dmy, = t~'dm,. Logo,

deu(tdw)([tv]) = Dt—ldﬂu(tdw)([v]) = Dtd—ldﬂ'v(w)([v]) - td_lDdﬂv(w)([U])'
Lembrando a definicao de produto fibrado, temos que o diagrama

TCr+! |(Cn+1\{0} i) Cn+1\{0} X TP" ﬁ> TP"

I
Cr{o}

L m
crv {0l =

U1

S e
Vo

_u

v2

Vo

Un

vo

Un

)
Vo

)

(1.5)
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onde p; e py sao projecoes, ¢ comutativo. Logo, usando o isomorfismo T(C"+1|Cn+1\{0} ~
C"™\ {0} x C"*, que p; ¢ invariante por py e ¢y e denotando (C*\{0} x, TP")/pq por

TP"(d — 1), temos que existe um morfismo de fibrados sobre P"

Y O(d)®" ! — TP"(d — 1), (1.6)

fazendo o diagrama

O@ert s (€0} x, TP") /pg

T T
TC™ |y —  C0N\{0} x, TP* 22 TP~
lm I Ip
Cn+1\{0} i> Cn+1\{0} L> ]Pm’

comutar. As setas verticais para cima sao as projecoes nos quocientes por g/b\d € pg, respec-
tivamente. Os morfismos (1.4) e (1.6) juntos nos dao a sequéncia
O(d) -2 O(d + 1) -5 TP(d).
Observe que para d = 1,
(@1(t, Du(v))) = (Dew(tv)) = (#0, Datmy (1) ([t0])) = (0, Dt () ([V])),

isto ¢, que C* age somente na primeira coordenada. Entao, (C"™\{0} x,TP")/p; ~ TP".

Assim, para d = 1, temos a sequéncia
0(0) == 0 =% 0(1)#+ L Tpr,
Teorema 1.42. A sequéncia
0 —— C"\{0} x C—2n TC™ |guin oy — o C*I\ [0} %, TP" ——0  (1.7)
¢ uma sequéncia ezata de fibrados vetoriais sobre C"1\{0}.

Demonstragao. Fixado v € C"™\ {0}, devemos mostrar:

1. Injetividade de
¢,: {v}xC — T,C! |Cn+1\{0}

(v,2) = Dy, (v)
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Para isto, suponha que para ®,(v, z) = (v,0). Entao,

D (U)_’”lv 0 —0:>1§(zv~) 0 0 — 0 i1
vz —n:1 Za(zvi) N anl g 8(2112) - i = VY, =1,...

Como v # 0, temos que z = 0.

2. Sobrejetividade de
wv : Tvcn+1 |(C”+1\{0} — Cn+1\{0} X Tv]Pm
Dy(v) = (v, Dar,(w)([v]))-

Segue da representagalLo matricial de dr, dada em (1.5), que
dmy (0, w1, ..., wy) = (wy, ..., wy), Y(wy,. .., w,),

isto é, dm, é sobrejetiva. Logo,

3. Ker(¢y,) = Im(®,).
Do(Po(v,2)) = Pu(Duz(v)) = (v, Dar, w2 ([v])) = (v,0), pois

=241 .0 0] |2
v0

1
dm,(vz) = e S - | =0.
0

_Un
" 0 ... 1| |zv,

,n—+ 1.

31

Entao Im(®,) C Ker(¢,). Para mostrar a inclusdao contréria, seja D, (v) € T,C"™!

tal que Dgr,w)([v]) = 0, isto é, dm,(w) = 0. Entao,

vo

1
dry(w)y=—.| + . || |=0=

Teorema 1.43. A sequéncia
0——> Od)—20(d + 1)+ Y TPP(d) — 0

de fibrados vetoriais sobre P™ ¢ exata.

(1.8)
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Demonstragao. A sequéncia (1.8) é obtida passando os fibrados da sequéncia (1.7) ao quo-

ciente pelas acoes ¢g, dgr1 € par1, respectivamente. Logo, temos o diagrama comutativo

0 —= C™ 1\ {0} x c 2. Tontt |cr 10} _Y C\{0} x, TP" —=(

R

O(d)——2 > O(d + 1)+ —~ TP"(d)

0 0

onde as setas verticais sdo as projegoes quocientes, e a exatidao do sequéncia (1.8) é uma

consequencia direta do Teorema 1.42.

1.6 Campo de vetores algébricos em P"

Um campo de vetores em uma variedade X é uma funcao X que associa a cada ponto
p € X, um vetor X(p) € T,X. Dependendo da regularidade (continua, diferencidvel,
holomorfa, polinomial, etc.) desta correspondéncia, o campo serd chamado continuo,
diferenciavel, holomorfo, polinomial, etc.

Trabalharemos na maior parte deste trabalho com campos vetoriais polinomiais.

Definicao 1.44. Um campo de vetores polinomial de grau d > 1 em P"é uma secao do

fibrado (TP"(d — 1), 7, P™), isto é, um morfismo X : P" — TP"(d — 1) tal que mo X = Id.

Dado E um fibrado sobre P", denotaremos por H°(E) o espaco vetorial das segoes
de E. Usando a sequéncia (1.8), é facil ver que existe uma sequéncia exata de espagos

vetoriais

0 — H(O(d—1)) > HY(O(d)®") &5 HO(TP"(d — 1)),

onde A(s) = ® o s, para toda s € HO(O(d — 1)) e u(s) = 1 o s, para toda s € H(O(d)).

Além disso, u é sobrejetiva (ver [8]), isto é,
0 — H(O(d — 1)) > HY(Od)®" ) & HY(TP"(d — 1)) — 0 (1.9)
é uma sequéncia exta curta.
Proposigao 1.45. Para todo inteiro positivo d, H°(O(d)) € isomorfo ao espaco vetorial

Sa={H € k[Xo,...,X,]; Hé homogéneo de grau d} U {0}.
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Demonstragao. Seja s : P" — O(d) uma secao e seja U; um aberto basico de P". Entao,

Sly,(x) = (z, F;(x)/x}"), onde F; € k[Xy,...,X,] ¢ homgéneo de grau n; e X; nao divide

F;. Além disso, vimos na demonstragao do Lema 1.41 que, para x € U; N U;,vale

by 0w, Fy()/2}) = (x, (wi/a;) Fi(x) [a7") = (x, Fj(x)/2}") = (@, (2i/2;) Fi(@) [2]")
= Fi(z)z{ ™ = Fy(x)a; ™.

Observe que supondo que X; nao divide F; temos que n; < d para todo i. Logo,
FXIM - FXTY =0em UiNU; = FXS™ — FX]Y =0 em P,

Definindo H, = F;, X" = FjX;l_"j, temos que H, é homgeéneo de grau d, Hy(z)/z¢ =
Fy(x)z}", para todo x € U; e Hy(x)/z¢ = Fj(z)x}’, para todo « € U;. Logo, s|y,(z) =

(z, Hy(x)/2%), para todo i = 0,...,n. E facil ver que a aplicacao

T: HYO@) — S

s — H,

é um isomorfismo. O

Proposicao 1.46. As transformagaoes lineares da sequéncia (1.9) ou equivalentemente da

sequéncia
0= Sy_q 2 ST TP (d— 1) -0
0 0
sao dados por N(F) = (XoF, ..., X F) e u(Fo, ..., F,) :Foa—XO—i—...—i—FnaXn.

Demonstracao. Usando as defini¢oes dos fibrado envolvidos temos que
O(d—1) = {[v, z];v € C"t"\{0}, 2 € C} onde [v, 2] = {(tv,t*'2);t € C*},

O(d)* ™ = {[v,w];v € C"™\{0},w € C"*'} onde [v, w] = {(tv, t%w);t € C*},
onde [v, w] estd identificado com (([v],wp), .- ., ([v],w,)) e ® : O(d —1) = O(d)®" ! ¢ tal
que ®([v, 2]) = [v, zv]. Logo, dada s € HO(P", O(d—1)) ~ Sy_y, existe F € k[Xo, ..., X,]
homogéneo de grau d — 1 tal que, para todo [v] € U;, s([v]) = ([v], F(v)/v") e portanto

S ([o], F(v)/vf ) = &([o]. F(v))
L F()vo/vf), ..., ([v], F(v)on/vf))
 (FXo)(v)/vf), -, ([v], (FXo)(v)

A(s)([v])

(([v]
(([v] /o).

[v
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Veja (1.3) para a defini¢ao de ;. Entdo, A(s) € HO(P", O(d)"+!) ~ S$"*! é dada por
(FXo,...,FX,), ouequivalentemente, A\(F) = (F Xy, ..., FX,).

Além disso,
TP"(d — 1) = {[v, Dy ([v])];v € C*N\{0}, Dy ([v]) € TP},
onde [v, Dy([v])] = {(tv, 19Dy ([v]));t € C*}, ¥ : O(d)® T — TP"(d — 1), é tal que
([, w]) = [0, Dy ([v])] €, dada s € HO(P", O(d — 1)) =~ Sy, existem Fp, ..., F, €
k[Xo, ..., X,] homogéneos de grau d tais que, para todo [v] € Uj,

u(s)([) = i (0], Fow) /o), -, ([o], Falv) /o) = & ([v, (Fo(v), .., Fal(v))])

= [V, Dar, (Fo(w).... Fré(v»([v])] )
= [v, > Fi(v )8X] lv) = [U,Z?:o(Fja—Xj) [o]-

0
Denotando p(s) = p(Fo, ..., F,) por Y . (F JaX ), o resultado segue. O

Segue da Proposicao 1.46 que um campo vetorial de grau d em P" pode ser escrito em

coordenadas homogeéneas na forma

0
X = Fy— F,—, 1.10
ax, X, (1.10)
onde Fy,...,F, € k[Xy,...,X,| sdo polinomios homogéneos de grau d satisfazendo a

relacao

XoFo+ ...+ X, F, =0.

A expressao (1.10) é chamada ezpressdo global do campo X.

Para obtermos uma expressao do campo X no aberto principal U;, escrevemos [v] =
[xo/x; o ... 1:... 2, /x;] € U;. Entao, como derivacao em A(U;) = k[y1, ..., yn], onde

= Xo/Xi, ..., X,,/X;, temos que

LGOI wAYY COR NN PU LTRSS

Z x’t

0 0
_ZJ OF( : ’1"" xz><2k 1ayf(y17ayn)a_j>yg;|v)

7,

1 0
_E];éz ]<—1,...71,...,x—i) (x—la—y]f(yl,,yn))
+E(x_(-)"”’1"”’_-> (——2 f(yl,...,yn))

ou seja,

- 1 X0 Tp X ) T 0
X |y = o (U TURCCN B (U TONRCI ) )
o, Z(% j(xi’ o ’%) 7 (ffz %)) y;

J=1
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Sejam fi(y1,...,yn) = Fj(xo/zi, ..., 20 /), para j = 0,...,n, a desomogeinizagao de
F; com respeito a x;, entao
1 o 0
U;— .CL’_ Z(fj(yh cee 7yn) - yjfi(yl; v ayn))ayj

(2

X

Jj=1

Representaremos o campo X em U; simplesmente por

X o= (fiy ) = yifilyn, ,yn))ai- (1.11)

=1 Yi

A expressao (1.11) é chamada expressdo local do campo X em Uj.

Definicao 1.47. Seja X um campo de vetores em P”. Dizemos que um ponto p € U; é

uma singularidade de X se anular a expressao local de X em U;.
E facil ver que a definicao anterior nao depende do aberto U; tal que p € U;.

Exemplo 1.48 (Forma global e local de um campo vetorial em P%). Chamamos de forma

global de um campo vetorial X de grau d em P2 o campo escrito na forma

0 0 0
X =F—+F F 1.12
080+ 1a + 2822 ( )

onde Fy, Fy, Fy € C|zg, 21, 22] sao polindmios homogéneos grau d satisfazendo a relagao
Z()F() + ZlFl -+ ZQFQ =0.

De acordo com (1.11) as expressoes locais do campo vetorial (1.12) nos abertos Uy, Uy

e U, sao:
0 0
v = (f1— Qifo)% +(f2— ny)a_y
onde z = £ e y = £ sdo coordenadas locais em Up e fi(z,y) = Fi(1,z,y).
Ko = (o~ ) g+ (fs — vl 5
v = o Vo 2~ Yl By
onde x = 2 e y = 2 sdo coordenadas locais em Uy e fi(z,y) = Fi(z,1,y).

0 0
X, = (fo — xﬁ)@ +(f1 — ny)a—y
20 2 v)

onde r =2 ey = = sao coordenadas locais em Uj e f;(z,
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1.7 1-formas diferenciais em P"

Analogamente ao que fizemos para campos de vetores, definimos uma 1—forma em
uma variedade X como sendo uma correspondéncia w que associa a cada ponto z € X
um funcional w(x) € Q. (X) := (T, X)*, onde (T, X)* é o espago vetorial dual de 7, X.

Estudaremos 1—formas polinomiais, isto é, tais que a correspondéncia acima depende
polinomialmente de x. Alguns dos resultados apresentados se estendem naturalmente
para 1-formas racionais.

Vimos na definigdo de espago tangente a P™ em ponto [v] € U; que se ¢; : Uy — C"

for carta local em U; e y = (1, ..., yn) = i([v]), entao
0 0
TP = Derr(klur, - unl k) = (= |0 ——|.).
B = Deru(blyns o k) = (5 v 5 )
; n) * 9 9 : /
Seja {dyily, - .., dyn|y} base de (17,)P")*, dual de {@ lys - - o |y}, isto é,
1 n
0 0 sej#1,
dysly { 5. lv | = o
Yi 1 sej=1.

Entao, uma 1—forma w em U; C P™ é dada por

wlv,= iy, - yn)dyr + o F fo(yrs oo Yn)din, (1.13)

com fij(y1,.--,Yn) € kY1, .., Yn)-

No que segue, vamos procurar por uma expressao global para uma 1-forma em P".
Dado v € C"™\{0}, seja {dXyly, ..., dX,|,} base de (T,C"\{0})*, dual da base

0 0
{a_)(o |v7“‘78_)(n‘v}

de T,C"™\{0}, e seja 7 : C"™\{0} — P" a projegao canonica. Supondo sem perda de

generalidade que [v] € Uy, temos que

dr, : T,C"N\{0} — T P"

0 n Vj 0
X, | = Zj:l(_v_g)a_yj ly
0 1,0

8_)(1-’” = (v_o)a_yily'

Entao, dyy|, o dm, é um funcional linear em T,,C"**\{0} tal que

—— sei=0,
Yo
ey © dry(—2) 1 S dyely 0 dmo(=2) = —%EaXy |, + SdXy
UO 7T’U_ — _ — (@] 7T,U— = —_—— v R v
Yk OX, o se i =k, Ykly X, o2 0 " k

0 sei#k
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Logo,

w([v]) odm, = fi(vi/vo, ..., vn/v0)dyrly 0 dmy + ...+ fu(vi/vo, - .. V0 /V0)dYnly
1 n Uj n
= — (— Zj:l v—éfj(vl/’ljo, Ce ,Un/Uo)) dXo|v + Zj:l fj(Ul/’Uo, e ,vn/vo)de]U.

Vo

Seja d = max =1, ny{grau(f;(y1,-..,yn))}. Definimos

-----

n

X, X X,
Ao(Xo,...,Xn) :X(‘)i-‘rl (_Zf;fj(fé”y())) e

j=1

X,

—), Vi=1....n
Xo)’ J ) v

X
Aj(Xo, e ,Xn) = Xg—i_lfj(?la et
0
Entao, A;(Xo,...,X,) € k[Xo, ..., Xo] sdo polindmios homogéneos de grau d+ 1 tais que

XoAg+ ...+ X, A, =0

(&
1 n
w([v]) o dr, = 73 > AL /o, 00 /00)dX
0 j=0

Motivados pela igualdade acima, escrevemos
w=AgdXo+ ...+ A,dX, (1.14)
e chamamos (1.14) de uma ezpressao global da 1—forma w.

Definicao 1.49. Dado uma 1—forma w em P", um ponto p € U;, é uma singularidade de

w se p anula a expressao de w em Uj.

Exemplo 1.50 (Expressao global e local de uma 1-forma em P?). A forma global de uma

1-forma em PZ é uma expressao da forma
W = AodZ() + Aldzl + A3d23 (115)

onde Ay, Ay, As € C[Ty, T}, Ts] sdo polindmios homogéneos e zgAg + 21 A1 + 2245 = 0.
De acordo com (1.13) as expressoes locais da 1-forma (1.15) nos abertos Uy, Uy e U

Sao:

wly, = ardz + asdy

onde a1 = A1(1,z,y) e ag = As(1, 2,y),
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wly, = bidz + bady

onde a1 = Ap(z,1,y) e by = As(x, 1,vy),

wly, = erdz + cody

onde ¢; = Ap(z,y,1) e co = Ay(z,y,1).

1.7.1 Produto exterior de 1-formas

Seja V um espaco vetorial sobre um corpo k e sejam 17,75 : A™ — k dois funcionais
lineares. O produto exterior de T} e 15, denotado por T7 ATy, é a aplicacao bilinear dada

por

(T AT o) = det | -1 2O o T ) - Tyw)Taw)
Ti(v) Ta(v)

Decorrem imediatamente das propriedades de determinantes que:
i) Ty A (aTy + T3) = a(Ty ANTy) + (Ty A T3),
i) TonNTy = —(T) NTy),
iii) TAT =0.

Fixada uma base {e1,...,e,} de V, sejam u = Y"1  x;e; e v =), y;e; dois vetores

em V. Entao,
(T ATa)(w,0) = > (wiyy — ajy:) (Ta ATo)(es ;).
1<i<j<n

Ou ainda, se {dey,...,de,} for uma base de V* (espaco dual de V'), segue da pro-

priedade (i) do produto exterior que, para Ty = Y a;de; e Ty =Y | bide;,
(Ty NT) = Z (a;ib; — a;b;)de; A de;.
1<i<j<n

Definicao 1.51. Dadas duas 1-formas wq,ws em P", o produto exterior de w; com ws
é a aplicacdo w; A we definida por (w; A ws)(p) = wi(p) A wa(p) e serd chamada de uma

2-forma.

As propriedades do produto exterior de dois funcionais lineares sao transportadas de
maneira natural para o produto exterior de duas 1-formas; assim, valem w A w = 0,

wo Awy = —(w1 Aws) e wy A (aws + w3) = a(wy A ws) + (w1 A ws).
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Exemplo 1.52. Em C2?, se w; = a1dz + asdy e wy = bidx + body sdo duas formas

polinomiais, entao

w1 Aws = (ar1by)(dx A dz) + (a1b2)(dz A dy) + (agbr)(dy A dx) + (aghs)(dy A dy)

= (a1by — ashy)(dz A dy),
(1.16)

uma vez que de Adx = dyANdy = 0 e dy Nde = —(dx Ady). Logo, toda 2-forma polinomial
em C? é da forma g(z,y)dz A dy, para algum polinémio g € k[x,y).

1.8 Equacoes diferenciais lineares com autovalores con-
jugados

Seja A uma matriz de ordem 2 com entradas reais. Suponhamos que A possui au-
tovalores complexos. Sendo A uma matriz real tais autovalores sao conjugados. Sejam
A\ =a-+bie)=a— bitais autovalores, onde a,b € R e b # 0. Suponhamos ainda que
u-+vi é um autovetor de A correspondente & ), onde u e v sdo vetores de R%. Observamos
ainda que os vetores u, v sao linearmente independentes sobre R.

Consideremos a equacao diferencial X = AX, onde X = (x,y). Por definigao
A(u +vi) = Mu + vi) = (au — bv) + (bu + av)i.
Considerando que A define um operador C-linear de C2, entao teremos
Au) + A(w)i = (au — bv) + (bu + av)i,

ou seja, A(u) = au — bv e A(v) = bu + av. Portanto, se denotarmos por B a base de R?
formada pelos vetores u e v, entao
[Als =
b a
Além disso,
A(u —vi) = A(u) — A(v)i = (a — bi)(u — vi),
ou seja, u — vi é um autovetor de A correspondente ao autovalor A. Portanto, se P é a

matriz cujas colunas sao formadas pelos vetores u + vi e u — vi e

A0

0 A\
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entdo P~'AP = B. Portanto a equacdo diferencial X = AX ¢é equivalente a equacio
diferencial Y = BY, onde Y := P~1X.

As solucbes complexas de Y = BY sio dadas por, ver [19],
Y(t) = (1™, ce™),  com ¢y, ¢y € C.
Logo as solucoes complexas de X = AX sao dadas por
X(t) = cre™(u+ iv) + ce™(u — iv). (1.17)

Reescrevendo a equacao (1.17) na forma

X (t) = e"{(c1 + c2)[(cos bt)u — v(senbt)] + (c; — c2)[v(cosbt) + u(senbt)]i},  (1.18)

. I

e considerando-se ¢; = ¢y = 3 ecp =Cy = —Ez, obtemos que

Xi(t) = e (cosbt)u — e (senbt)v
Xo(t) = e (cosbt)v + e (senbt)u

sao solucoes reais de X = AX.

Observamos ainda que as solucoes acima podem ser escritas na forma

X . |cosbt  —senbt

X5 5 senbt cosbt

O retrato de fase do sistema acima é mostrado na figura abaixo para o caso de b > 0.

Figura 1.2: Foco

Quando a < 0 a origem € chamada de foco estavel e quando a > 0 de foco instdvel.
Notemos que as solugoes da figura (a) se aproximam da origem quando ¢t — oo e |0(t)| —

oo quando t — 0o, onde (t) é o angulo que o vetor y(t) forma com o eixo horizontal.
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1.9 Um pouco de Sistemas Dinamicos e EDO

Nesta secao enunciaremos algumas defini¢oes e resultados de Sistemas Dinamicos,
assim como da teoria de Equacoes Diferenciais Ordinarias que serao uteis ao longo deste
trabalho. Alguns dos resultados apresentados valem em R™ mas como trabalharemos no

| t ia-1 R?
plano, optamos por enuncia-los em R*.

Consideremos o sistema de equacoes diferenciais

X = f(X), (1.19)

onde f: U C R? — R? é uma funcao diferencidvel e U é um aberto de R2.

Na secao 1.8 estudamos os sistemas da forma (1.19) com f sendo uma fungao linear.
Nesta secao estudaremos os demais casos, ou seja, os sistemas (1.19) tais que f nao é uma
funcao linear. Tais sistemas sao ditos nao lineares.

Como, para cada p € U, os espagos T,U e T,R? sao iguais, podemos associar a fungao
f a um campo vetorial em U. Isto é feito da seguinte forma, em cada ponto p € U

consideramos o vetor f(p).

Definigao 1.53. Uma solugao do sistema (1.19), ou uma solugdo do campo f, é uma

funcao ¢ : I — R?, onde I C R é um intervalo contendo 0, satisfazendo a condicao

d
d_f(t) = f(p(t)), paratodote I. (1.20)
Teorema 1.54 (Teorema Fundamental de Existéncia e Unicidade). Seja U C R? um
0 0
aberto contendo Xo = (xo,y0) € f uma func¢ao definida em U. Se f, 8_f e 8_f 5a0
Z )
continuas em U, entao existe a > 0 tal que o problema de valor inicial
X = f(X
sy (1.21)
X(0) = Xo

tem uma unica solugdao definida no intervalo (—a,a).

Para uma explicacao mais detalhada sobre o Teorema de Existéncia e Unicidade ver
[10], capitulo 1, segao 1.

Dado um sistema de equacoes diferenciais que satisfaz as hipoteses do Teorema 1.54 e
um ponto Xy = (2o, %) € U, a solucdo que satisfaz a condigao X (0) = X, sera denotada

por SOt(xo; yO) Ou por Pz 4o (t)

Segue da definigao de solucao que o vetor tangente a curva solugao, (2/(t),y'(t)), é

igual a f(z(t),y(t)).
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Definigao 1.55. Dado um ponto inicial Xy, seja (—t, t+) o intervalo maximal de defini¢ao

da solugao de (1.21). O conjunto
O(Xo) = {¢'(Xo) : t € (=t,t+)}

¢ chamado de érbita de X.

Um ponto p é chamado ponto fixo, ponto singular, ou ponto de equilibrio, do sistema
(1.19), se f(p) = 0, ou equivalentemente, se ¢'(p) = p,Vt € (—t,t+).

Um ponto p é dito ponto periddico, se existe T > 0 tal que p*(p) = p e ¢'(p) # p,
se 0 <t <T. Otempo T > 0, que satisfaz as condicoes acima, é chamado de periodo
da orbita. A érbita de um ponto periddico p, de periodo T" > 0, é chamada de orbita
periodica de periodo T, ou érbita fechada.

Um ponto fixo p é chamado de ponto hiperbdlico do sistema (1.19), se e(A) # 0, para

todos os autovalores A da matriz Jacobiana de f, denotada por D, f.

Teorema 1.56 (Hartman-Grobman). Seja p um ponto fixo hiperbdlico do sistema de
equagoes diferenciais (1.19). Entao existe uma vizinhanca V de p em R? e um homeo-
morfismo h: V. =V tal que ¢'(h(z)) = h(p+e'Pr/ (x—p)), enquanto p+ePrf(z—p) € V.
O homeomorfismo h preserva o sentido das orbitas e pode ser escolhido de forma a preser-

var a parametrizacao.

Definicao 1.57. A érbita de um ponto p é dita atratora se satisfaz as seguintes condicoes:

(a) Dado & > 0, existe um 0 > 0 tal que se ||z — p|| < §, entao [|¢'(x) — ' (p)|| < e.
(b) Existe d; > 0 tal que se ||z — p|| < d1, entao ||¢'(z) — ©'(p)]| — 0, quando t — +oo.

Observacao 1.58. A ¢érbita de um ponto fixo hiperbdlico é atratora se a parte real de

todos autovalores de D, f ¢é negativa.

Definig¢ao 1.59. Um ponto y é um w-limite de um ponto p, por ¢!, se existe uma sequéncia
{tx}, com t; — oo, tal que

lim [|o"(p) —y|| = 0.

k—o00

O conjunto de todos os pontos que sao w-limites de p para ¢' é denotado por w(p) ou
L,(p) e é chamado de conjunto w-limite.
Um ponto y para o qual existe uma sequéncia {t;}, tal que t, — —oc e satisfaz as

condicoes acima, é dito ser um a-limite.
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0 0
Definigao 1.60. Seja f(x,y) = fl(x,y)a— + fQ(x,y)a— um campo vetorial de R%. Se
T Y
f1 e fo sao fungdes diferencidveis em um ponto (zg, o), o divergente de f em (zg,yo) é
definido como sendo
of Of2

div(f)(zo,v0) = %(:Ko,yo) + 8—3/(330,%)-

Suponha D C R? simplesmente conexo, e seja D(t) = ¢'(D) e V(t) o volume de D(t).

Entéao, segundo [9], pag 309, pelo Teorema de Liouville temos que

av / :
— = div fdxdy.

Teorema 1.61 (Critério de Bendixson). Seja o sistema de equagoes diferenciais & = f(x)
em R2. Se em uma regido simplesmente conexa D C R? o divergente de f € diferente de

zero e nao muda de sinal, entdo o sistema nao tem orbitas fechadas em D.

Demonstragao. Ver [10], pagd4. O]

1.10 Teoria de Integrabilidade de Darboux

Nesta secao introduziremos o conceito de integral primeira e apresentaremos alguns
resultados que serao utilizados para demonstrarmos o Teorema de Integrabilidade de
Darboux.

Sejam P e @) € C[z,y| polinomios. Consideremos o sistema de equagoes lineares
&= P(x,y)
J=Q(z,y).

Uma funcao holomorfa ¢ : U € C — C? é uma solugao de (1.22) se, para qualquer

(1.22)

t € U, vale que

I

@ (1) = (Powp(t),Qop(t)).
Observamos que o Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes, Teorema 1.54, é

também vélido, em C?, para o sistema de equagoes diferenciais (1.22).

Definigao 1.62. Seja U C C? um aberto e F' : U — C uma funciao holomorfa nao
constante. Dizemos que F' é uma integral primeira em U para o sistema de equagoes

(1.22) se F for constante ao longo de todas as solugdes holomorfas de (1.22) contidas em

U.
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Definigao 1.63. Seja F': U C C? — C cujas derivadas parciais estdo definidas. Definimos
a diferencial dF' por
oF oF

dF = —dx + —dy.
ox w+8y Y

Pela definicao dada na Secao 1.7 uma 1-forma polinomial em C? ¢ dada por
w = ay(z,y)dx + as(z,y)dy,

onde {dz,,dy,} é a base dual de (T,C?)* relativa a {9/dz|,,d/dy|,}, para todo p € C?, e
ai(x,y), as(z,y) sao polindmios.

Podemos associar ao sistema de equagoes diferenciais (1.22) a 1-forma polinomial

e o campo vetorial

0 0

Proposicao 1.64. Uma funcao holomorfa F é uma integral primeira para o sistema

(1.24)

(1.22) se, e somente se,

wAdF = 0. (1.25)

Demonstrag¢ao. Observamos inicialmente que

oF

F
wAdF = P—+Qa— dz A dy.
ox oy

Sejam p um ponto de R? e ¢(t) uma solucao do sistema (1.22), definida em um intervalo
I contendo 0, tal que p(0) = p. Para cada t € I, temos que

S = (St St -0 -

oF

e (1.26)
= PWQDEEWGD+QWWD5§WQ»

Se F' ¢ uma integral primeira do sistema (1.22), entdo como F(p(t)) = ¢, para alguma

constante ¢ e portanto

d

—F(p(t)) =0, Vtel.

CF(p() =0, Vie
Portanto, considerando ¢ = 0 e usando (1.26), concluimos que

oF OF
P(p)%(p) + Q(p)a—y(p) =0, para todo ponto p € C.

Por outro lado, se vale (1.25), entao segue de (1.26) que dF'(p(t))/dt = 0 para todo t € I.

Logo F(p(t)) = ¢, para alguma constante c¢. Donde segue a afirmacao.
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Suponhamos que os polinémios P e @) de (1.22) sdo tais que

P 0Q

dr oy’

(z.y)
/ "
(z0,Y0)
estd bem definida (ver [5], pag 24) e podemos considerar a funcio F : C* — C, dada

(z,y)
F(z,y) = / w.
(

70,%0)

isto ¢, dw = 0. Neste caso, a integral

por

Segue entao da Proposi¢ao 1.64 que F' é uma integral primeira de (1.22).

Definicao 1.65. Seja U C C? um aberto e o : U — C uma funcao holomorfa nao

constante. Dizemos que p é um fator de integracao para o sistema (1.22) se

ouP) _ _9(pQ)

ox dy

Notemos que g é um fator de integracao do sistema (1.22) se, e somente se, vale a

relagao d(uw) = 0, onde w é a 1-forma associada ao sistema.

Definigao 1.66. Dizemos que uma solucao ¢ : V C C — C? de (1.22) é uma solugao
algébrica de (1.22), se existe um polinomio f(z,y) € Clz,y], ndo nulo, tal que f(¢(t)) =0,

para qualquer t € V.

Definicao 1.67. Seja C' a curva algébrica plana definida por um polinémio nao nulo

f(z,y) € C[z,y]. Dizemos C' é invariante por (1.22), se para qualquer solugao
¢ :D(0,7) — C*
de (1.22) tal que f(¢(0)) = 0 tivermos que
fle(t) =0 Vte D(O,r), (1.27)
onde D(0,r) := {t € C;|t| =r}.

Proposigao 1.68. Seja w I-forma dada em (1.23) e X o campo vetorial dado em (1.24).

Seja f € Clz,y] um polindmio. Existe um polinomio H tal que

wAdf = fHdx ANdy



1.10. Teoria de Integrabilidade de Darboux 46

se, e somente se,

X(f) = Pley) 2 + Q)

f*f f7

para algum polinomio Ly € Clz,y].

Demonstracdo. Basta observarmos que

wAdf = (— Z—ch—ng) dx N dy.

]

Usaremos a notacao 0y := H dx A dy, quando as hipéteses do Teorema 1.68 forem

satisfeitas.

Proposigao 1.69. Seja [ € Clz,y] um polinomio reduzido. A curva algébrica C = Z(f)

€ invariante por (1.22) se, e somente se, existe um polinémio Ly tal que

af af

X(f) = PS+Q% =Ly f. (1.28)

Demonstra¢ao. Suponhamos que C' é invariante por (1.22). Sejam p um ponto de C' e

¢ : D(0,7) — C? a solugao de (1.22) tal que ©(0) = p. Segue de (1.27) que
(SLtetn. S ietn) w0 =0, vt e Do)

Como ¢'(t) = (P((t)), Q((t))), obtemos que

POS )+ Q)5 () ~o.

Logo o polinomio PJf/dx + QJf/Jy se anula em todos os pontos de C. Como f é

reduzido, segue do Teorema dos Zeros de Hilbert que existe um polinomio L tal que

f f

Q =L;f.

Suponhamos que a condigao (1.28) é satisfeita. Seja ¢ uma solugao de (1.22), definida

em D(0,r), tal que f(¢(0)) = 0. Entao em D(0,r) temos que

oo _ (g_f( s )) o (gf PR >) (P(9), Q) =

Y X
= P(9)5(0) + Q)5 () = Lyl f (o).

Donde segue que f(¢(t)) = ae®® onde a € C. Como f(p(0)) = 0 segue que a = 0 e
portanto f(¢(t)) = 0 para todo t € D(0,r). O
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Definigao 1.70. Dizemos que uma curva algébrica afim C' = Z(f) é invariante por uma

1-forma w se C' ¢ invariante pelo sistema de equagoes diferencias associado a w

Proposicao 1.71. Sejam Cy = Z(f1),...,Cn = Z(f,) curvas algébricas invariantes por

uma I1-forma polinomial w. Se existem escalares ay, ..., a, € C, nao todos nulos, tais que
arly + -+ anby, =0,

entao w admite uma integral primeira multivaluada da forma
F(z,y) =) ailog(fi).
i=1

Demonstracao. Consideremos a 1-forma n dada por

&g,

=St
1 fn

Um calculo simples mostra que

Se mostramos que n = dF, para alguma funcao F', usando a Proposicao 1.64, teremos

que F' é uma integral primeira de w. Como

n

dn:;d(%> Adfizgg—?—i;dfwdfizo,

segue de [5], pag 24 que

(2,y)
Flz,y) = /( . (1.29)

z0,40)

¢ uma funcao bem definida e satisfaz a condicao n = dF'. Basta observamos agora que

F(z,y) =) ailog(f:).
i=1
m
Proposicao 1.72. Sejam Cy = Z(f1),...,Cn = Z(f,) curvas algébricas invariantes por
uma I1-forma polinomial w. Se existem escalares aq, ..., o, € C, nao todos nulos, tais que
a0y + -+ by, = dw,

entdo a fun¢ao multivaluada Hff ¢ um fator de integracdio de w.

=1
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Demonstragcdao. Se tomarmos a 1-forma

n=rdfi -+ Fdfs,
1 fn

como visto na demonstragao da Proposi¢ao 1.71, teremos que dn = 0. Usando a funcao

F, dada em (1.29), definimos uma nova func¢ao multivaluada G por
G(z,y) = exp(F(z,y)).
Entao dG = Gn e
d(Gw)=dGANw+ Gdw=GnAw—GnAw =0,

pois

d dfn d df,,
dw:aw/\£+“'+anw/\i= <a1£+...+a i)/\wz—n/\w.

fl fn fl nfn

Da igualdade d(Gw) = 0, segue que G é um fator de integragao de w. Além disso

G(z,y) = exp(F(z,y)) = exp (Z % log(fi)> = Hff”
[l

Corolario 1.73. Seja w uma 1-forma polinomial em C? de grau d. Suponhamos que w
admite k curvas, C; = Z(f;) com i = 1,...k, algébricas irredutiveis invariantes. Se

k> d(d+1)/2, entdo w tem uma integral primeira multivaluada da forma

Demonstracao. Se f é um polinomio para o qual w A df = f0¢, entao 0y tem grau menor
ouigual a d —1. A dimensao do espaco vetorial dos polinomios em duas variaveis de grau
menor ou igual a d — 1 é igual a d(d + 1)/2. Entao, o espaco das 2-formas polinomiais de
grau menor ou igual a d — 1 tem dimensao igual a d(d +1)/2.

Sejam Z(f1),...,Z(fr) as k curvas algébricas invariantes por w. Pela Proposigao 1.68,
para cada i, existe uma 2-forma 6; satisfazendo a relacao w A df; = f;0;. Logo, pelas
observagoes acima, 01, ...,0; sao 2-formas linearmente dependentes sobre C. Portanto

existem nimeros complexos, nao todos nulos, aq, ..., a; tais que

a101+---+ak9k:0.
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Pela Proposi¢ao 1.71 temos que

b
F=> aj;log(f;)
i=1

k
¢ uma integral primeira para w. Como d(exp(F)) = exp(F)dF, segue que Hfiai é
i=1
também uma integral primeira de w. O



Capitulo 2

Equacoes de Pfaff e Nao Existencia

de Solucoes Algébricas

Neste capitulo P" denotara o r-dimensional espaco projetivo sobre o corpo dos niimeros
complexos. Além disso, 2z, ..., z, denotarao as coordenadas homogéneas de P".

Convencionamos que a projetivizacao de uma curva C' também sera denotada por C'.
Definicao 2.1. Sejam m > 1 um inteiro. Uma forma de Pfaff de grau m em P" é uma
1-forma

T
W= Z P,(z)dz;,
i=0
onde os P/s sdo polinémios homogéneos, nulos ou de grau m, que satisfazem a relagao
Z()P0+...—|—ZTPT = 0.
A equacao w = 0 é chamada equacao algébrica de Pfaff de grau m.

Trabalharemos ao longo do capitulo com a equacao algébrica de Pfaff, de grau m > 2,

em P2, dada por

(20" 20 — 2")d2o + (27" 20 — 25" )z + (2321 — 2" )dz2 = 0. (2.1)

A forma de Pfaff da equacao (2.1) esta associada ao seguinte campo vetorial de P2:

0 0 0
X = m—1_~ m—1_" m—1_~ 29
2 8z0 + %0 621 + . 822 ( )

De acordo com a Segao 1.6 do capitulo anterior, o campo vetorial (2.2) é dado local-

mente como segue:
21 22

— a m— m a
Xlo= (=g o+ @y onde w= 2y =2 2g)

20
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0 20 Z9

0
Xlp,= @™ —a2™) =+ (1 —yz™ ) — onde =—,y=—; 2.4
o= (y 2")go + (1 —yz )ay’ nde w=—ny="= (24)
0 0 ) 21
Xlp,=01—-azy™ H=—+ (@™ ' —y™")=—, onde z==,y==. 2.5
o= (1 = ay™ ) 5+ ( y)ay PR i (2.5)
O campo vetorial (2.2) esta associado ao sistema de equagdes diferenciais
2y = 2t
2"1 = Zgl_l (26)
by = 21

Da mesma forma, podemos considerar os sistemas de equacoes diferenciais associados

as expressoes locais de (2.2). Por exemplo, o sistema de equagoes diferenciais associado a

(2.5) 6

m—1

r=1—-2xy 2.7)

m—1 _ ,m

y=ux y™.

2.1 Propriedades qualitativas do campo vetorial (2.2)

Para fazermos a andlise qualitativa, muitas vezes é conveniente estudarmos o campo
vetorial (2.2) na sua forma local. Entao, em muitas passagens, quando julgarmos que esté
suficientemente claro de que estamos trabalhando sobre os abertos afins, ocultaremos a
coordenada nao nula que define o aberto no qual trabalharemos, fazendo-se todas as
contas sobre C?, o conjunto imagem das cartas locais {U;, ©; }i=0,1,2, descritas no exemplo
(1.7).

Seja S o conjunto dos pontos singulares da equagao de Pfaff dada em (2.1). Dado

(20 : 21 : 22) € S temos que

m—1 m m—1 m m—1 m
20 e — A =2 a2y =2 s — 250 =0 (2.8)

e 292921 # 0. Fazendo s := m — 1, da relagao (2.8), obtemos as seguintes relagoes
Zo_ A - A (2.9)
20 <1 Zy '

Lema 2.2. Consideremos o campo vetorial dado em (2.1). Sejam S o seu lugar singular,

¢ uma (s* + s + 1)-raiz primitiva da unidade e s =m — 1.
(a) O conjunto S tem s*> + s + 1 elementos e seus pontos sio da forma

p; = (((Sgﬂ)j (70 1), para j€{0,...,5* + s}
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(b) Os autovalores das partes lineares do sistema de equagoes diferencias (2.7) em cada

(¢)

(d)

(¢)

ponto p; sao
M=1(—s—2+isVB)CY e Ao =1L(—s—2—isV/3)(Y.

Para cada pj, j € {0,...,s*+s}, existem apenas duas curvas localmente analiticas in-
variantes pelo campo vetorial (2.5) e passando por p;. Além disso elas se interceptam

transversalmente.

A reta zp = 0 de P?, denotada por l, nao € invariante pelo campo vetorial (2.2).
As solugoes de (2.2) interceptam lo, transversalmente, exceto a solugdo v que passa
pelo ponto (1:0:0). Una parte da parte real de vy (vista sobre o aberto afim Uy que

contém o ponto (1:0:0)) estd contida no primeiro quadrante

A={(z,y) €R* 2>0ey >0}

O 1nico ponto singular do campo de vetores (2.5) em R?, py, € um foco estdvel e as
solucoes que comecam no primeiro quadrante tendem a py. Nenhuma destas solugoes
¢ algébrica. Se s € um numero par entdo menhuma solugcao real de dimensdo 1 é

algébrica.

Demonstracao.

(a)

Se (zo: 21 : 22) € S entdo, das relagoes (2.9), segue que

z23 29 z 20
== e Z2=Z2 (2.10)

Usando as relagoes (2.10) obtemos que
(i>32+8+1: (Z_)+ a_B m o a_,
29 23 Zo  Z5 20 2z 21 20 '
Portanto existe j € {0,...,s* + s} tal que z;/z = ¢/. Como
(20211 20) = (20/22: 21/22: 1)
e 20/z0 = 25/25, entao

(o212 2) = ((CY ¢ 1) = ()¢ 1),
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(b)
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Consideremos a aplicacao g(z,y) = (1 —xy®, 2° — y*1). Entao a matriz Jacobiana de
gé
s—1
—sxy
Dy(z,y) =
sl —(s+1)y*

Os autovalores de Dg no ponto p; sao as solucoes da equacao

—¢I— ) —s( ) , ) .
det | | =X+ (s+2)"A+ (s + s+ )¢ =0.
¢TI (5 1)¢IE — A

Portanto os autovalores de Dg em sao

—(s+2)¢° + s¢7%iV/3 N 2)¢7* — s¢7%iV/3
2 2 2 '

A =

(2.11)

A demonstragao detalhada deste item encontra-se em [20]. Nos permitimos oculta-
la pela grande quantidade de conceitos e resultados que teriamos que desenvolver,

desviando-nos do nosso foco principal.

Como X(z9) = 2z}, segue da proposigao 1.64 que [, nao é invariante pelo campo (2.2).

Uma solugao de (2.2) é nao transversal a [, se em algum ponto da intersegao desta
solucao com [, tivermos que o espago tangente ¢ igual a [,,. Seja ¢ uma solucao de
X. No aberto Uj a reta [, é descrita por y = 0. Suponhamos que neste aberto ¢ se

escreve na forma ¢(t) = (¢1(t), p2(t)). Entao
@ (t) = (1= @a(t)ps (1), 93 (t) — 957 (1))

Se t, € R é tal que (p1(t,),2(tr)) € lw N Up, entdo temos que @oft,) = 0 e

©'(t,) = (1,95(t.)). Logo ¢ (t.) é paralelo a (1,0) se, e somente se, ¢;(t,) = 0,

ou seja, se, e somente se a solugao passa por (1 : 0 :0). Ja no aberto Uy, a reta [

também é descrita por y = 0. O vetor tangente a ¢ em um ponto da interse¢ao da
s+1

solucdo com I, NU; é da forma ¢ (t) = (=it (t),1). Portanto a solucdo em U; é

transversal a [..

Vamos agora estudar as solugoes analiticas que passam pelo ponto (1 : 0 : 0). Pela
forma local do campo (2.2) em Uy, obtemos a equacao diferencial

dy B s — ys—l—l

=<7 2.12
dx 1 —axys ( )
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Consideremos uma solucao de (2.12) que passa pelo ponto (0,0). Escrevendo y(z) na

forma
“+oo
y(x) = Zanx”, com a, € C,
n=1
obtemos
+oo
y'(x) = 2° Z bra”
k=0
+o0
ys+1 (l’) _ ws—i—l Z Ckl‘k
k=0
+o0o
ry*(r) = 2t Z bra®,
k=0

onde as constantes b;’s e ¢;’s dependem dos a,’s. Se d; € C, para cada j € N, sao

constantes tais que
+0o0
(1 — l’ys> Zd]l‘] = 1,
j=0

entdao dy = 1 e dy = 0,...,d;, = 0. Substituindo-se as relagoes acima na equacao

diferencial (2.12) obtemos que

dy +1 1 +1 o k
haC A s __ .8 R s __ .8 1 d _
il Gt AR peveill it Y1+ ) dp
k=s+1
“+00 “+00
= (xs — g5t Z ckxk> (1 + 5Tt Z dkxk> =
k=0 k=0

“+oo +oo
=2° (1 - Z bkxk> (1 + z° Z dkxk> =z + h(s), (2.13)
k=0 k=1

onde h(s) é uma série de poténcias cujos termos tem grau maior ou igual a s + 1.

Logo y é da forma

y=:+1+ Zek%, ondee € C.
k=s+2
Para z € R e x > 0 temos
:L,s—i-l 0 xk—s—l
r = 1 R >0

para x proximo de zero.

Os autovalores de Dg(1,1) sao conjugados com parte real menor que zero. Logo,

como visto na se¢ao (1.8) do capitulo 1, pg é um foco estével da linearizarao de g ,
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isto €, existe uma vizinhanca em que as solugoes da linearizarao convergem para pg e
o fazem espiralando.

S

Note que, em Uy, # = 1l e y = —y**, quando x = 0, e 2 = 1 e y = —2°, quando

y = 0. Entao temos que na fronteira de A, o campo vetorial aponta para dentro de
A. Logo, as solugoes que comegam em A nao saem de A. Como o divergente de X" |y,
é igual a —(s + 2)y® < 0 para y > 0, entdo temos que todos os conjuntos limite sao
nao errantes (ver [9] , pag 309). Por [1], Capitulo VI, Segao 2, os conjuntos limite nao

errantes de R? podem ser divididos em:

(i) pontos fixos;
(ii) orbitas fechadas;

(iii) a unido de pontos fixos e as trajetérias que os conecta.

Além disso, pelo critério de Bendixson (ver [10], pag44), quando o divergente nao é
identicamente nulo e ndao muda de sinal em A, o campo nao possui 6rbitas fechadas
em A. Temos que o Unico conjunto limite é py. Se s é par entao o argumento acima

é valido qualquer que seja y.
m

Corolario 2.3. Seja C' uma curva algébrica plana afim irredutivel. Se C' € invariante

pelo campo vetorial (2.5), entdo sao vdlidas as sequintes propriedades:
(i) Os pontos singulares de C' sao todos nos.
(ii) C intercepta a reta lo, transversalmente.

Além disso, se Cy,...,C, sao curvas algébricas afins planas, distintas, irredutiveis e in-
variantes pelo campo vetorial dado em (2.5), entao também sdao vdlidas as sequintes

afirmacgoes:
(111) Quaisquer duas destas curvas, quando se interceptam, o fazem transversalmente.
(1v) Quaisquer trés destas curvas nao se interceptam num mesmo ponto.

(v) Quaisquer duas destas curvas ndao se interceptam no infinito, isto €, em lo.

Demonstracao.
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(i) Seja p um ponto singular de C'. Entao localmente existem pelo menos dois ramos
de C passando por p. Portanto p é um ponto singular do campo vetorial. De
fato, se p nao fosse um ponto singular do campo vetorial, entao, pelo Teorema de
Existéncia e Unicidade de solugoes de equacoes diferenciais, existiria apenas uma
solugao do campo passando por p. A afirmacao entao segue diretamente do item (c)

do Lema 2.2.

(ii) Do item (d) do Lema 2.2 temos que existe uma tnica solugao que nao intercepta lo,
transversalmente e pelo item (e) deste mesmo Lema, temos que essa solu¢ao nao é

algébrica.

(iii) Seja p um ponto de C; N Cj, com i # j. Usando-se o Teorema de existéncia e
unicidade de solugoes concluimos que p é um ponto singular do campo. Pelo item

(c) do Lema 2.2, segue que as duas curvas interceptam-se transversalmente.

(iv) Suponhamos que exista um ponto p em C;NC;NCy, com ¢, j e k distintos. Usando-
se o Teorema de existéncia e unicidade de solugoes concluimos que p é um ponto

singular do campo. Pelo item (c¢) do Lema 2.2, concluimos que isso é um absurdo.

(v) Basta observarmos que o campo vetorial (2.5) ndo tem pontos singulares em ln..

2.2 Generalizacao do Teorema de Darboux

O objetivo desta secao é apresentar uma generalizacao do Teorema de Darboux que
foi enunciado e provado na Se¢ao 1.10.
A partir de agora sempre que tivermos um polinomio A € k[x,y] denotaremos o seu

grau por a e o seu termo homogéneo de maior grau por A®.

Definicao 2.4. Sejam (4, ..., C, curvas algébricas, onde C; = Z(F;) e F; ¢ um polinomio.

Dizemos que (1, ..., C), sao curvas genéricas se elas satisfazem as seguintes condicoes:
(i) Nenhuma delas tem pontos singulares.
(ii) O termo homogéneo de maior grau de cada F; ndo tem fatores repetidos.

(iii) Quando duas curvas se interceptam elas o fazem transversalmente.
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(iv) Quaisquer trés destas curvas nao se interceptam num mesmo ponto.

(v) Quaisquer duas destas curvas nao se interceptam em [, ou seja, dados dois polinémios
F; e F;, i # j, os seus termos homogéneos de maior grau nao tem fator irredutivel

em comuim.

Lema 2.5. Seja f € k[x,y] um polindmio e f¢ o termo homogéneo de maior grau de f.

Se f¢ nao tem fatores repetidos entao mdc f 8f
oz’ 8y
N af afy . .. : L
Demonstrag¢ao. Suponha que mdc 92’ Du é diferente de 1. Logo existe um polinémio
z’ dy
A nao constante tal que A divide 8— e A divide G_f Entao A? divide af of Usando
ox dy or © oy
o Teorema de Euler, (ver[6]), obtemos que
. afc afc
cff=w ox ty oy

Donde segue que A® divide f€.

Suponhamos que A% = h™b, onde o polinomio h é irredutivel e h 1 b. Como A?|f°,
segue que f¢ = h"g, com n > m. Segue de A°|fs, Alfs, fo = h""'(nh.g + hg.) e
[y = h"~Y(nhyg+ hg,) que n > m+ 1. Portanto os fatores irredutiveis de A sdo fatores

multiplos de f¢. O que é um absurdo.

Teorema 2.6. Consideremos o campo vetorial polinomial, de grau m, dado por
X = P— + Q

Seja C = Z(f) uma curva algébrica, ndao smgular e de grau c. Suponhamos que C é

invariante pelo campo X .

(a) Se mdc <gf gf) =1, entao existem polinomios A, B e D tais que
x’ Oy
P=Af—- Daf Q= Bf+Dgf (2.14)

(b) Se o termo de maior grau, f¢, de f nao tem fatores repetidos, entao P e Q) tem a
forma (2.14) com grau de A e de B menores ou iguais a m — ¢ e grau de D menor
ou igual a m — ¢ — 1. Além disso, se f€ nao tiver x e nem y como fatores, entdao
grau(A) < grau(P) — ¢,
grau(B) < grau(Q)) —c e
grau(D) < min{grau(P), grau(Q)} —c+ 1.
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(a)

Demonstracao.
- of _ of - - 2
Como por hipdtese f = 92 = 90 0 nao tem solucao em C*, pelo Teorema dos
T Y
Zeros de Hilbert, existem polinomios F, F' e GG tais que
of af
E—+F—=+Gf=1. 2.15
ozt g, 6/ (2.15)

A curva C' ser invariante pelo campo X, significa que existe um polinomio K tal que

of L o2 _

A= Pax dy

Kf. (2.16)

Multiplicando-se (2.15) por K e em seguida substituindo-se K f por (2.16) obtemos

o Of of of of
K = KEgo + KFgo + GP o+ GO (2.17)

Substituindo o K em (2.16) por sua expressao em (2.17) obtemos

0 0
P~ (KE+GPIf)3 =@~ (KF + GO

Como mdc (%, g_]yv) = 1 segue que

0

a—ch divide [P — (KE + GP)f].
Logo existe um polinomio D tal que

0 0
[P— (KE+GP)f] = _D8_§ e [Q@—(KF+GQ)f] :Da—i. (2.18)

Denotando K E + GP por A e KF + GQ por B obtemos a expressao dada em (2.14).

Como f¢ nao tem fatores repetidos, pelo Lema 2.5, segue que

of of\
mdc (%,8—y> =1

Logo P e @ tem a forma (2.14). Sem perda de generalidade, vamos supor que
grau(P) < grau(Q).

Suponhamos inicialmente que x e y nao dividem f¢. Seja g um polindmio monico e
irredutivel tal que g divide f¢ e g divide 0f¢/0x. Da relagao

ofe ofe
J:f—i-yf
ox

oy =cf
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c

segue que g = y ou g divide . Como, por hipétese, f¢ nao tem fatores multiplos

dy
e y nao divide f¢ segue que
afe
d ¢ = 1. 2.19
mie (.5 (2.19)
Da mesma forma mostra-se que
a c
mdc (fc, a‘]; ) =1. (2.20)

Suponhamos que grau(A) > grau(P) — ¢, caso contrario temos que o resultado é
satisfeito. Entao grau(D) = grau(A) + 1. Comparando-se os termos de maior grau

de de P em ) dados em (2.14) obtemos

ofe
a fc a+1
Afc =D —ay.

Segue de (2.20) que existe um polinémio F' tal que

ofe

At = F
dy

D = Ffe.

Em (2.14) trocando-se A por A — F% e D por D — F f obtemos
Y

(AN p_ 9
P_<A Fay)f (D Ff)ay

e os graus dos polinomios em consideragao sao reduzidos em pelo menos 1.

Continuamos este processo, e fazendo-se o mesmo tipo de redugao em (), se necessario,

até obtermos as igualdades

_ of of
P (a-r5h)s-w-rnd
(2.21)
_ of of
o= (- ) rew-Eng,
com )

grau (A - Fg—i) < grau(P) — ¢,

grau(D — F'f) < grau(P) — ¢+ 1,
grau (B - Eg—i) < grau(Q) — ¢,

grau(D — Ef) < grau(Q) — ¢+ 1.
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0 0
Para maior organizacao, vamos denotar (A — Ff)_f) por A,(B — Ea—f) por B,
Y x
(D — Ff)por De(D—Ef) por E.

Como f é uma curva algébrica invariante entao existe um polinomio K tal que

of | Lof\ [ ofof _
f (A£ +Ba—y> + 2L (E-D)=KF.

0
Como f é irredutivel, segue que f e —— e f e —— nao tem fatores em comum. Logo

ox dy

existe um polinémio R tal que

E— D = Rf.

Se grau(FE) < grau(D), entao grau(R) = grau(D) — c¢. Escrevemos

of of of
Af =D = (A+ Ra—y) f=EG, (2.22)

Denotando-se A+ ROf/Ox novamente por A, as expressoes dadas em (2.21) ficam da

forma (2.14). Além disso, A, B e D tem os graus requeridos.

Se grau(F) >grau(D), entao grau(R) <grau(FE) — c¢. Escrevendo-se

of _ of of
Bf +E5- = (BJFRE)_:E)HD%

0
e denotando-se B + Ra—f novamente por B, o sistema (2.21) fica da forma (2.14) com
x

A, B e D tendo os graus requeridos.

Agora vamos provar a primeira parte de (b). Note que mesmo que f€ nao tenha fatores
) fe fe ) fe
ou f¢ com
ox dy

contornar esta dificuldade podemos fazer uma mudanga de varidveis, especificamente

repetidos, f¢ com

podem ter x ou y como fator comum. Para

uma rotacao de eixos, para que f¢ nao tenha x e nem y como fatores. Entao aplicando
o método acima ao novo sistema teremos que ele tem a forma 2.14 com os graus de

A, B e D na forma da segunda parte de (b).

Afirmamos que mesmo sob mudanca de coordenadas afins o sistema 2.14 preserva sua

forma e o limite super do grau dos polinomios. De fato, consideremos a mudanga de

variaveis afins u = ax + by e v = —bx + ay, com a® + b?> = 1. Entao
of _ of  ,of
hC SR Skl
u oz + oy’
(2.23)
of  of _ of

ov (’3x+a(9y'
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O campo X se escreve no sistema de coordenadas uv como
X = (aP +bQ) 0 + (—bP + Q)a
= \Qa B — a JR—

ou ov

Suponhamos que

aPHbQ = Aw)f — Dlu) o
(2.24)
af
—bP+a@Q) = B(u,v)f + D(u,v)%.
A partir das relagoes (2.23) e (2.24) obtemos
of
P = (aA—bB)f - DL
(A= B)f - D
0
Q = (bA+aB)f+Daf
Donde segue a afirmagao.
[

Teorema 2.7. Sejam Cy, = Z(f) e Cy = Z(h) curvas algébricas distintas, irredutiveis
e de graus c e d, respectivamente. Suponhamos que Cy e Cy sao invariantes pelo campo

vetorial

)
X =P—
ax+Q

de grau m, e satisfazem as condigoes de generalidade (i) e (iii) da Definigcdo 2.4.

(a) Se mdc (af gf) 1 e mdc (%’%) =1, entdo P e () podem ser escritos na

forma

af
oy

af oh

P=Afh—EZLh - Rf Q= Bfh+Eg h+Rf5 . (2.25)

(b) Se Cy e Cy satisfazem as condicoes de generalidade (i1) e (v), da Defini¢ao 2.4, entdo
P e Q tem a forma (2.25) com os graus de A e B menores ou iguais a (m—c—d) e

0s graus de E e R menores ou iguais a (m —c—d+1).

Demonstracao. (a) Como C; e Cy sdo curvas irredutiveis distintas pelo Teorema de
Bézout elas se interceptam em um numero finito de pontos. Como C4 e Cy sao

nao singulares, em cada ponto em que se interceptam elas tem pelo menos uma das
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derivadas parciais diferente de zero. De forma similar ao que foi feito na prova do
Teorema 2.6, mostra-se que as equagoes dadas em (2.25) tem a sua forma preservada
quando fazemos uma rotacao de eixos no plano afim, assim como a cota superior dos
graus de A, B, F e I'. Fazendo-se, se necessario, uma rotagao de eixos no sistema de
coordenadas inicial podemos supor que as derivadas parciais de f e h em relacao a x

e a y sao diferentes de zero, em todos os pontos de intersecao das curvas C; e Cs.

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, existem polinomios M;, N; e R; com i € {1,2}

tais que

oh 0

Usando o Teorema 2.6 podemos escrever P nas formas

0 oh
P:Alf—Ela—“;:Glh—Fla—y, (2.27)

onde Ay, Fy, Gy e F; sao polinomios.Donde segue que

oh af

Ry, :Glh—AlerEla—y. (2.28)

Multiplicando-se a primeira equagao de (2.26) por Fj e usando-se (2.28) obtemos

oh
Fl - (FlMl)f+(N1Fl)h+(R1Fl>a_y

— (RMOS + (NFDR + (RiGh — (RADf + R 2

oy’
Denotando-se (FyM; — Ry A;) por S, (N1Fy + R1G1) por T e (R1E;) por U, teremos

of

F = T - 2.2
| =S/ +Th+ UG (2.29)

Substituindo-se a expressao de Fj, dada em (2.29), na ultima igualdade de (2.27),
obtemos

oh Oh oh\ Of
A - — T _EB+UZ=) 2L — 0. 9.
(1+S y>f+(G+ y)h+( 1 8y)ay 0 (2.30)

oh
Multiplicando-se a segunda equagao de (2.26) por (—FE; + Ua—), e a equagao (2.30)
Y

por — Ry e somando-as obtemos

— B+ Ug—z —Vf+Wh, (2.31)
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onde V' e W sdo polinoémios. Substituindo-se (2.31) em (2.30), temos que

oh Of oh of
Ay S— = T— —W—=—|h. 2.32
( HS@ +V3y)f <G1 dy 3y) (232
Como f e h sao irredutiveis e distintos, existe um polinomio K tal que
oh af oh af
A — — =K T——-W—=Kf. 2.
1+S@y+v<‘3y h Gy — By W@y f (2.33)

Substituindo a expressao de E) obtida em (2.31) e a de A; obtida em (2.33) em (2.27),

chegamos a igualdade

0L}, _ 9N, (2.34)

P=Kfh- Sf—+Way 5 5

De forma similar. prova-se que existem polindmios K’, S’ W' e U’ tais que
) ) )

0 f df Oh
K'fh — W ! 2.
Q= f+Sf VVa U8$0$ (2.35)
Como (' ¢é invariante por X', segue que existe um polinomio K, tal que
8 0
f + Q f =K.f. (2.36)
Substituindo-se as relagoes (2.34) e (2.35) em (2.36) teremos
ko g (K0 20 _gP0n  oron]
ox 8y Ox Oy Oy Ox (2.37)
af of , oh ,0h :
+%0_y { (W —=Ww") U8_+U8x]
. ) of of .
Como f éirredutivel e os graus de 9z e 90 sao menores do que o grau de f, concluimos
L Y
que f nao divide nem gf e nem 20 Logo existe um polinomio Z tal que
x y
oh oh
W —W')—U—+U'— = Zf. 2.38
W= W) = UG+ U5 = 2 (239)
h
Substituindo-se a expressao hWW — Ug_’ obtida em (2.38), em (2.34), temos que
Y
oh ,0f ,OhOf 0 f
P=Kfh—-Sf— h — Zf—= 2.
f Sf8y+W8y U8x6y+ f (2.39)

Sendo (5 invariante por X temos que existe um polinomio K, tal que

8h

Po Q— = Kgh. (2.40)
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Substituindo-se (2.35) e (2.39) em(2.40), teremos
(P oY g (2500000
b= {f (K@_ o 89) o (09 ox  y 0%)}
(2.41)
oh {fﬁh df oh  Of Oh ﬁf}

S+S+U | =—— — =—— Zf—=
Tor |fay I TS (axay ayax) 213,
Como h e Iz sao primos entre si, existe um polindomio M tal que

x

oh
dy

af oh  Of Oh of

fm—(=S+5)+U (—————) f— (2.42)

Por hipdtese, as curvas C e (5 sao transversais, ou seja, seus espagos tangentes nos
pontos de intersecao nao sao paralelos. Logo os vetores gradientes nestes pontos sao
linearmente independentes e teremos que

a—f@—g@%o, emClﬂC’Q.

Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert, existem M3, N3 e R3 tais que

af Oh afah>

M3f+N3h+R3( s il (2.43)

Multiplicando-se (2.42) por R3, (2.43) por U’ e subtraindo-se as equagoes, concluimos
que U’ pertence ao ideal gerado por f e h, ou seja, U' = If + Jh, onde I e J sao
polinomios. Substituindo-se em (2.42) teremos

FlI g@_ga_h>+gh( S+S’)+Zg—f}+
y y (2.44)

Como f e h sao irredutiveis e distintos, existe um polinomio G tal que

e (22U g

h of

T =

dy
Of  Oh _ (afah afah>+a_h, (2.46)

dy
of  oh

Substituindo-se Z—= — S— e U’ em (2.39) teremos que
dy 0y

P=(K+G)fh-— f<6f+5’>ay h(W/ Jax)?);{;'



2.2. Generalizacao do Teorema de Darboux 65

Entao podemos expressar P na forma (2.34) com U = 0.

De forma similar, podemos escrever () na forma (2.35) com U’ = 0. Entao (2.38) ¢
reescrita na forma h(W —W') = Z f. Donde segue que existe um polinémio 7 tal que
W = W'+ fT. Consequentemente, Z = Th. Substituindo-se esta relacdo em (2.42),

ainda com U’ = 0, obtemos que

f(=S+ S’)g—z =h (M - Tf%) :
Como C] e C5 sao curvas irredutiveis distintas e h nao dividea—h, teremos que h divide
(=S + 5). Portanto, existe um polinémio L, tal que S = S’y+ Lh. Substituindo-se
W e S em (2.34), e considerando U’ = 0, obtemos que P e ) tem a forma (2.25).

Assim como foi feito no Teorema 2.6, prova-se que as expressoes de P e () dadas em
(2.14) e a cota superior dos graus dos polinomios A, B, E e F sao invariantes por
mudanca de coordenadas afins. Logo podemos supor, sem perda de generalidade, que

os termos de maior grau de f e h nao sao divisiveis nem por z e nem por .

Como as curvas satisfazem a condicao (ii) da Defini¢ao 2.4, usamos o Lema 2.5 para
garantirmos que as hipdteses do item (a) deste Teorema sao vélidas, podemos escrever
o campo X na forma (2.25). Se as cotas superiores dos graus de A, B, E e F nao forem

satisfeitas por (2.25) teremos que

c d
Aafchd o Eehdai o ercai =0
Ay dy 2.47
afc ahd ( . )
Bbfchd + Eehd_ + erc_ — 0’
ox or

onde A% B E¢e R" sao os termos homogéneos de maior grau dos polinoémios A, B, E

e R respectivamente.

Observemos que se um dos nimeros (a+c+d), (e+c—1+d) e (r+c+d—1) for menor
do que os outros dois, entao seu termo correspondente na primeira equagao de (2.47)

é igual a zero. A mesma observagao é valida para a segunda equagao de (2.47).Por
C

hipétese, segue que f€ e nao tem fator irredutivel em comum, o mesmo valendo

Jdy
para h® e o © f¢ e h®. Entao, segue de (2.47) que f¢ divide E° e h® divide R".
x
Logo existem polindmios K e L tais que £ = K f. e R" = Lh®. Substituindo-se estas

relagdes em (2.47) e simplificando-as obtemos
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c d
AT = Kaf + Lai
9 (2.48)
B — afe Lah
ox Ox
Reescrevemos as equagoes (2.25) na forma
pe(a—k2 12\ p—(p- Kf)s- f —(r— 12
% o g% (2.49)
Q= B+Ka—£+La— fh+ (E— Kf) fh+(R Lh)f 52

e observamos que os graus de A, B, E e R de (2.25) diminuem em pelo menos 1
nas expressoes acima. Continuamos este processo até que os graus de A, B, F e R
satisfacao a a condigao pedida.

]

Teorema 2.8. Sejam C; = Z(f;), para i = 1,..,p, curvas algébricas afins, irredutiveis,
distintas e de graus c¢;’s. Suponhamos que tais curvas sdo invariantes por um campo
vetorial X, de grau m, e satisfazem as condigoes de generalidade (i), (iii) e (iv) da

Definicao 2.4.

dfi 0fi : N .
(a) Se mdc (8f , af) =1, para cada t = 1,...,p, entao o campo vetorial X pode ser
x 0y

escrito na forma

oo |-

onde A;, B e D sao polinomios.

(D+Zi gﬁ)g ](% (2.50)

(b) Se as curvas satisfazem as condi¢oes genéricas (ii) e (v), entao X pode ser escrito na
P

forma (2.50) com os graus de B e D menores ou iguais a (m — ch) e o grau de

=1
p

cada A; menor ou igual a (m — Z ci+1).
i=1

Demonstragao. (a) Vamos usar inducdo para provar o teorema. Do Teoremas 2.6 segue
que a afirmacao é verdadeira quando p = 1. Suponhamos que para 2 <[ < p valem

as igualdades

i (B - iaf’)] [Ir @= li (D + %ZJ;)] ljf (2.51)

=1 =1
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Observamos que o Teorema 2.7 garante a veracidade da afirmacao acima no caso em

que [ = 2.

Provemos que (2.51) é valida para [ + 1. Como f;;; é uma curva algébrica invariante

pelo campo X, pelo Teorema 2.6, existem polinomios F, G e H tais que

l

P:;(BZ

l

Agora considere as curvas definidas pelos polinomios

l
1T 5

i=1,i#j

i=1,...,1

- afl) Hfz Bfin—G

A; 0f;
Q= (Di+_ > fi=Hfin+G
; 7 oy H1 1

afl-i—l

a )
Y (2.52)

9 fi+1

ox

Da condicao (iv) de generalidade das curvas C;’s, segue que nao existem pontos em

que todas as curvas Z(K;) e Cj4 se interceptam. Logo existem polinomios U e V;

com?=1,...,[ tais que

!
U fisa +ZV;'K2‘ =1.

i=1

(2.53)

Multiplicando-se (2.53) por G e substituindo-se tal igualdade em (2.52) obtemos

l
(E av? l“) fin=Y (B@-fi - 3{/ +av;
i=1
9 : of;
(H+GU fl“) fii=) (D fi+ A af av;

=1

Segue de (2.54) e de (2.53) que

(E _qu?! ”1) (H +GU
dy
pertencem ao ideal gerado por K1, ...
E— GUﬁfl“ ZI K., H+ GUaf”1

Substituindo-se (2.55) em (2.54) obtemos

1
8f 0 fi1
; (Bz'fi —A; n +GVi—— oy ffz+1)
I
Z D,fi+ A 0f: -GV, Ofi — Jifis
ox ox

1

-
Il

@fm)

O0fi1
K,
L ) .

0 fi1
fir)

(2.54)

, K;. Logo existem polinomios I; e J; tais que

Z JiK; (2.55)
=0,
(2.56)
=0.
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E facil ver que as expressdes multiplicando K; nos dois somatérios de (2.56) sao

divisiveis por f;. Logo existem polinomios L; e F; com ¢ = 1,...,[ tais que
8 ; 0
Bifi — /i + GV;—— i —Lifiq1 = Lifs,
3? a?y (2.57)
D;fi + A; e - — GV, alH Jifirn = Fifi.

I I
Entao, de (2.56), temos que ZLZ- =0e ZE = 0. Portanto podemos reescrever

i=1 i=1

(2.51) como
o, RN 0f,
P= Z(B L;) A8y>K e Q_;((Dl—ﬂ)fﬁA,%)K,.
(2.58)
Além disso, de (2.57) definimos para cada i € {1,...,[}
Afi 0 fi41
P= (B — L)f — A2 — T.
) ( ) z)fz 7 ay zflJrl GV ay
(2.59)
o a0 Ofunr
Qz . (Dz E)fl A 8 _Jfl+1+GV ax

Segue de um calculo simples, que C; e Cjy; sao curvas algébricas invariantes pelo
campo

X P +Q7,

Pelo item (a) do Teorema 2.7, os polinomlos P e Qi podem ser escritos na forma

Pi=(Bi = Li)fi - Aig_]; = Xififir1 — fzle Nfzafl+1
(2.60)
Qi=Di-B)fi+ Ai% = Zififir1 + Yaflflﬂ + Nfzaflﬂ.

Substituindo-se as equagoes de (2.60) em (2.58) obtemos que

l
= (Xififm Vo = N ly“) K,
=1

= i (Zififl—i-l + Yaflfl—&-l + Nfzale) K;.
=1

Donde segue que as relacoes dadas em (2.51) sao validas para [ + 1.
Reescrevemos P e () na forma

B Yi0fi  Ni 0fin L < Yi0f: \ 1
P—Z(Z o0 " Ty )Kif’lflﬂ—(S Z )gf

i=1
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l I+1 I+1
_ L Yiof | Ny Ofia o pr [ Y;0f; '
Q=Y (ZZ+ 750 T X >Kzf@fz+1 = (s +; 7 ay) Hf

i=1

! 1 !
onde Y, := Z N;, S = ZXZ' e S = Z Z;, vemos que segue o resultado.
i=1 i=1

i=1

(b) Segue do Lema 2.5 que as curvas satisfazem as hip6teses do item (a) deste Teorema e

que portanto podemos escrever P e ) na forma (2.50). A demonstragao para se obter

as cotas superiores para os graus dos polinomios é andloga a do item (b) do Teorema

2.6 no caso em que p = 1 e andloga a do item (b) do Teorema 2.7 no caso em que
p> 1.

O

Teorema 2.9. Sejam C,,...,C, curvas algébricas afins, irredutiveis e que satisfazem
todas as condicoes de generalidade da Definicao 2.4. Se tais curvas sao tnvariantes pelo
campo polinomial
0 0
X=P—+Q—,
Oy Qﬁy

p
de grau m, er := Z grau (f;), entdo X satisfaz uma das afirmagoes sequintes.
i=1

(a) Se m+1>r, entio

X = Yf[ fi + Zp: hi (H j;) X, (2.61)

i=1 i
onde o0s h;’s sao polinomios de grau menor ou igual a (m —r + 1), Y € um campo
vetorial polinomial de grau menor ou igual a m — 1 e

_ 90fi 0 9fi 0
= oy or | Ox oy

(b) Ser=m+1, entao existem niumeros complexos ay, ..., q, tais que

X=>q <H j;) Xy (2.62)

i=1 ji

Neste caso existe uma integral primeira de Darbouz.

(¢) Ser>m+1, entio X = 0.



2.2. Generalizacao do Teorema de Darboux 70

Demonstragao. (a) Do item (a) Teorema 2.8, segue que

( ZA afz)Efi e <D+Z’;g§j>ﬂ : (2.63)

1

Logo o campo vetorial X pode ser escrito na forma

A0\ v . 0 A0\ v . O
R G O )

- (5202 )Hmp(n fj>( o )

J=1,j#i
Pelo item (b) do Teorema 2.8, segue que os graus de B e D sdo menores ou iguais a

(m — ) e os graus dos A;’s sao menores do que (m — 7 + 1).

(b) Ser =m+1, segue que os graus de B e D s@o menores ou iguais a (—1) e o grau dos
A;’s sao menores ou iguais a zero, ou seja, B =D =0e A; € C. Além disso temos

que o campo X esta associado a 1-forma

T (Hf;) & +iazafl (Hfj)

=1 J#i J#i

Afirmamos que H = H 1 6 uma integral primeira de w. De fato

1 Ofk 1q »1 1 afk
(ka e L1 ) (Z ooy LU )dy’

logo

wAdH = —zp:aigf (HfJ) . (Zp:%%ﬁﬂl) dz A dy

i=1 i k=1 /R OY 3
~ 0f; "1 0fk v o
+ ; . —_ i dr N d
zZ:l: 9 ]l';IifJ = fe Oz l:lf !
P & 2.64
) I s A (2.64)
i=1 k=1 fkf 8:6 ay
P & 1 19f;0f
+;Z ﬁ?a_yaxd T A dy
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¢) Ainda pelo item (b) do Teorema 2.8 temos que
(c) p q
grau(A;)) <m—-r+1<r—r=0.

Portanto A;,=0 e X = 0.
]

Apresentamos a seguir as condicoes de Noether e o Teorema de Nother. As demon-
stragoes e uma explicacdo mais detalhada do assunto pode ser encontradas em (6], pag

60.

Definicao 2.10. Sejam p € P?, F' e G curvas curvas sem componentes em comum con-
tendo p e H uma outra curva. Dizemos que as condicoes de Noether sao satisfeitas em p
se

H(Z07ZI; 1) € <F(20721, 1),G(2’0,Zh 1)> - Op<P2)7

onde O,(P?) é o conjunto das fungoes racionais de P? que estao definidas em p.

Isto é, se existem a,b € O,(P?) tais que H (20, 21, 1) = aF'(20, 21, 1) + bG(20, 21, 1).

Teorema 2.11 (Teorema Fundamental de Noether). Sejam F,G, H curvas planas pro-
jetivas. Suponhamos que F' e G nao tem componentes irredutiveis em comum. Ezis-
tem polinomios A e B homogéneos, com grau(A) = grau(H) — grau(F) e grau(B) =
grau(H) — grau(G) tais que H = AF + BG, se, e somente se, as condigoes de Noether

sao satisfeitas em cada ponto p € FNG.

Proposigao 2.12. Sejam F,G, H curvas planas projetivas e p € FNG. As condigoes de

Noether sao satisfeitas em p, se F' e G interceptam-se transversalmente em p ep € H.

Lema 2.13. Sejam V e W subconjuntos finitos de P*. Se V.NW = 0, entdo existe um
polindmio D € klzg,...,z,] tal que D(p) = 0 para todo p € V e D(q) # 0 para todo
qeWwW.

Demonstragao. Como W NV =, dado um ponto ¢ € W, existe um polinémio F € I(V)
tal que F(q) # 0, onde I(V) denota o ideal formado por todos os polinémios que se
anulam em V.

Dados dois pontos ¢; e go em W, sejam Fy, Fy € I(V) tais que Fi(q1) # 0 e Fy(g) # 0.
Se Fy(q1) # 0, entao tomemos D = F,. Se Fi(g2) # 0, entdo tomemos D = F;. Por outro
lado, se Fy(q1) = 0 e Fi(¢q2) = 0, tomemos D = F| + F,.
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Suponhamos que W = {q,...,¢,}. Como hipétese de indugao, assumimos que para
cada subconjunto W’ de W, com r — 1 elementos, existe um polinémio F' € I(V) tal que

F(q) # 0 para todo ¢ € W’. Sejam Fy, F} € I(V) tais que

Fy(¢;) # 0, paracadaie{1,3,...,r}
Fi(¢;) # 0, paracadaje{2,3,...,r}.

Se Fi(q1) # 0 ou Fy(q2) # 0 tomamos D = F} ou D = F,, respectivamente, e teremos
D(q;) # 0 parai € {1,2,3,....,r}. Caso Fi(q1) =0 e Fy(q2) = 0, tomamos D = F| + Fy e
teremos D(q;) # 0 para i € {1,2,3,....;7}.

Dadas curvas algébricas afins C,...,C)p, sejam V o conjunto formado por todos os

pontos singulares das projetivizacoes das curvas C;’s e W = [ N (U C;). Decorre dire-

i=1
tamente do Lema 2.13 que existe um polinémios D tal que D(¢q) = 0 para todo g € V' e

D(p) # 0 para todo p € W. Com este fato podemos enunciar o teorema seguinte. O]

Teorema 2.14. Sejam C, ..., C, curvas algébricas afins, irredutiveis e que satisfazem as
condicoes (ii), (i), (iv) e (v) da Defini¢io 2.4. Suponhamos que C; = Z(f;), para cada
i€ {l,...,p}. Seja D um polinomio tal que a curva Z(D) passa pelos pontos singulares
de C; e Z(D)NC; Nl = 0, para cada i. Se cada curva C; € invariante por um campo
vetorial X e suas singularidades sao nos, entao existem polinomios L, M e H; tais que
P
X = (lL)aG Ma)HmeZ (H fj)Xfm
=1, i
os grau de L e M sao menores ou iguais a(m+d—r) e o grau de cada H; é menor ou

igual a (m+d—1r+1), onder—ngu ), d € 0 grau de D em € o grau de X.
=1

Demonstra¢ao. Como cada curva C; é invariante por X', temos que X(f;) = K;f;. Logo

cada C; também ¢é invariante por DX, pois

X(fi) = (DK3) fi. (2.65)
Da equagao (2.65) segue que
gfl + DQaf’ =0 em Cj, (2.66)
ou, equivalentemente, que
— DPafl Qafz C;. (2.67)

Oz
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Fixemos i € {1,..., s} e consideremos a fungao hp : C; \ Sing(C;) — K definida por
( DP q 8fl
—nga S€ By (q) #0
oy 1
hp(q) =
DQ(p) ofi
afi( ), se 5 (@) #0.
ST

Seja ¢ = (qo,q1) um ponto singular de C;. Como ¢ é um né de Cj, fazendo-se uma

mudanca de coordenadas, podemos escrever f; na forma
filz,y) = 2y + az® + by® + cx’y + doy® + -+ .

Por outro lado, como C; é localmente uma funcao analitica podemos considerar que
y(r) = apx + Y o, @z’ com ag # 0, em uma parte de C; contendo ¢. Portanto

localmente teremos

fi(z,y(x)) = apx® +a'z® + Vot +--- . (2.68)

Como Z(D) contém ¢, podemos considerar que D é, numa vizinhanga de C; contendo g,
dado por
D(x,y(x)) =ax+ Bx* +--- . (2.69)

Portanto segue das expressoes (2.68) e (2.69) que

DQ (aw+ e+ )Quy(@) _ (o + o+ QM y(a))
dfi 2a0x + 3a’x? + 4023 + - - - 2a0 + 3a’x? + 4Vx% + - -
ox

ou seja, o quociente DQ/(0f;/0x) pode ser definido em ¢g. Logo podemos estender a

(2.70)

definicao de hp aos pontos singulares de C;. Portanto existe um polindmio H tal que

hp = H |¢,. Donde concluimos que

o) 0
DX =DP—+DQ— = H Xy, ;. 2.71
9 T Q@y ;, em G (2.71)

Tomemos j # . Como, por hipdtese, X(f;) = K f;, segue que

Se ¢ € C; N C}, segue de (2.72), que H(q)Xy,(f;)(g) = 0. Suponhamos, por absurdo, que
Xy, (fj)(q@) = 0. Entao os vetores

(-ZwZw) o (Pwlo)
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sao ortogonais. Como estamos no plano afim, isso significa que o espaco tangente a
curva C; em ¢ é igual ao espaco tangente a C; em ¢. O que é um absurdo pois as duas
curvas interceptam-se transversalmente. Logo H(q) = 0, para todo ¢ € C; N C;. Como
C; e C; sao curvas irredutiveis, transversais e nao se interceptam em l,, usando-se o
Teorema Fundamental de Noether (2.11) nas projetivizagoes de C;, C; e S, garantimos
que existem polinomios A; e B; tais que H = A, f; + B, f;, com grau(A;) = grau(H) — ¢;
e grau(B;) = grau(H) — ¢;. Donde segue que H = B, f; em C; e que

Consideremos agora [ # i e [ # j. Temos que
DKlfl = ijijl (fl) (2011 C,L

Usando-se os mesmos argumentos anteriores concluimos que B;f; = 0 em C; N (). Ja
que C; N C; N C; = 0, concluimos que B; = 0 em C; N ). Usando-se novamente o
Teorema Fundamental de Noether, concluimos que existem polinomios A; e B; tais que
B; = Aifi + B fi, com grau(4;) = grau(B;) — ¢; e grau(B;) = grau(B;) — ¢;. Portanto
obtemos que

DX = Blflijfi em CZ

Indutivamente, mostra-se que

DX =h [ i X;, em (2.73)
J#i

onde grau(h;) = grau(H) — Z cj.
JFi
Afirmamos que

DX = Z X, em [JG (2.74)
i=1  j#i i=1

De fato, dado p € Cy, como fi(p) = 0, segue de (2.73) que
(Z [ Xfi) (p) = (e [ £5 X5 (p) = DX |, (p)-
=1 j#i #k
Pelo Teorema dos Zeros de Hilbert segue que

DP+Zhinng;€\/<fl...fs>;

i=1 i

e

DQ—Zhinj%E\/<f1...fs>.

i=1  j#i
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Como os polinomios f; sao irredutiveis e distintos, segue que f; ... f, é reduzido e portanto

V< fi.o..fs> =< fi...fs>. Logo existem polinomios L e M tais que

DP+Zhinjg_];:LHfi;

i=1 i

pQ =S n L% < M 1.

=1 g
Para garantirmos que L, M e os h;’s podem ser tomados de modo que as cotas supe-

riores dos graus sao satisfeitas basta usarmos os mesmos argumentos da demonstracao do

item (b) do Teoremas 2.6 e do item (b) do Teoremas 2.8. O

Teorema 2.15. Sejam C4,...,C, curvas algébricas afins, irredutiveis e que satisfazem
as condigoes (ii), (iii), () e (v) da Defini¢ao 2.4. Suponhamos que C; = Z(f;), para
cadai € {1,...,p}, e sejar = i grau (C;). Seja D um polinémio tal que a curva Z(D)
passa pelos pontos singulares dei:CI',» e Z(D)NC; Ny =0, para cada i. Se cada curva C;

¢ tnvariante por um campo vetorial X, de grau m, e suas singularidades sao nos, entao

X satisfaz uma das afirmacoes abaizo.

(a) Se m >r—d—1, onde d= grau(D), entdo

=l (H fj) X, (2.75)

j#i
onde 0s h;’s sao polinomios de grau menor ou igual a (m —r + 1), Y € um campo
vetorial polinomial de grau menor ou igual a m —1r e
fi 0 [ 9fi 9
fi — — -+ a.
Oy Or  Ox Oy

(b) Sem =1r—d—1, entio X tem uma primeira integral de Darbouz.
(¢c) Sem <r—d—1, entao X =0
Demonstragao. (a) Segue diretamente do Teorema 2.14.

(b) Se m = r —d — 1, entao os graus de L e M sao menores ou iguais a (-1). Logo

M = L = 0. Além disso, sendo o grau de cada H; menor ou igual a

m+d—r+1=r—d—1+d—r+1=0,



2.3. Demonstracao do Teorema de Jouanolou 76

temos que H; € C.

Entao o campo fica da forma

x=% % 1/ (2.76)
i=1 i]

e identicamente ao que foi feito no Teorema (2.9), item (b), mostra-se que ele possui

integral primeira de Darboux.

(¢) Se m < r—d—1, entdo os graus de L e M sdo menores ou iguais a (-1). Logo

M = L = 0. Além disso, sendo o grau de cada H; menor ou igual a
m+d—r+1<r—d—1+d—r+1=0,

temos que H; = 0.

2.3 Demonstracao do Teorema de Jouanolou

Teorema 2.16. (Jouanolou)Se s > 2, entdo o campo vetorial X, dado em (2.2), nao tem

curvas algébricas invariantes em P2,

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista uma curva algébrica C' = Z(F') invariante pelo
campo vetorial (2.2). Seja f(z,y) := F(x,y,1), onde x = 2p/29 e y = 21/2. Entao a
curva definida por f, que também sera denotada por C, é invariante pelo campo vetorial
(2.5), ou seja, existe um polinomio H tal que X |y, (f) = Hf.

Seja ¢ uma raiz (s* + s + 1)-primitiva da unidade, com s = m — 1. Consideremos a
funcao bijetora

c: C* — C?
(z,y) = (C°z,Cy).

Dado um nimero inteiro k¥ > 0, o denotard a composta de o com ela mesma k vezes

e 0~ denotard a composta de o~

ke Z,d"(x,y) = (C*x,(ry) .

Suponhamos que

com ela mesma k vezes. Observemos que, para cada

y
flz,y) = 5 a; ;x'y’, onde o ; € C,
i+j<c
e consideremos, para cada ntmero inteiro k£ > 0, o polinomio

gr(wy) = Y iy (CFa)'(Cry)

i+j<c
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Observemos que g(z,y) = 0 se, e somente se, f(o~*(z,y)) = 0. Portanto a imagem de

C por o é também uma curva algébrica. Além disso, como

— _ S% s s+l % _
X v, (gr) = (1 wy)ax(x,y)ﬂw y )ay(fv,y)—

=(1- ng)gsk%(gskx, CFy) + (2 — yS“)C’“g—;(CS’“:& (ry) =
=C*X |y, (f(o™ (x,y)) = C*H (o™ (2, y)) g, (2.77)

segue que o¥(C) é também invariante por X |y, .

Consideremos também a fungao
o: C* — (C?
(z,y) — (T.7),
onde T é o conjugado de z. Dado um polinoémio qualquer W(z,y) = 3 a; ja'y’, definimos

Wi(r,y) =Y a; 'y
Observemos que (z,y) € o(c*(C)) se, e somente se, f(oc*(o(z,y))) = 0. Como

flo™*(o(x,y))) = g(x,y), segue que a imagem de o*(C') por g é a curva algébrica definida

pelo polinémio g(z,y). Além disso, da relacao
_ -7 ks
X |U2 (g) - HC g,

concluimos que as curvas o(c*(C')) sdo invariantes pelo campo vetorial X |, .

Vamos estimar o niimero total de pontos de intersecao das projetivizagoes destas curvas
com l,. Observemos que se ag = (zg : 9o : 0) € C Ny, entdo os pontos o (zg,yo) €
o(c*(xg,10)) determinam pontos de o*(C) Ny e 0(c*(C)) Nly. Se ag = (2o : Yo : 0),
com gyo # 0, entao o' (g, yo) = 07 (ap) se, e somente se, (*'zg = (" xg e C'yo = yo.
As tltimas igualdades sdo vélidas se, e somente se, (*U0~) =1 e (-U~) = 1. Portanto,
como s? + s+ 1 e s+ 1 sdo primos entre si, segue que o'(ag) = 07 (ag) se, e somente se,
¢tD0=) = 1. Ainda pelo fato de s> + s+ 1 e s + 1 serem primos entre si, segue que
a unica possibilidade é i = j. Logo c%(ag) sdao pontos distintos para k = 1,...,s% + s.
Afirmamos que os pontos (0:1:0) e (1:0:0) ndo pertencem a nenhuma destas curvas.
Caso contrario, a trajetéria passando por tal ponto interceptaria A e pelo item (e) do
Corolério 2.2 ela nao seria algébrica. Se o(c"(xg,40)) = 0'(x0, yo), entao o' (xg,yo) € R
Se o(c*(z0,%0)) = "(20,%0), entdo um dos pontos destes conjuntos também pertence a

R2. Portanto segue do Lema 2.2 (e) que se s é par os conjuntos {go’ag}i—o,. € {o%ag}
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nio se interceptam. Logo as curvas {o"(C)}i=o1.. € {0(0"(C))}r=01... tem pelo menos

252 4 25 + 2 pontos em [, se s é par e pelo menos s? + s + 1 pontos se s é impar.

Sejam Cy := C, (', (%, ... todas as curvas algébricas invariantes por X. Entao
$24+s+1 s24s+1
(U)o U aren) cye
k=0 k=0

Ser =3 grau(c’(C))+_ grau(o(c’(C))), consideramos nestes somatérios apenas curvas

distintas, entao

r s2+s+1, seséimpar

v

r > 2s2+2s4+2, sesépar.

Segue do Corolario 2.3 que as hipéteses do Teorema 2.15 sao verificadas. O polinomio

D(z,y) = a(l — 2y®) + b(z* — y*t') é tal que
(a) Z(D)Nlew ={(1:0:0),(b: —a:0)}.
(b) Os pontos singulares de X', descritos em Teorema 2.2 (a), pertencem a curva Z(D).

Escolhendo-se a e b € C de modo que o ponto (b : —a : 0) nao pertenca as curvas C;’s,

podemos considerar o polinomio D para usarmos o Teorema 2.15. Como

m—r+d+1<(s+1)(2-3s) <0, se s é impar e s > 2;
m—r+d+1<2(s+1)(1-s)—1<0, sesépares>2,

segue, do item (c) do Teorema 2.15, que X = 0. O que é um absurdo. ]
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