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RESUMO

Esse trabalho visa descrever o espago de Modulos de m-uplas geodésicas complexas
distintas em HZ nos casos regular, especial e degenerado. Para tal fim faremos uso da
matriz de Gram e dos invariantes (d-invariantes, d-invariantes, invariante angular e in-
variantes parabolicos) que descrevem unicamente a classe de congruéncia de PU(2,1) de

m-uplas ordenadas de geodésicas complexas distintas nos diferentes casos supracitados.

Palavras-Chave: Espaco de Modulos. Matriz de Gram. Geodésicas Complexas.



ABSTRACT

This work aims to describe the Modules space of m-tuples distinct complex geodesics
in HZ in the cases regular, special and degenerate. To this end we use the Gram matrix
and the invariant (d-invariant, d-invariants, angular invariant and parabolic invariants)
that define uniquely the PU(2,1)-congruence class of ordered m-uplas of distinct complex

geodesics in the different cases above.

Key-words: Moduli Space. Gram Matrix. Complex Geodesics.



LISTA DE FIGURAS

Representacao de C>' . . . . . . . ... ...

Assinatura Hiperbolica . . . . . . . . . . ... .. ... ... ... ...

Assinatura Parabolica . . . . . . ...,

Assinatura Eliptica . . . . . .. . ...

c-quadrilatero simples: P(c1,¢a,¢3,¢4). « « o o o o000

c-quadrilatero nao simples . . . . . . ...

c-pentagono e sua configuracao reduzida . . . . . . . ... ...

c-hexagono e sua configuracao reduzida . . . . . . . .. ... ... ..

Geodésicas ¢ e ¢

25

26

26

26

60

61

74

76

95



SUMARIO

INTRODUCAO

ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO DE DIMENSAO 2
2.1 ESPACO COMPLEXO C>' . . . . ... .. ... ... .. ... ....
2.1.1 O ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO DE DIMENSAO 2 .
2.2 O PRODUTO VETORIAL HERMITIANO . . ... ... ... ....
2.3 MODELO DO PARABOLOIDE (OU DOMINIO DE SIEGEL)
2.3.1 COORDENADA HOROESFERICADEHZ . . .........

2.3.2 TRANSFORMACOES DE HEISENBERG . . . . ... ... ..

MATRIZ DE GRAM
3.1 CARACTERIZACAO DA MATRIZ DE GRAM . . . . ... ... ...

3.2 CARACTERIZACAO DE MATRIZES DE GRAM ASSOCIADAS A M-
UPLAS DE PONTOS POSITIVOS . . . .. ... ... . ... ....

O ESPACO DE MODULOS DE GEODESICAS COMPLEXAS EM
H2 - CASO REGULAR

4.1 A ESFERA POLAR DE UMA CONFIGURACAO DE GEODESICAS
COMPLEXASEM HZ . . . ... ... ... ... ... ... ......

4.2 O ESPACO DE MODULOS DE CONFIGURACOES REGULARES.
CASO GENERICO . . . . . .

4.2.1 INVARIANTES NO CASO REGULAR . . ... ... ... ..

4.3 CONFIGURACAO POLIGONAL DE GEODESICAS COMPLEXAS .

O ESPACO DE MODULOS DE CONFIGURACOES REGULARES

11

13

13

14

15

16

17

18

19

19

24

37

37

41

47



- CASO ESPECIAL

6 O ESPACO DE MODULOS DE CONFIGURACOES DEGENERA-
DAS

6.1 AS ESFERAS POLARES DE CONFIGURACOES DEGENERADAS
DE GEODESICAS COMPLEXAS . . . . ... ... .. ........

6.2 A ACAO DE PU(2,1) NAS ESFERAS PARABOLICAS . . ... ...

6.3 O INVARIANTE ANGULAR DE CONFIGURACOES DEGENERADAS

REFERENCIAS

63

7

78

83

87

97



11

1 INTRODUCAO

Os espagos de Modulos estao diretamente vinculados a problemas de classificacao, que
a grosso modo, sao problemas que tem por objetivo dizer quando objetos sao ou nao equi-
valentes. Em geral, temos uma nocao de quando dois objetos sao equivalentes, mas pode
acontecer de dois objetos equivalentes superficialmente parecerem distintos. Entao dese-
jamos encontrar uma maneira de poder descrever objetos equivalentes com uma mesma
descrigao, e objetos distintos com descri¢oes diferentes. O espago de Modulos aparece

justamente como uma espécie de solucao geométrica para os problemas de classificagao.

Nessa dissertacao estamos interessados em descrever o espago de modulos em casos

em que dispomos de m-uplas de geodésicas complexas distintas em HZ.

Este trabalho sera composto por 5 capitulos principais, dispostos da seguinte forma:

No capitulo 2 apresentamos conceitos de geometria hiperbolica com a finalidade de
tornar esse trabalho acessivel para leitores que nao detenham conhecimentos basicos

sobre o assunto.

No capitulo 3 caracterizaremos as matrizes de Gram e definiremos alguns conceitos
como: Subespaco parabolico, hiperbélico, eliptico, degenerado e regular. Neste
capitulo o resultado mais importante ¢ a Proposi¢ao 3.6, que classifica um par de
m-uplas de pontos positivos como sendo congruentes em PU(2,1), utilizando a

equivaléncia das matrizes de Gram.

No capitulo 4 passamos a trabalhar com m-uplas de geodésicas complexas em HZ.
Conceitos como: pontos polares, esfera polar aparecem por aqui. E nesse capitulo
que definimos os invariantes que definem unicamente a classe de congruéncia de
PU(2,1) no caso regular. Por fim, podemos destacar o Teorema 4.8, onde o espago

de Modulos surge pela primeira vez em nosso trabalho.

No capitulo 5 podemos destacar alguns dos seguintes conceitos: reta boa, reta

ruim, configuracao boa, configuragao ruim, configuracao de primeiro, segundo ou
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terceiro tipo. Aqui é bom lembrar que os invariantes utilizados no capitulo anterior
nao sao capazes de descrever unicamente as classes de congruéncia de PU(2,1).
Entao precisaremos definir outros invariantes que cumpram essa tarefa. Nesse caso,
acreditamos ser importante destacar os Exemplos 5.3 e 5.4, que descrevem respec-

tivamente os espacos de Modulos de c-pentédgonos e de c-hexégonos retangulares.

No capitulo 6 faremos uso da razao cruzada a fim de obter um novo invariante para
descrever unicamente as classes de equivaléncia de PU(2,1) de m-uplas ordenadas

degeneradas de geodésicas complexas distintas.

Por fim é importante salientar que o final de cada demonstracao serd marcado por
um pequeno quadrado hachurado (M), bem como o fim de exemplos estara indicado por

um pequeno circulo hachurado (e).
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2 FESPACO HIPERBOLICO
COMPLEXO DE DIMENSAO 2

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos basicos de geometria hiperbolica
complexa a fim de dar ao leitor, nao familiarizado com o assunto, condi¢oes minimas para
entender os resultados apresentados ao longo do trabalho. Para isso, iniciaremos introdu-
zindo as nogoes de espago complexo C*! e o espago hiperbolico complexo HZ. Definiremos
em seguida geodésica complexa, vetor polar a uma geodésica complexa, produto vetorial
hermitiano. E terminaremos apresentando o dominio de Siegel, coordenadas horoesféricas

e as transformacoes de Heisenberg.

2.1 ESPACO COMPLEXO C2?!

A fim de definir o espaco hipérbolico complexo de dimensao 2, inicialmente consi-
deramos C*! o espago vetorial complexo munido de uma forma hermitiana (—,—). Se

2z € C*! entao z é representado como

21

Z3

com z; € C, para todoi =1, 2, 3.
Dado z, w € C?! temos que a forma hermitiana mencionada acima é dada por
(zw) = [w]"I2[7]
= 2W1 + 2Wz — 2Z3Ws,

*

onde [w]* é a transposta conjugada do vetor coluna [w] e I = (a;;) é matriz 3 x 3 tal
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que
1 0 O

Ly=|01 0

0 0 —1

E valido ressaltar que alguns autores fazem uso da forma escrita da seguinte maneira
(z,w) = [2]*Iy1[w]. Para noés a forma Hermitiana utilizada sera a definida acima. Apenas
no capitulo 6 utilizaremos outro produto, com a finalidade de facilitar o nosso trabalho

no referido capitulo.

Podemos destacar trés subconjuntos de C*!
V. ={z€ C*|{(z2) <0},

Vo = {2 € C*\{0}] (2, 2) = 0},

V, ={z€ C*|{(z,z2) > 0}.

Se z, w, u pertencem respectivamente a V_, Vj e V., entao z é denominado vetor
negativo, w vetor nulo ou isotrépico e u vetor positivo. Note que se z € V_, tomando
A € C\{0}, temos que Az € V_. Basta ver que se z € V_, entao (z,z) < 0. Dai, (Az, A\z)
= M (2,2) = |A\?(2,2) <0, portanto Az € V_. O mesmo ocorre com V; e V.

Isso nos motiva a estabelecer a seguinte relagao de equivaléncia.

Considere a seguinte relacao em C*!: z e w se relacionam, z ~ w se, e somente se,
z=Mwonde z, w € Ce X € C\{0}. A relagdo ~ é uma relagao de equivaléncia. Dali,

definimos -
N0} e

Ao qual damos o nome de espaco projetivo complexo de dimensao 2. A aplicagao projecao
de C**\{0} sobre PC? ¢é definida por

7 : C*"\{0} — PC?

2.1.1 O ESPACO HIPERBOLICO COMPLEXO DE DIMEN-
SAO 2

O espago hiperbolico complexo de dimensao 2 é a imagem de V_ pela aplicacao pro-

jegdo, ou seja, HZ = w(V_), cuja fronteira 0HZ = m(V;). Note que se z € HZ, entdo
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2 = (21, 29, 23)t com z 0. Dessa forma z ~ (2,2 1)!. Fazendo uso da forma hermiti-
) 225 <3 3 237 237
ana, obtemos que

(z,2) = |21’ + || = 1 <0.
Isso mostra que HZ esté identificado com a bola B* = {(z1, 22)"; |21|* + |22]* < 1}.
Assim como OHZ esta identificado com |z1]? + |z,]? = 1.

A métrica utilizada em HZ é denominada métrica de Bergman, e é dada por:

cosh? (P@; y>) XY (X)

(X, X) (Y, Y)’

onde x, y € HZ e seus representantes X, Y € C*'. Definimos U(2,1) como o grupo
unitario com relagao a forma hermitiana, ou seja, se A € U(2,1), entdo A preserva a
forma hermitiana. Da maneira como definimos a forma hermitiana, isso é o equivalente
a dizer que A*Iy 1 A = Iy;. A projegao de U(2,1) nos fornece o grupo projetivo unitério,

PU(2,1), que denota o grupo das isometrias holomorfas de HZ.

Agora, seja W C C?! subespaco de dimensao 2 de C*!. Dizemos que a imagem de
(WNV_) # () ¢ uma geodésica complexa ¢, ou seja, ¢ = 7(WNV_). E importante observar
que dado v € V., é possivel obter geodésica complexa. Seja V+ = {w € C*%; (w,v) = 0}
o complemento ortogonal de v. Note que dimV~+ = 2 e que V @ V+ = C>!. Pela
assinatura de C?! temos que V1 contém vetor negativo. Logo, V' N V_ # . Pelo

anterior ¢; = w(V\{0}) NHZ é geodésica complexa. Denominamos v vetor polar a c;.

Considere a seguinte geodésica complexa,

H}C:{<Zl>632;zleC}

ela é importante, pois serve como um padrao para a obtencao de qualquer outra geodésica

complexa. Em outras palavras, as geodésicas complexas sao copias de H..

2.2 O PRODUTO VETORIAL HERMITIANO

Sejam v, w geodésicas complexas distintas em HZ. Se existe p € H2 tal que vNw = {p}
e NwW = () entdo v e w se intersectam. Se existe p € OHZ tal que vNw = {p} entdo v
e w sao paralelas ou assintdticas. Por fim, se v Nw = () e possuem uma unica geodésica
complexa que é ortogonal comum a ambas, entao v e w sao ultraparalelas. No tultimo caso,

estamos considerando que 7N OHZ e v N OHZ.
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O produto vetorial Hermitiano ¢ dado pela seguinte relacao,
X:C> x C*' — C*!

definida por,

(%] w1 63@2 - @2@3
vXw = Vo X (05 - Elmg — @3@1
U3 w3 VW2 — VW)

Tal produto exerce o mesmo papel do produto vetorial utilizado no espaco euclidiano R3.
Ou seja,
(v, o ¥w) = (w,vKw) =0.

Agora, é interessante ressaltar que se ¢; e ¢y sao geodésicas cujos vetores polares sao
respectivamente v e w, e (v,v) = (w,w) = 1, entao o produto vetorial Hermitiano de v e

w, u = v X w, nos fornece as seguintes possibilidades:

1. Se u é negativo, ¢; e ¢z se intesectam no ponto m(u) que corresponde ao vetor u
e o angulo entre as geodésicas complexas é 6, onde cos(f) = | (u,w) |. Para mais

detalhes veja Goldman [5].

2. Se u é nulo, ¢; e ¢y 520 assintoticas ou paralelas no ponto 7(u) € dHZque corresponde

ao vetor u.

3. Se u é positivo, ¢; e ¢y sao ultraparalelos. Que é o mesmo que dizer que tais
geodésicas sao disjuntas e tém uma tunica geodésica complexa ortogonal comum,

que é polar a wu.

2.3 MODELO DO PARABOLOIDE (OU DOMINIO
DE SIEGEL)

O Dominio de Siegel é o subconjunto de C*! dado por
b? = {(w1,w2) € C%2Re(ws) — |un [ > 0},

cuja fronteira ¢ 9h? = {(wy, ws) € C%; 2Re(ws) — |wi]? = 0} U {pso }-

Seja E = (e, ez, e3) base candnica de C*! e considere o produto interno hermitiano
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assim definido anteriormente,

(z,w) = [w]gl1[2]E.

O que nos estamos objetivando aqui é uma mudanga da base canénica E para a base

E = (é1,62,€3), onde €, = €1, €, = e3 — ez e €3 = 252 Ou seja, a matriz mudanca de

base é dada por

1 0 0
D=[g=|0 -1
0 1 !

A matriz D é a matriz mudanca da base E para F, que satisfaz Dlv]s = [v]g, onde

[v] 5 e [v]p s@0 matrizes colunas que representam v € C*! na base F e E.

A aplicagao
B> — B

—zo+1
#2 220 +1
estd bem definida e é uma bije¢ao, denominada de transformagao de Cayley.

Cuja inversa ¢ dada por
[,J2 SN BZ

2 221
— 11+22w2
—92,
22 12w

Observe que o ponto (0,—1)" € OB? nao tem correspondente em h2. Utilizando
compactifica¢gdo por uma ponto, denominemos p,, = (0,—1,1)" de ponto ideal. Na base

E tal ponto é dado por [peo] = (0,1,0)".

Dessa forma, dB? <— 0h* U {p}.

2.3.1 COORDENADA HOROESFERICA DE H2

Seja (wy,wy) € h%. Tome u = 2Re(wy) — |w;|?, pela defini¢io de dominio de Siegel,

ut|w; |?
2

u > 0. Rearranjando a equagao obtemos Re(wsy) = . Note que a varidvel imaginéria

. . 2 y .
de ws esta livre. Dessa forma podemos determinar v € R tal que wy = % — % Assim,

h2 — CxR xRy
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< j ) — (¢, v, u)

onde ¢ = 21, u = 2Re(z3) — |21|* e v = —2Im(zy). A fronteira neste caso esta identificada
com C x R, ou seja, OHZ ~ C x R = {({,v)}.

2.3.2 TRANSFORMACOES DE HEISENBERG

Destacamos, a seguir, algumas transformagoes de PU(2,1).

A transformagao de Heisenberg por (¢,v) € C x R ¢é a transformagao cuja matriz na
base E ¢

10 ¢
- 2 v
T(Cv”) = C 1 K‘ 2
0 0 1
Observamos que T'(poo) = poo € T(0,0) = (¢, v).

A rotacao de Heisenberg por um angulo 6 é a matriz representada por

e? 0 0
Ry = 0O 10
0 01

com Ry(pPs) = Poo € Rp(0) = 0.
A dilatagao real de Heisenberg por um fator k£ > 0 é dada por

1
Dy =

= O O

0 0
também como antes Dy (poo) = Poo € Di(0) = 0.

O subgrupo de isotropia de po, e 0 = (0,0) é dado pelas aplicagoes da forma

o
I
(@]
o F O
= O O

Para maiores detalhes veja [8].
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3 MATRIZ DE GRAM

Nesta secao trataremos de uma das principais ferramentas que nos auxiliara na cons-
trucdo do espaco de modulos nos casos geral e especial. E a matriz de Gram que nos
possibilita dizer quando duas m-uplas de geodésicas complexas distintas em HZ, nos ca-
sos em que estas sao nao degeneradas, sao congruentes pela agao diagonal de PU(2,1).
Neste capitulo tal matriz sera ttil para dizer quando m-uplas de pontos positivos em PC?

sdo congruentes em PU(2,1).

3.1 CARACTERIZACAO DA MATRIZ DE GRAM

Definimos uma matriz de Gram G como uma matriz hermitiana, G* = G, dada por

G = G(p,v) = (9:5) = ((vi,vy))

onde v = (vy, vy, ..., Up,), v; € C>! sao levantamentos de uma m-upla p = (py, p2, ..., Pm)

de pontos positivos distintos no espaco projetivo complexo PC?.

Exemplo 3.1. Sejam p, po, p3 pontos positivos distintos em PC? com levantamentos

1 2 5
U1 = 1 ) Vg = 1 ) V3 = 2 3
1 1 1

respectivamente.

A matriz de Gram G associada a p = (p1, p2, p3) definida por v = (v1, v, v3) é dada

por
1 2 6

Gpv)=1 2 4 11

6 11 28
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E importante salientar que tomando levantamentos distintos da mesma m-upla p,
obteremos matrizes de Gram diferentes, ou seja, a matriz de Gram G depende dos le-
vantamentos tomados em C*!. Mostraremos a veracidade dessa afirmacao, fazendo por
simplicidade o caso em que m = 3, mas sem esquecer que o processo ¢ valido para qualquer

m.

Seja p = (p1,p2,p3) uma tripla de pontos positivos em PC? e v = (vy, v, v3) um

levantamento em C*!. Temos

(vi,v1) (vi,v2) (1, 03)
G(p,v) = (vo,v1) (v2,v9) (U2,v3)

(vg, 1) (v3,v2) (vs,v3)

Substituindo v; por \;v;, com A; # 0, obtemos uma nova matriz

)\1)\_1 (v1,v1) Mg (v1,v2) )\1)\_3 (v1,v3)
CA?ZG(p,M) = )\2)\_1<U2,U1> )\2)\_2<U2,Uz> /\2>\_3<U277J3>
/\3>\_1 (v3,v1) >\3)\_2 (v, v2) /\3/\_3 (v3,v3)
M 0O 0 (vi,v1) (v1,v9) (v1,0v3) M 0 0
= 0 X O (v, v1) (U9, v9) (vg,v3) 0 X O
0 0 M\ (vs,v1) (vs,vq9) (vs3,vs3) 0 0 M3
= D*GD

Isto motiva a seguinte afirmacao: Duas matrizes hermitianas H e H, ambas m x m

sao ditas equivalentes se existir uma matriz diagonal nao singular D tal que H = D*GD.

Exemplo 3.2. Utilizando a mesma tripla p = (p1,p2,p3) do Exemplo 3.1, e tomando

levantamentos distintos a do referido exemplo,

7 43 157
U1 = 7 ) Uy = QZ ) U3 = GZ
7 21 3t
Obtemos que
i 120 5(32')6 2 0 0 1 2 6 7 0 0
G=| 2i2i 22 233 | =0 2 0 2 4 11 02 0
3i6i 3i22i 3i84i 0 0 3 6 11 28 0 0 3

as matrizes nos dois exemplos sao equivalentes. °
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Observacao 3.1. Se G e G sdo associadas a uma mesma m-upla p, pelo acima, tomando
levantamentos distintos de p, obtemos que G e G sio equivalentes e entao det G = \det G.

De fato, como G e G sdo equivalentes, cumpre que

G = D*GD
detG = det(D*GD)
= det D*det Gdet D

= Mg (det YA A A,
= M Ap|Pdet G

onde D é matriz diagonal nao singular. Como \; # 0, Vi = 1,2, ..., n segue que |\ Ag... Ay |2 >
0. Tomando A = [AjA\a... A\ |? tem-se que, det G = M\det G.

Defini¢ao 3.1. Se p = (p1, ..., pm) € uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos
em PC? tal que a matriz de Gram associada a p, G = (g;;) é tal que g;; # 0, Vi, j = 1,...,m,

entao dizemos que p é genérico.

A demonstragao da proposicao a seguir nos fornece meios de normalizar uma matriz
de Gram. Tal procedimento é importante e serd utilizado muitas vezes ao longo desse

trabalho.

Proposicao 3.2. Seja p = (p1,p2, ..., Pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos em
PC2. Entao a classe de equivaléncia das matrizes de Gram associadas a p contém uma
matriz G = (g;;) tal que g;; = 1 e g1; = 71; s@o nimeros reais nao-negativos para j =

2,...,m.

Demonstragao: Seja p = (p1,p2, ..., Pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos
distintos em PC?, considere ¥ = (01, ..., U,,) seu levantamento em C*!. Como os v; sdo
positivos, podemos tomar o levantamento v; = ({1;, @})_%@. Dai g;; = (v;,v;) = 1.
Agora, dados 01, ...,0,, escrevamos (03,0;) = r;e’®, onde r; > 0, Vj = 2,...,m.
Tomemos v; = (0;, @))_%e""‘i@. Tal levantamento preserva g;; = 1 e nos fornece g;; € R

Observacao 3.2. Vale destacar que se gi; # 0,Vj = 2,...,m a matriz de Gram G da
proposicao acima ¢é tnica. Fagamos para o caso m = 3, apenas por simplicidade nas

contas.

Seja G a matriz de Gram associada a p = (py, p2, p3) e definida por v = (vq, v9, v3) tal
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que

G(p,v) = T_IQ 1 a ) 12,713 > 0.

Suponha que exista outra matriz de Gram associada a p definida pelo levantamento

v = (01,03, 03) com as mesmas propriedades de G,

1 ,7::12 ?13
G<p7 Tl}l) = /7\:_12 1 b ) F1277713 > 0

fz b1
Como v; e v; sdo levantamentos de p; temos
Uy = Ay, Uy = Py, U3 = yus.
Lembrando que estamos considerando a matriz de Gram com a forma

(v, v1) (v1,v2)  (v1,v3)
G(p,v) = (vg,v1) (v2,v2) (v2,v3) )

(vg,v1) (v3,v2) (vs,v3)

Podemos destacar as seguintes relagoes

L. |)\|2 = ’)\|2 <U17U1> = <@/1761> = 1?

2. B> = |B (v2, v2) = (U2, T2) = 1
3. [y = [v]? (vs, v3) = (Us,Ts) = 1;
4. ABrig = AB (v1,v3) = (01, Ty) = T1;
5. Ayris = Ny (v, v3) = (U1, 03) = T13;
6. fya = 7 (v2,v3) = (V2,3) = b.

Como A, 3, v sao complexos unitérios podemos escrevé-los como
— 7:01 _ 7:92 _ i93
/\ =c ) 6 =c ’ 7 =

e obtemos

01—03)

(610 ~ i ~
=02 =7, el r13 = T'13,
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Como 712, 713 880 reais positivos segue que 01 — 0y = 0, 0y — 03 = 0 e O3 — 65 = 0.
Lembrando que 6, 65 e 03 sao argumentos de complexo e portanto estao definidos no
101

intervalo [0, 27). Logo, A = § = v = €. Segue dai que G = G’. Assim se p é genérica a

matriz de Gram normalizada associada a p é tnica.

Exemplo 3.3. Nesse exemplo desejamos mostrar que quando para algum j = 2,....m
temos ¢1; # 0, perdemos a unicidade mencionada acima. Sejam p;, p2, ps pontos positivos

distintos em PC? com levantamentos

1 0 %
nv=1_201, =111, vg = \/%
0 0 0

A matriz de Gram associada a p = (p1,p2,p3) e definida por v = (vy,v9,v3) ¢ dada

por
1
1 0 7%
_ 1
G(p7 ?)) - 0 1 75
119
V2 V2
Observemos que
1
1 0 %
61 = 0 ) ,{Jé = 7 ; 651, = \/LQ
0 0 0

também sao levantamentos de p;, ps, ps respectivamente em C*!. Cuja matriz de Gram

normalizada associada é

10
/ . 7
G'(p,v)=1| 0 1
1 =

V2 V2

No capitulo 5 veremos como normalizar a matriz de Gram nesta situacao.
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3.2 CARACTERIZACAO DE MATRIZES DE GRAM
ASSOCIADAS A M-UPLAS DE PONTOS POSI-
TIVOS

Considere em C*! um subespaco vetorial W, cuja dimensao seja k + 1, com k = 1 ou
k = 2. Afirmamos que a restricao da matriz do produto hermitiano a W pode assumir
apenas uma das seguintes assinaturas (k, 1), (k,0) ou (k+1,0). Dependendo da assinatura
que W assuma, daremos a ele uma denominacao especifica. Assim, se a assinatura de W
¢ (k,1), (k,0) ou (k+ 1,0) dizemos que W & respectivamente hiperbdlico, parabolico ou

eliptico.

Seja W subespaco de C*!. Por comodidade diremos assinatura de W ao invés de

dizermos assinatura da matriz do produto hermitiano restrita ao subespaco W.

Utilizaremos o lema a seguir, abordado em Parker [7], para obter as possiveis as-
sinaturas de um subespaco de C?!'. Sua demonstracio também se encontra na fonte

supracitada.

Lema 3.3. Se v, w € C*! com (v,v) < 0 e (w,w) < 0, entao ou v = A\w para algum
A€ C ou (v,w) # 0.

Seja W subespaco de C*! com dim W = 3 segue que W = C?!, consequentemente a
assinatura de W é do tipo (2,1). Agora, suponha que dim W = 2. Tome {w;,ws} base
ortogonalizadora, ou seja, (wy, ws) = 0. O lema nos fornece que no maximo um dos dois

vetores pertece a Vo U V_. Segue que

e Se nenhum dos dois vetores pertence a VU V_ temos a assinatura (2, 0);

e Se um dos vetores pertencer a V; o outro tem que pertencer a V., o que gera a

assinatura (1,0);

e Se um dos vetores pertencer a V_ o outro tem que pertencer a V., fornecendo a

assinatura (1,1).

Seja p = (p1,...,pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos em PC?,
v = (vy,...,v,) um de seus levantamentos em C*!. Seja V C C*! o espaco gerado pelos
vi,t=1,....medim V=k+1, k=1ouk=2.

Entao as seguintes situagoes sao possiveis:
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1. V ¢ hiperbolico de assinatura (1,1) ou (2, 1);
2. V é parabolico de assinatura (1,0);
3. V ¢ eliptico de assinatura (2,0).
Essas assinaturas podem ser facilmente obtidas olhando para um ponto de vista ge-
ométrico. Para tal fim, facamos uma analogia do espaco vetorial complexo C*! com o

espaco vetorial real R*!, ambos com o produto hermitiano padrao. Tomemos um z € R?*!

tal que z esteja em Vp. De (z, z) = 0 segue que,

2, .2 .2 _
2] + 25 — 25 =0,

que ¢é a equacao de um cone. Dessa forma podemos vislumbrar Vy, V_, V. da seguinte

forma.

Figura 1: Representacao de C*!

O subconjunto Vj representa a lateral do cone, V_ o interior do cone e o exterior é

representado por V., .

Os subespacos de R?! de dimensao 2 sao planos. Temos trés possibilidades para a

posicao desses planos.

1)Se o plano em questao secciona o cone entdo a assinatura do produto hermitiano

restrita a esse espago ¢ do tipo (1,1).
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| T

<

Figura 2: Assinatura Hiperbodlica

2)No caso em que o plano tangencia uma geratriz do cone, nao temos a presenca de
vetores negativos na restricao do produto ao subespago. No entanto, temos a presenca de

um negativo e outro positivo. Segue que a assinatura obtida aqui é (1,0).

Figura 3: Assinatura Parabdlica

3)Por fim temos o caso em que o plano nao intersecta o cone. Nesse caso tal subes-
paco é gerado por dois vetores positivos. Portanto, a assinatura do produto restrita ao

subespaco ¢ (2,0).

L

Figura 4: Assinatura Eliptica
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Dada uma matriz hermitiana H, denotamos S(H) = (ny,n_,ng) de assinatura (ou
inércia) de H, onde ny, n_ e ng sdo respectivamente o nimero de autovalores positivos,
negativos e nulos de H. Se p, G = G(p), V, k sdo como mencionados anteriormente, entao

(G se encontra em um dos casos abaixo:

1. No caso hiperbdlico temos S(G) = (n4,1,n9), onde ny =k, k=1ouk =2e

ny +no+1=m;
2. No caso parabolico temos S(G) = (1,0,ng), onde 1 + ny = m;

3. No caso eliptico temos S(G) = (2,0, ng), onde 2 + ng = m.

As condigoes acima sao denominadas condicoes de assinatura.

Mostraremos o caso eliptico. Os demais sao tratados de forma andloga. A titulo
de simplicidade suporemos que p = (p1, p2, P3, p4) € uma quadrupla ordenada de pontos
positivos distintos, v = (vy, vq, v3,v4) € uma quadrupla de levantamentos de p e V' = [vy, vg)
é subespago eliptico. A menos de ordenagao, vs e v4 sao combinagoes lineares de vy e v €,
como p3 e py sao pontos distintos de PC?, v, nao é multiplo escalar de v3. Temos, entdao

V3 = \1Uq + QU9 € Vg = 61"01 + 521)2. Dai,

(vi,v1) (1, v2) @ (vi,v1) + @z (v1,v2) By (v1,01) + Ba (v1, va)
G- (va,01) (v2,v2) @ (va,v1) + % (va,v2) i (v2,v1) + Bo (va, v2)
(vs,v1) (vs,v1) a7 (vs,v1) + g (vs,v2) Bi(vs,v1) + Ba (vs,v2)
(v, 01)  (va,09) @ (vg,01) + g (va,02) P (va, 1) + B2 (V4 02)

isto é, as terceira e quarta colunas de G sao combinacoes lineares das duas primeiras

colunas. Além disso

—Qq —51
— Q9 -
U1 = ) Vg =
1 0
0 1

sao autovalores linearmente independentes associados a 0. Como V é eliptico, temos que

para a base B = {vy, vy}, a matriz do produto hermitiano é

M — (vi,v1) (v2,v1)
<U17 U2> <U2, U2>
segue que A; = (vy,v1) e Ay = det M sdo positivos, e portanto, a assinatura de G é

(2,0,2).
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Vejamos, a titulo de ilustracao, um exemplo de cada caso.

Exemplo 3.4. Sejam p = (p1,p2, ps, pa) € v = (v1, 2, V3, v4) Tespectivamente quadruplas

de pontos positivos em PC? e de levantamentos destes pontos em C?!, de modo que

0 1 1 2
v = 11, Vg = 0], wvs= 11, Vg = 3
0 0 0 0

Considere W o espago gerado pelos vetores vy, vo, v3 € v4. Como v3 e v4 sa0 combinacao

de vy e vy, podemos tomar B = {vy,vs} base de W, onde W é dado por

W = x |;x,yeC

Seja G a matriz de Gram associada a p definida por v.

101 3
01 1 2
G(p’v):1125
325 13

A matriz do produto interno restrita ao subespaco W é dada por

10
[<>>|w]=<0 1)-

Note que a assinatura de W é (2,0), dimensao de W é 2, dai W ¢é eliptico. Observe

ainda que S(G) = (ny,n_,ng) = (2,0,2), pois o polinémio caracteristico de G, p(z) =

V2T ¢ V22T Segue também que

2?(x? — 17z + 17) nos fornece os autovalores 0, 0,

ny+n_+ng=4=m. °

Exemplo 3.5. Sejam p = (p1,p2, p3) € v = (v1, v2,v3), com p € PC? e v € C*! | onde

1 1 2
V1 = 1 s Vg = 0 R V3 = 1
—1 0 —1

Considere W o espaco gerado pelos vetores vy, vy, v3. Como v3 é combinagao de v; e



29

vg, podemos tomar B = {vy, vy} base de W, onde W é dado por

Tty
W = x sx,y € C

—X

Seja G a matriz de Gram associada a p definida por v.

11 2
G(p) U) _ 1 2
2 2 4

A matriz do produto interno restrita ao subespago W é dada por

11
s )W — b
[(,) |w] (11)
tomando base de autovetores

()

Escrevendo a matriz acima na base B, temos que

00
NHMB=<02>‘

Note que a assinatura de W é (1,0), dimensao de W é 2, dai W é parabolico. Observe

S-S
Sl sl

ainda que S(G) = (ny,n_,ng) = (1,0,2), pois p(z) = 2*(6 — z) nos fornece que G tem

autovalores 0, 0, 6. °

Exemplo 3.6. Sejam p = (p1,p2, p3) € v = (v1,v2,v3), com p € PC? e v € C*>! | onde

v = V3 =

<, ol ke

o s s
I
<, sl sl

Considere W o espago gerado pelos vetores vy, v9, v3. Como v3 é combinacao de vy e
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vg, podemos tomar B = {vy, vy} base de W, onde W é dado por

1 3
Glpv)=1 2 1 3
3 3 6

A matriz do produto interno restrita ao subespaco W é dada por

12
[<>>|w]=<2 1>,

Escrevendo a matriz acima na base B, temos que

-1 0
[<7>|W]B:< 0 3>

Note que a assinatura de W é (1, 1), dimensao de W é 2, dai W é hiperbolico. Temos

tomando base de autovetores

oy

I
—
7N
l\')!l—\ ol
N—
7N
D= DO

ainda que S(G) = (ny,n_,ng) = (1,1,1), pois o polinémio caracteristico de G, p(z) =

—z(z —9)(x + 1) nos da 0, 9, -1 como autovalores de G. .

Até aqui dada uma m-upla de pontos positivos distintos p em PC?! conseguimos
obter matriz de Gram associada a p. Além disso, a proposi¢ao 3.2 nos fornece meios
para normalizar tal matriz. Desse modo ¢ natural pensar se o caminho inverso também
é valido. Ou seja, dada uma matriz hermitiana que cumpra determinadas condicoes, é
possivel relacioné-la com alguma m-upla de pontos positivos distintos? Vejamos a seguir

a resposta para essa indagacao.

Proposigao 3.4. Seja G = (g;;) uma matriz m x m hermitiana tal que g; = 1. Entao
G é uma matriz de Gram associada a alguma m-upla ordenada p = (p1, ..., p) de pontos

positivos distintos em PC? se, e somente se, posto(G) < 3, e G ¢ indefinida, positiva
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definida ou positiva semi-definida cuja assinatura satisfaz as condi¢oes de assinaturas

definidas anteriormente. Nos tltimos dois casos, posto(G) < 2.

Demonstracao: Seja G = (g;;) matriz hermitiana m x m tal que g; = 1.

1 () 91,3 g1,m—2 g1,m—
92,1 1 92,3 92,m—2 92,m—
93,1 932 1 93,m—2 93,m—
I9m—21 Gm-22 YGm-—23 - °° 1 Im—2,m—
Im-11 9Gm—-12 Im-1,3 Im—1,m—2

gm,l gm,2 gm,3 gm,mf2 gm,mf

1
1

1

1
1

1

Im—2,m

gm—l,m

91,m
9o.m

g3m

Faremos aqui a demonstragao para o caso de assinatura (2,1, 1) com m = ng+3. Os

demais casos sao similares. Pela lei de inércia de Silvester existe matriz S € GL(m, C) tal

que S*GS = B onde B = (b;;) é matriz diagonal m x m tal que by; = bgy = 1, b33 = —1,

b;j = 0 para todos os outros indices, ou seja,

10 0 0 - 0
01 0 0 - 0
00 -1 0 - 0
B =
00 0 0 - 0
00 0 O 0
Agora, considere a matriz A = (a;;), 3 x m tal que, a;; = 1 para 1 <i <n,, a; = —1

para i = ny + 1 e a;; = 0 para todos os outros indices.

A:

10 O -~ 00 --- 0
o1 o0 --- 00 --- 0 e A=
00 -1 --- 00 --- 0

0

0

0

Note que B = A*J;;A. Adicionando informacoes anteriores podemos considerar as rela-
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coes B = A*J,1A e B=S5*GS, de modo que

S*GS - A*JQJA
G = () TAJ, AST
G = (ASHl)*JQ’l(ASil)

Basta entao definir v; como a i-ésima coluna de (AS™'). Dai, g; = (v, v;) =
[vj]*Ja1[v;]. Tomando p; = m(v;), onde m é a aplicagdo projecdo. Portanto, G(p,v)
¢ a matriz de Gram associada a m-upla p = (p1,...,p,) definida pelo levantamento

v = (v, ..., ). Observe que

i. os p;/'s encontrados s@o positivos, pois (v;, v;) = 1.

ii. os p;’s sao distintos, pois todas as colunas de A sao L.I. Segue dai que AS™! s6

possui vetores coluna L.I.

Exemplo 3.7. Considere a matriz GG abaixo. Desejamos demonstrar que ela é matriz de

Gram utilizando os passos do teorema anterior.

G(p,v) =

I e R

0
1
1

—_ = =

Podemos encontrar S € GL(m,C) tal que S*GS = B, com

1 0 0 1 01
B=(0o1 0[|=51011]S5,
0 0 —1 1 11
onde
2 L d V2 ) 0
2 2/1+v2  2¢/1-v2 2 2
S_ _ﬁ 1 i Sil— 1 % V2
B 20 2/1ve o2v/i-ve | | iz 2v1-va 2v1-va2
0 V2 W2 1 1 W2
n/14v2  2/1-v2 2/14v2  2/14v2  2/142

Tome matriz A = (a;j), 3 x 3, tal que a;; = 1 parai = 1,2, ags = —1, a;; = 0, Vi # j.
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Expressamos A e AS™! abaixo

V2 V2
10 0 2 2 0
1 i 7 2
A=101 0 e AST = 2¢/1-v2 2/1-v2  2¢/1-v2
00 —1 - 1 . 1 V2
2/14v2 2142 2¢/1+v2
Basta tomar
V2 V2
& -5 0
7 7 l\/§
U1 = 2¢/1-2 ) U2 = 2¢/1-v2 ) U3 = 2¢/1-v2
. 1 o 1 V2
/142 2¢/1+v2 2V 1+V2

Definigao 3.5. Seja p = (p1, ..., pm) uma m-upla de pontos positivos distintos em PC? e
v = (vy,..., Uy) seu levantamento em C*'. A m-upla p ¢é dita hiperbdlica, parabdlica ou
eliptica se o espaco W, gerado pelos vy, ..., v,,, for respectivamente hiperbolico, parabdlico

ou eliptico.

Seja W C C?! subespaco vetorial, dim W =k +1, k =1 ou k = 2, dizemos que W ¢é
degenerado ou singular se existe w € W tal que (w,v) = 0 para todo v € W onde w # 0.

Caso contrario o subespago ¢ regular ou nao singular.

Observacao 3.3. Podemos observar que o espaco W associado a uma m-upla p =
(p1, -, pm) de pontos positivos distintos de PC? ¢ degenerado se, e somente se, p ¢ para-

bolico.

De fato, no caso em que dim W = 2 existe uma base B = {wy,ws} tal que a matriz

do produto hermitiano ¢ diagonal dada por

()

onde a, b sao positivos, no caso elipticos; a é positivo, b é negativo no caso hiperbolico e
a ¢é positivo e b nulo no caso parabodlico. No caso em que dim W = 3 a matriz em questao

¢ a propria [y ;.

Defini¢ao 3.6. Sejam p = (p1,...,pm) € P = (P}, -..,p,,) duas m-uplas ordenadas de
pontos distintos em PC?. Dizemos que p e p’ sdo congruentes em PU(2,1) quando existe

g € PU(2,1) tal que g(p;) = p;.
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Para a demonstragao da proposigao a seguir faremos uso do Teorema de Witt (veja

Scharlau [11]), abaixo enunciado

Lema 3.7. (Teorema de Witt) Seja (V,(,)) um espaco vetorial regular. Sejam W C V
um subespaco de V e 0 : W — V uma isometria. Entao, existe uma extensao isométrica
X2:V—=>VdeoalVl.

Proposicao 3.8. Sejam p = (p1,...,pm) € P = (9}, ...,p,,) duas m-uplas ordenadas de
pontos distintos em PC?. Suponhamos p e p’ ambos hiperboélicos ou ambos elipticos. Entao
p e p/ sado congruentes em PU(2,1) se, e somente se, as matrizes de Gram normalizadas

associadas a p e a p’ sdo iguais.

Demonstracao: Sejam p = (py,...,pm) € P’ = (P}, ..., pl,) m-uplas ordenadas de pontos
positivos distintos congruentes em PU(2,1), isto é, existe g € PU(2,1) com g(p;) = p,
para todo i. Tome ¢ = (q1, .., qm), ¢ = (¢}, .-, ¢,,) e designaremos por g o levantamento

/

de g € PU(2,1). Como 7(g(q;)) = 7(q;) = p; segue que existem J\; tais que g(g;) = \ig..

Além disso, como g preserva a forma hermitiana, temos que

<Q17Q1> <Q1,Q2> <Q1>Qm>
Gp.Q) = : :

<QmaQI> <QmaQQ> <Qm>qm>
(9(@),9(@))  (9(@),9(q2)) -+ (9(@r),9(qm))
(9(am), 9(@1)) (9(gm),9(q2)) -+ (9(qm), 9(qm))
(Mg, Arqy) (i degs) oo (Mg Amd))
My MA@ Py Aoh) Al Al

Dai, por resultado ja visto, G = D*éD, onde D é matriz diagonal (m x m). Portanto

G e G sio equivalentes. Normalizando tais matrizes obtemos a igualdade desejada.

Reciprocamente, sejam p = (p1, ..., pm), ' = (P}, ..., p,,) m-uplas ordenadas de pon-
tos hiperbolicos distintos, ¢ = (q1,...,qn), ¢ = (d, .., q,,) suas respectivas m-uplas de

levantamentos e W, W' os espacos gerados por esses levantamentos.

Como as matrizes de Gram associadas a p e a p’ sdo equivalentes segue que dim W =

dim WW’. Caso contrério, o nimero de colunas L.I de G e G’ seriam distintos.
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Agora, suponha que W e W' sejam subespacos proprios de C*! de dimensao 2. Re-
ordenando, se necessario, podemos considerar B = {q1,¢2} ¢ B’ = {q}, ¢,} bases de W e
W' respectivamente. Podemos definir, g : W — W’ dada por g(aq + Bq2) = ag) + B¢5.

Desejamos mostrar que g(gs) = ¢5.

O fato de ¢z € W nos possibilita escrever esse vetor como combinagao linear de
¢1, G2, Ou seja, g3 = aq; + bga. Similarmente ¢4 € W’ pode ser escrito da seguinte forma
g5 = d'¢qy +V'¢,. Dai,

{ (g3, 1) = a+b(a2,q)
(@3, q2) = a{q1,q2) + b

{ (dhdt) = a +V (dh, )
(a5, ) = a' (¢}, q5) + V'

Como (g;,qj) = <q§,q§>, temos que (a,b) e (a’,b') sdo solugdes do mesmo sistema de

equacgoes. Temos que o determinante da matriz dos coeficientes do sistema é

(@, q1) (q1,62)

0,
<CJ27(J1> <Q2,Q2> 7

pois por hipdtese W ¢é hiperbdlico ou eliptico. Dai, o sistema ¢ possivel e determinado,

de onde segue que (a,b) = (', V).

Portanto, ¢(g3) = ¢4 e consequentemente aplicando o mesmo raciocinio ¢(¢;) = ¢,
Vi € {4,...,m}. Note que g preserva a forma hermitiana, pois (g(¢;), 9(¢)) = (¢, q}) e
como G e G' normalizadas sao iguais, temos que (¢}, ) = (g, ¢), logo {(g(¢:),9(q:)) =

Logo, g é¢ uma isometria. Utilizando o Teorema de Witt, podemos estender a g para

C?*, obtendo o resultado desejado. u

E de suma importancia ressaltar que o mesmo nao vale para quando a m-upla p é

parabodlica. Veja o exemplo a seguir

Exemplo 3.8. Seja p = (p1, p2, p3) uma tripla ordenada de pontos positivos distintos em

PC2, com os seguintes levantamentos

0 1 z
V1 = 1 s Vg = 1 s V3 = 1
0 1 z

onde z € C, com z # 0,1. Observe que (v;,v;) = 1, para todo 4, j = 1,2,3 e que G = (g;5)
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nao depende de z,

G(p,v) =

—_ = =
—_ = =
—_ = =

onde vy = (1,0,1)! ¢ vetor isotrépico de C*!. Como vy = v9 — vy, entao vy pertence ao
espaco W gerado por vy, va, v3. Isso implica diretamente que W é degenerado. Suponha
que p’ = (p1, p2, Ph) seja outra tripla ordenada de pontos positivos distintos em PC?. Com

v1, U9 € v5 levantamentos de py, ps e ph respectivamente, onde

z z
/
V3 = 1 ) U3 = 1
z 2

Até aqui, conseguimos obter duas triplas distintas com a mesma matriz de Gram. E
L. : P ) ,
notoério que as triplas p e p’ serao distintas, se tivermos vz # v4, 0 que ocorre se, e somente
se, z #£ 2.

Desejamos mostrar que nao existe g € PU(2,1) tal que g(p) = p’. Para isso podemos

supor por contradi¢do que existe v € PU(2,1) tal que v(p) = p/. Entao, v(p1) = p1,
v(p2) = p2 e v(p3) = 5.

Note que v3 = (1 — 2)v; + 209, 0 que nos mostra que vz é combinagao linear de v; e

v9. Temos que,

vy ="7(vs) = ((1—2)v1+ 212)
(1 —2)y(v1) + 2v(v2)
(

O que é uma contradigao, dado que estamos considerando que vs # v5.

Portanto, no caso de m-uplas degeneradas ¢ possivel tomar duas m-uplas com a mesma

matriz de Gram sem que exista congruéncia em PU(2,1) entre tais m-uplas. °
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4 O ESPACO DE MODULOS DE
GEODESICAS COMPLEXAS
EM H% - CASO REGULAR

Nesse capitulo, nosso maior interesse ¢ a descricao do espago de modulos de m-uplas

regulares de geodésicas complexas distintas.

4.1 A ESFERA POLAR DE UMA CONFIGURAGCAO
DE GEODESICAS COMPLEXAS EM H2

Seja W subespaco vetorial de C*! com dim W = 2 tal que W N V_ # (). Definimos a
geodésica compleza ¢ € HZ como a imagem de W N V_ pela aplicagao projegao, ou seja,
c=nm(WnV.).

Agora observe que como W é subespaco de dimensao 2 segue que a dimensao do
complemento ortogonal de W, denotado por W+, ¢ igual a 1. Além disso, de WNV_ # ()
segue que existe v € V, tal que St = {awv;a € C}. Denotamos o vetor positivo v de vetor
polar a geodésica complexa c. A reta complexa positiva gerada por v é chamada de reta
polar. Por fim, denominamos de ponto polar a geodésica complexa ¢ a imagem do vetor

polar v pela aplicacao projecao 7.

Pelo anterior, dado um ponto positivo p € PC? podemos associa-lo a uma geodésica
complexa ¢ € HZ. Para tanto, basta tomar um levantamento v do ponto p, e notar que
o complemento ortogonal de v é um subespaco vetorial de C*! com dimensao 2 cuja
intersecao com V_ ¢é diferente do conjunto vazio. A projecao dessa interse¢ao nos fornece

a geodésica complexa c(p).

Fixemos a geodésica complexa ¢(p) com a finalidade de mostrar que podemos associa-

la apenas ao ponto positivo p. Temos que ¢(p) é geodésica complexa associada ao ponto
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p € PC?. Entao, c(p) = #(WNV_), onde W é subespago de C*!, dim W = 2e WNV_ # ().
Sejam vy, vo vetores linearmente independentes de W tais que, v; = (a,b,c)' e vy =
(d,e, f), onde a, b, ¢, d, e, f € C.

Suponha que exista w € C*! tal que

(v, w)y =0 ~ az; +bzg —cz3 =0
entao
(vg,w) =0 dzy +ezg— fz3=0

Note que (21, 29, 2z3) € familia de solu¢oes dependendo de um tnico parametro. Como
p satisfaz o sistema acima, temos que w precisa ser um levantamento de p. Isso mostra
que existe uma relacdo biunivoca entre geodésicas complexas em HZ e pontos positivos
em PC2.

A partir desse momento passaremos a focar nossa atencao em m-uplas ordenadas

C = (c1, ..., cm) de geodésicas complexas distintas em H%, onde m > 1.

Comecaremos nosso trabalho aqui fazendo uma distingao entre dois tipos de m-uplas

ordenadas de geodésicas complexas.

Defini¢ao 4.1. Sejam C' = (¢, ..., ¢;,) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas
e vy, ..., Uy, 0S vetores polares de cy, ..., ¢, respectivamente. Dizemos que C' é regular se
V(C), o espago gerado pelos vy, ..., v, € regular. Caso contrario, C' é degenerado, ou

parabolico.

Pela Observacao 3.3, C' é regular se, e somente se, é hiperbolica ou eliptica, e C' é
degenerada se, e somente se, é parabdlica. Note que no caso em que C' é hiperbolica
temos que V(C) = C*! ou V(C) ¢é subespaco proprio de C*! cuja dimensao ¢ 2. Pois,
por definigao, V' (C') tem assinatura (k,1), k =1 ou k =2 e dim V(C) = k+ 1. Nos casos
eliptico e parabdlico pela assinatura dos subespacos, k s6 pode ser 1, dai a dimensao em

ambos os casos é 2, portanto os subespagos sao proprios.

Assim, se V(C') é subespago proprio, onde C' é m-upla com m > 1, segue que dim V' (C)
= 2.

Definigao 4.2. Seja V(C') um subespago proprio de C*!. Denominamos de esfera polar
definida por C' a reta projetiva complexa em PC? dada por S(C) = 7(V(C)\{0}).

Sejam vy, ..., U, levantamentos de py, ..., pnm, respectivamente. O espaco V(C') tem

dimensao 2, por hipotese. Digamos que ele seja gerado por vy e vy. Entao, S(C) =
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{m(avy + Pug; a, p € C)}. Mas todo v; é combinagao linear de vy e vy. Logo existem «; e
B; tais que v; = vy + Bivg. Portanto, p; = m(ayvy + Bive) € S(C).

Vejamos alguns exemplos ilustrativos de esferas polares no caso em que o subespago

associado é eliptico, parabdlico e hiperbolico.

Exemplo 4.1. Sejam c;, ¢y geodésicas complexas distintas em HZ e vy, vy seus respectivos
) C )

vetores polares dados por

1 0
U1 = 0 ) Vg = 1
0 0

Considere W o subespaco gerado pelos vetores vy e vy,

w
W = [vg,v9] = z |;w,zeC
0

A esfera polar S(C') = w(W) ¢é coberta por duas vizinhangas coordenadas,

Z 1
A= 1 |;z€C e B= 2z |;z€C
0

Exemplo 4.2. Sejam C' = (cy, cz) par ordenado de geodésica complexas em HZ e vy, vy

seus respectivos vetores polares dados por

Considere W o subespaco gerado pelos vetores vy e vy,

2z + 4w
W = [vg,v5] = 0 cw,z € C

zZ+w
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A esfera polar S(C') = w(W) é coberta por duas vizinhangas coordenadas,

z 1
A= 0 |;z€C e B= 0 |;z€C
1 z

Exemplo 4.3. Sejam C = (cy, ¢3) par ordenado de geodésica complexas em HZ e vy, vy

seus respectivos vetores polares dados por

Considere W o subespaco gerado pelos vetores vy e vy,

Z+w
W = [vg,v5] = w cw,z € C

w

A esfera polar S(C') = w(W) ¢é coberta por duas vizinhangas coordenadas,

Z 1
A= 1 |;z€C e B= 2z |;z€C
1 z

Observagao 4.1. Se C ¢ hiperbolico e V(C) é proprio, entdao S(C) intersecta HZ. Se C
¢ eliptico, entdo S(C') contém apenas pontos positivos. Finalmente, se C' é parabolico,

entao S(C') é tangente a OHZ em um ponto.

Sejam C' = (cy, ..., ¢p) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas distintas em
HZ, p = (p1,-.-,Pm) € v = (v1,...,v,,) m-uplas ordenadas de pontos polares e de vetores
polares a ¢y, ..., ¢, respectivamente. Considere V(C') = [vy, ..., v,,] 0 subespago associado
a C gerado pelos vy, ..., v,,. Suponha que dimV(C) = 2 e que B = {wy,wy} é base de
V(C') ortogonal com relagao a forma hermitiana. Desse modo a matriz do produto interno

restrita a S(C) na base B é dada por

0 <w2, 'LU2>

[<,>|V(C)]B:<<wuw1> 0 )
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1. Se V(C) ¢ hiperbolico, entao sua assinatura ¢ (1,1). Sem perda de generalidade
podemos supor (wq, ws) < 0, dai, wy € V_. Portanto, S(C) intersecta HZ em

p = m(wsy).

2. Se V(C) é eliptico sua assinatura é (2,0). Tome w € V(C') arbitrario, entdo w =
awy + agwy, dal (w,w) = |ay|? (wy, wy) + |ag|? (we, wse) > 0, pois pela assinatura

(wy,wy) > 0 e (wg,wy) > 0. Portanto, todo ponto p = w(w) de S(C') é positivo.

3. Se V(C) é parabdlico, entdao V(C') é degenerado com assinatura (1,0). Sem perda
de generalidade podemos supor (ws, ws) = 0, ou seja, we € Vj, 0 que mostra que

S(C) é tangente a IHZ em q = m(ws).

4.2 O ESPACO DE MODULOS DE CONFIGURACOES
REGULARES. CASO GENERICO

Definimos a a¢ao diagonal de PU(2, 1) no conjunto de m-uplas de geodésicas comple-
xas por g(ci, ..., ¢n) = (g(c1), ..., g(cm)) onde g € PU(2,1) e ¢; é uma geodésica complexa

para todo i =1, ...,m.

Caracterizamos o espaco de configuragoes como o grupo quociente dado pelo conjunto
de m-uplas ordenadas de geodésicas complexas distintas em H% passado o quociente pela
agao diagonal de PU(2,1) munido da topologia quociente. Ou seja, o espago de confi-
guracoes é o conjunto no qual estamos identificando m-uplas de geodésicas complexas a

menos da agao diagonal de PU(2,1). Denotaremos tal espago por M.

Veremos ao longo da dissertacao que o teorema a seguir constitui uma ferramenta

muito util no processo de descricao de espaco de modulos.

Teorema 4.3. Seja G = (g;;) matriz hermitiana m x m tal que g; = 1. Entao G é matriz
de Gram associada a alguma m-upla ordenada C' = (cy, ..., ¢,,,) de geodésicas complexas
distintas em HZ se, e somente se, todos os menores principais de G de ordem k > 4 sdo

nulas, e todos os menores principais de GG de ordem 3 sao nao-positivos.

Demonstragao: Sejam cq, ..., ¢, geodésicas complexas distintas, vy, ..., v, seus respec-
tivos vetores polares e G = (g;;) matriz hermitiana m x m tal que g;; = 1. Sabemos que

a dimensao complexa de C*! ¢ igual a 3. Dessa forma,

1. Qualquer menor principal de G com ordem maior ou igual a 4 esta associado a
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quatro ou mais vetores linearmente dependentes, logo o determinante desse menor

tem que ser nulo.
2. Se o menor principal possui ordem 3 temos duas possibilidades:

e 0s trés vetores que estao associados a esse menor sao L.D. Segue que o deter-

minante tem que ser nulo;

e os trés vetores que estao associados a esse menor sao L.I. Segue que eles formam
uma base para C*!. Utilizando o teorema de Silvester é possivel mostrar que
tal menor esta relacionado com a matriz da forma hermitiana. Portanto, seu

determinante tem que ser negativo.

A outra implicac¢ao resulta diretamente da Proposicao 3.4. |

Vejamos um exemplo do Teorema 4.1.

Exemplo 4.4. Seja a matriz hermitiana G, 4 x 4 como abaixo

10 1 2

0 1 1 2
G =

1 1 1 V2

Vi V3

27\/5 1

Note que G = (g;;) atende a todas as hipoteses do Teorema 4.3, pois G é hermitiana,
gi =1,V i=1,2,3,4, det G =0 e os determinantes dos menores principais de ordem
3 sao negativos. Entao o Teorema 4.3 nos garante que G é matriz de Gram associada a

uma quadrupla de geodésicas complexas distintas em HZ.

Para encontrar tais geodésicas, basta encontrar o vetor polar associado a cada uma

delas. Lembrando que se G é de Gram, entao G é da forma

<U1, U1> <U2> 711> (Ug, Ul> <U4, U1>
<U1, U2> <Uz, Uz> <U37 Uz> <U4, U2>
G —
- 9
<U17 U3> <Uz7 713> <U37 U3> <U4, U3>
<U1; U4> <U27 U4> <U37 U4> <U47 U4>
onde vy, vy, v3 € v4 sao dados por

21 wq Uy P1
U1 = 22 s Vg = W2 5 U3 = U ) Vg = P2

Z3 w3 Uus p3
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com (v;,v;) = 1 para todo i = 1,...,m.

Considere geodésica complexa padrao explicitada abaixo,

01:{<31>€BQ;216C}

A partir dela podemos, através da agao de PU(2, 1), obter qualquer outra geodésica
complexa. Fixemos tal geodésica e o vetor polar vy a ¢1, dado por v; = (0,1,0)". Note
que como Wiz, + Weze = W3z3, temos diretamente que wy = 0. O que deixa as variaveis

wy e wsg livres, ou seja, o vetor polar a geodésica complexa ¢y é dado por

w3

Ainda fazendo uso da agao diagonal de PU(2, 1), podemos encontrar g € PU(2,1) que
fixe o vetor polar v; (consequentemente a geodésica ¢;) e de modo que g(v9) = (1,0,0)".
Tal g € PU(2,1) é dada por

wr 0 —ws
0 1 0
ws 0 —uy

Utilizando as relagoes

® Ziuy + Zoup — Zzug = 1

® WU + Waus — W3uz = 1

Encontramos que u; = us = 1. Ou seja, o vetor vs, polar a geodésica complexa c3, é dado

por
1

V3 = 1

us

A matriz de Gram nos fornece que (vs,v3) = 1, 0o que implica que uz ¢ um complexo

unitério, ou seja, uz = €, onde 6 = arg(usz). E mais uma vez é possivel obter h € PU(2,1)
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que fixe vy e vy € que nos dé, v = (1,1,1)".

10 0
h = 0 1 0
0 0 ™

Com os trés vetores fixados e fazendo uso das relagoes

® Zi;1 +Z_2p2—Z_3P3:\/7§
® Wip +w_2P2—w_3p3:\/7§

® Uip; Jru_zpz—u_gpsz%2

Obtemos que p; = py = \/75 e p3 = 0. Portanto, os vetores polares sao dados por
1 0 1 2
U1 = 0 ) Vg = 1 ; U3 = 1 ) Vg = \/TE
0 0 1 0

E suas respectivas geodésicas complexas associadas sao

0 9 < 2
= € B zeC,, Cy = € B zeC,,
z 0
11—z 9 —z 9
c3 = eBzeC,, Cy = eB*zeCy,.
z z

Corolario 4.4. Qualquer matriz hermitiano 2x2 , G = (g;;) tal que g;; = 1 é uma matriz
de Gram associada a algum par ordenado de geodésicas complexas distintas C' = (cq, ¢3)
em HZ. Além disso, G ¢é positiva semi-definida (nesse caso, det G = 0) se, e somente se,
¢ € ¢o s@o assintoticas, G é positiva definida (nesse caso, det G > 0) se, e somente se,
¢y e cg sao concorrentes, G ¢ indefinida (nesse caso, det G < 0) se, e somente se, ¢; € Co

sao ultraparalelas.

Nesse corolario é importante salientar que se G = (g;;) ¢ hermitiana de ordem 2 entéo,

O — ( (vi,v1) (v1,02) )
(vg,v1)  (v2,02)
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det G = (vi,v1) (va,v2) — (v2,v1) (v1, V2)
detG = 1—|(vy,v) |
e Se |(v1,v2) | < 1 entdo ¢; e ¢y se intersectam e consequentemente det G > 0.
e Se | (v1,v2) | =1 entdo ¢; e ¢y s@o paralelas e consequentemente det G = 0.
e Se | (vi,v2)| > 1 entdo ¢; e cg sdo ultra-paralelas e consequentemente det G < 0.
Para mais detalhes o leitor pode ver Goldman [5]. A titulo de ilustragao, vejamos um
exemplo para cada caso.

Exemplo 4.5. Seja G' = (g;;), dada por

o (1)

Note que G é hermitiana de ordem 2 e que esté associada a

0 1
pp=11 e pp=1| 0 |,
0 0

que sao vetores polares as geodésicas complexas

0
c = - € B>z eC e ¢y = € B%*2eCyp.
0 Z9

Observe que det G = 1 e que o produto vetorial hermitiano nos fornece o vetor u que é

negativo,
0
u=p; Wpy = 0
—1
Portanto, ¢ e ¢y sao concorrentes. °

Exemplo 4.6. Seja G = (g;;), dada por

(1)
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Note que G ¢ hermitiana de ordem 2 e que esté associada a

1 1
p1L = 1 € p2= V2
1 V2

que sao vetores polares as geodésicas complexas

01:{< - )EBQ;zE(C} e 02:{<_\/§z+\/§>632;26(ﬁ}.
—z+1 z

Observe que det G = 1 e que o produto vetorial hermitiano nos fornece o vetor u que é
isotropico,
0
u=p XRp=| vV2-1
V2 -1

Portanto, ¢; e ¢y sao assintoticas. °

Exemplo 4.7. Seja G = (g;;), dada por

-(23)

Note que G é hermitiana de ordem 2 e que esté associada a

2 3
U1 = 0 € Uy = 0 )
1 1

que sao vetores polares as geodésicas complexas

1 1
clz{<2>€BQ;z€C} e 02:{(3)€B2;w€C}.
z w
2 3
Observe que det G = —1 e que o produto vetorial hermitiano nos fornece o vetor v que é
positivo,
0
u=1uv Xuvy = —1
0
Portanto, ¢y e ¢y sao ultra-paralelas. °

Corolario 4.5. Seja G = (g,;) uma matriz hermitiana 3 x 3 tal que g;; = 1. Entao G

¢ uma matriz de Gram associada a alguma tripla ordenada C' = (c1, ¢2, ¢3) de geodésicas
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complexas distintas em HZ se, e somente se, det G < 0.

Se m > 3 e todos os menores principais de ordem 3 sao nulos, entao o subespaco
V(C) C C*! gerado pelos vetores polares a cy, ..., ¢,, tem dimensao 2, e C' é parabolica
(neste caso ¢, ..., ¢, intersectam um ponto positivo), eliptico (neste caso ¢, ..., ¢
intersectam um ponto negativo) ou hiperbolico (neste caso existe geodésica ¢ ortogonal
a ¢y, ..., Cyy). Em todos os casos, os pontos polares a ¢y, ..., ¢, pertencem a uma esfera

polar.

De fato, se todos os menores principais de ordem 3 de G desaparecem, entao (m—2) ve-
tores colunas de G sao combinagao linear de dois outros, que sao linearmente independen-
tes. Sao esses dois vetores que formam a base de V' (C'), consequentemente dim V' (C') = 2.

O restante segue do que ja foi demonstrado na Observacao 4.1.

4.2.1 INVARIANTES NO CASO REGULAR

Sejam ¢y e ¢y geodésicas complexas distintas em H(%: com v; e vy seus vetores polares

correspondentes em C?!. Definimos o seguinte invariante

(1, va) (v2,01)
(v1,v1) (V2,02)

d(cy,c) = d(vy,vg) =

1. O d(cy,ce) independe dos vetores polares escolhidos, pois

A1U1, Agva) (Agv2, Ajus
d(/\lvh AQW) - 2)\11}1, >\1U1§ 2/\21}2, >\202§
. > /\2>\_1 <U27 U1>

)\1)\_1 <U1, 712> >\2)\_2 <U2, ’01>
<Uh U2> <U2,U1>
<U1, Ul) <U2,U2>

= d(Ul, UQ)

)\1>\_2 <U1, V2

2. O d(c1,¢2) € invariante com respeito a agdo diagonal de PU(2,1). De fato, tome
Cy = (c1,02) e C" = (dy, dy) dois pares de geodésicas complexas distintas em HZ e
suponha que exista g € PU(2,1) tal que g(C) = C". Dai existe g correspondente

em U(2,1) tal que g(v;) = v}, onde os v; e v}, sdo vetores polares aos ¢; e ¢, para
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1 = 1,2. Entao vale que

d(cy,¢5) = d

Agora, sejam c; e ¢y geodésicas complexas distintas em HZ, v; e vy seus respectivos vetores

polares em C*!. A matriz de Gram G, associada a C' = (¢, ¢3) ¢ dada por

G — < (vi,v1)  (v1,02) )
(va,v1)  (v2,02)

Note que,
det G = (v1,v1) (va,v2) — (v1,v2) (va, V1)
det G _ - (v1,v9) (v2,v1)
(v1,v1) (v2,2) (v1,v1) (v2, v2)

detG = 1—d(vy,v9)
d(vi,v) = 1—det@

Entao, em comparacao com o Corolario 4.4, temos que

1. Se det G =0, entdo ¢; e ¢y sao assintoticas e d(vy, vy) = 1.

2. Sedet G > 0, entao ¢; e ¢3 sdo concorrentes e d(vy,v9) < 1. Nesse caso, se 0/(cy, ¢a),

vale cos?(0) = d(cy, ca).

3. Se det G < 0, entao ¢ e ¢y sao ultra-paralelas e d(vy,vy) > 1. Neste caso, vale a

relagio cosh®(2) = d(cy, ¢2), onde p é a distancia entre ¢; e c,.

Duas geodésicas complexas em HZ sao ditas ortogonais se o angulo @ entre elas ¢ igual

a . Como cos®(0) = d(cy, c2) segue que ¢y e ¢ sao ditas ortogonais se d(cy, ¢z) = 0.

Sempre que tal invariante estiver relacionado com distancia ou angulo entre geo-
désicas nomearemos d(cy,cy) de invariante da disténcia angular, ou simplesmente por

d-tnvariante.
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Nosso objetivo agora ¢ definir outro invariante que serda de fundamental importancia
para descrevermos de forma tnica cada entrada da matriz de Gram associada a uma m-
upla de geodésicas complexas distintas no plano hiperbélico complexo. Para isso considere
C = (c1, ¢, c3) uma tripla ordenada de geodésicas complexas distintas em HZ. Sejam vy,
vy € vg vetores polares a ¢;, ¢ € c3 respectivamente. Assumiremos que ¢; nao é ortogonal

a ¢j, para i,j = 1,2,3. Entao, o invariante angular de C' ¢é definido por
A = A(cr, ¢z, ¢c3) = arg((v1, v2) (v2,v3) (vs, v1))
1. A estd bem definida, pois independe dos vetores polares escolhidos
Seja v = (Ajv1, Agvg, A3u3), entao

A(Ch Ca, 03) = arg((Awb /\2U2> <)\202, )\3U3> <)\3U3, )\1U1>)
= arg(‘)\l)\2>\3‘2 <U1,U2> <U2, U3> <U3701>)
= arg((vy,va) (Va,v3) (U3, 01))

Pois, [A\A2A3]? € positivo.

2. A é invariante com respeito a acao diagonal de PU(2,1).

A" = arg({g(v1), g(v2)) (9(v2), 9(v3)) (9(v3), g(v1)))
= arg((vy,ve) (v2, v3) (v3,v1))

= A
Este invariante é similar ao invariante de Cartan. Os proximos dois exemplos mos-
trarao algumas diferencas entre estes invariantes.

Exemplo 4.8. O invariante de Cartan é um nimero no intervalo (—g, g) Esta restricao

nao se aplica ao presente invariante, como podemos ver a seguir

1 1 1
U1 = 0 ) Vg = ei@ ; U3 = 1
0 0

De onde tiramos que A = 6. Indicando que nosso invariante nao tem restricao de valores

a serem atingidos. °

Assumiremos que A ¢ um ndamero no intervalo (—m, 7.
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Exemplo 4.9. O invariante de Cartan satisfaz a propriedade do cociclo a saber
A(Cla Ca, 03) + A(Cla C3, C4) - A(Cla C2, C4> + A(627 C3, C4)

tal propriedade nem sempre ¢é satisfeita pelo nosso invariante. Vejamos por exemplo que
se C' = (¢1,¢9,c3,¢4) ¢ uma quadrupla de geodésicas complexas cujos respectivos vetores

polares sao

e13’ 1 0 ezl
U1 = 1 ) Vg = e%’i ) Vg = 2 3 Vg = 0
1 0 1 2
Temos que
(vi,v9) =€ % e’ (v3,04) = =2, (9, v3) = 2eT".
(vg, v1) = =1, (v3,v1) =1, (vg,v4) = e 12,

Dai, os invariantes angulares que compoem a igualdade do cociclo sao os seguintes

T - ﬂ.
Acy,ea,c3) = arg((vy,va) (v, v3) (v3,v1)) = arg(2(1 + e3*)) = arctan(—) = 5
Afer,es,ca) = arg((v,vs) (vs, va) (va, 1)) = arg(2) =
x 5%
Aler,ca,eq) = arg((vr, va) (v2,v4) (va,01)) = arg(—(1 +e73")) = 6
A(cg,c3,¢q) = arg({ve, vs) (vs,va) (va,v2)) = arg(—4(es’)) = —3
O que mostra que a propriedade do cociclo nao é satisfeita. °

Defini¢ao 4.6. Dizemos que uma m-upla C' = (¢q, ..., ¢;,) ordenada de geodésicas com-
plexas distintas em HZ ¢ genérica, quando nenhuma das geodésicas que compoem C' ¢

ortogonal a outra. Caso contrario denominamos C' de especial.

Aproveitamos essa definigao para relembrar quando uma m-upla ordenada p de pontos
positivos distintos vem a ser genérica. Uma m-upla é dita genérica quando a matriz de

Gram G = (g;;) a ela associada ¢é tal que g;; # 0, para todo i, j = 1,...,m.

Sejam C' = (cy, ..., ¢pn) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas distintas em
HZ e p = (p1, ..., pm) @ m-upla ordenada de pontos polares correspondentes. A matriz de

Gram normalizada G(p) = (g;;) associada a p é a mesma matriz de Gram normalizada

G(C) associada a C.
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Sabemos que g;; sao nimeros complexos, dessa forma desde que g;; # 0, podemos
sempre escrever tal nimero através de seu modulo e argumento, ou seja, g;; = |9ij|em”’ =
riye i, com oy = arg(gy;) € (—m, m]. Como estamos falando de matrizes de Gram
normalizadas, segue do capitulo anterior que todos os elementos da primeira linha sao

nao negativos. Como g;; # 0, temos que g1; = |g1;| = r1; > 0.

Observemos que se C' = (¢q, ..., ¢,) € uma m-upla genérica segue que a matriz de
Gram G = (g;;) associado a C' é tal que g¢;; # 0 para todo i,j = 1,...,m. Como G = (g;;)
também é matriz de Gram associada a p = (p1, ..., P ) segue que podemos dizer que p é

genérica. O reciproco também é valido e utiliza os mesmos argumentos.

A partir de agora passamos a associar a cada m-upla ordenada genérica de geodésicas
i, 1 <i<j<m,ehy, 2<i<j<m. Onded; = d(c,c))
e Aij = A(Cl,Cz‘,Cj>, 1< <j <m.

distintas C os invariantes d

Note que da maneira como definimos os indices i e 7 no caso do invariante d;;, temos

IRl
exatamente m valores assumidos tanto por ¢ quanto por j, cumprindo é claro 1 <1 < 5 <
m. Entao a quantidade de d-invariantes, denotada por d;, é dada por

d, — (7;) _ (m)(n; —1)

Similarmente, o fato de que 2 < ¢ < j < m nos fornece que (m — 1) valores sao
atingidos pelos indices 7 e j no caso em que estamos tratanto do invariante angular A;;.

Segue dai que a quantidade dy de invariantes angulares é dada por

i (m—1> _(m—1)(m-2)

2 2

A proposicao a seguir tem por objetivo central definir unicamente a classe de con-

gruéncia em PU(2,1) de geodésicas complexas distintas.

Proposicao 4.7. Os invariantes d;;, 1 < i < j < m, e A;;, 2 < i < j < m, definem
unicamente a classe de congruéncia em PU(2,1) de uma m-upla ordenada C' de geodésicas

complexas genéricas distintas em HZ. O ntimero desses invariantes é igual a (m — 1)2.

Demonstracao: Considere C' = (¢q, ..., ¢;,) uma m-upla ordenada genérica de geodésicas
complexas distintas e G = (g;;) sua matriz de Gram normalizada. Observe que o d-
invariante nos fornece a seguinte relagao

(0i, i) (W, vs) _ 2
dij = d(c;, ¢;) = d(vi,vj) = 7 = 0ijGi; = |9ij
J ( ]) ( ]) <Uz’,vi> <Uj71)j> JJ] | ]|
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Segue diretamente da relacao acima que |g;;| = \/d;;. Assim como feito com o d-

invariante podemos obter uma relacao utilizando o invariante angular,
Ay = Alcr, ¢, ¢5) = arg((ur, vi) (vi, v5) (v, 01)) = arg(91;9i5971) = arg(r1;9i;7j1)
Como ry; > 0 segue que A;; = arg(g;;). Desse modo g;; pode ser escrito como
gij = |gi;|€! arg(gi;) — dijetis .

Segue que todas as entradas da matriz de Gram normalizada G(C') de C' sao dadas

unicamente em termos dos invariantes d;; e A,;;.

Por fim considere C' e J m-uplas de geodésicas complexas distintas tais que possuem a
mesma matriz de Gram normalizada. A Proposicao 3.8 assegura que C e J sao congruentes
em PU(2,1).

Agora, note que a quantidade total, d, de invariantes é dada por

d = di+ds
m(m—1) (m—1)(m—2)
2 * 2

A proposicao anterior nos deixa a um passo da descricao do espaco de modulos de
m-uplas de geodésicas complexas no caso regular. Isso se deve ao fato de que ela nos
mune de férmulas capazes de expressar unicamente todas as entradas de qualquer matriz
de Gram, G = (g;j), associada a uma dada m-upla ordenada genérica de geodésicas
complexas distintas C' = (cq, ..., ¢;,). Por isso para a construc¢ao do espago de modulos,
assumiremos que G = (g;;) estara escrita com esses invariantes, o que nos da liberdade

para escrever G = G(d;;, Aj).

Aqui fazemos uma pausa para definir o conceito de submatrizes de G. Entende-se por
submatriz de G a matriz formada considerando as linhas e colunas 1 <1, < ... <11 <m

de G. A notacao relacionada a tal matriz é G Vejamos um exemplo de como isso

1.

funciona.
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Exemplo 4.10. Se considerarmos GG matriz como abaixo explicitada,

11 a2 Q13 A4 Qs
(21 Q22 A23 A24 Q25
G = 31 Adgzz 33 A34 35

Q41 Q42 Q43 A4 Q45

51 Qp2 As3 As4  Uss

E possivel notar que a submatriz G obtida tomando as linhas 2, 3 e 4 e colunas 2,

19,83,04 9
3 e 4, é dada por

Q22  G23 (24

GiQ,ig,u = 32 33 34

Qg2 Aq3 A4gq

Dando continuidade ao conceito de submatrizes, representaremos por D;, ;,

terminante da submatriz Gy, 4, ., -

Agora, denotemos por M, o espago de configuragao de m-uplas ordenadas regulares

genéricas de geodésicas complexas distintas em H%. Seja [C] € M, o ponto representado

por C. Dai definimos a seguinte aplicagao,

p: My — R xR%2 =R (4.1)
[C] — (u,v)

onded =d;+dy = (m—1)>ed; =m(m—1)/2,dy = (m—1)(m—2)/2 sao como definidos
anteriormente. E com [C] e (u,v) classe de m-uplas ordenadas de geodésicas complexas

distintas e (u,v) as coordenadas dessas geodésicas no plano hiperbolico complexo.

Dessa forma se w € R? = R4 x R%, entao podemos escrevé-lo da seguinte forma w =
(u,v), onde u = (uy,...,uq,) € RM e v = (vq,...,04,) € R, Até aqui, u; e v; estao livres e
nao nos deixam saber que papel cada um deles cumpre. Fazendo uso da ordem do dicio-
nario, podemos relacionar (w1, ..., ua,, V1, ..., Ug,) com 0s (dr2, ...dm—1ym, Aag, .., An—1)m)-
Assimos D;, . ;. = Dy, i (dyj, A;;) definem os Dy, ;, (u,v). Vejamos uma exemplo deste

fato.

Exemplo 4.11. Sejam C' = (cy, ¢3, 3, ¢4) uma quadrupla ordenada genérica de geodésicas
complexas distintas e G = (g;;) a matriz de Gram associada a C. A demonstracao
do Teorema 4.7 nos fornece um total de 9 invariantes que cobrem todas as entradas

da matriz G normalizada. Tais invariantes estao distribuidos do seguinte modos: 6 d-
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invariantes e 3 invariantes angulares. Além disso, utilizando o fato de que d;; > 0 e
A;; € (—m, 7] podemos considerar a seguinte identificagao R® x (—m, 7]> C RY. Assim, se
w € R x (—m, 7]? segue que w = (u,v) = (uy, us, us, U4, us, ug, V1, V2, v3). Utilizando a
ordem do dicionario, podemos associar dis a uy, di3 a us, ou seja, podemos associar(u, v)

a (dy2, dig, dya, dog, dag, dsg, Aoz, Aoy, Asy).

Como sabemos exatamente cada lugar que esses invariantes ocupam na normaliza¢ao
de uma matriz de Gram associada a uma m-upla ordenada genérica de geodésicas segue

que também sabemos as posicoes de u; e v;.

1 Vdia Vdis Vdig

G | V1 N
p,v) = . ‘

Vi /dgpe s 1 I

Vi Vdyem 2t fdggemhs 1

Segue da associagao acima que,

1 A/ U1 £/ U2 \/us
Jup 1 Juger  Suse?

Uy JSuge 1 Juge's
Jus  Juse” ™2 Juge ™3 1

Dessa forma se desejarmos obter Dagy(u,v), por exemplo, basta fazer
1 Vet Juset?
Dosa(u,v) = | Juse™™ 1 Juges
\/u_g)e_“’? \/u_66_i”3 1

G(u,v) =

Teorema 4.8. O espago de configuragao M esta bijetivamente relacionado ao conjunto

M, de pontos em R? = R% x R definido pelas seguintes condicoes:

e D, i (u,v)=0,paratodo i < iy <iy<..<ip<mcomk >4

® D iyis(u,v) <0, para todo @ <y < iy < iz < m.
Contanto que u; > 0 para todo it =1,....,dy e v; € (—m,7|,j =1, ..., ds.

Demonstracao: Sejam C' = (¢y, ..., ¢,;,) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas

distintas e G = (g;;) matriz de Gram associada a C. Tal matriz pode ser normalizada
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utilizando as féormulas da Proposicao 4.7. Além disso, o Teorema 4.3 nos garante que
todos os menores principais de G de ordem k > 4 se anulam e todos os menores principais

de ordem 3 sao nao positivos. O que mostra que
T: My — My

esta bem definida.

Agora, desejamos mostrar a sobrejetividade da aplicacao 7. Para isso, consideremos

w = (u,v) € My e construamos a matriz hermitiana G = (g;;) de ordem m da seguinte

maneira
Jkj = dkjemki, paral <k <j<m
G=(gr) =9 0= \/d—lj, para j = 2,....m
gj = 1
onde estamos identificando wy, ..., ug, com d;; e vy, ..., vg, com Ay;.

Construida dessa forma, a matriz GG satisfaz o Teorema 4.3. Portanto, existe uma m-
upla ordenada C' = (¢q, ..., ¢;,) de geodésicas complexas em M, associada a G. Assim para

qualquer w = (u,v) € My podemos encontrar uma m-upla C' = (¢q, ..., ¢,,,) correspondente

em M.

A injetividade segue diretamente da proposicao 4.7. Portanto, M, e M estao relaci-

onados bijetivamente. |
Denominamos My de espaco de Mddulos de M.

A titulo de exemplificar o teorema anterior, daremos a descri¢ao do espago de modulos
de uma C' = (cy, ¢3, ¢3) tripla ordenada genérica regular de geodésicas complexas distintas
em HZ. Aplicando a Proposigao 4.4 é possivel encontrar que sdo 4 os invariantes que
iremos dispor para descrever a matriz de Gram unicamente. Trés deles sao d-invariantes

e um ¢ invariante angular.

Seja G = (g;;) matriz de Gram normalizada associada a C, representada da seguinte

forma

1 \V d12 vV d13 1 12 713
G(pv U) = Vdio 1 doze™ = 12 1 Troze’®
Vi d13 dggeim 1 713 ngeim 1
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Pela Teorema 4.3 como G ¢é matriz de Gram segue que seu determinante tem que ser nao

positivo. Ou seja,
detG=1-— (7“%3 + 7"53 + 7‘%2) + 2719713793 cos a < 0.

Definindo r; = +/dy2, 79 = V/di3, 73 = v/do3. Podemos enunciar o corolario abaixo,
que ¢ justamente a descricao do espago de modulos de triplas ordenadas de geodésicas

complexas distintas em H2.

Corolario 4.9. O espago de configuragoes M (3) de triplas ordenadas regulares genéricas
de geodésicas complexas distintas em HZ esta bijetivamente relacionado ao conjunto My =

{(ri,ro,r3,) € RY:ry > 0,0 € (—m, 7], 1 — (r? + 735 + r2) + 2ryrorgcosa < 0}.

A igualdade acontece se, e somente se, as geodésicas complexas ¢y, co, 3 se intersectam

num ponto p € HZ, ou ¢y, ¢a, ¢3 tem uma perpendicular em comum.

Aqui, é importante darmos uma pausa para observarmos que se a igualdade é alcan-

cada e C' é regular, entao podemos fazer a seguinte analise.

Para nos, alcancar a igualdade é equivalente a ter det G = 0. Segue dai que o posto de
G éigual a 2. Dessa forma se ¢, ¢, c3 sao geodésicas complexas distintas associadas aos
vetores polares vy, v9, v3 respectivamente, entao a menos de ordenagao podemos supor
que v3 se escreve como combinagao linear de vy, vy. Esses dois ultimos vetores formam

uma base para um subespaco vetorial W de dimensao 2.

Como C' é regular segue que W também é. Logo, W ¢é hiperbélico ou eliptico.

e Para W eliptico tome {wy,wy} base ortogonal, com rela¢ao ao produto hermitiano,
de W. Como W ¢ eliptico w; e wy devem ser positivos. Tome Wt ewv # 0, v € W+,

Entao, pela assinatura da forma v € V_.

e Para W hiperbolico tome {wy, ws} base ortogonal, com relagdo ao produto hermi-
tiano, de W. Como W é eliptico um dos dois vetores da base é negativo e o outro
positivo. Tome W+ e v # 0, v € W+. Entao, pela assinatura da forma v € V.. A

geodésica cujo vetor polar é o vetor v é a perpendicular comum a ¢y, ¢y € c3.

Exemplo 4.12. Sejam ¢;, ¢, 3 geodésicas complexas distintas em HZ cujos vetores

polares vy, vy, v3 estao abaixo expressos

V1 = V3 =

= S-S
5
|
= g g
(@)
g
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Com esses vetores podemos gerar o subespaco W de C*! que possui dimensdo 2, haja

vista que v3 é combinacao linear de v; e vs.

x
W = [v1,v2,v3] = y |,7,yeC
0

Seja G = (g;;) matriz de Gram associada a C' = (¢, ¢z, ¢3), 0 menor principal de ordem 2

nos mostra que W ¢é eliptico.

1 3 2

NV

— 1 3 7

C=1% ! um

2 7
V5 V30

Explicitando as geodésicas ¢, ¢y € cs3.

< 2 < 2
= eB*zeCy, Cy = eB*zeCy,
— —2z
< 2
c3 = €eB2eCyp.
—3z

Nao é dificil perceber que a intersecao das trés geodésicas nos fornece que

0 2
ClmCQOC:;: 0 GB

Tal vetor tem como representante em C*! o vetor negativo expresso abaixo.

0
0 | eCc?!
1

Exemplo 4.13. Seja C' = (¢y, ¢2, ¢3) uma tripla ordenada de geodésicas complexas dis-

tintas em HZ. E seja v = (vq,v9,v3) tripla de vetores polares correspondentes, dados
C d

por

vp=101], v2=[0], w=1]0
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Note que a matriz de Gram G associada a C' é dada por

3 7 10
G=1|7 15 22
10 22 32

cujo determinante é nulo. Claramente v = (v1,vq,v3) é hiperbdlico. Além disso, o vetor
positivo v = (0,1,0)" é ortogonal a vy, vy e v3. Dessa forma a geodésica complexa cujo

vetor polar é v é ortogonal as trés geodésicas complexas distintas acima.

4.3 CONFIGURACAO POLIGONAL DE GEODESI-
CAS COMPLEXAS

Nosso objetivo nessa se¢ao é o de definir configuragoes poligonais. Para tal fim faz-se

necessario construirmos a ideia de um poligono em HZ.

A fim de obter tal construgao precisaremos considerar que se ¢ € uma geodésica com-

plexa em HZ, entdo ¢ € HA U JHZ é o fecho de c.

Definigao 1. Seja S = (s, ..., 8,,,) uma m-upla de pontos distintos em HZUJHZ. Dizemos
que S estd em posi¢ao geral, ou que é do tipo geral, se no conjunto {si, ..., s;,} nao ha

subtriplas de pontos distintos em ¢ para alguma geodésica complexa c.

Um exemplo disso é a quadrupla de pontos distintos abaixo. Podemos agrupé-los em
triplas, da forma que desejarmos, sem que nenhuma das tais triplas esteja no fecho de

alguma geodésica.

() () () ()

Considere as geodésicas complexas explicitadas abaixo

1 2 < 2
¢ = eBzeCy, Co = €eBzeCy,
z z
0 2 < 2
c3 = eB*zeCy, Cy = e B%2eCy,.
z 1—2

Observe que dos pontos considerados somente s; e S, estao em ¢q, somente s, € s3

estao em co, apenas s3 e sS4 estao em c3 e finalmente somente s4 e s; estao em ¢4. Ou
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seja, na quadrupla acima nao ha subtriplas no fecho de qualquer geodésica complexa em

H(2C °

Se considerarmos uma m-upla ordenada S = (si,...,5,,) de pontos distintos em
HZ U OHZ, entao podemos definir ¢; como a geodésica que passa por s; e s;y1. A fim
de nao deixar nenhum par de pontos de fora da constituicao das geodésicas, tomaremos
os indices moédulo m. Note que se S esta em posicao geral, os pares de pontos definem
unicamente cada geodésica complexa. Em outras palavras, uma m-upla de pontos distin-
tos em posi¢ao geral em HZ U JHZ induz, uma m-upla de geodésicas complexas distintas

em HZ. Chamaremos tal m-upla de P(S) =S = (c1, ..., ¢in)-

Para exemplificar tal fato, podemos tomar a tripla S = (s1, s9, s3), onde os trés pontos,

na bola, sao da forma

(o) ==(0) =)

Fazendo o produto vetorial hermitiano dos levantamentos dos pontos acima, onde vy, vo,

N[

v3 sao os representantes de si, sy € s3 respectivamente, obtemos o seguinte

v My = 1 , vg Mg = —% , vy o = _%
0 _% 0

Que sao os vetores polares das seguintes geodésicas

z 2 z 2
= €EB21€Ch, o= €B*z1€Cyp,
0 z
z
= €B*z eCyp.
22+ 1

Portanto, podemos encontrar uma tripla de geodésicas complexas distintas P =
(c1,c9,c3) associada a tripla S = (sq, 89, 83), em posicao geral, de pontos distintos em
HZ UOHZ. .

Para nos, P = (cy, ..., ¢y) serda denominado de c-poligono, ou seja, P é uma configu-

racao poligonal cujos lados sao as geodésicas cy, ..., ¢;,. Os vértices de P sao os s; € S.

Definigao 2. Seja s; vértice de um c-poligono P. Se s; € HZ, entao s; ¢ dito proprio.
Caso contrario s; € dito ideal. Dizemos que P é c-poligono prdprio se todos os seus vértices

sao proprios. De igual maneira P é ideal se todos os seus vértices sao ideais.
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A titulo de exemplo podemos considerar o c-tridngulo cujos vértices vy, ve, v3 sa0

1 0 L
0 1 4

Tal c-triangulo é ideal, haja vista que seus trés vértices acima estao na fronteira do espaco

dados por

hiperbélico complexo de dimensao 2. °

Definigao 3. Dizemos que um c-poligono P = (c1, ..., ) € simples quando ¢; N¢; # 0

implica que j =7 —1, j =17 0u j =1+ 1, com os indices tomados modulo m.

O conceito de um c-poligono simples pode ser ilustrado pela figura a seguir. Note que
as exigéncias acima sao devidamente satisfeitas, pois ¢; N ¢; # 0 implica que j = ¢ — 1,

j=1touj=1i+1parat, j=1,2,3,4, onde esses indices sao tomados modulo 4.

Figura 5: c-quadrilatero simples: P(cy, co, 3, C4).

Podemos comparar o quadrilatero simples acima com o nao simples abaixo. Tal

quadrilatero é nao simples, pois ¢y N ¢y # 0.
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Figura 6: c-quadrilatero nao simples

Observe que quando um poligono é simples, seus lados nao adjacentes nao se inter-

sectam.

Sejam ¢; e ¢;_1 geodésicas complexas de um c-poligono proprio, definimos 6; como o

angulo em s;, onde ¢; 1 N¢; = s;, para todo ¢ = 1, ..., m com ¢ tomado médulo m.

Note que, como d(i,l)i:%, entao cos?(;)=d(;_1y;, onde 0; € (0, %].

Definigao 4. Dado um c-poligono P = (¢y, ..., ¢;,) com vértices s = (81, ..., Sy, ), dizemos

que P & agudo se para qualquer s;, temos que 0; # 7.

O teorema a seguir tem por objetivo definir unicamente a classe de congruéncia em

PU(2,1) de c-poligonos agudos. Tal resultado segue diretamente da Proposi¢ao 4.5.

Teorema 4.10. Os invariantes d;;, 1 # 1 < j # m e Aj;, 2 # i < j # m, definem

unicamente a classe de congruéncia PU(2,1) de um c-poligono agudo P = (¢, ..., ¢p).

Demonstragao: Como o c-poligono em questao ¢ agudo segue que 0; # 5, Vi = 1,...,m,
o que nos fornece que P = (cy, ..., ¢p) € genérico (g;; # 0,V4, 7). Isso nos deixa com as

mesmas hipoteses da Proposigao 4.7. [

Agora que ja definimos angulos entre geodésicas, podemos fazer uso de outra notagao
para o c-poligono P = (cy,...,¢,). A notagdo a que nos referimos enfatiza os angulos
ao invés de seus lados, e sera dada por P(6,...,0,,). Definimos também o espago de
deformacao D(0y, ..., 0,,), que para nos é o conjunto das classes de congruéncia em PU(2,1)

de c-poligonos com angulos fixos 61, ..., 0,,.

Facamos um exemplo onde estamos considerando um c-quadrilatero cujos angulos

™

internos sao todos iguais a 7,

: TToTT
ou seja, P(ZaZ7Z7Z)
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Exemplo 4.14. Considere um c-quadrilatero cujos angulos internos sao todos iguais a 7.

Esse fato nos fornece que a matriz de Gram associada a P é dada por

1 \/75 13 \/Ti

G(P ‘/75 1 ‘/756“*23 roqeih24
()= 713 ‘/756*“&23 1 ?emM
\/75 roge 24 %%‘mm 1

Aplicando o Teorema 3.5, temos que det G = 0. Isso é o mesmo que dizer que

1 1
113(C08 0408 1) +7194(cO8 F+c08 ¢) —113794(COS Y+COS a)+(—§ cos oz+r§47‘f3—rf3—r24) =3

Onde o = Agg + Asy, v = Aoz — Aoy, B = Aoy, 0 = Agy, 0 = Aoz, ¢ = Aogs + Agy — Agy e
a = Ay — Agy.

Logo o espago de modulos M(%,4) é o conjunto dos (11,72, a,7, 8,6,1, ¢,a) € R? tais

que satisfazem a seguinte relacao

1 1
r1(cos @ + cos 1) + ra(cos 5+ cos ¢) — rira(cosy + cosa) + (—5 cosa+ 713t — 1 —1ry) = 5

onde a, v, B, 0,1, ¢,a € (—m,w|ery, re >0, comry = ryz, Ty = Tag. °
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5 O ESPACO DE MODULOS DE
CONFIGURACOES
REGULARES - CASO
ESPECIAL

No capitulo anterior definimos os invariantes d;; e A;;, ¢ mostramos que eles definem

R
unicamente a classe de congruéncia de uma configuragao regular em PU(2,1). S6 apos esse
feito, é que foi possivel construir o espaco de modulos. Dessa forma, é natural imaginar
que o processo realizado no caso especial transcorre de forma anéloga. Mas, o Exemplo 3.3
do Capitulo 3 mostra justamente que os invariantes até aqui conhecidos nao sao capazes
de descrever a matriz de Gram de forma tnica. No caso especial precisaremos descrever

novos invariantes.

Iniciemos este capitulo com uma definicao importante que sera utilizada ao longo do

mesimao.

Defini¢ao 5.1. Sejam C' = (¢, ..., ¢,,) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas
(que ora chamaremos de retas) distintas em HZ e G = (g;;) matriz de Gram associada a
C'. Dizemos que uma reta ¢; ¢ ruim, se o nimero de retas ortogonais a ¢; em C' exceder
um. Dessa forma uma configuragdo C' = (cy, ..., ¢) € dita boa, quando esta nao contém

retas ruins.

E facil ver que para qualquer configuracao boa C' o niimero de zeros em qualquer linha
da matriz G é menor do que 2. Basta imaginar o seguinte, se C' é boa e ¢; é ortogonal a
alguma outra geodésica, suponha que seja c¢y. Teriamos automaticamente que (v, v;) # 0
, Vi=1,..,m, com i # 2. Mostrando que podemos no méaximo ter um zero na linha
1. O mesmo ocorre para todas as outras linhas. Vale mencionar que uma configuragao

genérica é sempre boa.

Sejam ¢y e ¢y geodésicas complexas ultraparalelas em HZ, e v; e vy vetores polares a ¢
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e ¢ respectivamente. Entao existe uma tinica geodésica complexa ¢ que é ortogonal a ¢;
e a c3. Um vetor polar v a ¢ pode ser encontrado através do produto cruzado v = v; K wv,.

Denominaremos a geodésica complexa ¢ de ortogonal comum a c; e cs.

Facamos uma prova de que a geodésica complexa que é ortogonal comum a duas

outras geodésicas ultra-paralelas ¢ tnica.

Sejam ¢;, ¢o geodésicas complexas ultra-paralelas com vetores polares v; = (a,b,¢)" e

ve = (e, f, g)" respectivamente.

ar+by—cz=0
er+ fy—g2=0

Como vy e vy sao LI segue que as linhas do sistema acima também sao. Temos que o
espago-solugao do sistema possui dimensao 1, logo quaisquer duas solu¢oes nao nulas sao
miultiplas uma da outra. Além disso, ¢1 N & # 0 o que implica que qualquer solugao
nao-nula é um vetor positivo. Portanto, o sistema de equagoes determina que ha uma

lnica geodésica complexa ortogonal a ¢; e a cs.

Dizemos que um c-poligono préprio P = (cy, ..., cp) € retdngulo se 0; = 7 para todo

1=1,...,m.

O leitor deve observar que a proposicao a seguir é uma outra forma de mostrar a

unicidade da ortogonal comum a duas geodésicas ultra-paralelas.

Proposicao 5.2. Nao existe c-poligono proprio retangulo para m = 4.

Demonstragao: Suponhamos por contradigao que P = (c1,co,3,¢4) S€ja um ¢ - qua-
drilatero proprio retangulo. Sejam vy, vo, vs, v4 vetores polares as geodésicas ci, ¢, c3,
¢4 e G = (g;;) matriz de Gram associada a P definida por esses vetores. O fato de P ser
retangulo nos da que g2 = g3 = ¢34 = g14 = 0. Aqui cabe lembrar que a matriz normali-
zada de G nao é tnica. A matriz de Gram G sera normalizada segundo a Proposigao 3.2,
ou seja, g; = 1, g13 > 0 e podemos tomar, se necessario, Ay complexo unitario conforme

utilizado na Proposicao 3.2 com a finalidade de obter que 794 > 0.

g1 912 913 G114 1 0 73 0
0 1 0O r
G = (g’L]) = or G s g — # com 713, T4 Z 0.
931 932 033 Yg3a r3 0 1 0
ga1 942 G43 a4 0 ryy O 1

Calculando o determinante da G, obtemos que det G = (1 — r,)(1 — r3,). Agora,
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consideremos as submatrizes G123 € (G124, abaixo explicitadas

Gis=1| 0 1 0 ;o Guaa=| 0 1 1oy
rg 0 1 0 rog 1

cujos respectivos determinantes sao Dygs = (1 — 73;) e Dy = (1 —r};). Como G ¢é
de Gram e g; = 1, para @ = 1,2, 3,4 segue que estamos nas hipoteses do Teorema 4.1.

Aplicando-o temos garantido que

detG’ = (1 — 7’%3)<1 — 7“%4) = O, D123 = (1 - 7’%3) S 07 D124 = (1 - T%4) <0

Repare que vy, vq, v3 € v1, V9, v4 sa0 vetores linearmente independentes. Provemos que
os trés primeiros vetores sao LI. Para isto, basta notar que se av, + fvs + yv3 = 0, entao
aplicando o produto interno hermitiano com vy, v, e v3 respectivamente nesta equacao,

obtemos que

o+ Yriz = 0 (51)
g=0 (5.2)
ariz+v=0 (5.3)

De (5.1) e (5.3), obtemos que —yri; +v = 0, que é equivalente a v(—ri; + 1) = 0.
Dali, tiramos que v = 0 ou ri; = 1. Se v = 0, obtemos o que queriamos. Se 7%; = 1, entao

« = —. Substituindo os valores encontrados em awv; + fvs + yv3 = 0, obtemos que

avy +/8/UQ +”)/U3 =0
avy + 0vg —avg =0

alvy —wv3) =0

Como v # w3 segue que a = 8 = v = 0, mostrando que vy, v9 e vz sao L.I. O que
leva a Dqa3 # 0 e consequentemente que Dis3 < 0. Por processo analogo mostramos que
Doy < 0.

Entao terfamos det G = (1 —7%,)(1 —r2,) =0, (1 —7r%;) < 0e (1 —ri;) <0, que seria

um absurdo. ]

Seja C' = (¢, ..., ¢) uma m-upla ordenada ruim de geodésicas complexas distintas
em HZ. A partir de C' podemos construir sub-upla ordenada C* = (¢;,, ..., ¢;,) que nao

contenha retas ruins, onde 1 < iy < ... < i, < m, k # 2. Vejamos por exemplo o seguinte
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algoritmo:

e Se (' nao contém retas ruins, entao nao ha o que fazer.
e Se C' contém uma reta ruim, digamos ¢;, entao removemos c;.

e Se a nova configuragao nao contiver retas ruins, podemos parar o processo de retirada
de geodésicas. Caso contrario, repetimos o processo até obtermos uma configuragao

boa.

Note que se tivéssemos C' = (¢q, ¢, c3,¢4,¢5) uma quintupla de geodésicas complexas
distintas em HZ com ¢y Lcs, c3Ley, ¢y Les. Por definigao, C' seria uma configuragao ruim.
Aplicando o algoritmo acima podemos retirar ¢z, dando origem a configuragao reduzida
C* = (c1, ¢2,¢4,c5), ou poderiamos retirar ¢4, obtendo C* = (¢y, ¢, ¢3,¢5). Mostrando
que a configuracao reduzida nao é unica. Também observe que a configuracao reduzida
nos mostra que reta foi retirada. E interessante mencionar que dada uma configuracio
reduzida C* qualquer, nao é possivel reconstruir a configuragao C' da qual ela é originéria.

Vejamos um exemplo que ilustra essa afirmacao.

Exemplo 5.1. Note que se possuimos apenas uma configuragao reduzida, nada podemos

dizer sobre a configuragao original.

Suponha, por exemplo, que C* é uma configuragao reduzida de uma configuragao C'

tal que

) 0
= ,

z

com z € C,

N NI

z
1
2

tais geodésicas complexas estao respectivamente associadas aos vetores polares

1 1 0
of, o, |1

1 1
0 2 2

Claramente a primeira e a terceira geodésicas sao ortogonais. Note que nao sabemos
quantas geodésicas foram retiradas da configuracao original. Além disso, mesmo que
soubéssemos, ainda nao seriamos capazes de encontra-las. Suponha por exemplo que
a configuragao original tivesse quatro geodésicas complexas. Denominemos a geodésica
retirada de c¢. A divida que surge é se ¢ é ortogonal a ¢j ea cj,acjeac,ouaceacd,

onde ¢, , i =1,2,3 s@o as geodésicas da configuragao reduzida na ordem que aparecem.
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Seja c; uma das retas ruins retiradas de uma configuracao C' para a construcao de uma
configuracao reduzida C*. Definimos ¢} = {¢; € C*;¢;L¢;} o conjunto de todas as retas
em C* ortogonais a ¢;. Se uma reta pertence a ¢; damos a ela o nome de reta associada a
¢;. Observemos que todas as retas em c; sao ultra-paralelas. A titulo de exemplificar tal
fato, considere uma configuragao ruim C' = (¢y, ¢a, ¢3, ¢4, C5, ¢g) com co Les, caley e coles,
cuja configuragao reduzida é dada por C* = (cy, ¢3, ¢4, ¢5, ¢g). Dai o conjunto de todas as
retas ortogonais a ¢y € dado por ¢ = {c3,¢4,¢5}. Como ¢y é perpendicular comum a c3
eacy acsgecs eacy e cs, isso nos fornece que c3, ¢4 € ¢5 sao ultra-paralelas. Como
as retas em ¢! sao ultra-paralelas, consequentemente os d-invariantes definidos por pares
de geodésicas complexas distintas em ¢/ sao maiores do que 1. A essas condi¢oes damos
o nome de condi¢coes de ortogonalidade definidas por ¢;. As condi¢oes de ortogonalidade

definidas por todos os ¢; ruins sao chamadas de condicoes herdadas.

Vimos que somente a configuragao reduzida nao nos possibilita recuperar a configu-

racao original.

Vejamos um exemplo ilustrativo de que quando dispomos da configuracao reduzida e

de todas as ¢ conseguimos obter a configuracao inicial.

Exemplo 5.2. Tomemos a mesma configuracao do exemplo anterior. Mas agora forne-

cemos que ¢; = {cy1, 2}
Dessa forma é possivel saber quantas retas foram retiradas, em nosso caso somente cj
foi retirada. Consequentemente ¢y, ¢y estao em C* e se encontram ordenadas. Seja vz o
vetor polar a ¢z, temos que (vs,v;) = 0 = (v3,v3). Isso nos fornece que vz = (0, 1,0)" logo
z
c3 = 12 €C
0

Assim, a configuracao original é dada por

com z € C

Q

I
N NI
(@]
Ol W

Agora nosso objetivo é definir os novos invariantes que nos serao uteis para descrever
a classe de congruéncia de PU(2,1). Sejam C = (cy,...,cx) uma k-upla ordenada de

geodésicas complexas distintas em H% e v = (vy, ..., v) uma k-upla de vetores polares a



68

c1, ..., ¢,. Definimos o nimero complexo

(v1,v9) (V2,v3) ... (Vk—1, k) (Vk, V1)
(v1,01) .. (Vg, Vg)

514: = 5k(617 ...,Ck) =

que ¢ uma generalizagao do nosso antigo invariante d;;. Observe que para k = 2, temos
justamente ds(cy,cy) = d(cy, o). Desse forma, ¢ facil ver (Segao 4.2.1) que d; estd bem
definido, independe dos vetores polares escolhidos e é invariante com respeito a ac¢ao
diagonal de PU(2,1). Daremos a tal invariante o nome de k - delta invariante ou, de
forma mais simplificada, 0 - invariante. Por fim, note que se dispomos de uma tripla

(¢1,¢9,c3) ordenada de geodésicas complexas nao ortogonais, temos que A(cy, ¢, c3) =

arg(ds(ci, ca,c3)).

Nossa meta seguinte é descrever o espago de modulos de uma configuracao regular

boa de geodésicas complexas distintas em HZ.

Seja M*(k) o espago de configuracao de k-uplas ordenadas regulares boas de geodé-
sicas complexas distintas em HZ, ou seja, ¢ o conjunto das k-uplas ordenadas regulares
boas de geodésicas complexas distintas em HZ passado o quociente pela agao diagonal de

PU(2,1) munido da topologia quociente.

Para descrever unicamente a classe de congruéncia em PU(2,1) ainda faremos uso
da matriz de Gram, mas aqui, dependendo da situagao precisaremos manipular os invari-
antes a fim de descrever a normalizacao de tal matriz de forma tnica. Com esse intuito
escreveremos o espaco de configuragdoes como uma uniao finita de conjuntos menores, isso

nos fornece algumas situagoes para a normalizacao da matriz de Gram.
M (k) = M7 UM U ... UMy UM,
onde

a. Mj & o subconjunto de M*(k) cujos pontos [C] sao representados por k-uplas

C = (c1, ..., cx) tal que ¢; ndo é ortogonal a ¢; para todo j = 2,..., k;

b. M comn =2, ...,(k—1) é¢ o subconjunto de M*(k) cujos pontos [C] sao represen-
tados por k-uplas C' = (cq, ..., ¢x) tal que ¢; é ortogonal a ¢, e ¢; nao é ortogonal a

c; para j # n;

c. Mj ¢ o subconjunto de M*(k) cujos pontos [C] s@o representados por k-uplas

C = (c1, ..., cx) tal que ¢q é ortogonal a ¢, e ¢ nao é ortogonal a ¢; para j =2, ..., k—1.

A partir do acima vemos que M*(k) é a unidao disjunta dos M7, i = 1,....k E é
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também o acima que motiva a defini¢ao a seguir.

Defini¢ao 5. Seja C' = (¢, ..., ¢;) uma k-upla ordenada regular boa de geodésicas com-
plexas distintas em HZ. Dizemos que C' é do primeiro tipo se [C] € M3, que C ¢é do

sequndo tipo se [C] € M, paran =2,...,(k—1), e que C & do terceiro tipo se [C] € M;.

Agora estamos interessados na normaliza¢ao da matriz de Gram G(C') associada a uma
k-upla C' = (¢4, ..., ¢ ) ordenada regular boa de geodésicas complexas distintas. Aplicando
a Proposicao 3.2, podemos normalizar de forma que g;; = 1, e g;; = r1; > 0, para todo
j = 2,....,k. Como estamos considerando que C' é uma configuracao boa, o nimero de

zeros na primeira linha L = (1,79, ...,71;) de G = (g,;) € menor do que 2.

Se C' ¢é configuracao do primeiro tipo, teremos r1; > 0 para todo j = 2,...,m. Pelo
ja visto no Capitulo 3 segue que G = (g;;) admite normalizacao tnica. O mesmo nao
ocorre quando C' é do segundo ou terceiro tipo, neste caso G = (g;;) admite mais de uma

normalizacao. Estudemos separadamente os dois casos:

- Se C' & do segundo tipo, entao para algum n temos ry, = 0,n = 2, ..., (k—1). Como
a configuragao ¢ boa segue que necessariamente g;, # 0 para todo ¢ = 2,....k. E
neste caso substituindo, se necessario, v,, por \,v,, obtemos normalizacao de modo

que gnr > 0 onde A, é complexo unitario conforme utilizado na Proposigao 3.2.

- Se C' é do terceiro tipo, entao r1; = 0. Por estarmos trabalhando com uma configu-
racao boa, 7, # 0, para todo i = 2, ...,k — 1. Se nao fosse teriamos ¢ ortogonal a ¢;
e a ¢;, o que contraria o fato de C' ser configuragao boa. Novamente, se necessario

for, podemos tomar \, complexo unitario capaz de obtermos normalizacao de modo

que gk-1)k = Tk-1k > 0.

Sao estas tais normalizagoes que nos possibilitarao completar todas as entradas de G de
forma tnica. Uma matriz de Gram normalizada por esse procedimento é denominada

matriz de Gram completamente normalizada.

Proposicao 5.3. Os d-invariantes d; = dy;, 1 < j <k, e o 3-delta invariante 0(1,14,j) =
d3(c1, ¢iycj), 1 < i < j <k, definem unicamente a classe de congruéncia PU(2,1) de uma

k-upla ordenada regular boa de geodésicas complexas distintas do primeiro tipo.

Demonstracao: Sejam C' = (cy,...,¢;) uma k-upla ordenada boa de geodésicas com-

plexas do primeiro tipo e G = (g;;) sua matriz de Gram completamente normalizada, ou
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seja, gii = 1, g1; > 0, paratodo i =1,...,k e j = 2,..., k. Temos que,

(v1,v;) (vj,01)
(v1,v1) (v5,v;)

dlj = d(Cl, Cj) =

= 0191 = ’91j|2 = T%j

Todo o acima nos fornece que r;; = 4/dy;. E isso completa as entradas da primeira linha.

Agora, observe que calculos diretos nos fornecem que
6(1,4,7) = 53(017%0;') = (v1, vy) <Uian> <Uj;U1> = 91i9i39;1-
De onde obtemos a igualdade abaixo.

Gij = = = )
/ 91i9j1 Vdii/djr (dydj)

As relagoes obtidas cobrem todas as entradas de G unicamente. Para terminar a prova

1l<i<yj<k.

basta aplicar a Proposi¢ao 3.8, pois, se tivermos duas k-uplas ordenadas boas de geodésicas
complexas de primeiro tipo que possuem matrizes de Gram normalizadas iguais, a referida

proposi¢ao nos garante que tais k-uplas sdo congruéntes em PU(2,1). [ |

Proposicao 5.4. Seja C' = (¢y,...,¢;) uma k-upla ordenada regular boa de geodésicas
complexas distintas do segundo tipo tal que [C] € M, para algum n fixo em {2, ..., k—1}.
Entao a classe de congruéncia PU(2, 1) de C' é unicamente definida pelos d-invariantes d;,
dni, 1 < j <k, j #n, o 3-delta invariante §(1,4,j) = d3(c1,¢i,¢5), 1 <i < j <k, j#n,
e o 4 delta-invariante 0(1, 7, n, k) = da(c1, ¢cj cn,c), 1 < j <k, j #n.

Demonstracao: Sejam C' = (cy, ..., ¢;) uma k-upla ordenada boa de geodésicas comple-
xas do segundo tipo e G = (g;;) sua matriz de Gram completamente normalizada, ou seja,
gi=1,g1;=m1;>0,paratodoi=1,...,keje {2, .., k}\{n}, 1, =0, € gop = rnx > 0.
Temos que,

r1]:\/d1j7v‘7:27"7k7j#nernk: dnk

O que cobre completamente a primeira linha da matriz de Gram. Agora direcionemos
nossa atengao para o 3-delta invariante. Como r;; > 0 e rj;; > 0 para 7,j # n e através

de calculos simples anteriormente explicitados podemos tirar a seguinte relacao

(diidyj)2

Por fim, fazendo uso do 4-delta invariante obtemos a ultima relacao que completa todas



71

as entradas da matriz de Gram completamente normalizada.

6(]—aj7na k) - (54(01,0]‘,07“0]@)
= (v1,v5) (vj,0n) (U, Vk) (Vk, V1)
= 09159in9nk9k1

= T1;7in"nkTk1

Como ry; > 0 para j # 0, e iy > 0, r,; > 0, podemos rearranjar o acima da seguinte

forma

6(1,4,n, k)
(dyjdiidng)?’

Até aqui ja temos todas as entradas da matriz de Gram recobertas pelo invariantes d,;,

Vi=2 ..,k j#n.

jn =

dng, 0(1,4,7) e d(1,1, j, k). Para finalizar a demonstragao basta seguir exatamente o mesmo
raciocinio da parte final da Proposicao 5.3. Que consiste na aplicacao direta da Proposicao
3.8. [ |

Proposicao 5.5. Seja C' = (¢, ..., ¢;) uma k-upla ordenada regular boa de geodésicas
complexas distintas do terceiro tipo. Entao a classe de congruéncia de C' em PU(2,1)
¢ definida unicamente por d-invariantes, dyj, dpx-1y, 1 < 7 < k, os 3-deltas invariantes,
0(1,4,7) = o0s(c1,civey), 1 < i < j < k—1, e o 4-delta invariante 6(1,4,k,k — 1) =
da(cr, Ciycrycpon), 1 <1 <k —2.

Demonstragao: Seja C' = (cq,...,¢;) uma k-upla ordenada regular boa de geodésicas
complexas do terceiro tipo e G = (g;;) sua matriz de Gram completamente normalizada.
Ou seja, G deve cumprir as seguintes especificagoes

(

| 91k = T2y > 0

A primeira linha ¢é facilmente completada com o invariante d;;, conforme abaixo indicado.

r; =/dj,Vi =2, k—1ergm = /dg—1)k.

Agora, como ry; > 0 e ;7 > 0 para todo 2 < ,j < (k — 1), obtemos, por contas ja feitas

na Proposi¢ao 5.4, a seguinte relagao

I
gz'j:(’—ld);,V1<i<j§k—1.

(dliddlj)g
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Utilizando o 4 - delta invariante chegamos a seguinte relagao

5(17iakak_ ]-) - 64(Claciackvck—1)
= <U1, Ui> <Ui7 Uk> <Uk; Uk—1> <Uk—17U1>
= 91i9ikGk(k—1)9(k—1)1

1Tk k(k—1)T (k—1)1

Dai, como ry; > 0 para 1 <i < (k—1), e 7g—1yx > 0, 7(x—1)x > 0, obtemos que

6(1,4,k, k—1)
T1iTk(k—1)T (k—1)1

6(1,4,k k—1)
(dridyge—1)dk-101)?

gik =

Portanto, todos os invariantes acima definem unicamente a matriz de Gram completa-

mente normalizada. Chegamos ao resultado almejado aplicando a Proposicao 3.8. |

Agora estamos a um passo da construgao do espaco de médulos M para o espago
de configuragdo M*(k) de k-uplas regulares boas de geodésicas complexas distintas. O
procedimento é anélogo ao do Teorema 4.8, ja demonstrado anteriormente. Para tal feito,
precisaremos do niimero de invariante em cada caso, ou seja, o numero de invariante na

Proposigoes 5.3 - 5.5.

1. Na Proposicao 5.3 estamos lidando com uma configuragao de primeiro tipo. Da

qual tiramos que o namero de dy; e 6(1,4,j) é dado por

o \/dij = ri, j =2,...,k, dai o nimero de d-invariantes é: #d;; = k —1 = d;.

® g = %, 1 <1< 7 <k Ontmero de 3-)-invariantes é dado por
tiddy ;)2
kE—1)(k—2
O(k;—l,Q):( )2( ):dg

O que nos leva a concluir que o niimero total de invariante d é a soma de d; e do,

ou seja, d = dy + dy = kQT—k

2. Na Proposicao 5.4 estamos lidando com uma configuracao de segundo tipo. Da

qual tiramos que o numero de dy;, (1,4, 7) e 0(1, j,n, k) é dado por

LAY, dnk = T'nk-

o Jdij =1, 1 <j<kej#n,dai o nimero de d-invariantes é: #dy; = (k —2) +
1l=k—1=d.
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6(1,1,5)

® g = )b 1<i1<j <k 17 #n. O namero de 4-6-invariantes é dado por
1id1;
k—2)(k—3
C(k—2,2):( )2< ):d2
® Gin — M, 1 <j <k, j#n. O namero de d-invariantes é k — 2 = d3.
(dijdigdnk)?

k2 —k
5

Dai, o namero total de invariantes é d = dy + dy + d3 =

3. Na Proposigao 5.5 estamos lidando com uma configuracao de terceiro tipo. Da

qual tiramos que o namero de dy;, 6(1,4,7) e §(1,4,k, k — 1) é dado por

o \/dij =1, 1 <j<k—1,daf o nimero de d-invariantes é #d;; = (k —2) + 1 =

k—1=d.
® gij — 5(1’—“);, 1 <i<j<k-—1,i. O ntmero de d-invariantes é dado por
(d1idy;)2
k—2)(k—3
C(k—2,2):( )2( ):d2
® g — 0Likk=l) 1 < <k —2. O ntmero de d-invariantes é k — 3 = d.

(d1idy (—1)di(r—1)) 2

Dai, o namero total de invariantes é d = dy + dy + d3 = k2_2k_2.

Enunciaremos a seguir o teorema que fornece a descricao do espago de Modulos de
k-uplas ordenadas boas de geodésicas complexas distintas do segundo tipo, M, onde
n € {2,....k — 1}. Os outros tipos seguem de forma analoga. Dessa forma considerando
que se z € RT=R% x R x R% nos escreveremos z = (u, v, w), onde u = (uy, ..., uq,) €
R dy =k—1,v = (v1,...,vq,) € R®2;dy = w ew = (wy,...,wg,) € RB:dy = k—2.
Fazendo uso da ordem do dicionario, podemos relacionar (wy, ..., Ug, , V1, ..., Uy, W1, -, W)
com 0s (di2, ... dm—1yms Doz, oo, An—1ym,0(1,2,3),...,6(1,m — 1,m)). Assim os D;, _; =
D, i (diy, Aij,0(1,4, 7)) definem os Dy, (u,v,w). Reescrevendo o Teorema 4.8 com

os dados da Proposicao 5.4, obtemos que

Teorema 5.6. O espaco de configuracao M de k-uplas ordenadas regulares de geodésicas
complexas distintas do segundo tipo esta bijetivamente relacionado ao conjunto M de
pontos em R?, com d = kQT’k en €{2,....k — 1}, definido pelas seguintes condi¢oes

i, (u,v,w) =0,V 1 <4y <ip <..<iy <k, para k maior ou igual a 4.

2. Dil’iQ,iB(u,v,w) < 0, Vi< <ig< 13 < k.
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Contanto que w; > 0,Vi=1,...,di,v;, j=1,...,da e wy, t =1, ..., ds.

Definimos o conjunto M como espago de modulos de M7, onde n € {2,....,k — 1}.

Sejam C' = (¢, ..., ¢, ) uma m-upla ordenada ruim de geodésicas complexas distintas e
C* = (¢4, ..., ¢;, ) uma configuracao reduzida, com 1 < iy < ... < i < m. Denotando M,
como espac¢o de modulos de uma configuragao especial, enunciamos o teorema a seguir

que o descreve.

Teorema 5.7. O espago de modulos M, esta bijetivamente relacionado ao conjunto M

= Mj(ci,, ..., ¢i,) definido pelas condigoes herdadas.

Como aplicacao do Teorema acima vejamos os seguinte exemplo.

Exemplo 5.3. Sejam c;, ¢y, c3, ¢4, c5 geodésicas complexas distintas e sy, So, S3, S4,
s5 vértices do P = (cy,¢a,¢3,¢4,¢5) c-pentagono retangulo proprio. Considere P* =
(¢1,¢3,¢5) uma configuragao reduzida de P. Note que P* é boa e ¢ do terceiro tipo.
Fazendo analogia com o HZ é possivel imaginar o c-pentdgono e sua configuragao reduzida

de terceiro tipo

Figura 7: c-pentagono e sua configuragao reduzida

A matriz de Gram G = (g;;) associada a P* completamente normalizada é dada por

G = 13 1 35 , 713 = V/ d13 >0e T35 = d35 > 0.
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Os conjuntos de retas associados a ¢y e ¢4 denominados por ¢ e c; respectivamente

nos fornecem que,
cy = {c1, 3}, entdo ¢ e ¢z sdo ultra-paralelas, desta forma dy3 > 1;
cy = {es3, 5}, entdo ¢z e ¢5 sdo ultra-paralelas, desta forma dgs > 1.

O Teorema 4.8 nos garante que det G deve ser menor ou igual a 0. Como ri;, 735 sao

reais maiores do que um segue que apos calculos simples det G = 1 — (r?; + 1) < 0.

O espago de modulos de c-pentagonos retangulos pode ser identificado como

M3 = {(z,y);2 > 1,y > 1}

Agora desejamos mostrar que qualquer c-pentagono proprio retangulo estd em um

R2-plano. Sabemos que o R?-plano é definido como o conjunto dado por

xr
{( ! ) CBQ;‘I1’2+‘ZIZ’2|2<1},3§'1,$2€R.
T2

Considere os 5 pontos abaixo,

0 0 55 4,/ 2 4,/2
31:< )782: 1 , 83 = 2\/? y S4 = 133 , S5 = 33 .

1

—_

Tais pontos estao num R?-plano e formam um pentégono retangulo. Podemos associar
a quintupla S = (sy, s9, 3, 54, $5) de pontos em R%-plano a uma quintupla de geodésicas

complexas C' = (¢, g, 3, ¢4, ¢5) que esta associado a uma matriz de Gram normalizada

dada por,
10 2 30
0 1 0 4/ /8
G=|2 0 1 0 /3
34/t o0 10
0 is 3 0 1

10 2
Chamando = = dy3 e y = dz5, temos que z, y > 1. Mostrando que existe g € PU(2,1)

capaz de levar um c-pentdgono complexo num R2-plano.

Exemplo 5.4. Sejam P = (c1,c9,c¢3,¢4,C5,¢6) um c-hexdgono retangulo proprio, S =
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(81, 2, 83, S4, S5, S¢) seus vértices e P* = (¢q,¢3,¢5) a configuracao reduzida de P. Note
que P* é boa e é do primeiro tipo. Fazendo analogia com o H% ¢ possivel imaginar o

c-hexagono e sua configuracao reduzida de primeiro tipo

Figura 8: c-hexagono e sua configuracao reduzida

A matriz de Gram G = (g;;) normalizada associada a P* esta estruturada como abaixo

: d d (7‘13:7’1:\/d13:\/d1>0
G 7 11 2 q T15:T2:\/d15:\/d2>0
= | ., onde
! 135 . 7"3:7"35:\/d35>0

Vidy 735 1 s = Vdaz = d(c1,¢3,¢5)

\ (dldg)%
Das retas associadas a co, ¢4 € cg tiramos que dy3 > 1, d35 > 1 e di5 > 1, pois
cy = {c1, 3}, entdo ¢ e ¢z sao ultra-paralelas, desta forma dy3 > 1;

cy = {e3, 05}, entdo ¢ e ¢5 sao ultra-paralelas, desta forma ds5 > 1;

cg = {c1,¢5}, entdo ¢ e ¢z sao ultra-paralelas, desta forma di5 > 1.

Portanto, aplicando o Teorema 4.8 temos garantido que det G deve ser menor ou
igual a 1. C 2. r2 2 sa ' i d 0 6s calculos sim-
igual a 1. Como ri5, 755 e ri; sao reais maiores do que 0 segue que ap6s célculos sim
ples que o det G = 1 — (ri; + 35 + ri) + 2rizrizrizcosa < 0. Utilizando a ordem do
dicionario(ryz = ry,715 = 19 € r35 = 13) 0 espago de modulos de c-hexagonos retangulos

pode ser identificado como

M = {(r1,r2,73,a) ER* 11y > L, a € (=7, 7], 1 — (r] + 715 +73) + 2rirarscosa < 0} o
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6 O ESPACO DE MODULOS DE
CONFIGURACOES
DEGENERADAS

No Capitulo 2 desta dissertacao falamos sobre o produto interno hermitiano e sobre
o dominio de Siegel. Aqui, tal produto ird adquirir outra forma. Mas ambos os produtos
sao equivalentes. O que estamos fazendo é uma mudanca de base, mudanca essa que

altera a matriz geradora do produto interno hermitiano.

A base canonica E = {ej, eq,e3} utilizada no Capitulo 2 dara lugar a seguinte base

E = {é1,65,63}, onde é; = (1,0,1)",é, = (0,1,0)" e é5 = (1,0,—1). Segue abaixo a

27 T2
matriz mudanca de base, da base E para a base E.

10 3
D=101 0
10 —3

A partir dessa mudanca de base é possivel encontrar a matriz da forma hermitiana,
que para nos serd denominada de Jy. Consideraremos o produto interno hermitiano

(z,w) = w*Jyz em C*!' definido pela matriz

0 01
JOI O 1 O
100

Isto nos fornece que (z,w) = z,W3 + 29W; + 23wy, onde

21 wq
zZ = 29 e w= Wo
Z3 w3

Utilizando os mesmos argumentos do capitulo 2, obtemos que com essa mudanga o
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dominio de Siegel passa a ser identificado a

b” = { (w1, ws) € PC* | 2Re(wy) + |wo|* < 0}

Recordamos que o grupo de Heisenberg é H = C x R munido da operagao
(Zl, tl)(ZQ, t2> = (Zl + 29, tl + t2 + 2[771(212_2))

Dai, o espago hiperboélico complexo pode ser parametrizado em coordenadas horoesféricas
H x R,. Como descrito em Falbel - Parker [9].

—|z* —u+it
v (z,tu) — /2 para (z,t,u) € h?\{goo }-
1
O ponto ideal g4
1
Vi Qe — 0

Neste capitulo, assim como no anterior, sera necessario a construgao de novos inva-
riantes. Isso porque conforme visto no Exemplo 3.8, no caso de m-uplas degeneradas, é
possivel encontrar duas m-uplas de geodésicas complexas distintas que possuem matrizes

de Gram normalizadas iguais, sem que tais m-uplas sejam congruentes.

6.1 AS ESFERAS POLARES DE CONFIGURACOES
DEGENERADAS DE GEODESICAS COMPLE-
XAS

Neste capitulo estaremos a todo tempo trabalhando com elementos do espaco C*! e
do espaco projetivo PC2. Nossa atencao estara voltada para as esferas parabélicas, que

nada mais sdo do que retas projetivas complexas em PC?.

Iniciemos essa se¢ao com a proposicao a seguir que associa a cada ponto p € 8]HI(2C a

uma tnica reta projetiva S, C PC2.

Proposigao 6.1. Para qualquer ponto isotropico p € 9HZ existe uma tinica reta projetiva

complexa S, C PC? tangente a 0HZ em p.
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Demonstragao: Consideremos os seguintes elementos do espaco C*1

- 1, C C*! com [, = {\p; A € C};

-V, € C* com V, = Iy = {v; (v,p) = 0} U {0}.

denominados de reta complexa determinada por p e complemento hermitiano de [, res-

pectivamente.

E facil ver que V,, & subespago vetorial com dimensao 2. Pois dado v € C*! e p € JHZ
podemos escrevé-los genericamente como v = (vy, vg, v3)' € p = (p1, P2, p3)*, onde v;, p; € C

para todo i = 1,2, 3. O produto hermitiano nos fornece a equacao abaixo,
U1p_3+1)2p_2+'113p_1: 0. (61)

Tal equacao ¢é suficiente para mostrar que dim V,, = 2.

Agora note que se tomarmos z € [,, existira A € C tal que z = Ap. Dal, (z,p) =
A{p,p) = 0, pois p ¢ isotropico. Logo z € V,. Como tomamos z qualquer, temos que

l, C V,. Consequentemente [, NV, = .

Fazendo uso do Lema 3.2, obtemos que V,\l,, s6 contém vetores positivos. Pois, do
fato de que dim V,, = 2 seque que a base de V}, possui dois vetores, a menos de ordenacao
podemos supor que p pertence a tal base, dai V,, = [w, p|. Considere a matriz do produto

interno restrita a 1}, como abaixo

G_((w,w) 0 >_<(w,w) O)
0 (p.p) 0 0
Como p é isotropico segue que (w, w) > 0. Todo o anterior implica que a reta projetiva

complexa S, = 7(V,\{0}) C PC? é tangente a JHZ em p. Onde a unicidade de S, ¢é
garantida pela equacao 6.1. |

O corolario a seguir assegura que qualquer subespaco degenerado de dimensao 2 tem

a forma de um V, para algum p na fronteira de HZ.

Corolario 6.2. O espago complexo de dimensao 2, V,, ¢ um subespaco degenerado do
espaco hermitiano C%!. Além disso, qualquer subespaco degenerado de dimensao 2 de

C*! ¢ da forma V, para algum ponto isotropico p.

Demonstracao: Seja V, um espago complexo de dimensao 2. E seja {z,p} uma base

de V,. Entdo z ¢ 1,, o que implica que (z,2) > 0. E claro que
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(2,2) (p2) r 0
[0 v ] = =
(z,p) (P, D) 00
com r > 0. Logo, a restricao da matriz da forma hermitiana a V}, possui assinatura (1,0)

o que pelo capitulo 3 ¢ o mesmo que dizer que V), ¢ parabdlico, ou degenerado.

Para a segunda parte da demonstracao do teorema, considere W um subespago dege-
nerado de C*! de dimensao 2 tomemos uma base B = {v, p} tal que (p, w) = 0 para todo
weW.

Dai, (v,p) = (p,p) = 0 e pelo Lema 3.3 temos que (v,v) > 0. Para qualquer w € W,
existem ), 8 € C com w = A\p+ v tal que (w,p) = 0. Dai, W = {w € C*>!; (w, P) =0} =
L=V, -

Vejamos a seguir que se uma m-upla de geodésicas complexas é degenerada entao
tais geodésicas se encontram na OHZ em um ponto isotropico p. Além disso, ¢ possivel

garantir que a reciproca também é vélida.

Antes facamos uma pausa para relembrar o conceito de uma m-upla C' de geodésicas
complexas distintas degenerada. Sejam ¢y, ..., ¢,, geodésicas complexas distintas e vy, ...,
U seus respectivos vetores polares. Dizemos que a m-upla C' = (¢y, ..., ¢,,,) € degenerada se
o subespago W = [vy, ..., v,] € degenerado. E por definigdo um subespago W é degenerado

quando existe w € W tal que (w,v) = 0 para todo v € W.

Corolario 6.3. Sejam C' = (cy, ..., ¢,,) uma m-upla ordenada de geodésicas complexas
distintas em HZ, e P = (py, ..., pn) uma m-upla correspondente de pontos polares. Entao
C é degenerada se, e somente se, todas as geodésicas complexas cq,...,c,, se intersectam
em um ponto isotrépico p € 8]1—1[%. Nesse caso, os pontos p1,...,p,, pertencem a esfera polar

S, com base em p.

Demonstragao: Sejam C' = (cy, ..., ¢;,) uma m-upla de geodésicas complexas distintas
em HZ e v = (vy, ..., v,,) uma m-upla de seus respectivos vetores polares. Suponhamos que
C' seja degenerada. Entao segue que o subespago W = [vy, ..., v,] gerado por vy, ..., vy, é
degenerado. Pela defini¢ao de espago degenerado existe z € W tal que (z,w) = 0, para

todo w € W. Em particular (z,v;) = 0, para todo i = 1,...,m, e (z,z) = 0. Portanto, as

geodésicas ci, ..., ¢, intersectam OHZ em p = 7(2).
Reciprocamente, sejam cq, ..., ¢, geodésicas complexas distintas cujos os respectivos
vetores polares sao 0s vy, ..., vy,. Por hipotese, as geodésicas ci, ..., ¢, intersectam OHZ

em p. Isso indica que (v;,v) = 0 para todo i = 1, ..., m, onde v é representante de p. Dali,
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o subespaco de C*! gerado pelos vy, ..., v, é 0 conjunto de vetores que sao ortogonais a
v. Mas essa ¢ justamente a defini¢ao de V, = I, onde [, = {\v; XA € C}. Sabemos que

tal subespaco tem dimensao 2 e é degenerado, pelo Capitulo 3, a m-upla C' é degenerada.

A unicidade decorre do fato de que se supusermos que existe p’ # p, com p’ € OHZ tal
que ¢y, ...,¢,, intersectem p e p’, entao necessariamente ¢; = ... = ¢,,, 0 que ¢ um absurdo,

pois estamos trabalhando com geodésicas distintas. |

A proposi¢ao a seguir nos mostra que sobre certas condigoes podemos garantir a
existéncia de um isomorfismo projetivo entre duas retas projetivas complexas. Segue da
algebra que um isomorfismo é um homomorfismo bijetor. Ao longo da demonstragao
veremos que um isomorfismo induz um isomorfismo projetivo. Para nos, este tltimo é um

homomorfismo bijetor entre espagos projetivos.

Proposicao 6.4. Sejam S, e S, esferas polares com base em p e ¢ respectivamente, onde
p, ¢ € OHZ. Sejay € PU(2,1) tal que v(p)=¢q. Entao v(S,)=S,. Além disso, v: S, = S,
determina um isomorfismo projetivo entre S, e S;, considerados como retas projetivas

complexas.

Demonstragao: Sejam p, ¢ € OHZ, 7 € U(2,1) o levantamento de v € PU(2,1) e P,

Q@ € Vy levantamentos de p, q respectivamente.

Sabemos que Vp & subespaco degenerado de C?!, com dimVp = 2. Note que o
isomorfismo 7 nos fornece que 7(Vp) é também um subespago degenerado de dimensao
2 contendo o levantamento Q. Pelo Corolario 6.2 7(Vp) = V. A classe de ¥ induz um

isomorfismo projetivo 7y : .S, = S,.
|

Utilizemos o exemplo a seguir para ilustrar a parte final da demostracao da Proposigao

acima.

Como PU(2,1) age bitransitivamente na fronteira do espaco hiperboélico complexo,

considere p, ¢ € OHZ, tal que
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suas respectivas linhas complexas sao expressas da seguinte maneira

0 B
L=3|o [:xec}, ,=X|0 |:gecC
A 0

Lembremos que o complemento ortogonal de tais retas sao subespagos vetoriais de

C?!, que nesse caso sao dados respectivamente por

0 U
Vp = z |izweC ), Vy = v |;u,veC”
w 0

Tais subespagos possuem dimensao dois, entao sao isomorfos. Isso nos garante que

existe v € U(2, 1) responséavel por induzir tal isomorfismo.

010
y=|(001/{,
0

7 induz um isomorfismo projetivo de PC? em PC? definido da seguinte forma

0 x
7(m7y7z)t = 0 01 Yy = (yazyx)t'
100
Ao restringirmos o isomorfismo projetivo acima de V), a V,, obtemos o desejado. °

A seguir veremos uma proposicao que segue diretamente do resultado anterior.

Proposicao 6.5. Sejam S, e S, esferas polares baseadas em p e ¢, respectivamente,
onde p, ¢ € 0HZ. Entao S, e S, sdo projetivamente equivalentes como retas projetivas

complexas, onde um isomorfismo projetivo pode ser definido por I' € PU(2,1) tal que

v(p) = q.

Demonstragao: Temos que PU(2,1) age transitivamente em OHZ. Dai, dados p,
q € OHZ, existe v € PU(2,1) tal que v(p) = ¢. Isso nos deixa justamente com as mesmas
hipoteses da Proposicao anterior, aplicando-a temos que v(S,) = S, e que S, e S, s@o

projetivamente equivalentes. |
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6.2 A ACAO DE PU(2,1) NAS ESFERAS PARABO-
LICAS

Identificaremos L = PC! como reta projetiva complexa e G(L) = PGL(2,C) o grupo
das transformagoes lineares bijetoras de L em L, que para nés estao identificadas com as

matrizes com determinante nao nulo de modo que:

T:L — L
[z] = T([z]) = Alz] = [Axz]

onde A é matriz 3 x 3 tal que det A # 0, com A relacionada a transformacao T. Afir-
mamos que nem sempre um subconjunto de G(L) possui uma extensao num subgrupo do
estabilizador de L em PU(2,1).

Utilizemos por comodidade a forma hermitiana usual. E considere o ponto p =
(0,0,1)", cujo espago complementar associado é dado por V, = {(z,w,0)'}. Dai, es-
cremevos L = 7(V,\{0}) = CU {0}. Podemos identificar os elementos de L da seguinte
forma,

z— (2,1,0), oo — (z,0,0).

Tomemos a seguinte aplicacao em L,
Az =2z, Aoco = oo.

Trabalhando matricialmente, temos que

t

Note que néo existe B € PU(2,1) tal que B(V,) C V, e A= B|j.

Demonstraremos a seguir que quando a reta projetiva complexa em questao é uma
esfera polar com base em algum ponto p € OHZ, todo elemento do estabilizador de p em

G(L), denotado por I', tem uma extensao no estabilizador de p em PU(2,1).

Proposigao 6.6. Sejam p € OHZ, e S, a esfera polar com base em p. Sejam I, o
estabilizador de p no grupo de automorfismos projetivos G(S,) de S, e I'; o estabilizador
de p em PU(2,1). Entao, o homomorfismo restrigao [, — T’y estd bem definido e ¢

sobrejetor.

Demonstragao: Temos trés pontos a serem demonstrados nesse teorema:
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1. A boa definigao de I'y — T,
2. A sobrejetividade de T’y — T,

3. Que I') — I';, ¢ homomorfismo.

Temos que PU(2, 1) age transitivamente em HZ. Entao, podemos tomar g € PU(2,1)
tal que g(p) = oo. Dessa forma o estabilizador de p, I'y, e o estabilizador de oo estao
relacionados por uma conjugacao. Geometricamente, apés solucao do problema, deveria-
mos voltar para o ambiente em que iniciamos nosso trabalho. Aqui, no entanto estamos
interessados em apenas facilitar nossos calculos. Como tal conjugacao preserva os valores
obtidos nos dois grupos, iremos supor p = o0 € nao iremos nos importar em voltar para

o local inicial do problema.

Sejam p € OHE e S, esfera polar com base em p. Como I'y = {g € PU(2,1); g(p) = p}
segue da Proposicao 6.4 que I';(S5,) = S,,.

Aplicando a Proposicao 6.4 podemos assumir que p = oo, representado por vy =

(1,0,0)". Note que o espago V,, C C*' pode ser identificado com

Ve =<(v="1 2 |;21,20 € C\{0}

Tal identificagdo se deve ao fato de que [, = I = {Avp; A € C}, o que implica que
V, = Ve =1L = {veC?(v,u) =0}, onde v = (z1,22,23)" e vy = (1,0,0)". Entao,
temos que (v, vg) = 0 de onde chegamos que z3 = 0. Dai, v se escreve como: v = (21, 22, 0)"

tal que 21, 2o € C de modo que 2; e z; nao sejam simultaneamente nulos.

21
Temos que V,, = V,,\[vo]U[vo], com V,,\[vg] = 29 | 122 # 0 . Projetando obtemos
0
que
2
Soe=qv=|1 |;2€C 3 =CU{o0}. (6.2)
0

O estabilizador de p em PGL(2,C), I', pode ser identificado da seguinte forma I') =
I'w ={y(2) =az+b;a,b € C}, pois I'y, = {y € PGL(2,C);y(c0) = o0}, onde

az+b
cz+d

v(z) =
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O fato de « fixar o oo indica que necessariamente devemos ter ¢ = 0 segue dai que
a b ,
2)==z2+-=dz+V.
Wz) =245

Agora observe que se A € U(2, 1) fixa a reta gerada por vg, entao ela é triangular superior.

Considere por exemplo,

a b c j f ¢
A=|d e f e A'=|nhed
g h j g d a

Como A e A7 fixam vy, encontramos que d = g = h = 0.

O estabilizador de [, em U(2,1) é o conjunto das g € U(2,1) que fixam multiplos de
vy, em particular fixa co. E um fato conhecido (veja [9]) que se g fixa oo entdo g tem
uma forma padrao dada por g = T(,4) © Dy o Rg. Ou seja, a g ¢ uma composicao de
transformacoes de Heisenberg. Isso nos d& que o estabilizador mencionado anteriormente

¢ gerado pelas seguintes matrizes

1 —z Cloltit) 10 0 A0 0
T(Z(),t()) - 0 1 Z_O ) R9 - 0 ei9 O 5 D/\ - O 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 Xt

onde zy € C e ty, 0, A € R, A > 0. Para mais detalhes veja Falbel-Parker [9].

Utilizando as matrizes acima consideradas podemos, através de célculos simples e

diretos, obter que

z z2—72 z z z Az
Tiow) | 1| = 1 ., Ry 1 | = W, Dyl 1 |= 1
0 0 0 0 0 0

De onde segue que as projecoes T, R*, D* de T', R, D agem em S,,, com

T (2)=2—7%, R'(2)=e¢"z, D*(2)=M\z

Se f* € I';, entao f*(S,) C S,. De modo que a restrigao de um elemento de '} age

da seguinte forma em .S,

¢(T(207t0)D)\R9(Z)) Ny _ =
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onde ¢ : I') — I esta definida como abaixo.

1. A partir deste momento estamos interessados em mostrar a boa defini¢ao da corres-
pondéncia I') em I',. Para isso, basta mostrar a unicidade para a forma padrao. Considere

a seguinte igualdade onde v € C\{0}.

A —Z_Oeie w 5 _w—oeia ﬂil(—|11;0‘2+ipo)
0 e'? Z())\_l =~ 0 el woﬁ_l
0 0 AL 0 0 571

De onde destacamos as seguintes relagoes,

L A=B;

2. Zoe ' =ywge'™;
3. e¥—=eie;

4. 2N =ywo S
5. A l=yp7Y

A (—|z0)2+ito) B~ (—|wo|>+ipo)
6. 5 = 5 :

De 1 e 5 tiramos que, v = £1. Como A, § > 0 entao v = 1. Assim A = (3, 2y = w,

to =po e 0 = a+ 2km. Logo, a aplicacao considerada estd bem definida.

2. A Sobrejetividade vem do fato de que se v € T', entdo v(2) = az +b = Ae 2z — 2.
Assim, 2y = —b, § = —arga e |a| = A. Denominemos ¢ : I, = I', a aplicagao sobrejetora

de I'; para I'.

3. Claramente tal aplica¢do é homomorfismo, pois cumpre que ¢(f.g)=o(f).0(g),
onde f, g € I'; . Basta considerar f = T(,, )0 Dxo Rge g = T, py) © Dgo Rq.

A —zgel? A*1(*|z2o|2’+z'to) 8 —mgeie Bfl(*\gol%ripo)
f=10 ¢* 20\ 71 , g=10 el w1
0 0 A1 0 0 Bt
Temos que
z \Be~10+a)  _ Awpe ™ — 75
[fall 1| = 1

0 0
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cuja a projetivizacdo ¢ dada por ¢(fg)*=ABe "0+ 2 — Xwge ™ — Z;. Observemos que,

z e @y — %5 z Be 4Nz — 1w,
fIf1]= 1 : gl [ 1 | = 1
0 0 0 0

Dai, temos que ¢(f) = ez — z5 e que ¢(g) = Be ¥z — Wy, assim @(f) o d(g)
)\/Be—i(e"ra)z _ Aw_()e_ie o Z_O .

Observagao 6.1. O homomorfismo restri¢ao I'; — I', tem ntcleo nao trivial, ou seja, a

agao de I') em 5 nao ¢é fiel.

Sabemos que Ker(¢) = {f € I7;¢(f) = f* = Id}. Ou seja, f* = \ze ™ — 75 = 2.
De onde tiramos as relagoes

e —7; =0, entao zg = 0;
o \=1;

o ¢ =1, entdo # = 0.

Dai,
A —Tgelt Afl(—\220|2+ito) 10 it?o
f=10 ¢" 2o\t =101 0
0 0 At 00

Variando t;, podemos ter uma infinidade de matrizes. Logo, o ntcleo é nao trivial.

6.3 O INVARIANTE ANGULAR DE CONFIGURA-
COES DEGENERADAS

E nessa se¢ao que definimos os novos invariantes que nos auxiliam no momento de

definir unicamente a classe de congruéncia de PU(2,1). Comegaremos pela razao cruzada.

Seja p = (z1, 29, 23, 24) uma quadrupla ordenada de pontos distintos em C. Entao

defininos a razao cruzada de p, como

(21 — 23)(22 — 24)
(21— 22)(23 — 24)

[217 22, 23, 24] =
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Tal definicao pode ser estendida para o caso em que um dos pontos z; é co. Se por

exemplo, z; = 00, a razao cruzada é dada por

(22 — 24)

[OO, 22, 23724] == (23 — Z4>‘

Tal invariante traz consigo algumas propriedades que valem a pena serem menciona-

das.

a. Para qualquer z € Ctal que z #0e z # 1, [1,0,00, 2] = z;

b. Dada g € PGL(2,C) tal que

az+0b
g(z)—cz+d,ad—b07é0

¢é possivel mostrar que a igualdade a seguir ¢é valida,

[217 22y %3, 24] - [g<21)7 9(Z2>7 9(33)7 g(z4)]. (6'3)

Para provar essa igualdade basta notar que dados z e w distintos, temos que

(z —w)(ad — be)
(cz+d)(cw+d)

9(2) — g(w) =

Com essa relacao em maos é facil ver que substituindo adequadamente os valores e

cancelando alguns termos chegamos a Equagao (6.3).

c. Dados pontos distintos z1, z2, 23 € C, a fun¢ao f(z) = [z, 22,23,2] é 0 tnico
elemento de PGL(2,C) tal que f(z1) =1, f(22) =0, e f(z3) = oc.

Para provar tal fato, basta supor que existe ¢ € PGL(2,C) tal que g(z;) = 1,

g(z2) =0, e g(z3) = oco. Dal, ¢ facil ver que,
f(z) = [LO?OOaf(Z)]
= [f(zl)v f(ZQ)v f(Z3), f(Z)]

- [2172272372]

= [9(21),9(22), 9(23), 9(2)]
= [1’ 0, oo, g(z)]

= g(2)

Vejamos que o teorema a seguir utiliza a razao cruzada, acima definida, para demons-

trar quando duas m-uplas de pontos distintos sdo congruentes em PGL(2,C).
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Proposigao 6.7. Sejam p = (21, ..., z,,) e p' = (wy, ..., w,,) duas m-uplas ordenadas de
pontos distintos em C, m > 4. Entdo, p e p’ sdo congruentes com respeito a acio diagonal
de PGL(2,C) se, e somente se,

[21722,23,21'] = [w1,w2,’w3,wj

para qualquer j =4, ....m.

Demonstracao: Suponha que [z, 29, 23, 2] = [wy, w2, w3, w;| para todo j = 4,...,m.
Aplicando a propriedade (c) da razao cruzada, obtemos que existem f,g € PGL(2,C)
tais que

f(zl> = 17 f(ZQ) = 07 f(Zg) =

g(w1) =1, g(wz) =0, g(ws) = o0

Agora aplicando a propriedade (a) da razao cruzada,

f(z) = 10,00, f(z)]
= [f(=1), [(22), f(23), ()]
= |21, 22, 23, 2]
= [wi, w2, w3, wj]
= [g(w1), g(w2), g(ws), g(w;)]
= [1,0,00, g(wy)]
= g(wj)

Dai, f(z;) = g(w;) para todo j = 1,...,m. Podemos chamar h = g 'f(z;) = w;.
Como f,g € PGL(2,C) segue que g~ € PGL(2,C), o que implica que h € PGL(2,C).
Reciprocamente, suponha que p’ e p sao congruentes em PGL(2,C). Entao existe g €
PGL(2,C) tal que g(z;) = w;, para todo i = 1,...,m. Segue desse fato e da propriedade
(b) que
[21, 22, 23, 5] = [9(21), 9(22), 9(23), 9(25)] = [w1, wa, w3, wy].

Nesse momento estamos caminhando para a descricao das classes de congruéncia de
PU(2,1). E com essa finalidade que definiremos a seguir os invariantes responséveis por

descrever essas classes no caso de configuragoes degeneradas de geodésicas complexas.

Sejam C' = (¢y, ¢o, c3) uma tripla ordenada parabolica de geodésicas complexas dis-
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tintas em HZ, P = (p1,p2, p3) tripla de pontos polares e S, esfera polar com base em
p € OHZ, onde p é o ponto em que ¢, ¢3 € ¢3 se encontram na fronteira de H%. Para nos,

a esfera S, esta identificada da mesma maneira que em (6.2). Definimos

x(C) = x(e1, 2, ¢3) = x(P1, P2, P3) = [P, P1, D2, P3).-

Temos que Y esta bem definida e que se p, p1, po, p3 forem distintos, entao x é finito
ex #0,1.

De fato, suponha por contradi¢ao que x = 0 desse modo [p, p1, p2, p3] = 0. Considere
00, 21, Z9, 23 complexos distintos relacionados a p, p1, pa2, p3 respectivamente. A definicao

de x nos fornece que Z==2 =
z9—23

0 de onde tiramos z; = z3, 0 que é uma contradi¢ao. Por
raciocinio analogo mostramos que x # 1. Logo, x € C, = C\{0,1}. Denominamos x de

invariante parabdlico. Note que y ¢é invariante com respeito a a¢ao diagonal de PU(2,1).

Vejamos dois exemplos ilustrativos de como encontrar o invariante parabdlico de uma

tripla ordenada de geodésicas complexas distintas degenerada.

Exemplo 6.1. Sejam C = (¢, 9, ¢3) uma tripla degenerada de geodésicas complexas e

P1, P2, P3 08 pontos polares a ¢y, ¢y e c3 respectivamente. Onde tais pontos sao da seguinte

1 2 3
pr=|1 p2=| 1 p3=1| 1
0 0 0

Como a configuracao é degenerada as ¢;, i = 1,2, 3, intersectam a fronteira num ponto

p isotropico.

1
p=10
0
A reta complexa definida por oo é dada por
A
loo = 0 |;\eC\{o}

0
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Cujo complementar hermitiano é dado por

2
Voo = w |;z,we C\{0}
0

A reta projetiva complexa com base em oo é dada por

Seo = (V) = 1 |;2€C)U{oo} =CypU{cx}

onde C, esté identificado com o conjunto dos niimeros complexos. Note que

e p; corresponde ao valor 1;
e P, corresponde ao valor 2;

e p3 corresponde ao valor 3.

Dali, o invariante parabdlico dessa tripla é dado por

1-3
x(e1,¢2,05) = [00,1,2,3] = 5— =2

Aqui o leitor deve atentar para o fato de que podemos usar um ponto p qualquer na
fronteira do espago hiperbodlico complexo. Nesse caso, basta fazer uso da transitividade
de PU(2,1) em OHZ e levar o ponto em questao para o ponto ideal, repetindo o processo

mostrado acima.

Exemplo 6.2. No caso em que p esta na fronteira do espaco hiperboélico complexo, mas

nao ¢ o ponto ideal, temos o seguinte

Sejam C' = (c1, ¢q, ¢3) tripla degenerada de geodésicas complexas e py, pa, p3 08 pontos

polares a c1, ¢y e c3 respectivamente. Onde tais pontos sao da seguinte forma

0 0
pL=1 2 p2=1 3 ps=1| 4
3 1

Como a configuracao é degenerada as ¢;, i = 1,2, 3, intersectam a fronteira num ponto
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p isotropico.

0
r=10
1
A reta complexa definida por p é dada por
0
l, = 0 |;\eC\{0}
A
Cujo complementar hermitiano é dado por
0
V= z | ;2z,w e C\{0}
w

A reta projetiva complexa com base em p é dada por

0
Sp=m(Vp) = 1 |:2€CpU{oo} =C,U{p}
z
onde C, esta identificado com o conjunto dos ntimeros complexos. Da mesma maneira

feita no outro exemplo, podemos relacionar a cada ponto um niimero complexo, mas nao

conseguimos definir um para o ponto isotrépico p.

Dai, podemos utilizar a transitividade de PU(2, 1) em HZ para voltarmos as condigoes

do exemplo anterior. Tome g € PU(2,1)(lembrando que a matriz aqui é a Jy) tal que

9(p) = Pso-
0 1
g = 0
1 0

3 1
Pi=1 2 py=1 3 ps=1| 4
0 0 0

Note que

e p) corresponde ao valor %;
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1.

e ) corresponde ao valor z;

3

e pj corresponde ao valor 7.

Dai, o invariante paraboélico dessa tripla é dado por

315 3

X(C1,CQ,C3) = [OO, 5, 57 Z] = _ﬁ'

O teorema que enunciaremos a seguir define que duas triplas de geodésicas complexas
sao congruentes em PU(2,1) quando seus invariantes parabolicos sao iguais. A reciproca

também é valida. Vejamos abaixo como tal resultado decorre.

Teorema 6.8. Scjam C' = (¢, 2, ¢c3) e C' = (¢}, ¢, &) duas triplas ordenadas degeneradas
de geodésicas complexas distintas em HZ. Entao C' e C' sao congruentes com respeito a

acgao diagonal de PU(2,1) se, e somente se, x(C) = x(C").

Demonstragao:

Sejam C' = (c1,c¢,c3), C" = (¢}, ¢, ) duas triplas ordenadas degeneradas de ge-
odésicas complexas distintas. Pelo Corolario 6.3 podemos tomar pontos isotrépicos p,
p' associados a C, C'". Agora, considere S, e S, esferas polares com base em p e p'

respectivamente.

Supondo que x(C) = x(C") e lembrando que PU(2,1) age transitivamente na HZ.
Existem r, g € PU(2,1) tais que,

[r(p), r(p1),7(p2), r(p3)] = [9(2), 9(P1), 9(P3), 9(P5)]

onde estamos considerando que 7(p) = oo = ¢(p'), entdo a igualdade anterior torna-se
(00, q1, G2, q3] = [00, 41, @2, 5], com 7(p;) = qi e g(p;) = ¢, Vi =1,2,3.

A Proposigao 6.7 nos garante a existéncia de v € G(Sy) = PGL(2,C) de S tal que
7(00) = 00, ¥(q1) = 1, ¥(q2) = g5 € Y(g3) = .

Como y(o0) = 0o segue que v € ', em G(Sy). Aqui, podemos aplicar a Proposicao
6.6 que nos fornece que 7 é a restrigao de um elemento v* € PU(2,1). Isso nos da o

resultado procurado, ou seja, que existe g € PU(2,1) tal que g(¢;) = ¢;, 1 = 1,2, 3.

Reciprocamente, como C' e C’ sao degeneradas, pelo Corolario 6.3 as ¢; intersectam

um ponto p € OHZ, da mesma forma as ¢; intersectam um ponto p’ € 9HZ. Por hipotese
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C e ' sao congruentes em PU(2,1), entao existe g € PU(2,1) tal que g(¢;) = ¢, V

i =1,2,3, consequentemente g(p) = p’. De onde vem que

X(C") =[P, 01, 05, 05] = [9(0), 9(p1), 9(p2), 9(p3)] = [P, p1, 2, p3] = x(C).

Agora, seja C' = (cq, ..., ¢;,) uma m-upla ordenada degenerada de geodésicas complexas

em HZ, onde m > 3. Associamos a C' os seguintes invariantes parabdlicos

X0 = X(Clac2ac3)7 X1 = X(01702,C4)> < X(m=3) = X(617027Cm)-

Sao esses invariantes que nos auxiliam a definir unicamente as classes de congruéncia
de PU(2,1) de configuragoes degeneradas de geodésicas complexas. O Teorema que vem
em sequéncia nos da esse valioso resultado que possibilitard a construgao do espaco de

modulos.

Teorema 6.9. Seja C' = (cq,...,¢,) uma m-upla ordenada degenerada de geodésicas
complexas distintas em H2, onde m > 3. Entéao a classe de congruéncia PU(2,1) de C' ¢

definida unicamente pelos invariantes parabolicos x;, i = 0, 1, ..., (m — 3).

Demonstracao: Suponha que C' = (¢1,...,¢,) ¢ C' = (), ...,c,,) s@o equivalentes em

o bm

PU(2,1). Entao existe g € PU(2,1) tal que g(c¢x) = ¢}, para todo k € {1,...,m}.
Xi(C') = [P, p1, 05, B3] = [9(p). 9(p1), 9(p2), 9(pi)] = [p, p1, P2, 1i] = X (C).

Reciprocamente consideremos as m-uplas C' = (¢, ...,¢) € C' = (c, ..., c,,), ambas

s bm

degeneradas. Pelo Corolério 6.3 as geodésicas ¢; se encontram em um ponto p € JHZ.

Pelo mesmo teorema as ¢ se encontram num ponto ¢ € OHZ.

Facamos um caso particular. Para tanto utilizando a ac¢ao transitiva de PU(2,1) na
fronteira do espaco hiperbélico complexo podemos considerar que p = ¢ = co. Ou seja,
nossas cadeias de¢; e ¢, sdo verticais. Suponhamos, a menos de isometria, que a cadeia
Jdcy seja a cadeia vertical passando pela origem e que Jcy seja a cadeia vertical passando

pelo ponto (1, 0) e que ¢; = ¢}, c3 = .
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(1,0)

Figura 9: Geodésicas ¢ e ¢

Dessa forma [0,1, 00, z;] = [0, 1, 00, /] implica em z; = z, de onde segue que p; =
p; resultando em ¢; = ¢,. Logo, (c1,...,¢m) = (¢},....¢,,) € a isometria procurada é a

identidade.

Agora vejamos o caso geral. Devida a agao transitiva de PU(2,1) na fronteira de
HZ existe g; € PU(2,1) tal que g1(p) = oco. Dessa forma 9(g;(cy)) ¢ cadeia vertical.
Utilizando translacao de Heisenberg adequada é possivel obter que 9(T{¢, ) © g1(c1)) €
cadeia vertical pela origem, T(¢, 1) © 91(p) = 00 € O(T(¢y10) © 91(c2)) € cadeia vertical por
(20,0), onde 25 = re?. Tomando rotagao e dilatacio de Heisenberg apropriadas temos que
(9(D% oRpoT(¢10)001(C2)) é cadeia vertical por (1,0). Note que 8(D% oRgoT ¢y 10)091(C1))

ainda ¢ cadeia vertical passando pela origem, bem como D1 o Ry o T(¢, 4, © 91(p) = o0.

Portanto, existe H € PU(2,1) tal que H(p) = oo, 0H(c1) ¢ cadeia vertical passando
pela origem e 0H (cy) é cadeia vertical passando por (1,0), onde H = D1 RyT (¢, 1,)91-

Similarmente ¢ possivel encontrar H € PU(2,1) tal que H(q) = oo, H(c,) = H(c) e

H(c,) = H(cy). Pelo caso particular H(c,) = H(c;). Bastando tomar g = H~' o H para

obter o desejado.
|

Corolario 6.10. O espaco de moédulos de m-uplas ordenadas degeneradas de geodésicas
complexas distintas em HZ, onde m > 3, pode ser identificado com o conjunto M =
C™\A, onde A é a diagonal de C" 2,

Demonstragao: Seja C' = (cy, ..., ¢;,) uma m-upla ordenada degenerada de geodésicas
complexas distintas. Pelo Corolario 6.3 as geodésicas ¢; se intersectam em um ponto

p € OHZ, para i = 1,...,m. Pela transitividade de PU(2,1) na H2 podemos considerar
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p = 00, € que ¢1, Co SA0 tais que os nimeros complexos z1, zo associados a elas sao z; = 0

e 29 = 1.

Os invariantes parabolicos nos fornecem que

X0(01702,C3) = 1_—23;
X1(01702,C4) = 1_—24;
_Zm

Xm—3(01, Co, Cm) m

Como z; # z;, para ¢ # j segue que X;—3 7# X;j—s. Entao o espaco de modulos M &
formado pelas (m — 2)-uplas de nimeros complexos distintos. Ou seja, M = C™ 2\ A,

onde A = {(wy, ..., wm—2);w; € C, e onde existem w; = w; com ¢ # j}.
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