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Resumo

Em este trabalho estudamos algumas estruturas matematicas presentes no modelo
semicldssico para o spin nao relativistico proposto nas referéncias [5] e [6]. Obtemos as
equacoes semiclassicas de movimento para o spin nao relativistico aplicando o teorema
de Ehrenfest a equacao de Pauli. Olhando o spin S como um momento angular interno,
identicamos ele como a aplicagdo de momento ligada a acdo de Poisson de SO(3) sobre
o espaco de fase interno R®. Para eliminar os graus de liberdade extras presentes no
modelo restringimos a dinamica a uma superficie de spin V3 impondo vinculos. Além
disso, mostramos que a superficie de spin V3 tem estrutura de fibrado com base S?, fibra
tipica SO(2) e com aplicacdo de projecao S. Finalmente apresentamos a formulagao do
problema variacional para o modelo.

Palavras-chave: Variedades de Poisson, Aplicacao de momento, Sistemas com vinculos,

Modelos semiclassicos de spin.



Abstract

In this work we study some mathematical structures arising in a nonrelativistic spinning-
particle model proposed in [5] and [6]. We obtain the semiclassical equations of motion
from the Pauli equation via the Ehrenfest theorem. Looking for the spin S as an intrisic
angular momentum, we identify it with the momentum map of the SO(3) Poisson action
on the inner phase space R®. In order to eliminate the extra degrees of freedom, we im-
pose some constraints which restrict the evolution of the system on the spin surface V3.
We show that V3 is a fiber bundle with base S?, standard fiber SO(2) and projection S.
Finally, we present the formulation of variational problem for the model.

Keywords: Poisson manifolds, Momentum map, Constrained systems, Semiclassical des-

cription of spin.
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Introducao

A interpretacao fisica dos resultados dos céalculos realizados nos quadros da teoria
quantica devem ser feita usando os conceitos e as nogoes cléssicas (em termos de particulas
e interagdes entre eles). Portanto, precisamos ter a relacdo mais exata possivel entre os
conceitos classicos e quanticos. Um dos “caminhos” que liga estes conceitos é o paradigma
de quantizacao canonica, que permite construir uma teoria quantica a partir de uma dada
teoria cléssica.

Em particular, a mecanica quantica da particula sem spin pode ser obtida aplicando
o procedimento da quantizagdao candnica a mecanica classica descrita pela Lagrangeana

-2
L = % — V(x). Este procedimento funciona da seguinte maneira: primeiro ¢ cons-
truida a formulagao Hamiltoniana para o sistema; segundo, seguindo o procedimento de
quantizagao canonica de Dirac associamos as variaveis do espaco de fase aos operadores
com comutadores, substituindo os colchetes de Poisson e sobre esta base escrevemos a
equagao de Schrodinger.

E natural perguntar quanto dessa ideia pode ser realizada em outros sistemas fisicos.
Em particular, neste trabalho estamos interessados na descricao semiclassica das particulas
com spin. Apesar de muitos esforgos [2,3,4,7,8,9,10,13,15,16]; este problema nao tem uma

solugao completamente satisfatéria até agora. Na nossa opiniao, um modelo mecanico

razoavel de spin nao relativistica tem que satisfazer as seguintes condigoes:

- Tem que ser construido sem uso de varidveis de Grassmann.

- Este deve ser obtido de um principio de minima acao, isto é admita uma funcional
de agao Lagrangeana. Isto implica que na formulagao Hamiltoniana obtemos um

espaco de fase equipado com o colchete de Poisson canonico
{wi,p} = 04, {wr, T} = 0w

- O modelo deve admitir interacao com um campo eletromagnético externo.
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Deve produzir o limite cléssico correto quando A~ — 0. No modelo do spin nao
relativistico, é esperado que o modelo produza: a equagao de Lorentz para a variavel
de posicao e a equacgao semiclassica de precessao do spin na presenca do campo

magnético externo.

O procedimento de quantizacao canonica para a particula nao relativistica produz

a teoria de Pauli.

Os valores do spin estejam fixados no modelo cléssico.

Objetivo desta dissertacao é observar as estruturas algébricas e da geometria diferencial

que ficam por tras deste modelo, e comegar o estudo (aplicacoes) destas estruturas. No

primeiro capitulo foi estudado as variedades de Poisson até a versao Hamiltoniana do

teorema de Noether e apresentado o exemplo do momento angular como aplicacao deste

teorema. No segundo capitulo reformulamos o nosso modelo de spin pegando ideias das

variedades de Poisson. A reformulacao pode ser resumida como se segue

1.-

Desenvolvemos um método para produzir uma algebra de Lie de operadores quanticos
[2:,2;] = ihc};z, desde um espaco de fase R*™ com colchete de Poisson candnico,
apos ter aplicado o procedimento de quantizacao candnica. Mostramos que para
cada representacao m-dimensional daquela algebra de Lie pode ser feita essa cons-

trucgao.

No caso do spin nao relativistico, a dlgebra dos seus operadores quanticos ¢ a dlgebra
50(3). Tomamos a representacao adjunta desta algebra e definimos as varidveis de
spin S sobre um espaco de fase R®. Para eliminar os graus de liberdade extras,
nao presentes na teoria quantica, impomos vinculos restringindo a dinamica a uma
superficie do espaco de fase chamada de superficie de spin nao relativistica e indicada

por V3.

Mostramos que V3 é difeomorfa ao grupo SO(3) e portanto herda a estrutura de

fibracao deste grupo. Assim, temos um fibrado onde V3 é o espaco total, S? é a

base, SO(2) é a fibra tipica e S é a projecao.

Propomos uma acao Lagrangeana para o modelo. Esta acao produz tanto as

equagoes semiclassicas de movimento, quanto os vinculos presentes no modelo. Ob-
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tida a formulagao Hamiltoniana do modelo e apds ter aplicado o procedimento de

quantizagao canonica, produzimos o Hamiltoniano quantico da equacao de Pauli.

A continuacao natural deste trabalho é desenvolver um modelo para o spin relativistico.
Parte do nosso objetivo foi tentar entender geometricamente o modelo do spin nao rela-

tivistico e levar este conhecimento para o spin relativistico.
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Preliminares Geomeétricos

Aqui vamos resumir alguns fatos da geometria diferencial e de sistemas dinamicos em
variedades necessarios para a apresentacao dos Sistemas Hamiltonianos sobre variedades
de Poisson. As principais referéncias para a geometria diferencial [12], [19] e [20]; e para
os sistemas dinamicos [I] e [18].

Denotaremos por M uma variedade diferencial de dimensao m. O conjunto das fungoes
diferencidveis F': M — R serd denotado por §(M). Se sobre o conjunto F(M) definimos
as operacoes de

- soma de fungoes:

F+H : M — R
p — F(p)+H(p)

- produto de escalar com funcao:

aF' - M — R
p +— aF(p)

- produto de funcgoes:
FH : M — R

p — F(p)H(p)

ele torna-se uma algebra comutativa sobre o corpo dos nuimeros reais. Além disso, o con-
junto §(M) com as operagoes de soma e produto de fungoes constitui um anel comutativo.

Na geometria diferencial tem-se duas maneiras de definir campos vetoriais sobre uma
variedade de dimensao finita. A primeira delas é como secoes do fibrado tangente e a
segunda é como derivagoes da algebra F(M). Neste trabalho utilizaremos a segunda
maneira ou seja, vamos definir um campo vetorial sobre a variedade M de dimensao

finita como uma aplicacao linea X : F(M) — F(M) que satisfaz a regra de Leibniz

X(FH)=F(XH)+ (XF)H

LAqui tomamos F(M) com a sua estrutura de espaco vetorial sobre o corpo dos niimeros reais
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para quaisquer F, H € §F(M). O conjunto dos campos vetoriais serd denotado por X(M).

Se sobre o conjunto X(M) definimos as operagdes de

- soma de campos vetoriais:

X4Y : §M) —  FM)
F s X(F)+Y(F)

- produto de escalar com campo vetorial:

aX : F(M) — F(M)
F — aX(F)

ele torna-se um espago vetorial (de dimensao infinita) sobre o corpo dos niimeros reais.

Alem disso, se considerarmos a operacao

- produto de funcao com campo vetorial:

FX : §(M) — F(M)
H +— FX(H)

o conjunto X(M) torna-se um §(M )-modulo.
Podemos dar estrutura de dlgebra ao conjunto X(M) definindo um produto de dois

campos vetoriais. Assim definimos o colchete de Lie de dois campos vetoriais

[,] 0 (M) x X(M) — X(M)
(X,Y) — [ X, Y]

[X,Y](F) = X(YF) - Y(XF)

para qualquer F' € §(M). O espago vetorial X(M) com o colchete de Lie constitui uma
algebra de Lie.

Seja (U, = (¢1, @2, . .., Pm)) uma carta de M. Para cada X € X(M), obtemos a sua
expresao local em U

X(F) = X (@) 0/ F

para qualquer ' € F(M), onde O; F = 0;(F o ¢ 1).
Dado p € M. Um vetor tangente a M em p é uma aplicacao linear

v:§(M) — R que satisfaz a regra de Leibniz pontual

v(FH) = F(p)v(H) +v(F)H(p)
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para quaisquer F, H € §(M). O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd denotado

por T,M. Se sobre o conjunto T, M definimos as operagoes

- soma de vetores tangentes:

v+w @ FM) — R
F  +— o(F)+w(F)

- produto de escalar com vetor tangente:

a : FM) — R
F  — av(F)

ele torna-se um espaco vetorial sobre o corpo dos numeros reais chamado espago tan-
gente a M em p.

Seja (U, ¢) uma carta de M com p € U. Para cada v € T,,M, obtemos a expressao

v(F) = a0 | F
P

onde a; = v(yp;) e 0| F = 0;(F o ¢~ 1)(¢(p)). Assim o conjunto {8}* 08
p

*
762
p

4

)
p
constitui uma base para T,M.

Dado X € X(M), definimos a aplicacdo

X, : §(M) — R

Foo— X(F)(p)

Pode-se verificar que esta aplicacao ¢é linear e satisfaz a regra de Leibniz pontual, logo
X, € T,M. Por outro lado, pode-se verificar que para cada v € T, M existe um campo
vetorial X € X(M) tal que v = X,,.

Uma curva sobre M é uma aplicacao diferenciavel

oa: I — M

t — at)

onde I C R é um intervalo aberto. Definimos o vetor velocidade da curva « em ¢, da
seguinte maneira
alte) : (M) — R
F  — (Foa)(ty)

Pode-se verificar que é(ty) € To,) M.
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Dada uma carta (U, ¢) de M, obtemos a expresao do vetor velocidade em coordenadas
locais considerando que Foa = (Fop™') o (poa), definindo a« = poa = (al,... a™)

temos Foa = (Foyp')oa, logo
a(to)(F) = (F o )(to)
=(Foy ' oa)(to)
= (o) 0i(F o p)(ex(to))

a(to)

ou seja

&(to) = dy(to)0;

a(to)

Uma curva a : I — M é uma curva integral do campo vetorial X € X(M) se

para qualquer t € I. Se expressarmos a condigdo acima em coordenadas locais (U, ¢)

temos

&, (1)0;

o)

= X(p)(a(1))0;

la)

se definimos X; = X (;)op™!, a equagio acima torna-se uma equagao diferencial ordindria

de primeira ordem
ou vetorialmente

A teoria de equacoes diferenciais ordindrias garante a existéncia e a unicidade de curvas
integrais maximais para um campo vetorial sobre uma variedade. Para cada p € M, seja
I, o intervalo maximal e 7, : [, — M a curva integral maximal com dado inicial ,(0) = p

do campo vetorial X. Seja Wx = U I, x{p} C Rx M. Pode-se provar que este conjunto

peEM
é um aberto de R x M. Definimos a aplicacao diferenciavel

(I)X : WX — M
(t,p) — %(t)
chamado de pseudo fluxo do campo vetorial X. Este pseudo fluxo possui as seguintes
propriedades
ox(0,p)=p, VpeM (1)

Ox(t+s,p) =Dx(t,Px(s,p)), Vpe M, t+sel, (2)
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Além dessas propriedades, pelo fato de que ®x (-, p) seja uma curva integral maximal do
campo vetorial X temos que

at(IDX (tvp) = X@x(t,p)

Dizemos que um campo vetorial X ¢ completo se Wy = R X M e neste caso &x é
chamado de fluxo do campo vetorial X. Se um campo vetorial X é completo nés podemos

definir, para cada t € R, a aplicacao

M — M
p — Px(t,p)

As propriedades (1) e (2) do fluxo ®x se traduzem para

D% = idy,

Y =D 0dy, Vit+seR

E em particular (®%)™' = ®3". Logo o conjunto {®% € Diff(M)/t € R} é um grupo
de difeomorfismos de M chamado de grupo uniparamétrico de difeomorfismos ou
R-acao sobre M.

Por outro lado, se temos uma aplicacao diferenciavel ® : R x M — M que satisfaz

as seguintes propriedades

®0,p)=p, VpeM

Ot + s,p) = (t, P(s,p)), Vpe M,t+s€R
entao esta aplicagao é o fluxo do campo vetorial completo X definido da seguinte maneira

X(F) = 0(F o 0) (3)

t=0

ou

X, = 9,9(0,p) (4)

Sejam M; e M, duas variedades diferencidveis e W : M; — M, uma aplicacao di-
ferencidvel. Dados os campos vetoriais X € X(M;) e Y € X(Ms), dizemos que eles sao
V-relacionados se

X(FoW)=Y(F)o¥ VF e FM)
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Capitulo 1

Sistemas Hamiltonianos sobre

Variedades de Poisson

Aqui apresentaremos a teoria de Sistemas Hamiltonianos em variedades de Poisson,
0 que seria uma generalizacao geométrica da Mecanica Hamiltoniana. As principais re-

feréncias para este capitulo sao [1], [13] e [15].

1.1 Colchetes de Poisson

Um colchete de Poisson sobre uma variedade diferenciavel M é uma aplicacao

{,}: (M) xF(M)— F(M) com as seguintes propriedades basicas

1.- Bilinear:

{G,Fl + bFQ,H} = a{Fl,H} + b{FQ,H}

{F, CI,Hl + bHQ} = CL{F, Hl} + b{F, HQ}

2.- Anti-simétrica:

{FvH} = _{H7F}
3.- Identidade de Jacobi:

{FH}, K} +{{K,F}, H} +{{H,K},F} =0

4.- Regra de Leibniz:
{FK,H}=F{K,H} +{F, H}K



1.1. Colchetes de Poisson 18

As propriedades 1, 2 e 3 tornam o (F(M),{ , }) uma algebra de Lie. Uma variedade
M munida com um colchete de Poisson é chamada de variedade de Poisson, o colchete

de Poisson define uma estrutura de Poisson sobre M.

Exemplo 1.1. Seja M = R*" com coordenadas globais (q, p) = (q1, -, Gn, 1, - - - Pn) (NG
fisica cldssica 0s q’s sdo as varidveis de posi¢do e 0s p’s sdo as varidveis de momento).
Sejam F, H € F(R*"), definimos o colchete

oF 8_H oF OH
0q; Op; Op; 0g;

{F7H}:

Pode-se provar que este colchete satisfaz as propriedades 1, 2, 3 e 4; e portanto define uma
estrutura de Poisson sobre R?". Olhando as coordenadas globais qi,qs ..., qn, D1,P2- - -+ Dn

como fungoes sobre R?™ temos

O colchete apresentado neste exemplo € o colchete de Poisson usual da mecanica cldssica,

também chamado de colchete de Poisson canonico.

Exemplo 1.2. Generalizando o exemplo 1.1, sejam M = R?>"* com coordenadas globais
(@,P,2) = (q1, - -, Gn, P1s - s Py 215 - - - 21) € Fy H € F(R?HY) | definimos o colchete

OF OH OFO0OH
0q; Op; Op; 0g;

{F.H} =

Novamente, pode-se provar que este colchete satisfaz as propriedades 1, 2, 3 e 4; e portanto
define uma estrutura de Poisson sobre R*"*'. Neste caso, temos as sequinte relagdes para

as coordenadas globais
{qi7zj} 207 {pzuz]} :07 {ziuzj} =0
Seja M uma variedade de Poisson. Uma fungao diferenciavel C' € §(M) é chamada
de funcao de Casimir se {C, H} = 0 para qualquer H € §(M). Ou seja, as fungoes
de Casimir sao o centr da dlgebra de Lie (F(M),{ , }). Note que sobre qualquer vari-
edade de Poisson, as fungoes constantes sao fungoes de Casimir. No exemplo 1 as tnicas

fungoes de Casimir sao as fungoes constantes; no caso do exemplo 2 é simples perceber

que qualquer funcao somente nas variaveis z’s sao fungoes de Casimir.

10O centro de uma &lgebra é o subconjunto de elementos que comutam com todos os elementos da

algebra.
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1.2 Campos Vetoriais Hamiltonianos

Sejam M uma variedade de Poisson e H € §(M). Definimos a aplicagao
XH o FM) — F(M)
F  — {F H}

Afirmamos que X% € X(M). Com efeito:

- X! ¢ linear: Segue da propriedade 1 do colchete de Poisson.
- X satisfaz a regra de Leibniz: Sejam F, K € (M) entao

X*(FK)={FK,H}
=F{K,H}+{F,H}K

=FX"(K)+ X" (F)K

Assim para cada H € §(M) podemos associar um campo vetorial X* chamado de
campo vetorial Hamiltoniano. As equagoes que regem o pseudo fluxo (ou fluxo) ¢ 5
do campo vetorial X sdo chamadas de equacoes de Hamilton para o “Hamiltoniano”
H.

Observe que C' € F(M) é uma funcao de Casimir se, e somente se seu campo vetorial
Hamiltoniano X¢ é nulo. Assim o campo vetorial X¢ de uma funcao de Casimir é
completo e gera uma dinamica trivial, pois seu fluxo associado ®¢ : R x M — M é

definido por ®¢(t,p) = p.

Exemplo 1.3. Voltando ao exemplo 1.2, para cada H € F(R?** ) temos o campo vetorial

Hamiltoniano

_0H 0 OH 0

B Op; q;  0q; Op;

O fluxo correspondente é obtido pela integracao do sequinte sistema de equagoes

. OH . oOH . 0
i = s s = —— 2 =

Xu

Nas paginas anteriores foi dito que tanto (§(M),{ , }) como (X(M), [, ]) sdo algebras
de Lie e estes espacos estao relacionados pela aplicacio H € (M) — X € X(M). Na

verdade temos a seguinte proposicao:

Proposigao 1.4. A aplicacio £ : F(M) — X(M), £(H) = X é um antihomomorfismo

de dlgebras de Lie.
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Demonstracao.

- £ élinear: Sejam F, H, K € §(M) e a € R, temos

£(F +aH)(K) =Xt (K)
={K,F +aH}
={K,F}+a{K,H}
=X"(K) +aX"(K)

=£(F)(K) + af(H)(K)

Portanto: £(F +aH) = £(F)+ at(H)

- £ é antihomomorfismo: Sejam F, H, K € §(M), temos

X, XH)(K) =X"X"(K) - X" X" (K)
=X"({K,H}) - X"({K,F})
={{K, 1}, F} - {{K,F}, H}
={{K, 1}, F}+{{F, K}, H}
=—{K{F H}}

= — X{PHNE)
Por tanto: £({F,H}) = —[£(F), £(H)] O

A imagem da aplicacao linear £ é o conjunto dos campos vetoriais Hamiltonianos e
serd denotada por Xyam(M). Desde que Xgam (M) é a imagem de um antihomomorfismo,
entao ele é uma subélgebra de Lie de (X(M),[, ]). Como ja foi dito, C' € F(M) é uma
funcdo de Casimir se, e somente se seu campo vetorial Hamiltoniano X¢ é nulo. Ou

seja, o nucleo da aplicacao linear £ ¢é o conjunto das funcoes de Casimir da variedade de

Poisson (M, {, }).

1.3 Funcoes de Estrutura

Sejam M uma variedade de Poisson e H € §(M), para cada carta (U, ¢) de M obtemos

a expressao local de Xy

XM = X7 ()0 (L1)



1.3. Funcoes de Estrutura 21

ou

Por outro lado, da antisimetria do colchete de Poisson temos

portanto
X" =i, 0;}0; HO;
logo, para qualquer F' € §(M) temos
XT(F) = {gi, 0;}0; HO; F
{F HY = {pi, 0;}0; HO F
Em outras palavras, para achar o colchete de Poisson de duas fungoes quaisquer nas coor-

denadas locais (U, ¢) ¢é suficiente achar o colchete de Poisson entre as fung¢oes coordenadas.

Esses colchetes fundamentais
sdo chamados de fungoes de estrutura da variedade de Poisson relativo a carta (U, ¢).

Por conveniéncia escreveremos as fungoes de estrutura na forma de uma matriz m x m

antisimétrica €2 chamada de matriz de estrutura da variedade de Poisson M

0 Qua(p) Qs(p) .. Qum(p)
—s(p) 0 Qas(p) ... Qom(p)
Q:U—R™™ p+—Q(p) = : : :
—Qm—1(p) e Qn—1m(p)
I —Qm(p) . 0

Entao o colchete de Poisson de duas funcoes restrito a U pode ser escrito como
{F,H} = Q0 FO; H
Logo obtemos a expressao do colchete de Poisson para duas fungoes em coordenadas locais
(F HY o\ (x) = 0, ()0 ()0, H (x),  Vx € o(U)

onde Qf = Q09" F* = Fop™' e H* = Hop™'. Se denotamos VH* como sendo
o gradiente coluna da funcao H, o colchete de Poisson em coordenadas locais pode ser

escrito como

{F.H}oyp™ ' = (VF*) Q' VH"
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Entao a expressao local para o campo vetorial Hamiltoniano associado com H € F(M)

tem a seguinte forma
X" = Q0 HO; (1.2)
Logo de (1.1) e (1.2) temos que as compomentes X do campo vetorial X em coorde-

nadas locais (U, ¢) sao
X=X (i) 0™t = ;0,0
Assim obtemos as equacoes de Hamilton em coordenadas locais

Gi(t) = Q0 (e(t)) 0, H™ (ex(t))

ou matricialmente

a(t) = 2 (a(t)) VH (a(t))

1.4 Fluxos Hamiltonianos

Nesta se¢ao apresentaremos algumas propriedades dos pseudo fluxos (fluxos) dos cam-
pos vetoriais Hamiltonianos ligadas com a estrutura de Poisson. Sejam Wy o dominio do

pseudo fluxo (fluxo) e @ o pseudo fluxo (fluxo) do campo vetorial Hamiltoniano X*.

Proposicao 1.5. Sejam H € F(M) e &y : Wy — M o pseudo fluxo do seu campo

vetorial Hamiltoniano associado X . Entdo:

i) Para cada F € §(M) temos
O(F o @p)(t,p) ={F H}(Pul(t,p))  ,V(t,p) € Wq

i1) Sejap e M
H(®y(t,p)) =H(p) Vi€l
Demonstracao.

i) Fixando p € M, lembre-se que ®y(t,p) = 7,(t) é a curva integral maximal, com dado

inicial 7,(0) = p, do campo vetorial Hamiltoniano X logo para cada F € F(M) temos

O (F o ®y)(t, p) =(F o )(t)
=7 (1)(F)
=X"(F)(%(t))
={F H} (®u(t,p))
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ii) Por (i) temos 0;(Ho®y)(t,p) = 0, V(t,p) € Wx. Segue que H(®y(t,p)) = H(Pu(s,p)),
Vt,s € I,. Escolhendo s =0 € I, obtemos H(®y(t,p)) = H(p), Vt € I,. O

Corolario 1.6. Sejam F, H € F(M). Entdo F ¢é constante ao longo das curvas mtegmig
de X se, e somente se {F,H} = 0. Equivalentemente, temos que H €é constante ao

longo das curvas integrais de X

Demonstragdo. (=) Se F é constante ao longo das curvas integrais de X entao 9;(F o
Oy (t,p) = 0. Pela Prop. 1.5 segue {F, H}(®y(t,p)) = 0,VY(t,p) € Wg. Escolhendo
t =0, {F,H}(p) = {F,H}(®Pu(0,p)) = 0. (<) Se {F,H} = 0, a Prop. 1.5 diz que
Oy(F o ®p)(t,p) =0, logo F é constante ao longo das curvas integrais de X*. O

Daqui para frente vamos trabalhar com campos vetoriais Hamiltonianos X comple-
tos. Entdo se F' é constante ao longo das curvas integrais de X', pelo Coroldrio 1.6
sabemos {F, H} = 0, entao 0;(H o ®g)(t,p) =0, V(t,p) € Wr =R x M, ou seja

H(®p(t,p)) = H(p)

ou

Hod®, =H, teR

Resumindo, para cada grandeza conservada F' € §(M) do sistema Hamiltoniano associado
ao H € §(M) existe um grupo uniparamétrico de difeomorfismos ou grupo de simetria.

Além disso, note que pela Proposigao 1.5.ii) temos que:
Hod}y, =H ,Vs € R (1.3)

Uma aplicagao diferenciavel ¥ : M; — M entre duas variedades de Poisson (M, { , }1)

e (M2,{, }2) é chamada de aplicagdo canodnica ou aplicacao de Poisson se
{FaH}2O\Il:{FO\II7HO\II}1 7VF7HES(M2>

Proposicao 1.7. Sejam ¥ : My — My uma aplicagio de Poisson e H € §(M,). Se g

é 0 fluro de X e ®poy € 0 fluro de X1V entio
Pl oW =Vodl o VteR

e 0s campos XY ¢ X sdo W-relacionados. Contrariamente, se U : My, — My é uma
aplicagao diferencidvel tal que para todo H € §(Mz) os campos vetoriais Hamiltonianos

XHY € X(M,) e XH € X(My) sdo U-relacionados, entio ¥ é uma aplicagdo de Poisson.

?Na Fisica estas funcdes sdo chamadas de grandezas conservadas.
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Demonstragao. (=) Dado p € M, defina a curva v : R — My, (t) = ¥V o Dyoy(t, p).
Dado F € §(Ms)

() (F) =(F o 7)(t)
=0i(F oV o ®pyoy)(t,p)

Pela Proposicao 1.5.1) e pelo fato de que ¥ seja Poisson temos

YA)(F) ={F o W, H o W}y (®pou(t, p))
—={F, H}o(U(®pou(t, p)))
=X (F)(W(Pyou(t,p)))
=X1(F)

v

Logo 7 é uma curva integral maximal do campo vetorial X com uma condicao inicial

7(0) = ¥(p), portanto y(t) = Px(t, ¥(p)) ou
\Poq)HoW(tvp) :(I)H<t7\p(p)) vt ER,VPE Ml

Fixando ¢ € R temos
Py oW ="Vody .y

Além disso, note que
XHYUF o) ={FoVU HoVU}y ={F, H},oU =X"(F)oW VF cF(M)

Portanto os campos X7°¥ e X sao W-relacionados.

(<) Segue da prépria defini¢ao. O

Proposicao 1.8. Sejam (M,{ , }) uma variedade de Poisson e ®y o fluro do campo

vetorial Hamiltoniano X . Entdo
{F,K}o®}, ={Fo®},Kodj} ,VseR
Ou seja, ®5, € uma aplicagao de Poisson para cada s € R.

Demonstragao. Veja a referéncia [13], Proposigao 10.3.1 (pagina 338). U
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1.5 Subvariedades de Poisson

Uma subvariedade de dimensao k£ de uma variedade M de dimensao m é um sub-
conjunto S C M com a propriedade de que para cada ponto p € S existe uma carta (U, )

em M que satisfaz
¢:U—R" oUNS)=pl)NR"x{0})

Com essa definicao de subvariedade, temos que a aplicacao inclusao i : S — M ¢é
diferenciéve@.
Seja (M,{ , }) uma variedade de Poisson. Dizemos que S C M é uma subvariedade

de Poisson se a aplicagao inclusao é uma aplicacao de Poisson.

Proposicao 1.9. Uma subvariedade S de M é uma subvariedade de Poisson se somente

se cada campo vetorial Hamiltoniano de M ¢é tangente a S, isto €, Xf € T,5,Vp €

S,\VH € F(M).

Demonstragao. Veja a referéncia [15], Proposi¢ao 6.19 (pagina 402). O

1.6 Campos vetoriais invariantes a esquerda de um
Grupo de Lie

Seja G um grupo de LiéH. Para cada g € G definimos a aplicacao L9 : G — G,
L9(h) = gh, chamada de multiplicacdo a esquerda por g. Note que L9 o [92 = [9192 ¢
(L9)~! = L9, portanto L9 é um difeomorfismo de G. Na verdade, temos que a aplicacao
g € G+ L9 € Diff(G) é um homomorfismo de grupos.

Dizemos que X € X(G) é invariante a esquerda se para cada g € G temos
X(F)oL?=X(FolY) ,VF € §(G)
Denotaremos por X (G) o conjunto dos campos vetoriais invariantes a esquerda de G.
Proposicao 1.10. X (G) € um subespago vetorial de X(G), isomorfo a T.G.

Demonstracao.

3Na verdade temos mais do que isso, temos que i : S — M é uma imersdo.
4e denota o elemento identidade do grupo G
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i) X, (G) é um subespagco vetorial de X(G): Sejam X,Y € X (G) ea € R. Dados g € G e
F € §(G) temos

(X+aY)(FolL9)=X(Fol%)4aY(FolY)
=X(F)oL!+aY(F)oL?

—(X +aY)(F)o L

Logo X +aY € X.(G)

ii) Para cada & € T,G definimos o campo vetorial X¢ como sendo X¢(F)(g) = &(F o L9).
Note que, dado F' € §F(G) e h,g € G, temos

X&(F o L") (g) =¢((Fo L") o L)
=¢(F o LM)
=X*(F)(hg)
=X*(F)o L"(g)

Portanto X¢ € X, (G). Assim temos a aplicacio p; : T,G — X1(G), € — X%, Essa
aplicacao é linear, pois dados §,n € T.G, a € R, g € G e F € F(M), temos

XEH(F)(g) =(& + an)(F o L9)
={(Fol?)4an(F o LY)

=X*(F)(g) + aX"(F)(g)

Além disso, a aplicacao linear ps : X, (M) — T.G, X — X, é a inversa da aplicagdo

p1. Logo, X (M) e T.G sao isomorfos. O

O isomorfismo apresentado na Proposicao 1.10 permite transferir a estrutura de algebra
de Lie para o espago tangente T,G. Assim definimos a operacao [, | : T.GxT.G — T.G,
dado por
(€] = [X5, X7 (e)

Com essa operagao T.G torna-se uma algebra de Lie e sera denotada por G.
Lema 1.11. Seja ¢ : (a,b) — G curva integral do campo vetorial invariante a esquerda

X¢ com condicio inicial $(0) = e. Entdo, para todo g € G, a curva ¢ : (a,b) — G,

definida por 1 (t) = go(t) € uma curva integral de X¢ com condigdo inicial 1(0) = g.
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Demonstragao. Note que 1 = L9 o ¢. Logo, para qualquer F' € F(G) temos

V(O)(F) = (Fou)(t)

Portanto ¢ é curva integral de X¢ e satisfaz a condicao inicial 1(0) = g¢(0) = g. O
Proposicao 1.12. Todo campo vetorial invariante a esquerda é completo

Demonstracio. Dado o campo vetorial invariante & esquerda X¢ e seja ¢ : (a,b) — G a
sua curva integral maximal com condicao inicial ¢(0) = e. Note que pelo lema anterior é
suficiente provar que (a,b) = R. Suponha quéH b<oxeg=0¢ (%) Novamente, pelo lema
1.11 sabemos que ¥ : (a,b) — G, ¥ (t) = go(t) é a curva integral de X¢ com condicao
inicial ¥(0) =g =¢ ().

Entao, se definimos 5: (a, %b) — G por

temos

- E claro que 5 é diferencidvel em (a, g) U ( g, %b) A boa definicao e diferenciabilidade

de gg em t = g ¢ garantida pela unicidade da curva integral de X¢ com condicao

inicial ¥(0) = g.
- Como ¢ e 9 sdo curvas integrais de X¢, segue que gg também ¢é curva integral de X¢.

Logo, 5 é curva integral de X¢ com condicfo inicial 5(0) = e, 0 que contradiz a maxima-

lidade da ¢. Portanto b = co. Semelhantemente prova-se que a = —oo. O

Dado ¢ € G, seja ¢¢ : R — G a curva integral maximal do campo vetorial invariante

a esquerda X¢ com condicao inicial ¢¢(0) = e, isto é

Pe(t) = sté(t)

5Como 0 € (a,b), segue que b > 0.
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Daqui temos giig(()) = Xég(o) = . Das propriedades do fluxo segue que ¢, satisfaz

Pe(t+s) = de(t)ge(s),  Vt,seR

E por essa propriedade, que a aplicagao § € G — ¢ é chamada de aplicagao expo-

nencial da algebra de Lie G.

1.7 Aplicacao de Momento

Seja M uma variedade diferenciavel. Uma agao do grupo de Lie GG sobre M é uma

aplicacao diferenciavel ® : G x M — M que satisfaz
i) ®(e,p)=p, ,VpEM

ii) ®(g192,p) = ®(91,P(g2,p)) ,Vg1,92 € G,¥pe M

Se para cada g € G, definimos ®9 : M — M, ®9(p) = ®(g, p), das propriedades (i) e

(i) temos

- §¢ =idg

- P99 = P9 o B2 e isso implica (BI) 1 = P9

Logo ®9 é um difeomorfismo sobre M. Na verdade, temos que a aplicacao
g € G — 9 € Diff(M) é um homomorfismo de grupos. Seja (M, { , }) uma varie-
dade de Poisson, dizemos que a acao ® : G x M — M é uma agao de Poisson se $9 é
uma aplicacao de Poisson, para todo g € G.

Seja ® : G x M — M uma acao. Para cada £ € G temos que & : R x M — M,
Q¢ (t,p) = ©(¢e(t), p) é uma R-acdo ou fluxo sobre M. Logo, esse fluxo define um campo
vetorial sobre M dado por

§Y(F) = (F o)

t=0
Naturalmente ®; é o fluxo do campo vetorial £ e aquele campo vetorial é chamado de

gerador infinitesimal da acao correspondente a &.

Proposigao 1.13. A aplicacio ¢ € G —— &M € X(M) é um antihomomorfismo de

algebras de Lie.

Demonstragao. Veja a referéncia [13], Proposi¢ao 9.3.6 (pagina 316). O
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Seja (M, { , }) uma variedade de Poisson e uma agao de Poisson ® : G x M — M.

Suponha que existe uma aplicagao linear J:G—» S(M) que satisfaz
Xf(ﬁ) — fM

isto é

~

{F,J(€)} = (Fo®)

Logo, para cada p € M defina a aplicacao J(p) : G — R, J(p)(&) = J(§)(p). Note

VF € §(M)

t=0

que J(p) é linear, pois se {,n € G e a € R, temos

~

J(p)(§ 4 an) =J (€ + an)(p)
- (j(g) + aj(n)> (p)
=J(p)(&) + ad(p)(n)

Assim temos a aplicagdo J : M — G*, p — J(p), chamada de aplicacao de

momento para a acao P.
Proposicio 1.14. Sejam &,n € G. Entdo X7(&n) = x1©.Jm)}

Demonstracao. Com efeito

X7 = (g,
= —[¢M nM]  (Pela Proposicio 1.13)
_ 7O, x I

= x @7} (Pela Proposicao 1.4)
U

Sejam G um grupo de Lie, (M, { , }) uma variedade de Poisson e & : G x M — M
uma agao. Dizemos que H € §(M) é G-invariante se H o &9 = H, Vg € . O seguinte

teorema é a versao Hamiltoniana do teorema de Noether.

Teorema 1.15. Sejam G um grupo de Lie, (M,{,}) uma variedade de Poisson, e
® . Gx M — M uma acio de Poisson que admite uma aplicacao de momento
J: M — G*. Se H € F(M) é G-invariante, entao J é uma grandeza conservada

do sistema Hamiltoniano definido por H, isto é

Jodl, =17 WVt eR
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Demonstracao. Seja £ € G, do fato que H seja G-invariante temos
Hod*®W =H  VieR
dado p € M qualquer, a equacao acima implica
H o ®¢(t,p) = H(p), vVt e R

derivando no tempo e substituindo ¢ = 0 obtemos
¢M(H)(p) =0

como p € M foi qualquer, segue EM(H) = 0, e isto implica

~

{J(§),H} =0

~

Logo J(&), para qualquer £ € G é uma grandeza conservada do Hamiltoniano H; isto é,

para qualquer p € M temos

~

TE)(@u(t,p) =T(E)(p), VR

Entao, dadost e Repe M

J(@r(t,p))(€) = T(€)(Pult,p))

para qualquer ¢ € G. Portanto

J(®y(t,p) =I(p)

1.8 Momento Angular como aplicacao de momento

Nesta se¢ao apresentamos o exemplo de momento angular como aplicagao do teorema

1.15.

1. Sejam M = R® com coordenadas globais (q, p) e F, H € F(R®), definimos o colchete

OF OH  OF 0H
dq; Op; Op; Og;

(F,H} =
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Sabemos que M = R com esse colchete constitui uma variedade de Poisson. Para
simplificar vamos escrever

{F.H} =VF-QVH

[k

onde o indica o produto escalar em RS e

0, F
0, F
0y, F 0 1
VF = y Q =

0, F ~1 0
0,,F

0,, F

Além disso, para F' € F(R®) seu campo vetorial Hamiltoniano é

X =QvVF

2. Seja o grupo de Lie SO(3) = {R e R¥*?/R'R =1, det(R) = 1}, com a sua
dlgebra de Lie s0(3) = {a eER¥/al +a = O}. A aplicagao exponencial da

algebra de Lie neste caso coincide com a exponencial da matriz ¢4 (t) = exp(ta)

3. Defina a acao
d : SOB) xR —» RS
(R,q,p) +— (Rq,Rp)

(1.4)

Essa acao induz o grupo de difeomorfismos ®® : R® — RS ®R(q, p) = (Rq, Rp).
Seja F' € F(R%), note que

R 0
V(F o ®R) = (VEF) o ®R
0 R

logo, dadas F, K € F(RS)

R 0 R 0
{Fod® Kod®) = (VE)o d® . Q (VK)o R (1.5)
0 R 0 R

mas

RT 0 R 0
Q
0 RT 0 R
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entao

{Fod® KodR} =(VF QVK)o dF
={F K} o®®

Portanto & é uma acao de Poisson.

4. Para cada a € so0(3) temos o fluxo @,(t,q,p) = (exp(ta)q, exp(ta)p). Esse fluxo

define o campo vetorial A(q,p) = ®,(0,q,p) = (aq, ap), que é o gerador infinite-

simal da acao correspondente a a.

5. Defina a aplicacio J : s0(3) — F(R®) por J(a) : R — R, J(a) = aq-p. E

simples verificar que J é linear e que se satisfaz a condicao
X7®(q,p) = A(q, p)

Assim temos satisfeitas as condicOes para se ter uma aplicacdo de momento para a
acao ®. Antes de apresentar essa aplicacio de momento, note que para cada a € s0(3)
existe um tnico vetor a € R? tal que ax = a x x, Vx € R*. Entdao com essa identificacao

temos que

~

J(a)(q,p) =axq-p=(qxp)-a

Logo a aplicacao de momento para a agao ® ¢é definida por

J: RS — so(3)
(@,p) — gxp

onde
gxp : s0(3) — R

a — gqxp-a
Entao, apds fazer a identificagao entre os elementos de s0(3) e os vetores de R?, temos
que a aplicagao de momento para a acao ® ¢ o momento angular J = q x p. Logo, pelo
teorema 1.15, se H € F(R%) é SO(3)-invariante, entdao o sistema Hamiltoniano definido

por H terda ao momento angular como grandeza conservada.
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Capitulo 2

Modelos semiclassicos para a

descricao de spin

A mecanica quantica de particulas sem spin pode ser obtida aplicando-se o procedi-

mento de quantizacao canonica a mecanica cldssica descrita pela Lagrangeana

mx>

L = — V(x). Este procedimento funciona da seguinte maneira: primeiro é cons-
truida a formulagao Hamiltoniana para o sistema; segundo, seguindo o procedimento de
quantizacao canonica de Dirac associamos as variaveis do espaco de fase a operadores com
comutadores, substituindo os colchetes de Poisson canonicos e sobre esta base escrevemos
a equacao de Schrodinger.

E natural perguntar quanto desta ideia pode ser realizada em outros sistemas fisicos.
Neste capitulo estamos interessados na descricao semiclassica das particulas com spin.

Os experimentos com particulas elementares e atomos mostram que a equacao de
Schrodinger para fungoes de onda de uma componente nao descrevem adequadamente
o comportamento destes sistemas na presenca do campo magnético. Assim, precisamos
além das variaveis de posicao e momento, de outras variaveis de spin cujos operadores
quanticos completam a descricao do sistema. Para o caso do spin nao relativistico, os
operadores de spin sao proporcionais as matrizes de Pauli, §Z = 7—50'@-, 1 =1,2,3; e eles
satisfazem a algebra
Esta dlgebra é a algebra do operador de momento angular, assim a teoria matematica

dos operadores de spin é semelhante ao formalismo do momento angular. Intuitivamente,

uma particula elementar carrega um momento angular intrinseco.
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Para construir um modelo semiclassico para o spin, vamos iniciar desde um sistema
classico, o qual possui variaveis de posicao x; e variaveis adicionais wy, apropriadas para
a descricao do espaco de spin. Na formulacao Hamiltoniana, este espaco de spin deve ter
trés fungoes S; as que produziram os operadores de spin §Z e portanto relativo ao colchete

de Poisson canonico, deveram satisfazer a algebra
{Si, Sj} = €Sk (2:2)

Berezin e Marinov [3] obtiveram um modelo semiclassico para a descricao do spin
usando variaveis de Grassmann para parametrizar o espaco de spin. Este modelo é mais
uma construcao matematica e deixa outras dificultades ao nivel classico antes da quan-
tizagao.

Apresentaremos um modelo sem uso das varidaveis de Grassmann, obtido desde uma
funcional de acao Lagrangeana. Uma importante consequéncia deste fato é que o for-
malismo pode ser escrito em uma versao Hamiltoniana, a qual deixa um espaco de fase

equipado com o colchete de Poisson canonico

{zi,p;} = b4y, {wi, m} = 0k

Obtido desta maneira, o espaco de spin tem dimensao par. No entanto, na teoria quantica
do spin nao relativistico temos somente trés operadores de spin, assim temos graus de
liberdade extras presentes no modelo. Para eliminar esses graus de liberdade extras
impomos vinculos no modelo, restringindo a dinamica sobre uma superficie do espaco de
spin. Sobre essa superficie de spin o colchete de Dirac { , }p define uma estrutura de
Poisson. Para manter a édlgebra dos operadores de spin (2.1) precisamos que as fungoes
S;’s restritas a superficie de spin mantenham a algebra (2.2) relativa ao colchete de Dirac,
isto é
{Si7 Sj}D = Eiijk

Devemos esperar que, apos ter colocado todos os ingredientes necessarios, o modelo

as equacoes obtidas desde a equacao de

produz as equacoes semiclassicas do spin, isto

é
Pauli apos ter aplicado o teorema de Ehrenfes
L q . q
mx; = qu + _Eijk:ijk + —SJ&B]
c me

: q
mcejk ik

IEstas equacoes serdo obtidas na secio 2.1
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e que o procedimento de quantizacao canonica aplicado a esse modelo produza a teoria

de Pauli para o spin. As referéncias deste capitulo sao [5], [6] e [7].

2.1 Equacao de Pauli e equacoes semiclassicas para
o spin nao relativistico
A mecanica quantica do spin nao relativistico é dada pela equacao de Pauli
o = (Hol — -2 BS;) w
mce
onde 1 é a matriz identidade 2 X 2,

1 /.. 2
Hy = —2 (Pi - gAi) - qu
m c

com (Ag, A) é o potencial tetravetor do campo eletromagnético externoH; e §Z = 3%
com o; as matrizes de Pauli escolhidas da seguinte maneira

Estas matrizes satisfazem as seguintes propriedades

0,0+ 0,0, =20;1
0,0 — 0;0; = 2i€;;,0}
(01)° = (02)* = (03)* =1
ok, 00 =0

Para usar o teorema de Ehrenfest e obter as equagoes semiclassicas de movimento do

spin, precisamos definir os operadores matriciais

20s campos estdo dados por E = VA — %A eB=VxA
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Com esses operadores temos os comutadores

O Hamiltoniano da equacao de Pauli pode ser escrito como

1 /-~ -
H-= (P . qA ) —4A,— LBS, (2.3)
om

Logo, o teorema de Ehrenfest deixa as equagoes com a seguinte forma

P =L {-((Pj _ QAJ-) OA;) + %(@-Kj (13j _ %A )>} + g0 Ag) + %<§ 9.B;)

~ q ~ A~
< > mc<€jk j k)

Estas equacoes de movimento para os valores médios produzem as equacgoes semiclassicas

de movimento para as variaveis x, p, S

. 1
i = — ( A) (2.4)
. q q q
pi:%(p EA]>8A + a0 Ao+ — S0, (2.5)
- q
S = %EiijjBk (2.6)
De (2.4) e (2.5) obtemos
q
= qE + GkaL'jBk + mch&-Bj (27)

2.2 Espacos de fase que geram uma algebra especifica

A dlgebra de fungoes de nosso interesse é a algebra (2.2) e desejamos produzir ela
sobre um espago de fase com um colchete de Poisson canodnico, isto é definir as .S; como
fungoes deste espago de fase tal que elas satisfagam a algebra (2.2).

Primeiro vamos expor as ideias no caso geral de (2.1). Suponha que temos uma teoria

quantica com operadores z;, com i = 1,2,...,n, os quais satisfazem a dlgebra

7:,7;] = ihci 7 (2.8)
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onde as cfj sao constantes. Entao desejamos definir fungoes z; em um espaco de fase tal
que elas satisfacam a dlgebra
{Zi, Zj} = ijzk (2-9)

onde { , } é o colchete de Poisson canonico do espago de fase.

Seja G uma algebra de Lie n-dimensional, vamos pensar as cfj’s como as constantes

de estrutura de G relativa a uma base {e;, ey, ...,e,}, isto é
ei,e;] = 2.10
e;, e;] = c;;ey (2.10)

Da identidade de Jacobi para a algebra de Lie G, temos que as constantes de estrutura
satisfazem

cijc{k + ChiChy + c?kc;i =0
Seja ¢ : G — GL(m,R) uma representacao m-dimensional da dlgebra G. Se denota-

mos ¢' = ¢(e;), de (2.9) obtemos

PP — et =clp (2.11)
Agora tomamos o espaco de fase R*™ com coordenadas globais (w, ) = (wi, ..., Wn,
T, .-, Tm), € com o colchete de Poisson candénico. Definimos as fungoes

z . R™ — R
| (2.12)
(w,m) — 7 p'w

Vamos achar o colchete de Poisson entre as fungoes z;’s e verificar que elas satisfazem
(2.9). Para isso note que

i
2 = QpWpT

onde cplip sdo as compomentes da matriz ¢°. Além disso, sabemos que as coordenadas

globais (w, 7) satisfazem
{wiwib =0, A{mm} =0 {w,m} =0
Entao

{ziu zj} = {(plipwpﬂ-h @erﬂrq}

= PPl {wpm, wrmg}
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mas {wym, w, Ty} = Wpmdpg — WpTeOir, l0go

{Zi’ ZJ} = gp%pspirwrﬂ-l - @fptpélwpwq
- (QP;pSO;W - (P{p%@;r) Wr Ty
= Ci?j@iiwm ,por (2.11)

_k

Assim verificamos que as fungoes z;’s definidas em (2.12) satisfazem a algebra (2.9). Note
que para cada representagao ¢ da dlgebra G temos uma realizacao da algebra fechada de
fungoes (2.9), isto é as z;’s podem ser modeladas em diferentes espagos de fase, tantos
como representagoes possua a algebra de Lie G.

Tendo definidas as z;’s de acordo com (2.12). Se 2m > n, entao temos graus de liber-
dade extras presentes no modelo semiclassico que nao estao presentes na teoria quantica.
Para eliminar esses graus de liberdade extras vamos impor vinculos Tj(w,w) = aj;,
j=1,2,...,N; e restringir a dinamica a uma superficie do espago de fase (w, ). Essa

superficie pode ser pensada como a superficie de nivel T~!(a) da aplicagao

T=(Ty,....,Ty): R*™ — R¥

(w,m) — T(w,m)

No formalismo Hamiltoniano, as equagdes da superficie de nivel T(w, ) = ¢ aparecem
como vinculos de Dirac. Assim, devemos classifica-los de acordo com as suas propriedades
algébricas com respeito ao colchete de Poisson canonico e depois aplicar o formalismo de
Dirac para as teoria com vinculos. Informalmente isto é dividir as T = (G, K) onde G
sao vinculos de primeira classe e K sao vinculos de segunda classe.

Existem algumas razoes para procurar as 71 satisfazendo
{z,T;} =0, para i=1,2,...,n (2.13)
Aqui apresentamos essas razoes:

1.- A consisténcia do procedimento de quantizacao canonica do sistema com vinculos
de segunda classe implica substituir os colchetes de Poisson pelos colchetes de Dirac,
estes construidos com ajuda dos vinculos. Entao em vez de trabalhar com o colchete

(2.8), lidamos com o colchete de Dirac

{zi,zi}p = {21, 5} — {=, K}ATHK, 2}
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onde A = det({ K, K'}). Entao se os vinculos de segunda classe K satisfazem (2.13)
temos que os colchetes de Dirac das fungoes z;’s vao coincidir com os seus colchetes

de Poisson. Assim, mantemos a algebra desejada para as funcoes z;’s.

2.- A presenca de vinculos de primeira classe G implica uma teoria com uma simetria
local. Os geradores para aquela simetria sao proporcionais aos vinculos. Suponha
que os vinculos de primeira classe nao satisfacam (2.13), isso deve implicar que as
variaveis z;’s ndo s@o inertes sob a simetria local, dz; = {G, z;} # 0. Portanto,
vinculos nao invariantes seriam responsaveis pela alteracao do comportamento de

gauge das variaveis z;’s, fato que nao desejamos.

Note que, olhar para a estrutura de Poisson de R*™, (2.13) é equivalente a tomar
Hamiltonianos T} que possuem a aplicacao
Z=(z,...,2) : R™ — R"
(w,m) — Z(w, )

como grandeza conservada.

2.3 Superficie de spin nao relativistica

No caso da élgebra do spin nao relativistico (2.1), os seus coeficientes podem ser
identificados com os coeficientes de estrutura da édlgebra de Lie so(3) relativa a base

formada pelas matrizes

00 O 0 01 0 -1 0
er= 10 0 -1}, e=10 0 0f, es= 11 0 0
01 O -1 0 0 0 0 0

Entao podemos classificar diferentes modelos para o spin nao relativistico obtidos pela
escolha da representacao da dlgebra SO(3). Provavelmente o modelo mais econémico seja
aquele que toma a representacao de menor dimensao.

O modelo para o spin nao relativistico que vamos apresentar nesta secao é baseado
na representacao adjunta da dlgebra so(3). Sobre o espago de fase 6-dimensional com
coordenadas globais (w, 7) e com o colchete de Poisson canénico, introduzimos o momento

angular interno de acordo com (2.12)

SZ' = eijkwﬂk (214)
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Os colchetes de Poisson para as S; satisfazem a dlgebra (2.2) pelo dito na se¢ao 2.2. Assim

fica definida a aplicacao

S: R* — R}
(2.15)
(w,m) — wXT

Na secao 1.8 mostramos que o momento angular é a aplicacao de momento para a agao
do grupo SO(3) sobre R® definida em (1.4), também dizemos que qualquer Hamiltoniano
SO(3)-invariante possuird ao momento angular como grandeza conservada. Da anédlise
feita na sec@o 2.2, temos que procurar as 7, que pussuem o momento angular (2.15)
como grandeza conservada, isto é, temos que procurar 7; que sejam SO(3)-invariantes no

sentido da agao (1.4).

Os tnicos invariantes globais da agao (1.4) sdo as fungoes
T(w, ) =W, hh(w,m) =w-m, T3(w,m) = w? (2.16)
Essas fungoes satisfazem a édlgebra
{11, T2} = 2T, {11, T3} = 4T, {T,, T3} = 273

Além disso, para a aplicacao

T= (Tl,TQ,Tg) : RS — R3
(w, ) — T(w,m)

a sua derivada de T no ponto (wq, ()

T'(wo,m): RS — R3
(h,k) — (ZWQ'h,WQ'k+7TO'h,27TO'k)

tem posto:
- igual a 2, se (wg, o) sdo L.d,
- igual a 3, se (wy, ) sao Li.
Vamos tomar a superficie de spin nao relativistica V3 definida pelas equacoes
T (w,m) = a?, Th(w,m) =0, T3(w, ) = b (2.17)

Esses vinculos implicam que (w,7) sdo li. Logo, pelo teorema do conjunto de nivel
regulaTH temos que a superficie de spin V3 definida em (2.17) é uma subvariedade regular

de dimensao 3.

3Veja a referérencia [19], Teorema 9.9 (pagina 105).
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Agora para classificar os vinculos, redefinimos eles como
b2
Klle—azz(), KQZTQZO, G:Tg—b2+—2K1:O
a
os quais satisfazem
: 4b*
{K17K2} :2K1+2CL ) {K17G} :4K27 {K27G}:2G_ ?Kl

Assim temos que K7, K5 sao vinculos de segunda classe e GG é vinculo de primeira classe.

Fazendo uso da identidade S? = (w X 7)? = w?w? — (w - 7)?2, temos
S* =TTy — T?
logo, restringindo a superficie de spin T} = a?, T, = 0 e T3 = b* obtemos
S? = a*V? (2.18)

Entao S? é constante sobre a superficie de spin. Desde que o colchete de Dirac define uma
estrutura de Poisson sobre a superficie de spin, segue que S? é uma funcao de Casimir

para a superficie de spin com o colchete de Dirac.

2.4 Superficie de spin nao relativistica 15 é difeo-

morfa ao SO(3)

Nesta secao vamos considerar a superficie de spin V3 definida pela escolhadea = b = 1.
Indicaremos por a ao vetor a escrito como coluna e @ ao vetor a escrito como fila. Levando

em conta isso, uma matriz A € R**3 pode ser escrita como
A= [5 b E]

onde a, b, c € R3. Também temos as expressoes

(b x )T
= detl(A) Exa)|, det(A)=a-(bxc)
(axb)T

Aplicando essa descricao ao grupo SO(3) = {R € R¥3/RTR = 1, det(R) = 1}
obtemos que
_ a? =1, b? =1
R=[a b ¢ €50(3) «
a-b=0, c=axb
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Logo, temos
SO(3)={[§ b EXB} / a,bERg,aQ:I,bQ:I,a-b:0}

Tome as aplicagoes diferenciaveis

F: R — R

Por célculo direto se verifica

F

Vs —5S0(3) e f‘ [S0(3) — Vs

Vs SO(3

Além disso, a aplicacao F

é a inversa da aplicacao F ‘ . Portanto V3 é difeomorfa
Vs S0(3)

ao grupo SO(3) onde, o difeomorfismo é dado pela aplicac¢ao

Vs +— SO(3)
(2.19)
(w, ) +— [w ™ wxﬂ
Por outro lado, definida a a¢ao do grupo SO(3) sobre a esfera 2-dimensional

SO(3) x 8% — S2
(R,a) — Rq
Esta acao é transitiva. O subgrupo de isotropia Hy do elemento qq = (0,0, 1) é homomorfo
ao grupo SO(2)
Hy = {R € 50(3) /Rqo = qo} ~ S0(2)
E um fato conhecido@ que SO(3) tem estrutura de fibrado com base S? e fibra tipica

SO(2), onde a aplicagao de projegao deste fibrado é

SO(3) — 52
R +— Rqo

(2.20)

O difeomorfismo (2.19) leva a estrutura de fibrado para a superficie de spin V3, onde a

aplicacao de projecao deste fibrado é a composta das aplicagoes (2.19) e (2.20). Mas note

4Veja a referéncia [10], teorema E.4 (pdgina 334).
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que Rqy = w x 7. Isto implica, que a aplicacdo de momento (2.15) restrita a superficie

de spin V3
S| Ve — 5?2

V3
(w,m) — wXm

é a aplicagao de projecao do fibrado SO(2) — V3 — S2.

2.5 Formulacao variacional para o spin nao relativistico

Como ja foi dito, a mecanica quantica do spin nao relativistico é dada pela equacao
de Pauli, e esta equagao é definida pelo Hamiltoniano quantico (2.2). Assim precisamos

de uma mecanica classica que produza tanto o correspondente Hamiltoniano classico
1 2
m c mc

quanto os vinculos (2.17).

Comecamos uma breve discussao da teoria de Lagrangeanas singulares de uma forma
especial. Considere um espago de configuragdo com variaveis (Q,y); onde Q = (x,w)
sendo x = (z1,...,%,) as varidveis de posi¢ao e w = (wy, ..., w,,) as variaveis do espago
de spin e y = (y1,...,9,) um conjunto auxiliar de varidveis. Para o nosso objetivo é

suficiente discutir acoes Lagrangeanas da forma

5= [aw@.Qy) (2.22)
isto é, a Lagrangeana nao possui derivadas das variaveis y. Também vamos supor
0’L
det—— #0 (2.23)
0Q0Q

Seguindo o procedimento padrao, construimos a formulacao Hamiltoniana para a agao

(2.22). Os momentos canodnicos sao definidos por

P=(pmw) = g—g (2.24)
oL
== (2.25)

O espago de fase com coordenadas globais (x,w, p, 7, y, u) possui uma estrutura de va-
riedade de Poisson com colchete de Poisson canonico. De acordo com (2.25), na teoria

estao presentes os vinculos primarios uy = 0, & = 1,2,...,r. Pela condi¢ao (2.23), as
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equacoes (2.24) podem ser resolvidas com respeito a Q, isto ¢ Q = £(Q,P,y). Usando
essas expressoes construimos o Hamiltoniano completo
H(Q,P,y,u,x)z[P-Q+u-y—L(Q,Q,y)H_7 +A-u (2.26)
Q=f(Q,P)y)
onde )\, sdo os multiplicadores de Lagrange para os vinculos priméarios (2.25). Dado o
Hamiltoniano e o colchete de Poisson { , } canonico, a evolugdo temporal de qualquer
grandeza A é dada pela equacao A= {A, H}. No caso particular, as coordenadas globais

obedecem as equacoes de Hamilton
Qi={QH},  P={PH}, =X =0 (2.27)

A conservacao no tempo dos vinculos primérios produz vinculos secundérios indicados
por Ty
0H

ity = {ug, H}Y = ~y = =0 (2.28)

A dinadmica do sistema pode ser equivalentemente obtida desde a acdo Hamiltoniana

SH:/dt [P-QJru-Y—H(Q,P,y,u,)\)] (2.29)

Achando as equacoes de Euler-Lagrange para esta acao obtemos o conjunto completo de
equagoes (2.25), (2.27) e (2.28) que governam a dinamica das variaveis (Q, P,y,u, A).
Estamos interesados em construir um problema variacional para um sistema com Ha-

miltoniano Hy(x, p,w, ) e com vinculos da forma

o ~

T(x,p,w,w) = (T(w,n), T(x,p,w,T))

onde os vinculos T(w, 7r) sdo como os vinculos (2.17), e T(x, p, w, ) sdo possiveis vinculos
extras nao presentes no modelo do spin nao relativistico. A analise feita acima sugere
tomar um Hamiltoniano completo da forma

9

H = Hy(x,p,w,m)+y -T+A-u (2.30)
A acao correspondente ao Hamiltoniano é
SH:/dt[p-X+7r~w—(H0+y~’i‘—|—()\—y)-u)] (2.31)

e as suas equacoes de Euler-Lagrange sao

Qi = {Qi, Ho} + yi{Qi, Ti}, P, = {P, Ho} + y{P;, T1.},

] (2.32)
yk :)\k, iLk = —Tk, Uy = 0
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as duas dltimas equagdes em (2.32) implicam nos vinculos desejados T, = 0. Logo a acao
(2.31) resolve nosso problema pois temos construido uma formulagao variacional para um
sistema Hamiltoniano sobre uma superficie com colchete de Poisson degenerado.

Dada a agdo Hamiltoniana (2.31), podemos restaurar a correspondente agao Lagran-
geana. Neste processo, podemos deixar de lado as u porque y entra na formulagao sem
derivadas. Supondo que o Hamiltoniano (2.30) é uma fungao quadrética nas varidveis de
momento P, escrito H = %P - 0(Q,y)P +7(Q,y). Resolvendo as equacoes Q = OP
com respeito a P, obtemos P = éQ, onde © é matriz inversa de ©. Substituindo estas

P’s em (2.31), obtemos a acao Lagrangeana
1. ~.
S = /dt {§Q®Q -7(Q,y) (2.33)
Aplicando o procedimento para obter a formulacdo Hamiltoniana da agao (2.33) imedia-
tamente chegamos na agdo Hamiltoniana (2.31)
Resumindo as discussoes prévias, para descrever o spin nao relativistico precisamos
de uma mecanica cldssica que produza tanto o Hamiltoniano (2.21) quanto os vinculos

(2.17). Isto é conseguido pela agao Lagrangiana

m. : L. 2 1 1
S:/dt[§x2+%A~x+qu+%(w—%wa) +§g62+5(w2—a2) (2.34)

As varidveis do espago de configuragao sao (x,w, g, ¢). Aqui, x representa as coordenadas
espaciais de uma particula com massa m e carga ¢, w sao as coordenadas do espago de
spin, g e ¢ sao as varidveis auxiliares, B =V X A, a e b sao constantes.

Os segundo e terceiro termos em (2.34) representam a interagdo minima com o poten-
cial tretavetor (Ap, A) de um campo eletromagnético externo, o quarto termo contém a
interacao do spin com o campo magnético. No final, este termo produz o termo de Pauli
no Hamiltoniano (2.21).

Agora vamos construir a formulagdo Hamiltoniana para o modelo. As equacoes para

os momentos canonicos p e ™ podem ser resolvidas com respeito as velocidades
.4 1 q
pi=mi;+-A; — x;=— (pi - _Ai)
c m c
1

= = (wz — ieijijBk> - wy=gm+ ieijkijk
g me mc

no entanto, os momentos das variaveis auxiliares tornan-se os vinculos primarios u, = 0

e ug = 0. A expressao completa do Hamiltoniano

1 2 1
H=— (p — gA) —qAO—%B-(w><7r)+g(71'2—62)—5(w2—a2)+>\gu9+>\¢u¢ (2.35)
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Aplicando o procedimento de Dirac, obtemos a seguinte sequéncia de vinculos e as equacoes

para os multiplicadores de Lagrange sao

ug =0 — - =0
U¢:0 — w2—a2:0

1

O vinculo secundério 72 — b* = 0 implica s

w -7 =0 e portanto w - m = 0. Logo

202 202
b29+%:0 ~ b2Ag+¢%A¢:o (2.36)

além dessas equagoes, o Hamiltoniano (2.35) implica nas equagoes dinamicas

=Ny, Uy=0 (2.37)
1 q . q. q
Ty =—\pi — 4}, Pi = q0;Ag + —1;0;A; + —S;0,B; (2.38)
m c c mc
. 2&262 . q
w; = —7%‘ + %Eijkijky T = gw@- + %EijijBk (2.39)
onde S; = ¢€;pw;m;. Omitimos as equagoes Hamiltonianas para g e u, porque estas

variaveis sdo determinadas pelas equagoes algébricas (2.36). As equagoes (2.36)-(2.39)
nao determinam a variavel ¢ e esta entra como funcao arbitraria na solugao geral das
variaveis w e 7, portanto a dinamica destas varidveis ¢ ambigua e elas sao grandezas nao
observaveis o que é consistente com a presenca do vinculo de primeira classe G' no modelo.

Enquanto a evolugao das varidaveis S; nao é ambigua, como deveria ser
Si = —LeuSB 2.40
i = ——¢€iji5; B (2.40)
mce

Esta é a equacao classica da precessao do spin em um campo magnético externo. Além
da equagao (2.40), as varidveis S; devem satisfazer S = a?b?. Sabemos que os operadores

. P~ . ~ 2 2 ~ .,
de spin S; = g‘ai satisfazem S2? = 32 Se tomarmos b* = 3% entdo o valor da varidvel

4 4a2

classica S? coincide com o autovalor do operador quantico S?

3h?
S ="— 2.41
: (241)
As equagoes (2.38) implicam na equacao de segundo ordem para x;
o ikt me =19

Como S? ~ h? o S-termo na equagao (2.42) pode sumir no limite cldssico. Assim,

esta equacao produz a equacao classica de movimento de uma particula sobre a forca de
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Lorentz. Note também que na falta de interacao, a particula com spin nao experimenta
autoaceleracao.

Para escrever o Hamiltoniano fisico, temos que levar em conta os vinculos presentes
no modelo. Vamos tomar o gauge ¢ = 1 para o vinculo de primeira classe u,. No final

chegamos ao Hamiltoniano
B q .\ q
m c mc
Para as variaveis fisicas x;, p;, S;, os colchetes de Dirac sao

{2, p;} = 03 (2.44)

{5, 55} = €iuSk (2.45)

Agora ja temos completada a quantizagdo candnica do modelo. A equacdo (2.44) implica
a quantizacao padrao das varidveis x e p, isto é T; = x; e p; = —ihd;. De acordo com
a equacao (2.45) temos que procurar um espago de func¢oes de onda o qual seja uma
representacao do grupo SO(3). As representagoes do grupo sao enumeradas pelo spin s o
qual esta ligado ao valor do operador de Casimir S% ~ s(s+1). Entao a equacao (2.41) fixa
0 spin s = % e as variaveis S; sao quantizadas por §Z = g‘ai. Esses operadores agem sobre
o espago de spinores complexos 2-dimensionais W. O Hamiltoniano quantico é obtido das

equagoes (2.44) e (2.45) substituindo as varidveis classicas pelos seus operadores. Isto

implica na equacao de Pauli

: Lis 42V _ X _49@3
m
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Conclusao

Neste trabalho foi apresentado um modelo semicldssico para o spin nao relativistico.
O spin foi considerado como um momento angular interno e foi construido sobre um
espaco de fase RS com colchete de Poisson candnico. Para eliminar os graus de liberdade
extras, nao presentes na teoria quantica, foram impostos vinculos restringindo a dinamica
a superficie de spin V3. Estes vinculos foram escolhidos de forma que a algebra do spin seja
mantida quando passamos do colchete de Poisson canonico para o colchete de Dirac. Dessa
forma, neste trabalho temos apresentado um exemplo de quantizacao sobre uma variedade
que tem interpretagao fisica direta. Também a formulacao Lagrangeana do modelo é um
exemplo de construgao do problema variacional para um sistema Hamiltoniano sobre a

variedade de Poisson.
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