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RESUMO

O principal objetivo do trabalho é estudar a relagao entre o espaco de Moduli de feixes
de quadricas em P" e o espago de Moduli de formas bindrias de grau (n + 1). Este
estudo foi baseado no artigo (AVRITZER; LANGE, 2000). Em linhas gerais, um espago
de Moduli é uma variedade algébrica que parametriza uma colecao de objetos C, médulo
uma relacao de equivaléncia. No nosso caso, C é o conjunto de feixes de quadricas em P”
ou o conjunto de formas bindrias de grau (n + 1), e a relagao de equivaléncia é pertencer
a mesma Orbita pela acao de um grupo G. Para estabelecermos a relacao entre esses
espacos foi importante considerar o simbolo de Segre que é um invariante dos feixes de
quadricas. Além disso, estudamos a forma normal, uma maneira de reescrever o feixe
de quédricas, na qual conhecemos facilmente o simbolo de Segre. Estudamos acao de
grupos, para podermos classificar um feixe de quadrica e uma forma binaria como estavel,
semi-estavel ou instavel, e quociente categérico, ja que os espacos de Moduli sao obtidos
através do quociente.

Palavras chave: Espacos de Moduli. Feixe de Quédricas. Formas Binarias. Estabilidade



ABSTRACT

The main objective is to study the relationship between space Moduli of pencil of quadrics,
and Moduli space of binary forms. This study was based on article (AVRITZER; LANGE,
2000). In general, a Moduli space is an algebraic variety that parametrizes a collection of
objects C, modulo an equivalence relation. In our case, C is the set of pencil of quadrics
or set of binary forms of degree (n + 1), and the equivalence relation is to belong to the
same orbit by the action of a group G. To establish the relationship between these spaces
is important to consider the Segre symbol of which is an invariant of pencils of quadrics.
Furthermore, we studied the normal form, a way to rewrite the pencil of quadrics, which
easily met the Segre symbol, action of groups, in order to classify a pencil of quadric and
a binary form as stable or semistable unstable, and quotient categorical, since the spaces’s
moduli are obtained by quotient.

Keywords: Moduli Spaces. Bundle of quadrics. Binary forms. Stability
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1 INTRODUCAO

O principal objetivo deste trabalho é estudar a relagdo entre os espacos de Moduli de
feixes de quadricas em P" e de formas binarias de grau n + 1 dada por Dan Avritzer e
Herbert Lange em [1].

A teoria de Moduli estd em conexao com problemas de classificacao em Geometria
Algébrica. Os ingredientes basicos de um problema de classificagao sao uma colegao de
objetos C e uma relacao de equivaléncia ~ sobre C. Procura-se dotar C/ ~ de uma estru-
tura de variedade algébrica e também entender como é possivel passar de um objeto para
outro ”continuamente”. Frequentemente existe uma nocao geométrica bastante natural
do que significa o advérbio ”continuamente”. Entao, para cada problema de classificacao
precisamos definir formalmente o conceito intuitivo de familia. Esta etapa consiste em
passar de um problema de classificagdo para um problema de Moduli. Os espacos de
Moduli constituem respostas a problemas de Moduli.

A renovacao e aplicacao da Teoria dos Invariantes em problemas de Moduli na década
de 60, por Mumford em [10], forneceu uma ”receita” para a construgao de espagos de Mo-
duli. Muitos destes espacos, senao todos, sao obtidos algebricamente através de variedades
quocientes. Para mais detalhes ver [4] e [9].

Foi no contexto da Teoria Geométrica dos Invariantes que apresentamos as construcoes
dos espacos de Moduli de feixes de quéadricas e de formas binarias, ou seja, os espagos de
Moduli foram construidos como quociente de variedades sem o cuidado de mostrar que
eles sao solugoes para problemas de Moduli.

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢oes e resultados da teoria classica de
geometria algébrica que serao utilizados no trabalho. A escolha dos resultados a serem
apresentados e demonstrados foi feita de modo a tornar o trabalho o mais autocontido

possivel, mas sem torna-lo muito extenso. Como referénica para este capitulo citamos [8],



(7] e [9].

No capitulo 2, definimos A-matrizes, forma normal e simbolos de Segre. Em linhas
gerais, uma quadrica em P" é equivalente por mudanca de coordenadas, a uma quadrica
que pode ser representada por uma matriz diagonal cujas entradas sdao apenas 1’s e 0's,
ou seja, uma quadrica é classificada pelo posto da matriz associada. Quando se considera
feixes de quadricas e as matrizes de dois geradores, nao ha um resultado tao simples e,
em geral, matrizes diagonais nao sao suficientes para classificar feixes. No entanto, é
possivel obter uma forma normal suficientemente simples que pode ser lida a partir de
um invariante chamado simbolo de Segre. As referéncias para este capitulo sao [2] e [1].

No capitulo 3, definimos agao de grupos algébricos em variedades, elementos estaveis
e semi-estaveis e apresentamos um critério nimerico de estabilidade devido a Hilbert-
Mumford. Como referéncia para estes topicos citamos [4] e [9]. Aplicamos estes conceitos
a duas agoes especificas: a de SL, 1 na Grassmaniana Gr(2, N + 1) que parametriza
feixes de quddricas em P™ e a de SLy em P"!, 0 espaco das formas bindrias de grau n+ 1.
Através do morfismo discrimante relacionamos estabilidade de feixes e de formas binarias.
De posse dos espagos moduli de feixes de quadricas em P (MP?) e de formas binarias de
grau n + 1(M>_ ;) e dos simbolos de Segre, mostramos que existe um isomorfismo entre

os espagos MP e M? 1 compactificados. Para estes resultados usamos [1].



2 DEFINICOES BASICAS

Em todo o texto k denotard um corpo algebricamente fechado.
O contetido deste capitulo foi baseado em [8], [7] e [9] e tem como objetivo apresentar

a linguagem bésica que serd utilizada no trabalho.

Definicao 2.1. O espaco afim de dimensao n sobre um corpo k, denotado por A}’ ou
simplesmente por A", é o conjunto de todas as n-uplas de elementos de k. Um elemento
p € A" serd chamado de ponto, e se p = (ay,...,a,) com a; € k, entdo os a; serao

chamados de coordenadas de p.

Definicao 2.2. Um subconjunto X C A" é chamado de fechado ou fechado afim se existir

um subconjunto I C k[X7, ..., X,] tal que
X=ZI)={peA™;F(p)=0,VF € I}.

Definicao 2.3. Definimos a topologia de Zariski em A™ escolhendo para abertos os sub-

conjuntos de A™ que sao complementares de conjuntos fechados.

Defini¢ao 2.4. Um subconjunto aberto de um fechado afim é chamado de wariedade

quase afim.

Definicao 2.5. Um subconjunto Y de um espaco topoldgico X ¢é irredutivel se ele nao

puder ser escrito como a uniao de dois subconjuntos fechados préprios.

Definigao 2.6. Seja X C A" um subconjunto. Definimos o ideal de X por
I(X)=A{F €klXy,...,X,]; F(p) =0,Vp € X}.

Proposicao 2.7. Uma variedade X € irredutivel, se e somente se, Z(X) é primo.

9
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Demonstracao. Suponha que X é irredutivel. Sejam F' e G polindmios tais que F'G €
Z(X). Assim, X C Z(F)JZ(G) e desta forma X = (X Z(F))UX N Z(G)). Como
X éirredutivel, entao X = X (N Z(F)ou X = X (N Z(G). Logo X C Z(F)ou X C Z(G).
Portanto F' € Z(X) ou G € Z(X), isto é, Z(X) é primo.

Suponha que Z(X) é primo e que X = X;(JX; com X 2 X; e X 2 X, Assim,
I(X1) 2 Z(X) e Z(X3) 2 Z(X) e desta forma existem F € Z(X;) e G € I(X>) tais que
F,G ¢ Z(X). Por outro lado, FG € Z(X; |J X2) = Z(X), o que é um absurdo, pois Z(X)

é primo. Portanto X é irredutivel. n

Exemplo 2.8. O espago A" com a topologia de Zariski é irredutivel.

Como Z(A™) =0 C k[Xy, -, X,] é um ideal primo, entdo A" é irredutivel.

Definicao 2.9. Dado X C A" um subconjunto fechado, definimos o anel de coordenadas
de X, denotado por k[X], por

k[ X1, ..., X,
k[ X]=———F+—

[X] (%)
Definigao 2.10. O espaco projetivo de dimensao n sobre um corpo k, denotado por P™(k)
ou P é o conjunto das classes de equivaléncia de (n + 1)-uplas (ay, . .., a,) de elementos

de k, nao todos nulos, a relagao de equivaléncia dada por
(ag,...,an) ~ (bo,...,b,) <IN €k —{0}; (bo,...,bn) = (Aag,...,Aay).

Um ponto p € P" serda denotado por p = (ag : ... : a,) e os a.s serdo chamados de

coordenadas homogéneas de p.

Definicao 2.11. Um subconjunto Y C P" é dito fechado projetivo se existir um conjunto

I de polinémios homogéneos em k[Xy, ..., X,] tal que
Y=2():={pelP"; F(p)=0,VF € I}.

Definicao 2.12. Dado Y um subconjunto de P", definimos o ideal homogéneo de Y,

denotado por Z(Y'), como sendo o ideal gerado pelo conjunto
{F € k[Yy,...,Y,]; F é homogéneo e F(p) =0,¥p € Y}.

Definicao 2.13. Seja Y C P" um fechado projetivo. Definimos o anel de coordenadas

homogéneas de Y por
k[Xo, ..., Xy

Y] = =22
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Definicao 2.14. Definimos a topologia de Zariski em P" escolhendo para abertos os

subconjuntos de P" que sao complementares de fechados projetivos.

Dado i € {0,--- ,n}, seja A C P" o conjunto de pontos (xqg : -+ : x,) € P" tais que
x; # 0. Entao, A" é um subconjunto aberto de P" definido por A? = P" — Z(X;) e

P = QA?.

Afirmamos que A} é homemorfo ao espago afim A"™. Defina

Q: A7 — A"
(ao R T an) = (CLO/aia"' aai—l/ai7ai+1/aia"' aan/ai)-
Suponha que p(ag:---:a;: - :ap,) =@(by:---:b;:---:b,), ou seja,

(ao/%"‘ ;aifl/aiaaiJrl/ai?"‘ aan/ai) = (bo/bi,"‘ ,bi—l/biybiﬂ/bi,“' ;Gn/bi)~

Desta forma, ay/a; = by /b;, Vk # i e ar, = (a;/b;)bg, Yk # i. Assim,

(ag, -+ ,an) = a;/bi(bo, -+ ,by) = (ag: -+ :ay) = (bg:+-:by).
Para ver que ¢ é sobrejetiva, seja (aq,--- ,a,) € A". Temos que
QO(CH:"' 7ai—1:1:ai7”' 7an):(a17"' y "0 7an)'

Logo ¢ é sobrejetiva. Como ¢ e ¢~! sao polinomiais, entdo ¢ é homeomorfismo.
Assim, o espaco afim A", com a topolgia de Zariski, pode ser identificado com qualquer

aberto A? de P".

Definigdo 2.15. Dado X C A" um suconjunto, definimos o fecho projetivo X de X como

sendo a intersecao de todos os subconjuntos fechados de P" contendo X.
Observacgao 2.16. E fcil ver que X = X NA?

Definicao 2.17. Um subconjunto aberto de um fechado projetivo é chamado de variedade

quase projetiva.

Definicao 2.18. Seja Y uma variedade quase afim. Uma funcao f : Y — k é dita reqular

em um ponto P € Y se existir uma vizinhanca aberta U com p € U C Y e polinomios
G

G,H € k[Xy, -+, X,] tais que H é ndo nulo em U, e f = 7 em U. Dizemos que f é

regular em Y se f é regular em todo ponto de Y.
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Teorema 2.19. (Toerma dos Zeros de Hilbert) Seja k um corpo algebricamente fechado
e seja I um ideal de k[Xq,---,X,]. Se F € k[Xy,---,X,] for tal que F(P) = 0, para

todo P € Z(I), entao existe um r > 0 tal que F" € I. Em outras palavras,
Z(Z(I)) = V1.
Demonstragao. Ver [14], vol.2, p.164. ]

Lema 2.20. Identificando k com o espago topoldgico A'(k), temos que toda fungao reqular

f:Y =k, ondeY € uma variedade quase afim, € uma fungcao continua.

Demonstracao. Os fechados de A! sao (), conjunto finito de pontos e A!. Para mostrar
que f é continua, basta mostrar que f~! leva fechado em fechado.

Temos que f~*(0) = 0 e f7Y(A') =Y. Seja {P,---,P,} C A'. Observe que
YA PL - P = Y P)U- U S HP,). Logo, basta mostrar que f~1(P;) é fechado,
pois a uniao finita de fechados é fechado. Como f é regular, entao existem abertos U,,

com a € U,, tais que Y = U Use f=G/H em U,, com H(a) # 0.
acY

Temos que f~1(P) U, = Z(G— P,H)NU,. De fato, se x € Z(G — P H) NU,, entdo
G(z) = BH(z) =0 = f(x) = G(x)/H(z) = P, =z € f(P)[ | Va

Reciprocamente, se x € f~1(P;) (U, entdao f(x) = G(z)/H(z) = P; e consequentemente
r € Z(G — P,H)NU,. Desta forma, f~'(P) (U, é fechado, para todo ¢ = 1,--- ,n e
para todo U,, portanto f~1(P;) é fechado. O]

Definigao 2.21. Seja X uma variedade quase projetiva. Uma fungao f : Y — k é regular
em um ponto P € Y se existir uma vizinhanga aberta U com P € U C Y e polinémios
G

homogéneos G, H € k[Xy,- -+, X,] de mesmo grau tais que H é ndo nulo em U, e f = I

em U. Dizemos que f é regular em Y se f é regular em todo ponto de Y.

Lema 2.22. Identificando k com o espago topoldgico A (k), temos que toda fungao reqular

f:Y =k, ondeY € uma variedade quase projetiva, € uma funcdao continua.
Demonstracao. A prova é andloga ao caso quase afim. O

Definicao 2.23. Seja X uma variedade quase afim ou quase projetiva. O conjunto das
fungoes requlares em X, com as operacoes usuais de soma e produto de funcgoes, é um

anel que serda denotado por A(X). Ao conjunto vazio, associamos o anel nulo.



13

Exemplo 2.24. Seja X C A" um fechado afim irredutivel. Entao
AX) =~ k[Xy, -+, X,]/Z(X).

De fato, dado F' € k[Xy, -, X,], a fungao F|x : X — k definida por F|x(P) = F(P)
é regular em X e, ¢ : k[Xy, -, X,,] = A(X) dada por p(F) = F|x é um homomorfismo
de anéis cujo nucleo é ker(¢) = {F € k[X;,--- , X,]; F(P)=0,VP € X} =Z(X). Falta
mostrar que ¢ é sobrejetiva. Dados f € A(X) e P € X, seja Up C X vizinhanga de P tal
que fly, = Fp/Hp, onde Fp,Hp € k[Xy,---,X,] e Hp(P) # 0. Entao, Hpf = F, em
Up e, multiplicando por um polinomio G que se anula em A™ — Up e tal que G(P) # 0,
podemos supor que Hpf = F, em A". Considere o ideal I = (H € k[X;,--- , X, |;Hf €
k[X1, -, Xy]). Entao, {Hp; P € X} C T e Z(I)NX = (). Pelo Teorema dos Zeros de

Hilbert, temos que
l=AH+ - +AH +G +---+G,; A €klXy, -, X,] e G € Z(X).
Logo, f(P) = [Ai(Fif)+- -+ A(F.[)](P) = (A F1 + - - -+ A.F1)(P), para todo P € X.

Definicao 2.25. Seja k um corpo algebricamente fechado. Uma variedade algébrica sobre

k (ou simplesmente variedade) é qualquer variedade quase afim ou quase projetiva.

Definicao 2.26. Sejam X e Y sao duas variedades. Um morfismo ¢ : X — Y é uma
aplicagao continua tal que para todo subconjunto aberto V' C Y e toda f : V — k funcao
regular, a fungao fop: o 1 (V) — k é regular. Um morfismo de variedades p : X — Y ¢
chamado um isomorfismo se existir uma aplicacao ¥ : Y — X também morfismo, tal que

¢O¢:]dxe@0¢zfdy.

Observagao 2.27. Dados duas variedades X e Y e ¢ : X — Y um morfismo, a aplicagao

¢* A(Y) = A(X) definida por p*(f) = f o p é um homomorfismo de anéis.

Exemplo 2.28. Sejam X C A" e Y C A™ dois subconjuntos fechados afins. A aplicagao
¢: X — Y dada por p = (Fy,--- ,F,) onde Fy,--- | F,, € k[Xy, -, X,] s@o polinémios
¢ um morfismo.

De fato, ¢ é continua, pois ¢ = F} X --- X F},, e cada F; é continua(polinomial). Sejam
V' C Y um subconjunto aberto e f : V — k uma funcao regular. Basta mostrar que

fop:e (V)= k éregular.
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Como f : V — k é regular, entao existe F' € k[Xy, -+, X,,] tal que f(z) = F(x),
Ve eV.Sex e (V) entao p(x) = (Fi(z), -, Fn(z)) € V CY. Assim,

flo(@)) = Fle(x)) = F(Fi(x), - Fn(x)) = F(Fy, - Fo) (@)

Como F(Fy,- -+, F,,) é polinomial, entao f oy : ¢ (V) — k é regular.

Portanto ¢ : X — Y é morfismo.

Exemplo 2.29. Sejam X e Y C P™ duas variedades quase projetivas e sejam Fy,--- , F},
polinémios homogéneos de mesmo grau tais que Vo € X, F;(x) # 0, para algum 7. A

aplicacao ¢ : X — Y dada por ¢ = (Fp : -+ : F,) é um morfismo.

Exemplo 2.30. Sejam n > 0 um inteiro e C a colegao de todos os subespagos vetoriais
de k™ de dimensao r. Sejam N := () e [IW] um elemento de C.

Tome {wy, -+ ,w,} C W uma base arbitraria e escreva w; := (a1, - , @;,), para todo
i, e seja A := (a;;) a matriz de formato (r x n).

Para cada sequéncia crescente o := (i1, - ,4,) de inteiros em {1,---  n}, seja p, o
determinante menor de A obtido considerando todas as r linhas e selecionando as colunas

de posicao iy, -+ ,i,.. Como os vetores wy,--- ,w, sao linearmente independentes, segue

que p, # 0, para alguma sequéncia o. Definimos

™ C — PN-1
W] — (- ipoi---)
Sejam {w},---,w.} = B uma outra base para W e p, o determinante menor obtido
através da escolha da base B para W. Observe que p.. = Ap,, onde A é o determinante da
matriz mudanca de base.
Logo 7([W]) ndo depende da escolha da base wy, - - - , w, e a fun¢ao 7 esta bem definida,

e é chamada de mergulho de Pliicker e 7 é morfismo, ja que p, é polinomial.

Lema 2.31. O mergulho de Pliicker é uma bijecio sobre um subconjunto fechado de PN~1.

Tal fechado serd chamado variedade Grassmaniana e denotado por Gr(r,n).
Demonstragao. Ver [9], Teorema 1.8, p.19. ]

Definicao 2.32. Uma variedade isomorfa a um subconjunto fechado de um espago afim
serd chamada de wvariedade afim. Um subconjunto fechado do espago projetivo serd

chamado de variedade projetiva.
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Exemplo 2.33. Seja X C A" um fechado afim. Dado F' € k[ Xy, -, X,] seja
Xrp:=X—-Z(F) :={z € X;F(x) #0}.
Entao X é isomorfo a uma variedade afim.
Suponha que X = Z(F},--- , F,,). Defina,
o: X—-Z(F) — Antl
(-1'17"' 7$n) = (3317"' 7$n71/F($17“' 7mn>)

Afirmamos que Imp = Z(Fy,--- , Fp, F(X41, -+, X)Xy — 1) := Y. De fato,
(3:17"' 7xn7$n+1) € Z(Fh 7Fm7F(X17"' 7Xn)Xn+1 - 1) =

F(xy, -, xp)Tp1 —1=0e Fj(xqy,-- ,2,) =0,Vj=1,--- ,m
S (1, Tn, Tpet) € IMp.

Defina ¢ : Y — X — Z(F) por ¥(x1,...,Zn, Tpy1) = (21,...,2,). Temos que

o(W(x1, .. Ty i) = (X1, xn) = (21, oo Ty V(21,0 2)) = (21, - -+, Ty T 1)

Por outro lado,

w<90(x17"' 7xn)) = w(xlv"' 7xn71/F<x17"' 7xn)) = (mlv"' 7xn)'

Sendo, ¢ e 1, polinomiais e portanto continuas, temos que X — Z(F') é isomorfo a

Y c AntL.

Lema 2.34. Seja X wma variedade e seja x € X. FEwxiste U C X aberto contendo x
isomorfo a uma variedade afim. Tal aberto serd chamado vizinhanca afim de x € X.
Suponha x € X C P™. Pela definicao de variedade quase projetiva e pela Observacdao
2.16, temos que X (AL =Y =Y, onde Y e Y] sao fechados em Aj. Como z €Y — Y],
existe um polinomio F nas coordenadas de Aj tal que FF =0 em Y, e F(z) # 0. Entao,

x €Y — Z(F), que pelo Exemplo (2.33) isomorfa a uma variedade afim.

Definigao 2.35. Seja X uma variedade irredutivel. Definimos o corpo de fun¢oes K(X)
de X da seguinte maneira. Um elemento de K (X) é uma classe de equivaléncia de pares
(U, f), onde U é aberto em X e f é uma fungao regular em U, e onde (U, f) ~ (V,g) se
f=gem VNU.
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Definicao 2.36. A dimensao de uma variedade quase projetiva X irredutivel é o grau de
transcendéncia do corpo de fungoes k(X) sobre k e é denotado por dim X. A dimensao

de uma variedade redutivel é o maximo das dimensoes de suas componentes irredutiveis.

Exemplo 2.37. A dimensao de A" é igual a n.
De fato, k(A™) é igual ao corpo de fragdes do anel de polinomios nas variaveis X, - -+ , X,

com coeficientes em k, k(Xy, -, X,,), cujo grau de transcendéncia sobre k é n.

Exemplo 2.38. A dimensao de P é igual a n.
Dado U um subconjunto aberto de uma variedade irredutivel X, é facil ver que k(U) =

K(X). Entao, como A™ é um aberto de P", temos que dim(P") = n.

Definicao 2.39. Seja A um anel. Uma A-dlgebra é um anel B junto com um homomor-

fismo de anéis iz : A — B.

Definicao 2.40. Um homomorfismo entre duas A-dlgebras B e C' é um homomorfismo

de anéis ¢ : B — C tal que p(ig(a)) = ic(a), para todo a € A.

Definicao 2.41. Sejam A e B anéis tais que A C B e 14 = 1. Dizemos que b € B ¢é

integral sobre A se existirem aq,--- ,a, € A tais que
' abm e+ a, =0.
B é dito integral sobre A se todo elemento de B for integral sobre A.

Definicao 2.42. Um morfismo ¢ : X — Y de variedades é dito finito se para todoy € Y
existir aberto afim U C Y, contendo y, tal que ¢~ 1(U) é uma variedade afim e k[p=(U)]

¢ inteiro sobre k[U].

Definigao 2.43. Um morfismo ¢ : X — Y é dito fechado se ¢(Z) C Y é fechado, para
todo Z C X fechado.

Proposicao 2.44. Todo morfismo finito p : X — 'Y € fechado.
Demonstragao. Ver [7], Coroldrio do Teorema 4, p.61. ]

Definicao 2.45. Um morfismo ¢ : X — Y é dito prdprio, se para todo inteiro n > 0, o
morfismo ¢, := (¢, [dpn) : X X A" =Y x A" é fechado.
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Proposicao 2.46. Todo morfismo proprio € fechado.
Demonstracao. Faga n = 0 na definicao. O

Definicao 2.47. Uma variedade X é dita completa se a projecao my : X x A" — A" é

fechada para todo inteiro n > 0.

Exemplo 2.48. Toda variedade projetiva é completa.

Ver [7], Teorema 3, p.58.

Proposigao 2.49. Seja ¢ : X — Y for um morfismo préprio. Entao o~ (y) é completa,
para todo y € Y.

Demonstragao. Basta observar que a projecao m : ¢ (y) x A" — A" é a composicao do

morfismo fechado ¢y,|,-1(,)xan € do isomorfismo {y} x A" — A™. O

Proposicao 2.50. Se X for uma variedade completa irredutivel, entio A(X) = k. Se,
além disso, X for afim, entao X = {pt}.

Demonstracao. Ver [9],Corolério 4.50, p.113. ]
Teorema 2.51. Todo morfismo finito de variedades é proprio.

Demonstragao. Sejam ¢ : X — Y um mapa finito. Entao ¢, = (@, [dyn) é finito, para
todo n > 0. De fato, sem perda de generalidade, podemos supor X e Y afins e, neste
caso, k[X x A" = E[X][Xy,---,X,] e k[Y x A" = E[Y][Xy, -, X,]. Pel Proposigao
2.44, segue que ¢, é fechado, para todo n > 0. O

Definicao 2.52. Seja ¢ : X — Y morfismo de variedades. Dizemos que ¢ é separdvel se o
morfismo A : X — X Xy X 1= {(21,22) € X x X;¢(x1) = ¢(x2)} dado por A(z) = (x,x)

for uma imersao fechada.

Proposicao 2.53. Seja p : X — Y um morfismo de variedades afins. Entao ¢ €

separdvel.
Demonstracao. Ver [8],Proposicao 4.1, p.96. O]

Definicao 2.54. Sejam X e Y duas variedades quase projetivas. Um morfismo ¢ : X — Y

¢ dito dominante se p(X) =Y.
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Teorema 2.55. (Teorema da Dimensdo das Fibras) Seja f : X — Y uma aplicagdo
reqular entre variedades irredutiveis. Suponha que f € sobrejetiva, dim X =n e dimY =

m. Entadom <n, e

(i) dim F >mn —m, para toda componente F da fibra f~'(y) e todo y € Y ;

(ii) existe um aberto U C'Y ndo vazio tal que dim f~'(y) =n —m, paray € U.

Demonstracao. Ver [7], Capitulo 6, Teorema 7.

]

Proposicao 2.56. Sejam X,Y wvariedades afins irredutiveis e f : X —'Y um morfismo
dominante com fibras finitas. Entao existe U C'Y aberto denso tal que f|;-1p : f~H(U) —

U ¢ finito.

Demonstracao. O homomorfismo f* : k[Y]| — k[X] é injetivo, pois f : X — Y é domi-
nante. Logo k[Y] ~ f*(k[Y]) C k[X] e k(Y) ~ k(f*(k]Y])) C k(X).

Como as fibras de f sao finitas, temos pelo Teorema da Dimensao das Fibras que
dim(X) = dim(Y) e portanto k(X) é extensao algébrica de k(f*(k[Y])).

Supondo k[X] = k[xy, - ,2,], vamos mostrar que, para todo i € {1,--- ,n}, existe
fi(T) € fH(k[Y])[T] tal que f;(x;) = 0. De fato, x; € k(X) algébrico sobre k(f*(k[Y]))
implica que existe

hi(T) = Z—:T"++Z—iT+Z—2
com a;j,bi; € f*(k[Y]), ain # 0 e b;j; # 0, para todo j € {1,--- ,n}. Entao

fi(M) := cihi(T) € f(K[Y])[T],

onde ¢; := b;1 -+ by, é tal que fi(x;) = 0. Seja a; = f*(b;) € f*(k[Y]) o coeficiente lider
de f;, paratodoi € {1,--- ,n}, eseja U C Y o aberto definido por

U:==Y — Ln) Z(by).

Temos que
n

fﬁl(U) :{$€X; f(:)j) ¢ UZ(bz)}:{‘TGX’ bz(f(w)) %O,Vz’zl,...,n}

i=1
n

—={z e X; fr(b)(x) £0,Vi=1,...,n} ={z € X; f*(b:)(x) & | Z(a:)}

i=1
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Observando que f* : k[U] — k[f~H(U)], que k[Y] C k[U] = k[Y][:* ,i] e que

k[f~HU)] = k[X] F i} :k{i,...,i} (X] = {——] (21, , 2],

ar’ay a1 an

temos que z; é raiz do polinémio monico f;(T')/a; € f*(k[U])[T], paratodoi € {1,--- ,n}.
Portanto k[f~'(U)] é inteiro sobre f*(k[U]) e f|;~1@wy : [~ (U) = U é um mapa finito. [



3 SIMBOLOS DE SEGRE

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos de A-matrizes e forma normal,

usados para definir e calcular simbolos de Segre de feixes de quadricas em P".

3.1 )\-MATRIZES

Definicao 3.1. Seja k[\] o anel de polinémios em uma variavel com coeficientes em um
corpo k. Uma matriz de tamanho m x n cujas entradas sao elementos de k[\] é chamada

de A-matriz.

Definigao 3.2. Uma A-matriz A é dita reqular se A é de ordem n e tem inversa em k[\],

isto é, existe uma A-matriz B, de ordem n, tal que AB = I = BA.

Teorema 3.3. Uma A-matriz M € regular, se e somente se, det M é uma constante nao

nula.

Demonstracao. Sendo M uma A-matriz regular, existe uma A-matriz N, de ordem n, tal
que M N = I. Ja que os determinantes de M e N sao polindmios na variavel A, concluimos
que

grau(det M) + grau(det N) = 0.

Portanto det M tem grau zero, ou seja, é uma constante. Da relagao (det M)(det N) =1
segue que det M é nao nulo.

Suponhamos agora que M é uma matriz cujo determinante é uma constante m nao
nula. Seja N = (n;;) a matriz, n X n, em que n;; = (—1)"7 m~! det Mj;, onde M;; é obtida
da matriz M retirando-se a linha j e a coluna i. Como as entradas de M sao elementos
de k[)], entao det Mj; é elemento de k[\] e consequentemente N é uma A-matriz. Como

N = (detM)~'Adj(M), segue da dlgebra matricial que N é a inversa de M O

20
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Definicao 3.4. Duas A-matrizes A,y, e B,x, sao ditas equivalentes se existirem

A-matrizes M e N regulares ,de ordens p e ¢, respectivamente, tais que

A= MBN (3.1)

Observacao 3.5. As operacoes elementares feitas nas linhas ou colunas de uma A-matriz

determinam A-matrizes equivalentes a matriz. De fato,

()

Sejam [y, ..., 1, um rearranjo dos inteiros 1,...,p. Considere P uma matriz de ordem
p, cuja entrada p;; = d;,5, 4,5 = 1,...,p e d;,; é o Delta de Kronecker. Observemos
que P ¢é obtida da matriz identidade de ordem p, trocando-se duas linhas de posicao.
Como det I, = 1, entao det P = £ 1. Se B = PAI,, entao B ¢é equivalente a A.

Observemos que B é obtida de A trocando-se duas linhas de posicao.

Se B ¢é obtida trocando-se as colunas de A, pode-se mostrar de maneira andloga ao

item anterior que as A-matrizes sao equivalentes.

Sejam h € {1,--- ,p} e R a matriz de ordem p cuja entrada i, j é

ijs parai # h
rij =19 fi(A), comj=1,....h =1, h+1,....,pef;(N) € k[
a, ondea € k—{0}ei=j=h.

Denotemos por R;; a matriz obtida de R retirando-se a linha 7 e a coluna j. Entao

th = Ip_l [§
det R = 0.det Ry, + -+ - + 0.det R(h—l)h + adet Rp,+
+ O.detR(h+1)h + -+ 0.det Rph = Q.
Se B=RA = RAI, ;, entao B é equivalente a A.

Se multiplicarmos uma coluna de uma matriz A por um escalar nao nulo e em seguida
adicionarmos a tal coluna um multiplo (de um polinémio) de outra coluna obtemos

uma matriz B equivalente a A. A prova é semelhante a dada no (c) .
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Teorema 3.6. Seja A,., uma \-matriz, nao nula, de posto r. Entao existem X\ - matrizes

requlares, M e N tais que

E(\) 0 0 0 ...0
0 E()\) 0 0 .
0 0 ...0
MAN = 0 0 E\) 0 ...0
0 0O 0 0 ..0
0O ... 0 0 0..0

onde cada F;(X) € um polinomio em k[\| e E;(\) é um fator de E; 1(N).

Demonstragao. Como A = (a;;) #0, entao existem k,[ tais que ay #0, com 1 <k <pe

1 <1 < q. Trocando-se linhas e colunas, se necessario, podemos supor que k =1e [ = 1.

Seja t o grau de aj;. Existe uma A-matriz C' = (¢;;) equivalente a matriz A, com ¢1; néo

nulo e de grau menor do que t. Isto segue das afirmacgoes abaixo.

(i)

(iii)

Suponhamos que a;; nao é um fator de a;; , para algum 1 < j < ¢. Entao existem
b,c € k[)\] tais que a1; = a1 b+ ¢ com ¢ #0 e grau ¢ < grau aj;. Subtraindo-se
b(\) vezes a primeira coluna de A, da j-ésima coluna e em seguida trocando-se a
primeira e a j-ésima colunas obtemos uma matriz equivalente a A que possui ¢ na

posicao (1,1).

Suponhamos que a;; nao é um fator de a;;, para algum 1 < ¢ < p. Entao existem
b,c € k[A] tais que aj; = a1 b+ ¢ com ¢ #0 e grau ¢ < grau ay;. Subtraindo-se b(\)
vezes a primeira linha de A, da j-ésima linha e em seguida trocando-se a primeira e

a j-ésima linha obtemos uma matriz equivalente a A que possui ¢ na posicao (1,1).

Suponha que a7 é um fator de todas as entradas, nao nulas, da primeira linha e da
primeira coluna de A, mas nao é um fator de ay, paraalgum 1 <h <pel <k <gq.
Seja a;1 = b; . a1 e aij = ¢;.ai;. Se subtrairmos da i-ésima linha de A por b; vezes
a primeira linha, para todo ¢ > 1 e entao subtrairmos da j-ésima coluna c; vezes a
primeira coluna de A, para todo j > 1, entao obtemos uma matriz B equivalente a

A satisfazendo by;=aq1, bjj = 0, 7 > 1 e b;;=0, para i > 1. J& que by, = apg — cra1,
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entao by, nao é divisivel por by;. Trocando a h-ésima linha de B com a primeira linha
obtemos uma nova matriz equivalente a B tal que ¢11 1 ¢px. Portanto aplicando-se o
procedimento i) a esta matriz obtemos uma matriz D equivalente a A com dy; # 0
e grau dy; < grau a;;. Como grau a;; € N, este processo pode ser feito apenas
um numero finito de vezes. Este processo cessa quando obtivermos uma matriz B
equivalente a A em que by; é um fator de todos os elementos b;;. Aplicando iii)a B
obtemos uma matriz C' equivalente a A satisfazendo ¢;;=0, para ¢ > 1 e ¢;;=0 para

j > 1. Mostramos assim que existem A-matrizes P e () tais que

b11 0 0
0 by ... by
0 by ... by

onde by; ¢ um fator de todos os elementos de b;;.

Se a submatriz
b22 ce bgq

B1 =
b ... by
é nao nula, podemos repetir o processo dado acima para obtermos A-matrizes Cs, P;, ()1
e cog € k[M] tais que
Co2 0

0 Gy

PIBIQI =

e cada elemento de Cy contém coo como fator. Observemos que

1 0 1 0 b11 0 1 0
0 P 0 Q1 0 PbB 0 @
b 0 O
= = 0 C99 0
0 PlBlQl
0 0 Cy

e as transformacoes elementares feitas na submatriz B; podem ser consideradas como

transformacoes elementares em A.
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Continuando este procedimento obtemos uma matriz equivalente a matriz A em que
os elementos fora da diagonal principal sdo todos nulos e a entrada (i,7) da matriz divide
os elementos da entrada (i + 1,7+ 1).

Finalmente, multiplicando-se cada linha da matriz por uma constante nao nula, pode-

mos assumir que A é equivalente a matriz

E(N) 0 ... 0 0 0
0 E(A) ... 0 0 0
0 0 0
MAN = 0 0 Ey\) 0 0|,
0 0O 0 0 0
0O -+ 0 0 0 ..0

onde cada E;(\) é um polinémio em k[A] com coeficiente lider sendo 1 e E;(\) é um fator
de Fiy1(N).
Como A-matrizes equivalentes tem o mesmo posto e o posto de M AN é evidentemente

5 segue que r = S. O

Observagao 3.7. Veremos a seguir que os fatores F;(A) obtidos no Teorema 3.6 sao
unicamente determinados pelos subdeterminantes de A.

Escrevendo MAN = E = (e;5), A = (ai;),M = (m;;) e N = (n;;) vamos mostrar que

Ey(N), ..., E.()\) sao fatores invariantes. Segue de [2], Teorema 5, Capitulo 2, a relagao
€irj1 -+ Ciyge
e’itj1 Ce eitjt
Miing oo Mg Axjpr -0 O Npygy - Mgy
= E E : : : : : co - (32)
Aop
My o My Axepr -+ Ay Mpegi oo Mpgge

Para cada 1 <t < r, seja D;A um maximo divisor comum de todos menores ¢ X t da

A-matriz A. Segue da igualdade (3.2) que D;A é um fator de cada menor de ordem ¢ da
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A-matriz E. Em particular, existe um polinémio p(A) tal que
Ei(\)... E,(\) = p(\) D,A. (3.3)

Da igualdade M~!EN~! = A e de uma relagiao andloga a (3.2) segue que existe um
polinémio ¢(A) tal que
DA =q(\) E1(N) ... E(N). (3.4)

De (3.3) e (3.4) segue que, a menos de multiplicacdo por constante, D;A é igual a

Ey(N) ... Eiy()\). Consequentemente

D;A
E,(\) = m, para 1<i<r

DyA =1

Isto mostra que os E;(A)’s sdo unicamente determinados pelo méximo divisor comum dos

menores de A.

Defini¢ao 3.8. Os polinomios FE;()\), para i € {0,--- ,r} obtidos na demonstracao do

Teorema (3.6) sdo chamados de fatores invariantes da A-matriz A.

Se ayq, ..., a4 sdo todas as raizes distintas de F,.()), entdo podemos escrever os fatores

invariantes de uma A-matriz A, na forma
E;(AN) = (A —ag)® .. (A — ay),
onde a;; > 0, a,; >0ea;; <aggpy;paral <i<r—1lel<j<s.
Definicao 3.9. Os fatores
AN=—a)™ o (A —a)® o (N —ag)™
para os quais a;; > 0 sao ditos divisores elementares de A.

Teorema 3.10. Duas A-matrizes Ayx, € Bpxq SGo equivalentes, se e somente se, elas

possuem os mesmos fatores invariantes.
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Demonstracao. Sejam A, B \-matrizes que possuem os mesmos fatores invariantes. Pelo

Teorema (3.6) existem A-matrizes regulares M, N, P e () tais que

Ey(\) 0 0 0 0
0 Ey(\) ... 0 0 0
0 0 0
MAN = 0 0 E.(N) O 01,
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Fi(\) 0 0 0 . 0
0 F>(\) 0o 0 . 0
0o 0 . 0
PBQ=| o ... 0 EMXN 0 ... 0
0 0 o 0 - 0
0 e 0 0 0 --- 0

Como F;(\) = E;(\) segue que MAN = PBQ e, como P e ) sao regulares, obtemos
B = (P'M)A(NQ™'). Como M e N sao regulares concluimos que A e B sdo equiva-
lentes.

Sejam A e B A-matrizes equivalentes. Entao existem A-matrizes M e N regulares tais

que M AN = B. Pelo Teorema 3.6 existem A\-matrizes regulares P e () tais que

E(\) 0 0 0 0

0 E()\) ... 0 0 0

0 0

E:=PAQ = 0 0 E\) 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
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Da mesma forma existem A-matrizes regulares R e S tais que

F(A) 0 0 0 ...0

0 R\ 0 0 ...0

0 0 ...0

F := RBS = 0 ... 0 F(\)O0..0
0 0 0 0 ...0

0 0 0 0 0

Assim, F = RBS = (RM)A(NS)
Da relagdo 3.2 aplicada a igualdade F' = (RM)A(NS) obtemos

=37 | (RM)ue

onde (RM )i, Aixi € (IN.S);x¢ denotam menores t X ¢t das matrizes RM, A e NS respec-

Y

| Au

| Fa (V)

tivamente. Como RM e NS sao matrizes regulares, de uma conta analoga a feita para
mostrar que F;(\) é invariante, obtemos que Fj(A)... F;(\) é, a menos da multiplicagao
por uma constante nao nula, igual ao D;A.

Por outro lado, como

-2 e

onde R;y:, Bixt € Sixy denotam menores ¢ X t das matrizes R, B e S respectivamente.

‘ Bt><t ‘ St><t

Y

| P

Obtemos que Fi(A)... F;(\) é, a menos de multiplicagdo por constante nao nula, igual a

DtB. Como E()\) = DZA/DZ_lA e Fz()\) = DZ‘B/Di_lB, entao

D;A DB
D; 1A DB’
Logo
D;A D;B
E,L' )\ — ! - ! — Fz )\ 5
9@ Di 1A D; 1B »

a menos de constante. Portanto A e B, a menos de multiplicacao por constante, tem os

mesmos fatores invariantes. OJ

Observacao 3.11. Se E;(A) = (A - ag)® ... (A - ay)%, a relagdo E;(N) = ¢ F;i()N),

garante que F; e E; possuem as mesmas raizes com a mesma multiplicidade, para todo 1.
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Teorema 3.12. Sejam A e B A-matrizes de ordem n, ndao nulas, da forma A = XNA; — Ay
e B = ABy — B», onde A1, Ay, By e By sao matrizes de ordem n com entradas em k e
Bi1 € nao singular. Se A e B sao \-matrizes equivalentes, entdo existem matrizes P e ()

nao singulares, com entradas em k, tais que PAQ = B.

Demonstracao. Como A e B sao equivalentes, entao existem \-matrizes M e N, de ordem
n e regulares, tais que MAN = B.
Escrevamos M na forma M = My+AM;+-- -+ \"M,, onde M; sao matrizes de ordem

n com entradas em k.

Sejam X = BoBy', P= Mo+ XM, +---+X"M, e
P =X "M, + XN M,y + XM+ -+ (My + XMy + -+ X" M,).
Entao
(M, — X)P' + P =
=M — X)N M+ N (M + XM) 4+ (My+ XMy + -+ XTIM)] + P =
= N M AN (M 4+ X M)+ N2 (M g+ X M, 1+ X* M)+ AN M+ X Mo+ X" M,)+

—“NTIM = N XM A+ XM — - — (X My A AXTTIM) - M X — - — XM

+ Mo+ MX 4+ X" M= NM, + XN " M,y + -+ XM+ My = M. (3.5)
Da relagao (3.5) obtemos que
M = (M,—X)P'+P = (AB,B;'—=ByB{")P'+P = (A\B,—By)B;'P'+P = BB;'P'+P.

Fazendo P, = B;'P’ segue que
M =BP, +P. (3.6)

Analogamente, escrevamos N na forma N = Ny + NiA + ... + N
Sejam Y = B'Bye @ = Ny + NY +---+ N,Y® e

Q@ = NN+ (Neoy + NY)X 24 4 (N + NpY 4.+ NYs ™),

Entao temos que

N=QW\,-Y)+Q=Q:B+Q=Q(\B'Bi— B 'By) +Q =
=Q'Bi'(AB1— B2) +Q=Q'B;'B+Q.
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Fazendo Q; = Q'B; " temos que
N=0Q,B+Q, (3.7)
Segue de (3.6) e (3.7) que
PAQ — B= (M - BP,)A(N —(1B) — B.
Além disso, usando o fato que M AN = B obtemos
PAQ — B=MAN — MAQ1B — BP,AN + BPLAQ1B — B =

= BN 'Q,B—- BP,M'B+ BP,AQ,B,

ou seja,

PAQ - B - B(PlAQl - N71Q1 —P1M71>B

Se R:= PLAQ, — N7'Q, — PL M1, entao reescrevemos a igualdade anterior na forma
PAQ — B = BRB. (3.8)
Suponhamos por absurdo que R #0, entdao podemos escrever R na forma
R=Ry+R)\+...4+ RN\,

sendo R;’s matrizes com entradas em k, R; # 0 e t >0.

Vendo a igualdade (3.8) e as matrizes escritas como polindmios em A com coeficientes
no anel das matrizes de ordem n com entradas em k, temos que o lado esquerdo da equacao
tem no méaximo grau 1 em A, pois A e B tem grau 1 e P e () tem grau 0, enquanto o
lado direito tem grau(t +2) > 2. O que é um absurdo. Logo R = 0 e consequentemente
PAQ = B. Como P e () nao dependem de A, entao PA1QQ = B; e PAy;QQ = Bs.

Observemos que como B; é nao singular, segue que P e () sao nao singulares. O

Definicao 3.13. Uma forma quadrdtica em P" é um polindbmio homogéneo de grau 2 em

n + 1 varidveis, ou seja,

Q(X(]a te 7Xn) = a00X02 + -+ annXg + aOlXOXl + -+ a(nfl)anlen-



30

Observacao 3.14. Toda forma quadratica Q(Xy,---,X,) pode ser escrita na forma
Q(Xo, -+, X,) = X'AX, onde A é uma matriz simétrica de ordem n + 1 com entradas

em ke X'=(Xy---X,). De fato,

! aon
aoo 9 a Ce. a2
01 12 In
5 ai 5 ... 5 XO
: X,
Aon,  Ain
— = ... ... Qpp
2

apoXo + %G01X1 T+t %GOan
%amXo +anXi+---+ %aan

1
%QOnXO + §a1nX1 +oe At a'nan

a aon, a Ao,
= ag X{ + %XIXO +eet %XoXn + %XIXO +anX;+-+ %XoXn—i*

A1n
+—7§axhxn+~--+6%nxﬁ::qx)@,”.,X%y

Teorema 3.15. Sejam X'AX e X'BX duas formas quadrdticas em X, -+ , X, onde A
e B sao matrizes simétricas, de ordem n + 1, e B uma matriz nao singular. Existe uma
mudanca de coordenadas X = PY que transforma X'AX e X!BX nas formas quadrdticas
YICY e Y!DY, respectivamente, se e somente se, as \-matrizes \B — A e AD — C' tem

0s mesmos divisores elementares.

Demonstracao. Da relagao
X'AX = (PY)'APY = Y'(P'AP)Y,

segue que C' = P'AP. De forma andloga, podemos concluir que D = P!BP.
Como

AD — C = AP'BP — P'AP = P'(AB — A)P,

segue que A\D — C' e AB — A s@o equivalentes. Do Teorema (3.10), segue que AB — A e
AD — C' possuem os mesmos divisores elementares.
Reciprocramente, suponhamos que A\B — A e AD — C possuem os mesmos divisores

elementares. Do Teorema (3.12) segue que existem matrizes M e N nao singulares tais
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que
MOD — C)N = \B — A,
ou seja, tais que MCN = A e MDN = B. Como C é simétrica temos que
A=Al = (MCN)! = N'C'M" = N'CM". (3.9)
Multiplicando-se a equacao (3.9) por (M*)~'N e usando que MCN = A obtemos que
AM NN =N'CN=N'MTAN'N = N'M'A.

Da mesma forma temos que N*DM* = B e B(M~')!N = N'M~'B.

Seja Q@ = N'M~!, entdo @ ¢ nao singular e QA = AQ" e QB = BQ".

Afirmamos que Q"A = A(Q")", para todo r € Z com r > 2. De fato, seja r = 2.
Multiplicando-se a relacao QA = AQ? por @, obtemos que

Q*°A=QAQ" = (QA)Q" = AQ")*.

Suponhamos que Q" 1A = A(Q")"!, entao

Q"A=Q(QA) = QA(Q")) = (QA)(Q") ™ = (AQ)(Q") " = AQ")".

Analogamente, mostra-se que Q"B = B(Q")", para todo r € Z com r > 2.
Mais geralmente, se F'(A) = a, + a1 A + -+ - + a, A\ € k[)\], entao

F(@A=(ao] + aQ + -+ + anQ")A = Alao] + 11Q" + -+ + an(Q")" =
= Alao] + a1Q + -+ + a,Q")'A = A(F(Q))". (3.10)
Também é vélida a relagdo F(Q)B = B(F(Q))".
Para FI(A\) = det (Q—AlL,), temos F'(0) # 0, pois () é nao singular. Por [2], Teorema 2,
Capitulo 3, §8, existem polinémios G(A), H(A) € k[A] tais que
G\ = A= FA\)H(\).
Logo G(Q)* — Q = 0, ou seja, G(Q)? = Q. Tomando-se S = G(Q) teremos que S? = Q.
Além disso, usando (3.10) temos que SA = AS' e SB = BS'. Portanto, como
Q = N'M~!, segue que
C=M"'AN"" = (N"HYQAN™ = (N")'S?AN~" =
= (N"HS(SAN = (N"HSAS'N™! = (SIN)VAS' N
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Analogamente mostra-se que D = (S'N~1)!B(SIN~1).
Como N~! e S sao nao singulares, entao P = S'N~! é uma matriz nao singular para
a qual valem as relagoes

C=PAP e D= P'BP.

Além disso, se X = PY, entao X'AX =Y'CY = Y'P'APY.

3.1.1 Forma Normal

Sejam A e B matrizes de ordem n com entradas em k e B nao singular. Suponhamos que
a A-matriz AB — A tem determinante nao nulo. Pelo Teorema (3.6) temos que existem

A-matrizes M e N regulares tais que

E1()) 0 0
0 Es(N) 0
M(AB — A)N = ,
0 0 E,(\)
onde F;, para cada i € {1,--- ,n}, sdo os fatores invariantes de AB — A. Escrevamos

E;, = ()\ — al)ail Ce ()\ _ as)ais’

onde o, com j € {1,---,s}, sdo todas as raizes distintas de E,()\). Entao ZZakl
I=1 k=1
= n. Como E;(\) | Eiy1(A), entao a;; < agyry;, Vi€ {1,---,n— 1} e para qualquer

je{l,--- s}
Dados um ntumero real o e um numero natural e, definimos as matrizes P, e ()., de

ordem e, como sendo

0 0 0 «

0 O o
Fe(a) =

0

a 1 0 0
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e
0 0 1
0 1 0
Qe =
1 0 0
Suponhamos que a;; > ... > iy todos expoentes dos divisores elementares de
AB — A referentes a raiz «;.
Pai11(041) 0 0 0
0 Pail(l)l(@l) 0 0
P= e
0 0 Pails(as) 0
0 0 0 Pail(s)s( s)
Qam 0 0 0
0 Q“il(l)l 0 0
Q= S : RPN : . (3.11)
0 . 0 .. Qails . 0
0 0 0 Q“iz(s>s

Afirmamos que os fatores elementares de A\B — A e de AQ) — P sao iguais. De fato, seja

Ry = AQa,, — Pa,,(a;). Temos para cada r € {0,1,...,n — 1}

Dy (P — Q) I1 ] [T+ 1cnzuy) det Riyg

Foor(N) = = Hd=r = det Ry ..; = En_r(N).
Dn—r—l(P - /\Q) H 1<j<s Hr+2§k§l(j) det Rikj 1H o
I(j)=r+2 Z(j)é?il

Sendo B nao singular, pelo Teorema (3.15), segue que existe uma mudanga de coor-
denadas X = SY tal que A\Q — P = S*(AB — A)S. Chamaremos o par (P, Q) de forma

normal.
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3.2 FEIXE DE QUADRICAS

Definicao 3.16. O feixe de quddricas em P", determinado por duas matrizes A e B

simétricas, de ordem n + 1, denotado por P, é o conjunto
P={M+uB | (A:p)eP}.

Observacao 3.17. Se C e D sao elementos do feixe de quadricas P que sao linearmente

independentes, entao o feixe de quadricas determinado por C' e D é igual a P.

Definicao 3.18. O discriminante do feize de quddricas P, determinado pelas matrizes

simétricas A e B, denotado por A, é a forma binaria nas variaveis A e u dado por
A=A\ p) :=det(AA + pB).

Observacao 3.19. O discriminante A de um feixe de quadricas depende da escolha das
matrizes A e B que o determinam. Contudo as raizes de A sao unicamente determinadas
a menos de um isomorfismo de P!. Além disso, se A é nao nulo, entdo A é uma forma

binaria(ver Defini¢ao 4.15) de grau igual a ordem das matrizes A e B.

De fato, sejam A; = \gA+puoB e By = A\ A+p1 B dois elementos do feixe P linearmente
independentes. Denotemos por P’ o feixe de quédricas determinado por A; e Bj.

Consideremos a funcao T : P! — P! definida por
T(a:0) = (arg+ 0 apy+0u).

Observe que T é bijecao. De fato, consideremos a matriz

A Ao A1
Ho M1
Como A; e Bj sao linearmente independentes, podemos afirmar que det M # 0.
Suponhamos que T(ay : 01) = T(ay : 6;). Entéo existe um elemento ¢ € k, ndao nulo,
tal que
(1o + 01 A1 o + O1p1) = t(agAo + B2 A1 1 agpig + Oapn),
ou seja,
(cq —tag)hg + (61 —th)\y = O
(g — tag)po + (61 —tha)py = 0
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Como det M # 0, segue que a3 — tag =0 e 0; —thy = 0. Logo (a; : 01) = (az : bs).
Dado (B :v) € P!, se (a,0) = M~Y(B,7)!, entao T'(a : §) = (B : v). Portanto T é
uma bijecao.
Afirmamos que 7! leva uma raiz do discriminante A de P em uma raiz do dis-
criminante A’ de P’. De fato, seja (ag : by) € P! uma raiz de A. Suponha que

T (ag : by) = (co : dy). Entao
coAy + do By = (Co>\0 + do)\l)A + (C[),uo + do,ul)B = agA + by B.

Portanto A(cyA; + doB1) = A(apA + byB) = 0, ou seja, (co : dy) é uma raiz de A'.

Além disso, seja (¢ : d) uma raiz de A’. Entao
A(T(c: d)) = det((arg + bA1)A + (apo + buy) B) = det(cA; + dBy) = A'(c : d) = 0.

Portanto a aplicacao T leva raiz de A’ em raiz de A.
Observamos ainda que as raizes de A’ tem a mesma multiplicidade das raizes corre-

spondentes de A.

Definigao 3.20. Seja A o discriminante do feixe de quadricas P determinado pelas ma-
trizes A e B, de ordem n+ 1, com entradas em k. Suponhamos que A nao é identicamente
nulo e seja (Ao : o) é raiz de A. Seja d um ntimero inteiro nao negativo para o qual todos
os subdeterminantes de ordem n + 1 — d, de \gA + poB, se anulam, mas nem todos os
seus subdeterminantes de ordem n — d se anulam. Definimos, para 0 < ¢ < d, [; como
sendo a menor das multiplicidades de (Ag : 19) como raiz dos subdeterminantes de ordem
n+ 1 — i da matriz A + uB e lg1 = 0. Os nimeros e; := [; — ;11 para 0 < i < d sao

ditos numeros caracteristicos de A associados a raiz (Ao : fio)-

Observacao 3.21. Para cada 0 < i < d, vale a relacao que l; > [;,;. Portanto e; > 0.

Além disso,
AN, 1) = (Ao — Aop) ... (Ao — Aop)“ Av (A, ),

com Aq(Ag, o) # 0.

Os fatores (Ao — Aop)® s@o chamados de divisores elementares do feixe P.

Definicao 3.22. Suponha que as raizes distintas de A sdo (A1 : p1), ..., (A @ p,). Para

cada j € {1,---,r}, sejam €], --- , €} os nimeros caracteristicos de A associados a raiz
J
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(Aj : pj). Supondo que dy > dy > ... > d,, o numero de Segre do feixe P ¢ definido como

sendo

[(eé, . ,e}il), (eg, . ,632), o (eh, e )]

Observagao 3.23. Se d; = 0 para alguma raiz ()\; : ;) de A, omitiremos no Simbolo de

Segre os parénteses da parte referente a tal raiz.

Exemplo 3.24. Sejam A e B as matrizes dadas por

0000 0010

0010 0100
A= e B=

02 00 000

0000 000 a

Entao A(\, p) = det (M + uB) = —% e (1:0) é a unica raiz de A. Além disso, d = 1,
lo=4,1; =1elys =0. Logo ¢y = 3 e e; = 1. Portanto o simbolo de Segre deste feixe é

(3, DI

Definicao 3.25. Sejam P; e P, feixes de quadricas em P, determinados pelos pares de
matrizes simétricas A, B e C, D, respectivamente. Dizemos que P; e Py sdo projetiva-

mente equivalentes se existe uma mudanca de coordenadas em P" que transforma P; em

Po.

Teorema 3.26. Consideremos dois feizes de quddricas Py e Py em P™ cujos discrimi-
nantes sao nao nulos. Sejam (A, ) e (N2, u?) raizes dos discriminantes de Py e Ps.

Entao Py e Py sao projetivamente equivalentes, se e somente se, eles tem o mesmo

simbolo de Segre e existe um automorfismo de P' levando (A} : pj) em (A2 : u?);

Demonstracao. Denotemos o discriminante de P; por A,.

Suponhamos que o feixe P; é determinado pelas matrizes A e B e que P; é determinado
pelas matrizes C' e D. Como A; nao é identicamente nulo, podemos supor que B é nao
singular. Logo (0 : 1) ndao é uma raiz de A;. Portanto A} # 0 para todo i. Sejam

al = pi /A e consideremos a a-matriz A + aB.

P =

Mostraremos inicialmente uma relacao entre os divisores elementares do feixe de

quadricas P; e os divisores elementares da a-matriz A + aB. Pelo Teorema 3.6, exis-
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tem matrizes M; e N; invertiveis, com coeficientes em k, tais que

Fi(a) 0 . 0
0 Ela) ... 0
Mi(A+ aB)N; = . ' . :
0 0 o By (o)
onde Ej(w),...,E} ;(«) sdo polindmios na varidvel o. Observemos inicialmente que
of, -+, sao todas as raizes distintas de E} (o). Escrevamos

EHa) = (a —ab)% . (a —al)%s

sendo ajy, ..., a}, nimeros inteiros ndao negativos e t € {1,...,n}. Como E;(a)|E1(a),

podemos afirmar que

ay; < a%tﬂ)i, para cada 1 <7 < s. (3.12)

Fixemos uma raiz (1 : «;) de Ay. Pela Definicao 3.20, tendo como referéncia a raiz
fixada, temos que

j1 _ . 1 1
li - m1n065n+1—i{a0(1)j +oot aU(n—i—l—i)j}a

onde S,.1_; denota o conjunto de todas as permutacgoes de n + 1 — ¢ elementos. Das

1

relagoes (3.12) segue que lfl =ap+-+ a%nﬂ_i)j. Observemos agora que

1 gl
ef =1 =15 = (ay;+ -+ alppriay) = (@ + 0 F Qi) = i

7 sy 11 . ~ . PN . .. .
Portanto os nimeros caracteristicos e!” da raiz (1 : ajl-) sao iguais a multiplicidade da raiz
1
Oéj emn En+1—z’-
Suponhamos agora que os feixes possuem os mesmos simbolos de Segre. Logo os

divisores irredutiveis dos feixes P; e Py sao, respectivamente, da forma
1 1, \eil 1 1 yeil.
(A = Ai) e (Mg — App) ™o

(M2 = A2) L (A2 — A2p)“eo

onde e!' = ei? para todo [. Isto implica que os divisores elementares de a-matrizes A+aB

e C + aD sao

i1

(@ —a7)%,. .. (a— ai)efil(i)

(a—a?), ... (a— a?)eff(i).
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Como existe um automorfismo de P! que leva as raizes de A; nas raizes de Ay, vemos
que as duas matrizes possuem os mesmos divisores elementares. Logo pelo Teorema 3.10
segue que os feixes sdo projetivamente equivalentes. (Mantivemos as notagdes de Py para
P, apenas trocando-se um dos indices superiores por 2.)

Suponhamos que os feixes sao projetivamente equivalentes. Isso significa que as formas
quadraticas definidas por A, B e C' e D satisfazem as hip6teses do o Teorema 3.10. Logo as
a-matrizes A+aB e C'+aD possuem os mesmos divisores elementares. Consequentemente
também possuem os mesmos fatores invariantes. Portanto existe um automorfismo de P!

que manda as raizes de E}_,(\) nas rafzes de EZ, | (\). O

Observacao 3.27. Seja P um feixe de quadricas de P, determinado pelas matrizes A e
B. Suponhamos que o discriminante A de P é nao nulo e sejam (A1 : f1), ..., (As : f15) as
suas raizes distintas. Podemos supor, sem perda de generalidade, que B ¢é nao singular.
Sejam Ey(a) = (@ — o)™ ... (a — ag)™, 1 <t <n+ 1, os fatores invariantes da matriz
A+ aB, onde a; = p;/N;. Segue da demonstragdo do Teorema 3.26 que o simbolo de

Segre de P é

[(a(n+1)17 CIE aa'dll)y ceey (a(n+1)87 s 7a’dss)]'

Observagao 3.28. Sabemos que se (P, Q) é a forma normal de uma A-matriz AB — A,
entao ambas tem o mesmos divisores elementares. Usando a Observagao 3.27 concluimos
que para determinarmos o simbolo de Segre do feixe quadricas P, determinado por ma-

trizes A e B, podemos usar a A-matriz A\() — P.

Observacgao 3.29. Os numeros caracteristicos que formam o simbolo de Segre de um
feixe de quadricas P = AQ + pP, onde P e @ satisfazem (3.11), referentes a raiz ay do
discriminante de P, sao iguais as ordens dos blocos de P correspondentes a a.

Seja b o nimero de blocos da matriz A() + P referentes a raiz o do discriminante de
P, ou seja, b = [(1). Afirmamos que o nimero d, da Definicao 3.20, é b — 1. Os casos
b=1¢eb=2sao bem simples de serem verificados, analisaremos a seguir apenas o caso

em que b > 2. A afirmacao segue das observacoes seguintes.

(a) Os blocos da matriz a; @+ P correspondentes a a; tem determinante nulo e os demais

tem determinante nao nulo.



39

(b) Retirando-se a primeira linha e primeira coluna de cada bloco R;,1(a1), .. ., le)l(al)
obtemos submatrizes cujos determinantes sao iguais a 1. Considerando-se estas
operagoes na matriz a;) + P obtemos uma submatriz de posto (n 4+ 1) — b cujo

determinante é nao nulo.

(c) Se retirarmos (n + 1) — (b — 1) linhas e colunas de ;@ + P, pode ocorrer uma das

seguintes situacoes:

(i) Todos os blocos Rij1(ar),. .., Riy,1(a1) ficam inalterados. Neste caso, o deter-

minante da submatriz sera 0.

(ii) Pelo menos um dos blocos R;,1(a1), ..., R, 1(a1) terd apenas uma linha ou uma
coluna retirada. Nesse caso, a submatriz de o) + P obtida terd um subbloco

com um a linha ou uma coluna nula e portanto seu determinante sera nulo.

Observamos que ao retirarmos a primeira linha e a primeira coluna de oy ) + P, o
determinante da nova matriz terd ; como uma raiz de multiplicidade b —a;,;. Entretanto
se retirarmos a linha 7 e a coluna 7, com 7 # j, o determinante da nova matriz sera zero

ou terda a; como uma raiz de multiplicidade maior que b — a;;;. Com isso concluimos que

o, = b

ll = b — aill

lhp = b-— Qi1 — Ayl
b1 = iy 1

I, = 0.

\

Portanto os niimeros caracteristicos do feixe sao

.

ey = b—b+a; = Q1
er = b—a;1 —b+a+aip,1 = ain
L -1 = @iy 491

Logo a parte do simbolo de Segre de P correspondente a raiz oy é

(a’i117 R a/il(l)l)



4 ESPACOS DE MODULI DE FEIXES DE QUADRICAS E DE FORMAS
BINARIAS

O objetivo deste capitulo é relacionar o espago de Moduli de feixes de quadricas em P" e

o espaco de Moduli de formas binarias de grau n + 1.

4.1 ACOES DE GRUPOS ALGEBRICOS

Nesta secao apresentaremos um pouco da teoria de agoes de grupos abordando a nocao

de quociente categorico.

Definicao 4.1. Um grupo algébrico é um grupo G com uma estrutura de variedade

algébrica tal que as aplicagoes:

m: GxG — G

(9,9') = gq
e
1. G = (G
g — g!

sao morfismos de variedades algébricas.

Definicao 4.2. Um homomorfismo de grupos algébricos é uma aplicagao que é simul-

taneamente um homomorfismo de grupos e um morfismo de variedades algébricas.

Daremos a seguir dois exemplos classicos de grupos algébricos.

Seja M,: = {matrizes quadradas de ordem n com entradas em um corpo k }. A
aplicagao
o : M, — A
A= (aij) —> ((111, e, Qg e ,ann)

¢ uma bijecao que define em M,, uma estrutura de variedade algébrica.

40
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Exemplo 4.3. Seja GL, (k) := {A € M,;det (A) # 0}. Entao GL,(k) estd em bijegao
com o aberto principal U = A" — Z (det) de A" onde

det <X117 e 7Xij7 e 7Xnn> = Z €(U)X10(1) T Xna(n) € k[Xllu e 7Xnn]7

0ESn
Sy é grupo de permutagoes de n elementos e €(o) é o sinal da permutagao o.
Logo GL,(k), com a topologia induzida de, é uma subvariedade de M,, ~ A",

Veremos que G L, (k) é grupo algébrico com as aplicagoes:
m: GL,(k) x GL,(k) — GL,(k)
((alla s >ann)7 <b117 R bnn)) — (Z alkbkla <. 72 ankbkn)
k=1 k=1

i: GL,(k) — GL, (k)
(@11t apn) = (brp - bpy)
onde b;; = (—1)"det (Mj;)/det (A) e M;; é a matriz obtida de A retirando-se a i-ésima
linha e a j-ésima coluna.
As aplicagoes m e i sdo morfismos, pois m é polinomial e, pela regra de Cramer, temos
queV1<i,5<n,b;=(-1))"G(ai, - ,am), onde

Z £(0) X1o1) - Xioi) "+ * X(n=1)or(n-1)

0ESn,o(i)#]
GZ” X PR 7Xnn - ,
j< H ) det(XIL e 7Xnn)

é racional em M, e regular em G L, (k)

Exemplo 4.4. Seja SL,(k) :={A € M,;det (A) = 1}.

Temos que SL,(k) C GL,(k) é um subgrupo e uma variedade fechada, pois SL, (k) =
Z(det —1).

Observando que os morfismos m e ¢ definidos no exemplo anterior sao fechados em

SL, (k) temos que SL, (k) ¢ um grupo algébrico.

Definicao 4.5. Um grupo algébrico G que é isomorfo a um subgrupo fechado de GL,,

para algum n é chamado de grupo algébrico linear.

Exemplo 4.6. SL, (k) e GL,(k) sao grupos algébricos lineares.
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Exemplo 4.7. Seja PGL,(k) := GL,/ ~, onde ~ é a seguinte relagdo de equivaléncia:
A~ B & Xe k\{0} tal que A= \B.

Afirmamos que PGL, (k) é um grupo algébrico.

De fato, PGL,(k) é um grupo com a multiplicagdo usual de matrizes e é a imagem
de GL,(k) em P~ via a identificacio M, ~ A" e o morfismo canénico m : A" \{0} —
P"*~!. Como o determinante é um polinomio homogéneo nas entradas da matriz, temos

que PGL, (k) é um aberto principal de P e portanto uma variedade algébrica. Sejam

m: PGL,(k) x PGL,(k) — PGL,(k)
((ago =+t apn), (boo - 2 bpn)) > (Z aokbro © ... Zankbkn)
k=1 k=1

i PGL, (k) —  PGL,(k)
(ago : - @pp) — (boo ... bup)
onde b;; = (—1)"det (M;)/det (M;;) e M;; é a matriz obtida de A retirando a i-ésima
linha e a j-ésima coluna. Como m = (Fiy; : --- : Fy,;,,) onde Fj; é o polindmio bihomogéneo

definido por
Fig(Xun, - Xomi Yin, oo Yom) = Y XaYij, V1< j<n
=1

ei= (G- : Gpy), onde G;; é o polinomio homogéneo dado por

Gij(Xi1, -+ Xom) = (—1)"H Z £(0) X101y Xiot)) - Xtn-1)o(n-1), V1 < 0,5 < n,
oESh,0(i)#]

temos que m, i sao morfismos e que PGL, (k) é grupo algébrico.

Exemplo 4.8. A inclusao natural de SL,(k) < GL, (k) é um homomorfismo de grupos

algébricos.

Exemplo 4.9. A projegao canonica w : GL, (k) - PGL,(k) é um homomorfismo sobre-
jetivo de grupos algébricos. E facil ver que a restricdo gz, (x) ¢ um homomorfismo de

grupos algébricos finito e sobrejetivo.
Definicao 4.10. Uma a¢ao de um grupo algébrico G em uma variedade X é um morfismo
p: GXxX — X

(g,2) = (g, 2)
satisfazendo, Vg,¢9' € G e Vx € X,
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i) @(g,0(d', 7)) = ¢(gg', )
ii) ¢(e,x) =z, em que e é a identidade de G.
Usualmente denotamos ¢(g, ) por gz.

Exemplo 4.11. O grupo algébrico PGL, 1(k) age em P".

De fato, o morfismo

0 PGLyyy X P o pr
((ago : -t apn), (To: ... 1 xy)) +— (Za%xk S Zank:pk)
k=0 k=0
é tal que para todo x = (xg : ...: x,)€ P,

i) o(Ipt1,2) = Iy1x =z, onde I, é a matriz identidade de ordem n + 1 e
ii) (A, p(B,z)) = ¢(A, Bx) = A(Bx) = (AB)x = ¢(AB,x),VA,B € PGLy1(k).

Definigao 4.12. Seja N := n(n+3)/2 e considere PV o espaco de parametro das quadricas
em P*. Um feize de quddricas em P é por definicio uma reta em PY. Entdo o espaco
de parametro dos feixes de quadricas é por definicao a Grasmaniana Gr(2, N + 1). Um
feixe P € Gr(2, N + 1) é dado por {\A + uB; (A : ) € P'}, onde A e B sao matrizes

simétricas de ordem n 4 1. Por abuso de notagao escreveremos P = AA + uB.

Exemplo 4.13. O grupo SL, (k) age em Gr(2, N + 1).
Defina
¢: SLypv1 xGr(2,N+1) — Gr(2,N + 1)
(T,P) — ToP:=\TAT' + uTBT",
onde P = AA + uB e T' é a matriz transposta de 7.

Veremos a seguir que @ esta bem definida, isto é, nao depende da escolha de A e B.

Suponhamos que P = AA; + uB; = NA + i/ B. Entao

Alz/\oA—F/JJ()B,Bl:)\lA—i‘,LLlB e

QD(T, )\/Al + [L/Bl) = )\ITAth + [I,ITBth = )\IT(A()A + [,L()B)Tt + [I,IT(AlA + [,LlB)Tt =
= (N )Xo+ /) TAT + (N po + p' 1) TBT" = (T, \A + uB).

Mostraremos agora que ¢ é uma agao.
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Sejam NMA+puB=P e Gr(2,N+1)eT),T, € SL,.;. Entao

o(T1, (T, P)) = o(T1, \T2 AT + pToBTy) = NIV (TLATS)T + T (t2 BT3) T}
= MNTT)A(NT)" + p(ThT2) B(Th\ 1)t = o(Th T3, P).

Além disso,
¢(Int1,P) = /\In+1AIfz+1 + M—fnﬂB-’fiH =AM+ uB="P.
Logo ¢ é acao.

Observagao 4.14. Consideremos ¥ : H — G um homomorfismo de grupos algébricos e
¢ : X xG — X uma acao de G em uma variedade X. Entao, a aplicagao ¢ : X x H — X
definida por ¢(z,h) = @(z,9(h)) é claramente uma acdo de H em G. Neste caso, o

simbolo xh significard z(h).

Definigao 4.15. Considere P! como espaco de parametros das formas bindrias de grau

n+ 1, isto é,

n+1
P = { foa (X,Y) =) a XY™ g, € k.
i=0
Exemplo 4.16. O grupo SLy(k) age em P"*1,
Defina
o: SLy(k) x Pt — Pt
n+1
(@, fort(XY)) = D ai(an X + apY) (an X + apy)
i=0
a1 Qg2 o
onde o = e fn(X,Y) = Z a; X ynti-
Q21 (o2 i=0

Veremos a seguir que ¢ é acao.

Temos que ¢(Iy, f1 (X,Y) = Y a;(1X +0Y) (0X + 1Y) = f, 1 (X,Y).
i+j=n+1
Além disso,

p(Brp(a frn(X,Y)) =B, D ailanX +aY) (anX +anY)’) =
itj=nt1
= Z 101(511(0411)( + oY) + B12(a21; +;22Y))i(521(0111X + a12Y) + Baz(a01 X + axY))’
= i_l—;i((ﬁllall + Br2a21) X + (Brroia + Br2a22)Y) ((Barant + Brocor) X + (Baranz + Bazas)Y)?
i+j=n+
N = @(Ba7fn+1(X7 Y))
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Definicao 4.17. Seja G um grupo algébrico agindo em uma variedade X. Para toda
f € A(X) defina f9 € A(X) por
f(x) = flgz).

Observagao 4.18. Temos que f9" = (f9)", para todo g,h € G.

De fato, dado x € X, temos

fo(x) = f((gh)x) = fg(ha)) = fo(hx) = (f)"(2).
Logo fo = (f9)".
Lema 4.19. Dado g € G, a aplicacao
U, AX) — AX)
o=

¢ W, um automorfismo de k-dlgebras.

Demonstracao. De fato, Vo € X
Vo(f +h)(x) = (f+h)(x) = (f +h)(gz) = flgz) + h(gz)
= f9(z) + ho(z) = V(f)(x) + T(g)(x).
Além disso,
U(fh)(x) = (fh)(x) = (fh)(gz) = flgz)h(gz)
= fUx)h(z) = Vy(f)(x)¥y(h)(x), YV € X.
Para ver que ¥, é injetiva, suponhamos que f9 = ¥, (f) = U, (h) = h? com f,h € A(X).

Entao, para todo x € X,

flx) = flglg™'2)) = /(g x) = h(g ") = h(g(g™'x)) = h(x).
Logo f = h. Para concluir observe que dado h € A(X), temos que h = W (h9 ). O

Defini¢ao 4.20. Seja G um grupo agindo em uma variedade X. Dizemos que f € A(X)
é invariante se f9 = f, para todo g € G.
Observagao 4.21. A aplicacao ¢ definida por
p: AX)xG — AX)
(frg) = f

satisfaz as seguintes propriedades,
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(i) ¢(f,e) = f pois, para todo x € X | temos f¢(z) = f(ex) = f(z) e

(ii) ©(f,9'9) = ¢(f7.g), pois (f7g)(x) = f(g'(92)) = f((gg9)x) = f79(x),Vz € X.

Definigao 4.22. Seja G um grupo agindo na variedade X. Um quociente categorico de

X por G é um par (Y, ), onde Y é uma variedade e ¢: X — Y é um morfismo tais que:

(i) ¢ é constante nas érbitas da agdo, isto é, ¢p(gx) = ¢(z), para todo x € X e todo

geaqG.

(ii) Para toda variedade Z e todo morfismo ¢ : X — Z constante nas drbitas, existe um

unico morfismo a : Y — Z tal que ao ¢ = 1.

X2y

A
Notagao Y = X/G.

Definigao 4.23. Sejam G um grupo agindo na variedade X e (Y,¢) um quociente
categdrico de X por G. Se ¢~ '(y) consiste de uma tnica drbita para todo y € Y,

chamamos (Y, ¢) de espaco de drbitas.

Proposicao 4.24. Seja G um grupo agindo na variedade X. O quociente categorico de

X por G € unico a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Sejam (Y, ¢) e (Z,¥) quocientes categéricos de X por G. Olhemos
primeiramente para (Y, ¢) como quociente categdrico.
Como (Z, V) é constante nas érbitas, entdo existe um tinico morfismo « : Y — Z tal

que o ¢ = V.

Por outro lado, sendo (Z, V) quociente categdrico segue que (¢ é constante nas drbitas)

existe um unico morfismo 5 : Z — Y tal que fo ¥ = ¢.

X

v,
¢A

Y

Z
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Assim, temos que
(Boa)op=pFo(aop)=LFoW =¢.

Logo, temos que o diagrama

é comutativo. Como Idy também faz o diagrama comutar, segue pela unicidade que
Idy = o a. Analogamente temos que Id; = a o f3.

Portanto Y é isomorfo a Z. O

4.2 ACAO LINEAR E CRITERIO DE HILBERT-MUMFORD

Nesta secao definiremos os conceitos de estabilidade e semi-estabilidade e apresentaremos

um critério numerico de estabilidade devido a Hilbert e Mumford.

Definicao 4.25. Seja G um grupo algébrico agindo em uma variedade X. Dado x € X,

definimos o estabilizador de x, denotado por G, por
G, ={9€Ggr =12} CQG.

Definicao 4.26. Seja G um grupo algébrico agindo em uma variedade X. Dado = € X,

definimos a drbita de z, denotada por O(z), por
O(z) :={gz;9 € G}.

Definicao 4.27. Se todas as érbitas de uma agao de G em X forem subconjuntos fechados

de X, diremos que a acao de G em X ¢é fechada.

Definigao 4.28. Um ponto x (resp. subconjunto W) de X é dito invariante por G se
gr =z (resp. gW = W), para todo g € G.

Definicao 4.29. Dizemos que G age transitivamente sobre um subconjunto invariante

W C X se W é uma orbita da acao.

Defini¢ao 4.30. Um homomorfismo de grupos algébricos ¢ : G — G L, (k) é chamado de

representacao racional de G.
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Definicao 4.31. Uma representacdao racional de um grupo algébrico G, ¢ : G — GL,,

induz uma acao de G em k",

v Gxk' — k"
(9,2) = o(g)x

chamada de acao linear de G em k".

Definicao 4.32. Uma lineariza¢do de uma acao o : G x X — X de um grupo algébrico
G em uma variedade X C P" é uma acao linear de G em k™!, induzida por uma repre-

sentagao racional p: G — GL,.; de G, tal que
o(g,x) = p(g)T,Vg € GeVx €X,
onde T é um representante de z em k" 1\ {0}.

Definigao 4.33. Uma acao linear de um grupo G em uma variedade X C P" é uma agao

de G em X junto com a sua linearizacao. Neste caso, dizemos que G age linearmente em

X.

Definicao 4.34. Um grupo algébrico linear G é redutivo se para toda agao linear de G em
k™ e para todo v € k™, v # 0, existir um polinomio homogéneo invariante f de grau > 1

tal que f(v) # 0.
Proposicao 4.35. Os grupos GL,(k),SL,(k) e PGL,(k) sao grupos redutivos.
Demonstracao. Ver [4], pagina 50. ]

Definicao 4.36. Sejam X C P” uma variedade projetiva e G um grupo algébrico redutivo

agindo linearmente em X. Se x € X e T € k"' é um representante de z, dizemos que:

(i) x é semi-estdvel se 0 ¢ O(T).

O conjunto de tais pontos serd denotado por X**.

(ii) « é estdvel se O(T) é fechada e Gz ¢ finito.

O conjunto de tais pontos sera denotado por X{.

Observacgao 4.37. Um ponto x € X ¢ dito instavel se z nao é semi-estavel.
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Definicao 4.38. Seja G um grupo algébrico. Um homomorfismo de grupos algébricos

nao trivial A : k* — G é chamado de subgrupo a um parametro(1-PS) de G.

Observacao 4.39. Se G age linearmente em uma variedade projetiva X C P", entao

existe uma representagao racional p : G — GL,,, tal que

gr = p(g)x

onde T ¢ um representante de z. Entao dado \ 1-PS e v € k"' podemos considerar o

morfismo induzido
P A T
to= p(A)v
Por abuso de notagao escreveremos A(t) para representar o elemento p(A(t)) € GL,41(k).
Se v # 0, existe um tnico inteiro p e polinoémios Fy, ..., F, € k[t], com F; # 0, para
algum ¢, tal que:

Mo(t) = tl#(Fo(t),...,Fn(t)). (41)

Como G age linearmente em k""!, entdao o inteiro x4 nio muda se mudarmos v para cv,

com ¢ #0.

Definicao 4.40. Seja G age linearmente em uma variedade projetiva X C P" e seja T

um representante do ponto x € X. O inteiro u dado em (4.1) serd denotado por u(x, \).

Proposicao 4.41. Seja \ 1-PS de G. A acdo induzida por X em k™ pode ser diagonal-

1zada, 1sto €, existem ly,--- 1, 1 inteiros tais que
th 0
At) =
0 thnt1

Demonstragao. ver [6], p.86

]

Lema 4.42. Seja G um grupo algébrico linear agindo linearmente na variedade afim X.

Dado x € X considere o morfismo orbita definido por
o: G —- X
g — gr

Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:



50
(i) O(x) € fechada em X e dim G, =0
(i1) ¢ € finito.
(i1i) ¢ € préprio.
Demonstracao. i) = ii) Se y € O(z), entdo y = gz, para algum g € G.

¢~ (y) ={heG¢h)=y}={heGhr=y}={heG hx=gz}
={heGgthe =2} ={he€G;g7'h e G,} = ¢gG,.

Como G, ¢é finito, temos que ¢ tem fibras finitas.
Pela Proposicao 2.56, existe U C O(x) aberto denso tal que ¢! |y-10y: ¢~ (U) = U
é finito.

Observe que O(z) = U gU, que

geG

¢~ (gU) = {h € Gi¢(h) € gU} = {h € Gi g 'hx € U}

e que ¢ |y-1(g0)= Mg 0 @ |5-1() ©Mg-1, onde my e Mmy-1 sao os isomorfismos multiplicacao
por g e g~ ', respectivamente. Portanto ¢! |4-1(1): ¢~ (U) — gU é finito e ¢ é finito.

6lgU) S o U) S U Iy U

h — gth = gthx — hx

i1) = 1ii) Proposigao 2.51
i1i) = i) Como ¢ é proprio, entdo O(x) é fechada. Pela Proposi¢ao 2.49 temos que
G, = ¢~ !(x) é completo. Logo, G, é completa e afim. Portanto G, ¢ um conjunto finito,

pela Proposicao 2.50 O
Lema 4.43. Seja G um grupo algébrico linear. Entao todo 1-PS \ : k* — G € finito.

Demonstragao. Como G é um grupo algébrico linear, existe p : G — G L,,, para algum n,
homomorfismo de grupos algébricos, entao podemos assumir que G = GL,. Temos que

A k* — GL, pode ser assumida da forma
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para certos inteiros ly,---,l,. Se | = Zli # 0, entdo t/l = det (A\(t))*! e (1/t)ll =
1=1

det (A\(t))¥!. Desta forma, t e 1/t sdo inteiros sobre k[GL,].

Se I = 0, como A é nao trivial, entao existem [; > e [; < 0, para algum inteiro i e
algum inteiro j. Entdo t% = \(t); e (1/t)7% = A(¢);;, donde segue que t e 1/t sdo inteiros
sobre k|G Ly,).

Como k[k*] = k[t, 1/t], entao k[k*] é inteiro sobre k|G L,). O

Teorema 4.44. (Critério de Hilbert-Mumford) Seja G um grupo algébrico linear agindo

linearmente em um variedade projetiva X C P" e seja x € X. Entao:
(i) Se x for semi-estdvel,entao p(x, \) > 0, para todo A\ 1-PS
(ii) Se x for estdvel, entao p(x,\) >0, para todo \ 1-PS

A reciproca € verdadeira para grupos redutiveis.

Demonstragdo. i) Seja T € k™™ um representante de x e seja ¢ : G — k™ o morfismo
dado por ¢(g) = gZ. Por abuso de notagao, estamos denotando por gz o produto p(g)Z,
onde p: G — GL,1 é a reprentagao racional de G que induz a acao de G em X. Dado

A 1-PS de G, temos que
PYE A L

t — ANtz
¢ morfismo. Assim, existem Fp, ..., F, € k[t], com F;(0) # 0 para algum i, tais que
(ver 4.1)
As(t) = tTHEN(Fy(t), ..., Fu(t)). (4.2)

Suponhamos que p(x,\) < 0. Entdo podemos extender Az em t = 0 definindo
Az(0) = 0. Logo, 0 € m, ou seja, r nao é semi-estavel. O que é um absurdo.
Portanto pu(x,\) > 0.

i1) Se p(x,A) = 0, em (4.2), entdo Az se estende para t = 0 a um vetor nao nulo, a
saber,\z(0) = (Fu(0),- -+, F,(0)). Chamaremos esta extensao de Az . Pelo Lema (4.42)
temos que

¢: G — k!

g — gT
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é finito. Como A : k* — G é finito (Lema 4.43(ii7)), entdo Az = ¢ o A é finito e portanto
préprio.

Observe que k* — k nao é préprio. Como \é separavel e 5\; o1 = ¢ é préprio, entao
k* — k é préprio. O que é um absurdo. Portanto p(x, \) > 0.

Para a demonstracao da reciproca ver [10] Teorema 2.1, p.49. O

Aplicaremos o critério apresentado no teorema anterior para determinar formas binarias

estaveis e semi-estaveis pela agao do grupo SLy(k).

Teorema 4.45. Uma forma bindria f de grau n € estdvel (resp. semi-estdvel), se e

somente se, f nao admite raizes com multiplicidade > n/2 (resp. > n/2).

Demonstragao. Vamos mostrar que uma forma binéria f(X,Y) é instével se somente se,
(0:1) € P! é raiz de f com multiplicidade > n/2. Sejam f(X,Y) Zal yn

forma binaria de grau n e A um 1-PS de SLs(k). Pelo Lema (4.41), temos que

com ly 4+ I; = 0, pois det (A(t)) = 1. Sem perda de generalidade podemos supor [y > 0.

Entao,
)\(f)f(X, Y) = ai(tloX)i(tlly)nfz — ai(tloX)i(tfloy)nfi — Z tlo (2i—n X Yn i
=0 n =0 . =0
= tlo(Zio—n) Z ;120 (=i0) Xy =i — y~lo(n=2i0) Z ;200 i=10) iy =i,
i=0 PR

onde i, é menor inteiro ¢ tal que a; # 0. Portanto, u(F,\) = l,(n — 2iy) e

u(F,A)<O<:>i0>g<:>ai:0,Vi<g (4.3)

isto é, se e somente se, (0: 1) é raiz de f de multiplicidade > n/2.

Para concluir usaremos que (g : yp) € P! é raiz de f(X,Y) de multiplicidade m, se e
somente se, (0:1) € P! éraiz de g(X,Y) = f(a}(X,Y)) := af(X,Y) de multiplicidade
m, onde a : P! — P! é uma mudancga de coordenadas que leva (zg : yo) em (0 : 1).

Agora, seja f uma forma bindria de grau n estavel (resp. semi-estdvel). Suponha
que f tem uma raiz de multiplicidade > n/2 (resp. > n/2)). Entao, (0 : 1) é raiz de

multiplicidade > n/2 (resp. > 0) de af, para alguma o € SL, (mudanga de coordenadas
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em P!). Logo, u(af,\) < 0 (resp. < 0), para algum A 1-PS de SLy. Como u(af,\) =
w(f, A), f seria nao estével (resp. instavel).

Reciprocamente, se f for uma forma bindria que nao admite raizes de multiplicidade
> n/2 (> n/2), entao segue de (4.3) que u(f,A) > 0(> 0) para todo A. Portanto f é

estdvel (resp. semi-estavel). O

4.3 FIBRADOS PRINCIPAIS

Nesta secao, um espaco significara sempre um espaco topoldgico e uma aplicagao sera

sempre uma fungao continua.
Definicao 4.46. Seja B um espaco. Um fibrado E sobre B é uma aplicacao p: £ — B.

Definicao 4.47. Um grupo topolégico G é um conjunto G' com uma estrutura de grupo

e uma topologia em G tal que a funcao

v: GxG —» G
(s,t) +— st!

¢ uma aplicagao continua.

Definicao 4.48. Um morfismo f: G — G’ de grupos topoldgicos é uma fungao que é ao

mesmo tempo um homomorfismo de grupos e uma aplicagao continua.

Observagao 4.49. A continuidade em

v: GxG — G
(s,t) +— sttt

é equivalente a
m: GxG — G

(s,t) > st

1 G —» G
5 = st
serem aplicagoes continuas. De fato, mo (Id,i)(s,t) = m(s,t7') = st™' = ¢(s,t). Desta
forma, se m e ¢ forem continuas, ¢ serd continua.

Por outro lado, se ¢ for continua, entao ¢ |(e}xe= 4 é continua e ¢ o (Id,i)(s,t) =

o(s,t71) = st = m(s,t) é continua.
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Definicao 4.50. Um morfismo f : G — G’ de grupos topolégicos é uma funcao que é ao

mesmo tempo um homomorfismo de grupos e uma aplicagao continua.

Definicao 4.51. Seja G um grupo topoldgico. Um G-espaco a esquerda X é um espaco

X junto com uma aplicagao
GxX — X

(s,z) +— s

satisfazendo os seguintes axiomas:
(i) (s.t).x =s.(t.x), parax € X e s, t € G
(ii) e.x = o, parax € X e e € G a identidade.

Observacao 4.52. Um G-espaco a esquerda tem uma estrutura natural de G-espaco a

direita. A reciproca também é verdadeira.

Definigao 4.53. Para um G-espago a direita X denotamos por X/G o conjunto das
érbitas da agdo. A projecdo ¢ : X — X/G, dada por ¢(z) = 2G := O(z) define em X/G

a topologia quociente.

Definicao 4.54. Um morfismo f: X — Y de G-espacos a direita é uma aplicacao
f: X — Y de espagos satisfazendo f(zs) = sf(x), Vo € X e Vs € G. Tal morfismo é

também chamado de aplicagao G-equivariante ou G-aplicacao.

Exemplo 4.55. Seja k um corpo. k" é um GL, (k) espaco a direita.
De fato, Defina

o: F'xGL,(F) — Fr
((xlf" axn)7A> = (mla'“ wxn)A

satisfaz, para todo x = (1 --- ,x,) € k" e todo A, B € GL,(k):
(i) (2, AB) = z(AB) = (zA)B = p(xA, B) = ¢(p(z, A), B).

(i) ¢(z,1,) =2 ==x.

Como ja vimos que GL, (k) é espago topologico segue que k™ é um GL,(k)-espago

a direita.
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Definicao 4.56. Um G-fibrado p : E — B é um fibrado com uma estrutura de G espaco
a direita £ x G — E tal que p(x) = p(zs),Vz € X e s € G.

Definicao 4.57. Seja B um espaco topologico. Se X for um G-espago munido de uma
aplicacao m : X — B equivariante, onde G age trivialmente em B, isto é, sb =bVs € (G
e Vb € B, e {U;}icr ¢ uma cobertura de B por abertos . Entao dizemos que (X, 7) é um

G-fibrado principal sobre B, se 7 satisfaz a seguinte condicao

e Para cada aberto U; da cobertura , existe um homeomorfismo ¢y, : 771(U;) — U; x G
G-equivariante tal que 7 0py, = 7|--1(,), onde 7 é a projecdo canonica na primeira
coordenada.

Y U) 2> U; x G (4.4)

7r|7r1<Ui)\L /

Ui

Observagao 4.58. Segue da comutatividade do diagrama acima que ¢y, (z) = (7(x), g).

Proposicao 4.59. Se (X, ) for um G-fibrado principal sobre B, entao X/G € homeo-

morfo a B.

Demonstracao. Considere a fungao 7 : X/G — B dada por 7(Z) = 7(z), onde T denota a
orbita de x. Para verificarmos a boa definicao de 7 suponha ¥ = 7. Entao, y = gz, para
algum g € G e

T(Y) = 7(y) = 7(gz) = gr(x) = n(z) = 7(T),
pois m é equivariante e a acao em B é trivial. Afirmamos que 7T é injetiva. De fato, se

7(y) = 7(T), entao w(r) = w(y) € U;, para algum i. Logo, z,y € 7 1(U;), oy, (z) =
(m(z),9) e eu,(y) = (7(y), h). Entao,

pu,(x) = (m(z),9) = (7(y),9) = (7 (y), hh™"g) = (7(y), h)h™"g
= eu,(Yh g = pu.(yh™g) = vu,(y).
Como ¢y, é injetiva temos x = gh™'y, ou seja, T = 7. A sobrejetividade de 7 serd
Obvia se mostramos que 7 é sobrejetiva. Dados b € U; C B, seja ¢ € G um elemento
qualquer. Entao, existe z € 71(U;) tal que ¢y, (x) = (b, g), pois ¢y, é homeomorfismo.
Mas, (b, g) = ¢u,(x) = (7(z), g). Logo m(x) = b.

Para concluir devemos mostrar que 7 ¢ um homeomorfismo.
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Afirmacgao 1: A aplicacao 7 é continua.

Seja ¢ : X — X/G a projegao canonica. Dado V' C B aberto, temos que 7= +(V) =
¢ Y(@1(V)) é aberto em X pois 7 é continua. Como a topologia em X/G ¢ a topologia
quociente, temos que 7 (V) é aberto em X/G.

Afirmacao 2: A aplicacao 7 é aberta.

Dado W C X/G aberto, temos que ¢~ (1) é aberto em X e
7(W) =7(q(q™ (W) = 7(q~ ' (W)).

Mas 7 ¢ aberta, pois é localmente a composicao de duas aplicacoes aberta ¢, e m;. Logo,

T(W) = m(q~1(W)) é aberto em B. O

A seguir consideraremos o exemplo que nos interessa de fibrado principal.
Dado n um inteiro positivo, sejam N := n(n + 3)/2, V = k¥*L o espago vetorial
das quédricas em P" e P(V x V) a projetivizagao do espago vetorial V' x V. Seja S,, o

subconjunto de P(V x V) definido da seguinte maneira
Sn:={(A,B) e P(V xV); Ae B sao LI}.

Observe que se X1, , Xny1, Y1, -+, Yy forem as fungoes coordenadas do espago
P(V x V) entao S, é o aberto definido por P(V x V)\Z(X,Y; — X;Y;;1 <4,j < N +1).

A ideia agora é mostrar que S,, é um PG Lsy(k)-fibrado principal sobre Gr(2, N + 1).

Primeiramente vamos mostrar que S, é um PGLy(k)-espago. Para isto, considere a
aplicagao

v: Sy x PGLy — Sh
(A, B),a) +— (a11A+ anB,ainA+ anB),

onde «a € a classe da matriz (a;;)2x2 em PG Lo (k), que como veremos a seguir é uma acao.

Para ver que ¢ estd bem definida, suponhamos ((4, B),a) = ((C, D)S) em S,, x PG L.
Entao existem ky, ko € k\{0} tais que k1 (A, B) = (C, D) e ka(c;) = (Bi;)- Logo,

o((C,D),8) = (BuC + BaD, p12C + B D)
= (ko1 (k1 A) + koo (k1 B), kaavia(k1 A) + kocaa (k1 B))
= koki(a11 A + a1 B, a2 A + a9 B) (€ P(V x V)
= (1A + an B, a12A + anB) = ¢((A, B), o)
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Além disso, p((A, B), ) =(1.A+0.B,0.A+1.B)=(A,B) e

e(p((A, B),a),B) = p((011A + a1 B, a1z A + anB), §)
= (Bu(an A+ anB) + Bau(a12A + BB), fia(an1 A + a2 B) + Ba(iaA + anB))
= ((a11811 + a12021) A + (21511 + a22021) B, (011812 + 12522) A + (a1 f12 + a2 522) B)
= ¢((4, B),ap)

Portanto, ¢ é uma acao e S,, é um PG Ly(k)-espago a direita.
Exemplo 4.60. Segue da Observagao (4.14) que SLs age em S,, por

a1 Q012
O./(A, B) = (OzHA + Ozng,OélgA + Oéng),VOé = S SL2

Q21 (29

Na que segue vamos mostrar que S, é um PG Lo-fibrado principal.

Proposicao 4.61. Sejam: S, — Gr(2, N+1) definida por m(A, B) = AA+uB e suponha
que PG Ly age em Gr(2, N + 1) trivialmente. Entao, (S,,n) é um principal PG Lo-fibrado

principal.

Demonstracao. Devemos mostrar que m é continua, PG Lo-equivariante e que existe uma
cobertura de Gr(2, N + 1) por abertos satisfazendo (4.4).

Afirmacao 1: 7 é um morfismo de variedades, portanto é uma aplicacao continua.

Lembrando que A e B representam matrizes simétricas de ordem n + 1, denotaremos
por (ago @ +++ : @ij it Qny tbog t e D bps T e byy,) um ponto de P(V x V), onde
0 <i,5rs<n,i<jer <s Viao mergulho de Plucker, Gr(2,N + 1) c P™ 1
onde m = N(N + 1)/2, e portanto a reta AA + uB € Gr(2,N + 1) corresponde ao
ponto (--+ : ajjbrs — apsbij : ---) € P™ 1 onde 0 < 4,j5,r,s <n,i <jer <s Logo
(oo -+ 1@t Ay i bog s bt ) = (- @ijbrs — apsbij -+ ), ou seja,
¢ morfismo.

Afirmagao 2: O morfismo 7 é PG Le-equivariante, isto é, m((A, B) - «) = m(A, B) - «
onde (A, B) - o := ¢((A, B),«). Com efeito,

W((A, B) . Oé) = 7T(0411A + Oéng, a9 A + OéggB) = )\(OéllA -+ Oéng) -+ /L(OleA + 04228)
= (A1 + page) A+ (Aagy + pasg)B = NA+ (/B = (A, B).

Logo 7((A, B) - o) = 7(A, B) = n(A, B) - a, pois a acdo em Gr(2, N + 1) é trivial.
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Afirmagao 3: Gr(2, N + 1) admite uma cobertura por abertos satisfazendo (4.4).

Dados p,q € {1,--- , N + 1}, tais que p < ¢, seja V,;, = Uy, N Gr(2, N 4+ 1), onde U,
sao os abertos principais de P71, Sejam X;; e Y4 as fungoes coordenadas de P(V x V) e
@ o conjunto definido por @ = {(7,7);0 <i,j <mnei < j} (conjunto de indices de uma
matriz simétrica de ordem n + 1). Seja ¥ : {1,--- N + 1} — @ uma bijecao. Entao, é

facil ver que
™ (Vo) = {(A, B) € P(V X V); Xu) Vitg) = X Ya) # 0}-
Logo 7= (V,,) C S, é aberto. Agora, defina p,, : 71 (V,,) — Vp, X PGLy por

a a
sﬁpq(A, B) _ (A +uB. T(p) AU(q)

bup)  bu(g)

Vamos mostrar que, para todo par p,q € {1,--- , N + 1} tal que p < q, ¢,, ¢ um bijecao
com inversa continua, ja que ¢,, ¢ polinomial nas coordenadas de (A, B) e portanto
continua. Sem perda de generalidade podemos supor (p,q) = (1,2).

Para nao carregar a notacao denotaremos por (ay : -+ :ayyq: by : -+ byy1) 0 ponto
(A,B) e P(V x V) ao invés de (agy : -+ :@ij - Qpp oo i+ 1 bpg i+ 2 bpy).

Entao, p12(A, B) = p12(A’, B'), se e somente se,

ay al a; asp
M+puB=NA"+uy'B € Gr(2,N+1) e =c , com ¢ # 0 &
b, b by by
(
a,=ca;, 1=1,2
b;:CbZ,Z:LQ =

02(a1b2 — (Igbl) = d(&lbg — CLle)
d(a1bj — ajby) = a\b; — aby = (carb; — ajeby),Vj=2,--- ,N+1 = .
d(azbj — ajby) = ayb} — aiby = (cazb} — ajchy),Vj=3,--- N +1

2 =d, ja que a;by — asb, # 0 por hipédtese,
al(dbj—cb;)—bl(daj—ca;-):0,Vj:2,~~~ ,N+1 =
ag(db; — cby) — ba(da; — ca}) =0,Vj=3,--- N +1
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dbj — by = 0= c?b; —cb; =0=b; =cb;, Vj=3,--- N +1,
daj—ca;-:O:czaj—ca;-:():a;-:cbj,Vj:3,--- , N+ 1.
Como ja tinhamos a, = ca; e b, = cb;, para i = 1,2, concluimos que a; = ca; e b, = cb;,
para todo i € {1,--- ;N + 1}, isto é que (4, B) = c(A",B") e P(V x V).
Para provarmos a sobrejetividade de 15 basta observamos que dados @ € PGLs e

A + pB € Vis, existem unicos escalares Ao, A1, 1o, 1 tais que Aoy — Mg # 0 e

Ao Mo a1 Qa2 11 Qg2

A1 bi by Qo1 Qg

Neste caso, fazendo A’ = \gA+ B e B' = M\ A+ 1 B, teremos AMA+ uB = NA'+ uB’
em Gr(2,N+1) e
ay al a1 Qo .
R = ¢12(A", B') = ((4,0), ).
bl b2 Qg1 (99
Note que é facil concluir da prova da sobrejetividade de @15 que sua inversa ¢, é
polinomial nas coordenadas de ((A, B), ) € Vi X PG Ls.
Finalmente, devemos mostrar que 15 é PG Lo-equivariante. Sejam (A, B) € 7= (V)

e a € PGL,. Entao,

012((A, B)a) = p1a(a1 A+ o1 B, g A + e B)

aq1a; + ao1by agiag + aoibe
= | Man1A+ a1 B) + p(apA + a9 B),
a1 + Qraoby  ag2ag 4 anabo

Q1101 + o1by  @q1a + Qorb
= | (Aan + paga) A+ (Aagr + pag) B, HEL 2L T T el
Q12071 + Qooby Q1909 + Qioobo

a1l ag Q11 012
= | M+ uB,
a21 A2 Qo1 (g9
11 a2
= | M+ uB, a
Q21 A22

Portanto S,, é um PG Lo-fibrado principal e em particular temos que Gr(2, N + 1) é
homeomorfo a S,,/ PG L. O
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4.4 ESTABILIDADE DE FEIXES DE QUADRICAS E DE FORMAS
BINARIAS

Nessa secao o objetivo é estudar a estabilidade do feixe de quédricas pela acao de SL, 1
e para isto olharemos a estabilidade em W,, pela acao de SL, 1 x SLo.
Primeiro vamos mostrar que a a¢ao de SL, 1 em Gr(2, N+1) (Exemplo (4.13)) levanta

para uma agao em S, isto é, que o diagrama

SLn+1 X Sn — Sn

l(id, ) l7r
SLpi1 xGr(2,N+1) — Gr(2,N+1)

¢ comutativo e que esta agdo comuta com a a¢ao de SLs(k) em S,. De fato, a aplicagdo

U :SL, (k) xS, = S, definida por U(T, (A, B)) = (TAT*, TBT") é uma acao e

Tr(A,B) = (T, 7(A, B)) = (T, \A + pB) := NTAT") + (T BT")
= n(TAT', TBT") = n(T(A, B)). '

Além disso, se ¢ for a acdo de SLy(k) em S, dada no Exemplo (4.60), temos que

\I/(T, gD(O{, (A, B))) = \II(T, (O[HA + a21B, O./lgA + O./QQB)
== (T(OéllA -+ @21B)Tt, T(Oé12A + OéQQB)Tt)
= (OéllTATt + OzngBTt, OélgTATt + OZQQTBTt)

Por outro lado,
(o, U(T, (A, B))) = pla, (TAT', TBT")) = (a1 TAT" + apn TBT", a1oTAT" 4 iy TBT").
Assim,

a.T(A, B) := o(a,¥(T, (A, B))) = T.a(A, B) :== (T, p(a, (A, B))).

Definicao 4.62. Um feixe de quadricas é chamado de ndo degenerado se ele contém uma

quadrica nao degenerada.

Definicao 4.63. Seja W,, o subconjunto aberto de elementos de S,, cujo correspondente

feixe é nao degenerado, isto é,

W, = {(A,B) € S, ; posto(AA + uB) = n + 1, para (X : u) € P! genérico}.
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Lema 4.64. W, é um PGLy-fibrado principal sobre um aberto de Gr(2, N + 1). Em

particular, temos w(W,,) homeomorfo a W,,/PGL,.

Demonstracao. Se mostrarmos que 7 : S,, — Gr(2, N+1) é uma aplicagao aberta teremos
que (W, 7|lw,) é PGLy-fibrado principal sobre o aberto 7(W,,) € Gr(2, N + 1). Entao,
seja V um aberto de S,,. Para cada U C Gr(2, N + 1) aberto satisfazendo (4.4) temos

que 7w (V)NU) =V N Y (U), pois 7 é sobrejetiva, e da comutatividade do diagrama

(U)>U x @

”|w1<U>l /

U

segue que T(V)NU = 7 (ou(V Na~1(U)) é aberto em U, ja que ¢r e 7, sao aplicagoes
abertas. Logo m(V') é aberto em Gr(2, N + 1). O

O resultado a seguir nos diz que a estabilidade (respectivamente semi-estabilidade)
de um ponto (A, B) € W,, com respeito a acao de SL,.1(k) x SLs(k) é equivalente a
estabilidade (respectivamente semi-estabilidade) do feixe P = m(A, B) com respeito a

acgdo de SLy1(k).

Teorema 4.65. (A, B) € W, é estavel (respectivamente semi-estdvel) com respeito a agdo
de SL,11(k) x SLa(k), se e somente se, o feive P = n(A, B) € estdvel (respectivamente

semi-estdvel) com respeito a ac¢do de SLyyq.

Demonstracao. Temos que 7 : W, — w(W,,) C Gr(2, N + 1) define em 7(WW,,) uma estru-
tura de PG Lq(ou SLs(k))-fibrado principal. Isto é, m(W,,) = W,,/PG Ly (ou W, /S Ly (k)).
Entéao, o resultado segue de [11]. O

No que segue estudaremos a estabilidade em W,, com respeito a agdo de SL,.1(k) x
SLy(k).

Para aplicarmos o critério de Hilbert-Mumford mostraremos que esté agao € linear.

Lema 4.66. A acdo de SL,1(k) x SLy(k) em P(V x V) dada por
TO&(A, B) = (O[HTATt + OéQlTBTt7 O[lgTATt + OéQQTBTt)

é linear.
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Demonstragao. Dadas T € SL,1(k), a aplicagao

T: VxV =  VxV
(A,B) + (TAT', TBT)

é um isomorfismo de espacos vetoriais. Entao, fixada a base canonica C em V x V| existe

[T)c € GLay1o(k) tal que [T'(A, B)le = [T]c[(A, B)]c. Defina
¢: SLpua(k) — GLanio(k)
T [Tl
Afirmamos que ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato,
p(ST) = [ST]e = [S]e[Tle = ¢(S)e(T).
Agora, dado o € SLy(k) considere o isomorfismo de espagos vetoriais definido por

a: VxV — VxV
(A,B) — (a11A+ anB,a;2A+ axnB)

Entao, fixada a base C em V x V| existe [ac € GLayi2(k) tal que
[a(A; B)le = [a]e[(A, B)le-

A aplicacao
©: SLy — GLanio
a —  ae
é um homomorfismo grupos. Como Ta(A, B) = oT(A, B), para todo T' € SL,1(k),
a € SLy(k) e (A,B) € P(V x V) segue que (¢,0) : SLyy1(k) x SLy(k) = GL@n12)(k)
dada por (¢,0)(T,a) = ¢(T)O(«) é um homomorfismo de grupos. Além disso, temos
claramente

Ta(A, B) = (¢,0)(T, a)(A, B).

Definigao 4.67. Definimos o discriminante de (A, B) € S,, por
D(A, B) := det(A + uB) = A(\, p).

Observacao 4.68. Para (A, B) € W, temos que D(A, B) é uma forma binéria de grau

n+1 e portanto D(A, B) é um ponto de P""!(espago de parametro das formas binérias).
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Lema 4.69. A aplicacao D : W,, — P"*1 chamada aplicacao discriminante, é um mor-
fismo, sobrejetivo, prdprio e equivariante com respeito a a¢ao SLy,.1(k) x SLy(k), onde

SL,1(k) age trivialmente em P+,

Demonstragao. D é claramente morfismo, pois det(AA + pB) é um polinomio em (A, p)
cujos coeficientes sao polinomios homogéneos nas entradas das matrizes A e B. Para
ver que D é sobrejetivo, seja fny1 € P! uma forma bindria de grau n + 1. Como k é

algebricamente fechado, podemos reescrever f,1(A, 1) da seguinte maneira

Fart O 1) = (Mo + Xop) ™ o (Apas + Asp)™,

onde kg + ...+ ks =n+ 1. Para \; # 0, sejam Ay, e By, as seguintes matrizes quadradas

de ordem k;

0o ... 0 ‘AL 0 0 1

0 ... 1 0 10
Aki: ) z' e Bki:

f\‘— 1 ... 0 10 ... 0

Se \; = 0, sejam Ay, a matriz identidade e By, a matriz nula, ambas de ordem &;.
Ako Bko
Fazendo A = e B = temos que

Ay, By,

s s

D(A, B) = det(AA + uB) = det(AAg, + 1Bg,) - - - det(AAy, + puBy,)

Como det(AAy, + uBy,) = (1/X)5 (A + pX)ki, se Ny # 0 e det(ANAg, + uBy,) = M\, se
i = 0, temos D(A, B) = f,11(\, p) em P"™! e D sobrejetiva.

Veremos agora que D é SL,1(k) x SLy(k)-equivariante. Temos que

D(Ta(A, B) = D(aT(A, B)) = D(a(TAT*, TBT"))
= det(NanTAT" + anTBT") + p(ar2TAT" + age TBT?Y))
= det(T AN (a1 A+ a9 B) + pu(aipA + g B)|T)
= det(A(an A + a9 B) + pu(a12A + anB))
= det((Aaq1 + paa) A + (Aagy + pass) B)
= A(Aaq1 + pong, Aagy + prags)) = aA(N, 1) = TaA(N, ),

pois a a¢ao de SL,; em P"! ¢ trivial. Logo, D((Ta)(A, B)) = (Ta)D(A, B). O
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Para o estudo da estabilidade de feixes de quadricas precisaremos do seguinte resul-

tado.

Lema 4.70. Seja (A, B) € W,, um par de matrizes tal que P = ANA + uB é um feize de

quddricas do tipo [(ef, -+ ,el), (€5, -+ ,e2), -+, (e§, -+, € )]. Suponha que ef > 2, para

algum i. Entao a O(A, B) sobre a agdo de SLy,1(k) x SLa(k) nao € fechada.

Demonstragio. E suficiente mostrar que O(A, B) nio é fechada sobre a acao de SL,.1 (k).

Sem perda de generalidade podemos supor e} > 2. Usando a forma normal do feixe,

podemos assumir que A e B sao as matrizes da forma A = diag(Py, Py,--+ ,P;) e B =
diag(Q1,Qa, -+ ,Qs), onde P; e Q); sdo matrizes em blocos cujos blocos sao da forma:
0O 0 -+ 0 aq 0O --- 0 01
0O -+ 0 a 1 o -~ 0 10
P = e Qi =
0 a 1 0 0 1 0 0
a; 1 0 0 1 0 0 0

de tamanho eé-. Suponhamos inicialmente que e} = 2[;, para algum Il; € N. Seja T =

T (el 0
(€0) a matriz de ordem n + 1 tal que In+1—e(1) ¢ a matriz identidade de
0 ]nJrlfel
0

ordem n+1—¢j e

st 0 0 0

. 0 s 0 0
T(ep) =

0 0 s 0

0 0 0 s
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tem ordem ¢} e s € k*. Entao,

0 o .- 0 as

0 0 - as s

0

P T(eg) = L. . as s 0
0 ast s 0

aps™t st . 0O -+ -+ 0

onde o s da diagonal abaixo da diagonal secundaria, aparece a tltima vez na posicao

(ll + 1)([1 + 1) (§]

0 0 0 a

0 0 a 1

0

TEe)PuT(eg) =1+ ... ... ¢ 1 ... 0
0 a s° 0

0

a 1 -+ 0 - o0

com s* na posi¢ao (I; + 1)(l; + 1). Assim,

0 0 0 a
0 0 - a 1
0
Py = il_I)% T(e)PuT(ed)! =1 + ... ... 4 1 o |,
0 a 0 0
0
a 1 - 0 0

e (Ao, Iny1) = lir%(TATt,TBTt) € O(A, B), onde Ay = diag(Py, Py, -+ , Ps). Como os
S—>
simbolos de Segre dos feixes AAg+ pl,, 11 € AA+ uB sao diferentes temos que (Ag, I,11) €

O(A, B) — O(A, B). Portanto O(A, B) nao é fechada.
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T (e} 0
Se e} = 2, + 1, para algum [; € N, seja T = (o) a matriz de ordem
0 In—l—l—e(l)

n+1, tal que I,;_.1 é a matriz identidade de ordem n + 1 — e,

st ... 0 00 --- 0
0 st 00 0
Teg)=1| o 0 10 0
0 0 0 s 0
o --- 0 00 --- s

tem ordem e}, s € k* e 0 1 estd na posicao (I + 1)(I + 1). Entao,

0 -« o 0 --- 0 as
0 -+ v 0 - as s

PoT(ep) = L. . a4 s -0
0 as™t 1 0

0

as™t s71 0 0

onde o tltimo s da diagonal secunddria esta na posigao (I3 + 1)(l; +2) e o 1 aparece uma

tUnica vez na posigao (I1 +2)(l; + 1). Temos ainda

0 -+ -+ 0 --- 0 a
0 -+ - 0 -+ a 1

0

1 I\t __ .

T(eo)P()lT(eo) — . o e e a S o .. 0
0 a s 0

0

a 1 -+ 0 -+ --- 0

com s na diagonal abaixo da diagonal secunddria somente nas posigdes (I3 + 1)(l; + 2) e
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(I4 +2)(l3 +1). Assim,

0 0 0 a
0 0 a 1
0
PozliL%T(e(l))PmT(eé)t: . a0 o |,
0 a 0 0
0
a 1 - 0 0

e (Ao, Ih11) = liII[l)(TATt,TBTt> € O(A, B), onde Ay = diag(Py, Py, -+, Ps). Como os
5—
simbolos de Segre dos feixes AAg + pl, 11 e NA+ puB sao diferentes temos que (Ag, I,11) €

O(A, B) — O(A, B). Portanto O(A, B) nao é fechada. O

Teorema 4.71. (i) (A, B) € W,, é semi-estdvel, se e somente se, D(A, B) ndo admite

raizes de multiplicidade maior do que (n +1)/2.
(i) (A, B) € W, € estdvel, se e somente se, D(A, B) ndo admite raizes maltiplas.

Demonstragio. Dado (A, B) € W, C P(V x V), seja (4, B) € V x V um representante
de (A, B). Suponhamos (A, B) instavel. Entao, (0,0) € O(A:B). Afirmamos que D

morfismo préprio e equivariante implica O(D(A, B)) = D(O(A, B)). Com efeito, D
equivariante implica D(O(A, B)) = O(D(A, B)). Além disso,

O(A, B) c O(A, B) = D(O(A, B)) € D(O(4, B)) = D(O(4, B)) c D(O(A, B)),

pois D préprio leva fechado em fechado. Por outro lado, D continua implica D~ (D(O(A, B)))
fechado. Como O(A, B) C D™Y(D(O(A, B))) € D~Y(D(O(A, B))) temos

O(A,B) c D"Y(D(O(A, B))) = D(O(A, B)) C D(O(A, B)).

Logo, (0,0) € (’)(A:B) implica (0,0) € O(D(A:B)), ou seja, (A, B) instavel implica
D(A, B) instdvel. A reciproca é verdadeira e , mas mostra-la precisaremos usar dois
resultados. O primeiro, devido a [12] diz que o anel de invariantes de pares de matrizes
simétricas A e B pela acdo de SL,.1(k) é gerado pelos coeficientes de det (AA + uB)

que sdo invariantes pela agao de SLy(k). O segundo diz que para a a¢do de um grupo
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redutivo G em uma variedade projetiva X, um ponto x é semi-estavel, se e somente
se, existe um polinémio homogéneo invariante de grau positivo tal que F(x) # 0. Logo,
D(A, B) = det(AA+uB) instdvel implica que seus coeficientes pensados como um ponto de
P! zeram todos os polindmios homogéneos que sao SLy(k) invariantes. Em particular,
anula os coeficientes de det(AA + uB) que sao S Lo (k) invariantes. Portanto (A, B) anula
todo polinomio homogéneo SL, (k) invariante o que implica (A, B) instavel. Com isso,
temos:

i) (A, B) € W, é semi-estéavel, se e somente se, a forma binaria D(A, B) é semi-estével.
Mas, pela Proposigao(4.45), D(A, B) é semi-estavel, se e somente se, nao adimite raizes
de multiplicidade > (n + 1)/2.

i1) Vamos mostrar que se D(A, B) ndo adimite raizes multiplas, entao (A, B) € W, é
estdvel. Pela Proposicao (4.45), D(A, B) é estdvel. Logo, O(D(A, B)) C P"*! ¢ fechada
e como D é morfismo, D™'(O(D(A, B))) é fechada em W,,. Seja (E,F) € W, tal que
D(E,F) € O(D(A, B)). Entao,

det(AE + uF') = D(E, F) = aD(A, B) = det(a11A + a1 B, a19A + g B)
tem somente raizes simples e, consequentemente, os simbolos de Segre dos feixes A\E+uF' e
AA+ B sado ambos iguais a [1, -+ , 1] Ver (3.28). Pela Proposicao 3.25, existe T' € SL,, 11

tal que (B, F) =T(A, B), isto é, (E,F) € O(A, B). Logo, O(A, B) = D"Y(O(D(A, B)))

é fechada em W,,. Falta mostrar que o estabilizador de (A, B) é finito. Como o simbolo

de Segre do feixe P = MA+puB é [1,--- , 1], entao pela forma normal podemos considerar
a 0 - 0 10 - 0
0 a --- 0 01 --- 0
A= L . ,coma; #aj,Vi#jeB=1,=
0O 0 -+ ay 00 --- 1

Se T € SLy.1(k) e a € SLy(k) forem matrizes tais que Ta(A, B) = (A, B), teremos

CtllTATt -+ OéngTt = A (@210{12 — OéQQ@ll)TTt = 051214 — 0511[
=
OéIQTATt + OéQQTTt = 1 (()4226!11 - Oéglalg)TATt = 0[22/4 — 0421[

Como det(a) = (a1 — az1ayz) = 1, temos
TTt = 0611[ — &1214 = D1 Tt = T_lDl

= .
TAT! = ge A — ag I == Dy TAT'D, = Dy = TA= DyD;'T
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Observe que D; e D, sao matrizes diagonais dadas por

11 — (12Qg 0 s 0
O 1] — 121+ - 0
Dl —
0
0 0 s (N1 — (X120
Qoo — (X921 0 ce O
0 Qo901 — (X9 0
D2 -
0
0 0 s (N9 — (97

Se Dy Dyt = (), afirmamos que \; # \;, para i # j. De fato,

Qg2G; — (21 Q2205 — (21
A= = J :)\j=>ai:aj.
Q11 — (204 Q11 — (204

Agora, usando que TA = Dy D;! temos

aotoo -+ anton Xotoo - Aoton
= : : = (a; — \)ti; =0,V0 <i,j <n.

aOtnO e antnn )\ntno e )\ntnn

Assim, a; — \; = 0 se t;; # 0. Como \; # A, para i # [, temos que t;; é nao nulo para
no maximo um elemento da coluna j. Analogamente, usando que a; # a;, para j # [,
temos t;; # 0 para no maximo um elemento da linha 7. Donde concluimos que 7" ¢ uma

matiz diagonal. De TA = Dy D] 'T segue que a; = (agoa; — aia1) /(11 — ai0a;), Vi. Entdo,

2 _
110, — gy = oa@y — (g ) )
) = an —op(a+aj) = anViéj=
Q11a; — Q2a; = Qa5 — Q21
o — aia(a; +aj) = g ,
= Oélg(aj — (ll) = O,Vj 7é [ = 19 = 0.
o — aia(a; +a;) = g

Entao, oy = g, pois aq; — 0412(04 - aj) = Qg € ag; = 0, pois agi1a; = aq1a; — ag;.
Como 1 = det(a) = ajjag = (a1;)?, temos aj; = ag = +1. Portanto existem duas
possibilidades para a e como T depende de «, A, I, entdao existem finitos elementos no

estabilizador de (A, B) (ou de P).
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Para a reciproca, vamos mostrar inicalmente que o feixe do tipo [(1,1),1,--- 1] nao

¢ estavel. Segue da forma normal de um feixe P = AA 4+ pB com simbolo de Segre

[(1,1),1,--- ,1] que A e B podem ser tomadas da forma
a 0 0 0 10 0 O
0 aa 0 O 01 0 O
0 0 0 ay, 00 0 1

10 0 0 0
01 0 0 0
- Do | ; ; ; € SLo
00 -1 0 0
00 0 cos(t) sen(t)
00 0 —sen(t) cos(t)

estao no estabilizador do par (A, B) (ou de P) e portanto este na ¢ finito.

De fato, TBT' =TT! =1 e

a 0 --- 0 0 0
0O agz 0 - 0 0
0 0 0 0 0
TAT" = T = A.
0 0 0 apo 0 0
0 0 0 an-1cos(t)  apsen(t)
0 0 0 —ay_isen(t) aycos(t)
Portanto o feixe com Simbolo de Segre [(1,1),1,---,1] ndo é estavel. Com o mesmo
raciocinio, mostra-se que feixes do tipo [(e1, - , €0 ), (€ryy s € )yt s (Ere i1y €0 )],

com e; = 1 para todo 7, nao sao estaveis pois nao tém estabilizador finito.

Segue do Lema (4.70) que feixes do tipo [(e1, -+ ;e ), (€ry o s €my)s s (€ra i1, 0],
com e; > 2, para algum ¢ nao sao estaveis.

Logo, um feixe P = AA + uB é estavel, se e somente se tem simbolo de Segre do tipo

[1,1,---,1]. Ou seja, se e somente se, D(A, B) nao tem raizes multiplas. O
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Podemos reescrever o Teorema (4.71) da seguinte forma.

Teorema 4.72. (i) Um feize P € Gr(2, N + 1) € semi-estavel, se e somente se, seu

discriminante nao admite raiz de multiplicidade maior do que % ;

(ii) Um feize de quddricas P € Gr(2, N+1) € estdvel, se e somente se, seu discriminante

nao admite raiz multipla.

4.5 ESPACOS DE MODULI DE FEIXES DE QUADRICAS E DE FOR-
MAS BINARIAS

Espacos de Moduli sao construidos como quociente de variedades médulo acao de um
grupo redutivo. O objetivo desta secao é um apresentar um resultado dado por Dan
Avritzer e Herbert Lange em [1] que mostra que existe um isomorfismo entre a compacti-
ficacao do espaco de Moduli de feixes de quadricas estaveis e a compactificcao do Moduli
de formas binarias estaveis.

Para o nosso objetivo precisaremos do teorema dado a seguir.

Teorema 4.73. Seja X C P" uma variedade projetiva. Para toda acgao linear de um

grupo redutivo G em X temos que :

(i) Eziste uma variedade projetiva Y e um morfismo ¢ : X** — Y tal que (Y, 9) € o

quociente categorico de X*° por G;

(ii) Eziste um aberto Y* de Y tal que ¢~ (Y*) = X§ e (Y*,¢) € um espago de drbitas;

(111) Para xy,x9 € X%, ¢(11) = ¢(x2), se somente se, O(x1) N O(x2) N X5 £ (;
Demonstracao. Ver [4], Teorema 3.14, pag. 74. ]

Corolario 4.74. Sejam X C P" uma variedade projetiva e G um grupo redutivo de

dimensao finita agindo linearmente em X. Entao, X*°/G parametriza as drbitas fechadas

de X.

Demonstracao. Seja (Y := X*/G,¢$) o quociente categérico de X por G. Entao, pelo

Teorema 4.73(114), x1, 72 € ¢~ (y), se e somente se, O(x,)NO(xo) N X5 # (. Entao, como

orbitas distintas nao se interceptam, existe no maximo uma orbita fechada no conjunto
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¢~ (y) C X*. Vamos mostrar que sempre existe x € ¢! (y) tal que O(z) = O(z) e, neste

caso, teremos y = ¢(x). Por [4], Lema 3.7, temos que Vo € X, O(z) é aberto em O(x)

e O(x) — O(z) é a uniao de drbitas, todas de dimensao menor. Logo, se z € ¢~ !(y) e

O(z) — O(x) # 0, existe 1 € O(x) — O(x) e O(z1) C O(x). Como

dim(O(x1)) = dim(O(x1) < dim(O(x)) = dim(O(x)) < dim(G) < oo,
o resultado segue. O

Observagao 4.75. Um ponto interessante do Teorema (4.73) é que, sendo Y uma var-
iedade projetiva, podemos interpreté-la como a compactificagdo (no sentido natural) do

quociente X por G.
Daremos a seguir os dois exemplos de espacos quocientes de nosso interesse.

Exemplo 4.76. Seja W,, o espaco de feixes de quadricas nao degeneradas em P" e con-
sideremos a a¢ao de SL,,11(C) x SLy(C) em W,,. Pelo Teorema 4.73, existe o quociente
categorico de (W,,)8 (resp. W;2*), o conjunto de feixes de quddricas estdveis (resp. semi-
estaveis), por SLy.1(C) x SLy(C). Tal conjunto sera denotado por M? (resp. M%) e

serd chamado espago de Moduli de feixes de quadricas estéveis (resp. semi-estaveis).

Exemplo 4.77. Seja P"! o espaco de formas bindrias de grau n+1 e consideremos a acao
de SLy(C) em P! (Ver Exemplo 4.16). Pelo Teorema 4.73, existe o quociente categérico
de (P"1)5 (resp. (P"*1)%%), o conjunto de formas bindrias estdveis (resp. semi-estéveis),
por SLy(C). Tal conjunto serd denotado por M’ (resp. Wﬂ) e serd chamado espago

de Moduli de formas binérias estaveis (resp. semi-estéveis).

A justificativa para a nomeclatura espago de Moduli esta na teoria de Moduli. Esta
teoria estda em conexao com problemas de classificacao em Geometria Algébrica. Os in-
gredientes basicos de um problema de classificagao s@o uma colegao de objetos C e uma
relacdo de equivaléncia ~ sobre C. Procura-se dotar C/ ~ de uma estrutura de variedade
algébrica e também entender como é possivel passar de objeto para outro ”continua-
mente”. Frequentemente existe uma nogao geométrica bastante natural do que significa o
advérbio ”continuamente”. Em resumo, para cada problema de classificagao precisamos

definir formalmente o conceito intuitivo de familia. Esta etapa consiste em passar de um
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problema de classificacao para um problema de Moduli. Os espacgos de Moduli constituem
respostas a problemas de Moduli.

A renovagao e aplicacao da Teoria dos Invariantes em problemas de Moduli na década
de 60, por Mumford [10], forneceu uma ”"receita”’ para a construcao de espagos de Moduli.
Muitos destes espacos, senao todos, sao obtidos algebricamente através de variedades

quocientes. Para mais detalhes ver [9] e [4].

Definigao 4.78. Chamaremos uma forma bindria de grau n do tipo {my,--- ,m,} com

(my > mg > -+ > m,) se ela possuir exatamente r raizes com multiplicidades myq, - - - , m,..
Lema 4.79. Uma forma bindria de grau impar € semi-estavel, se e somente se, é estdvel.

Demonstracao. Sabemos pela Proposicao 4.45 que uma forma binaria de grau n é estavel
(resp. semi-estdvel), se e somente se, todas as suas raizes tém multiplicidade < n/2
(< n/2). Como n é impar, n/2 nao é inteiro e uma raiz f tem multiplicidade < n/2, se e
somente se, tem multiplicidade < n/2. Logo uma forma bindria f semi-estavel é sempre

estavel. O

Proposigao 4.80. Suponha que n+1 = 2m. Entao existe exatamente uma orbita fechada
de formas bindrias de grau n + 1 em P" estritamente semi-estdveis, a saber a orbita de

formas do tipo {m,m}. Em particular, M| é a compactificagio a wm ponto de MZH.

Demonstragao. Seja f uma forma bindria em P" estritamente semi-estavel, isto é, semi-
estdavel, mas nao estavel. Usando o Teorema (4.45), podemos afirmar que f tem uma raiz
de multiplicidade m. Sem perda de generalidade podemos supor que esta raiz é (1 : 0),
isto é, que Y™ é um fator de f. Assim, f(X,Y) = Y™ (aoX™ + a; X" 'Y +--- +a,,Y™),
com ag # 0 e se a = o :
0 t
af == ftTIX YY) ="YX ™ T PXTTY 4 - 7 a, YY)
=Y™(aqpX™ + 2 XY + .- 4 £2mY™)

Logo, lim FEIX YY) = apX™Y™ = f,(X,Y) € O(f).

E facil ver que O(f,(X,Y)) é fechada e, pelo Teorema 4.73(iii), temos que f, e f
tém a mesma imagem em Wﬂ := (P™)**/S L, para toda f estritamente semi-estével.

Portanto, M’ = M? ., U {pt}. O
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Definicao 4.81. Seja f(X,Y) =", ¢, X" "Y" uma forma bindria de grau n em k[X, Y.
Se f(X,Y) se fatora com I, (o, X — 3;Y), definimos o discriminante d de f por:

d = icj(aiB; — ;).

Teorema 4.82. (1) O morfismo discriminante D : W,, — P, 1 induz um isomorfismo

D: M, — M.
(2) O morfismo D leva o subconjunto aberto ME de M, em M5, . O complementar

de D(M?) em MP ., é o divisor d = 0, onde d denota o discriminante de formas

bindrias de grau n + 1.

Demonstracao. Denotemos por (W, Tp) € (Wﬂ, mp) 0s quocientes categéricos de W
por SL,.1 X SLy e de (P™)** por SLs, respectivamente. Pelo Lema 4.69 temos que o
morfismo D : W,, — P, é equivariante com respeito as acoes de SL, 1 X SLy em W, e
de SLy em P, ;. Além disso, pelo Teorema 4.71, temos que (A, B) € W% se e somente

se, D(A, B) € (P")**. Entao D induz o seguinte diagrama comutativo:

(Wn)ss i> (Pn—i—l)ss
\L Tp i Ty

D
_ p

(Wn>ss
SLn+1 X SLQ

(Pn—‘rl)SS
SLnH x SLy’
De fato, (M%, m,) quociente categérico e m, 0 D : W5 — Mn+1 SLy1 X SLy-invariante
garantem a exiténcia de D, tal que m,0 D = D o mp. Como o anel de invariantes I,, das
formas binarias de grau n é normal e Wﬂ = Proj(Il,+1), pelo Teorema Principal de
Zariski [13] basta mostrarmos a injetividade e sobrejetividade de D. Mas, a sobrejetivi-
dade de D é ébvia, j& que D é sobrejetivo (ver Lema 4.69). Resta entdo mostrarmos que

D é injetivo.

Seja f uma forma bindria do tipo {my,---,m,}. De acordo com a forma normal de
feixes de quédricas 3.28, para cada simbolo de Segre [(ef,--- e} ), -, (e],--- €] )] tal
ds d,

que Z = my, 262 = Mo, -, Ze’f = m,, existe uma tunica érbita O(A, B) C W,
=1
tal que o feixe correspondente P = )\A + uB tem este simbolo de Segre e, neste caso,

D(O(A, B)) = f.



75

Dado y € M?, |, como (M, m,) é um espago de drbitas, existe f € (P"*!)§ tal
que m, '(y) = O(f). Pelo Lema 4.70, existe uma tnica 6rbita fechada contida em
D7(f), a saber, O(A, B) tal que o feixe P = AA + uB tem como simbolos de Segre
[(1,1,---,1),(1,1,--- ,1),--- ,(1,1,--- ,1)], onde o i—ésimo paréntese tem tamanho m;.
Lembrando que M5 parametriza as 6rbitas fechadas de W, (Ver Corolario 4.74), temos

que (D) (y) = (D)"Y(m(f)) = {mp(A, B)}. Desta forma, se n + 1 for {mpar, temos

Wﬂ =Mb e D injetivo pelo que acabamos de mostrar.

Se n + 1 for par, pela Proposicao 4.80, WH = Mb_, U {pss := m(O(f,))}, onde
fu(X,Y) = apX™Y™ e n+1 = 2m. Neste caso, devemos mostrar que (D) (p,,) tem um
tinico ponto de M5, Seja f estritamente semi-estével tal que m,(f) = my(fn) = pss. Pelo
Teorema 4.45 e pelo Lema 4.70, temos que a tinica érbita fechada O(A, B) C D'(f) tem
simbolos de Segre [(1,---,1),(1,---,1),---,(1,---,1)], onde 0 i—ésimo paréntese tem e;
entradas iguaisa l,e;=m >ey > - > e, eea+---+e. =m. Ser > 3, isto é, e; < m,
entdo D(O(A, B)) = O(f) é do tipo {m,eq, - ,e.} que nao é fechada, absurdo pois
D um morfismo préprio leva fechado em fechado. Logo, (D) !(pss) = {m(O(A, B))},
onde (A,B) € D7!(f,) é tal que os simbolos de Segre do feixe corrrespondente sao
[(1,---,1),(1,---,1)] com os parénteses de tamanho m.

Para a afirmacao (2), observe que se x = m,(O(A, B)) € M?, entao (A, B) € (W,,)§
e D(A, B) € P**! ndao tem raizes multiplas (Teorema 4.71). Logo, D(A, B) € (P"™)s e
D(x) = my(D(A, B)) € M®,,. Finalmente, m,(f) € M%,, — D(M2), se e somente se, f
¢é estavel e tem raiz multipla, isto é, se e somente se, f é estavel e o discriminante de f é

nulo. O
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