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RESUMO

As solucoes de energia minima sao definidas como as soluc¢oes que indicam valor infimo
para imagem do funcional energia associado a uma classe de problemas variacionais nao

lineares

~Au = g(u) ue H(RY)

O objetivo deste trabalho é mostrar que através das solugoes de energia minima da equagao
nao linear acima, o valor do passo da Montanha sem a condi¢ao de Palais Smaile é
um ponto critico. Para isto provaremos que sob certas hipoteses para a fungao g e sob
um vinculo é possivel obter uma solucao positiva para o problema acima, esfericamente
simétrica e decrescente com o raio. Em seguida mostra-se que a solucao sujeita a esse
vinculo é a que possui o menor valor no funcional energia dentre todas as solucoes do
problema acima aplicadas no mesmo funcional. Neste contexto, garante-se a existéncia
de pelo menos uma solucao de energia minima. Os resultados citados foram estudados
em [2] e [1].

Palavras chave: Energia Minima, Passo da Montanha, Minimizacao, Acao Minima.



ABSTRACT

The least energy solutions are defined as solutions that indicate infimum value to the

energy functional image associated with a class of nonlinear variational problems

—Au=g(u) ue H'(R"Y)

The objective of this work is to show that through least energy solutions of nonlinear
equation above, the Mountain pass value without the Palais Smale condition is critical
point. For this, we will prove that under certain hypotheses on the function g and under
a constraint assumption is possible to obtain a positive solution for the above problem,
spherically symmetric and decreasing with the radius. Then the solution of the problem
subject to this constraint has the lowest value in the energy functional among all solutions
of the above problem applied in the same functional. In this context, it guarantee the
existence of at least one solution of the least energy. The above results were obtained in
[2] and [1].

Key Words: Least Energy, Mountain Pass, Minimization, Minimum of the Action.
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho vamos estudar acerca da existéncia de solugoes nao triviais para algu-
mas equacoes semilineares elipticas em RY. Os problemas serao motivados pela pesquisa
de certos tipos de estados estacionarios em equacgoes nao lineares do tipo Klein - Gordon

ou Schrodinger. Precisamente, consideremos a equacao nao linear de Klein-Gordon

onde
bR x M — C
t , z) — Ot )
¢ N
9*P
AP = —
; 0x?
com a constante real.
Suponha que
FO?) = FON)e. (1.2)

Entao podemos supor que f : R — R é uma funcao real continua e impar. E por
conseguinte f(0) =0

O Lagrangiano correspondente a equagao (1.1) é dado por

Lo 1 2 a’ 2
£<1>=—§|<I’| +§|V(I’| +§‘q>| — F(®),

onde F(t) = /tf(s)ds,t eR.
0

Entao, olhando para uma onda solitaria em (1.1) do tipo “onda estacionéria” isto é,

® da forma ®(t, z) = ¢™'u(x) onde w € R, u:RY — R, obtemos:
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e Derivando em t:

derivando novamente em ¢:

— ezthu

Qﬂ )
o

N
o AD(t,x) 2{:

o a’®(t,x) = a*e™u(w)

o f(2(t,2)) = f(e™'u(x)) = ™" f(u(z)),
Assim a equacao

— A® +a*® = f(P),

fica

’LUQGMUU(QS) - eithu + a2€iwtu(x) — eiwtf(u(x)).

Dividindo a expressao acima por ¢*** que nunca se anula, obtemos

—w?u(z) — Alu) + a*u(x) = f(u),

Logo

—Au+ (@ — w?)u = f(u),

ponha a® — w? = k. Assim a equacao de Klein- Gordon se reduz a:

—Au+ ku = f(u). (1.3)

Observe que u = 0 é solugao trivial de (1.3).
No entanto estamos interessados em buscar solugoes nao triviais para (1.3). O funcional

energia I(u) associado ao problema (1.3), é dado por
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1 k
I(u) = 3 /]RN \Vul|*dz + 5 /RN u?dr — /RN F(u)dz.

O estado estacionario da equagao nao linear de Schrédinger lida com um problema semel-

hante. Vejamos: Considere a equa¢ao

i, — AD = f(D), (1.4)

onde & : R x RY — C e f satisfazem a propriedade de simetria equagio (1.2).

Novamente, olhando para a onda estacionaria, isto é,

d(t,x) = e *u(x),

tem-se

o i®; = i(—ike *u(z)) = ke *u(z)

N o2
0 _ e~ Au(x)

— =
— or;

o AD =
o f(®) = fle"™u(z)) = e f(u(x)).
Assim, substituindo em (1.4) temos que:

ke—iktu - e—iktAu — €_iktf<lb),

e dividindo por e~*** que nunca se anula, obtemos

—Au+ ku = f(u).

Se chamarmos g(u) = f(u) — ku chegaremos entao ao seguinte problema eliptico semi-

linear:

—Au=g(u) em RN
(1.5)
ue HY(RY) e wu#0,

onde supomos ¢ : R — R continua e impar. O funcional energia associado a (1.5) é dado



13

por
1
I(u) :—/ |Vu|2d:v—/ G(u)dz,
2 RN RN

com G(u) = / g(t)dt. O funcional I(u) é também chamado de funcional a¢ao associado
0
a (1.5). Mais ainda por analogia a problemas elipticos em dominios limitados, I(u) é por

vezes chamado funcional energia associado a (1.5).

Em um contexto totalmente diferente, a solucao 1.5 pode ser interpretada como uma

solucao nao trivial estacionaria para a equacao do calor

— — A = g(¢)

ondel) = (t,x), t > 0, x € RN Esses problemas surgem naturalmente em biologia.

Especialmente em dinamica das populagoes. Ver [22].

Ha também importantes e conhecidos trabalhos sobre problemas elipticos semi-lineares
em dominios limitados de RY. Referimos os artigos [10], [24] e [25] para a existéncia de
solugbes positivas e [10], [25] e [26] para a existéncia de um ntimero infinito de soluc¢oes

distintas.

Para uma melhor abordagem desses problemas em dominios limitados, recomendamos

os livros [28], [29] e [30]

Evidentemente, um forte contraste entre problemas elipticos com fronteira definida
em dominio limitado e problemas elipticos cuja condicao de fronteira em um dominio nao
limitado é a falta de compacidade da imersao de Sobolev. Uma das formas de se obter
uma soluc¢ao de (1.5), seria restringir o problema a bola B, = {J; e RY;|z| < r}, ou seja,

primeiro solucionamos o problema

—Au, = g(u,) em B,
(1.6)

Uy =0,
OB,

e depois fazemos r — oco. Porém um dos obstaculos para essa abordagem é a auséncia (a
priori) de uniformidade nos limites (isto é, em relacdo a de r) no trabalho acima. Mais
adiante estudaremos (1.5) usando o método variacional com a restrigao apropriada, a fim
de obter a compacidade. Uma caracteristica especial de (1.5) é que ele é invariante sobre
o grupo de deslocamentos, isto é, se R é uma rotacio em RY e ¢ € RY ¢ um vetor fixo,

entdo para qualquer solugdo u de (1.5) a funcdo v definida por v(z) = u(Rx + ¢) também
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¢ solucao de (1.5).

Ressaltamos que em [2| e 27| contornaram a falta de compacidade usando um resul-

tado segundo Strauss [6] para fun¢oes esfericamente simétricas.

Para outros tipos de recuperacao de compacidade, tais como o Principio de concen-

tracao de compacidade de Lions, veja o livro [30]

Na Secao 2.1 do Capitulo 2 apresentaremos o resultado que serd mostrado na Secao
(2.5) do Capitulo 2 onde trata da questao de existéncia de solugdo para o problema (1.5)
sob certas condigoes para a fungao g. Veremos na Proposicao 2.6, do Capitulo 1, que o
funcional I ¢é ilimitado superiormente e inferiormente. Assim para obter o ponto critico

que soluciona (1.5) serd necessario nos restringirmos ao conjunto minimizante
min{7T (w);w € H'(RY) e V(w) =1},

onde

rw) = [ VuPds e Viw) = [ G

(ver Teorema 2.10). Mostraremos também a regularidade e o decaimento exponencial da
solugao de (1.5) na Secao 2.5. Na Se¢do 2.6 mostraremos que uma solugdo w de (1.5) que
obtivermos no Teorema, 2.10, do Capitulo 1, tem a propriedade de ter acao minima entre

todas as solugoes de (1.5), isto é,

0< I(w) < I(u)

para toda solugao u de (1.5). Cada solugao desse tipo é o que chamaremos solugao de
energia minima e o nimero I(w) = m nivel minimo de energia. O objetivo principal deste
trabalho estd baseado no artigo [1] que mostra através da solu¢ao de energia minima
que, retirando-se a condigao (PS). do Teorema do Passo da Montanha é possivel provar
que o minimax é um valor critico. Em outras palavras; se retirarmos a hipotese (PS),
e o funcional I tiver a geometria do passo da montanha entao b = ’lylellﬁ 21[331(] I(y(t)) onde
= {~() € C([0,1], H{(RY));4(0) =0 e I(y(1)) < 0} nio é necessariamente um valor
critico. O que [1] mostra é que sob certas condigoes b = m. Assim b = I(w). Como w

é solugao de (1.5) segue que w é um ponto critico do funcional I. Portanto b é um valor

critico.
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2 EXISTENCIA DE SOLUCAO
PARA UMA CLASSE DE
PROBLEMAS ELIPTICOS
SEMI-LINEARES

2.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA E EXISTEN-
CIA DE SOLUCAO

Seja g : R — R uma funcdo continua, impar (logo g(0) = 0). Consideremos o

problema eliptico semi-linear

—Au=g(u) em RY N >3
(2.1)
ue HY(RY) e u # 0,
onde H'(RY) & espaco de Sobolev usual e A denota o Laplaciano. Assumiremos que a
fungao g satisfaz as seguintes condiges as quais chamaremos ao longo do texto de (hg)

significando hipotese sobre a funcao g:

9(s) 9(s)

(hgl) —oo < liminf == <limsup =+ = —v < 0.
s—0 S s—0 S
N +2
(hg2) liirlsololp %f) =0, onde [ = N—j_LQ

(hg3) Existe & > 0 tal que G(&) > 0 onde G(s) = / g(T)dr.
0

Observacao 2.1. Uma abordagem ao problema acima para N = 2 pode ser encontrada

em [1]

Exemplo 2.1. : Um exemplo de uma fung¢ao que satisfaz as condi¢oes acima é: g : R =+ R

definida por g(s) = —vs + |s|'2s
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De fato
_ 1-2
(hgl) hmﬁ = lim m = —v+limls/?=-v <0
s—0 8 s—0 S s—0
. g(s) .. —us+]s|"Es —v|s|'72s
(he2) Jim O = i = = i () =0

(hgd) G(s) = /Osg(f)df = /S—w+ 72 rdr = —

0
T2 > 2 logo existe um & tal que G(&) > 0

s
+ 7 Como a poténcia [ =

Definigao 2.1. Definimos uma solu¢ao fraca de (2.1) como sendo uma funcao u € H*(RY)

que satisfaz

/ VuVudr = —/ guyvdr, ¥ ve HY(RY)
RN RN

O Teorema a seguir é um importante resultado que trata da existéncia de uma solucao

do problema (2.1).
Teorema 2.2. Suponha N > 3 e que g satisfaga (hgl) — (hg3). Entao (2.1) possui uma
solucao u tal que

(i) u > 0em RY;

(ii) w é esfericamente simétrica, isto &, u(x) = u(r) onde r = |z| e u decresce com rela¢ao

ar;
(iii) u € C*(RY);

(iv) u e suas derivadas até ordem 2 tem decaimento exponencial ao infinito, ou seja:

|DYu(x)| < ce”®l 2 e RY,

para algum ¢,0 > 0 e |a| < 2.

Para provarmos este Teorema utilizaremos o método de minimizacao com vinculo que
serd detalhado mais a frente. Na verdade construiremos um outro problema cuja solucao
satisfaz (2.1) e mostraremos que a solugdo do referido problema verifica as condi¢oes

(i) — (iv) do Teorema 2.2.
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Exemplo 2.2. Considere o problema
—Au+vu=AuP 'y em RY

u € HY(RY) e u#0,
onde X\ e m sdo positivas e p > 1. Este problema foi estudado por S. Pohozaev em [4].

Neste trabalho o autor mostrou que a equacao acima possui uma solucao se, e somente

se,
| <p< N +2
P=N—2
e nao possui solucao se
S N+2
P=N—2o
Note que se
l<p< N +2
p N _9’
as hipoteses (hgl) — (hg3) sao satisfeitas e se
N +2
> 2
Py

o resultado de nao existéncia segue da identidade de Pohozaev a qual serd apresentada

na proxima Secao.

Observacao 2.2. O método de Pohozaev para resolver problemas como o do exemplo

acima consiste em maximizar

A
o A LU

sobre o conjunto

1
{ueHl(RN);é/ ]Vu]2d$+g/ ugdle}.
RN RN

Este vinculo faz com que apareca um multiplicador de Lagrange 6 e através do qual

obtemos uma solucao positiva de

—Au + vu = \NouP.

Mostra-se que o multiplicador de Lagrange () é tal que # > 0 e este pode ser removido,

bastando fazer a seguinte mudanca de variavel: v = ou, o > 0.
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2.2 IDENTIDADE DE POHOZAEV

Mostraremos nesta Segao que se u é solugdo do problema (2.1), entdo u juntamente

com suas derivadas, suficientemente pequenas no infinito, necessariamente satisfazem

E/ \Vul?dz = N G(u)dz. (2.2)
2 RN RN

A equacgdo (2.2) é chamada de identidade de Pohozaev. Daremos a seguir um
argumento superficial que comprove a afirmacao feita, para entao tratarmos o caso no seu

devido rigor.

Defina dois funcionais

T(u) = /RN VulPdz e V(u) = /RN G(u)dz.

Por analogia %T(u) corresponde a energia cinética, enquanto que V(u) corresponde a

energia potencial. Assim a energia mecanica serda dada por

Assim temos que:

Logo chegamos a:

O.N—2

I(u,) = 5 T(u) — o™V (u).

Com isto vemos que se u é solugao de (2.1) pelo menos informalmente podemos

interpreta-la como um ponto critico do funcional I. Deste modo temos
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assim,
N —2

2

Em particular tome o = 1. Logo

oV 3T () — NoV'V(u) =0 VYo >0.

%T(u) ~ NV(u) =0

Portanto,
N -2
—/ |Vul*dz = N G(u)dz.
2 RN RN

Esse procedimento nao é rigoroso por pelo menos duas razoes. Em primeiro lugar neces-

sitamos saber se I € C* sobre o espaco onde esta definido e precisamos mostrar que

d
%ua(x”a:l = —Vu(z)z,

estd bem definida.

t
Teorema 2.3. Suponha que g : R — R seja continua tal que g(0) = 0, e G(t) = / g(s)ds.
0

Seja u satisfazendo

—Au=g(u), em H'RY).

Suponha ainda que

u € L2 (RY), Vue L*(RY) e G(u) € L*RY).

loc

Entao u satisfaz a equagao (2.2)

N -2
—/ |Vul?de = N G(u)dzx.
2 RN RN

Demonstragao: Para simplificar, vamos adotar que:

ou 0%u ou

or;” 7 Ox;0z, ox

Uy

Observemos que como u € L2 (RY), a teoria de regularidade mostra que u € W29(RY)

para qualquer ¢, com 1 < ¢ < co. Inicialmente, vamos restringir o problema a bola

Br = {z e RY;|z| < R}.
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Em seguida mostremos que o termo de bordo (0Bg) converge para zero quando R — oo.

Vamos dividir a demonstragao em duas partes:

(A) Para cada 1 <i < N vamos integrar por partes a expressao

/ g(u)u;z;d.
Br

Temos que

/ g(u)uzide = / Ggiu) ridr = — G(u)ldz + G(u)x;n;dS,
Br 7

Br Br dBR
onde n = (n1,7M2,...,mn) € 0 vetor normal exterior a fronteira. Somando termo a

termo com ¢ = 1,2, ..., N, obtemos :

OBRr

N
Z/ g(w)uxide = Z/ w)ldr + Z/ )rimdsS.
i=1 Y Br Br

Dai

/ glu )%@:—-N G(u)dx + /a _ Gu)Ras, (2.3)

Br

pois n.x = R no termo de bordo.

(B) Para cada 1 < j,i < N vamos integrar por partes em j a expressao:

- / U d.
Br

Temos que
—/ UjjUifﬂidl' = / u](ul$2)3dx - / u]ulxln]ds
BR BR aBR
BR 8BR
onde

Assim:
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—/ UJJUZ[Elde':/ U]U”l'zdflf—F/ ujuléz]da:—/ UJUZI'lT]JdS
Br Br Br OBRr

somando termo a termo para (7,7 = 1,2,..., N) temos que:

N N N
_ Z Z/ Ujjuixidx = Z / wxldx + Z Z / UjUi(sideZ
j i “Br i
— / Uju;zn;dS.
Portanto
Ju & ol
\/BR —Au%d:ﬁ = ; ; /B;R ujuij:cid:c + ; ; /BR UjUi(sijdiC

Ir
N
OBRr

III

Vamos resolver separadamente as trés integrais do segundo membro da expressao

acima.

(I) Estimativa de (1)
U
2

AN uo
ridr = ddx + x;m;dS.
Br 2 i Br 2 0Br 2

Note que wju;;x; = ( ) x;. Assim integrando por partes temos que:
i

Dai
N uz
195 I COFTEED 9 9 AETIED 9) o) Mk P02
j=1 i=1 Br j=1 i=1 jlzlaBR
Assim
N N N N
ZZ/ ujujride = —Z— 2dw+Z/ —xndS—
i i VBr j=1 2 O0Br
= —E \Vu|2dx+ Vuvuxndsz
2 Br OBRr

x
Como n = 7 temos que
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1
R

|z[”
D

(Vu - Vu)(z - 2) = |Vul? I

(Vu - Vu)(z - 1)

uma vez que x € 0Bg. Portanto

OBr

N N
N

(IT) Estimativa de (/1)

Temos que

N N N
ZZ/ u;u;0;de = Z/ ujujd:v:/ |Vul*dz.
j i VBr § /Br Br

(IIT) Estimativa de (I11)

temos que:

N N N
- wu;rin;dS = — / w;n;Vu.xdS =
;;@J] 3
= — VunVu.xdS =
dBr
2
= —R/ Ou ds.
o8y | 0N

Juntando os resultados de (I), (II) e (III) obtemos entao que:

/ —Aua—udx = —— |Vu|2dx—i-E |Vu|2dS+/ |Vul*dz
BR aZL‘ 2 BR 2 BBR BR
oul?
- R —1| dS =
OBrR on
2—N ou? R
= — |Vul*dz — R/ T as+ 2 |Vul?dS.
2 Br 8BR n 2 8Br

Como —Au = g(u), por hipotese, segue que

2

ou S

an

2—N
/ g(u)%dm = — |Vu|2d:B—R/
Br

Ox 2 Br 0Bg

R
+ = |Vu|*ds. (2.4)
2 Jobg
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Substituindo a equagdo (2.3), encontrada na parte (A), em (2.4) obtemos

-N G(u)dx+R/ G(u)dS = 2N |Vu|?dx
BR 8BR 2 BR
2
— R/ Ou ds+§ |Vul2dS.
OBgr on 2 JoBy
Dai
N -2
—/ |Vul?de — N G(u)dx = —R/ G(u)dS
2 Br Br O0BRr
2
— R/ Ou ds+E |VuldS.
9B | ON 2 Josyg
Logo
2N 2R
Vul?der — —— | Gu)dr = ——(/ G(u)dS
[ s - 75 [ G v () co

ou

on

S|
+ / ( — —]Vu]2> dS) :
9Bn 2

Vamos mostrar que o segundo membro da igualdade acima converge para zero para

alguma sequéncia R, — oo, onde R, ¢ o raio da bola. Note que na fronteira temos

a seguinte estimativa

2

ou

1 1 3
—| — 2 |VuP| < |Vuln)? + =|Vul]? < 2|Vl
o 5| Vul™) < [Vul[nl” + SVl < S|Vl

Assim,
/ (|G(u)|+|Vu|2)da::/ |G(u)|dx+/ Vuldz < oo,
RN RN RN

pois G(u) € L*(RYN) e Vu € L2(RY) por hipotese. Usando o Teorema de coorde-

nadas polares (ver Apéndice Teorema A.14) temos:

/RN(|G(U)| + | Vul?)dz = /000 </aBR(|G(u)| + |Vu|2)dS) dR < +o0. (2.5)

Assim existe uma sequéncia R, tal que

Rn/ (|G(u)| + |[Vu[*)dS — 0 quando n — oo.
OBR,,
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De fato, se
lim infR/ (G| + [Vul)dS = a > 0,
R—o0 OBR

entao existe Ry > 0 tal que

R / (G| + [VuP)iS > &, VR > R,
8Bpr 2
Logo
[ gei+ wupys = & vr > R,
dBr 2R
Assim

+oo
/ / (IG(w)] + [Vu2)dSdR 2/ / (G ()] + [Vu2)dSdR
0 OBg 8BR

~ lim [/BBR(|G(u)|+|Vu|2)dS iR

a [t1

= lim — [lnt —In Ry] = +o0.
t—+o00 2

Logo
/8 (1G] + [VuP)ds ¢ L'(0,00),

ou

on

o que contradiz (2.5). Com isto concluimos que pondo R = R, tem-se:
2R
li

| : 1 ’
Jim ( - G(u)dS + 5/@3Rn dS) =

E mais ainda, tomando f,(z) = |Vu(z)[*x s, (¢), (onde x4 é a funcdo caracteristica

sobre A) temos:

fa(@) = [Vu(@)]* e |fol = [Vuxs,, | < [Vul* € L'(RY).

Logo pelo Teorema da convergéncia dominada

/ |vu\2dx:/ Vulxs, d:c:/ fndx%/ Vuldz
B, RN " RN RN

quando n — oo. E de modo anélogo
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/ G(u)dr — G(u)dx, quando n — oo.
Br, RN

Portanto

N -2
—/ |Vul?de = N G(u)dzx.
2 RN RN

Corolario 2.4. Suponha que g satisfaga as hipoteses (hgl) e (hg2). Entao qualquer
solugao de (2.1) satisfaz a identidade de Pohozaev (2.2).

Demonstragao: Se u € H'(RY) ¢ solugao de (2.1) entdo por um argumento de
Bootstrap, (veja em [31]) temos que u € L®(RY), enquanto que pelo Teorema A.10
do Apéndice, tem-se G(u) € L'(RY) dai pelo Teorema 2.3 segue que u satisfaz (2.2)

2.3 APLICACOES DA IDENTIDADE DE POHOZAEV

Mostraremos nesta Segao que as condi¢oes (hgl) — (hg3) sao “quase necessarias “ para

a solu¢ao do problema (2.1)

(A) Afirmamos que a hipotese (hgl) é “quase” necessaria no sentido de que se ¢'(0) >
0 entdo (2.1) ndo tem solucdo radial. De fato, sabemos que se u € HY(RY) é
esfericamente simétrica entao pelo resultado Strauss [6] (veja apéndice, Lema radial
A.5) existe uma constante ¢ dependendo apenas da dimensao do espago (que neste

caso é N) tal que

Hu”Hl(]RN)

lu(x)| < T

e na verdade |u(z)| = O(|z|~™~Y/2) quando |z| — co. (Aqui f(z) = O(|h|) quando
h

|| — oo se |llim ——= = 0). Sejam m = ¢'(0) e q(r) = m — %Ef))). Entao

considerando N = 3 e supondo que g ¢ C? numa vizinhanca de 0, temos que ¢(r) =

O(r=1).

Com efeito
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assim,

Isto implica que

Como

entao

o) = ~"0)",

para entao chegar a
u(r)

O que nao ocorre pois viola um resultado de 3] o qual diz que o operador linear de
Schorodinger —A + ¢(r) ndo possui autovalores associados a autofun¢oes em L?(R?)
sob a condigao de que ¢(r) = O(r~!). Logo a hipotese (hgl) é quase necessaria.
no entanto ¢’(0) > 0 nao estd exatamente negando (hgl). O tunico caso restante,
essencialmente esta limitado a “massa zero” caso onde ¢’(0) = 0. Entao a questao
da existéncia se torna muito mais complexa dependendo da estrutura de g. Este
caso serd estudado na Se¢ao 2.7 onde provaremos um Teorema de existéncia para a

solucao de um estado fundamental.
A hipotese (hg2) é justificada através do seguinte problema (ja apresentado no
exemplo 1 acima)

—Au+mu = NMuf"'u em RN

u € HY(RY) e u#0,

onde A\ e m sao constantes positivas e p > 1. Tomemos a funcao g : R — R tal

que g(s) = A|s[P"ts — m.s. Note que como p > 1, entdo g é continua e claramente
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g(0) = 0. Assim o problema acima se reduz a
—Au=g(u) em RN

ue H'RY) e u#0.

Seja u uma solucao nao trivial do problema acima. Multiplicando por u temos:

—Au.u = g(u)u,
e integrando em RY temos que

— Au.udx = /RN g(u)udz. (2.6)

RN
Porém, como a identidade

vAu = div(vVu) — VoVu

& valida em R\ {0} entdo pondo u = v e integrando membro a membro temos

—/ uAudm:/ div(uVu)dx—l—/ |Vul*dz,
RN RN RN

que pelo Teorema da Divergéncia (ver [29]) obtém-se

—/ uAud:U:/ |Vul*dz.
RN RN

Assim a equacao (2.6) fica igual a

/RN |Vul*dz = /RN g(w)udz. (2.7)

Como u satisfaz (2.1) segue do Teorema 2.3 que vale a Identidade de Pohozaev, isto
é,
2N
/ \VulPde = ——— G(u)dx.
RN N - 2 RN

Substituindo na equacgao (2.7) chegamos a

2N

/]RN g(u)udx = N_3 ) G(u)dx.
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t
Como g(s) = Ns|P~ls —ms e G(s) = / g(s)ds segue que
0

Al
Glu) = Alaf™ m.2
p+1 2

Além disso

N 2N AuPtt m
p=l, _ - = a2
/RN()\\u] u — m.u)udz N—2{/Rw<p+1 5 U dx| .

Segue-se que

N -2 N -2 A
—/\/ lu|Ptrde — m——= wide = —— lu|Pdr — m/ u?dz.
2N RN 2N RN p + 1 RN 2 RN

Portanto

1 N -2
A - / lulPttdx = T/ u?dz > 0.
p+ ]_ 2N RN N RN

Como / lulPtrdz > 0 e A > 0 segue que
RN

1 N-2_ 1 N-2_ N+2
p+1 2N p+1- 2N PSN2

= 1.

Logo a equacao do exemplo 1 nao possui solugao se p > [ como ja haviamos co-
mentado. Por outro lado encontramos nos artigos [4], [5], [6] que quando p < [ a

equacao do exemplo 1 admite infinitas solucoes radiais. Deste exemplo vemos que
N+2

N -2

a hipotese (hg2) é necessaria onde [ = é denominado expoente critico.

(C) A hipotese (hg3) é uma condigao necessaria, visto que se u é solugao de (2.1) entao

pela identidade de Pohozaev

N -2
Gu)dr = —— 2d 0.
/RN (u)dx IN o \Vu|*dz >

Corolario 2.5. Se u é uma solugao qualquer de (2.1), entao
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Demonstracao: Se u é uma solugdo qualquer de (2.1), entdo pela identidade de Po-

hozaev

N -2 ,
/RN G(u)dr = N o |\Vu|“dz > 0.

Como

lembrando que T'(u) = /

RN

|Vul?dz e V(u) = / G(u)dz, temos portanto:

RN

1 N -2 1 N —2

2.4 METODO DE MINIMIZACAO COM VINCULOS

Um método natural para resolver (2.1) seria obter o ponto critico do funcional I no
espaco H*(RY). Na verdade pelo Teorema A.9 do Apéndice, apos algumas modificagoes
adequadas de g, I ¢ um funcional C' em H'(RY).Este método ja foi usado em [6] para
alguns casos particulares.No entanto a primeira dificuldade encontrada para resolver o

problema é o fato enunciado na seguinte Proposicgao.

Proposi¢ao 2.6. O funcional a¢do I(u) = $7(u) — V(u) é ilimitado superiormente e

inferiormente.

Demonstragao: Seja e, uma sequéncia de autofungoes ortonormais em H'(RY) tal que

e, — 0, quando n — oo.

Entao,

/ G(e,) = 0 quando n — oo,
RN

No entanto, como
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Ve, Vh =\, / enh,

RN RN
segue que
/ Ve, |* = )\n/ e2 = \,.
RN RN
Logo,
An
I(e,)=—— G(tey),
2 RN
portanto,

An
lim I(e,) = lim — — 0 = +o0.
n— oo n—oo

Vamos mostrar agora que [ é ilimitado inferiormente. De fato de (h3) temos que existe
w € HY(RY) tal que

V(w) = G(w)dz > 0.

RN

Pela mudanca de variavel feita na Segao 2.2 temos que

aN—Q

I(w,) = 5 T(w) — NV (w).
Como V(w) > 0, segue portanto que liIJIrl I(w,) = —o0 e isto prova o resultado.
a—r+00

Utilizando o Teorema A.9 do Apéndice, obtemos que G(w)dx esta bem definido
RN
e é de classe C'' no espaco H'(R").

Definicao 2.7. Sejam X um espaco de Banach e F' : X — R um funcional de classe

C'(X,R). Definimos o conjunto [F]; como sendo,

[Fl; ={w e X; F(w) = j}

Teorema 2.8 (Multiplicador de Lagrange). Sejam X um espago de Banach, J, F': X —
R, funcionais de classe C'(X,R) e [F]o = F~1({0}) com F'(w) # 0, Vw € [F]y. Se J

restrito a [Fo é limitado inferiormente e existe ug € [Fy tal que
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J(ug) = inf J(w),

’UJE[F}O

entao existe # € R (multiplicador de Lagrange) verificando

J/(U()) = QF/(U())

Demonstracao: Ver [28] pagina 55 e 56 |

Em particular tomando
X = H'RY),

J(w) =T(w) = /RN |Vw|*dx,

F(w):V(w)—lz/RNG(u)dx—l

e observando que T' ¢é limitado inferiormente sobre [V]; vamos obter uma solu¢ao para o

seguinte problema:

min {T(u);u € H'(RY) e V(u) =1}, (2.8)
ou seja, um ug € [V]; tal que

T(up) = inf T(u).

u€[V]1

Entao aplicando o Teorema anterior vamos garantir a existéncia de um 6 > 0 tal que

T/(UQ> = G.V’(uo),

segue-se que

—Aug = 0g(ug) em RY. (2.9)
Mostraremos também que necessariamente 6 > 0. Assim fazendo uma mudanca de var-

., x
iavel ugy () = ug (—) com o > 0 teremos
o

0
—Aug, = ;g(uOU) em RY.
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Portanto escolhendo o = /0 finalmente obteremos

—Auo\/é = g(uo\/g) em RY,

logo /5 ¢ uma solugao de (2.1)

Lema 2.9. Seja V : H'(R") — R o funcional definido acima. Assuma (hg3), entdo:

V] # 0.

3
Demonstracgao: Por hipotese existe & > 0 tal que G(§) = / g(s)ds > 0. Para R > 1,
0

definimos
1 se |z| <R
wr(r) =9 ER+1—71) se r=|z|€[R R+ 1]
0 se |z|>R+1
Entao

/ |wR|2d:v = / |wR(x)|2XBR+1d$ < 00.
RN Bpr41

De igual modo

/ |Vwg|?dz = / IVwgr(2)|* X5, dx < co.
RN Bry1

Logo wr € L*(RY) e Vwg € L*(RY) ou seja wg € H'(RY). Denote por u(A) a medida

de Lebesgue de um conjunto A-mensuravel em R”. Verifica-se que

V(wr) > G(s)u(Br) — u(Brs1 — Br)(max u(G(s)).

s€[0,1]

Entao existem constantes ¢; > 0 e ¢ > 0, tais que

V(wg) > e RY — coRN

Logo para R suficientemente grande obtemos que V(wg) > 0. Em particular tome Ry > 0
x

tal que V(wg,) > 0. Fagamos a mudanga de variavel em wg, pondo wgr,(z) = wg (—)
o

Assim V(wgy) = 0NV (wg). Tome o = (V(wg,(2)))™~ que é positivo como visto acima.

Logo:
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_\V
Viwn,,) = (Vwn, (@) %) Viwg,) =1
Portanto wg,, € [V]; e isto prova o Lema. |

Teorema 2.10. Suponha N > 3 e que g satisfaga (hgl) — (hg3). Entao o problema de

minimiza¢ao

min {T(u);u € H'(RY) e V(u) =1}, (2.10)

possui uma solugao uy € H*(RY) a qual é positiva, esfericamente simétrica e decrescente

com r = |z|. Além disso, existe um multiplicador de Lagrange 6 > 0 tal que ug satisfaz

—Aug = 0g(ug) em RY. (2.11)

E, finalmente, tomando o = V8 e u(x) = g, 5(x) = uo (i) tem-se que u é solugao de

Vo

—Au=g(u) em RY N>3

ue HYRY) | u#0,

que é o problema (2.1)
Demonstragao: Vamos dividir a prova deste Teorema em quatro etapas

Etapa 1: Obtendo Uma Sequéncia Minimizante

Pelo Lema anterior [V]; # (). Logo podemos tomar uma sequéncia u, € H'(RY)
tal que V(u,) =1e lirf T(u,) =k = inf {T(w);w € H'(RY) e V(w)=1} > 0.
n——+0oo

Denotemos v, um rearranjamento esférico de Schwartz de |u,| (a defini¢ao e algumas

*
n

propriedades da simetrizagao estdo descritas no Apéndice). Logo (u)) é também
uma sequéncia minimizante. Temos que u’ € H*(RY), V(u}) =1e k < T(u}) <
T(uy). Substituindo (u,) por (u}), assumiremos a partir daqui, por simplicidade
que, para todo n, u, é nao negativa, esfericamente simétrica e nao crescente com

r=|x|.

Etapa 2: Obtendo Estimativa Para u,,

Primeiro vamos mostrar que ||up|| g1 gy € limitada. Para s > 0 defina:

g1(s) = (9(s) +vs)" e ga(s) = gu(s) — g(s),
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onde denotamos a™ = max {a,0} a parte positiva de a. E para s < 0 estenda g; e

g2 como funcoes impares. Assim g = g; — g» com g1, go > 0. Afirmamos que:

: - . gi(s) _N+2
£1_1>%g1(5) =o(s) e Sli)rgo g 0 se I = N2 (2.12)
g2(s) > vs, Vs> 0. (2.13)

Com efeito, se g(s) + vs < 0 entao (2.12) é imediata pois, neste caso g; = 0. Se

g(s) +vs >0, com s >0 entdo gi(s) = g(s) + vs, dai

limgl(s) zlimmzlim@—l—yz—u—kyzo

s—0 S s—0 S s—0 S

e

fim 208 o 98 s 90) Y 00— 0 Paras < 0o

§—00 Sl §—00 Sl $—00 Sl $—00 slil
procedimento é analogo. Quanto a (2.13) temos que:

e Se g(s) <0es >0, entao:
g1(s) =vs
daf
g2(s) =vs —g(s) > vs pois — g(s) > 0.

e Se g(s) >0e s >0 entao:

91(s) = g(s) +vs

ou seja

g2(5) = g1(s) — g(s)
= g(s) +vs—g(s)

= VS.

Logo ga2(s) > vs e assim (2.13) se verifica.

t
Seja G;(t) = / gi(s)ds, com i = 1,2, .... Segue de (2.12) e (2.13) que dado € > 0

0
existe c. > 0 tal que

G1(s) < c|s|™ +eGa(s). Vs €R, (2.14)
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(de fato g1(s) < c.s' +ega(s), Vs > 0). Como T(u,) \ k entdo IV ttn|| 2oy € limi-
tada. Segue do Teorema de imersdes de Sobolev (ver Apéndice A.3, ) (D"?(RY) —
L* (RY)) que

lull 2+ @y < Nlull pragny < Ch, (2.15)

2N
onde 2* :l—l— 1= m COHIO

entao
¢ ¢
G, — Gy = /gl(s)ds—/gg(s)ds
ot 0
= /gl_QZdS
0
¢
= [ atsis=c
0
Ou seja

/ Gldm—/ GQdJE:/ Gdx =V.
RN RN RN

Assim V' (u,) = 1 pode ser escrito como

G1(uy)dx = Ga(uy)dx + 1. (2.16)

RN RN

Na equagao (2.14) temos

G1(5) < ce|s|™ + eGy(s),

entao

Gi(uy) < co|un|* + eGa(uy). (2.17)

Pela equagao (2.15),
[l 2= < Ch.

Assim, tomando € = % e integrando a expressao (2.17) segue:



* 1
/ Gi(up)dz = C1/ |, |2 d:p—l——/ Go(up)dz
]RN 2 RN 2 RN
02"‘1/ Go(uy)dz.
2 RN

IN

Onde Cy = C%Cl.

Assim, relacionando (2.18) com (2.16) temos que

Cy + L Go(up)dz > Go(uy)dr + 1.

2 RN RN
Segue-se que

/ Go(uy)dx < 2(Cy —1).

Ponha C3 = 2(Cy — 1). Logo

RN

A equagao (2.13) nos diz que
g2(s) > vs.

Logo integrando em s temos que

2

Go(t) = /0 g2(s)ds > -

Substituindo s por u,, e integrando a expressao acima, chegamos a

z/ uidr < Ga(uy)dx < Cs.
2 RN RN

Logo

1
2
Hunum(m:( / VP + / ud) <
RN RN

pois Vu, € L*(RY) e / u?dx ¢ limitada por (2.20). Pela imersdo continua

RN

HY(RM) — LP, ver Apéndice (A.2)

concluimos a etapa 2 com a estimativa

36

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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[tnll Lo ny < Cs lltnll rgny <G, 2<p <27,

onde C = C5C4

Etapa 3: Passagem ao Limite

Comegamos afirmando que u,(z) — 0 quando |z| — 400 uniformemente com re-
speito a n. De fato, sabemos da etapa 1 e etapa 2 que u, é radial, nao crescente
e limitada em L?(RY™). Dai segue do Lema radial (ver Apéndice:Lema A.7,) que
[un ()] < C\xl’%, z € RY com C independente de n. Como u, é limitada em
H'(RY) podemos obter uma subsequéncia Uy, tal que u,, converge fracamente em
H'(RY) e q.t.p em RY para uma fungao, digamos, ug € H'(RY). Denotando u,,

simplesmente como u,. Seja Q(s) = s2 + |s|'TL. Por (2.12) e (2.13) obtemos que

G
Ql((5>) — 0 quando s — 400 e quando s — 0. (2.21)
s
Note que
Q(un) = uj, + |u, |
Assim
/ Q(uy)dx = / u?dr +/ [un|* dx < co.
RN RN RN
Logo
sup/ Q(uy,)dr < +00. (2.22)
n RN
Sabemos também que:
Gi(u,) — Gi(ug) q.t.p em RY (2.23)
e
u, — 0 quando |z| — +oo. (2.24)

uniformemente com respeito a n. Por (2.21) — (2.24) o Lema de Compacidade de

Strauss (Ver Apéndice Teorema A.4,) nos garante que

/ G1(up)dz — G1(up)dz, quando n — +o0.
RN

RN

Do Lema de Fatou (ver Apéndice Lema A.15,) na equagao (2.16) deduzimos que
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/RN G1(ug)dx > / Go(up)dr + 1, (2.25)

RN
PoIs,

Ga(up)dx +1 = G1(up)dz < liminf G1(up)dx = G1(up)dz.

RN RN RN RN

De (2.25) extraimos que

/RN G (uo)da — / Coluo)dz > 1,

RN
e dai

obtendo que

Por outro lado sabemos que

T(up) < liminf T(u,) = k.

n—-+00
Afirmamos que V(ug) = 1.
De fato se V'(ug) > 1 entdo usando a mudanga de variavel ug, () = uo(%) obtemos
V(ugs) = oMV (ug). Assim tome og = (V(ug))"~. Note que oy € [0,1]. Dai

obtemos que

1

V(uoey) = 05"V (ug) = (V(ug))" ¥V (ug) = 1.

Observemos também que

T(uge,) = Jév_2T(u0) < Uév_zk.

Pela definigao de k ja temos T'(ugy,) > k. Logo

k< T(upe) < 0 k= k[l -0y 2] <0.

L1N-2
Como V(ug) > 1 entao [(V(uo))_ﬁ] < 1logo 1 —0)"% > 0. Portanto temos

obrigatoriamente que k = 0, o que nos da T'(ug) = 0 implicando assim em ug = 0.
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Dai chegamos a:

1=V (ups,) = 0y V(ug) = 0.0 =0,

o que é uma contradi¢ao. Logo V(ug) =1 e T(uyg) = k > 0. Portanto ug é solugao
do problema de minimizacao
min {T(u);u € H'RY) e V(u) =1}.

Etapa 4: Conclusao

Como T e V sdo de classe C' em H'(RY) (Ver Apéndice) e o problema (2.10) tem
solucdo ug € H'(RY), entdo existe um multiplicador de Lagrange 6 tal que
1 / /

Afirmacgao 2.11. § >0

De fato, suponha 0 < 0. Observe que V'(ug) # 0 pois V'(ug) = 0 = g(ug) =
0 = uy = 0 ja que g(s) # 0 para s > 0 pequeno. Porém isto contradiz o fato
de V(ug) = 1, resultado obtido na etapa anterior. Considere entdo uma fungao
w € D'(RY) tal que

(V' (o), w) = /RN g(uo)wdz > 0.

Como
V(ug +ew) ~ V(ug) + € (V' (ug), w)

T(Uo + E’w) ~ T(UO) + 26 <V,(U/Q), ’LU> s

para ¢ — 0 e 8§ < 0 podemos encontrar € > 0 suficientemente pequeno tal que

v = ug + cw satisfaca

V(v) >V(u) =1 e T(v) <T(up) =k.

Novamente por uma mudanca de variavel, existe o7 € (0,1) tal que

V(ve,) =1 e T(vs,) <k,
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o que é absurdo pois k é o infimo. Logo 6 > 0 (ja que nao pode ser zero)

Entdo ug satisfaz, ao menos em H'(RY), a equacio

—Aug = 0g(ug) em RY.

Tome u(x) = g, 5(z) = ug( 7). Assim

—Au = 0 g(u) = —Au = g(u) com ue H'RY).

(V0)?

Portanto u é solugdo do problema (2.1) no sentido fraco.

2.5 PROPRIEDADES DA SOLUCAO

Seja u a solugao de (2.1) que obtivemos na Sec¢ao anterior. Nesta Se¢ao vamos trabal-
har as questoes de regularidade e decaimento exponencial de v para enfim provarmos o
principal resultado deste Capitulo. E por fim mostraremos que u tem agao minima dentre
todas as possiveis solugoes de (2.1). Por esse motivo chamaremos a soluc¢ao u de “solugao

de energia minima”.

2.5.1 Regularidade

Mostraremos que u € C%(R”Y), usando o seguinte Lema (mais geral)

Lema 2.12. Assuma (hgl) e (hg2). Se u é uma solugao esfericamente simétrico de (2.1)
entdo u € C%(RN).

Demonstracao: Inicialmente notemos que u satisfaz

—Au = q(r)u em RY, (2.26)

onde ¢q(x) = =——=. Por (hg2) temos que dado € > 0 existe A > 0 tal que para cada

s > |A| tem-se @ < e. Logo
s

‘M < C+ [u v,
U
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Como u € H'(RY) temos pela imersio H'(RY) — P(RY) com 2 < p < 2* que u €
L* (RY). Lembrando que

oo A N
N -—2°927
obtemos de
a()| = 'M\ <O+ ulv,
u
que
lq(2)|7 < C+ |u|72% = C + |uf*,

segue-se que

/ |q(x)|%dx <C +/ lu|* dz < +oo.
RN

RN
Com isto vemos que ¢ € L= (RY). Usando um resultado de Brezis e Kato ver [11] obtemos
u € LF (RY) para 1 < p < oo. E o cléssico argumento de Bootstrap (sobre bolas) mostra

loc

oo
loc

(RY). Logo pela estimativa L?, ver [12] sabemos que u € W2P(RY) para

oc

que u € L
qualquer p < +oo. Logo u € CH(RY), a € (0,1). Como u é solucao esfericamente

simétrica de (2.1) entao

u(z) =u(r), com r=|z|= \/x% + 23+ ...+ 2%

Assim
/
Mas
1 2x; T; T;
Tey = = = — = —
2/t a3+ o+l el
Com isto

logo



T X lr —x. %
= 0 22 ) (1
ou seja . )
Uz, u”(r)r_; + r - ul(r)
Portanto

N 9 N

SRS SE OIS o

7 7

Assim concluimos que:

Au=u"(r)+ N —
r r
pois
24 as 42k r?
=—=1
r2 r2
Como
—Au = g(u),
entao
N -1
—g(u) =u"(r) + u'(r)
r
Isto implica que
N -1
_ " _ . u/ — g(u)

Ja sabemos que u” é continua exceto possivelmente em zero. Ponha v(r)

Note que v é continua em [0, +00]. Reescrevendo (2.27) como

d
—%(TN_lu’) = rNy(r)

e integrando de 0 a r obtemos:

42

(2.27)

glu(r)).

Facamos a seguinte mudanca de variavel: rt = s. Assim ds = rdt e a expressao acima

fica igual a:
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1
PN = —/ (rt)N"Yo(rt)rdt
o
= —/ VN (rt)dt
i
= —TN/ tNYu(rt)dt.
0

Assim

r
Agora observe que
1 1 tN ! ,U(O)
lim /0 N Ly(rt)dt = /O P u(0)dr = 0(0) =
Calculando «”(0) temos que:
. u'(h) —d/(0)
7 _ _
w(0) = lim h
1
—h/ tNu(0)dt — 0
T 0
= h N
1
= —/ tN "o (0)dt =
0
& w0
= OF =%
0
E pela equagao (2.27)
. " s T) :
limu(r) = —(N —1)lim — lim g(u(r)) =
r—0 r—=0 7 r—0
= -t ) =
__v(0)
= N
Portanto lim u”(r) = 4”(0) implica que u” é continua em 0 e assim, u € C*(R") n

r—0
Observagao 2.3. Na demonstragao do lema anterior usamos o fato de que »/(0) = 0. De

fato
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ou, o .. ulhe) —u(0) . ulhe) —u(0)  Ou, _
ox; (07) = hlg(I)L N hlgél— h T O (07,

pela simetria radial. Como ambas sdo iguais (ja que a derivada existe) entao elas devem

ser nulas. Logo

ou seja

Observagao 2.4. O Lema anterior nos permite concluir que a solugao de (2.1) obtida no

Teorema 2.10, satisfaz u € C%(RY).

Observacao 2.5. Observemos também que u > 0 em RY. De fato se, sabemos que u > 0
e que v ndo é identicamente nula. Assim suponha que exista um ponto zo € RV tal que
u(zo) = 0. Considere a bola fechada Bg[zo]. Pelo principio do méximo teremos que u(z)
¢ constante e igual a zero em Bpglzrg]. Fazendo R — 0o obtemos que u ¢ identicamente

nula. Mas isso que é uma contradi¢ao visto que u # 0.

2.5.2 Decaimento exponencial

Mostraremos no Lema a seguir o decaimento de u, |D%u| (|a| < 2) ao infinito.

Lema 2.13. Assuma (hgl) e (hg2). Se u é uma solugao esfericamente simétrica de (2.1)

entao

|D%u(z)| < Ce®*l 2 e RV

para algum C, o > 0 e para |a| < 2.

Demonstragao: Pelo Lema 2.12, u € C*(RY) e satisfaz a equagio (2.27). Fagamos

Entao
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N—-1

'U”(T') = b.ﬂ%)u + (N _ 1)7”(%),&/ + T(T)u” _

T
(M) _
_ b 22 LN (N 1u'+u”) .

r r
Da equacdo (2.27) sabemos que —g(u) = =14/ + u”. Logo a expressdo v”(r) acima fica
igual a:

b5z ) _
- T; Y g(w)

g(u(r)
u(r)

Tomando ¢(r) = — temos entao que v satisfaz:

V() = (q(r) L2 ) . (2.28)

r2

Para r suficientemente grande, digamos r > rg, tem-se:

b v
q(r) + = > 5
(Lembrando que u(r) — 0 quando r — oo pelo Lema radial A.5 no Apéndice)
Seja w = v

Entao

w =20,

w” =20 v 4+ 200",
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Entao por (2.28)

Como w = v? entdo

w o b no U vw
— = “w> Zw >
=@ [+ oz 02 ez
Assim w satisfaz:
w'>vw e w>0.
Seja z = e~V (w'(r) + /vw). Temos que:
A0) = I T () + V) + e () + Vil (r) =

= — V.e_ﬁrw'(r) — e_ﬁ’"w(r) + e_ﬁrw"(r) + \/;e_ﬁrw’(r) =

= V" ("(r) = vw(r)) 2 0, paratodo = ro.

Logo z é nao decrescente em (rg,+00). Se existisse 1 > 19 tal que z(r;) > 0 entdo

z(r) > z(ry) >0,V r >ry. Isto implica que

w' + rw > z(ry)ev"",
e com isso w’ + /vw ndo ¢ integravel em (ry,4+00). No entanto v? e v.v' sdo integraveis
proximo de +oo (para v € H'(RY)). Logo w' e w sao integraveis = w’+/vw & integravel,

0 que é uma contradigdo. Logo z(r) < 0, Vr > r;. Isto implica que

!/
(eﬁrw> = Vr.eVw+ eV =
= V(W + Vrw) =
= VeV (W + Vow) =

= 2V, <0, para r > ;.

Logo
eV <C

Y
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implica que
w(r) < Ce vV,

N—-1
Como w =v? e v =r 2 u segue que

portanto,

lu(r)| < Cr~ "2 5", para r>r, (2.29)

com 71 e C constantes positivas. Para obter o decaimento exponencial de u/(r) observe

que:

(TN_lu,(T)), — (N _ 1)7“N_2u’ + T‘N_lu” —
— Ny N — 1ul —
r
= N lg(u). (2.30)

Logo usando (hgl) e o decaimento exponencial de u vemos que para r suficientemente

grande, digamos r > rq, tem-se

nul <lg(u)| < walul, onde v > vy > 0.

Assim, integrando (2.30) em (r, R), usando (2.29) e fazendo r, R — 00 mostramos
que rV~14/(r) tem um limite quando r — oo e este limite s6 pode ser zero por (2.29).
Integrando (2.29) em (7, +00), implica que «'(r) tem decaimento exponencial. Por fim o
decaimento exponencial de u”(r) (e portanto de |D%u(z)| para |a| < 2) segue imediata-

mente da equagao (2.27) |

2.6 ACAO MINIMA ENTRE AS SOLUCOES DE (2.1)

A solugao de (2.1) obtida através do método de minimizagao com vinculo tem por
um resultado de Colema, Glazer & Martin [13], a importante propriedade de minimizar

o funcional agao dentre todas as possiveis solugoes de (2.1). A prova deste fato requer
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o uso da identidade de Pohozaev (2.2) visto na Se¢ao 2.2. Portanto cabe aqui destacar

novamente que qualquer solugao de (2.1) satisfaz a referida identidade.

Teorema 2.14. Seja v uma soluc¢ao de (2.1) obtida no Teorema 2.10. Entao se v é uma

solugao qualquer de (2.1) tem-se necessariamente que

0 < I(u) <I(v).

Demonstracgao: Seja u uma solugao de (2.10) obtida no Teorema 2.10. Entao

V(a)=1 e T(a) =min{T(w);w € H'RY) e V(w)=1}.

Como visto no Teorema 2.10, existe § > 0 tal que

—At = 0g(u), em RY,

e a solugao u de (2.1) obtida desta ultima ¢ dada por u = 4,4 (onde us(x) = u(%)). Pelo

Teorema 2.3 u satisfaz a identidade de Pohozaev, isto é,

T(u) = ——=V(u). (2.31)

Como u = U, /5 temos:

N—-2

Tw)=6"2T(@) e V(u=02V(a)=0",

v|2

pois V(@) = 1. Assim, substituindo na expressao de (2.31) acima temos:

N—2 2N 2N n
T 7l = - = 2
0= T(u) N_2V(u) N—292’
logo,
N -—2
— T(%
e portanto
N —2
0 =———T(u)



Como u é solugao de (2.1) segue do Corolario 2.5 que:

Logo

Seja v outra solu¢ao nao trivial de (2.1). Por (2.31) temos:

Como vimos antes, dado o > 0, a mudanga de variavel v, (x)

Tome

segue que

E ainda por (2.31),

Logo

T(v) = Nz—]_VQV(v).

o= (V) *,
V(v,) = 1.
V() = L2Tw)

Q
I
—
=
=
et

2|~
Il
N
=
|
N}
~_
\
=
et
Z2|~

v(%) nos da que:

49

(2.32)

(2.33)
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Como vimos, Se¢ao 2.2 T'(v,) = oV 2T (v). Logo usando (2.33)

Logo
N-2\ ~
) _
Tw)¥yN = —— T
W= () | T
e assim N2
N —2 2 N
T(’U) = (W) T(UU) 2. (234)

Novamente usando o Corolario 2.5, e substituindo a expressao (2.34) temos que:

N—
1 (N—-2\ 2 N
I(U) = N <W) T(UU) 2. (235)
Como @ é solugao do problema (2.10) e V' (v,) = 1 entao
T(u) < T(vy). (2.36)
Portanto de (2.32), (2.35) e (2.36)
1 (N=2\ % 1 (N-2\*
- N - N
= = —— u)?2 < — | ——— 2 =
- () T sy () e 1w
o que prova o Teorema.
|

2.7 O CASO MASSA ZERO

Como vimos na Se¢ao 2.3, a situacdo onde ¢’(0) = 0 é um caso limite do ponto de
vista do resultado de existéncia. De fato vimos que quando ¢’'(0) > 0 nao existe solugao
de (2.1) e quando ¢'(0) < 0 o Teorema 2.14 aplica-se. Diremos que o caso ¢'(0) = 0 é

o caso “massa zero”. Esta situacao aparece em certos problemas relacionados a equacao
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de Yang-Mills, ver [14] e [15]. Nesta Segao provaremos a existéncia de um resultado mais
geral que o Teorema 2.14 que também inclui a situagao quanto ¢’(0) = 0. Vamos assumir

aqui que g : R™ — R é continua e satisfaz:

N +2
(Mz-1) ¢(0) =0 e limsup &f) <0, quando = re
s—0t S N —2

(Mz-2) Existe & >0 tal que G(&) > 0.

Mz-3) Seja & = inf{¢& > 0;G(£) > 0}. Se g(s) > 0,Vs > & entao lim 92 _ .
( ) Seja & {£>0;G(¢) > 0} g(s) >0, §

s—+00 Sl

Defini¢ao 2.15. Definimos o conjunto DY2(RY), como sendo

D = {u e L* (RY); Vu € L*(R™)}.

Observacao 2.6. Sabemos que para N > 3 e 2" = ]\2,—]7\[2 o conjunto D?(RY) munido do

produto interno e da norma

2
(u,v>:/ Vu- Vodr o HuHDm:(/ |Vu|2dm) ,
RN RN

¢ um espaco de Hilbert obtido através do completamento de D(RY)

Teorema 2.16. Assumindo as hipdteses (Mz-1)-(Mz-3), entdo existe uma solugao u da

equacao

~Au = g(u) em RY,

o qual é positiva, esfericamente simétrica e decrescente (com r), tal que, u € DVY*(RY). E

mais ainda, v é uma solucao classica.

Demonstragao: Vamos modificar a func¢ao g por g(s) = g(s A so) se existe sg > & tal

que g(sg) < 0. Denotaremos por g a fun¢io truncada §g. Considere o problema

min{7T(w);w € D**(RY), |G(w)| € L*(RY), V(w) = 1}. (2.37)

onde novamente
T(w) = / |VulPdz e V(w) = G(w)dz.
RN RN
A prova do Teorema se dard em trés etapas:
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Etapa 1: Exiténcia de uma solu¢do minimizante do problema (2.37)

Tomemos wgr como no Lema 2.12. Logo vemos que:
A= {we DPRY); |Gw)] € LNRY),V(w) = 1} # 0.

Seja u, uma sequéncia minimizante de (2.37), isto é, u, € A e

T(up) ¢ k =inf{T(w);w € A}, quando n — +o0.

Podemos sempre assumir, como na etapa 1 da prova do Teorema 2.10, que u,, € nao

negativa, esfericamente simétrica e nao crescente. De fato se w, ¢ uma sequéncia

*
n

*

*) é a simetrizacdo de Schwarz de w,,.

minimizante, entao assim sera (u}), onde (u
Note que nao ha dificuldades em definir a simetrizacio de Schwarz em DZ(RY),
(veja no Apéndice). Logo [|un||pizgyy € portanto |[u,| e vy permanecem limita-

dos. Depois do truncamento de G, segue da hipotese (Mz-3) que

lg(s)] <C+sl, seR. (2.38)

Logo para qualquer R finito, existe uma constante Cg tal que

/B |G (un)|dz < Ck. (2.39)
R
De fato,
s |S|l+1

Gl = [ Tt < s+ 5

Chame 1 =(Cy e C = (. Entao
IG(s)| < O1s+ Cols|™!

implica

s Cis?  Cy|s|t+?
t)|dt < .
| latolar < S5+ S

C C
Chame agora 03:71604: 2

T2 Assim

/ lg(u)|dz < Cyu? + C'4|u|l+2.
RN

Como u é radial e u € H'(RY) entao dado U(x) = u(z) q.t.p. temos
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a=-N)

u(x)] = [U(z)] < Ol = [lull gy »

para |z| > ay sendo Cy e ay dependendo apenas da dimensao N. Como

2
foller, = ([ e+ [ (9uiae)”
RN RN

segue que:

||u||§{1(RN) = / u2dx+/ |Vu|?dx
RN RN

< 05/ |vu\2dx+/ |Vu|*dx
RN RN

= Cﬁ/ |Vul2dz < oo,
RN

pois u € DV2(RY).

Logo |u(z)| < co. E isto implica que existe uma constante Cg tal que

/ G(u)|dz < Cr.
RN

De fato, pelo Lema radial A.6 do Apéndice

lun(r)| < Cr=e,

onde a > 0 depende apenas de N e C' depende apenas de ||Vun||L2(RN) que é

limitado pois u, € DM?(RY). Entao |u,(r)] < B(r) e lir+n B(r) = 0. Basta tomar
r—r+00

B(r) = Cr~=®. Usando (2.39) e V(u,) = 1 vemos para qualquer R > 0 fixado, existe

uma constante C'g tal que

/ G(uy,)dx > Cg. (2.40)
RN Bp

Ponha gt = max{g,0} e ¢ = —min{g,0}. Assim g = g* — g~ e gT,9g~ > 0.

Escrevamos:

Gi(z) = /OZ gt(s)ds e Gy(z) = /OZ g (s)ds.

Logo G = G; — (5 e isto implica que:



o4

/ G(uy)dx :/ Gl(un)dx—/ Go(uy)dx,
RN —Bp RN—Bp RN_Bg
de (2.40) temos

/ G1(up)dx — / Go(up)dr > —CRp,
RN _Bp

RN—Bp
segue que

/RN_B Ga(un)dz < Cg +/ G (up)da. (2.41)

RN—Bpg
No entanto sabemos que 0 < w,(r) < f(R) para r > R, n € N onde (R) — 0
quando R — +o00. Pela condigdo (Mz-1) e para R suficientemente grande, existe

uma constante eg > 0 tal que

0 < Gi(un(r)) < eglun ()™, >R, neN

Além disso (ainda por (Mz-1)) podemos supor ez — 0 quando R — +o00. Logo

/ G () |dz < 25 / fup[*dz < Cep. (2.42)
RN_Bg

RN —Bp
Este fato juntamente com (2.39) mostra que G1(u,) é limitado em L'(RY). Logo a
menos de subsequéncia u, — u em DV?(RY) e u,, — u quase sempre em R quando
n — oco. Note que u é nao negativo, radial e nao crescente. Logo para qualquer R,

como u,, é limitado em H'(Bg) entdao usando (2.38) tem-se

/ G1(uy)dx — G1(u)dx quando n — +oo0.
Br

Br
E por (2.42)

/ |G1(uy)|de — 0 quando R — 400,
RN —Bp
uniformemente com relacao a n. Portanto

/ G1(up)dz — G1(u)dz quando n — +oc. (2.43)
RN

RN

De V(u,) = 1 temos que
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/RN G(up)dr =1

Gi(up)dr =1+ Ga(uy,)dz. (2.44)

RN RN

ou seja,

Observe que G(u,) satisfaz as hipoteses do Lema de Fatou (ver Apéndice). Entao
de (2.43) e (2.44)

Go(u)dz < liminf Go(up)dz = liminf (—1 + Gl(un)da:> :
RN

RN n—+oo JpN n—-+00
assim,
/ Gi(u)dr > 1 +/ Go(u)dz,
RN RN
isto é,

V(u) > 1.

Por outro lado sabemos que

T(u) < lim T(u,)=k.

n—-+oo

Portanto concluimos como na prova do Teorema 2.10 que V(u) = 1, ou seja, u € A

e T'(u) = k. Isto significa que u é solu¢ao do problema minimizante (2.37)

Etapa 2: Existéncia de um multiplicador de Lagrange 6 > 0

Vamos mostrar que existe 6 # 0 tal que —Au = fg(u) em RY. Observe que

u € H'(C.) sobre qualquer regiao

1
ng{xERN;e<|$|<—}, para 0 <e < 1.
5

Denotando por D}? o espaco das fungoes radiais em D', observemos que u é

também solugao do problema abaixo

min{7T (w);w € D*,w =u em RY —C., V(w) = 1}.

Este ¢ um problema classico no célculo variacional, quando 7" e V' sao funcionais
C' em H'(C.), para todo ¢ > 0. Isto é, —Au = fg(u) em D'(RY — {0}). Para
ver que esta equagdo é também satifeita na origem, usaremos o resultado de [16|
acerca das singularidades de solucoes de problemas elipticos semi-lineares. De fato,

se u € H'(By) satisfaz:
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—Au=60g(u) em D'(B; —{0}),

e g verifica a condi¢ao (2.38), entao a equacao é satisfeita na origem:

—Au = Og(u) é satisfeita em D'(RY).

A possibilidade # = 0 se da por V(u) = 1. Podemos eliminar também o caso
6 < 0, pelo mesmo argumento usado na Secao 3.3. De fato se w € D(RY) é tal
que g(u)wdx > 0, entao para 6 < 0 e € > 0 suficientemente pequeno a funcao
v = u]Riij-V&?w satisfaria V(v) > V(u) =1 e T'(v) < T'(u). No entanto por uma simples

mudanca de escala isto é impossivel. Logo u € DV2(RN) N HL (RY) satisfaz

loc

—Au=0g(u) em RY com 6> 0.

Etapa 3: Regularidade da solucao de (2.1)

Usando uma mudanga de variavel, podemos obter que u,; ¢ uma solugao positiva,

esfericamente simétrica e nao crescente de (2.1). Escrevamos (2.1) como

~Au = q(zr)u em RY,

onde ¢(z) = % Por (2.38), ¢ € L (RY). Como u € H},

contrar por um resultado de Brezis & Kato [11] que v € L} (RY) para 1 < p < +o0.

loc

(RY™), podemos en-

Um argumento de bootstrap mostra entdo que u € C?(RY) como anteriormente.
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3 O TEOREMA DO PASSO DA
MONTANHA

3.1 INTRODUCAO

Métodos variacionais sao uma das principais ferramentas utilizadas para atacar prob-
lemas na teoria de equagoes diferenciais ordinarias e parciais nao lineares. O problema
variacional consiste na obtencao de pontos criticos para um funcional associado, de modo
natural, ao problema diferencial. E interessante observar que o problema de minimiza-
cao de funcionais é o objeto central do Calculo das Variacgoes Classico e que, em
seu estudo, equacgoes diferenciais aparecem de modo natural, como condicoes suficientes
a que a funcao que minimiza o funcional deve satisfazer. Assim a minimizacao de um
funcional no Calculo das Variacoes Classico é reduzida ao estudo de um problema na
teoria das equacoes diferenciais. Esse programa tem sucesso, na medida que o problema
seja tratavel por alguma outra técnica. A ideia de inverter a direcao deste programa, isto
é, tratar equacoes diferenciais através do estudo de um funcional associado aparece em
meados do século XIX, de modo explicito com Dirichlet e Riemann. Esses matemaéticos
usaram esse procedimento para lidar com o que hoje chamamos problema de Dirichlet
para a equacao de Laplace. Surge assim o método direto do Calculo das Variacoes, que
consiste em estudar diretamente o funcional e procurar obter seu minimo. Entretanto
existem funcionais que sao ilimitados conforme visto no Capitulo anterior Proposi¢ao 2.6.
Para estes casos a busca por pontos criticos toma outros rumos. E a ferramenta principal
neste sentido é o famoso Teorema do Passo da Montanha que nos permitird encontrar
pontos criticos do tipo “sela” para o funcional associado. Neste Capitulo veremos o Lema
de Deformacao de Clark que serd usado na demonstracao do Teorema do Passo da Mon-
tanha bem como uma aplicacao deste ultimo. E por fim este belissimo resultado sera
usado no Capitulo seguinte como uma importante caracterizagao das solugoes de energia

minima, tema central deste trabalho.



o8

3.2 PONTO CRITICO E DEFORMACAO

Denotaremos H por um espago de Hilbert real, com norma ||.|| e produto interno

(,). Seja I : H— R um funcional nao linear em H.

Definicao 3.1. Dizemos que [ é diferenciavel em v € H se existe v € H tal que

I(w) = I(u) + (v,w —u) + o(||lw —ul|), YweH

o elemento v € H, se existe, é tnico. Escrevemos I'(u) = v

Definicao 3.2. Definimos os conjuntos C, A., K., sendo ¢ € R , como:
C={l€C'(H,R);I': H— H é Lipschitz continua em um subconjunto limitado de H}
A ={ue HiI(w) < ¢}
K.={ue H;I(u)=c e I'(u) =0}

Definicao 3.3. Dizemos que o nimero real ¢ é valor critico se K, # ()

Observacao 3.1. Vamos mostrar que se ¢ nao é um nivel critico, podemos deformar o
conjunto A.,. em A, . para algum ¢ > 0. Como H geralmente é de dimensao infinita,

precisamos de algum tipo de condigao de compacidade, o qual definiremos a seguir

Definigao 3.4. Um funcional I € C(H,R), com ¢ € R, satisfaz a condigao (PS)e,

conhecida como Palais Smale, se qualquer sequéncia (uy)52, C H tal que, quando n — oo,
(1) I(u,) — ¢
(ii) I'(u,) — 0

admite uma subsequéncia fortemente convergente em H.

Lema 3.5 (Lema de Deformagao de Clark). Seja I € C satisfazendo a condigao (P5S)..

Suponha que
K.=10.

Entao para cada € > 0 suficientemente pequeno existe uma constante, 0 < § < € e uma
fungao n € C([0,1] x H; H) tal que

m(u) =n(t,u), (0<t<1, uweH)

satisfaz:
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(i) mo(w) =u, ue H;
(i) m(u)=u, u¢ Ie—zc+e];
(i) I(n(uw) < I(w), ueH e 0<t<L;

(iv) m(Acrs) C Acs.

Demonstracao: Inicialmente afirmamos que existem constantes ¢ > 0, ¢ > 1 tais que

|I'(u)|| > o para cada u € Ay \Ac. (3.1)

De fato, suponha por absurdo que nao ocorra (3.1). Entao existem sequéncias o — 0,
er = 0eup € Acrc\Aee com || I'(ug)|| < ok. Pela hipotese de I satisfazer (PS),. implica

que existe uma subsequéncia u,, — u em H. Como I € C'(H,R), fazendo j — co temos:

u€ Ay C Aee
= I(u)=c e I'(u) =0.
1" (ur) | < o

Logo K. # () o que contradiz a hipotese. E isto prova a afirmacao.

Fixemos agora ¢ tal que:

2

O0<d<e e 0<5<%.

Definamos os conjuntos
X={ueH;I(u)y<c—e ou I(u)>c+e}

Y={ueHjc—6<I(u) <c+d}.

Como I € C entao I’ é limitado em algum subconjunto limitado de H. Assim a funcao
que leva u +— dist(u, A) 4 dist(u, B) é limitada por baixo por uma constante positiva em

cada subconjunto limitado de H. Logo a funcao

B dist(u, X)
 dist(u, X) + dist(u, )’

g(u) u€ H,

satisfaz:
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(a) 0<g <1
(b) g(u) =0, Yue X, poisse ue X, dist(u,X)=0= g(u)=0;

(c) gluy=1, YueY, poisse ueY, dist(u,Y)=0= g(u)=1.

Definamos as func¢oes h : R - Re V : H — H pondo

) 1, se 0<t<1
() = o s (3.2)
t
V(u) = —g(h(|I'(W)[)I'(u), ueH. (3.3)

Notemos que V' é limitada pois:

V()| < lg@@)lIA( @)D ()] < [ (u)] < oo.

Consideremos agora para v € H a EDO

dn

dt( )=V(n(t)) com t>0

(3.4)

1(0) = u.
Como V é limitado e Lipschitz continua em algum conjunto limitado segue do “Teorema
da existéncia e unicidade” (ver em [32]) que existe uma tnica solugao de (3.4) para todo
tempo ¢t > 0. Denotemos esta solugao por n.(u) = n(t,u), t > 0 e u € H. Restringindo
ao intervalo 0 < t < 1 temos que n € C([0,1] x H, H) e ainda no(u) = n(0,u) = u e

m(u) =useu¢ I c—e,c+e]. Com isto mostramos (i)-(ii)

Mostremos agora (iii). De fato, calculando 4 1(n(u)) tem-se que

Crw) = () =
= I'(m(u).V(n(u) =
= () =g () R (e () )1 )] =

= —g(m(w)- R () I 1T (e ()]
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d
Em particular para t € [0, 1] temos que g > 0e h =1 > 0. Logo %I(Ut(u)) <0, com

0 <t < 1. Isto significa que I(n:(u)) é nao crescente para 0 < ¢ < 1. Em particular

I(no(u)) > I(n(u)), 0<t<1,

e por (i) no(u) = u. Logo

I(n(w)) < I(u), se ue H e 0<t<1,

e isto prova (iii). Resta apenas mostrar que 7;(A.+s5) C A._s e para isso mostraremos que
para qualquer u € A.ys tem-se 17y (u) € A._5. De fato, seja u € A.is. Se n(u) ¢ Y entao
I(ne(u)) < c— 9= n(u) € A._s e o resultado segue.

Podemos entao supor 7;(u) € Y com (0 <t < 1). Pelo que vimos acima

d

2L (m(w)) = =g (e ()R (e () )- 17 (e ()1 (3:5)

como n(u) €Y, (0 <t <1)entao g(mn(u)) =1, (0 <t <1). Logo a expressao (3.5) fica

igual a:

d

2L (m(w) = A(IL (e () )1)- 12 (e () I (3.6)

Temos duas possibilidades:

ou [[I'(m(u)ll <1 ou [[I'(me(u))ll = 1.

Se (12 (ne(w)]| < 1, entd@o | I'(me(w))||* < [[I'(ne(w))]| < 1. Por (3.2) temos

A (ne(w)]) = 1.
E por (3.1),
11" (ne(w))|| > o

Logo

d

() = = I (n(w)]* = o> (3.7)

Se || (n(w)| = 1 entdo 1 < | I'(me(w)) || < |[I'(1(w))||*. De (3.2) temos que



62

, B 1
E por (3.1)
1 (e (u))] = o
Logo
L 1) = —— P )P = = I ()| < —o (3:8)
dt (17 (e ()] - '

Como ¢ > 0 as desigualdades (3.7) e (16.2) nos dizem que I(1m;(u)) é decrescente

Vt > 0. Para concluir vale lembrar que:

e Como u € Acrs = I(u) < c+0.

2 2 2
° Com00<5<%:>c+5—02§c+%—02:c—%<c—5.
Assim
I(n(u)) < I(no(u)) —o* =1I(u) —0* <c+6—0><c—0.
Portanto

I(ni(u)) < I(no(u)) —o* =1(u) —0* <c+6—0><c—08 = n(u) € Acs.

E isto prova (iv) e o Lema |
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3.3 O TEOREMA DO PASSO DA MONTANHA

Teorema 3.6 (Teorema do Passo da Montanha). Seja I € C satisfazendo a condig¢ao
(PS).. Suponha que

(MP-0) 1(0) = 0.

(MP-1) Existem constantes pg > 0 e g > 0 tais que

I(u) 2 6o e lull = po.

(MP-2) Existe um elemento vy € H tal que

[uoll > po e I(uo) < 0.

Entao

b = inf max I(y(t))

~verl' t€]0,1]

é um valor critico de I onde

I'={yeC([0,1], H);7(0) =0 e (1) = uo}.

Observagao 3.2. (i) Denotamos acima MP= (“Mountain Pass”) com o intuito de facil-

itar a referéncia de que se trata das hipoteses do Teorema do Passo da Montanha

(ii) O nimero b sera chamado minimax ou valor do Passo da Montanha
Demonstracao: Inicialmente notemos que para qualquer caminho v € I' que atravessa
a esfera S, (MP-2) implica que
b > min I(u) > &y > 0.
uesS,

Suponha, por reducao ao absurdo, que b nao seja valor critico de I. Entao

K, = 0.

Tomemos um ¢ suficientemente pequeno tal que



64

do
O<e< —.
53

Assim pelo Lema de Deformacao de Clark existe uma constante 0 < § < £ e um homeo-

morfismo 7, : H — H tal que

m(Aprs) C Ap_s, (3.9)

e ainda 1 (u) =use u & I"1([b — §,b+ d]). Escolha um caminho vy € T tal que

max I(y(t)) < b+9.

0<t<1

Definamos

a : [0,1] — H
t > mon(t).
Observe que v € T' pois a(0) = n; 09(0) =n1(0) =0 e a(l) =n oy(1) = i (ug) = uop
pois ug & I*[b—4§,b+6]. Como max I(v(t)) < b+, entao em particular I((t)) < b+,
0 <t <1 Logo v(t) € Apss. E por (3.9) concluimos que m;(y(t)) € Ap_s = I(m(y(t)) <
b—0 = I(a(t)) <b—4¢. Com isto obtemos que

b= inf max I((t)) < b—
Inf max (v(t)) 9,

o que é uma contradi¢ao. Portanto b é um valor critico de I. E isto prova o Teorema M

3.4 APLICACAO

Nesta Se¢ao (sob certas condicoes sobre f abaixo) usaremos o Teorema do Passo da

Montanha para mostrar a existéncia de solucao para o problema

—Au=u+ f(z,u) , €
(3.10)
u=20 , x € 09,
onde Q € RY é um dominio limitado com fronteira suave e A < \; com \; sendo o primeiro

autovalor associado ao problema
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—Av=Xv , z€
(3.11)
v=20 , x € 0.
Vamos assumir as seguintes hipoteses para a fungao f:
(f1) f(z,€) € C(AxR;R).

(f2) Dado € > 0, existem constantes positivas C. > 0 e s > 0 tais

[f(2, )] S elél + Celé”, Vs€Q e E€R

N +2
onde1<s<N+2seN2361<s<+ooseN:10uN:2.

(f3) Existem constantes 2 < k < s e r > 0 tais que

0 <kF(x,8) <&f(x,€), para [¢] >,

onde F(z,§) = /6 f(z, t)dt
0

Observacao 3.3. Denotaremos por:
%
o |jull = (/ ]Vu]Qdm) a norma em H} (),
Q

1
o |lull, = (/Q \u|pdx> " a norma em LP(Q).

Teorema 3.7. Suponha A < A1 e que [ satisfaz (f1) — (f3). Entao o problema (3.10)

possui uma solucao fraca

Demonstragao: O funcional I : H}(2) — R associado a (3.10) ¢ dado por

I(u) = %/Q(WUP ~ ?)da — /QF(x,u)dm,

3
onde F(x,&) = / f(z,t)dt. Usando as hipoteses (f1) — (f3) mostra-se (ver [33]) que I
0

¢ de classe C'. Vamos mostrar que

I'(u)v = /Q(Vqu — \uv)dx — /Qf(a:,u)vdx, YV ou,v € Hy(Q).

Com efeito:
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I(u+tv) — I(u)

I'(u)v = lim =

t—0 t

= lim (% fQ(|Vu + o = Au + tv)?)dz — fﬂ F(z,u+ tv)dx)

N t—0 ¢ —
(% Jo(IVul? = M)dz + |, F(:v,u)d:c) B

t

1 3 Jo(2EVuVY + 2ol — Muv — of)de — fo(F(x,u+ tv) — Fz,u))de

= lim _
t—0 t

_ /(Vqu — uv)dz — / lim F<x’”+“’t) — P,
Q

Q t—0

= /(VUVU — duw)dz — / F'(z,u)vdx =
Q

Q

= /(VUVU — Auv)dr — / f(z,w)vdx, Vu,v € H&(Q).
Q Q

Nosso objetivo é mostrar que o funcional I verifica as hipoteses (MP-0) - (MP-2) do
Teorema do Passo da Montanha obtendo entao um ponto critico ug que fard com que

I'(up)v = 0, 0 que implicara em:

/(VUQVU — Augv)dzr = / f(z,uo)vdr, Vv € HY(Q),
Q Q

que é portanto uma soluc¢ao fraca para o problema (3.10). Primeiro notemos que para

A < A1 a funcao

Il Ho(2) — R

1

v — ||u||*=( / <|Vu|2—Au2>dx) |
Q

define uma norma em H} () e que esta associado ao produto interno
(), @ HY} Q) x H}(Q) — R

(u,v) — (u,v), = /Q(VUVU — \uv)dzx.

Afirmacgao 3.8. As normas || ||, e || || sdo equivalentes em H;(f2)

De fato, pela desigualdade de Poincaré temos,



Jull? / (IVal? — Ma?)da

= /\Vu\2dx—)\/u2d:c
0 0

A
> /\Vu\zdx——/|Vu|2d:E
Q At Jo

A
— (1—A—) lull*, Yue H} Q) e 0 <A< .
1

2\ 2
Ponha ¢; = (1 - —) . Assim:
A1

lull, > erllull, Vu € Hg(Q).
Para A < 0, basta considerar c¢; = 1, pois,

full. = [ (VuPde [ juP = [ [9uPds = ul)
Q Q Q

lll, = lfull-

ou seja
Tomando ¢; = min{c;, 1} mostramos que existe ¢, > 0 tal que para A < A;

lull, > ez [lull, Vu € Hy(Q).

Por outro lado,

Hqu:/ ]Vu|2dx—)\/u2dx§/\Vu\zdx—i-\)\\/\u]de,
0 0 0 0

Vu € H}(2) e A< ). Eisto implica que:

A A
ol < [ 1vapas =B [ 19upar = (1= 3 Jul?,

AV
Ponha c3 = ( 1+ ) Assim,
1

[l < es full -

Com isto mostramos que existem constantes cy e c3 tais que

67
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ez [Jull < Nlull, < esllull Yu € Hy(€),
e isto prova a afirmacao.

A seguir vamos mostrar que [ verifica as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.
Como comentamos no inicio dessa demonstracao, sabemos que I ¢ C*, resta mostrar que

I satisfaz a condicao (PS) e as hipoteses (MP-0) - (MP-2).

(i) Verificagao da Condicao (PS):

Seja u, uma sequéncia do tipo (PS) isto é

I(u,) = ¢ e I'(u,) = 0, quando n — oo. (3.12)

Vamos mostrar que (u,) possui uma subsequéncia convergente. Inicialmente note-

mos que:
1, 1 9 9
I(u,) — E] (Up)ty, = 5 (IVu,|* = Auy)de — | F(z,u,)dr —
0 0
11 9 9
— = [ (|Vun|* = Mui)de — [ F(z,u,)u,dx| =
k|2 Jq Q
= (5 4) L0TuP = NuaP)+ [ (G~ Faw) ) =
= 9 L o Un, Up o A T, Up)Un Ty Un -
11 , 1
= (5-2 - _F .
(3-1) ol + [ (76— P ) ds
Como || ||, e || || s@o equivalentes entdo existe ¢y e c3 positivas tais que

callull < [lull, < csllull, Yu € Hy().

Em particular, ¢ ||ul| < ||lu||,. Logo:

I(w,) — %I’(un)un > (% _ %) & Il + /Q (% (@ ) — F(;E,un)> .

Definamos

X, = {2 € U lun(x)] =1} e pla,t) = %f(:c,t)t ).

Entao
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1 1 1
I(uy,) — E]’(un)un > (5 — E) o ||unl| —|—/X o(z, uy,)dx —I—/X o(x, uy)dz. (3.13)

C
n

Relembrando a condigao (f3) temos que existem constantes 2 < k < s e r > 0 tal

que
0 < kF(2,€) < £f(2,€), para [€] >
Assim
F(r.6) < $1(2.6),
logo
p(r,€) >0, V¢ =,
e portanto

/ o(x,u,)dx > 0.

n

Isto significa que podemos remover este termo da desigualdade (3.13) sem alterar a

mesma, isto é,

1 1 1
) = > (5= 1) eellall+ [ ol

n

Logo podemos afirmar que

1 1 1
I(u,) — Ell(un)un > <§ — %) 2 |Junll — /ng(x,un)dx.

Como F' e f sao continuas entao g(x,t) = |p(z,t)| também é continua. Assim, uma
vez que Q x [—7,7] é compacto entdao g é limitada nesse compacto. Logo existe

c3 > 0 tal que

lg(z,t)| < e3, Y(z,t) € Qx [—r 7]

Isto nos permite concluir que

lp(z, )] < e, Vo€ (X,)"

Portanto
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1 1 1
Tw) = 11wy, > (———)@nunn— | tetw i

_ (% _ %) ¢ lun| — can((X)°).

Onde j(A) denota a medida de Lebesgue do conjunto A. Como (X,)¢ C Q entdo

(X)) < p(€2). Logo

1 1

)~ 1y, > (5 - z) s lunll — csp(©).

Como €2 é um dominio limitado entdo u(2) = ¢4 < +00. Dai

1 1 1
I(un) - EII(UTL),U/TL 2 <§ — E) Co H'U,nH — C3C4.
Portanto
1 1 1

Usando (3.12) temos que dado € > 0, existe n; € N tal que para cada n > n; tem-se

| (u,) —c| <e.

Em particular

I(u,) <c+e, ¥Yn>n.

Ainda usando (3.12) existe ny € N tal que para cada n > ny tem-se

1 (un) || <&,

ou seja

[T (up)un| < ellunll, Vn > no.

Assim tomando € = 1 e ng = min{ny, ns} obtemos que
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1 1
I(uy) — EI’(un)un > 14 ct - |lunll ¥n > no. (3.15)
De (3.14) e (3.15) segue

1 1 1
1 +c+ E H'LLnH 2 (5 — E) Co Hun|\2 — Cs.

1 1 1
PonhaM:1+c+c5,P:EeQ: (E_E) Co.Assim

M+ Pllugl| > Q. ¥ > no.

Portanto

mostrando que u, ¢ limitada em H}(Q). Como H{(f2) é reflexivo entdo por um
resultado em (Brézis Teorema 3.18 [11]) existe uma subsequéncia (u,,) em Hg(£2)
tal que u,, — uem Hj(Q2) quando n — oo. E pelo Teorema de Rellich-Kondrakhov

ver [23| temos

HY(Q) —— LP(Q), Vp>1.

Entao existe uma subsequéncia u,, — u em LP(2) e u,, (v) — u(zr) q.t.p. em
2 quando n — oo. Denotando esta subsequéncia por wu, obtemos entao por esta

analise acima que

e u, — uem H}(Q), quando n — oo.
e u,(r) = u(z) q.t.p. em £, quando n — oo.

e u, — uem LP(2), quando n — oc.

Parap € [1,2*)se N >3 epe€ [l,+00) se N =1, ou N = 2. Usando as condigbes

de crescimento da funcao f, existem constantes ai, as > 0 tais que

|f(z,t)] < ar|t| + aslt]P, Yz e Q e t €R.

Logo

| (2, un)| < anlun] + azlun[”. (3.16)
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Esta desigualdade implica que:

|f(:c,un)un\ S al’unP + Gz’un|p+1,

e também

[E(, un)| =

/Oun f(z,uy,)dx

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada obtemos que

= / " |f (2, u)|de < @1un)? + @zfu,[PH
0
/f(:z:,un)dx — / f(z,u)dx, Yov e H&(Q), (3.17)
Q Q

/f(x,un)undx%/f(x,u)udx, Yu € Hy (). (3.18)
Q Q

Usando a definicao do funcional I vem que

0 < |t — ul|* = I'(up) iy, — /Q [z, up)upde — I'(uy)u + /Q [z, up)ude — (uy, u),

e sendo que

I'(up)uy = I'(up)u = (uy, u), = on(1),

conclui-se

0 < [lun — uf]? = / £ unude — / F (s tun)undz + on(L),

e portanto fazendo n — 400 obtemos por (3.17) e (3.18) que

|t — u||” = 0, quando n — oo,

isto é,

u, —u em H;(Q), quando n — oo.

Logo (u,) possui uma subsequéncia convergente em E. E isto mostra que [ satisfaz

a condigao (PS).



(ii) Verificagao da Condicao (MP-0)

De fato

1

1(0) = 5/9(|V0|2 — \0?)dz — /QF(x, 0)dx = —/QF(x,O)dm.

3
Como F(z,§) = / f(z,t)dt entao F(x,0) =0, logo I(0) = 0.
0

(iii) Verificacao da Condigao (MP-1)

Da condigao (f2), dado € > 0, existem constantes C., s > 0 tais que

|f(z, &) <elé]+ Celé]®, onde 1 <s<2"—1.

Logo

3 3 C.
Flo.©) < 1P| = | [ S| < 17 o< Sep+ S

Como

1
I(u) = 5 lu|? — /QF(:J::,u)dx,

entao

1
Iw) 2 5 ol =5 [ uPdo— [ Colulae
2 2 Ja Q

A desigualdade de Poincaré nos diz que

/ lu|?dr < C’/ \Vul2dz, Yu € H(Q),
0 Q

e Q C RY, um dominio limitado.

Logo

1 € s
Ia) 2 5ll? - 5C [ [VuPde - il -
Q
1 2 2 s+1
= 5l = ColulP € st

Como || ||, e || || s@o equivalentes entao existe Cs > 0 tal que



v

1 2 2 s
I(u) 5 Il = Ca flully = Crflull =

s+1 —
2 1
= Cullull = Cullullily -

Usando as imersoes continuas de Sobolev, existe Cy > 0 tal que

1 2 s+1
I(u) 2 5 flull = Ca[lu] e

Da desigualdade acima, concluimos que existe dp > 0 e py > 0 tal que

I(u) > 09 >0 para |jul| = po

e isto prova que [ satisfaz (MP-1).

(iv) Verificagao da Condicao (MP-2)

Por (f3), existem constantes 2 < k < s e r > 0 tal que

0 <kF(x,8) <&f(x,€) para [¢] =7

Esta desigualdade, implica na existéncia de constantes C; e C5 tais que

F(z,8) > CilE]F = Cy, VEER e z€Q.

Para cada v € Hj(Q2)\{0} e t € (0, +00) temos que

2

t
I(tu) = 5 lu|? — /QF(x,tu)dx.

Como || ||, e || || s@o equivalentes entao existe Cs > 0 tal que ||ul|, < Cs |Ju]l.

Logo

2
I(tu) < 03% lul? = / F(a, tu)da.
Q

De (3.19) concluimos que:

t2
I(tu) < Oyl / (Cultul + Cy)de,
Q

portanto,

74

(3.19)
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I(tu) < Cat? [[ul|* = Crt* [|ull i + Cap(),

onde 1(2) denota a medida de Lebesgue de Q2. Como k > 2 segue que

lim I(tu) = —o0.
t—+00

Logo existe v € H}(Q) tal que

lv]] > po e I(v) <O.
Tal fato mostra que [ satisfaz (MP-2).

Finalmente, podemos aplicar o Teorema do Passo da Montanha e garantir a existéncia

de ug € H}(Q) tal que

I(uo) = b= inf max 1(v(1)),

onde b é um valor critico de I. Logo

I'(up)v = /Q(VUOVU — Augv)dx — /Q f(z,up)vdx = 0.

Isto implica que
/(VuOVv — Ayv)dr = / f(z,up)vdr, ¥V v e Hy(Q).
Q Q

Portanto ug é uma soluc¢do fraca para o problema (3.10), finalizando a demonstragao do

Teorema.
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4 SOLUCOES DE ENERGIA
MINIMA

4.1 INTRODUCAO

Neste Capitulo estudaremos uma caracterizacao do passo da montanha para as solucoes

de energia minima da equacdo nio escalar e nio linear em R”, vista no Capitulo 1

—Au = g(“)a u € Hl(RN)v

onde N > 3. Sem a hipotese da monotonicidade de t — @ mostraremos que o valor do

Passo da Montanha ( o valor critico b, visto no Capitulo 2) é igual ao nivel minimo de

energia.

Definig¢ao 4.1. Uma soluc¢ao w(x) de (2.1) é dita solugao de energia minima se, e somente

se, I(w) = m, onde

m = inf{I(u);u € H'(RY) e u ésolucdo de (2.1)},

el: HY(RY) — R ¢ o funcional acdo (visto no Capitulo 1) dado por
1 2
I(u) == |Vu|*dx — G(u)dz, (4.1)
2 RN RN
com G(s) = / g(7)dr. E mais ainda, o nimero m sera chamado nivel minimo de energia.
0

Observacao 4.1. Mostramos no Capitulo 1 Teorema 2.10 que para

T(u) = /RN VulPdz e V(u) = G(u)dz,

RN
o problema
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min{7(u);u € H'(RY) e V(u) =1},

sob as hipoteses (hgl) — (hg3) possui uma solugdo. Além disso mostramos no mesmo

Teorema que existe um multiplicador de Lagrange 6 > 0 tal que u satisfaz

—Au = 0g(u), com ue H'(RY).
Assim tomando o = V0, u,(7) = u(%) é uma solucio de (2.1).

Observacao 4.2. Na Secao 2.5 do Capitulo 1, mostramos a regularidade da solugao de
(2.1)

Observacao 4.3. E finalmente no Teorema 2.14 da Secao 2.6 mostramos que a solucao
de mencionada na Observagao 4.1 tem agdo minima dentre todas as solugdes de (2.1),
isto é, se w é solucao de (2.1) obtida no Teorema 2.10 do Capitulo 1 e v é uma solugao

qualquer de (2.1) entao :

0 < I(w) < I(v).

Em outras palavras, w é uma solu¢ao de energia minima e o valor I(w) = m ¢é o nivel

minimo de energia.

4.2 A GEOMETRIA DO PASSO DA MONTANHA

Seja g : R — R uma funcao continua e impar. Consideremos as seguintes hipoteses

para a funcao g

(hgl) —oo < liminf@ < limsup 9(s) =-v<0.
5—0 S s—0 S
. g(s) N +2
(hg2) hsrgigop = 0 onde [ = N 3

(hg3) Existe & > 0 tal que G(&) > 0 onde G(s) = / g(T)dr.
0

Nesta Segdo mostraremos que sob as hipoteses (hgl) — (hg3) o funcional I dado em
(4.1) tem a geometria do passo da montanha. A fim de simplificar a notagao usaremos
(MP-0), (MP-1) e (MP-2) para nos referirmos as hipoteses do Teorema do Passo da

Montanha conforme visto no Capitulo 2 deste trabalho.
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Lema 4.2. Seja ¢ : R — R uma funcao continua e impar. Assuma que ¢ satisfaz
(hgl) — (hg2). Entao I satisfaz (MP-0)-(MP-1)

Demonstracao: Claramente /(0) = 0 logo (MP-0) segue. Vamos mostrar agora que [

satisfaz (MP-1), isto é, que existe py > 0 e 6y > 0 tal que

Iw) 28 e llull ey = po

Para isto, afirmamos que para qualquer € > 0, (hgl) — (hg2) implicam que existe C. > 0
tal que

—g(s8) > (v —¢)s — C.s', ¥s>0.

De fato, temos:

g9(s) g9(s)

(hgl) — oo < liminf == < limsup = = —v < 0.
s—0 S s—0 S
Isto implica que Ve > 0, existe 0 > 0 tal que
0<s<d=lg(s) < (e—v)s. (4.2)
Temos também
(hg2) — oo < limsmpM =0 onde [ = Nz
- s——+o00 Sl N - 2'
Isto implica que Ve > 0, existe A > 0 tal que
s> A=|g(s)| < C.s. (4.3)
Pela continuidade de |=—=| existe 58 > 0 tal que @ < 55, para 6 < s < A. Logo
s
lg(s)| < C.s' para 6 <s < A. (4.4)
Assim de (4.3) e (4.4) obtemos:
9(s)] < (e + C)s', 6 <s. (4.5)

De (4.2) e (4.5) existe C. > & + C. tal que



g(s) < (e —v)s+ C.s' para s>0 > 0.

Como ¢(0) = 0 para s = 0 o resultado ¢ trivial. Logo
—g(s) > (v —¢e)s — C.s', ¥s >0,

provando a afirmacao.

Como ¢(s) é uma fungao impar, temos que para uma constante C? >0 tal que

~6() = = [ atryar = [ ~g(ryir
> /OS (v —e)r — C.A'] dr

1
= §(u —e)s — Cls|'t.

N+2 2N
Mas [ + N—2+ N9 Assim
1 2 12
—G(s)zé(z/—g)s —Cls|*, VseR.

Somando 3|Vul? a expressio (4.6) obtemos que:

1 1 1 *
§|Vu|2 — G(u) > §‘VU|2 - 5(1/ —e)u® — Clul*.

Logo

Iw) = %/RN |Vu|2dx—/RN Glu)da

1 — x
> —/ |Vu\2d:v—|—u/ |uy2dx—c;/ | da
2 RN 2 RN RN
1 .
> —min{l,v — ¢} (/ |Vul? + |u|2dx) - C’é/ lu|? dx
2 RN RN
1 . .
> Loninf1, = e ull — €2 ul

Pela imersao

HY(RYY < L (RY), (ver teorema A.3 do Apéndice)
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temos que existe uma constante C? > 0 tal que

1 . .
I(w) > 5 min{1, v — e} flullzn — CZ [fully -

Escolha py > 0 suficientemente pequeno de modo a ter

1 .
5 min{1,v —e}ps — C”p3 > 0.

Assim, para cada u € H'(RY) tal que ||ul| = py temos que

I(u) > 50,
onde 0y = 3 min{1,v —e}pj — C”pg > 0. Isto prova a condi¢ao (MP-1), concluindo assim
o Lema. m

Observacao 4.4. Na demonstracao do Lema 4.2 podemos ver na verdade que:
I(u) >0 para todo 0 < [lul| g gry < po-

Observacao 4.5. Modificando levemente os argumentos da prova do Lema 4.2 é possivel

mostrar que

N -2
5 ||VU||§ — N/ G(u)dr >0, para todo 0 < |lull; < po.
RN

x
De fato basta tomar u, = u (—)b e aplicar no funcional.
o

Lema 4.3. Seja g : R — R uma funcao continua e impar. Suponha que g satisfaca
(hgl) — (hg2). Entao I satisfaz (MP-0) - (MP-2).

Demonstragao: Sabemos da Lema 4.2 que I satisfaz (MP-0) - (MP-1). Como 1(0) = 0,
entdao pela Observagiao 4.4, provar (MP-2) é equivalente mostrar que I' # (). Este fato

serd mostrado no Lema 4.5 mais adiante. [ ]

Portanto pelos Lemas 4.2 e 4.3 concluimos que o funcional [ satisfaz as hipoteses do
Teorema do Passo da Montanha porém sem a condicao (PS). Assim [ possui a geometria

do Passo da Montanha e o valor

b= inf I(~(t
Inf max (v(1)),
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onde I' = {~(t) € C([0,1], H*(RM));v(0) = 0 e I(y(1))} fica estabelecido, ndo sendo

necessariamente critico.

Exemplo 4.1. Seja F € C'(R?) dado por F(z,y) = exp(—y) — z*. Entao

Eb ::{(xvy);lgttwy)‘< O}’

é desconexo enquanto que nao existe um valor do passo da montanha de altura minima

Zero.

Note, no entanto, que no exemplo acima existe uma sequéncia de caminhos p,,,, dados

por

ligando duas componentes de FEj, tal que E atinge seus méaximos em p,, nos pontos
zm = (0,m), satisfazendo E(z,,) — 0, E'(2,,) — 0 quando m — oco. Mais ainda, os pontos
Zm NAo possuem um numero finito de pontos de acumulacao. Esta falta de compacidade

é responsavel pela a auséncia de pontos de sela do tipo criticos.
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4.3 CARACTERIZACAO DAS SOLUCOES DE EN-
ERGIA MINIMA

Nesta Secao vamos enunciar um Teorema que vincula Solucoes de Energia Minima ao

valor critico do Passo da Montanha. Este resultado ¢ devido a Jeanjean e Tanaka (ver

[11)

Teorema 4.4. Sejam g : R — R uma func¢ao continua e impar satisfazendo as hipoteses

(hgl) — (hg3) e w(x) uma solugao de energia minima da equagao (2.1). Entao

b=m,

onde b é o minimax ou valor do Passo da Montanha e m = I(w). E mais ainda, para
qualquer solugao de energia minima w’(z) de (2.1) existe um caminho v € T' tal que
w'(z) € ([0,1]) e

Esquema da Prova: A prova do Teorema 4.4 consiste de trés etapas

Etapa 1: Construcao de um caminho v € I' tal que

w € 7([0,1]) (4.7)
max I(y(t)) = m, (4.8)

onde w(z) é a solugao de energia minima de (2.1).
Etapa 2: Mostrar que mi7r31 I(u) = m onde
ue
1N N-2 2
P=<ue HR\{0}; —— \Vu|*de — N G(u)dx =0,
2 RN RN

¢ o conjunto das funcdes de H'(RY) que satisfazem a identidade de Pohozaev.

Etapa 3: Mostrar que
Y([0,1) NP #0, Vyel. (4.9)
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A etapa 1 nos da que b < m e as etapas 2 e 3 nos levard a b > m.

A seguir vamos desenvolver, através de Lemas, os resultados que nos levarao a concluir

o0 Teorema 4.4.

4.4 UM CAMINHO SATISFAZENDO (4.7) e (4.8)

Seja w(z) uma solugao de energia minima arbitraria de (2.1) para N > 3. A seguir

vamos provar o resultado que resolve a Etapa 1 do Teorema 4.4.

Lema 4.5. Seja g : R — R uma fun¢ao continua e impar. Suponha que g satisfaca as

hipoteses (hgl) — (hg3). Entao existe um caminho

v €T ={y(t) € C([0,1], H'(RY));7(0) = 0 e I((1)) <0},

tal que w € ([0, 1]) e max I(y(t)) = m.
te(0,1]

Demonstragdo: Vamos inicialmente encontrar uma curva 5 : [0, L] — H'(R") tal que

¥(0)=0, I(v(L)) <0, (4.10)
w € 7([0, L]) (4.11)
tre%xic} I(3(t)) = m. (4.12)
Escreva
~(6)(x) = w (?) , para t >0
0, para t=0.
Vemos que:

(1)

EOI (/ v (7) 2dx+/RNw(§)2dx)é,
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assim

Ao = 92 / V(@) do + ¢V / w(z)de =
RN RN
= Va4 6N [l

Logo 7(t) € C([0, +0), HY(RY)).

Temos também que:

(2)

1G0) = 5 [ ViR - [ GG -

- e e [ o (o))

tNQ

= [Vwl|; -tV /RN G(w)dz.

Além disso como w é solucao de (2.1) segue da identidade de Pohozaev ( Capitulo 1,

Teorema 2.3) que:

N2 0, N-—2 2
/RN G(w)dr = N o |\Vw|“dz = 5N |Vwl|; > 0.
Logo
- tN 2 N
I1(7(t) = [Vw ||2 _tN ||V ||2

Como a poténcia de ¢tV é maior que tN’2

entao existe L > 1 tal que
I(7(L)) < 0.

Agora vamos calcular a derivada em ¢ de I(5(t)). Temos

d N -2 2 ,N-3 _ N -2 N-1
— 7 = - - °N _
N N

_2 2 — 2 —
= THVUJHth 3—THV”WHQ’fN !

N —2 _
= —5 [Vawlf5 V3 (1 — #2).

Assim concluimos que:

i([(’i(t)){ >0, se tel0,1)

dt <0, se t>1.
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Como I(5(t)) é continua I(5(1)) é um ponto de méximo. No entanto como 7(1) = w(x)

e w(z) é uma solugao de energia minima por hipotese, segue que

maxx 1(7(1)) = 1(7(1) = I(w(z)) = m.

Logo para L > 1 suficientemente grande temos que 7(t) satisfaz (4.10) — (4.12). Portanto

para obter o caminho desejado, basta fazer a reparametrizagao

v ¢ [0,1] — [0, L]
t — v(Lt)

4.5 PROVA DA CONDICAO min I(u) =m
ue

Nesta Secao vamos provar o resultado que resolvera a segunda etapa do Teorema
4.4

Lema 4.6. Sejam

P = {u e H'(RM)\{0}; ¥ /RN \Vulde — N [ G(u)dx = o}

RN

e m o nivel minimo de energia. Entao

m = inf I(u).

ueP

Demonstracao: Defina o conjunto

S = {u € Hl(RN);/RN G(u)dr = 1} :

Vamos definir também a seguinte fungao

b: 5P

pondo
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x N =2
O(u)(z) =u (Z) , onde t, =1/ N | Vulf, .

Vamos mostrar que ® estd bem definida.Para isso devemos mostrar que dado u € S,

®(u)(x) € P. Temos que

N -2
—/ Vu (£> ?dx — N G(u (2) dox =
2 RN tu RN tu

N —2
= tiv—2/ |Vu(x)|2dx — Ntiv/ G(U(C(Z)dx —
2 o .
N—-2y 2 N )
= 5 tyty | Vulls — Nt V(u) (mas V(u) =1 pois u € 5)
N-2(N-2\" N[ 2N -2 2 N-—2\" N
= — ( N ) I Vulf, (N_2> IVull,* [Vully = N { 7~ ) 1Vull;

N —2\V N N —2\V N
= N|—— V —N|[—— V =0.

(observe que esta correspondéncia é injetora).

Para u € S, temos:

[(B(w)) = 1/RN yvq><u)|2dx—/RN G(®(u))dz =

: Vu(%>2dx—/RNG<u<%)>dx:

_ 1/

- 2 RN

= HVqu—tiv/ G(u)dz.
]RN

2
2

Como u € S entao, / G(u)dx = 1. Logo:

RN
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N2 2 N
1@@) = S vu - -

o (1 2
= i (GIvals-2) -

5 (1 N -2
= 2 (G Ivull - 7 vl -

1
= (1wl -

1 /N—2\ =
_ 1 (HN—2) N
_’Jv( IN ) IVully

Assim obtemos que:

N-2
_ . L 1 (N=-2\"7 Ny 1 (N-=2\"7 N
) = o) = i (%557) T v = 5 () e

Lembremos que no Capitulo 1 mostramos no Teorema 2.10 que:

min {T(w);w € H'(RY) e V(w) =1},

tem solu¢ao. Onde T'(u) = / |Vul?dr e V(u) = / G(u)dz. Em outras palavras
RN RN
0 min,eg ||Vul3 é atingido. E ainda o ®(u) correspondente ¢ uma solugao de energia

minima.(Pelo Teorema 2.14 do Capitulo 1). Portanto

N—2
_ 1 (N—2\ 7 v
g 1) = 5 (%57) T L9l = rw(e) = m

4.6 PROVA DA CONDICAO 4.9

Nesta Secao vamos provar o resultado que concluird a terceira etapa do Teorema 4.4

Lema 4.7. Seja v € I'. Entao

~([0,1]) NP # 0.
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Demonstragao: Denotemos por P(u) o funcional

N -2
P(u) = —/ |Vul*dz — N G(u)dz,
2 RN RN

que pode ser escrita na forma

N —2
Pl) = 2 |Vul} - N/RN Glu)dz =

N
= S IVul =9l - [ Gluda -

1
_ N(— / Vul*de / G(u)dw)—llw\ii
2 RN RN

= N I(u) ~ [ Vull3.

Pela Observacao 4.5 deste Capitulo, existe pg > 0 tal que

0 < ||lull;n < po implica que P(u) > 0.

No entanto sabemos que existe um caminho v € I" tal que y(0) =0 e I(y(1)) < 0. Logo

P(4(1)) = N - I((1)) = [Vy(D)]l; < N - I(+(1)) < 0.

Isto significa que existe t € [0, 1] tal que

Iv(to) |l 0 > po e P(y(te)) = 0.

No entanto, P((tp)) = 0 implica que y(to) € P. Como (to) € ¥([0, 1]), concluimos que

([0, 1]) NP £ 0.

E isto prova o Lema. u
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5 CONCLUSAO

No Lema 4.5 do capitulo anterior, construirmos um caminho v € I' tal que

we([0,1]) e mnax I(7(t)) = m,

isto implica que

= i < max [ = m. .
b ;gﬁgggﬁf(v(t))_trg[gﬁ (v(@)) =m (5.1)

No Lema 4.6 mostramos que m = inf,ep I(u) e no Lema 4.7 mostramos que:

([0,1)nP #0, Vyel.
LogoV v eI, 3 t, €l0,1] tal que () € P. Assim, obtemos que:

= <1 < = 0. .2
m = inf (u) < mf I((t)) < Inf max 1 (v(t)) =0 (5.2)

Assim de (5.1) e (5.2) obtemos b = m. E disto concluimos que

I(w) =b.

Como w é solugdo do problema (2.1) segue que w é um ponto critico. Portanto provamos

que b é um valor critico sem a condicao de compacidade. E isto conclui este trabalho.
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APENDICE A - APENDICE

A.1 ESPACOS DE FUNCOES

Vamos relembrar aqui as definicbes e algumas propriedades de alguns espacos de

funcoes

Definigao A.1. Seja Q C RY, com §2 aberto. Definimos C°(Q2) o conjunto de todas as

fungoes reais C'*° com suporte compacto em €.

Definicdo A.2. Definimos o conjunto D?(RY) para N > 3 e 2* = (]\?g) como sendo

D (RY) = {u e L*(R"); Vu € L*(RV)}.

Observacao A.1. Sabemos que para N > 3 e 2* = (]3]_\%) o conjundo D?(RY) com o

produto escalar e a norma

(u,v) :/ Vu-Voudz, |ul = (/ |Vu|2d:13)
RN RN

é um espaco de Hilbert. Também sabemos que Dy (RY) é o fecho de C2°(Q) em DH2(RY).

Teorema A.3 (Teorema de Imersoes de Sobolev). As seguintes imersoes sao continuas:

HYRY) — LP(RY), 2<p<oo, N=1,2. (A1)
HYRY) — LP(RY), 2<p<2", N>3. (A.2)
D(RYN) — L¥ (RY), 2<p< 2, N>3. (A.3)

Demonstracao: ver [11] pagina 212 |



A.2 LEMA DA COMPACIDADE DE STRAUSS

Lembraremos aqui um resultado usado na Se¢ao 3.3 do Capitulo 1 devido a [6].

Teorema A.4. Sejam P e ) : R — R duas fun¢oes continuas satisfazendo

P(s)
Q(s)

— 0 quando |s| = +o0.

Seja (u,) uma sequéncia de funcoes mensurdveis: RY — R tal que

sup /RN |Q(un(x))|dr < 400

n

P(un(z)) = v(z) q.t.p. em RY, quando n — +oo.

Entao para qualquer conjunto de Borel B tem-se

/ |P(uy(z)) — v(z)|de — 0 quando n — +oo.
B

Se além disso assumirmos que

P
ﬂ—>0 quando s — 0

Q(s)

up(z) — 0 quando |z| — +o0,

entao

P(u,) converge para v em L'(R")quando n — 4oc.

Demonstracao: Ver [2| pagina 339

(A.4)

(A.5)

(A.6)

(A7)

(A.8)
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A.3 LEMAS RADIAIS

Enunciaremos alguns Lemas radiais referentes ao decaimento uniforme ao infinito de

certas funcoes radiais.

Lema A.5 (Lema Radial). Seja N > 2. Para Toda fungao radial u € H'(RY) é quase

sempre igual a uma func¢ao U(x), continua para x # 0 e tal que

a-=N)

U(z)] < Cnlz] = |lufl gy gy para [z] > aw, (A.9)

onde C'y e ay depende somente da dimensao N

Demonstracao: Ver [2| pagina 340 |

Lema A.6 (Lema Radial). Seja N > 3. Para Toda funcao radial em DY?(RY) é quase

sempre igual a fungao U(x), continua para x # 0 tal que

@2=N)

V@) < Cxlal “F fullpogeny, para ol 2 1, (A.10)
onde Cy depende apenas de N
Demonstracao: Ver [2]| pagina 340 |

Lema A.7 (Lema Radial). Se u € LP(R"Y), com 1 < p < +00, é uma fungao radial nao

crescente (isto &, 0 < u(x) < u(y) se |z| > |y| ), entdo tem-se

N

) < b~ (g ) Tl Jal 20 (A1)

Demonstracao: Ver [2]| pagina 341 [ |

A.4 ALGUNS RESULTADOS SOBRE A SIMETRIZA-
CAO DE SCHWARZ

Relembraremos aqui, sem a prova, algumas propriedades da Simetrizacao de Schwarz.
Primeiramente, vamos lembrar a definicdo de rearranjamento esférico (ou simetrizagao)
de uma funcao. Seja f € L*(RY) entdo f*, a funcao simetrizagiao de Schwarz de f, é uma

fungao, radial, ndo crescente (em r), mensuravel tal que para qualquer o > 0,
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S = a = p{lfl = a},

onde p{.} é a medida de Lebesgue. Assim temos que

[ Fnae= [ F(,

para toda fungao continua F' tal que F'(f) é integravel.

Uma propriedade fundamental da funcao f — f* é a chamada

Desigualdade de Riesz: Sejam f,g em L?(RY); entao

. f(@)g(x)de < N [ (x)g" (x)de. (A.12)

Desta desigualdade obtemos

1 = 9"l ey SN = 9ll2@ny, fr9 € LAHRY). (A.13)
Outra consequéncia importante da desigualdade de Riesz é o seguinte resultado

Teorema A.8. Seja u € DV?(RY) se N > 3 (respectivamente, em H'(RY) para qualquer
N). Entao u* € DH?(RY) (respectivamente para H'(RY)), e tem-se

/RN \Vu* (z)]Pdr < /RN |Vu(z)|*dz. (A.14)

Este resultado é essencialmente conhecido (veja [19]), mas com requisitos de regulari-
dade forte e uma prova mais cuidadosa. Lieb fez uma demonstracao simples e mais geral
usando a desigualdade de Riesz e a propriedade de simetria da solu¢ao fundamental da
equacao do calor (veja [20]). Embora o resultado tenha sido estabelecido apenas para

o caso de fun¢oes em HY(RY), o caso u € DV3(RY) segue de um simples argumento de

densidade.

A.5 ALGUNS FUNCIONAIS DE CLASSE C! em H!(RY)

Provaremos aqui algumas afirmacdes sobre o carater de certos funcionais C* definidos
em H'(RY).

Teorema A.9. Seja 2 um dominio limitado, regular em RY, com N > 3. Seja g € C(R)
satisfazendo ¢g(0) =0 e
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: |9(s)] N+2
lim sup <400 com | = ——. A.15
|s]——+o0 |S‘l N -2 ( )

Entao o funcional

V(u)z/ﬂG(u(m))dm, onde G(t):/o g(s)ds

¢ bem definida e de classe C' no espago H'(2). Mais ainda tem-se

(V'(u),v) = /Qg(u(:v))v(:v)d:v, u,v € H(Q). (A.16)

Demonstracao: Ver [2]| pagina 343 e 344 |

Teorema A.10. Seja N > 3 e seja g uma funcao continua em R satisfazendo ¢(0) = 0,
a condi¢ao (A.15) e

lim sup l9(s)]
s—0 ‘S|

< 400 e s#0. (A.17)

Entao, o funcional V(u) = / G(u(z))dr estd bem definida e de classe C! no espaco
RN
HY(RY). Mais ainda

(V'(w),v) o1 :/ glu(x))v(z)dr u,v € HY(Q). (A.18)
, .
Demonstracao: Ver [2| pagina 344 e 345 |

A.6 RESULTADOS IMPORTANTES

Nesta Sec¢ao enunciaremos alguns resultados usados no texto que sao de grande relevan-

cia. Assuma que U é um subconjunto aberto e limitado de RY e que oU & C*.
A.6.1 Foérmula de Green
Teorema A.11 (Gauss-Green.). Suponha que u € C'(U) entdo

Ou vdr = / un;dS.
v Ox; U
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Demonstracao: Ver [21]| pagina 627 u

Teorema A.12 (Formula de Integracdo Por Partes). Sejam u,v € C1(U). Entdo

ou / ov / ,
vdr = — | u—-dzx + uvndS (1 =1,2,...,n).
/(; 8:61 U 8:1:1 U ( )

Demonstracao: Ver [21]| pagina 628 |

Teorema A.13 (Formulas de Green). Seja u,v € C?. Entao

ou
i Audx:/ —d>S.
( ) /U ou ON

(ii) /Vu-Vvdx:—/uAvd:U—i-/ @ds.
U U ou On

ov ou
iii uAv — vAudxr = / Uu— — v—dS.
(i) /U ou On  On

Demonstracao: Ver |21]| pagina 628. |

A.6.2 Coordenadas polares

A seguir converteremos integrais N-dimensionais em integrais sobre esferas.

Teorema A.14 (Coordenadas Polares). .

(i) Seja f: RY — R uma fungao continua e somével. Entio

fotte= (L 5)

para cada ponto zo € R,

(ii) Em particular

() Lo
dr B(zo,r) OB (zo,r)

para cada r > 0.

Demonstracao: Ver [21]| pagina 629 e 630. |
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A.6.3 Convergéncia mondtona e dominada

Lema A.15 (Lema de Fatou). Seja (f,,) uma sequéncia de fungoes de L'(Q) tal que

(a) Para cada n, f,(z) >0 q.t.p em €.

(b) sgp/gfn(x)d:c < 0.

Para cada = € 2 ponha f(x) = lim f,(z). Entao
n—oo

n—oo

fel*Q) e f(z)dx < lim inf/fn(x)dx

Demonstracao: Ver [18| pagina 90 |

Teorema A.16 (Teorema da Convergéncia Monoétona). Seja (f,) uma sequéncia de

fungoes de L'(2) satisfazendo

(@) fi < fo<.. < fi < faoy1 < ... quase sempre em (2,

(b) sup/ fn(z)dr < co. Entao f,(x) converge em quase todo ponto de €2 para um limite

finito denotado por f(z); e a mais ainda

ferl' e ||fo— fll, =0, quando n — oo.

Demonstracao: Ver [18| pagina 90 |

Teorema A.17 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja (f,,) uma se-

quéncia de fun¢oes em L'(€). Suponhamos que

(a) fu(xz) — f(x) em quase todo ponto de

(b) Existe uma fungao g € L' tal que para cada n, |f,(z)| < g(z) para quase todo ponto

em ().

Entao,

felLl e ||fn—f||L1(Q)—>O, quando n — 0.

Demonstracao: Ver [18| pagina 90 u
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A.6.4 Principio do maximo

Teorema A.18 (Principio do Maximo Forte). Seja 2 C RY um aberto limitado e convexo,
u e C’NCE) e —Au > 0 em Q. Entdo ou u é constante (e entdo Au = 0) ou

u(z) > igf u, para todo x € €, isto é, o infimo é atingido em 0f).

Demonstracao: Ver |21] |



