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Resumo

Recentemente foi demonstrado [17] que corregoes quéanticas para o potencial gravitacional de
Newton explica as curvas de rotacao em galdxias espirais sem introduzir o halo de matéria
escura. O tnico parametro fenomenoldgico av da teoria cresce com a massa da galaxia. A fim
de melhor investigar a dependéncia de a com a massa é preciso verificar o limite superior para
av em uma escala menor. Aqui nés realizamos o célculo correspondente por meio da andlise
da dinamica do vetor de Laplace-Runge-Lenz e da condi¢ao de equilibrio de anas-brancas. A

limitacao resultante sobre correcoes quanticas sugerem uma dependéncia de ar com a massa.

palavras-chave : potencial gravitacional; correcao quantica; limite superior.



Abstract

Recently it was shown that quantum corrections to the Newton potential can explain the rotation
curves in spiral galaxies without introducing the Dark Matter halo. The unique phenomenological
parameter av of the theory grows with the mass of the galaxy. In order to better investigate
the mass-dependence of av one needs to check the upper bound for ar at a smaller scale. Here
we perform the corresponding calculation by analyzing the dynamics of the Laplace-Runge-
Lenz vector and the equilibrium condition of white-dwarf. The resulting limitation on quantum

corrections is suggesting a mass-dependence of av.

keywords : gravitational potential; quantum correction; upper bound.
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Introducao

Neste trabalho vamos estimar os limites de uma gravitacao com correcoes quanticas, a partir da
dindmica do sistema Solar e da estrutura das anas-brancas.

Para tal necessitamos formular as idéias da Teoria da Relatividade Geral, formulada por
Albert Einstein em 1916. Tal teoria veio generalizar a Teoria Gravitacional Newtoniana, em
que a interagdo é um processo instantaneo, ou seja, estd em desacordo com os principios da
Relatividade Restrita.

Este trabalho serd dividido em trés capitulos, sendo que no primeiro desenvolveremos os fun-
damentos da Teoria da Relatividade Geral, no segundo a resolveremos para o caso especifico de
simetria esférica e analisaremos alguns aspectos do processo de colapso de uma estrela esferi-
camente simétrica. J& no terceiro e tltimo capitulo estimaremos os limites de uma gravitacao
relativistica com pequenas correcoes quanticas. Vamos aqui fazer um pequeno resumo a respeito
de cada capitulo.

No primeiro, formulamos o Principio de Equivaléncia que foi a pista para a descricao da
gravidade como um espago-tempo curvo, nesta descricdo a matéria atua sobre o espago-tempo
de modo a modificar a sua geometria e o espaco-tempo traca assim o “cendrio” para a matéria.

Esta descrigao, portanto, é formulada em termos de uma geometria curva. Neste capitulo
iremos assim derivar as equacoes de movimento neste campo, que sao as curvas geodésicas deste
espaco. Utilizando o Principio de Minima Acdo vamos obter as equacOes de campo, ou seja,
aquelas tal que a sua solucao nos permite determinar as propriedades geométricas do espaco-
tempo.

No segundo iremos derivar uma importante solucao das equagoes de Einstein, conhecida como
solucao de Schwarzschild. Esta solugao prever novos fenomenos, como por exemplo, a formacao
de buracos negros.

Contudo, sabemos que para um corpo colapsar ele precisa ser bem massivo e instavel, caso
contrario isto jamais ird ocorrer, e nao havera formacao de qualquer buraco negro. Logo os

candidatos mais cotados sao as estrelas. Vamos assim analisar sob qual condicao uma ana-branca
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colapsa.

A escolha por uma tal estrela, se deve ao fato de que elas podem ser tratadas, razoavelmente,
como um gas de Fermi degenerado e frio. Iremos assim obter, com boa aproximacao, o limite
de Chandrasekhar. Veremos que neste caso nao serd necessario levar em conta a Relatividade
Geral, mas sim seu limite nao-relativistico.

Ja no terceiro e ultimo capitulo, iremos mostrar que a partir da acao de Einstein-Hilbert mo-
dificada, ou seja, levando-se em conta efeitos quanticos, obtemos um novo potencial gravitacional
classico. Deste modo iremos estimar quais os limites desta nova gravidade dentro do Sistema

Solar e também a partir das condigoes de equilibrio das anas-brancas.



Capitulo 1

Relatividade geral

1.1 Necessidade de uma gravitacao nao-newtoniana

A astronomia é considerada como a ciéncia natural mais antiga. Sua origem estd baseada, essen-
cialmente, nos rituais religiosos destes povos. Temos muitos registros a respeito da apreciacao
do homem com os movimentos dos objetos celestes, desde tempos muito remotos.

E de conhecimento que muitos povos antigos, como os egpicios, tinham um calendario agricola
baseado na posicao destes objetos. Verificou-se que as posi¢oes de cada piramide estd diretamente
relacionada a posicao de estrelas no céu, elas representavam a eternidade para um farad.

Os gregos antigos foram os primeiros a utilizar a matematica para descrever os movimentos
dos planetas e a criar um modelo de universo. Este modelo era baseado com a terra no centro e
os outros astros orbitando ao seu redor.

Apesar da grande admiracdo destes povos com os corpos celestes uma pergunta nao foram
capazes de responder: qual é a causa dos seus movimentos? Tal pergunta torturou muitas mentes
durante milhares de anos, até que o primeiro e grandioso passo a este caminho foi dado por Isaac
Newton (1642-1727), um dos maiores intelectuais da humanidade.

Newton foi responsavel por uma das obras cientificas mais importantes ja produzidas pelo
homem, “Philosophiae Naturalis Principia Mathematica”. Neste conjunto de trés volumes, co-
nhecido genericamente como Principia, Newton formulou, entre outros resultados, as trés leis
fundamentais do movimento e a Lei da Gravitagao Universal.

A Lei da Gravitacao Universal é uma descricdo matematica, dada por Newton, em busca de
responder a prévia pergunta. Com ela e as trés leis do movimento, Newton foi capaz de explicar,
de forma satisfatéria, todo o universo ao seu redor. Desde o movimento da Lua em torno da

Terra e dos planetas ao redor do Sol, como simples experiéncias realizadas na terra. Porém ele
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10 CAPITULO 1. RELATIVIDADE GERAL

deixou claro que sua lei nao dizia o que é a gravidade, e nem a sua causa, mas sim o seu efeito:

“... Até aqui nao fui capaz de descobrir a causa destas propriedades da gravidade, a partir
dos fenomenos, e nao formulo hipéteses, pois tudo que nao for deduzido dos fenémenos deve ser
chamado de hipotese... E para nds é suficiente que a gravidade realmente existe e atua de acordo
com as leis que explicamos, e serve abundantemente para dar conta de todos os movimentos dos
corpos celestes, e dos oceanos.”

Desde entao, as leis de Newton passaram a ser usadas, e com sucesso, para explicar os
fendmenos conhecidos e prever novos. Porém a ciéncia, como uma caminhada, é construida com
um passo de cada vez, e logo surgiria uma teoria para ser confrontada com a de Newton.

Durante os séculos XVIII e XIX, os fendomenos do magnetismo e da eletricidade foram exten-
sivamente estudados. Augustin de Coulomb (1736-1806) formulou, em 1785, a lei de forgas entre
duas particulas carregadas em repouso, enquanto Michael Faraday (1791-1867) e André-Marie
Ampere(1775-1836) davam grandes contribuigdes a compreensdao dos fendmenos magnéticos.
Logo, em 1861, James Maxwell (1831-1879) formulou em termos matematicos as leis bésicas
do magnetismo e da eletricidade.

Maxwell conseguiu unificar os fendbmenos conhecidos do magnetismo, eletricidade e da éptica
em uma unica teoria consistente. Ele demonstrou, a partir de suas equagoes, a existéncia de ondas
eletromagnéticas e que estas propagam-se no vdcuo com uma velocidade constante ¢ = /ig€o-
Dai surge uma questao: com relagao a qual referencial inercial é esta velocidade?

As equacgoes de Maxwell prevé que tais ondas propagam-se no vacuo com uma velocidade
constante universal. Em contrapartida, as transformacgoes de Galileu (1564-1642) mostram que
se esta velocidade for a respeito de um derteminado referencial inercial, passando-se a outro com
movimento relativo ao primeiro, esta velocidade sera outra.

Assim um grande problema na fisica nasceu, a Mecanica de Newton é incompativel com a
Teoria de Maxwell. As leis de Newton nao poderiam estar erradas, ji que a verificagdo experi-
mental a confirmava. Contudo, o eletromagnetismo de Maxwell também tinha a experiéncia a
seu favor. As ondas eletromagnéticas foram confirmadas experimentalmente por Heinrich Hertz
(1857-1894).

Algumas hipéteses foram formuladas para solucionar o problema, e uma predominou entre os
fisicos, a hipétese do éter. Ela consistia da afirmacao de que existia um referencial privilegiado
em relacao ao qual a velocidade da luz seria sempre a mesma, e que tal referencial seria o de
repouso do hipotético meio (éter).

Esta descricio é baseada nos fendmenos aciisticos em meios homogéneos. Assim seria possivel

detectar um movimento relativo da Terra neste meio. Entretanto nenhum movimento foi obser-
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vado, as experiéncias realizadas por Michelson e Morley, dentro da precisao experimental, nao
eram condizentes com a hipdtese do éter.

Em 1905, Albert Einstein (1879-1955) publicou uma série de quatro artigos revolucionérios.
Um desses, “Sobre a Eletrodinamica dos Corpos em Movimento”, revolucionou a visao classica
da natureza para sempre. Nele Einstein postula dois principios fundamentais:

e as leis da natureza sao as mesmas em todo referencial inercial. Deste modo nao é possivel
detectar, através da experiéncia, o movimento relativo de um referencial inercial em relagdo a
outro.

e a velocidade da luz no vdcuo é a mesma em todo referencial inercial, independente do
movimento da fonte.

Assim ele desenvolveu novos principios fundamentais compativeis com a teoria de Maxwell,
porém incompativeis com a mecanica de Newton, ja que esta estda em desarcordo com o segundo
postulado.

Baseado em tais postulados ele desenvolveu uma nova mecanica, que passou a ser conhecida
como Teoria da Relatividade Restrita. Ela teve um profundo impacto na fisica, tanto do ponto
de vista conceitual quanto de novas previsoes.

A quantidade de novos resultados previstos por tal teoria foi enorme. Por exemplo, a con-
versao de massa de repouso em energia, ¢ um processo que ocorre na combustao das estrelas e
também responsdvel pelo grande poder de destruicao das bombas atomicas. O tempo absoluto
de Newton passou a ser um conceito relativo, verificado no decaimento do muon.

Outro resultado da Relatividade Restrita é que particulas massivas tem a velocidade da luz no
vacuo como um limite inatingivel e particulas sem massa propagam-se com velocidade ¢. Desde
entao, muitos aceleradores foram construidos com o propdsito, além é claro de muitos outros,
de acelerar particulas massivas a velocidades préximas a da luz e nunca observou-se desvios
da relatividade ( em 2011 um grupo de pesquisadores do Cern dizem que & principio neutrinos
poderiam ter ultrapassado a velocidade da luz em uma de suas experiéncias, porém é ainda um
resultado muito contestado).

Einstein assim generaliza este resultado, impondo que todo e qualquer tipo de “informacao” esteja
sujeita a tal restricao, como por exemplo as interacoes fundamentais. Logo, a teoria gravitacional
de Newton, que é uma teoria de interagao instantanea, torna-se naturalmente incompativel com
tais principios.

Surge assim a necessidade de se construir uma nova teoria da gravidade. Einstein ira, durante
aproximadamente dez anos, trabalhar intensamente na busca por uma teoria que descreva a

gravidade em acordo com os principios de sua nova mecanica. Vamos no decorrer deste capitulo
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apresentar alguns dos resultados obtidos por Einstein nesta busca.

1.2 Principio de Equivaléncia

Vamos nesta secao descrever o Principio de Equivaléncia, que foi o ponto de partida de Einstein
na descorbeta de uma teoria relativistica da gravitacao. Einstein sabia que a teoria de Newton
nao era ao todo errada, ja que descrevia com sucesso praticamente todas as observagoes. Logo,
deveria ser possivel dela extrair algo fundamental, e assim o fez.

Da teoria de Newton, sabemos que uma dada distribuicao de massa p gera um potencial

gravitacional dado pela equagao:

A¢p = 4nGp(T) (1.1)

aqui A é o operador Laplaciano, e a equacao de movimento de uma particula de massa m neste

dado campo é:

=

i=-Vo¢ , (1.2)

acima V é o operador gradiente. Nesta equacao aparece um fato extremamente importante, o
movimento de uma particula em um campo gravitacional nao depende da massa da particula,
mas somente da distribuicdo de massa que gera o campo. Assim sob mesmas condigOes iniciais
todas as particulas, em um dado campo, descrevem as mesmas trajetérias.

Isto se deve a um fato extremamente importante, a igualdade entre a massa gravitacional e
inercial. Estes dois conceitos tem natureza independente, a massa inercial vém da segunda lei
de Newton, de modo que mede a inércia de um corpo, ou seja, a dificuldade de se alterar o seu
estado de movimento. Enquanto que a massa gravitacional é a ”carga”do campo gravitacional.

Esta igualdade é um dos resultados experimentais mais bem estabelecidos da fisica. Ela nao
s6 dispertou a atencao de Newton como a de Einstein também. Einstein percebeu que esta tinha
uma implicagdo muito profunda quando se analisa 0 movimento de particulas em uma regiao
pequena do espaco.

Se deixamos duas particulas muito préximas cairem livremente num dado campo gravitaci-
onal, o movimento relativo entre elas é infinitésimalmente pequeno, devido a eq.(1.2), e desta
forma o campo em um referencial em queda livre com elas foi localmente eliminado. Este fato é
conhecido como Elevador de Einstein.

Um outro fato importante é que se estivermos no espaco vazio, longe de qualquer influéncia

gravitacional, em uma nave espacial com aceleracdo constante e igual a 9,80m/s?, imaginare-
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mos que estamos exatamente sobre a superficie da terra, ou seja, na presenca de seu campo
gravitacional.

Assim vemos que a forga gravitacional é proporcional a massa inercial. Esta propriedade é
essencialmente uma caracteristica de todas as forcas inerciais. Isto poderia nos induzir a concluir
que forgas gravitacionais s@o nada mais do que forgas inerciais, mas esta conclusao estaria errada.

Como sabemos forgas inerciais desaparecem quando passamos para um referencial inercial, o
que evidentemente nao ocorre com a gravidade. Além disso, a forca gravitacional vai a zero na
infinitude o que em geral nao acontece com as inerciais.

Logo para Finstein podemos, em principio, sempre olhar um campo gravitacional como se
estivessemos em uma regiao finita de um dado referencial nao-inercial, que produza as mesmas
equacoes de movimento que aquele dado campo. FEssas observagoes o levou a um principio
fundamental, que foi o ponto de partida para a sua teoria da gravitagao:

’As propriedades locais do movimento de uma particula em um referencial ndo-inercial sao
as mesmas que em um referencial inercial na presenga de um dado campo gravitacional.’

Este é o denominado Principio de Equivaléncia, que pode ser enunciado em outra forma
equivalente, dizendo que as leis da fisica localmente, em um referencial em queda livre num

campo gravitacional, sdo as mesmas que em um referencial inercial na auséncia do campo.

1.3 Campo gravitacional relativistico

Vamos agora ver como podemos caracterizar um referencial nao-inercial através do elemento de
distancia, o que do ponto de vista matematico isto significa uma mudanca da métrica do espaco.
Para vermos isso, primeiro definimos o que é um elemento de distancia entre dois dados

pontos infinitésimais:

ds?® = g datdz” | (1.3)

onde os coeficientes g, siao denominados de componentes da métrica, que iremos daqui em
diante, chama-16 indiscriminadamente de métrica. A métrica é o que caracteriza a geometria de

um espaco. Por exemplo, em geometria euclidiana temos:

1; sep=v
G = (1.4)
0; sepu#v

esta métrica é denominada plana. Assim se estamos em um plano, ou seja, uma estrutura

euclidiana, a distancia entre dois pontos, em um sistema de coordenadas cartesianas, numa
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vizinhaga infinitésimal é:

ds® = dz* + dy* . (1.5)

Contudo, para uma esfera de raio R e com a origem do sistema de coordenadas no centro da

esfera, a distancia entre dos pontos vizinhos é:

2 2

2 _ €z 2 Y 2 2y
ds® = <1+R2—x2—y2>dx +<1+R2—x2—y2>dy —|——R2_$2_y2d1:dy . (1.6)

Vemos claramente que a métrica acima nao é plana, ou seja, nao é valida a geometria eucliana.
Nestes casos a denominamos de métrica curva.

Hermann Minkowski (1864-1909) percebeu que a Relatividade Restrita seria melhor entendida
em um espaco quadri-dimensional, onde postula-se o tempo como mais uma dimensao fisica. Em
um discurso realizado em 1908 ele buscou enfatizar suas idéias, em suas palavras:

“... O espago por si 86, e o tempo por si sé, estao condenados a desvanecer-se em meras
sombras, e apenas uma espécie de uniao dos dois preservard uma realidade independente...”

Agora a distancia ndo é mais entre pontos do espaco tridimensional, que nos é bem familiar,
mas sim entre eventos que ocorrem neste espago quadridimensional, denominado de espaco-
tempo.

Esta ”distancia” é denominada de intervalo entre eventos. Vamos aqui simplesmente d4 a sua

forma, para uma discussao motivando a sua origem pode-se consultar os livros textos padroes

como ref. [1]-[7]. O intervalo infinitesimal entre dois eventos vizinhos é dado por:

ds* = 2dt* — da® — dy* — d2* | (1.7)

em que c é a velocidade da luz no vécuo.

As transformacoes de coordenadas as quais deixam o intervalo invariante formam um grupo,
este grupo é denominado de Lorentz. As transformacgoes de um referencial inercial & outro, em
Relatividade Restrita, sdo dadas pelas transformacoes de Lorentz, que é um elemento do Grupo
de Lorentz.

Vejamos que a passagem para um referencial nao-inercial nao preserva a forma do intervalo.

Por exemplo, em um referencial girando com uma velocidade angular w, temos:

ds® = [1 — w?(2* 4 9?)]dt* — dz® — dy? + 2wydzdt — 2wxdydt . (1.8)
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Assim vemos que a passagem para um referencial ndo-inercial torna a métrica curva, como no
exemplo da esfera.

Einstein levando em conta o principio de Equivaléncia estendeu o significado geométrico da
Relatividade Restrita. Em um tal modo que um campo gravitacional significa uma deformacao
do espaco-tempo de Minkowski. Isto é, em um campo gravitacional a métrica do espago-tempo
nao é plana mas sim curva.

Outra evidéncia que reforca esta idéia é que em espacos de geometria curva nao podemos
levar a métrica a forma plana sobre todo o espaco por qualquer transformagcao de coordenadas,
mas somente em um tunico ponto do espaco, que nos é familiar pelo Principio de Equivaléncia.

Porém temos que tomar cuidado ao acharmos que uma determinada métrica curva descreve
um possivel campo gravitacional. Para tal ela deve satisfazer algumas condigoes. Por exemplo,
na infinitude ela deve-se tornar plana ja que o campo gravitacional desaparece.

Além disso, temos que o determinante da métrica, sob uma transformacao geral de coorde-

nadas, se transforma da seguinte forma:

g =3i%g , (1.9)

onde j é o jacobiano da transformagao. Pode-se mostrar, ref. [1], que é sempre possivel escolher
um ponto, com um escolha adequada de coordenadas, em que a métrica torna-se plana neste
ponto. Logo, passando a outro sistema de coordenadas o determinante métrico neste ponto

passa a ser:

Porém a escolha do ponto é arbitraria, de modo que o resultado é geral, ou seja, o determinante
métrico para um possivel campo gravitacional deve ser negativo.

Se estas conclusoes estao corretas, entao vemos que campos gravitacionais alteram a geometria
do espago-tempo, ja que sao descritos por métricas curvas, esta é a beleza da Teoria Gravitacional

de Einstein.

1.4 Equacao de movimento relativistico

Apés a discussao anterior, vemos que devemos buscar uma equagao que descreva o movimento
das particulas em um campo gravitacional interpretado como foi, ou seja, um espago-tempo com

geometria curva.
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Para tal, vamos notar que assim como em geometria diferencial, pelo método variacional
determinamos a curva entre dois pontos a qual extremiza a distancia entre eles, temos do ponto
de vista fisico o Principio de Minima Acao, o qual determina o caminho seguido pela particula
entre dois dados pontos que minimiza a acao.

A interpretagao geométrica da gravidade, aliada com o Principio de Minima Acao, nos leva
a crér que uma particula livre no campo gravitacional ird seguir uma geodésica (curvas que
extremizam o intervalo), assim o método variacional deve ser equivalente ao Principio de Minima
Acao, ou seja, a acdo de uma particula neste campo deve ser proporcional ao elemento de

intervalo. Vejamos que o método variacional nos da:

53—6/ds—5/\/gijdxid:1;j =0 (1.11)

ou seja, as curvas para qual s toma seu valor extremo. Notemos que no espaco plano o elemento
de intervalo para um ponto fixo no espago (dF = 0) é ds = Vadt2. Logo, a curva que ira
extremizar neste caso particular s é uma reta f(¢,7) = t, e seu valor serd um maximo ao longo
dela (dt? > dt* — di?).

Supomos agora uma particula em repouso no espaco, o elemento de intervalo para ela sera
0 mesmo que acima, porém sua acao deve tomar um valor minimo e nao méximo, de modo que

ela terd que tomar um valor negativo. Logo podemos postular a agao como:

S = —a/ds (1.12)

a constante positiva pode ser obtida tomando-se o limite newtoniano da acao, confira a secao
(3.3), onde obtemos o« = me. Vamos assim calcular explicitamente a variagdo dada acima, ou

seja, buscar as curvas geodésicas:

J
6/d8 — 5f /gl]d$ dl‘j / gljdaj dx )

gijdxtdxi

ds i ] 7 ]
[ e 2o

ds dox?
- / 5 [6(gzj)u uw + 2g;;u’ ds]
aqui 1’ é a quadri-velocidade. Lembramos que a derivada covariante da métrica é nula, condicio

denominada de metricidade, assim temos:

— Tk — Thgri = 0 e dgij = (Ffzgk-j + Ffzgm') da’

0g;
Vigij = &U
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Acima h& dois objetos ainda nao definidos, a derivada covariante V; e os simbolos de Christoffel

'k que as vezes iremos referir a eles como ”gamas”. Isto se deve ao fato de acharmos mais

il

conveniente defini-los na proxima secao, assim se o leitor ndo conhece tais objetos pode ler o
inicio da préxima segao ou consultar ref.[1]-[5]. Outra simples relacao é:
d(gijuiéxj) TN du’ d&vﬂ

i5..j . el
ds uox +£’”d s

substituindo estas duas relagoes na integral acima vamos obter:

ds k k igsl d(gi~uj(5:cj) d(gij) ie i dut .
/2 I:(Filgkj + T gri)u'v? 6" + 2 ( ]ds — ds] u'dx? — gij o

a integral da derivada total ird desaparecer pois d27 = 0 nos limites de integracio e fazendo a

substituicao da derivada da métrica pela primeira relacao teremos:

/2 [(Fﬁgkj + T gri)ute? 52 — 2(Thgr; + Thygrs)u'u' 527 — 2g;; 1 ]

os termos contendo os simbolos de Christoffel sao todos iguais, assim temos:

. du’
k i1
5/ds = /ds [—Fz‘lgkju u = Gij

como dz7 é arbitrario o integrando deve ser nulo e assim multiplicando por ¢7¢ obtemos a requerida

ol =0

equacao de movimento em um campo gravitacional:

ij + T ufud =0 (1.13)
ela interpreta o mesmo papel que a eq.(1.2), de definir a trajetéria de uma particula a partir das
condigoes iniciais, por esta comparacao vemos que a métrica tem o papel de potencial do campo
gravitacional, que deve ser determinada por uma equacao que envolva a distribuicao de matéria

que gera o campo como a eq.(1.1), faremos isso mais adiante. Assim a quadri-for¢a que atua

sobre uma particula em um campo gravitacional é dada por:

fi=—mI% Ju kol (1.14)

1.5 Equacao de desvio geodésico

Como vimos o Principio de Equivaléncia nos diz que podemos eliminar o campo gravitacional

localmente, ou seja, no limite do volume desta regiao tendendo a zero. Em campos gravitacionais

[43

mais intensos, como os de buracos negros, isto deve ser levado ao “pé da letra”, pois senao
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vamos ser capazes de perceber a presenca da gravidade. Sendo assim é de extrema importancia
quantificarmos a evolucao dindmica de um vetor que conecta duas geodésicas muito proximas.
Para isto comegamos com a defini¢ao de derivada covariante, ref. [1]- [5], que é uma genera-
lizacdo de derivada. Isto se deve ao fato de que a derivada de um tensor nao é um tensor sob
transformacoes de coordenadas gerais, ou seja, nao é um objeto invariante perante transformagoes

gerais de coordenadas. Assim definimos a derivada covariante de um tensor do tipo-(n,m) como:

) 11...0n .
VAL = 78’“1 s D AR e T A = Tl Al — = Ty A (1.15)
acima F’l sao os denominados simbolos de Christoffel. Tal que sob transformacao de coordenadas

temos:

92" 027 Oz ri ozt 9%x
™ 9yt 9 dg'm IR T 9xt 9xmox'm

A partir da condigao de metricidade podemos mostrar que os simbolos de Christoffel sao relaci-

n
F’I’L

(1.16)

onados com os coeficientes métricos por:

i L (995  Ogr  Ogjk
ik = 59 <8:1;k 0w T ol (L.17)

A derivada covariante para o caso particular de um vetor contravariante é:

A
Ozl

e notemos que tais derivadas nao sao comutativas:

VA = — +THA (1.18)

ViVA" = V; VAl = —Rj AL (1.19)

Uma observagao importante é que as derivadas covariantes fazem o transporte paralelo de um

vetor (tensor), ref. [1]-[5]. Assim temos que o transporte paralelo de um vetor depende do

caminho escolhido. Porém sabemos que em espacos planos o transporte paralelo de um vetor é

independente do caminho, logo vemos que o desaparecimento ou nao do tensor de quarta ordem

R?kj nos informa se o espaco é plano ou curvo, respectivamente. Este tensor é denominado de
Tensor de Riemann ou de Curvatura, e ele é dado por:

i i
}’kj—(z;—%zlj’fjtr’kr A (1.20)
E um tensor anti-simétrico nos dois primeiros indices e nos dois ultimos, simétrico na troca do

primeiro par de indices com o segundo. Ele também satisfaz algumas identidades denominadas de
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Bianchi e assim o nimero de componentes independentes dele se reduz. A contracdo do primeiro
indice com o terceiro ou do segundo com o quarto é um tensor simétrico denominado Tensor de

Ricci:

. ory  arn
9% Ry = Ryj = T aﬂ;y + T, D =TT, (1.21)

e sua contragao é denominada de Curvatura Escalar:

R = ginij (1.22)

Fizemos essa pequena introducgao simplesmente porque nosso resultado ird depender deste
importante tensor. Para comegarmos fazemos a parametrizagao das geodésicas. Podemos esco-
lher o intervalo como um parametro que corre sobre uma dada geodésica e um outro parametro

arbitrario que distingue duas dadas geodésicas, ou seja, x* = z'(s,v). Definimos assim um vetor

que uni duas geodésicas muito préximas para um mesmo valor de s por:

ox’
Ov

Vamos portanto calcular a dindmica deste vetor ao longo de uma dada geodésica, ou seja:

ov = v'ov

D%y’ D?y? D ([ Dv'
=5 Y Mt
ds? Y ds? Vs ( ds > ()

Notemos que:

ou’ _a oz o'
v v \9s /) Os

onde u' é a quadri-velocidade ao longo da geodésica, e:

Dut O . - Out .
u' ivjuzzvj (V_Frzlul)

dv ov oxd
8u’@_ ou' o' 81}1%_ o’ j
0zl v v s 0wl Os  Oaxd "
logo:
Dut o' ) . Dot
===+t )l =
dv <8x9 T ) " ds
Ou seja:

wWVu' =0 Vu'
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Entao:

D (Dv' D (Du D, ._

- - = — (I

ds<ds) ds(dv) ds(vvju)
= UV (v Vub)

= UVl Vit + uFel Vv

Utilizando a eq.(1.19) para trocar a ordem de diferencia¢ao no segundo termo temos:

D%yt
R WPV Vit + uF oI ViV 4+ uFolu™ mjk
s
= V"Vl Viul + uPI ViVt + aFelu™ m]k
= IV, (WFVut) + uFolu™ mjk
= R kU kydym
Assim eq.(*) fica:
DZTIi
e —kaju u™ny (1.23)

Esta é a requerida equagao que pode ser claramente interpretada como a quadri-aceleracao
entre duas particulas que se movem sobre duas geodésicas proximas num dado campo gravita-
cional. Como no espaco-tempo plano particulas testes livres se movem sem aceleragao relativa

temos = 0, o que mais uma vez nos mostra que o tensor de Riemann determina se o

%
kmj

espaco-tempo é plano ou curvo.

1.6 Equacoes de Einstein

Até aqui j4 obtemos as equacgoes que determinam como particulas livres se movem no campo
gravitacional e a aceleracao relativa entre duas particulas vizinhas. Contudo ambas equagoes sao
evidentemente dependentes da métrica, ou seja, do campo gravitacional.

Assim o que precisamos agora é de uma equacao que nos dd a métrica, g;;, em termos da
distribuigao de matéria, como a eq.(1.1) faz na teoria newtoniana. Discutimos na se¢ao (1.3) que
campos gravitacionais alteram a geometria do espaco-tempo, e como eles sao gerados por massa
(massa de um ponto de vista relativistico tem um sentido mais abrangente dada pela famosa
equacdo de Einstein £ = mc?), devemos esperar que as equacoes de campo relacione a matéria

(dada pelo tensor momento-energia 7Tj;) a geometria g;;.
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Por analogia a eq.(1.1), esperamos que ela seja uma equagao diferencial de segunda ordem
no “potencial”g;;, j& que no caso limite de campo fraco ela deve dar a eq.(1.1). O campo gravi-
tacional, como o eletromagnético, serd tratado tendo um papel dinadmico na teoria (transporta
momento e energia), por isso nada melhor do que utilizar o principio de minima acao para obter

a requerida equacao de campo. A acdo do sistema pode ser escrita da seguinte forma:

S= /(LC + L)dt = S + Sin (1.24)

onde S, é a acao do campo e S, da matéria, o principio de minima acao requer:

5S =0 — 5(S.+ Sm) =0

Iniciamos pela acao da matéria, como sabemos a definicao do tensor momento-energia dinamico

é:

2¢ 605,
T = = 1.25
J /jg 59” ( )
logo temos:
5Sm = / V2;cg T304 dQ2 (1.26)

Analisemos agora a acido do campo. Como dissemos ela deve gerar uma equacao diferencial
de segunda ordem no potencial g;; e é por definicaio um escalar. Entao devemos construir um
escalar que dependa de g;; e de suas derivadas primeiras. Pode-se provar que o tnico escalar que
satisfaz essas exigéncias é a curvatura escalar [2], sendo assim vamos definir a agdo da seguinte

forma:

3

167G

Sczv/Rv—ng RS
~ é uma constante obtida do limite newtoniano. Pode-se mostrar que a curvatura escalar pode ser

escrita em duas partes, em que uma das quais s6 depende da métrica e suas derivadas primeiras,

ref. [1], assim temos:

oW’

R=G+5"

(1.27)

onde (G) s6 depende (g;5) e (Orgi;) satisfazendo nossas exigéncias, logo:

-

g(;> V=g dQ:’y/G\/—ng—i—’y/widsi
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usamos no fim o teorema de Gauss. Variando a agao entre duas hipersuperficies (xg = const.)
a segunda integral torna-se uma integral sobre uma superficie contornando todo o espaco tri-
dimensional, ou seja, estendendo-se ao infinito, neste limite a variacdo do campo d& zero e

consequentemente temos:

5Sc—57/R\/—ng—6’y/G\/—ng

assim vemos que a variacao de R satisfaz nossas exigéncias. Vamos portanto determinar sua

variacao:

58, = 7/5 (9“Rij\/=g ) d2
= 7 / (Rijv/=g 09" + 9" Rijo /=g + g'"/=g 6R;;) dQ

Conhecendo-se as seguintes relagoes:
dg = g97dgi; = 04/=9)* = 99" g

0(9i9") =0 = giog" = —g g,

obtemos:

V=9 ==5vV=9 9i09"
logo:
1 o o
6S. = ’y/ <Rij - 2Rgij> 09" /—gdQ2 + v/g 70 R;j+/—gd

utilizando a expressao de R;; e adotando um sistema de coordenadas localmente geodésico, ou

seja, F; = 0, a variacao deste tensor pode ser escrita da seguinte forma:

g 0Rij = g" <£J5T§j - (;Zjérﬁz) = g”%érﬁj - 9“%51“{]. _ g‘;’;
onde:
W= gijﬁ‘éj _ gilérgj
J& que w! é uma quantidade vetorial, podemos escrever a relacdo acima em um sistema de

coordenadas arbitrario, simplesmente covariantizando aquela expressao:
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_ 1 90
/=g 0x!

portanto nossa segunda integral da direita fica:

Viw' =g )

p 0
/g%Rij\ﬁ—ng = / W(Fg wh) dQ = 7{\/7—9 wlds; = 0
x
onde utilizamos o teorema de Gauss; a integral de superficie desaparece porque a hiper-superficie

de contorno engloba o espaco tridimensional todo, ou seja, ela se estende a infinitude onde

queremos que o campo gravitacional torne-se plano. Assim temos para a variacdo da acao:

1 81 i
0S5 = ’Y/ <Rij - §Rgz’j - Tz’j>\/—g 5g"”dS) =0

como a variacao do campo ¢é arbitraria o termo dentro do parentéses deve ser nulo, desta forma

obtemos as requeridas equagoes de Einstein:

1 81G

Essas equacoes portanto descrevem como o campo gravitacional depende da distribuigao de
matéria (energia) do sistema sob consideragao. A teoria assim construida é denominada de
Teoria da Relatividade Geral.

Claramente vemos que as equagoes de Einstein nao sao lineares e portanto nao obedecem ao
principio de superposicao, porém no limite de campos fracos é possivel lineariza-la, restaurando
assim a teoria gravitacional de Newton.

Logo para especificar a trajetéria de uma particula em um campo gravitacional, temos que
resolver as equacoes de Einstein para um dado tensor de momento-energia, ou seja, encontrar a
métrica e substituir na equagao(1.13) que defini as geodésicas.

Vamos definir o denominado tensor de Einstein, que nada mais é do que a parte esquerda da
equagao(1.26):

Gij = Rij — %Rgij . (1.29)

Um outro modo de escrever as equagoes de Einstein pode ser encontrada contraindo-se os

indices do tensor de Einstein:

8rG &rG

9"Gj=R—-2R=—T = R=- T
C

onde (T) é o trago do tensor momento-energia, logo:



24 CAPITULO 1. RELATIVIDADE GERAL

811G 1
Rij = =1 <Tij - 29ijT> : (1.30)

A segunda lei de Newton contém as leis de conservagao da energia e do momento do sistema,
de forma analoga as equacoes de Einstein também. Para provar, partiremos de uma das famosas

identidades de Bianchi:

znkl;m + R;(Lmk:;l + R?lm,k = O’ (131)

contraindo primeiro os indices n e k, depois i e m, obteremos a identidade abaixo:

1
VR = Vind{"R = V(R = 6]"R) =0 . (1.32)

Mas o termo entre os parentéses é exatamente o tensor de Finstein com indices levantados,

portanto devemos ter:

ViTi =0 (1.33)

esta relagao expressa a lei de conservagdao do tensor momento-energia do sistema fisico. Vale
a pena notar que esta importante lei de conservacao foi obtida de uma identidade puramente
matematica, relacionada as propriedades geométricas do espago sob consideragao. Esta é uma

pista que indica que a Teoria de Einstein da uma realidade fisica ao espaco-tempo.

1.7 Tempo e distancia em relatividade

Vamos tratar nesta se¢ao de como as coordenadas espago-temporais determinam tempo e distancia
em relatividade. Primeiro consideremos um relégio com coordenadas espaciais (x%; o = 1,2, 3),
que podemos tomar como a origem do sistema de coordenadas, em relagao a um referencial em

0

que ele permanece fixo. Consideremos z” como a coordenada tipo-tempo deste ponto em relacao

ao mesmo referencial, assim o intervalo para eventos que ocorrem em um dado ponto espacial

' é:

ds® = goo(dx®)? (1.34)

Mas sabemos que podemos fazer uma transformacao de coordenadas, escolhendo por simpli-
cidade a origem no ponto 2’7 , em que a métrica se torne galeliana, assim nestas coordenadas o

intervalo toma a seguinte forma para este ponto:
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ds* = c*dr? (1.35)

A coordenada temporal 7 é denominada tempo-proprio para o dado ponto do espago e pode
ser determinada pelo relégio localizado neste ponto, entao a relacao entre as duas coordenadas

é:

1
7= /@dxo (1.36)

O que fizemos acima foi uma andlise de como diferentes tipos de coordenadas de um mesmo
sistema de referéncia se relacionam, facamos agora uma mudanca do nosso referencial a um
referencial que estd fixo em um relégio em queda livre em um dado campo gravitacional. Pelo
Principio de Equivaléncia podemos neste referencial eliminar o campo localmente de tal forma

que o elemento de intervalo para eventos que ocorrem em um mesmo ponto espacial é:

ds® = (dr')? (1.37)

aqui 7/ é denominado tempo-préprio para o ponto do referencial em queda livre onde o relégio

esta fixado. Do ponto de vista de outro referencial o elemento de intervalo toma a forma:

ds?® = g;jdz'dz? (1.38)

Igualando as duas expressoes nds temos, por exemplo, uma relacao entre o tempo-proprio de

uma dada particula e as coordenadas de um sistema de referéncia que observa o seu movimento.

Um campo gravitacional é denominado constante se a métrica que o determina é independente

da coordenada temporal, para isso é necessario que o campo seja gerado por um Unico corpo,
pois caso contrario a atragdo mutua entre eles faz com que o campo varie no tempo.

Uma métrica que descreve um campo gravitacional constante é denominada estatica se ggo, =

0, tais métricas sdo produzidas por corpos fixados no sistema de referéncia. Assim em campos

estaticos temos:

ds? = goo(dzo)? + gapdr®dz’ (1.39)

Em campos gravitacionais constantes a coordenada temporal é denominada tempo-universal.
Mostraremos agora que em tais campos o intervalo de tempo universal entre dois eventos (A, B)
em um dado ponto espacial (P) é igual ao de dois outros eventos (A’, B’) em outro dado ponto
(Q) infinitesimalmente préximo se os eventos forem respectivamente simultaneos. Consideremos

que o evento A ocorra no instante xg , como A’ é simultaneo com A ele ocorre no instante:
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A — x4+ Azy onde Axg= _ 0o e
goo

para uma demonstragao destas relagoes confira ref.[1]. Aqui goo é calculado no ponto @ e no

instante 9. Da mesma forma se B ocorre no instante z{, , B’ ocorre no instante:

/
B’ — 356 + A:p{) onde Ag;6 = _g% de® — _ 90 da®
Yoo 9oo

Gbo € a métrica calculada no ponto Q e no instante z{, , mas como a métrica é independente do

tempo estes valores sao os mesmos e portanto:

A.Z'() = A$6

mas o intervalo de tempo universal entre os eventos (A,B) é Az e entre (A’B’) é Az e assim
provamos que sao iguais.

Para campos estaticos goo, = 0, assim a afirmacao acima é véalida para todo o espaco-tempo
sem a restrigdo a pontos infinitesimalmente préximos, ou seja, nestes casos o intervalo de tempo-
universal de eventos simultaneos sao iguais, isto sera fundamental para provarmos o desvio ver-
melho gravitacional em campos estaticos.

Facamos agora a andlise de um importante sistema de referéncia que tem grande aplicabili-

dade, ele é caracterizado pelas condicoes abaixo, podendo a métrica agora depender do tempo:

goo=1 goa =0
Mostraremos que a linha temporal (xg = const.) é uma geodésica deste espago-tempo. Uma
particula em repouso neste sistema de referéncia tem as componentes da quadri-velocidade dados

por:

u' = (1,0,0,0)

pois para esta particula o intervalo toma a forma ds?> = ¢?dr? e u’ = ‘%. Isto significa que a

particula descreve uma linha temporal neste sistema de referéncia, vamos calcular as equacoes de
movimento geodésico eq.(1.13) e mostrar que ela é satisfeita para esta dada 4-velocidade. Como
u’ = (1,0,0,0) a quadri-aceleracdo é (‘% = 0) e somente o termo u’u® = 1 ¢ diferente de zero,
assim os gamas que temos que analisar sao Féo . Neste sistema de referéncia o intervalo toma a

forma:

ds? = dt* + gopdrdz’ (1.40)
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vamos considerar I'f,, onde o assume os indices espaciais, temos:

1
00 = §gal(23oglo + 01900)

01900 = 0, 1 deve ser espacial entao gjo = 0 e assim I'f; = 0. Uma andlise similar mostra que
')y = 0. E assim vemos que uma particula em repouso neste sistema descreve uma geodésica do
espago-tempo e portanto este referencial esta em queda livre no campo gravitacional.
Trataremos agora da questao de distancia em relatividade. Evidentemente ela deve ser dada
por uma expressao covariante, ou melhor, por um escalar em analogia ao espago euclidiano, pois
caso contrario para cada sistema de referéncia teriamos um valor diferente e isto nao faria sentido.
Poderiamos partir da expressao do intervalo considerando dt = 0. Mas como sabemos para
determinarmos a distancia entre dois pontos temos que colocar um instrumento de medida (por
exemplo, uma régua) sobre estes pontos e entdao fazer a leitura destes pontos simultdneamente
no instrumento. Mas como vimos a coordenada temporal para dois eventos simultaneos em geral

difere por:

Azy = _Pa gpa
goo

Assim nao podemos simplesmente considerar dt = 0 para definirmos distancia. A maneira
coerente de se fazer isto é defini-la em uma regiao infinitesimalmente pequena, pois o principio
de equivaléncia diz que o campo gravitacional nesta regiao desaparece. Deste modo enviamos
um sinal de luz de um dos pontos ao outro e determinamos o tempo gasto pelo sinal para ir e
voltar. Com este procedimento a distancia sera definida de forma usual, ja que a velocidade da
luz é invariante, ou seja, independente de qual dos pontos o sinal é enviado e observado, temos

portanto:

cdt
2

dl =

onde dt é o intervalo de tempo gasto para ir e voltar. Resolvendo a equagao quadratica ds = 0

para dt, encontramos:

di?> = — (gag ~ o goﬂ) da®daP = 'yagdxadxﬁ (1.41)

goo
onde 7,3 ¢ denominada de métrica espacial. Para um campo constante esta expressao pode
ser integrada para definir a distancia entre dois pontos distantes, pois esta distdncia nao ird
depender do tempo. Se além disso o campo é estatico, a métrica espacial é dada simplesmente

POr Va8 = —gap- Estas relacoes que definimos nesta secao sao de fundamental importancia, ja
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que distancia e tempo formam a base estrutural de qualquer teoria fisica, como sabemos a teoria
da relatividade descreve o mundo fisico em um espago-tempo em que tempo também é uma das

dimensoes fisicas.

1.8 Desvio vermelho gravitacional ( red-shift)

Consideremos uma fonte em repouso em relagdo a dois observadores tal que ela emite sinais
com uma certa frequéncia em um campo gravitacional estatico. Os dois observadores em pontos
distintos medem a frequéncia deste sinal. Isto pode ser feito da seguinte forma: calcula-se o
intervalo de tempo entre dois sinais consecutivos, no caso de uma onda pode-se calcular o intervalo
de tempo entre duas cristas, por exemplo, e assim toma o inverso deste tempo. Obviamente o
intervalo de tempo que cada observador mede neste processo serd determinado pelo relégio do
observador no local da medida , ou seja, o tempo-préprio de cada observador, assim temos para

a frequéncia angular medida por cada observador:

2w 2
= — wWo =
ATl 2 ATQ

onde 7; indica o tempo préprio de cada observador, sua relacao com a coordenada temporal, que

w1

neste caso é o tempo universal, é:

AT =v/goo(x1) At 5 AT =+/goo(x2) Aty

estas medidas para serem comparadas devem ser realizadas simultaneamente , e portanto como
vimos o intervalo de tempo universal serd igual j& que o campo é estatico ( Aty = Atg), assim

teremos para a mudanca relativa de frequéncia:

%_u@—ul B 27 B 27 i 27
\/goo(m2) \/goo(xl) At \/ goo(éﬂl) At

w w1
goo(1)
( goo(2) _1>

Como veremos adiante campos gravitacionais com simetria esférica e também no limite de

campos fracos a componente temporal da métrica é uma fungdo somente da coordenada radial

dada por:
2GM 20(r)
r)=1-— =1+
gOO( ) 2r 2
onde ¢(r) = —Gy é o potencial newtoniano, no sistema solar tipicamente Q‘ig’“) << 1, por

exemplo, para o sol temos:
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2¢(rs)

~ 1076
62

vamos assim aplicar nossas equagoes a este caso e como vemos ela deve ser aplicada para r > QCC;2M ,

logo uma boa aproximacao sera:

B

e consequentemente teremos:

ro 144 oM (-%)
W g9t T2 (1_GM>

c2 c2ry

(1.42)

Vemos claramente que o numerador é que determina se o desvio relativo da frequéncia medida
pelo observador (2) em relacao ao primeiro é positiva ou negativa, isto implica que se o segundo
observador estiver mais afastado do centro do campo em relacao ao primeiro ele ird medir uma
frequéncia menor pois o numerador se torna negativo, ou seja, ocorre um desvio em direcao ao
vermelho.

Assim vemos portanto que a luz emitida de uma estrela e que é detectada por nds possui uma
frequéncia relativamente menor do que a emitida. Logo se quisermos determinar a composicao
dela, através do espectro emitido, temos que levar em conta este efeito além é claro do efeito

Doppler, devido ao movimento relativo e da expansao do universo que nao trataremos aqui.



Capitulo 2

Colapso Gravitacional

2.1 Campo de Schwarzschild

Nosso objetivo agora se foca em uma das soluctes exatas das equacoes de Einstein. A primeira
destas foi obtida logo apéds a divulgacao de Einstein de suas equacgées, ela se denomina solucao de
Schwarzschild. Pois foi Karl Schwarzschild (1973-1916) quem primeiro encontrou uma solucao
exata das equacoes de campo.

Sua solucao descreve um corpo esfericamente simétrico no vacuo. Notamos que muitas das
estrelas e planetas no nosso universo sao com boa aproximacao esfericamente simétricos, negli-
genciando pequenas rotacgoes e achatamento dos pélos, dai sua importancia. Vamos assim nesta
secao obter tal solucao e analisar como a geometria deste espaco-tempo difere da nossa nocao
intuitiva de tempo e espaco.

Como nosso problema aqui é encontrar uma solugdo com simetria esférica, vamos natural-
mente utilizar coordenadas esféricas para a parte espacial da métrica. Os coeficientes métricos
para tal simetria s6 podem, é claro, ser fungoes do tempo e da coordenada radial, assim vamos

generalizar a métrica do espaco de Minkowski em coordenadas esféricas da seguinte forma:

ds®> = A(r,t)c2dt — B(r,t)dr® — C(r,t)(d6* + sen’0dp?) (2.1)

Pode-se mostrar que esta é a relacdo mais geral para o caso de simétrica esférica [6],[7].
Definiremos r ser o comprimento préprio da circunferéncia no equador (¢ = ) dividida por 2,
desta forma C(r,t) = r%. Por simplicidade nos célculos, escreveremos A(r,t) e B (r,t) em forma

exponencial, temos portanto:

ds? = "V 22 — A0 dr? — r2(d6? + sen?0 dp?) (2.2)

30
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onde A(r,t) e v(r,t) sdo fungoes arbitrarias que vao a zero no infinito para satisfazer a condic¢ao

de espaco-tempo plano assintoticamente. Os coeficientes covariantes e contravariantes métricos

Sa0:
A 2 2 9
goo=¢€" gn=-—e"  go=-r" g33=-r‘sen’d
1
0 _ v 11 - 2 9 33 _
go=e g =T 9 =TT 9T T aen?e
r2sen?0

Precisamos agora é dos termos nao nulos dos simbolos de Chistoffel, ou seja:

2 oxk  Oxd ox!

i Lo (agjl Ogii 5gjk>
jk = 29 -

e eles sao:

)'\ A— I//
oo = F11—§€ Y Iy = 9
1 N 1 ' v—A 1 A
Iy = 9 Foo = e [og = —re
A
I, = —r sen?fe™™ T} = 5
sen26 _
ng D) F%Q =r!

I3, =771 T3 = cotgh
onde o superescrito linha significa diferenciagdo com respeito a r enquanto ponto é em relagao a
ct = 2°. A préxima etapa é determinar as componentes nao nulas do tensor de Ricci que é dado
pela eq.(1.20), e elas sao:

VW)Y VYN L, oA A (A2
ROO—(2+ i +r‘4>€ T2

R33 = sen’0 Roo
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A
Ro1
a curvatura escalar da:
2 W =Xy 2 ., W2 MN] o vh o (V)?
S DA AT AVENERALAN P AR WA VAV (P4
R=-t R N A 2 | ¢

As equacoes de Einstein portanto sao:

voN 1
Goo = =+ [ — } eV = SmG

Too
r2 r r2

5 (2.4)
1 v e &G
G11 = T72 + 7 - 1"7 = 404 T11 (2‘5)
2 /N2 1,0 2 2
, N\T T g (V) N DUl B ) N7 -, 8nG
= — -+ — —_— = — — —A— — = —T 2.
Goo I:(I/ )\)2+2<V+ 5 2>:|6 +2 5 5 e T 122 ( 6)
G33 = sen20G22 (2.7)
A 8@
G()l = ; = CTTOI (28)

O passo agora é resolver estas equacoes diferencias nao lineares, ou seja, determinar as fungoes

A(r,t) e v(r,t). Se levantarmos o indice da eq.(2.4) conseguiremos resolvé-la mais facilmente,
temos:

multiplicando ambos os lados por —r2 teremos:

(1— )\/r)ef/\ SUICH

=1— —r27)
A 0
8 Y 87TG 0.2
E(T@ )—1—7T0T
r T
—A

= / <1 — —SZG 87“2) dr
c
0

Entao temos:
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T
G F(t
eA=1— —871 T8r2dr + —( )
ctr r
0
Logo a solugao geral para A é:
871G [
0
Art) = —In |1 — —— [ TOr%d 2.9
(nt) = —in 1= 57 [ 18ar (29)
0

Porém a solucao geral das equacoes de Einstein para esse nosso caso particular de simetria
esférica é relativamente complicada e portanto faremos aqui uma simplificacdo das equagoes,
tratando de um caso particular importante, a solucao no vécuo, ou seja, (r > R, onde Tj; = 0)
onde R. é o raio da superficie do corpo esférico. Trabalhar com as equagdes com os indices

levantados é mais conveniente pois facilita a resolucao de nossas equagoes, desta forma temos:

1[N 17
1 [/ 1] Y
(V/ B )‘/) 1 " N2 )‘/V/ -\ l'/)" )‘ ()‘)2 —v
[ 5 5 v+ (V) - 5 e+ I =0 (2.12)
A=0 (2.13)

A eq.(2.13) implica que para solugoes no vacuo A nao é fungao da coordenada temporal (t),

deste modo vamos reescrever a eq.(2.9) da seguinte maneira:

K
Ar) =—In [1 + ] (2.14)
r
para r > R., onde K é uma constante dada por:

Ts

8¢ /Tgrzdr (2.15)

K:
cl

subtraindo as equagoes (2.10) e (2.11) temos:

-\
N+ =0 = N+ =0
T
ou seja:

A+v=f(t)
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J& vimos que \ é independente do tempo, logo a fungao f=f(t) pode ser absorvida no elemento

de intervalo por definindo uma nova coordenada temporal da seguinte forma:

e’2di? = efO-A0)2g2

= e MM2gr2

onde:

Desta forma sempre podemos por uma apropriada escolha do nosso sistema de coordenadas
tornar a métrica independente do tempo. Assim concluimos que o campo gravitacional no vacuo
de uma distribuicdo esfericamente simétrica é estdtica. Portanto sem perda de generalidade

podemos considerar f(t) = 0 e assim v(r) = —A(r), nossa solugao fica:
ds? = e 2N 2dt? — AN dr? — 12(do? + sen?0 dp?) (2.16)

Para obtermos a constante K partiremos da Lagrangiana para uma particula em um campo
gravitacional fraco, ou seja, no limite newtoniano. Esta Lagrangiana deve ser escrita tal que na
auséncia de campo ela seja obtida do limite da expressao da lagrangiana relativistica de uma

particula livre, como desenvolvido em mais detalhes na segao(3.2) logo temos:

va

L = —mc® + T — MPnew

onde ¢ é 0 potencial gravitacional Newtoniano. Como mostrado na segao(3.2) o elemento de

intervalo no limite nao-relativistico fica:

ds® = (% + 2new)dt* — (d7)?
logo no caso limite de campos fracos a componente ggy da métrica é:

2 ¢new
c2

goo =1+ (2.17)

Fazendo portanto uso da eq.(2.14) e substituindo na eq.(2.16), poderemos comparar com a

eq.(2.17) e encontraremos:

2GM
¢ =7 (2.18)

K=-—
C2

rq é denominado raio gravitacional ou de Schwarzschild, comparando as equacoes (2.15) e (2.18)
obtemos a massa de uma distribuicao esfericamente simétrica estatica em termos de seu tensor

momento-energia:
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Ts

4
M= /Tgrzdr (2.19)
C

Assim a requerida solucao das equactes de Einstein podem ser expressadas:

r g\ 1
goo =1— 79 ;g1 = — ( - 79) i gp=-1"; gs3=—r"sen’f (2.20)

Na préxima secao faremos um estudo detalhado deste campo gravitacional, mas antes citare-
mos algumas propriedades desta métrica. Primeiro vemos que ela descreve o campo gravitacional
de um corpo esférico pontual localizado na origem de nosso sistema de coordenadas, percebemos
também que ela é singular em dois pontos 7 =0 e r =1, e que para r < ry a coordenada tem-
poral passa a ser do tipo-espago e a radial passa a ser do tipo-tempo. Como vimos na segao(1.7)
as propriedades geométricas de um campo estatico sao dadas por 7,3 = —gas ; l0ogo o elemento

de distancia espacial é:

-1
di* = (1 - %‘1) dr? + 12(d6? + sen20 do?) (2.21)
e a distancia radial entre dois pontos é:

T2

1
= /dr > r9—1q (2.22)
1-"e
r1 r
esta relagao ja nos mostra a propriedade de campos gravitacionais de alterarem a geometria do
espaco e o carater nao euclidiano da coordenada radial r. J& vimos na se¢ao(1.7) a relacao entre
o tempo préprio e a coordenada temporal de um dado ponto de um sistema de referéncia, e

portanto no nosso caso teremos:

dr = \/go0 dt = 1 /1 — %9 dt (2.23)

isto nos mostra que o tempo de um relégio em um determinado ponto do espago, na presenga de
campo gravitacional, passa mais lentamente do que um localizado na infinitude, ou seja, fora do
campo. Além disso para um observador distante o tempo proprio de um relégio localizado em

r =14 nao passa dr = 0 e portante esta regiao parece congelada para o observador distante.



36 CAPITULO 2. COLAPSO GRAVITACIONAL
2.2 Buraco Negro de Schwarzschild

Vamos aqui fazer um estudo mais detalhado da solucao de Schwarzschild, extraindo mais in-
formacao a respeito da regiao r = r4. Poderfamos nos perguntar: o que acontece a um corpo
quando passa por essa regiao?

Como vimos a solugao de Schwarzschild possui singularidades em r = 0 e r = 74, isto nos leva
a questionarmos se sao singularidades do espago-tempo ou simplesmente a incapacidade dessas
coordenadas de descrever todo espaco, ou seja, uma singularidade de coordenada.

Para melhor entendermos o campo de Schwarschild vamos primeiro analisar as trajetdrias no
espago-tempo de fétons livres, ja que sao elas que determinam os cones de luz. Por simplicidade
vamos considerar movimento puramente radial 8 = const. ;¢ = const. e ¢ = 1 , partiremos

portanto do elemento de intervalo:

~1
ds? = (1 — r—g> dt? — (1 — r—g> dr® — r2(d6* + sen’0 d¢?) (2.24)
r r

para nossas consideragoes temos:

ds? = (1—1"> dt? — (1—@>_1dr2:0

r

e assim:

dt:i<1fr7g)ildr — 4

d 2.25
r—Ty " (2.25)

Consideremos primeiro o sinal (+), para integrar a equagao acima basta fazer a mudanca de

varidvel u = r — r4 e o resultado ¢ facilmente obtido:

t=r+rgln|r—ry +co (2.26)
observemos que:
dt
para T >Tg ar >0
dt
e r<ry, ; —<0
g dr

ja para o sinal menos temos:

t=—r—rgln|r—ry| —co (2.27)
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e a andlise da:

> di <0
ara r>r. | —
p 9 dr
< di >0
e r<ry ; —
g dr

Analisando estas solugdes podemos observar que na regiao r < r, os cones de luz locais
sao deitados pois nesta regiao as coordenadas temporal e a radial trocam suas propriedades,
a primeira passa a ser do tipo-espaco enquanto a segunda do tipo-tempo, e como as linhas de
universo de uma particula segue uma seta do tempo, os cones devem conter as linhas temporais
t = const. e ndo conter as linhas espaciais r = const.. Outra observacao é que para um observador
distante sinais enviados de r = r; leva um intervalo de tempo infinito para alcancé-lo, que como
ja dissemos na secao anterior esta regiao portanto parece congelada para ele.

Estas propriedades ja haviam sido descritas anteriormente e portanto nao sao novidades, a
novidade para nos é que as duas regioes estao desconectadas, ou seja, existe uma singularidade em
r = ry tal que as coordenadas de Schwarzschild descreve r < ry e r > r, de forma independente,
ou seja, nao ha curvas geodésicas conectando as duas regioes. Logo essas coordenadas sao
incapazes de descrever, por exemplo, um processo de colapso gravitacional.

Notamos que calculando-se o invariante de curvatura para esse espaco-tempo, obtemos:

1272

I = R RM = = (2.28)

r6
isto nos mostra que a tnica singularidade fisica existente é r = 0 e portanto a singularidade que
aparece na solucao de Schwarzschild em r = r, é uma singularidade de coordenada, ou seja, ¢
devido a nossa escolha inapropriada das coordenadas.

Afim de analisar o colapso de uma estrela ou a queda de uma particula além do raio de
Schwarzschild, temos que buscar um sistema de coordenadas definido em 0 < r < oo.

Uma maneira que podemos investigar o que acontence em tais situacoes é passar para um
sistema de referéncia atado a particula ou a superficie da estrela que colapsa. Consideraremos
nesta e na préxima secdo que a massa da estrela é grande o sufiente para provocar o colapso,
e estamos negligenciando a pressao, de modo que ela colapsa livremente. Tentamos assim a

seguinte transformagao de coordenadas (consideremos ¢ = 1):

T—t—f-/lf_(rr)ng R_t+/mdr (229)

logo:
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1

dt =
-1

(f*dR —dr) dr

|
/N
|
=S
N—
K,}
=
\]
|
Q,
=)
N~—

(2.30)

substituindo em ds? encontramos:

1 2
ds? = ( - ’;i) Wd# - ( - %) ufo)dRQ — r2(d6* + sen®0d¢?)

Vimos na se¢ao(1.7) que um sistema de referéncia dado por gopo = 1 € goa = 0 estd em
queda livre no dado campo, ou seja, as linhas temporais sao geodésicas do espago-tempo sob

consideracdo. Analisando a expressio acima somos levados a escolher f2(r) = %", assim temos:
r

ds®* = dr* — 2dR? — r?(d#* + sen®0d¢?) (2.31)
r

e da relagao diferencial da coordenada (r) dada pela eq.(2.30) temos:

1
2 173 3
dr = r% (dR—dr) = r=r§ {2(3 — 7')] (2.32)
r2
portanto:
3 4
2 _ 2 g 2> 303 n [P a2 20 742
ds® =dr 3 dR* —r§ |Z(R—1)| (d0° + sen“0d¢”) (2.33)
5(R—1) 2

Esta métrica como podemos ver nao ¢ singular em r = r, mas somente em r = 0, mostrando
assim que nao ha qualquer propriedade especial nesta regiao que impecga qualquer particula de
cruzéd-la. Assim vemos que devemos esperar que seu relégio ird marcar um intervalo de tempo
finito para alcangar r = ry, mas serd que isto realmente ocorre? E para atingir » = 07 Para
responder estas questoes temos que analisar o movimento de particulas em repouso relativo a

este sistema, assim teremos:

dr? = (1 - %9) dt? — (1 - %9)_1 dr? (2.34)

buscamos assim uma forma de eliminar a coordenada (t) desta relagao para obtermos r = r(7),
recorremos a equacao de movimento para o caso das coordenadas de Schwarzschild em busca de
uma relagao que torne isto possivel:

A2zt

ds? + Fi: 'ukuj =0

J

para i =0 e ds=dr, temos:

d2(t) o [dr\? o [ dt\? o drdt
T — T — 2T —— =0
dr? tin dr + Lo dr + L dr dr
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substituindo os gamas obtemos:

logo:

£

consideremos a = 1 de forma que (t) e (7) coincidam no infinito, ou seja, o tempo préprio no

infinito é a coordenada temporal. Voltando a eq.(2.34) e substituindo a relacao acima teremos:

1= (=)@ - (1- 19)_1 (7)?

- (= 0= 07

implicando em:

r%dr::t T

Qo=

2 3
dr = T1=%4 —F [r2 —r{] (2.35)
3rg
As condigoes iniciais sao r(0) = rg e como vamos considerar o movimento de queda ¢ > r,

tomamos portanto o sinal negativo para a descricao do movimento:

2 3
=" [r2 —r2 (2.36)

3
3rg

Com este resultado vemos claramente que nao s6 o tempo préprio é finito para se cruzar
r = ry mas também para alcancar a singularidade r = 0 e assim vemos que realmente r, é uma
singularidade de coordenada como ja haviamos visto da andlise da métrica.

Agora nos perguntamos, ji que uma particula pode realmente cruzar o raio de Schwarschild
no sentido de fora para para dentro serd que é possivel ela fazer o caminho inverso? Para isso
vamos determinar o comportamento de (7) em funcdo de (R). Observamos da eq.(2.32) que para

cada r constante temos:

T=R+ ¢ (2.37)

ou seja, retas com inclinacao (2% = 1) . Da eq.(2.31), para sinais luminosos em movimento

radial, temos:
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dr T
75 =t /79 (2.38)

Para r > r, temos \g—ﬁ < 1 e portanto as retas r = const. ficam dentro do cone de luz local
deste ponto. Em r = 1,4 a inclinacao é £1 e uma das geratrizes do cone de luz coincide com a
reta r = r4 e a outra fica direcionada para dentro desta regiao. Finalmente para r < r, temos
\g—g] > 1 e as retas r = conts. ficam do lado de fora do cone de luz local.

Agora podemos determinar as propriedades essenciais do movimento em um campo gravita-
cional esfericamente simétrico do ponto de vista de um observador em queda livre neste campo.
Claramente vemos da eq.(2.36) que a estrela cruza o raio de Schwarzschild e chega na singulari-
dade em um intervalo de tempo proéprio finito, dado pela linha temporal R = Ry . No interior do
raio de Schwarzschild as linhas r = const. sao do tipo-espaco, ou seja, nao estao dentro do cone
de luz local e portanto nesta regido nao é possivel que particulas fiquem em repouso, os cones de
luz vao se fechando de forma a orienta-las a cairem para a singularidade.

Além disso vemos que um féton no raio de Schwarzschild permanecera ai e uma particula nesta
regiao nao tem opgao de voltar, ela s6 pode seguir para dentro, e portanto a comunicacao entre
as regioes interior e exterior sao vedadas e assim denomina-se esta regiao r = ry de horizonte de
eventos. A solucdo de Schwarzschild permanece valida para regioes exteriores a corpos esféricos
nao rotacionando e nao carregados de tamanho finito, assim se por algum processo este corpo
colapsa para um raio menor do que o de Schwarzschild dizemos que se formou um buraco negro.

Da discussao acima vemos que as coordenadas de Schwarzschild descrevem as propriedades
essenciais do movimento em um campo com simetria esférica, porém estas coordenadas nao
conectam as duas regides do espaco-tempo, como ja haviamos notado, faz uma descri¢ao delas
de forma independente e assim temos que restringi-l4 somente para r > r4, pois uma condicao
imposta por nés como um ponto de partida para a obtencao da solugdao de Schwarzschild é
que as fungoes A(r,t) e v(r,t) fossem a zero na infinitude, sendo assim esta solucao é definida
exteriormente ao horizonte de eventos.

Um sistema de coordenadas que conecta as duas regioes, ou seja, faz uma descricdo tunica,
foi obtida por Eddington e Finkelstein e por isso leva os seus nomes. A maneira pela qual eles
encontraram essas coordenadas é a seguinte: pegamos as geodésicas nulas que vao ao infinito em
T = T4, OU S€ja, a eq.(2.27) e fazemos uma transformacao de coordenadas de forma a linearizé-las,

assim:

t'=t+rylnjr—ry (2.39)
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entdo a nova equagao de geodésica nula que substituird a eq.(2.26) sera:

t'=r+2rgln|r—ry + Ko (2.40)
tal que:
> dr >0
ara T >r, ; —
p g ar
dt’
< ;o — <0
e r<ry i
e para a eq.(2.27) temos:
t/ = —T — KO (241)
tal que:
> dr <0
ara v >71r, ; —
b g0 dr
dt’
< . — <0
e <1y =
a forma diferencial da eq.(2.39) é:
dt' = dt + ——dr
r—Ty

que substituindo no elemento de intervalo de Schwarzschild da:

2_ (1 _Tg /2_2& 1. Tg 2 . 2¢1092 2 2
ds—(l T)(dt) " at'dr <1+r)dr r2(d6? + sen®0 dg?)  (2.42)

que como queriamos nao € singular no raio de Schwarzschild e descreve o intervalo 0 < r < co de
forma tnica. Assim temos boas coordenadas que descreve nossa soluc¢ao no vacuo esfericamente
simétrica, as propriedades essenciais se mantém evidentemente, as particulas cruzam o horizonte
de eventos e chegam na singularidade em um intervalo de tempo (t’) finito, apesar que para um
observador distante ela leve um tempo infinito para se aproximar do horizonte.

Dentro do horizonte a coordenada temporal de Eddington-Finkelstein passa a ser do tipo-
espaco, desta forma poderiam existir linhas de universo correndo os dois sentidos desta coor-
denada, porém a coordenada radial como vimos sé pode decrescer. Assim para que existam
intervalos do tipo-tempo, a temporal sé pode crescer para que o segundo termo da direita da
eq.(2.42) seja positivo, vemos portanto que abaixo do horizonte estas duas coordenadas possuem

um vinculo.
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2.3 Colapso descrito por métrica interior

Na secao anterior fizemos uma andlise da passagem pelo horizonte de eventos de uma particula
na métrica de Schwarzschild. Vimos que ela atravessa o horizonte em tnico sentido e que o
tempo-proprio para tal é finito, mas para um observador distante ela nunca atravessa.

Seria interessante modelar da forma mais realistica possivel uma estrela, e assim resolver as
equacoes de Einstein para seu interior. Desta forma teriamos informacoes importantes a respeito
da sua dinamica, como por exemplo, sob quais condigoes ela viria a colapsar e de que maneira
isto ocorre, assim saberiamos se possivelmente ela tornariasse um buraco negro.

Devido a natureza nao linear das equagoes de Einstein isto evidentemente nao é facil. Lembra-
mos que, de um modo geral, a ciéncia é construida propondo modelos mais simples objetivando
uma descricdo mais real possivel da natureza. Assim algumas solugoes exatas, de problemas de
simetria esférica para fluido perfeito estatico, foram encontradas ref.[7][8].

Contudo, ainda nao existem solucoes exatas no caso de um fluido nao-estatico sem negligenciar
a pressao interna, ou seja, nao sabemos exatamente como é a estrutura dinamica de uma estrela
colapsando. Robert Oppenheimer (1904-1967) juntamente com seus alunos George Volkoff (1914-
2000) e Hartland Snyder (1913-1962) foram os pioneiros no estudo do colapso gravitacional de
estrelas, ref.[9][10].

Vamos nesta secao, por motivo de exemplificacao, resolver as equagoes de Einstein para
o interior de uma distribuicao continua de matéria, esfericamente simétrica e desprezaremos a
pressao, seguindo [1],[9]. Evidentemente tal simplificacao em situagoes realisticas s se empregam
em baixissimas densidades, a qual nao é o nosso caso, pois gostariamos de ter uma nocao de como
se da o processo de colapso de estrelas.

Assim o0 que nos motiva a estudar tais solugoes é buscar algumas propriedades que podem
ser reflexos de uma solugao mais geral, e é claro, se tal solugao é de se esperar de uma razoavel
teoria.

Iniciamos assim a partir do elemento de intervalo para uma distribuicao esfericamente simétrica

de matéria:

ds? = e’dr? — M dR? — e*(df? + sen?0d¢?) (2.43)

onde escrevemos os coeficientes A, B e C da eq.(2.1) em forma exponencial tal que v, \ e p s@o
fungoes de (R,7). Para resolver as equagoes de Einstein vamos adotar um sistema de referéncia
comovente com a matéria, e como estamos desprezando a pressao, este sistema estd em queda

livre no campo e portanto, da segao (1.7), temos que v(R,7) =0 . Além disso podemos escolher
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J=2 . . ~ . .
e2 como o raio de uma circunferéncia centrada na origem (centro do campo) no plano 6 = 7 ,

assim podemos escreve-la em uma forma mais conveniente:

ds? = dr? — MBETAR? — r2(R, 7)(d6? + sen?0d¢?) (2.44)

adotamos ¢ = 1 . Em um sistema de referéncia arbitrario o tensor momento-energia de um fluido

perfeito, ou seja, nao ha pressoes de cisalhamento somente pressao hidrostatica, é dado por:

T* = (e — p)u'u® + pg'* (2.45)

onde € e p sao as densidades de energia e pressao macroscopicas em coordenadas préprias do
fluido, respectivamente. E u’ é a quadri-velocidade do fluido. Para um sistema de referéncia

comovente com um dado elemento de volume do fluido este tensor toma a seguinte formas:

TOO =& T11 = T22 = T33 = —pP (246)

pois neste caso u’ = (1,0,0,0) e a métrica torna se plana pelo principio de equivaléncia. As

requeridas equagoes de campo, para o caso p = 0, entao sao:

—e M i 241 =0 (2.47)
- DD G
6_)\ 2 1 \ 2
- @rr" + 12 — 1/ XY + 72(747;)\ + 72 +1) = 8rke (2.49)
r r
2 — Ar' =0 (2.50)

Resolvendo a ultima equacao temos:

/ A
Goar = =g

2 =1+ f(R)] & (2.51)

onde escolhemos por conveniéncia ﬁ =1+ f(R) , substituindo na primeira equacao teremos:

2ri + 72 — f(R) =0 (2.52)

multiplicando esta equacao por 7 podemos integra-l4 :
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5 =7f(R) = *=f(R)+ . (2.53)
1
r=4 | ————dr (2.54)
/me%@

Considerando f(R) = 0 e o sinal negativo para descrever o processo de colapso podemos
integrar a equagao acima facilmente, para os casos f(r) > 0 e f(R) < 0 damos a solugao em

forma paramétrica, ref.[1],[6]:

r=(37) @ - /s =0 (2.55)
r:;f(coshn—l) ;To— T = 2;; (senhn—n) ;p/f>0 (2.56)
r= —2];0(1 —coshn) ; 1o(R) —7 = 2(_Ff):§ (n—senhn) ;p/f <0 (2.57)

podemos observar que quando o tempo préprio cresce até 7y a coordenada radial r vai para zero,
ou seja, 79 é o tempo para a particula atingir a singularidade. Utilizando as equagoes (2.50),

(2.51) e (2.53) e substituindo na equagao (2.49) teremos:

7'«2+1+2M’ fo1+f

871G € = ’[“2 o — W — ’["72 (258)
substituindo f = 72 — % e sua derivada em relagao a R vamos obter:
/
871G € = 27 (2.59)

Logo a solucao das equacgoes de Einstein para o problema do colapso gravitacional em um
referencial comovente é dado pelas equagdes (2.55), (2.56), (2.57) e (2.59), com trés fungoes
arbitrarias. Utilizando a equagao (2.59) e substituindo na equagao (2.19) (que dé a massa de

uma distribuicao esfericamente simétrica), obtemos:

Ry
F’ F(R
nmmzm/%wngg)
0

(2.60)

pois quando R = 0 nés devemos ter » = 0 (a origem de ambas coordenadas estd no centro de
campo) e assim F(0) = 0. Logo como podemos ver F(R) é o raio de Schwarzschild de uma esfera

de raio R. Vamos agora analisar o comportamento da métrica quando as particulas se aproximam
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3 2
da singularidade r = 0. Quando 7 — Ty temos que sinhn —n — % e coshn —1 — -, assim

temos:

F n? F
rR— —
2

2f
logo:

(2.61)

<
Q
7 N
S
N——
|
3
—~
=3
|
il
wln

utilizando esta aproximagao e substituindo na equacao (2.51), encontramos:

A QF)g i 1 2.62
‘ (3 T+ (ro—1)3 (2:62)

e para a densidade de energia temos:

2 F’

MG e —————
e 3 Fr)(mo— 1)

(2.63)

Portanto durante o colapso gravitacional as distanciais angulares vao a zero enquanto as
radiais vao a infinitude no sistema comovente, isto pode ser visto como um “afunilamento”da
distribuicao de matéria quando ela vai se aproximando da singularidade, vemos também que a
densidade de energia vai a infinitude neste limite, ou seja, toda a matéria colapsa para um nico
ponto, a singularidade.

Observamos que isso era de se esperar ja que temos desprezado a pressao, porém notamos que
o tempo de colapso é finito, de modo que podemos intuitivamente esperar que com o acréscimo
de pressao venha somente como um efeito de retardar tal processo. Vamos assim na préxima
secao fazer uma andlise da estrutura interna de uma estrela ana-branca afim de estimar sob qual

condi¢ao ela pode vir a colapsar.

2.4 Limite de Chandrasekhar

Apés esta andlise da métrica durante o processo de colapso em uma métrica de Schwarzschild,
livre de pressao, vamos agora buscar determinar sob qual condigdo uma estrela pode colapsar.
Esta questao é muito importante ja que a origem de formacao dos buracos negros é de processos
de colapso gravitacional, principalmente, de estrelas.

Vamos aqui tratar do processo de colapso de uma estrela, na aproximacao de que todos os
processos termonucleares ja ocorreram, ou seja, ela ja atingiu o equilibrio quimico. Também

vamos desconsiderar a energia térmica frente as outras formas de energia. Sabemos da fisica do
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estado sélido, que em altas densidades, a aproximacao de gas de elétrons livres em um sélido é
razoavelmente boa, este modelo é conhecido como gés Fermi degenerado e frio.

Vamos considerar que exista n elétrons livres por nucleon (quantidade de prétons e néutrons
em um atomo) e que ha N nucleons numa determinada estrela. A trataremos como um grande
corpo solido, de modo que os elétrons ficam confinados na regiao delimitada por seus limites.
Assim vamos em uma primeira aproximacao traté-los como estando dentro de um pogo quantico
infinito.

Se elétrons fossem bdsons todos iriam sob as condigoes acima para o estado fundamental
do poco, porém o principio de exclusao de Pauli impede que isto ocorra para férmions. Desta
forma cada estado quéntico do pogo pode ser ocupado por somente dois elétrons, um de spin
up e outro de spin down. Como nao estamos levando em conta as energias térmicas, nao ha
exitagoes eletronicas, e os niveis de energia sao preenchidos colocando-se dois elétrons no estado
fundamental e assim por diante, em ordem crescente de energia até o ultimo elétron.

Poderiamos imaginar que as simplificacoes feitas acima nao descrevem de modo realistico
uma estrela. Porém ha uma classe de estrelas, denominadas anas-brancas que satisfazem com
boa aproximagao estas condigoes, ref.[11]-[13].

Para corpos macroscopicos podemos definir no espago de momento o raio de Fermi, que é o

raio da superficie esférica a qual separa estados ocupados dos nao-ocupados, temos:

ky = (3n%p)3

onde p = (N n.)/V é a densidade de elétrons livres e V é o volume do corpo, a energia associada
com este valor de k é denominada de energia de Fermi, como vemos ela é a energia dos elétrons
mais energéticos. O nimero de estados dentro de uma certa regiao definida por um determinado

valor de k é:

1 2

e assim a quantidade de energia em uma camada de espessura dk sera:

Vk?

1
dE; = 2E(k)2—7r2Vk2dk = E(k)?dk (2.64)

esta expressao portanto nos da a diferencial da energia total do corpo em termos da energia de
um elétron associada ao estado k, para massas grandes e/ou altas densidades os elétrons tornam-
se relativisticos e temos que levar este fato em conta, mas vamos inicialmente abordar o caso

nao-relativistico, entao:
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k2h?
E(k) = 2.65
()= 5o (2:65)
onde m. é a massa do elétron, logo a energia devido a efeitos quanticos é:
o f . RV . R2(372Nne)s o
E; = V | K*dk = k3 = Vs 2.66
T omen? / 1072m, 7 1072m, ’ ( )
0
para uma estrela de raio R temos:
o 20 (o 3 (Nne)s 1 .67
FT 15r \ 4 me R? '

Da expressao (2.66) vemos que uma variagdo de volume dv implica em uma mudanca de

energia por:

2 _dv
dEy = ——FE— 2.68
t=—3B; (2.68)
para um dV positivo isto d4 um trabalho feito sobre o meio externo por dw = —dE; = PdV,
logo temos:
2 Fy
P=-— 2.69
3V (2.69)

Um modo que temos para entender a natureza desta pressao é analisarmos o que ocorre
quando a densidade aumenta. Claramente, isto significa que se fixarmos nossa atengdao ha uma
regiao fixa da estrela temos grande probabilidade de encontrarmos um ou varios elétrons ai,
dependendo da densidade e do volume da regiao. Vamos supor que ha alta densidade e os
elétrons possuem velocidades relativisticas. Assim a incerteza no momento de um elétron pode

ser estimada como da ordem de:

Ap =mc
e assim o principio de incerteza da:
h A
Axrme> — — Ax>Z% 2.70
27 ~ A4r ( )

implicando que a incerteza minima na posicao do elétron é proporcional ao comprimento de onda
Compton do elétron A, , o mesmo vale para as outras dimensoes. Logo com o compactamento da
matéria cada elétron ocupa um cubinho com lados dados acima devido ao principio de exclusao

de Pauli. Conforme o colapso procede os elétrons entdao tendem a afastar um dos outros dando
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origem a esta pressao, assim vemos que sua natureza é puramente quantica, e ¢ denominada de
pressao de degenerecéncia.

Como esta anédlise s6 depende da propriedade fermidnica da particula o mesmo é valido para
os prétons e néutrons, a massa do elétron é aproximadamente 1860 vezes menor do que a do
préton e portanto o comprimento de onda Compton associado ao elétron é 1860 vezes maior, por
isso os elétrons tornam-se primeiro degenerados, ou seja, os efeitos quanticos dos elétrons sao
mais relevantes inicialmente do que a dos prétrons ou néutrons. Esta € a razao pela qual estamos
considerando na primeira fase do processo de colapso os niveis de energia eletronica somente.

A outra forma de energia deste sistema é a gravitacional, para particula de massa m sujeita

ao campo de Schwarzschild podemos associar a ela uma energia potencial dado por:

U = me? (1 - ?)5 (2.71)

para os casos em que r >> 74 a aproximacao newtoniana ¢ muito boa e assim redefinindo o valor
de U(o0) temos a expressao newtoniana:
GMm

U=-"2 (2.72)

Fazendo uso desta aproximagao podemos facilmente calcular a energia potencial armazenada

em um corpo esférico de raio R e massa M de densidade constante, teremos:

3 GM?
UR)=—- — 2.73
(R)=—3 = (273
assim a energia total para a estrela fria em func¢ao de seu raio é:
T LA N ULOUR (2.74)
- 15w \ 4 me R?> 5 R '

esta funcao possui um minimo, obtemos assim que o raio para o qual a energia total da estrela
¢ um minimo é:
h? g

2 5
97 97\3 B*M~5 (n. \?
m (25) Y (Np)s = (ZF) A (e 2.
Hmin (4) GmeMz( ne) (4) Gm, (mp) (2.75)

onde fizemos uso da aproximacgao M ~ Nm,, para eliminar N. Portanto vemos da relacao acima

Wi
wiwm

que para estrelas frias com massas nao muito grandes o colapso é evitado, o raio para o qual
ela se estabiliza é inversamente proporcional a raiz cibica da massa estelar. Assim temos que a
estrela é suportada pela pressao de degenerescéncia dos elétrons, estrelas que finalizam em um
tal estado sao, como dissemos, denominadas de anas-brancas. Mas esta aproximagao é ruim para

massas da ordem da do sol, por exemplo, para uma estrela com massa igual a do sol temos:



2.4. LIMITE DE CHANDRASEKHAR 49

Rypin = 7 x 10 m

onde os dados utilizados foram:

—34 30 _p Nm?
h =1.0546 x 10 Js 3 M=2x10" Kg ; G=6.67x10 Too?
g

1

my = 1.67 x 102" Kg ; me=911x103 Kg : n.= 3

logo vemos que a aproximacao newtoniana ainda é muito boa, mas a energia de fermi é:

K2 < 972 Mn, >§

3
2me \4m my Ry .

~32x107" Jx~2x10%w

Ef =

esta energia ja é da ordem da energia de repouso do elétron Fy = 0.51Mev e a condigao em que

2

- o . 2 e
o tratamento nao-relativistica se aplica ™5~ << mc” nao ¢ satisfeita. Neste caso temos que fazer

a abordagem relativistica dos elétrons de forma que a energia é dada por:

2
p=L% (2.76)
v
onde v ¢é a velocidade da particula, no caso ultra-relativistico temos:
E ~pc=khe (2.77)
portanto fazendo a substituigao desta expressao na eq. (3.2) e integrando teremos:
— chV ki
c
E="- [k dk= ! 2.78
2 / 472 ( )
0
em termos de N, n. e R isto fica:
ho(9nMn\ 5 1
c TMne \ 3
= — 2.79
3 < 4m,, > R (2.79)
assim a energia total da:
4
ch (9tMn.\3 1 GM?> o-p
E —_ R e 2.80
37 < 4m,, ) R R R ( )
onde: .
ch (9mMng\ 3 3GM?
g = — =
3 4my, )

neste caso vemos que nao ha um valor de R para o qual a energia é um minimo, temos portanto
que analisar as condigoes 0 = 8,0 > 8 e 0 < . Claramente a tinica condi¢ao sob a qual o

sistema pode atingir um estado de equilibrio é a primeira, ou seja:

ch <9erne>§ 3GM?

3r \ 4m, 5
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3

91N, 2/ 5ch )\ 2
M, ~ 2.81
( dmy, > <9WG> (281)

onde denotamos M por M,.. Utilizando os valores destas constantes encontramos que M, é

isto implica que:

aproximadamente 1.6 M, ( M massa solar). A segunda e a terceira condigdes sdo equivalentes
respectivamente com M < M. e M > M., elas implicam em energias positiva e negativa. Assim
quando M < M, a pressao de degenerescéncia é maior do que a gravitacional e portanto a estrela
se expande até os elétrons tornarem-se nao-relativisticos (a energia de Fermi cai com R?), e a
estrela finaliza-se assim em uma ana-branca, ou seja, sustentada pela pressao de degenerescéncia
dos elétrons. Ja quando M > M, ela colapsa sob o efeito de seu peso gravitacional de forma que
a pressao de degenerescéncia nao suporta a estrela.

Portanto vemos que M. é uma massa critica acima da qual a estrela ird colapsar, e pos-
sivelmente colapsar a uma estrela de néutrons. Este processo foi estudado em detalhes por
Subrahmanyan Chandrasekhar (1910-1995), de modo que M, é denominado de Limite de Chan-
drasekhar. O wvalor por ele obtido é de aproximadamente 1.44 My, ref.[14][2], levando-se em
conta a equacao de Lane-Emden, que modela a estrutura de um sistema termodinamico com

uma equacao de estado mais realistica.



Capitulo 3

Acao de Einstein-Hilbert Modificada

3.1 Introducao

Nos capitulos anteriores, a teoria gravitacional Newtoniana foi generalizada pela Teoria da Re-
latividade Geral. Esta, além de explicar de forma consistente os fenomenos gravitacionais até
entao explicados pelo teoria de Newton, faz novas previsdes. Algumas dessas previsoes foram
testadas e verificadas com sucesso, por exemplo:

e a trajetéria curva da luz em um campo gravitacional, observada a partir de um eclipse
solar, comprovando a natureza geométrica da gravidade.

e a incompatibilidade entre a previsao Newtoniana e os dados observacionais do movimento
de precessao de Merctrio, foi explicado com a Relatividade Geral.

e 0 desvio para o vermelho da luz em um campo gravitacional, foi verificado em uma ex-
periéncia realizada na torre do Laboratério Jefferson na Universidade de Harvard, pelos fisicos
R.Pound e G.Rebka.

e 0 tempo passa mais lentamento em um campo gravitacional, comprovado em uma ex-
periéncia utilizando reldgios atomicos, tal que um estava a bordo de um aviao e o outro no
laboratorio.

Estas sao algumas das fortes evidéncias a favor da teoria de Einstein. Porém hé previsoes que
ainda nao foram comprovadas, tal como a busca as ondas gravitacionais. Contudo o resultado
mais intrigante e interessante seja, como vimos no capitulo dois, os buracos negros. A existéncia
de tais corpos, desde de sua previsao até os dias atuais, geram grandes debates.

O préprio Einstein acreditava que eles nunca viriam a se formar, de modo que préopos um
modelo de estrela estavel, em que o colapso a um buraco negro nao ocorreria. Hoje ha algumas

propostas neste sentido, tal que uma teoria modificada da gravitagao ref.[15] ou a incorporacao

o1
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da mecanica quantica a gravidade [16] poderia evitar a formacao de buracos negros.

Mas hé uma grande esperanca de que Buracos Negros possam realmente existir. Evidéncias
diretas nao existem, entretanto observacgoes astronoOmicas apontam a sua existéncia de forma
indireta, tal como:

e efeitos de lentes gravitacionais.

e observagoes do telescépio espacial Chandra aponta a existéncia de buracos negros super-
massivos no centro de algumas galdxias a partir da forte emissdo de raios gama.

e a observacao de um suposto sistema bindrio entre uma estrela e um buraco negro, onde se
observa a transferéncia de matéria da estrela para o suposto buraco negro, por exemplo, Cygnus
X-1.

Apesar destes resultados corroborarem a favor da Relatividade Geral, ha também observacoes
sem respostas, tal como:

e as curvas de rotagao de galaxias.

e a Anomalia Pioneers.

e expansao acelerada do universo.

Estas questoes poem em xeque a teoria de Einstein como uma teoria final para gravitacao.
Porém nao s6 isso, hoje ha uma intensa busca por uma teoria quantica da gravitacao. Esta teoria
como o préprio nome ja diz, viria conciliar a Mecanica Quantica com a Relatividade Geral em
uma unica teoria, tal como a Eletrodinamica Quéntica(QED) faz com o eletromagnetismo, que
possivelmente viria a responder tais questoes.

Assim motivado pelo sucesso da QED em suas previsoes, alguns modelos surgiram em tal
direcao, apesar das dificuldades tanto matemaéticas quanto conceituais, e a falta de resultados
que possam ser verificadas.

Uma outra alternativa a Gravitacao Quantica é a chamada Teoria de Cordas. Ela funda-
mentalmente substitui o conceito de particula pontual por um objeto unidimensional (corda), tal
que diferentes modos de vibracao estariam relacionados a diferentes particulas. Esta proposta
nao sé daria uma descricdo quantica para a gravidade como também unificaria todas as quatro
interagoes fundamentais da natureza.

De outro lado héa as chamadas Teorias da Gravitagdo Modificada. Estas sao teorias classicas
que buscam uma generalizagao da Relatividade Geral a partir de quantidades invariantes cons-
truidas com os tensores de Riemann, Ricci e Weyl. Também se encaixam nesta classificacao
propostas menos fundamentais, como MOND.

Enquanto nao se conhece a verdadeira natureza da gravitagao, uma alternativa é generalizar

de forma consistente os resultados ja bem estabelecidos da fisica. E hoje conhece-se um modo,
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aparentemente natural, de se conciliar a Mecanica Quéantica com a Relatividade Especial, é a de-
nominada Teoria Quantica de Campos (QFT), que tem mostrado consisténcia com a experiéncia,
por exemplo, a Eletrodinamica Quantica.

QFT é uma teoria de campos quantizados definidos em um espaco-tempo de Minkowski, de
modo que ela nao inclui a gravitagao. Um modo de introduzir a gravitacao é definir estes campos
em um espaco-tempo curvo, este procedimento é conhecido como Teoria Quantica de Campos
no Espaco-Tempo Curvo.

Notamos que ela nao é uma teoria quantica para a gravidade, mas pode ser vista como uma
primeira aproximacao em tal direcao, ja que a gravidade é uma deformacao do espago-tempo
de Minkowski. Assim provavelmente a teoria quantica no espaco curvo é um limite classico, no
sentido de grandes escalas, da Gravitacao Quantica.

Fizemos esta breve introdugao a atual situacao das linhas pesquisas em gravitagao para
motivar nosso trabalho. Neste capitulo buscaremos limites de uma teoria da gravidade com
corregoes quanticas, que pode ser obtida a partir das equagoes do grupo de renormalizacao

[17][18].

3.2 Transformacao Conforme

Como dissemos, neste capitulo vamos considerar os limites de uma teoria da gravidade, com
correcoes quanticas, a partir da dindmica do sistema Solar e colapso das anas-brancas. Tal teoria
gravitacional difere da Relatividade Geral apenas por ter a constante gravitacional Newtoniana
variando.

Esta dependéncia é através do potencial Newtoniano. Tal corregao surge devido a técnica de
extrair corregoes quanticas a partir das equagoes do grupo de renormalizagao ref.[17] [18].

Nao iremos aqui mostrar tal resultado, iremos simplesmente assumir seu resultado, ou seja,

a eq.(3.1). Nesta abordagem a acao de Einstein-Hilbert toma a seguinte forma:

S_&/d‘l\/fR (3.1)
“16r ) TVTIG ‘

aqui G é dado por:

Go

1+valn (L%‘;w) 7
®5

os parametros « e v é devido a corregdes quanticas. Ja que estes parametros aparecem sempre

G =

(3.2)

como produtos iremos por motivo de simplicidade definir av = v. ¢pe € 0 potencial Newtoniano
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e Gg é o valor de G quando o potencial Newtoniano vale ¢9. Vamos aqui tratar do caso em que
v é muito pequeno, de modo que possamos expandir G' em poténcia em v. Em primeira ordem

temos:

G=Go(1-¢) , (3:3)

d’new
o)

transforme a agao(3.1) na acdo de Einstein-Hilbert mais termos de ordem superior em e, de

€ é dado por: € = 21/111( ), onde |¢] << 1.Buscaremos uma transformacao conforme que

modo a podermos desprezar tais termos, ou seja:

A
167Gy

4 = 5 2
/d zv/—g R+ O%(e) (3.4)
lembramos que transformagcoes conformes nao sao transformacoes de coordenadas, mas sim uma
regra de parametrizar a métrica em termos de uma nova métrica e uma fungao escalar o (), veja

ref. [19] para uma discursao detalhada. Sob transformagao conforme a métrica se transforma de

acordo com:

G (@) = G ()20 (3.5)

as leis de transformagoes para o determinante métrico e para o escalar de Ricci a partir de (3.5)

sao facilmente obtidas:

g= geQDU , (3.6)

R=¢%[R-2(D—-1)(V%0) - (D -1)(D -2)(Vo)?] , (3.7)

aqui D é a dimensdo do espaco e V é a derivada covariante na métrica ficticia Juv- Para o caso
em que D = 4, temos:

g=ge* , R=e|R—6(V?0)—6(Vo)?] . (3.8)

Substituindo estes termos na agao (3.1), teremos para a acao modificada:

oA 2R Gl 202 6t e20(Vo)?

S = d*z\/=7 — d*z\/—7 - /d4 Ay —
167TG0/ AT 167TG0/ I T 167Gy ) “ VI 1 ¢

(3.9)

sabemos que:
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20 20 20 20
€ =9 - (e*’Vo 2e%7 o o e - =
— _ - 1
1_€VU V<1_6> 1_€(VJ) (1_6)2VO'V6 (3.10)
logo temos:
ct 4 e [ _ 5 VoVe _ (e*Vo

— —a — A1
1MGm/dmfgL_f<R+MV@-+l_e> v(l_eﬂ RENERES

assim vemos que com a identificagao:

l—e=¢e% | (3.12)

obtemos:

1
o= §ln(1 —€) ; Vo=--Ve , (3.13)
portanto a acdo assume a seguinte forma em primeira ordem em e:

C4

167Gy

/ d*z/—gR (3.14)

Vemos assim que com a escolha (3.12) para a transformagao conforme da métrica obtemos
a acao de Einstein-Hilbert na métrica “ficticia”. Portanto nesta métrica nds sabemos resolver
exatamente as equagoes de campo para o caso especifico que vamos tratar, ou seja, o caso
esfericamente simétrico. Como resultado, os célculos desenvolvidos na secao (2.1) sao vélidos
para a nossa métrica conforme, de modo que:

20new
goo =1+ ¢C2 (315)

3.3 Novo potencial gravitacional classico

Vamos aqui obter qual deve ser o elemento de intervalo no limite cldssico, ou seja 7z << 1,

para uma particula sob a acdo de um potencial escalar ¢. A Lagrangiana relativistica para uma

particula livre é obtida da correspondente agao:

S:—a/%. (3.16)

Para o caso livre de campo o elemento de intervalo assume a forma plana, de modo que acao

torna-se:



56 CAPITULO 3. ACAO DE EINSTEIN-HILBERT MODIFICADA

sz_a/mz_a/,h_(ffcdt (3.17)

logo a lagrangiana é:

L=—-ac\/1—- @ (3.18)
c
No limite de Z—z << 1, obtemos:
v2
L~ — 1—-— 3.19
aclt- 73] - (3.19)

por comparando com a Lagrangina cldssica para uma particula livre e desprezando a constante
aditiva que nao altera as equacbes de movimento, temos que a constante ¢ o = mec, assim

provamos que a acao (1.12) é dada por:

S = —mc/ds . (3.20)

Como resultado extraimos que a Lagrangiana de uma particula na presenca de um potencial

¢ no limite classico é:

va

L=—-mc+ . meo (3.21)

de modo que podemos identificar o elemento de intervalo para uma particula no regime classico:

S:/Ldt:mc/(c;eri)dt = ds:(c—v—+?)dt (3.22)

. 2
depois de desprezarmos termos de segunda ordem em 7, obtemos:

ds® = (1 + if) Adt? — (dif)? (3.23)

vemos portanto que no regime de campo fraco a métrica é dada por:

2¢
goo =1+ Z 5 i = -1 (3.24)
aqui ¢ € o potencial ao qual a particula estda submetida. Lembrando que a transformacao conforme

é:

Guv = (1 - 6)§W (325)

entao:
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go= (1= oo = 1+ 0 =(1-e)(1L+ uen) (3.26)
ou seja:
¢ = bnew — *vln <¢"ew> (3.27)
%o

fizemos acima a substituicao € = 2v1n (%) Portanto nesta abordagem o potencial gravitaci-
onal classico nao é exatamente o potencial Newtoniano, mas é dado pela soma do mesmo com
um termo logaritmico proveniente de se tomar a a¢do como na eq.(3.1). Vamos nas se¢oes subse-
quentes aplicar este novo potencial & dois casos especificos: a precessao do periélio de Mercurio

e o limite de Chandrasekhar.

3.4 Teste para termo logaritmico no sistema solar

Vamos agora buscar estimar a ordem de grandeza do parametro fenomenolégico v no nosso sitema
solar. Para tal vamos nos utilizar de um dado bem estabelicido, o valor da precessao do periélio
de Merctrio.

Durante anos nao se conseguia uma resposta para o desacordo entre a previsao Newtoniana e
os dados observacionais da precessao de Mercurio, isto levou muitos a conjecturar novos planetas,
de modo que tais desvios pudessem ser explicados através dos efeitos gravitacionais perturbativos
sobre a orbita de Merctrio, porém nunca observou-se tais planetas. Vale lembrar aqui que esta
hipétese teve muito sucesso na previsao de alguns dos planetas do nosso sistema solar.

Um dos grandes triunfos da teoria da Relatividade Geral foi exatamente a previsao de um
acréscimo angular no movimento de um planeta apds uma revolucao em torno do sol, este
acréscimo explicou satisfatoriamente a diferenca entre o valor observado e a previsao Newto-

niana, o resultado [1] é:

67TGOM
2a(l —e?)

5 = (3.28)

Gy é a constante gravitacional Newtoniana, M é a massa do corpo que gera o campo central, a
é o semieixo maior e e é a ecentricidade da elipse.

Faremos aqui uso do vetor de Laplace-Runge-lenz (LRL), como desenvolvido em ref.[20], afim
de determinarmos a velocidade de precessao devido ao novo potencial e assim compararmos com
a incerteza dos dados observacionais de Mercurio, ja que este tem a maior precisao nos dados

observacionais de precessao.
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Uma breve introducao ao vetor LRL e sua utilidade em se determinar velocidades de pre-
cessao em problemas perturbativos foi dado no Apéndice-A, este apéndice é um importante
complemento desta se¢ao para quem nao conhece o vetor LRL. Porém uma discussao mais com-
pleta e interessante pode ser encontrado em ref. [21] [22]. L4 encontramos que para uma particula

submetida a forca:

= k. = k .
F= _ﬁr - fpeTt ; |ﬁ‘ >> |fpert| 5 (3.29)

a sua Orbita precessa com a seguinte velocidade angular:

= 7)COS @)
Q= _M I, (3.30)
mke

onde a média é tomada sobre um periodo, aqui m e [ sdo respectivamente a massa e o momento
angular da particula submetida a forga (3.29) e € é a excentricidade da érbita nao perturbada.

A forca gravitacional associada ao potencial (3.27) é:

" M 2
F =—m grad(¢) = _Go 5 My MYy (3.31)

r

de onde podemos imediatamente fazer a identificagao:

mcv

P (3.32)

fpert = -

Este termo é o desvio da Lei Gravitacional de Newton devido a corre¢es quanticas na Rela-
tividade Geral. A Teoria Gravitacional de Einstein explica de forma satisfatéria a mecanica do
sistema solar, nao ha no momento fortes evidéncias que a coloque em xeque diante dos dados
observacionais do mesmo. H& como dissemos na introducdo a Anomalia Pioneers, porém este
problema sé aparece em distancias acima de 20 UA.

Deste modo nao esperamos observar desvios da Gravitacao de Einstein na dinamica do sis-
tema solar, dentro da incerteza dos dados, de modo que estimaremos um limite superior para o
parametro v.

Substituindo a eq.(3.32) em (3.30), obtemos a velocidade de precessao para o nosso caso em

especifico:

v cosp, -

() (3.33)

0=

Entao tudo que nos resta é resolver a média acima e comparar com o respectivo valor para

Mercirio, para isto escrevemos-a explicitamente:
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r T r

<cosg0> _ 1/T cosp (3.34)
0

O momento angular de uma particula que se move sobre um plano em que o vetor unitario

normal é k, é dado por:

['=mrok | (3.35)
de onde tiramos que:
dy l
—_ = — 3.36
dt  mr? (3.36)
com esta relacao fazemos a mudanca de variavel de integracao de ¢ — ¢, portanto:
<coss0> m/Q“ ) J (3.37)
= — r() cos . :
r It Jo ¢ P oy

Em teoria de perturbacao tomamos os valores médios a partir dos resultados para o problema

nao perturbado, neste caso as érbitas nao perturbadas sao elipses:

a(l — 62
)= A=)

= 3.38
1+ ecosyp ( )

a € o semi-eixo maior e € a excentricidade da elipse. Deste modo a média acima torna-se:

(oey mell o) [Tty (339
r Ir o l+ecosyp

A integral acima pode ser resolvida fazendo a mudanca de varidveis ¢ = 2tan~!(t) + , o

resultado entao é:

<cos<,o> _ 27rma[m_ (1— )] | (3.40)

r lTe
logo nés temos a expressao para a velocidade de precessao da Orbita eliptica para a forca pertur-

bativa devido a corregdes quanticas:

- 2racty A
Q0= " [Vi-e-1-)k 3.41
G VI=@ ==k . (3.41)
aqui fizemos uso ['=lk. Esta expressao nos permiti calcular a velocidade de precessao da érbita
de qualquer particula submetida a forga (3.31), porém nao é usual a utilizarmos, mas sim o desvio

angular devido a precessao. Sabemos que ) = 57“", de modo que podemos facilmente identificar:
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2

2mac‘v
2 2
dp = 7(10 =2 [\/ l1—€e2—(1—e¢ )] . (3.42)

Como dissemos no inicio desta se¢do a maior precisao nos dados observacionais de precessao
para os astros do nosso sistema solar sao os de Mercurio. Isto se deve a sua érbita ter uma
grande excentricidade comparada aos demais e também a seu posicionamente e distancia da

Terra, favorecendo assim as observacgoes. Os dados observacionais de precessao para Mercurio

dao:

do = (43,1+0,4) arcseg/sec . (3.43)

A previsao relativistica da:

do = 42,9195 arcseg/sec (3.44)

podemos ver que a Teoria da Relatividade Geral estd em acordo com as observagoes. Com os
grandes avancos tecnolégicos, do século passado e do inicio deste, temos grandes chances de que a
incerteza nas observacoes possam ser minimizadas. Gigantescos telescopios espaciais e terrestres
de altissima resolucao tem sido postos em operagao, de tal modo que venha algum dia confirmar
ainda mais a teoria de Einstein ou colocar limites sobre a mesma.

Portanto vamos aqui somente estimar um limite superior para v a partir da incerteza acima,

utilizando a eq.(3.42) e comparando com a incerteza 0.4”, nds encontramos:

v<10717 (3.45)
onde fizemos uso dos seguintes valores:
G = 6.67x107"Y Nm2kg2, M =198 x 10% kg, c=3x108ms2,
a = 6.97 x 10m, e &=0.2056. (3.46)

Apesar deste resultado nao expressar qualquer importancia relevante do pardmetro v, na
descri¢ao do movimento de precessao dentro do sistema solar, ele tem um papel muito importante
em se tratando de galdxias. Foi mostrado, ref. [17] [18], a possibilidade de se explicar as curvas
de rotacdes de galdxias sem invocar o conceito de matéria escura. Em tais sistemas v ~ 1077 e

observa-se que ele tem uma dependéncia com a massa das galdxias crescente.
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Logo nosso resultado estd em pleno acordo com a dependéncia com a massa do sistema.
Porém podemos nos questionarmos se ha também uma dependéncia com a intensidade do campo
gravitacional, ja que sua origem é quantica.

Se tal dependéncia existe, serd mais simples observar desvios da gravitacao de Einstein. Por
exemplo, em estrelas compactas a intensidade do campo gravitacional é muito maior do que nas
bordas das galaxias. Assim um estudo de tais sistemas pode nos revelar tal dependéncia. Para
tal, vamos na préxima segao reanalisar os resultados obtidos na se¢ao (2.4) para anas-brancas,

levando-se em conta o novo potencial gravitacional.

3.5 Limite de Chandrasekhar com novo potencial

Vamos agora buscar as implicagoes do potencial (3.27) na andlise feita na segao (2.4) para as
estrelas anas-brancas. Todas as justificativas e simplificagoes feitas para a obtencao da energia
total continuam validas aqui, a inica mudanca sera na contribuicao da energia gravitacional para
com a energia total da estrela.

Deste modo, utilizando-se do novo potencial gravitacional classico (3.27), podemos determinar
com uma simples integragdo a energia gravitacional para uma distribui¢ao uniforme de matéria,

esfericamente simétrica e com massa M e raio R, ela é dada por:

3G
5 R

U(R) =

2 —GoM )] (3.47)

Mc* |2 -1
+vMec [3 n( ooR

Assim, substituindo o resultado acima na eq.(2.74), teremos a energia total de uma ana-

branca em que os elétrons podem ser tratados no limite nao-relativistico:

v B

E(R) = TR Mc*vIn(k/R) (3.48)
onde por conveniéncia definimos k = — G(géw e descartamos o termo constante 2Mc?v /3. Relem-
bramos que:

5
20% (9rMne\3 1 3
== — . B=ZGyM? . 3.49
7 157?(4mp>me’ﬁ50 (349)
Pela condicao de minimo da energia, temos:
vMEPR? + SR -2y =0 . (3.50)

A raiz positiva desta equagdo quadrética em R é:
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M 2
Rzmlczy[—ﬁJrﬁ,/HS;Qw] , (3.51)

onde podemos notar que para uma massa da ordem da do sol, ou seja 10>°kg, temos:

8Mc2ry
32

Fazendo a hipétese de que v << 107'°, podemos expandir a rafz quadrada acima e manter

~ 100 . (3.52)

. : SMc%yv s
somente o termo de primeira ordem em 5T, Ou seja

~ 2
~5 (3.53)

Assim recuperamos naturalmente o resultado prévio da secao (2.4), que estabelece que o raio
das anas-brancas cal com a raiz cibica de sua massa. Este resultado é muito conhecido dos
astrondomos a partir dos dados observacionais, tal que ele reforga as justificativas dadas em tal

secao e o nosso resultado:

v<<10710 . (3.54)

Podemos agora nos utilizar do resultado acima para buscarmos quais sao as implicacoes deste
novo potencial sobre a massa critica das anas-brancas. Por exemplo, a massa critica se altera?
Esta questao é interessante, ja que hé o questionamente ref. [15] & respeito da possibilidade de
uma gravidade modificada evitar o colapso de uma estrela a um buraco negro.

Com a eq.(3.47), a energia total (2.80) de uma distribui¢ao uniforme, esfericamente simétrica

e de modo que os elétrons livres tenham velocidades ultra-relativisticas, da:

E(R) = % — Mc*vIn(k/R) . (3.55)
aqui o, como em (2.80), é dado por:
ch (9nMne\ ?
0= ( yre. e) (3.56)
O ponto de minimo da energia agora é:
R = % . (3.57)

Este resultado nos mostra que as condicbes ¢ < 3 e ¢ > [ podem ser descartadas pelas

seguintes razoes: o < 8 implica em um raio R negativo, enquanto que a segunda, ¢ > 3, permiti
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uma condigao de equilibrio com R muito grande, tal que a hipdtese de elétrons ultra-relativisticos
nao é mais justificada. Por exemplo, para uma massa da ordem da do sol e levando-se em conta

o fato que v << 10719, obtemos:

R>>10%m . (3.58)

Consequentemente a energia dos elétrons mais energéticos, ou seja, a energia de Fermi seréd:

Ey << lev . (3.59)

Isto nos mostra que a energia de Fermi é bem menor do que a energia de repouso dos elétrons,
~ 0.51Mev. Portanto a nossa hipotese de velocidades ultra-relativisticas ja nao tem fundamento,
de modo que a unica condicao que a justifica é o = 3, ou seja, a Unica condicao satisfatoria é
o=0.

Logo respondemos a pergunta inicialmente feita, a massa critica ndo se altera. Além disso,
este resultado junto com o da secdo anterior corroboram para uma dependéncia de v com somente
a massa do sistema e ndo com a intensidade do campo também. Assim o termo logaritmico nao
tem papel relevante em sistemas com massa da ordem da do sol.

Porém para sistemas como buracos negros supermassivos, que se acreditar estar presente no
centro de muitas galaxias, inclusive a nossa, este termo pode desempenhar um papel crucial no

regime de campos fracos.



Conclusao

Vamos agora resumidamente descrever os resultados obtidos neste trabalho. Vimos que a Rela-
tividade Geral prevé a existéncia de buracos negros, contudo, ha a necessidade de ocorrer um
colapso.

Utilizando os resultados da teoria de Einstein, no limite de campo fraco, reobtemos o potencial
gravitacional newtoniano. Mostramos que em anas-brancas era uma boa aproximacao utilizar
tal potencial para descrever seu campo. A partir disso, extraimos as condic¢oes de equilibrio para
tal tipo de estrela, encontrando uma massa critica da ordem da do Sol.

Estes resultados sao conhecidos na literatura, de modo que queriamos deriva-los para uma
andlise de quando tomamos em conta uma gravidade modificada. Vimos que para uma acao
gravitacional, onde se tem a constante gravitacional newtoniana dependendo do logaritmo do
potencial cldssico, obtem-se no limite de campo fraco um novo potencial gravitacional.

Contudo, este potencial é dependente de um parametro de ajuste. Nosso objetivo entdo foi
estimar um limite superior para tal parametro e analisar se a dependéncia era como predita em
[17], onde observou-se que em galdxias ele é da ordem de 10~7 e crescia com a massa. Assim
aplicamos este novo potencial ao movimento de precessao do periélio de Mercirio e na condicao
de equilibrio das anas-brancas.

Nosso resultado foi que levando-se em conta as estimativas da incerteza na observagao do
movimento de precessdo do periélio, v < 10717, Isto significa que este novo potencial nio tem
qualquer importancia na descricao da dindmica dentro do sistema Solar.

Mesmo sabendo do resultado acima, poderiamos pensar que encontrariamos algum desvio
sobre a condicao de equilibrio das estrelas, pois este novo potencial poderia ser dependente da
intensidade do campo. Entretanto, notamos que v << 10719, e ele ndo altera os resultados
prévios obtidos com a teoria newtoniana, como a massa critica. Isso estd em acordo com v <
1017, de modo que descartamos qualquer dependéncia deste pardmetro com a intensidade do
campo.

Assim vemos que nossos resultados estao em acordo com as predigoes de ref.[17].

64



Apeéndice A

Vamos aqui fazer um breve estudo a respeito do vetor de Laplace-Runge-Lenz (LRL) e mostrar
como a partir de suas propriedades podemos calcular a velocidade de precessao para o problema
de Kepler perturbado. Uma discussao mais abrangente e detalhada pode ser encontrada em ref.

[21] [22]. Definimos o vetor LRL como:

A=pxl — mki , (A-1)

aqui p'e ['sdo os momentos linear e angular, respectivamente, de uma particula de massa m, 7 é
o vetor unitario radial e £ é uma constante que se defini de forma apropriada para cada tipo de
forga a qual a particula estd submetida.

Iremos agora extrair algumas de suas mais importantes propriedades para o caso em que esta

forca é do tipo como a gravitacional ou elétrica, ou seja:

F = —%f : (A-2)

para o caso gravitacional identificamos k = GMm. A primeira dessas é que o vetor LRL é uma
constante de movimento, para demonstrar vamos tomar a derivada temporal de A:
dA _dp - di

%—dtxl—mka,

(A-3)
onde fizemos uso de que para forcas centrais o momento angular se conserva. No primeiro
termo temos a forga produto vetorial com o momento angular da particula, ja no segundo nao

identificamos de imediato uma relacao clara com o primeiro, assim calculemos a derivada de 7

no tempo:

65
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-

usamos a relacao @ x (b x &) = (@.6)b — (@.b). Substituindo o resultado anterior na eq.(A-3)

obtemos:

dA
0 . A-
7 =0 (A-5)

Outra importante propriedade é que este vetor pertence ao plano da érbita, para tal basta

lembramos que o momento angular é um vetor normal a este plano:

-

LA=1(Fx1)—mkli=0 (A-6)
ou seja, A é um vetor fixo no plano do movimento. Tomando-se o produto escalar entre Ae 7, 0

vetor de posicao da particula, podemos obter a trajetéria de forma muito simples e econémicas:

7| Al cos(p — o) = PP x 1) — mkr# = 12

—mkr (A-7)
o € o angulo entre A e o eixo polar. Logo:

l2

(A-8)

r= =
mk[1 + A cos(p — )]
Esta é a equacao polar de uma elipse, portanto particulas submetidas a uma forca atrativa
que cai com o quadrado da distancia ao centro de forcas tem trajetorias elipticas, como ja era
de conhecimento de Johannes Kepler no caso do campo gravitacional.
Podemos extrair desta relacao a interpretacao de que este vetor defini o eixo de simetria
da elipse, ou seja, estda sobre o semi-eixo maior, devido a paridade da funcao cosseno. Deste
modo podemos considerar por simplicidade que o eixo polar e a direcao de A coincidem, ou seja,

wo = 0. Além disso vemos que seu médulo determina a excentricidade da elipse:

|A| = mke . (A-9)

Devido a estas propriedades, de esta sobre o eixo de simetria e ser uma constante de movi-

mento, ele desempenhard um papel muito importante para o problema de Kepler perturbado.
Esperamos que para uma forca perturbativa muito pequena, ou seja:

k

5 R o k o
F= _ﬁr - fpeTt ; |7472| >> |fpert| 5 (A-lO)

a trajetéria da particula nao seja exatamente uma elipse, mas sim uma érbita muito préxima
desta. O que ocorre entao é que a elipse precessa, depois de uma revolucao a particula nao volta

a posicao ao qual ela partiu.
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Como vamos mostrar o vetor LRL nao é mais uma constante de movimento neste caso,
porém ele ainda pertence ao plano da orbita, no caso de uma forca perturbativa central, ja que
o momento angular é uma constante de movimento, de modo que a relacao [.A = 0 continua
valida.

Logo, depois de um periodo, o vetor LRL nao estara mais na sua dire¢ao inicial e seu médulo
também nao serd o mesmo, mas terd sofrido uma pequena mudanca. Vamos aqui desprezar, em
primeira ordem, que seu modulo varie. Consequentemente podemos caracterizar o movimento
de precessao pela seguinte relacao:

R

(o) =Gx 4, (A-11)

temos que €) é a velocidade média de precessdo e a média acima é tomada sobre o periodo do
movimento nao perturbado. Calculando-se explicitamente a derivada temporal acima e fazendo-

se uso da eq.(A-10), obtemos:

(&2

note que na deducao acima nao fizemos mencao a natureza do termo perturbativo, portanto

= (fpert X 1) + (F % (F % fpert) (A-12)

esta relacao é vélida para uma forca pertubativa nao central, como por exemplo, perturbagoes
devido a outros planetas. No caso em particular que pretendemos abordar o termo perturbativo

é central, ou seja, fpert = fpert(r)7. Logo o segundo termo é nulo:

dA

<E> = (fpert) X 1 . (A-13)
Lembramos que em uma base cartesiana o vetor # é dado por 7 = cos go% + sin goﬁ', de modo
que temos:
dA’ ~ =
<%) = (fpert(r) cosp)r X I, (A-14)
(fpert(r)sing) = 0, pois fpert depende somente da distancia r e a drbita nao perturbada é

simétrica com respeito ao semi-eixo maior. Logo lembrando-se que A = mke 1 podemos imedia-

tamente identificar a velocidade média de precessao:

5 {fpert(r)cosg) »
Q= mke . (A-15)

Esta relacao nos permiti, a partir da caracterizagao da forca perturbativa central, quantificar
a velocidade média de precessao da orbita de uma particula que estd submetida a uma forca, em

que o termo mais significante seja ]r%\
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