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Resumo

Neste trabalho discutimos o modelo de Heisenberg isotropico bidimensional do ponto de
vista de sistema vinculado. Nés apresentamos este sistema como uma teoria que nao tem, a
principio, invariancia de calibre. O conceito de invariancia de calibre é muito til em fisica
tedrica, uma vez que permite a compreensao profunda de sistemas fisicos ja que permite uma
escolha arbitraria de um referencial a cada instante de tempo. Na verdade, todas as teorias
que descrevem as interagoes fundamentais sao teorias de calibre. No método de Dirac todos
os vinculos obtidos para o modelo de Heisenberg isotrépico bidimensional sao de segunda
classe, isso significa que, em principio, o modelo nao apresenta invariancia de calibre. Isto sera
verificado através da aplicacao do método simplético. Neste contexto, o potencial simplético
(hamiltoniana) sera obtido e para uma escolha de fator-ordenagao particular, a saber, que as
funcoes dos campos devem ficar a esquerda do operador momento, nds escrevemos a equagao
de Schrodinger funcional correspondente. Esta equagao nao serad resolvida explicitamente
aqui, no entanto, isso poderia ser feito aplicando o método do célculo funcional assim seria
obtido o espetro de energias do sistema.

Palavras-chave: Modelo de Heisenberg, Quantizacao, Sistemas Vinculados, Equacao Fun-
cional.



Abstract

In this work we discuss the two-dimensional isotropic Heisenberg model from the constrained
systems point of view. We present this system as a theory which has not gauge invariance.
The concept of gauge invariance is very useful in theoretical physics, since it allows a deep
understanding of physical systems and an arbitrary choice of a reference at each instant of
time. In fact, all theories describing the fundamental interactions are gauge theories. In the
method of Dirac all constraints obtained for the two-dimensional isotropic Heisenberg model
are second class, this means, at first, the model has no gauge invariance. This will be checked
by applying the symplectic method. In this context, the symplectic potential (Hamiltonian)
will be obtained and a choice of particular factor-ordering, namely that the functions of
the fields should be left to the operators, we write the associated functional equation of
Schrodinger. This equation will not be solved explicitly here, however, this could be done by
applying the method of functional calculation, and so we should obtain the energy spectrum
of the system.

Keywords: Heisenberg Model, Quantization, Constraints Systems, Functional Equation.



Introducao

Desde a descoberta da alta supercondutividade T, [1] o interesse no modelo de Heisenberg
bidimensional foi grandemente reavivado. Em vista disso, o estudo do magnetismo em duas
dimensdes tornou-se interessante aos tedricos e experimentais [2, 3, 4]. E um grande progresso
na compreensao do magnetismo em duas dimensoes foi alcancado e discutido na literatura
[5, 6, 7]. Além disso, é sabido que o limite continuo, classicamente falando, do modelo de
Heisenberg bidimensional pode ser descrito pelo modelo sigma nao-linear O(3).

Um estudo consistente e sistematico dos sistemas vinculados foi inicialmente estabele-
cido por Dirac [8]. O objetivo principal do assim chamado, formalismo de Dirac, é obter
os parénteses de Dirac, que sao a ponte para os comutadores da teoria quantica. Com a
classificacao de vinculos como primeira ou segunda classe, primarios ou secundarios, este
formalismo tornou-se um dos padroes para a analise de sistemas vinculados. Faddeev e
Jackiw [9] propuseram um método geométrico de quantizagao simplética de lagrangianas de
primeira ordem para sistemas vinculados, que é diferente da tradicional abordagem Hamil-
toniana de Dirac. No método de Faddeev e Jackiw, nao é preciso introduzir os vinculos
primarios como no formalismo de Dirac, que decorre da definicao dos momentos canonicos.
Além disso, a classificacdo dos vinculos como primeira ou segunda classe, primario ou se-
cundario nao é necessaria neste método; todos os vinculos sao mantidos ao mesmo nivel.
Barcelos-Neto e Wotzasek propuseram um formalismo simplético [10], que é uma versao
extendida do método de Faddeev e Jackiw para o caso em que os sistemas vinculados.

O ponto principal do formalismo simplético é alterar o sistema introduzindo campos
auxiliares na Lagrangiana de primeira ordem, este método nao deve depender da forma
como os campos auxiliares sao introduzidos. A Lagrangiana de primeira ordem, que depende
das varidveis simpléticas e seus momentos canonicos generalizados, leva a matriz dois-forma
simplética f,g. A classificacao do sistema como vinculado ou nao vinculado no formalismo
simplético depende do comportamento singular da matriz dois-forma simplética. A partir dali,
podem acontecer trés situacoes diferentes, devido a esse comportamento. Em primeiro lugar,
se a matriz dois-forma simplética é nao-singular, podera ser invertida para gerar os parénteses
de Poisson genralizados, que correspondem aos parénteses de Dirac. Em segundo lugar, se
a matriz dois-forma simplética é singular, existe um modo zero, que gera um novo vinculo
para o sistema. Particularmente, neste caso, os vinculos sao colocados na parte canonica
da lagrangiana via multiplicadores de Lagrange. Entao, esses vinculos sao considerados
um-forma canodnicas, enquanto multiplicadores de Lagrange sao considerados como variaveis
simpléticas. Normalmente, com essa nova Lagrangiana de primeira ordem, pode fazer a
matriz dois-forma simplética nao-singular depois de um nimero finito de iteragdes e obter
os parénteses generalizadas das varidveis simpléticas, que coincidem com os do formalismo



de Dirac. Finalmente, mesmo que a matriz dois-forma seja singular, existe uma situacao
para a qual os modos zero originais germ quaisquer vinculos sobre as variaveis dinamicas, na
primeira etapa de iteracao. Portanto, a parte canonica da Lagrangiana de primeira ordem é
inalterada, devido a auséncia dos vinculos adicionais. Entao, podemos dizer que o sistema
tem uma simetria de calibre com as regras transformacao geradas por estes modos zero.

A representagao funcional de Schrodinger vem sendo sistematicamente utilizada a fim de
quantificar as diferentes teorias de campo. Muitas previsoes tedricas e experimentais ja foram
obtidas dos funcionais de onda obtidos até agora. Um exemplo de um importante recurso
tedrico de teorias de calibre estabelecidos no contexto da equacao funcional de Schrodinger,
sem qualquer “aproximacao” instanton, é o assim chamado, angulo de vacuo [11].

Assim, o trabalho sera apresentado da seguinte maneira, inicialmente serao apresenta-
dos os métodos de quantizacao de sistemas vinculados, formalismo de Dirac e formalismo
Simplético, em seguida sera feita uma revisao do modelo de Heisenberg e em seguida sua
quantizagao e ao final sera apresentada a equagao de Schrodinger funcional para o modelo
de Heisenberg isotrépico bidimensional.



Capitulo 1

Sistemas Vinculados

1.1 Conceitos Basicos.

1.1.1 Equacao de Euler-Lagrange.

Para resolvermos um determinado problema em Fisica o primeiro passo sempre é escolher
um sistema de coordenadas bem adaptado. Aqui, qualquer um desses conjuntos de coor-
denadas serda chamado de coordenadas generalizadas e sera representado por ¢;, em que o
indice 7 identifica quantas coordenadas serao necessarias '. Definindo uma funcao dessas
coordenadas, e de suas derivadas temporais como a fungao lagrangiana L = L(qg;, ;) com
L =T—-V em que T e V sao as energias cinética e potencial, respectivamente, maiores
detalhes sobre esta escolha em [12, 13].
Tomando a variagao dq definida por dg = en, de modo que podemos escrever

q=q+0dq (1.1)
Analogamente, para um funcional S, a agao, dado por S[q] = :12 L(q(t),q(t),t)dt, a variagao
¢é dada por
2 /0L oL
0S = / (—5(] + —_5q') dt 1.2
n \9q 9q (12)
uma integracao por partes, como o uso de dq(t;) = dq(t2) = 0 leva a
2T9L  d oL
0SS = — — ——| dqdt 1.3
/tl {&J dt@d} ! 3

aqui temos que impor que a agao, S, tenha um valor minimo, ou seja, S = 0, para a
trajetéria fisica real. Dessa forma, teremos

e (1.4)
que é conhecida como Equacao de Fuler-Lagrange, e decorre do seguinte principio variacional

to
59 = 5/ L(g, ¢ t)dt = 0 (1.5)

t1

1Os graus de liberdade do sistema.
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com dq(t;) = dq(ts) = 0. A importancia desta equagao estd no fato de com ela podermos
atacar problemas mais gerais do que aqueles resolvidos pela mecanica vetorial de Newton.
Além disso, esta formulacao é muito mais concisa elegante.

Formalmente falando, temos que para um dado sistema mecanico descrito pela lagrangiana
L(q,q,t), seu movimento do instante ¢, ao instante t5 é tal que a agao

to
S:/ L(q,q,t)dt (1.6)
t1

¢ minima (mais geralmente, estaciondria) para a trajetoria real, mantidos fixos os pontos
inicial e final da trajetoria no espaco de configuracao.

1.1.2 Equacoes de Hamilton.

Na descricao de Hamilton nao usaremos as variaveis ¢; e ¢; para descrever a dinanica do
sistema, como foi feito acima, aqui usaremos duas quantidades ¢; e p;, em que p; € 0 momento
canonicamente conjugado a ¢;, definido por

oL

=% (1.7)

Pi

Assim, nessa nova descrigao, temos que fazer a substituicao das varidveis (q, ¢) por (¢, p)

em todas as grandezas mecanicas, e a introdugao de uma fungao H(q,p,t) em lugar da la-

grangiana L(q, ¢,t) para gerar a dinamica. Tal mudanca de descrigao realiza-se mediante

uma transformacao de Legendre, que no presente contexto consiste na substituicao das ve-

locidades generalizadas pelos momentos canonicos como variaveis basicas e na introducao da
funcao de Hamilton, ou simplesmente, hamiltoniana H(q, p,t) definida por

i=1

As consequéncias mais imediatas da introducao da funcao H podem ser deduzidas tomando-
se a diferencial da Eq.(1.8)

< . ", (0L oL .\ 0L
dH = Z(Qidpi +pidq1) - {Z <%d% -+ %d%> + Edt} (19)
i=1 i=1 2 )

em virtude da definigdo (1.7) dos momentos candnicos e das equagoes de Lagrange, esta
ultima equacgao reduz-se a

— . , oL
dH = Z(%dpz’ — pidq;) — Edt (1.10)
i—1

indicando que H, de fato, s6 depende dos ¢s e ps. Por outro lado,

"\ (OH OH OH
dH = lz:; (a—qqu, —+ a—pldpz) + Edt (1.11)
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comparando estas duas ultimas equacoes temos:

. _ oH
i@ = 5
OH
y = ——— 1.12
p 90 (1.12)

Estas sao conhecidas como Equagoes de Hamilton, ou Equacoes Candnicas de Hamilton, e
formam um conjunto de 2n equacoes diferenciais de primeira ordem equivalente ao sistema de
n equagoes diferenciais de segunda ordem de Lagrange. As quantidades (g, p) sdo chamadas
de variaveis canonicas e o espaco cartesiano de 2n dimensoes cujos pontos sao representados
pelas 2n-uplas (¢,p) = (q1, s qn, P1,---, Pn) é chamado espaco de fase. Devemos ressaltar
que, ao contrario da formulacao lagrangiana em que vale a priori a conexao ¢; = qu, na
dinamica de Hamilton nao ha qualquer conexao a prior:t entre as variaveis canonicas, isto
é, 0s ¢s e ps s@o inteiramente independentes entre si. Por isso, as duas partes da Eq.(1.12)
devem ser encaradas em pé de igualdade, constituindo o conjunto completo de equacoes de
movimento do sistema.

Excetuados os casos em que a hamiltoniana pode ser escrita diretamente, a construgao

das equagoes de Hamilton envolve os seguintes estagios:

1. Escolhidas as coordenadas generalizadas, constroi-se a lagrangiana L(q, g, t);
2. A Eq.(1.7) é resolvida para as velocidades ¢; como fungdes de (g, p,t);
3. Constroi-se H(q,p,t) susbtituindo-se em (1.8) os ¢s obtidos no passo anterior;

4. Uma vez obtida H(q,p,t), as equagoes de movimento do sistema sao (1.12).

1.1.3 Vinculos.

Como definido em [12], vinculos sao limitagoes as possiveis posigoes e velocidades das particulas
de um sistema mecanico, restringindo, a priori o seu movimento. E importante sublinhar
que vinculos sao limitacoes de ordem cinemdtica impostas ao sistema mecanico. Portanto,
estas restricoes antecedem a dinamica e precisam ser levadas em conta na formulacao das
equacoes de movimento do sistema. Restri¢oes de natureza dinamica - decorrentes, portanto,
das equacoes de movimento - nao sao vinculos. Por exemplo, a segunda lei de Newton obriga
uma particula sujeita a uma forca central a se mover num plano fixo, mas isto nao caracteriza
um vinculo.
Sao exemplos de sistemas vinculados?:

1. Uma particula que esta restrita a uma superficie fixa;
2. Duas particulas que se movem no espaco unidas por uma haste rigida;
3. Um péndulo duplo que oscila num plano vertical fixo.

mais tarde, ainda nesse trabalho, mostraremos as classificacoes de vinculos em primarios e
secundarios e vinculos de primeira e segunda classes.

2 As equagdes de vinculo para estes sistemas podem ser encontradas em [12].
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1.2 Formalismo de Dirac.

Com a presenca de vinculos, a hamiltoniana nao é univocamente determinada em termos
de momento de coordenada. A fim de termos uma ideia sobre qual hamiltoniana usar,
efetivamente, no formalismo, vamos calcular as equagoes de movimento no espaco de fase.
Seja, entao, o principio de Hamilton com L obtida a partir da transformacao de Legendre
da hamiltoniana sem vinculos, aqui denominada H,

0 = 68

to
= 5/ Ldt
t

t2
= 5/ (pi¢i — H.)dt
t1
to
= / (pi0g; + 0pig; — 0H.)dt (1.13)
t

1

Assim, podemos escrever d H. da seguinte maneira:

0H, 0H,
£5q; o, 1.14
dq; e Opi bi ( )

0H, =

Logo, levando este resultado na Eq.(1.13), temos
to ch) ( aHC)
—pi — 0¢; + | ¢ — (514 dt =0 1.15

Como dg; e dp; sdo fungoes arbitrarias do tempo, concluimos que a integragao na Eq.(1.15)
so é nula se o integrando o for. Portanto,

 0H, AV
(—pi - 3_%) dq; + (ql ~ ) dpi =0 (1.16)

Supondo que haja M relagoes de vinculo envolvendo p; e ¢; (vamos admitir, por enquanto,
que s6 existam esses vinculos) nada podemos concluir da Eq.(1.16).
Por outro lado, seja ¢,,(g;, p;) um vinculo, teremos:

O,
dq;

O

5p; 1.1
9. P (1.17)

(5(]2‘ +
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Sao, ao todo, M equacoes.

Multiplicando cada uma por A, = A, (¢;, p;) e somando o resultado com a Eq.(1.16),

obtemos . 96 - 96
(q+api+ 3pi>q+(p+aq1'+ a%>p ( )

Temos agora M fungoes arbitrarias A,, = A\n(q;,p;) (multiplicadores de Lagrange). As-
sim, ¢ possivel obter as seguintes equacoes de Hamilton

OH. OPm
I~ A —— 1.19
¢ opi - opi ( )
OH. Obm
P 94 94 ( )
Efetivamente, é como se tivéssemos definido uma nova hamiltoniana dada por
H=H.+ Ao ~ H, (1.21)

Como pode ser visto, o prego pago pelos M vinculos é a presenca de M multiplicadores
de Lagrange.

Podemos escrever as equacoes de Hamilton em termos dos parénteses de Poisson envolvendo
H

¢4 = {qi; ]E[}
pi = A{pi, H} (1.22)

Conforme foi dito, pode haver mais vinculos 3.

secundérios (K + M < N). Temos entao,
H=H.+ \¢q a=1,2,3,.. . M+ K (1.23)

Suponhamos que existam K vinculos

H é chamada de hamiltoniana total.

Vejamos agora como determinar os vinculos secundarios, tercidrios etc. Seja ¢, um dos
M vinculos primérios. E uma questao de consisténcia os vinculos nao evoluirem com o
tempo. Assim, podemos escrever

Q'bm = {¢m7ﬁ]}

~ Abm, Hep + Ad O, G0}
~ 0 (1.24)

30s vinculos ¢,, sdo ditos primdrios, os demais sdo chamados de secundérios, tercidrios etc
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Como podemos observar da expressao acima, usamos que qu ¢é obtido através dos parénteses
de Poisson com H.

Da equagao (1.24), podemos destacar duas possibilidades que estao relacionados aos parénteses
de Poisson entre ¢, e ¢, ser ou nao fracamente igual a zero:

1) {@m, dn} =~ 0 Neste caso, obtemos {¢,,, H.} =~ 0, que é uma relagao de vinculo. Pode

acontecer deste vinculo ser, simplesmente, um dos vinculos primarios ja conhecidos. Se isto
ocorrer, a relagdo (1.24) é uma mera relagao de consisténcia. Mas, pode acontecer, também,
de {¢m, H.} =~ 0 ser um novo vinculo. Como foi dito, um vinculo secundario, em virtude de
nao estar vindo diretamente da relacao do momento.
i) {¢&m,dn} # 0 Agora nao obtemos um novo vinculo, mas uma rela¢gdo obtendo os mul-
tiplicadores de Lagrange \,. Este processo deve ser repetido para os vinculos secundarios.
A partir destes, sao obtidos, da mesma maneira, os vinculos tercidrios e assim por diante.
Este procedimento é conhecido como algoritmo de Dirac-Bergmann. Procedemos assim até
esgotarem todas as possibilidades, isto é, até nenhum vinculo novo ser obtido (apenas a
repeticao dos jé existentes) e até serem determinados todos os multiplicadores de Lagrange.
De agora em diante, os vinculos terciarios e os obtidos nas demais etapas do processo serao
chamados, simplesmente, de secundarios.

Voltemos, agora, ao fato de termos usado H para obter ¢m na expressao (1.24). O cor-
reto seria usar, como Dirac denominou, a hamiltoniana total , ou seja, com todos os vinculos
da teoria [8]. Mas isto, obviamente, nao seria possivel pois nado conhecfamos os vinculos
secundarios. Agora ja conhecemos. Nao é dificil perceber que se montarmos equagoes seme
lhantes as equagoes (1.24), usando H em lugar de H, obteremos os mesmos multiplicadores
de Lagrange.

E oportuno comentar aqui, que os vinculos primarios, obtidos da definicao de momento
pi = g{i e os vinculos secundarios obtidos de relagoes de consisténcia, provenientes do fato
de os vinculos nao evoluirem com o tempo, podem nao ser os unicos vinculos da teoria. Nas
teorias de calibre (gauge, em inglés) 4, como o eletromagnetismo, h4 o aparecimento de novos

vinculos quando fixamos o calibre.

1.2.1 Vinculos de Primeira e Segunda Classes.

A classificacao dos vinculos em primarios, secundarios, terciarios e etc esta ligada a maneira
como os vinculos sao obtidos. Ela é, apenas, uma questao de organizacao. Em termos de
quantizagao canonica, nao importa como os vinculos foram obtidos. O que importa é que
eles existam. Neste sentido, uma classificacao mais 1til é a seguinte: dentre os vinculos,
podem existir alguns que possuem parénteses de Poisson fracamente igual a zero com todos

4Uma teoria de calibre é aquela na qual as varidveis dindmicas sdo especificadas com respeito a um
sistema de referéncia, cuja escolha é arbitraria no tempo. As varidveis fisicamente importantes sdo aquelas
que sao independentes da escolha do sistema de referéncia. Uma transformacao de varidveis induzida por
uma mudanga no sistema de referéncia arbitrario é chamada transformacao de calibre. Varidveis fisicas
(“observéveis”) s@o entao ditos invariantes de calibre.
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os vinculos da teoria. Esses vinculos sao denominados de primeira classe. Ja aqueles que
possuirem pelo menos um parénteses de Poisson diferente de zero sao chamados de segunda
classe.

O importante a destacar é que a existéncia de vinculos de primeira classe significa que
a teoria possui invariancia por transformagcoes de calibre. Ha dois caminhos que podem ser
seguidos. Um deles é fixar o calibre, assim, os vinculos decorrentes da fixagao do calibre
implicarao que aqueles vinculos de primeira classe passem a ser de segunda classe. Ou seja,
havera, agora, parénteses de Poisson, daqueles vinculos com os da fixacao de calibre que nao
serao mais nulos. O problema desta escolha é que o desenvolvimento fica nao covariante.

Outro caminho a ser seguido é nao proceder a fixacao de calibre e trabalhar covariante-
mente.

16



1.2.2 Parénteses de Dirac.

Seja a evolucao temporal de uma quantidade dinamica A(g;, p;,t). Temos, entao,

dA 0A 0A 0A
= gt —p + — 1.

Usando as equagoes de Hamilton dadas por (1.19) e (1.20), obtemos

dA OA (OH. 0.\ OA( OH. | 09, 0A
dt "~ 9g \dp;  op; ) T opi \ g g ot
0A
~ {AHY A 6} + 57 (1.26)

em que a = 1,2,3,..., M + K vide Eq.(1.23). Todos os vinculos estao incluidos. Inclusive os
decorrentes da fixacao de calibre, caso existam.

No caso particular de ¢, ser qualquer um dos vinculos da teoria, vem que

0= % ~ {¢ba Hc} + )‘a{d)ba ¢a} (127)

Seja C' a matriz cujos elementos sao os parénteses de Poisson dos vinculos, isto é,

Cab = {Pas Pv} (1.28)
Logo, da Eq.(1.27) vem que
AaCra + {0, He} = 0 (1.29)
assim,
Aacab ~ {¢b7 Hc} (130)

em que usamos o fato de a matriz C ser antissimétrica. Dirac mostrou que a matriz C
sempre possui determinante diferente de zero (lembrando que estamos estudando o caso que
todos os vinculos sao de segunda classe). Assim, da Eq.(1.30), vem que

MCanCit = Cp My, He} (1.31)

portanto
Ao = —CHp, H.} (1.32)

Introduzindo este resultado na Eq.(1.26), finalmente vem que

dA . OA
% ~ {A7 HC} - {Aa (ba}cab {¢b7 Hc} + E
0A
~ A Help + - (1.33)
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Em que
{A Hoyp = {A He} — {A,6}Cy { . He} (1.34)
sao os parénteses de Dirac entre A e H..

Assim, somos levados a formular a seguinte regra de quantizacao canonica para sistemas
vinculados:

{A, B}p — —i[A, B] (1.35)
em que os parénteses de Dirac sao definidos de forma anédloga a Eq.(1.34), ou seja,
{A,B}p = {A,B} — {A,¢,}C,, {¢s, B} (1.36)

Uma forte evidéncia que sustenta a hipdtese dada pela Eq.(1.35) é que as relagoes de
vinculo, que sé valiam fracamente em termos dos parénteses de Poisson, valem fortemente
nos parénteses de Dirac. Isto significa que se tomarmos os parénteses de Dirac entre um
vinculo e uma quantidade qualquer, obteremos zero. Vejamos isto:

{A, 030 = {A o} —{A 6 }Cp { s, dc}
= {4, ¢} — {4, 0.}C Chc
= {A, éc} —{A ¢a}dac
= 0 (1.37)

Aqui nao ha mais inconsisténcias na teoria.
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1.3 Formalismo Simplético.

Anteriormente foi discutido o método de Dirac que fornece um tratamento consistente de
sistemas vinculados. O objetivo principal é chegar aos parénteses de Dirac, que constituem
a ponte para os comutadores (apds resolvidos os problemas de ordenamento).

Em um trabalho relativamente recente [9], Faddeev-Jackiw mostraram que os parénteses
de Dirac podem ser obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado em estruturas
simpléticas. Este formalismo é conhecido como formalismo simplético, ou quantizacao simplé
tica, ou ainda, quantizacao simplética de Faddeev-Jackiw. A proposta de Faddeev e Jackiw
para tratar sistemas vinculados é que se fizesse, primeiramente, a eliminacao dos graus de
liberdade supérfluos. Entretanto, conforme eles mesmos reconheceram, isto nem sempre
pode ser feito. Note que se isso acontecesse, nao haveria sequer a necessidade de Dirac ter
desenvolvido um formalismo para tratar de sistemas vinculados, pois bastaria que se elimi-
nassem os graus de liberdade nao fisicos e se usasse o formalismo hamiltoniano usual.

E mais recentemente, num par de trabalhos [10], J. Barcelos Neto e C. Wotzasek mostraram
que o método simplético pode ser convenientemente estendido de tal maneira que vinculos
possam ser incorporados. No que segue, serd apresentado o formalismo simplético sem e com
vinculos.

Com o intuito, em principio, de termos uma notagao mais concisa, vamos denotar o
conjunto de coordenadas e momentos por apenas uma quantidade y* (« = 1,2,3,...,3N),
em que

?Ji = 4
gV = (i=1,2,...,N) (1.38)
Neste caso, o conjunto de parénteses fundamentais de Poisson reduz-se simplesmente, a
{y*, 97} = e (1.39)

em que €*? é um elemento da matriz

ef = ( _(1) (1) ) (1.40)

sendo 0 a matriz nula NxN e 1 a matriz identidade NxN. E facil ver que os parénteses de
Poisson de duas quantidades A(y) e B(y) é dado por

{A(y), B(y)} = €*70, A0 B (1.41)

sendo 0, = 8;%. A quantidade €*? garante a usual antissimetria dos parénteses de Poisson.

Observando-se a relac¢ao (1.39), podemos concluir que a generalizagdo dos parénteses de
Poisson, para o caso de sistemas vinculados, deve ser do tipo

{y* 9"} = 1 (1.42)
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em que f* deve ser um tensor antissimétrico e nao singular (note que essa tltima pro-
priedade é também verificada para o caso particular do tensor e*?). O tensor f*? é chamado
de tensor simplético. °

Neste ponto, podemos compreender em que se baseiam os métodos de Dirac [8] e simplético
[9]. O primeiro é desenvolvido olhando-se para o lado esquerdo da Eq.(1.42), ou seja, ele
procura ir generalizando os parénteses de Poisson com a inclusao dos vinculos até chegar a
forma final quando todos os vinculos foram considerados. No caso do método simplético,
olha-se para o lado direito da Eq.(1.42). A ideia é ir usando os vinculos com o intuito de ir
deformando a estrutura geométrica da teoria até que o tensor simplético possa ser obtido.

Inicialmente, vejamos o formalismo simplético sem vinculo. Este método trabalha com
lagrangianas de primeira ordem. E oportuno comentar aqui que isto nao é uma restricao
séria porque todos os sistemas que conhecemos, descritos por lagrangianas quadraticas, po-
dem sempre ser escritos na formulacao em primeira ordem. Isto é conseguido estendendo-se
o espago de configuragoes com a introdugao de campos auxiliares. Estes sao geralmente os
momenta, mas isto nao é necessariamente obrigatorio.

Seja um sistema descrito por uma lagrangiana de primeira ordem do tipo:

L =an(y)y* —V(y) (1.43)

segue-se da equagao de Euler-Lagrange que
fapy’ = 0.V (1.44)

com
fag = 80[(15 — 056@ (145)

suponhamos que os coeficientes a,(y) sejam tais que det(f,3) # 0. Isto significa que nao hd
vinculos. Logo, da Eq.(1.44), vem que

g = [P0V (1.46)

sendo f¥ o inverso de f,5. O tensor f? é o tensor simplético a que nos referimos anteri-
ormente. Vamos mostrar que, de fato, este tensor corresponde aos parénteses de Dirac para
o sistema descrito pela lagrangiana (1.43). Antes, é importante mencionar aqui que o trata-
mento de Dirac sempre leva a um niimero de vinculos maior ou igual ao tratamento simplético
(chamaremos os vinculos que sé aparecem no formalismo simplético de vinculos verdadeiros).

O momento canonico conjugado a coordenada y, é um vinculo (ndo verdadeiro).

= 5 = 1al0) (1.47)

Ta

50 termo simplético foi introduzido pelo matemético alemao Hermann Weyl em 1939 e deriva de uma
raiz grega que significa “entremeado”ou “entrelagado”.
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Denotando este vinculo por

Qy,=mg —a, =0 (1.48)
e calculando os parénteses de Poisson {2, 2s}, temos
{Qa,Qs} = —{ma,ap} — {aq, 75}
= (?aaﬁ — 85%
= Jap (1.49)

Como estamos considerando que det(fa.g) # 0, os parénteses acima sdo nao nulos. Os
vinculos €, sao de segunda classe e, consequentemente, nao ha vinculos secundarios.

Os parénteses de Dirac entre y® e y? sdo:

Wy o = Wy = Q)
= —{y* My
feB (1.50)

Caso det(fos) = 0, ndo poderfamos expressar as velocidades como na Eq.(1.46) e,
também, nao poderfamos obter o tensor simplético f*?, pois f,s nao tem inversa.

Agora, vamos ver o formalismo simplético com vinculos [10].

Neste caso, como ja comentamos anteriormente a matriz (f,g) é singular. E nao pode-
mos, de imediato, obter o tensor simplético f*?, que nos dard, entao, os parénteses de Dirac.
Este problema serd discutido usando-se vinculos para produzir uma espécie de deformacao na
estrutura geométrica, o que leva ao aparecimento de um novo tensor, que pode ser nao sin-
gular. Quando isso acontece esta nova quantidade sera identificada como o tensor simplético
6 Vejamos como isto é feito sistematicamente.

Seja a quantidade singular acima mencionada indicada por ( féoﬁ)) e consideremos que ela

tenha, digamos, M (M < 2N) modos zeros v,(,?), m=1,2,..., M. Isto significa que
04,0 — ¢ (1.51)

mn-n

Usando a Eq.(1.51) na Eq.(1.44), vem que

99,V =0 (1.52)

6 Algumas vezes, por abuso de linguagem, nos referimos ao tensor néo singular fap, também como tensor
simplético.
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Esta equacao pode ser um vinculo. E vamos supor que seja o caso. Normalmente, vinculos
podem ser introduzidos na parte potencial da lagrangiana por melo de multiplicadores de
Lagrange. Aqui, a fim de obter uma deformacao do tensor f o> 10s 0s introduziremos na
parte cinética. Isto é feito tomando-se a derivada temporal do vinculo e introduzindo o
resultado na lagrangiana por meio de um multiplicador de Lagrange’.

Estes multiplicadores, que denotaremos por )\7(3), alargam o espaco de configuracoes da
teoria. As variaveis simpléticas da teoria passam a ser (y?, /\7(2)) e a lagrangiana Eq.(1.43)
fica escrita como

L) = al ()" +A°’Q —VO(y)

= aQ )y + \90,00y — VO (y)
(0P (1) + \D8,0D )5 — VO (y) (1.53)

Da Eq.(1.53) podemos, entao, identificar novos vetores a e aly):

aV = a4+ 209,00
a) = 0 (1.54)

Note-se que Qﬁ,?) sao os vinculos obtidos da Eq.(1.52). Em consequéncia, temos tensores:

115 = 0aa)) - 0pal)
fon = Oaaly) = 050l = —0pal)
£ = 0mal) = 0,al) =0 (1.55)

sendo 0, a,\m' Se det fV £ 0, conseguimos eliminar os vinculos da teoria e tem-se o tensor
simplético da teoria. Caso contrario, devemos repetir o procedimento anterior tantas vezes
quantas forem necessarias.

Pode ocorrer, também, de se chegar a um ponto onde se obtém uma matriz singular e os
modos zeros correspondentes nao conduzem a novos vinculos. Este é o caso, por exemplo, de
teorias de calibre. Neste ponto, se queremos definir o tensor simplético, devemos introduzir
as condicoes de calibre. 8

"Pode-se também tomar a derivada temporal do multiplicador de Lagrange.
8Vinculos provenientes da quebra de simetria de calibre.
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1.4 Modelo Sigma Nao-Linear.

A densidade de lagrangiana para o modelo sigma nao-linear ¢ dada por *

1 A
L= 5 u@aa“%% + 5(%;90(1 - 1) (156)

em que a = 1,2, ..., N sdo indices internos que correspondem & simetria O(N) e u = 0,1 séo
indices do espaco-tempo. A titulo de ilustracao e para melhor poder comparar os métodos
simplético e de Dirac, vamos tratar este sistema das duas maneiras. Comecemos com o de
Dirac. Os momentos canonicos sao:

oL
= o = Pq 1.
o= 55 ¢ (1.57)
oL
™% (1.58)

Como vemos, a expressao do momento conjugado a A é um vinculo. Usando a condigao
de consisténcia para este vinculo, obtém-se o vinculo secundario

Papa —1=10 (1.59)
impondo que este vinculo nao apresente evolucao temporal, obtém-se o vinculo terciario
YaTla =0 (1.60)
Similarmente, a condicao de consisténcia leva ao vinculo quaternario
TaTa + ©a020a + A =0 (1.61)

A partir dai nao sao obtidos mais vinculos e todos sao de segunda classe (a teoria nao possui
nenhuma invariancia de calibre). Denotemos esses vinculos por ¢,,, em que m = 1,2,3,4
correspondem as equagoes (1.59), (1.60), (1.58) e (1.61). A matriz dos parénteses de Poisson
desses vinculos é dada por

0 2 0 0
| -2 0 0 A+ 3TaTa — Vaaly)0;
C= 0 0 0 1 dxr—y) (1.62)
0 =X —37uTa + Paa(y)d; 1 0

Na matriz acima, e também na seguinte, nao foi escrita a dependéncia na variavel z. A
inversa é

0 1 A = 37T+ Paa(y)2 0
1 1 0 0 0
-1t .
o= 2 | A 3maTa — waa(y)ds 0 0 2 §(z —y) (1.63)
0 0 -2 0

9Este modelo é tratado em [10, 14, 15] onde podem ser encontradas informacoes adicionais.
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Usando-se a Eq.(1.36), calculamos os parénteses de Dirac

{wa(®), 00(y)}" = 0
{pa(®), My} = (dab — Patpp)d (T — y)
{ma(@), m(y) ) = —(Pas — @oTa)0 (T — y) (1.64)

Passemos, agora, ao tratamento simplético. Primeiramente, temos de passar a lagrangiana
Eq.(1.56) para primeira ordem. Isto é conseguido pela introdugao de um campo auxiliar 7, (z)
da seguinte maneira (aqui, o campo auxiliar é o préprio momento)

1

Qbagba — Qbaﬂ—a - §7Ta7ra (165)

Substituindo de volta, a equacao de movimento para 7,, obtém-se do termo quadratico inicial.
Com a transformacao dada pela Eq.(1.65) obtemos a seguinte lagrangiana de primeira ordem

LO = 7,4, — VO(p, ) (1.66)
em que
o 1 1, ., A
VOl(p,m) = §7Ta7l'a + §g0acpa — E(goagoa —1) (1.67)

onde ¢! = 0,,. Podemos identificar os vetores a(®.

a0

= T
a7 = 0
a2 = 0 (1.68)
A matriz £ (2N+1)x(2N+1), é dada por
0 —du O
fO=1 645 0 0 |dz—y) (1.69)
0 0 0

em que as linhas e colunas seguem a ordem ¢, 7w, X\. A matriz (1.69) é singular. Os modos

zeros sio i) = (0,0,1), onde 0 esté representando uma matriz (1xN). Um vinculo pode
aparecer de

g 0 Oy f) —
/d 5@(%0/@\/ (y,t) =0 (1.70)

que é a generalizagao da Eq.(1.52). Aqui, @(z,t) estd representando qualquer um dos campos
¢, ™, A. Considerando a Eq.(1.67) e a Eq.(1.70), obtém-se o primeiro vinculo

QO = g, — 1 (1.71)
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O préximo passo € introduzir este vinculo na parte cinética da lagrangiana. Pelo que ja
discutimos, isto pode ser feito com nQ© ou QO em que 1 é um multiplicador de Lagrange.
Como jé existe Q) na parte potencial da lagrangiana, é mais prético fazer a substituicao
A — 1) 10 Isto nos permite obter a seguinte lagrangiana modificada

LY = (1, + 1¢a)pa — VO (1.72)
em que
1) 1 L,
Vi (p,m) = 5TaTa + 5¥a¥a (1.73)

(1)

Assim, novos vetores a, © podem ser identificados

al’? = m,+ g,
aV™ = 0
aVy = 0 (1.74)
e a matriz f) é
0 _5(1() —Paq
fO=1| 64 0 0 |dz—y) (1.75)
Vg 0 0

que continua sendo singular. A ordem das linhas e colunas é ¢, 7w, 7. Usando a Eq.(1.69),
os modos zeros da Eq.(1.75), o = (0, =Pa; d(ap)), fornecerao o segundo vinculo.

QW = p,m, (1.76)

Introduzindo este vinculo na parte cinética da lagrangiana através de um multiplicador
de lagrange p, obtém-se

L® = (74 + 00 + pTa)a + pPatta — V1 (1.77)

Aqui, V® = V| Identificando os vetores ag ), an), a£,2), af), imediatamente construimos a

matriz

0 _6ab —Pag TTg
Oa 0 0 —pq
™ ¢ 0 0

. . , . . . . d(nQ©
0Mais formalmente, isto é equivalente a introduzir uma derivada total (T’T)

maneira que A = 7). Poderfamos, também, caso desejassemos, introduzir um termo nQ(?) na parte cinética
da lagrangiana e manter o termo AQ(®) do potencial. O resultado final seria o mesmo, apenas com mais
trabalho algébrico.

e escolher um 7 de tal
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que nao é mais degenerada. Assim, podemos identificar f® como o tensor simplético da
teoria. E mais interessante observar que no método simplético s6 ha dois vinculos. O préximo
passo é calcular a inversa. Sem maiores dificuldades, obtemos

0 5@ —%app —pp 0
(f(Q))—l _ _(Sibzzgpb Qpagpbgb_agpagob _8013 fli 5(1’ . y) (179)
0 Vq 1 0

aqui retornamos as varidveis originais (sem campos auxiliares). Podemos, entao, identificar
0s seguintes parénteses

{(.,Oa(fﬂ), @b(y)}
{@al®), Pp(y) }
{@al@), Pp(y) }

que coincidem com os correspondentes parénteses de Dirac calculados inicialmente. Ha ainda
outros parénteses envolvendo os multiplicadores de Lagrange, mas estes nao tém significado
fisico porque nao representam as grandezas fisicas pertinentes ao modelo. O que podemos
dizer é que eles apenas entram na teoria para que o tensor simplético possa ser definido
corretamente.

8

0
(ab — Patpp)0(z — )
(Qpa@b - @a%ob)é(‘r - y) (180>
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Capitulo 2

Modelo de Heisenberg

As propriedades dos materiais magnéticos sao completamente especificadas pelas leis da
Mecanica Quantica. Porém, o tratamento de um sistema macroscopico contendo milhoes
de particulas torna-se inviavel através destas. Assim, simplificagoes se tornam essenciais no
estudo desses sistemas.

Pode-se mostrar que a interacao de troca, a principal responsavel pelas propriedades
magnéticas dos materiais com momentos magnéticos localizados, leva a uma interacao do
tipo S, - gj, onde S; é o spin do ion localizado no sitio .. Como uma extensao desta interacao
temos o modelo de Heisenberg, que é definido pela seguinte hamiltoniana

szzg'i.gj (2.1)

<,5>

Em que o somatério é realizado sobre os vizinhos proximos, J é a constante de acoplamento
entre vizinhos préximos e impomos o vinculo nao-linear S? = (5%)% + (SY)? + (S%)? = 1. Ar-
gumentos para esta forma de intera¢ao e do modelo podem ser obtidas nas referéncias [16,17].
O caso em que J > 0 na Hamiltoniana representa um acoplamento antiferromagnético, uma
vez que a energia minima do estado fundamental é atingida quando os spins se alinham
antiparalelamente (6_'; . §j = —1). Pelo mesmo raciocinio, percebemos que, J < 0, temos
um acoplamento ferromagnético. Podemos introduzir neste modelo um termo para levar em
consideracao a presenga de anisotropias (existéncia de uma diregao preferencial para os spins
se ordenarem). Neste caso a hamiltoniana fica da seguinte forma:

H=17Y (S5 —AS;S;) (2.2)
<ij>
Através da Eq.(2.2) os seguintes modelos sao definidos:

1. Quando A = 0 temos o modelo de Heisenberg isotrépico, definido pela hamiltoniana
Eq.(2.1) que é caracterizado por nao haver neste nenhuma dire¢ao preferencial para os
spins se orientarem.

2. Quando A =1 a hamiltoniana é a seguinte

H=JY (S;Sy+5YSY) (2.3)

<i,7>
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Neste caso podemos obter dois modelos distintos. No modelo XY, o vinculo é S? =
(S7)2 4 (S9Y)% + (S7)? = 1, ou seja, hé as trés componentes de spin. J4 no modelo rotor
planar o vinculo é S? = (57)? 4 (5%)? = 1, ou seja, nao ha a terceira componente do
spin e portanto, os spins ficam confinados no plano.

3. Quando 0 < A < 1 temos o modelo de Heisenberg de plano-facil, que é caracteri-
zado pela preferéncia dos spins se alinharem paralelamente ao plano. A hamiltoniana
novamente ¢ dada pela Eq.(2.2).

4. Quando A < 0 temos o modelo de Heisenberg de eixo-facil, que é caracterizado pela pre-
feréncia dos spins se alinharem perpendicularmente ao plano (diregao-z). Novamente
a hamiltoniana ¢é dada pela Eq.(2.2).

Nestes modelos a interagao com um campo magnético externo pode ser introduzida através
de um termo proporcional a Y B - S;. Vale ressaltar que a dinamica dos spins é obtida
através da equacao quantica de movimento:

| S, H] (2.4)

onde H ¢é o hamiltoniano do modelo em questao, & é a constante de Plank e [§ JH) = SH—HS
6 o comutador de S e H. Lembrando que a relacao de comutacao entre os operadores de
spin S%, S¥, S* ¢ dada por [S®, 5P| = ihe,3,57, onde €,5, ¢ igual a 1 se o , B e v forem
ciclicos, —1 caso contrario e 0 para o caso de um indice repetido. Percebemos entao que no
modelo do rotor planar nao ha dinamica, uma vez que nao existe a componente S*, temos a
seguinte equagdo de movimento [S*, 2] = 0.

Sistemas macroscépicos sao geralmente constituidos por 10% particulas. Sendo assim, seu
tratamento matematico, mesmo através dos modelos propostos acima, nao é facil. Geral-
mente, recorre-se ao tratamento destes e outros modelos através de técnicas aproximadas,
como a aproximagao de campo médio [18], métodos computacionais, entre outras. Podemos
também tratar estes modelos de uma forma analitica através da teoria de campo que os
reproduza [19, 20, 21, 22]. O uso de uma teoria de campo justifica-se ja que esta descreve
sistemas com infinitos graus de liberdade, e em um sistema composto por cerca de 10?3
particulas podemos considerar infinitos graus de liberdade em primeira aproximagao. Outra
aproximacao possivel é tratar os modelos considerando que os sitios da rede sao compostos
por spins com elevados niimeros quanticos. Desta forma, podemos desconsiderar o principio
da incerteza, ou seja, assumimos que podemos conhecer as trés componentes de spin simul-
taneamente. Os sistemas onde esta tltima aproximacao se aplica sao comumente referidos
como sistemas classicos de spin.

Uma forma de se obter uma teoria de campo correspondente a estes modelos é considerar
o limite continuo. Isto é feito assumindo-se que o espacamento de rede (distancia entre
dois sitios de uma rede quadrada) é desprezivel e considerar que a diregdo dos spins varia
lentamente. Isto corresponde a analisar a regiao de grandes comprimentos de onda e baixas
energias desses sistemas, sendo aplicados portanto a faixa de baixas temperaturas. Vamos
obter o limite continuo do modelo de Heisenberg isotropico. Partindo de sua hamiltoniana,
Eq.(2.1), vamos considerar o spin no sitio ¢ interagindo com os spins i + 1, no sitio a direita,
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e 1— 1 no sitio a esquerda, ¢+ 2 no sitio acima e ¢ — 2 no sitio abaixo, em uma rede quadrada.
Definindo

T = S35y + Sity) + S5 (Si s + 5i%0) (2.5)

em que o = x,y, z, podemos, em uma aproximacao continua, escrever:
S, = Si'+ 885; + %28;;? + .. (2.6)
Sty = S — aa(%q + ;8;;?’ + .. (2.9)
(2.10)

em que a é o espacamento de rede. Temos entao que:

T = 25857 +a 88235 S+ 25757 + 6;—55510‘ (2.11)
g = 2(S%) + % [a;f: ta a;;a} Se (2.12)

Agora, considerando as trés componentes de spin, (7%, 7Y, T?) e substituindo o somatério
2
em Eq.(2.1) por [ [ dﬁgly = [ 4} temos:

Pr Ja [ [PSE 0250 cadir
- _ T2 Y\2 z\2 _ i 2 % o
Ho= o [(r e g - [ |G el e
d*r  Ja? 925> ,0%8~ d*r
N _ 2__ «
H = 2J/S /§ {M 5y ]S = (2.13)

em que S' = 8%, S? = §Y% ¢ S? = S*. O indice i foi omitido pois qualquer sitio pode agora
ser considerado e, sendo assim, dividimos o resultado acima por 2, ja que cada par de sitios
(S;-S;) foi contado duas vezes. Integrando por partes os termos da segunda integral, temos:

929 052\ 2
/dyayS——/(ay)dy (2.14)

O termo —2J [ S2Lr %7, que é a energia fundamental do sistema, é infinito para uma rede

infinita, uma vez que estamos impondo o vinculo nao-linear S? = |S| = 1, e deve ser
subtraido da hamiltoniana original. Assim, obtemos:

-2/ Z WS&) (85)2] o (215)
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que pode ser reescrito da seguinte forma:

H=23 /(aﬁ) (0" S)dPr =12 (2.16)

em que 0) = a% ey = a%' Este resultado obtido para o modelo de Heisenberg bidimensional
¢ conhecido em teoria de campos como o modelo O(3) nao-linear, ou modelo ¢ nao-linear.
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Capitulo 3

Modelo de Heisenberg como Sistema
Vinculado

Este capitulo estda baseado no artigo submetido “Hidden symetries in the two-dimensional
isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L. Silva et al. Neste trabalho, os autores fizeram
a quantizacao do modelo de Heisenberg isotrépico bidimensional, obtendo os parénteses de
Dirac, tanto via Formalismo de Dirac quanto via Formalismo Simplético. Os autores também
obtiveram a equacao de Schrodinger funcional, que sera apresentada mais adiante.

3.1 Obtencao dos Parénteses de Dirac do Modelo de
Heisenberg Isotréopico via Formalismo de Dirac.

Tomando a Lagrangiana do modelo de Heisenberg isotropico

L— %J / Pal(00S)? — Y (0,5 (3.1)

)

Que pode ser reescrita como:
1 .
L=gJ / d%Z[sf — (9,513 (3.2)

Para obtermos a hamiltoniana, devemos calcular os momentos conjugados m;

e
5S;

Uy

Portanto:



adicionado o vinculo S;5; = 1 na Eq.(3.3)
1 J

em que A é o multiplicador de Lagrange.

(3.4)

Usando a condicao de consisténcia de que o vinculo, 01 = S;S; — 1, seja conservado no tempo,

isto é,
Ql = {Q, H} ~ 0
1 1
= /dezi: j{SiSi —1,mm} = /dgy ;[2&327@5(20 —y)| =0

4

Assim, podemos definir €2y = S;7;
Para )5, teremos:

. 1 J
QQ = {QQ,H} = /d2y Z{Siﬂ'i, jﬂ'jﬂ'j + 5(8#51')2 + )\(S]SJ - 1)} ~ 0

2 J 0 0S;
= 2 E o =z Zty2 228, —
/d Yy i [WlJ'frz +512 asl(ax“) +Sz)\ 51]5(1’ y)

2

que nao representa um novo vinculo. Assim,

{Q,Q,} = {85 — 1,87} = Si{S;, S;m;} + {S;, Sjm;}
= SlSJ{SZ, 7Tj} -+ Sj{Si, Wj}Si = ZSZSJ(SZ(f — :lj)

Logo, a matriz C terd a seguinte forma:

0:{ 0 2}535(1;—@

-2 0
o |
Entao,

{Si, S;}p = {Si,S;} — {59, n}CH{Qs, S} — {Si, Q}CH' {2, S} =0

cuja inversa é dada por

Ni= O

| st -0

O NI

{Simitp = {Sim} — {8 WO {Q, 7} — {S;, 2} Cy {7}
= 00z —y) — Sror:(1/2)S;5(x — y)2Sm0;m

SiS;
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(3.6)



{mi,m;}p = {m,m;} — {m, WICHH{Q, m;} — {mi, Qe }Cor {0, m;}
= —2810ki(—1/2)S;25(x — Y)0jmTm — Opimi(1/2)S;26(x — 4)25,m045
Sﬂ(’j — 7T1'S

- Tja(x —) (3.10)

(2
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3.2 Obtencao dos Parénteses de Dirac do Modelo de
Heisenberg Isotréopico via Formalismo Simplético.

Para implementar o método simplético introduziremos as varidveis auxiliares 7, tal que a
densidade de lagrangiana de segunda ordem na velocidade, dada na Eq.(3.1), pode ser escrita
como lagrangiana de primeira ordem dada por

LO =78 - VO, (3.11)

com
1% —ﬁw + = )\(S —1)——(8kS). (3.12)
As coordenadas simpléticas sdo &) = (SZ-, 7, A) e o indice (0) indica a iteracdo de ordem

zero. O tensor simplético, Eq.(1.45), nesse caso, é dado por:

0 —69 0
fO=1( 67 0 0| dz-y). (3.13)
0 0 0

Esta matriz é singular, entao, considerando o seguinte modo zero,

0
O =10 |. (3.14)
1

Contraindo este modo zero com o gradiente do potencial V()| dado na Eq.(3.12), o seguinte
vinculo é obtido,

0 = % (87 —1). (3.15)

De acordo com o formalismo simplético, este vinculo deve ser introduzido na parte canonica
da lagrangiana de primeira ordem Eq.(3.11) junto com o multiplicador de Lagrange p e entao
nos obtemos a Lagrangiana para primeira iteragao como

LY =78+ Qp— Vv, (3.16)
com
VO 210 g o= a2+ L (9,802 (3.17)
Y AL

. s ~ 1 . A .
As novas coordenadas simpléticas sao f& ) = (Si, ™, p) com a seguinte um forma canonica
do momento,

aSi = T
aQ} = 0,
1
al) = §(53—1). (3.18)



O tensor simplético correspondente f) é dado por,

0 —oJ Gi
fO=1 6% 0 0 |é@x—uy), (3.19)
-85 0 0

que ¢ singular e tem um modo zero que gera o novo vinculo,

1
Q=5 Spr”. (3.20)
Introduzindo o vinculo Qs na Lagrangiana de primeira iteragao Eq.(3.16) com um mul-

tiplicador de Lagrange (, a Lagrangiana de segunda iteracao é obtida como

L8 = 'S+ 5 (SF = Dp+ ()¢ = VP, (3.21)

com V@ = VU |g 5. As coordenadas simpléticas estendidas sdo ¢ = (Si,mi,p,C) € a
nova um forma canonica do momento é

CLSZ — 7Tl
ag) =0
1
9 _ 2
CLE) ) = 5 Sz — 1,
1 .
o) = S (3.22)
A matriz f correspondente é
0 i S ip
g0 0 lg
—<m =187 0 0

que é uma matriz nao singular. Daqui identificamos imediatamente os parénteses de Dirac
dados por

(S@). 5,0 = o). o) = ). ) =0,
s@m) = (655 s,

i

(Simj — Sjmi)

() my = SRS ) (3:21)
(S o) = 2w —y)

{m(). )} = §—;§<x—y>,

(@), oY = oot —y)



que sao os mesmos obtidos anteriormente para as variaveis S; e ;.
Isto significa que, em principio, este modelo nao apresenta simetria de calibre.
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3.3 Obtencao dos Parénteses de Dirac do Modelo de
Heisenberg Anisotropico via Formalismo de Dirac.

Tomando a Lagrangiana do modelo de Heisenberg anisotrépico em z

_ —J / Eal@nS) — (045 + M5,5.? (3.25)
Que pode ser reescrita como:
— ) / d%{z ] 4 A(,5.)%) (3.26)
Para obtermos a hamiltoniana, devemos calcular os momentos conjugados 7;
= g‘; = JS;
Portanto:
H, = / d%Z i m g(ausl-)2 + A(0,5:)?]
= / d%Z i + a 1,5:)% + A(9,5:)%) (3.27)
adicionando o vinculo S;S; —1 =0 na Eq.(3.27)
H= /d%z — i + a 517 + A(0,5:)% + A(S:iS; — 1)] (3.28)

onde A é o multiplicador de Lagrange.
Usando a condicao de consisténcia de que o vinculo, €21 = 5;5;—1, seja conservado no tempo,
isto é,

Ql = {Q,H}%O

— /deZ %{SiSi —1,mm} = /de 2[25%2@5(1- —y)]~0

4

Assim, podemos definir Qy = S;7;
Para €25, teremos:

) 1 J J
Q = {H} = /d23/ Z{Si% ST+ 5(3u5j)2 + §A(5’u5z)2 + A8 =D =0

J 9 a5 J 9 08
_ 2 Z i ) . _
_ /dyE:m mi+ S5 (o) L)2 +ASG e (50) + SA2S o — y)

ozt

= Z S (14 A= siausi+2Asisizo
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que nao representa um novo vinculo. Assim,

{0, Q) = {88 —1,8m;} = Si{ S, Sjm;} + {5, Sy}
= S;5;{Si, m;} + Si{Si, m;}S; = 25:5;6°(F — i)

Logo, a matriz C terd a seguinte forma:

C:[_g (Q)}Sfé(x—y)

cuja inversa é dada por

|

N O

[ERCE

ON=

Entao,

{Si, S;}p = {Si, S5} — {8, U }CH{Qs, S} — {Si, ICH{M, S} =0

{Simtp = {Sum} = {Si M}CR {0, m} — {85, 2}Cy {75}
= 6;0(x —y) — SrORi(1/2)S;%0(z — ¥)2Smjm

S; S
= (- 55)s

{mi,mtp = {m,m} = {m, WICH {0, 7} — {m, Q}Cs {0, m;}

= —2810ki(—1/2)S;25(z — Y)0jmTm — Orimi(1/2)S; %6 (x — 4)25,m04

Siﬂ" — 7TZ'S‘
= %5(90 )

(2

38

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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Capitulo 4

Calculo Funcional

4.1 Derivada Funcional.

Um espaco funcional é um espaco onde cada ponto é uma fungao no espago-tempo. Ou seja,
cada ponto no espago funcional é um mapeamento do espaco-tempo no conjunto dos ntimeros
reais ou complexos. Para nossos propositos um funcional sera um escalar, um espinor ou um
vetor no espaco-tempo. Um ponto particular num espaco funcional serd o mapeamento dos
pontos do espago-tempo nos escalares, espinores ou nos vetores. [23]

Um mapeamento dos pontos do espaco das fungoes nos nimeros é chamado funcional.
Assim sendo, um funcional associa um nimero com cada funcao do espago-tempo. Por exem-
plo, seja a um ponto no espago funcional, A. a é um escalar no espago-tempo, a = a(z) € C
ou R. Seja F' um funcional em A, logo, F' leva pontos de A nos nimeros. Denotaremos o
uso dos funcionais de F' por colchetes, FF = F[a] € C ou R. Um exemplo simples de um
funcional é Fla] = [ a(x)dzx.

Quando nos movemos de ponto a outro no espaco-tempo, os valores de um funcional,
Fla], devem mudar. A taxa de variagao de F' com respeito a variacao no funcional a é
expressa como a derivada funcional de F, %—5. A derivada funcional de F' é formalmente
definida como
Fla + €] — Fla)

Sa =0 €

(4.1)

em que 0 é a distribuicao delta de Dirac. Da mesma forma, podemos definir a derivada
funcional direcional, na diregdo de uma funcao 7(x) como

6, F[al — lim Fla + en] — Fld]

dpa e—0 €

(4.2)

A derivada funcional ordinéria, definida na Eq.(4.1), é a derivada direcional na direcao da
funcao 9.

Sempre podemos incluir explicitamente a dependéncia do espago-tempo quando escreve-
. . . 5F[a] .
mos a derivada funcional. Assim, com Salo) estamos querendo dizer que a mudanca em F
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com respeito a mudanca do funcional a somente no ponto z. Formalmente,

O0F[a] . Fla]— Flal
= lim—?" 4,
da(x) 20 € (4:3)
em que a € a funcao obtida da adicao de a e € somente no ponto x em que a = a + €. Se
tomarmos Fla] = [a(z)d(z — y)dz = a(y), entdo, Fla] = [(a(z) + €d(z — 2))d(z — y)dz. Da
defini¢ao (4.3) ou (4.1), vemos que
da(y)
— - 4.4
= b =) (4.4
evidentemente, a Eq.(4.2) implica que
Ona(y)
=nd(x — 4.
Sl — e =) (4.5

O formalismo da derivada funcional, Eq.(4.4), pode ser usado para calcular as equagoes de
movimento, a partir da agao, sem mencionar explicitamente a equacao de Euler-Lagrange.

4.2 Equacao Diferencial Funcional.

Na representagao de Schrédinger da teoria de campo, a equacao de Schrodinger funcional,
que é uma equacao envolvendo a funcao de onda do estado quantico. Como demonstrado na
secao anterior, ja tratamos de equacoes diferenciais funcionais quando calculamos as equacgoes
de movimento para os campos. Para o campo a(x), as equagoes de campo sao

dS]al
da(z)

—0 (4.6)

em que S[a] é o funcional da ac¢do. A forma do funcional da acéo é conhecida e a Eq.(4.6)
estabelece que as solugdes de campos classicos sao os pontos criticos do funcional S[a] no
espaco funcional A.

A mecanica quantica requer uma filosofia diferente em relacao ao que ndés queremos de
uma equacao diferencial funcional. No caso classico visto anteriormente, a forma do fun-
cional é conhecida e nés estamos buscando pontos isolados no espaco dos funcionais. No
caso quantico, a forma do funcional é desconhecida e o objetivo é resolver a equagao difer-
encial funcional. Nés nao estamos interessados em pontos particulares do espago funcional.

Uma equacao diferencial funcional pode ser pensada como um conjunto de infinitas
equacoes diferenciais acopladas ou de uma equacao diferencial parcial num espacgo infinito-
dimensional. Resolveremos algumas equagoes para mostrar a complexidade e a liberdade na
escolha da solucao.

40



Podemos pedir emprestado uma técnica das equagoes diferenciais parciais e tentar uma
separagao de variaveis num espago infinito. Isto funciona para equagoes lineares em que as
solugoes sao exponenciais. Por exemplo, considere uma equagao diferencial funcional,

[y &jy)ﬂa] — uFla) (4.7)

O lado esquerdo ¢é a soma de operadores diferenciais nao acoplados, para cada y do espago-
tempo. Portanto, podemos escrever o funcional como um produto infinito, um fator para
cada “componente”de a. Para um ponto z, fixo no espago-tempo, por exemplo, z = a(x).
Entao, cada fator devera satisfazer

d
LT =17 ()

com isso, F(z) = exp(—fz), assim,

Fla] = n][exp(~f(z)a(z))

= nexp (— > f(fﬂ)a(w))
= nexp (—/dmf(x)a(:c)) (4.8)
para satisfazer a Eq.(4.7), a funcao arbitraria f(z) deve obedecer

n= [ dof (4.9)

A normalizacao, n, é determinada pelas condigoes iniciais ou de contorno colocadas sobre F'.
Por exemplo, se Fla] = 1 em que a é uma funcdo constante, a(z) = 1, entao, n = exp(p).
Similarmente,

b 9
/dyéa(y) 6a(y)F[a] = —uF[a] (4.10)

é satisfeita pelo seguinte funcional

Fla] = nexp (:I: / dz f(;v)a(x)) (4.11)

em que a funcdo arbitrdria agora satisfaz p = [ dzf?(z). Como a fungao arbitraria f(z) é
dependente numa equacao diferencial. Por exemplo, considere

1) )
[ ( R - b<y>) Fla] = uFla (1.12)

esta equacao é satisfeita por
Fla] = nexp (i/dx\/b(x)a(w)) (4.13)
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Podemos complicar e arruinar a separacao de variaveis acoplando funcoes de diferentes pon-
tos. Considere a adigdo de um “potencial”’a Eq.(4.10)

) )
dys sl + [ dedyf(og)al@)ay)Flal = uFlo (114)
/ da(y) da(y)
O segundo termo do lado esquerdo acopla a num ponto com a em outro ponto. O acoplamento
é dado por f(z,y). Assumindo que f(z,y) é simétrica em x e y. Nés encontramos equagoes
similares a esta em teoria de campos. Em geral, desde que F'[a] apareca em todos os termos,
nos podemos substituir

Fla] = nexp(Gla]) (4.15)

e resolver a equagao resultante para Glal.

4] o ) 2
/dyéa(w 5a(y)G[a] + ((M(y)G[a]) = — /dxdyf(x,y)a(x)a(y) (4.16)

Para prosseguirmos, notamos que o primeiro termo acima, %G la], remove 2 fatores
de a(y) de GJa], enquanto o segundo remove um fator e eleva ao quadrado o resultado. O
lado direito é o funcional conhecido u — [ dadyf(z,y)a(z)a(y) que deve ser igual ao lado
esquerdo. A hipotese mais simples é tomar um funcional quadratico em a. Dessa forma,
a segunda derivada serd uma constante que nés podemos igualar com pu, enquanto que a
derivada elevada ao quadrado, ainda serd quadratica em a e serd igualada a f(z,y)a(z)a(y).
Com isso, podemos escrever G|a] como um funcional quadratico geral.

szfmmmwmw@ (4.17)

Gla] seréd a solucao desde que a simetria de g(z,y) satisfaca

po= / dyg(y,y)
flz,y) = /dzg(x,Z)g(y,Z) (4.18)

A técnica de contagem de poténcias usada acima pode ser explorada em situacoes nas
quais o numero de derivadas de um funcional desconhecido aparece de um lado, enquanto
um funcional conhecido, que é polinomial em a, aparece no outro lado. Como outro exemplo,
considere a equacao

y 0
/dyéa(y) 5a(y)F[a] = uGlal (4.19)

em que

sz/mmmm
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A derivada dupla no lado esquerdo remove dois fatores em a de F[a]. O funcional da direita
contém um tunico fator de a. Um fator em a deve permanecer em Fa| apds a remogao dos
dois, entao Fla] deve ser cibico em a. Nés podemos tentar

FM=/wﬂmﬂ@

mas encontrariamos divergéncias quando aplicada na Eq.(4.19). Em particular, a segunda
derivada com respeito a a(y) deve ser 6(0). Em geral, para evitar divergéncias, nés devemos
“espalhar” os trés fatores de a e escrever

Fla] = /dxf(x,y,z)a(x)a(y)a(z) (4.20)
Aplicando a Eq.(4.19), encontramos que f(z,y, z) deve satisfazer
o) =2 [ dy(F(u.9.2) + (F..9) + G2 0.0) (421)

Embora esta equacao diferencial funcional pareca facil de ser resolvida, nao é simples encon-
trarmos uma f(x,y, z) que satisfaga a equagao integral (4.21) para uma dada g(x).

Até agora, as funcoes arbitrarias, f, que aparecem nas solucoes das equacoes diferenciais
funcionais satisfazem equagoes integrais. Nés podemos mudar isso, complicando a equacao
diferencial funcional, com a adicao de operadores diferenciais no espaco-tempo. Por exemplo,
consideremos uma pequena variacao da Eq.(4.19)

d 2 0 = xrgl\x)a\xr
[ s sl = [ deg(aato (1.22)

Usando a mesma técnica de contagem de poténcias temos que a Eq.(4.20) serd solugao se
f(z,y, z) satisfizer & seguinte equacao diferencial-integral

0? 0? 0?
pg(z) = /dyg—yzf(y, t,2) 1=y + 8_y2f(y’ 2 ) |ty + o 8_y2f(t’ 2,Y)|i=y (4.23)

Notemos que para evitar divergéncias, nao devemos colocar mais do que um fator de a(z),
no mesmo ponto do espaco-tempo, no funcional. No entanto, a teoria de campo antes de
ordenacao normal e renormalizacao esta repleta de divergéncias, talvez por isso, funcionais
com divergéncias e fatores coincidentes de a nao sejam tao ruins ou inevitaveis. Por exemplo,
considere novamente a Eq.(4.14) e assumindo que f(x,y) é diagonal, ou seja, que f(z,y) =
h(x)é(x—1y). De fato, esta situacao aparece em teoria de campo. Para satisfazer a Eq.(4.18),
g(z,y) também deve divergir. A divergéncia é §(0) que pode ser interpretada como o volume
do sistema.
Tendo 2 fatores de a(z) num funcional, ndo necessariamente teremos divergéncias. Suponha

que a é, neste caso, um vetor funcional, @(Z). Uma solucao desta equacao

Fla] =0 (4.24)

Pla] = / 2a(7) - 3(7) (4.25)



4.3 Integral Funcional.
Integrais funcionais sao integrais de funcionais no espaco das funcoes e, em geral, nao sao

bem definidas. Existem apenas dois tipos que podem ser resolvidos exatamente.
O primeiro tipo que podemos integrar exatamente é o funcional-d, d[a — &]. De fato,

/ Dadla — €] = 1 (4.26)

o simbolo D para a medida acima indica que é a integral sobre o espaco funcional contendo
a(Z). Podemos pensar que Da é definido como o produto infinito

Da = | [ da(@) (4.27)

O funcional-¢ pode ser considerado como o produto infinito

Ola — €] = H5(a(f) —&(7)) (4.28)

com isso, a integral na Eq.(4.26) é um produto infinito de integrais independentes, uma para
cada . Usando o mesmo raciocinio, podemos se ver que se Fa] é um funcional arbitrario,
entao

Q

/ DaFlalsla — ¢ / [[6() - @)

-1 / da()5(a(F) — &(7)) Fla]
_ e (4.29)

Algumas vezes é proveitoso pensar que as fungoes, tais como a(Z), sdo vetores coluna infinito-
dimensional, em que x faz o papel de um indice. Sob esse ponto de vista, a integral funcional
surge como um limite infinito-dimensional de uma integral ordindaria finito-dimensional.
O segundo tipo de funcionais que podem ser integrados exatamente sao os funcionais
Gaussianos. Consideremos
/ Dael~Fla)

Fla] = /da:aQ(x) (4.30)

Como no caso funcional-, nés podemos resolver essa integral exatamente porque ela pode
ser fatorada em um produto de infinitas integrais Gaussianas. Para resolver esta integral
usaremos o resultado conhecido que

em que

/ dre " = (4.31)

oo

1=
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Nos temos,

/DaefdMQ(x) — /Hda(x)eZmGQ(x)
= /Hda(x)He‘“Q(x)

— H/da(w)e_“2($)
= []vr (4.32)

que é divergente. Seguindo os mesmos passos anteriores, temos

— [dxad®(z) _ ™
/Dae l;[ \/; (4.33)
Dae~ | dwf@a(@) — T 4.34
/ 7@ (434)

Se tomarmos que a(x) é um vetor infinito-dimensional, entao, devemos tomar f(x) como
uma matriz diagonal infinito-dimensional,

flz,y) = f(z)d(z —y)

f(z) representa os elementos diagonais da matriz diagonal. Eles sdo os autovalores da matriz.
O produto dos autovalores é o determinante da matriz, logo

/

T

T L _ W™ -
E[,/f@) (v/7) H ORI (det )

(%) (4.35)

De certo modo, nés obtemos a Eq.(4.35), por tomar, audaciosamente, um limite infinito-
dimensional de um resultado finito-dimensional. O nimero potencialmente infinito no nu-
merador, é absorvido ou cancelado pela normalizacao. Em tltima anélise, nds efetivamente
temos que definir a integral do funcional Gaussiano como tendo determinante com poténcia
—% do operador, posta entre dois fatores de a(z).

ou, no caso mais geral,

N|=

assim,

(S

/Dae‘fdxf(x)a2(x) = (\/_(;TTT; = (detf)”

Se o operador nao for diagonal, o resultado permanece o mesmo.

D — [ dxdya(x)g(z,y)aly) _ @ (4 36)
ae Vdetg '

No6s podemos justificar esse resultado considerando o caso finito-dimensional e tomando o
limite simples.
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Capitulo 5

A Equacao de Schrodinger Funcional

O modelo de Heisenberg isotrépico 2D, é descrito pelo modelo sigma nao-linear O(3) [14]* é
dado pela seguinte lagrangiana

L= L [esos
- % / PPz[(8y5)* — (9,5%)%, (5.1)
com o vinculo
0 = 5°5% — 1. (5.2)

Aqui, p=0,1,2, 7= 1,2, asao os indices relacionados a simetria do grupo O(3), a métrica
tem a seguinte assinatura (4, —, —) e nés estamos utilizando a convengao de que indices
repetidos indicam soma.

Comegaremos impondo o vinculo 4, Eq.(5.2). Em vista disso, nés escreveremos um dos
campos, por exemplo, S?, em termos dos outros campos S! e S2,

S? = /11— 8igi, (5.3)
em que i = 1,2. Da Eq.(5.3), nés obtemos
59,5
V1—SiSi

Introduzindo as Egs. (5.3) e (5.4) na Eq.(5.1), nés temos um modelo descrito em termos
dos campos St e S?

0,5 = — (5.4)

L= g/dzxgijausia“sj, (55)

em que

!Neste trabalho foi obtida a Equacdo de Schrédinger Funcional para o modelo sigma, ndo-linear.
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SiS;
gij = .
1— 9150
Agora, construiremos a hamiltoniana do modelo para posterior quantizagao. Para isso,
tomemos os momentos

(5.6)

L
— (5.7)
05"
Entao, teremos

Para escrever a hamiltoniana do modelo, nés devemos saber como se inverte a Eq.(5.8),
de modo que seja possivel escrever as velocidades em termos dos momentos.

O calculo da inversa de g;; nos leva a

g7 =67 - 59 (5.9)
Portanto,
v Loy
St = 597m;. (5.10)
A hamiltoniana total do modelo, cuja expressao geral é
H= /d%(msi - 1), (5.11)
toma a forma particular,
2. L ij J i j
H = d Ji(ﬁgjﬂ'iﬂ'j + ngakS 6’k53), (512)

em que 0y, significa a derivada parcial com respeito as coordenadas espaciais.
Note que, por definigao, (5", 7;) formam um par de varidveis canonicamente conjugadas
que tém os parénteses de Poisson usuais,

{S'(x), m;(y)} = 6;0%(x —y). (5.13)

Agora nos gostariamos de escrever a equacao de Schrodinger funcional para o modelo
de Heisenberg isotrépico 2D. Assim, introduziremos o funcional de onda W[S* ] e iremos
considerar S e m; operadores. Isso significa que na representacao dos campos os momentos
sao substituidos pelas seguintes derivadas funcionais

4]
— = 5.14
onde nos temos h = 1.
O funcional de onda WV satisfaz a equacao de Schrodinger funcional
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@'%xp[si,t] = H[S' 1]U[S", 1], (5.15)

onde H é a versdo operatorial de H, Eq.(5.12).

E importante observar que se g depende dos campos, o termo cinético na Hamiltoniano
H, Eq.(5.12), desenvolverd fatores de ordenamento ambiguos sobre a quantizacao. Para
resolver esse problema, temos que escolher um fator de ordenamento particular. Sendo
assim, devemos escrever todas as fungoes dos campos a esquerda dos operadores momento.
Justificamos essa escolha observando que no estudo do modelo de primeira classe vinculado, o
ordenamento ¢é consistente com a versao operatorial da algebra classica de vinculos e também
do Hamiltoniano de primeira classe, que leva a mesma equacao funcional de Schrodinger.

Da Eq.(5.12) e a particular escolha do fator de ordenamento mencionado acima, a equagao
Schrodinger funcional para o modelo de Heisenberg isotrépico é dada por

2y Laii OV T o g aigy _ ;0

Desde que o Hamiltoniano escrito na Eq.(5.12) ndo dependa explicitamente do tempo,
nés podemos separar a dependéncia temporal do funcional de onda e escrevemos

U[Sh t] = e FHU[SY. (5.17)
Da Eq.(5.16), vemos que W[S] satisfaz a equacao de Schrodinger independente do tempo,
1 ... 620 J . .
20(==G" ——— + = g;;05' 057 V) = BV, 1

Assim, fica claro que as energias, F, podem ser encontradas ao resolvermos a equacao
Eq.(5.18). Como dito anteriormente, esta equagao foi obtida no artigo submetido “Hid-
den symetries in the two-dimensional isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L. Silva et al,
em que os autores obtiveram esta mesma equacao considerando o sistema como invariante
de calibre.
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Neste trabalho apresentamos uma breve revisao das idéias principais de sistemas vincula-
dos, os quais necessitam de um tratamento diferenciado daqueles sistemas sem vinculos.
Isso acontece porque a presenca de vinculos pode gerar inconsisténcias na teoria. A fim
de sanar estas inconsisténcias foram desenvolvidos formalismos para tratar sistemas com
vinculos. Aqui, apresentamos o formalismo de Dirac, que é um formalismo hamiltoniano em
que os parénteses de Poisson sao generalizados, levando aos chamados parénteses de Dirac,
que consideram os vinculos na sua construc¢ao. O outro formalismo apresentado aqui foi
o formalismo simplético, este é um formalismo lagrangiano que modifica o espago de con-
figuracao, com a introducao de variaveis novas, multiplicadores de Lagrange, estes também
sao os responsaveis por introduzir os vinculos na lagrangiana.

Vimos também o modelo de Heisenberg, a forma de sua hamiltoniana e as anisotropias
que podem surgir. No limite continuo, classicamente falando, vimos que esse modelo tem uma
hamiltoniana que apresenta a mesma forma da hamiltoniana do modelo sigma nao linear.
Dessa forma, pode ser tratado como uma teoria de campos e do ponto de vista de sistemas
vinculados. Assim, calculamos os parénteses de Dirac, tanto via formalismo de Dirac quanto
via formalismo Simplético. Em seguida, foi obtida a equacao de Schrodinger funcional do
modelo. E oportuno comentar aqui, que o modelo de Heisenberg isotropico bidimensional
foi descrito recentemente como uma teoria de calibre ! e a equacio de Schrodinger funcional
para a versao invariante de calibre do modelo coincide com a obtida aqui, mostrando a
equivaléncia das duas descrigoes.

Como perspectiva futura, vamos realizar o mesmo estudo para o caso em que existam
anisotropias na hamiltoniana de Heisenberg (aqui chegamos a obter os parénteses de Dirac via
formalismo de Dirac). Pretendemos realizar a quantizac¢ao candnica, obtendo os parénteses de
Dirac, e também queremos obter a equacao de Schrodinger funcional do modelo anisotropico.

! Artigo submetido “Hidden symetries in the two-dimensional isotropic Heisenberg Model”, Gabriel L.
Silva et al.
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