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Resumo

Investigamos nesse trabalho alguns aspectos de teoria quantica de campos
em espaco-tempo curvo. Na parte original da dissertagao, estudamos o operador
hermitiano de quarta ordem, conhecido como operador de Paneitz. Conseguimos
sua obtencao via parametrizagao conforme conhecida anteriormente e também por
um caminho alternativo via formulacao covariante. O operador de Paneitz torna
- se util, para obtencao da acao efetiva através da anomalia conforme. Uma vez
que queremos manter a covariancia da teoria, precisamos deste operador na forma

covariante.

PALAVRAS-CHAVE: Teoria Conforme, Operador de Paneitz, Anomalia Con-

forme.
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Abstract

Some aspects of Quantum Field Theory in curved space-time are explored and
revised. In the original part of the work, we study the Hermitian operator of fourth
order, known as Paneitz operator. We obtaining it via conformal parametrization
as previously known and also by an alternative route via the covariant formulation.
Paneitz operator is useful for deriving covariant form of effective action induced by
conformal anomaly, as for as we want to keep the covariance of the theory, we need

the covariant form of the operator.

KEYWORDS: Corformal Theory, Paneitz Operator, Corformal Anomaly.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Desde o surgimento da Relatividade Geral (para uma introducdo ao tema veja:
1, 2]) até a década de 50, a gravitagao era vista sob o ponto de vista da interpretagao
geométrica. Sua aplicabilidade compreendia os fenomenos onde se pode desprezar os
efeitos da Teoria Quantica de Campos. Por outro lado, os efeitos da gravitacao sao
ordens de grandeza menores do que os fenomenos de Teoria Quantica de Campos na
escala subatomica até escala de Planck. Deste modo, estas duas vertentes da fisica
tedrica tiveram por muito tempo dominios totalmente distintos.

O sucesso do modelo padrao [3] que descreve interagoes fortes, fracas e eletro-
magnéticas, reunindo - as num formalismo tinico, serviu como estimulo aos relativis-
tas a considerarem a natureza quantica como uma possibilidade a ser explorada na
gravitacao. E ainda, de modo mais decisivo, os préprios progressos da Cosmologia
e da fisica de buracos negros tornaram a gravitacao quantica um projeto de grande
relevancia cientifica.

No entanto apesar de muitas tentativas, até hoje nao existe uma teoria satis-
fatoria da gravitacao quantica. Avancos na compreensao da quantizacao de teorias
de gauge, por exemplo, tornaram possivel a tentativa de se quantizar a gravitagao.

Nessa dissertacao vamos usar o formalismo da teoria conforme e seus invari-
antes para discutir alguns aspectos interessantes da simetria conforme e sua violagao
a nivel quantico. Veremos que esta violagao é conhecida como anomalia conforme e
a existéncia desta nos mostra que a nivel quantico nao ha preservacao das simetrias
da teoria.

Anomalia Conforme [4] é um meio 1til de fazer a avaliacao de efeitos quanticos
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de vacuo [5] .

A apresentacao compacta da acao efetiva de vacuo induzida por anomalia foi
feita, na primeira vez em artigos, na forma covariante [6] . Esta apresentacao utiliza
o chamado operador de Paneitz [7], que possui um papel importante na Teoria
Quantica de Campos em espago-tempo curvo. Este operador foi obtido e estudado
de diversas maneiras [7, 6, 8] .

Neste trabalho, apresentamos um novo método de obter o operador de Paneitz.
O nosso método é completamente covariante e estd baseado nas propriedades con-
formes do termo topolégico de Gauss-Bonnet. Além desta parte original, a dis-
sertacao inclui uma revisao de material relacionado.

Em particular, este trabalho se divide da seguinte maneira:

No capitulo 2, faremos uma breve revisao de teoria conforme, dando atencao es-
pecial a quatro exemplos convencionais de campos conformes, sendo eles: Campo
Escalar, Campo Fermionico e Campo Vetorial, Gravidade de Weyl e Teoria Con-
forme com derivadas superiores. Este tltimo foge um pouco do convencional, mas é
este exemplo que conduz todo o nosso trabalho.

Ja no capitulo 3, comegaremos revisando a obtencao do operador de Paneitz
via parametrizacao conforme local, em seguida vamos fazer um estudo do termo
topoldgico de Gauss-Bonnet em espago-tempo de diferentes dimensoes a fim de obter-
mos alguns resultados preliminares a respeito do papel deste termo em gravitagao.
Continuando, partimos para a parte original deste trabalho que foi obter o mesmo
operador de Paneitz, mas agora usando a formulagao covariante, veremos que tanto
por parametrizacao conforme quanto por formulacao covariante obtemos o mesmo
resultado, de onde vemos que os dois métodos sao equivalentes. Ainda neste capitulo
analisamos o nosso método para obtencao do operador conforme de segunda ordem,
uma vez que via parametrizagdo conforme ja conhecemos o resultado [9] e vimos
que o formalismo covariante, mantendo o campo escalar ¢ invariante, funciona sem
haver necessidade de modificagoes apenas para dois casos muito especiais, o que nos
levou a um estudo mais profundo por meio da Identidade de Noether.

No capitulo 4, basicamente veremos a importancia deste operador de quarta
ordem em Teoria de Campos. Partiremos da anomalia conforme para encontrar
a acao efetiva e a partir dai calcular o traco do tensor momento-energia e a agao

induzida pela anomalia, onde ficara evidente que o operador de Paneitz é que permite
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tal desenvolvimento.
E por fim no capitulo 5 apresentamos as conclusoes deste trabalho e possiveis

perspectivas de continuacao da pesquisa nessa mesma linha.



Capitulo 2

TEORIAS CONFORMES

A simetria conforme local de campos de matéria em espago-tempo curvo sem-
pre atraiu um grande interesse. Neste capitulo, vamos nos concentrar nos aspectos
da teoria conforme em quatro dimensoes, que tem muitas aplicagoes, especialmente
em Cosmologia e vamos usar como referéncia principalmente [10]. Neste trabalho
daremos atencao especial a Teoria Quantica e a discussao da anomalia conforme e
a acao da gravidade induzida pela anomalia.

Uma teoria de campos conforme é aquela na qual o campo envolvido é invari-
ante perante uma transformagao conforme e esta por sua vez nada mais é do que
uma forma alternativa de parametrizacao da métrica g,,, por meio de novas variaveis
Gy () € o(z) onde g, (x) = 7, (x)e* ™ e onde ¢ é um campo quéantico.

A teoria de campos conforme possui intimeras aplicacoes além do seu uso em
gravitagao, como por exemplo em mecanica estatistica, no modelo de Ising, ou ainda
na teoria de cordas, que é a teoria candidata a unificar todas as interacgoes incluindo
a gravidade. Geometricamente, transformacgoes conformes sao transformagoes que
preservam angulos entre curvas.

A caracteristica chave em teoria de campos conforme classica em qualquer
dimensao é o fato do tensor momento-energia ter traco nulo, entretanto a nivel
quantico esse apresenta comportamento anomalo devido aos efeitos quanticos da
matéria. Em geral, as divergéncias de 1-loop ainda preservam a simetria, mas nas
teorias conformes com quantizacao da métrica, as divergéncias nem sempre sao
conformalmente invariantes.

Para uma compreensao clara da razao pela qual introduzimos uma simetria
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conforme local, vamos comegar com um exemplo muito simples [11]. Considere o
campo escalar massivo no espaco-tempo curvo. A ac¢ao minima tem a forma

1
Slgu#] = 5 / d*z/=g (9""V .oV, 0 + m* 0" + ERY?) | (2.1)

onde ¢ é o parametro nao minimo e na teoria minima vale zero e V,, ¢ a derivada
covariante no espaco de Riemann.

A nivel quantico, a teoria minima se torna inconsistente ao introduzirmos
interagoes com outros campos ou uma auto-interacdo com o campo escalar. A
principio, tem de se manter o parametro nao-minimo £ arbitrario para fornecer a
renormalizabilidade multiplicativa da teoria com interacao. Quando & = % em =0,

temos o caso especial que corresponde a simetria conforme local
S[gﬂl/’ SO} = S[g:uu 90/] (22>

G — g;w = g € 20(z) Lo 4,0/ —pe —o(z) (2.3)
Para particulas cléssicas, o limite m — 0 corresponde ao desaparecimento do

trago do tensor momento-energia
TH=0. (2.4)

Isso mostra que somente uma teoria conforme pode fornecer a correspondéncia
correta entre campo e particula nesse limite. A formulagdo conforme é importante
porque é a dependéncia de o que controla o traco do tensor momento-energia que
por sua vez vai permitir o estudo da anomalia conforme como veremos adiante.

1

A questao entao ¢ se é possivel manter o parametro conforme { = ¢ e a simetria

conforme local a nivel quantico.

2.1 Campo Escalar

Considere uma acao generalizada para o campo escalar ¢

5= / 0o/~ [A(9)(Vo) + B(o)R + C(g)] . (2.5)
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Por simplicidade, considere inicialmente a agao (2.5) sem o termo de energia

cinética para o campo escalar
S = /d4x\/—g [R'(®) +V(P)] , (2.6)

onde usamos as parametrizacoes: g, = g, € 206 e & =d(p) .

Um célculo simples nos leva a relagao
Alp) =6 D[Py +Dloy ; Blp) =d(p) e ¥, (2.7)

Podemos ver que a auséncia do termo cinético na ac¢ao (2.6) nao significa que
o campo nao é dinamico. A dinamica do campo escalar é devido a interagao com o
modo escalar da métrica. A simetria conforme da agao corresponde a Relatividade
Geral pura, ou seja, & = constante. Entao

_ 3B
- 2B2

onde B=DB(y¢) , C=0C(¢) , Bl:% e 0123—2-

Um caso particular ja bastante conhecido da teoria, que satisfaca as restrigoes

. C=)\B? (2.8)

(2.1) e (2.8) com m = 0, £ = ¢ e com um termo adicional de auto-interacao, pode

ser escrito como . \
S = §/d4$\/ —g (—QOAQQO + EQ04> s (29)
onde A,=0-— %R.
Todos os modelos que satisfazem (2.8) s@o ligados pela transformagcao conforme

da métrica mais uma parametrizagio escalar [12, 13].

2.2 Campo Fermionico e Campo Vetorial

Outros exemplos convencionais de campos conformes, incluem espinor e vetor
sem massa.

Para espinores nds temos

S1 = %/d4$¢§ KARIERVRTSEIR (2.10)

onde, v# e V, sao as matrizes gama e a derivada covariante do espinor no espaco-

tempo curvo.
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Ja para os vetores, nos temos

1 v
Sy = —Z/d4yc\/§F“ E. (2.11)
cujas regras de transformacao sao

G G = G €75 Ay AL = Ay (2.12)
w_> d}/ _ 1/} 6—30/2; E% E/ _ J 6—30/2 ] (213)

Note que hé uma relacao direta entre simetria conforme local e global e que

ja foi prevista na definicao de campo vetorial em espago-tempo curvo

A=Ay el (2.14)
e,l; 610,' Nab = Guv; (215)
ez e g =n™. (2.16)

A interacao entre vetores, escalares e férmions serd sempre conforme se a

constante de acoplamento tiver dimensao de massa igual a zero.

2.3 Gravidade de Weyl

O dltimo exemplo convencional é a gravidade conforme ou gravidade de Weyl,

que inclui somente campos dependentes da métrica

Sw = /d4m\/§ 0(24) ; (2.17)
onde LR )
R
2 _ p2 v
Con = Buwes = (N —g) T INC D) (N D)

A diferenca entre esse modelo e a Relatividade Geral, é que o primeiro nao pro-

(2.18)

duz corretamente o limite Newtoniano, devido ao fato da constante de acoplamento
nessa teoria ser adimensional.

Para que se possa entao, com essa teoria, se chegar ao limite Newtoniano
correto, o mais natural é considerar a gravidade de Weyl junto com o campo escalar
conforme, apesar de que neste caso os efeitos quanticos levam a potenciais efetivos

complicados para o campo escalar.
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A principal diferenca entre as teorias conformes apresentadas anteriormente e
a gravidade de Weyl, é que essa tltima ¢ uma teoria com derivadas de quarta ordem,
enquanto que os casos de campos de matéria sao descritos por derivadas de ordens

inferiores.

2.4 Teoria Conforme com Derivadas Superiores

Agora, um exemplo muito importante, que foge do convencional, mas em torno
do qual se foca todo o nosso trabalho, seria construir exemplos de teoria conforme
com derivadas superiores.

Vamos comegar com o campo escalar com derivada de quarta ordem do primeiro

tipo cuja ac@o se escreve como se segue [7, 6, 14]

S, = /d4x\/§ AV (2.19)

onde,
O0° + 2R*"'V ,V, — gRD + %(V,\R)VA =Ay, (2.20)

A lei de transformagao para esse escalar é ¢ — ¢’ . A importancia do modelo
(2.19) é baseado no seu uso para integragao da anomalia conforme (que serd discutida
no capitulo 4). Note que o modelo (2.19), pode ser generalizado para uma dimensao
arbitraria, esse procedimento foi feito em detalhes em [9].

O proximo exemplo, é um campo espinorial de derivadas de terceira ordem.
Neste caso, novamente, a invariancia conforme é providenciada por introducao de
derivadas superiores.

A acao deste modelo é
i — —
Si= 5 [ d'ov=g (3D~ Di"v ] (221)
onde D, é o operador auto-adjunto de terceira ordem dado por (ver[14, 15])

1
D, =V,0+ RuV’ — 2RV, (Vi)

12
A lei de transformacao para o espinor ¢ é
= = e, (2.22)
b= G =g e, (2.23)

o=o(x). (2.24)
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Assim a questao natural, é se é possivel construir mais exemplos de campos
conformes. A resposta é sim, uma vez que até campos de spin % podem ser escritos
em funcao de derivadas superiores. Para maiores detalhes de trabalhos nessa dire¢ao
ver [16, 17, 18, 19, 20]
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O OPERADOR DE PANEITZ

3.1 Obtencao do Operador de Paneitz
via Transformacao Conforme

Muitas propriedades fisicamente interessantes da métrica tornam-se mais evi-
dentes e de facil demonstracao se nés usarmos a chamada transformacao conforme

local
G (T) = Gy (2)* @) (3.1)

A equacao acima nao é uma transformagao de coordenadas, mas pode ser
vista como uma forma alternativa de parametrizacao da métrica, por meio das novas
varidveis g, (z) e o(x). Aqui, vamos usar a transformagao conforme para estabelecer
relagoes entre os invariantes topolégicos em espacos bidimensionais e quadridimen-
sionais, onde tais relagoes serao 1teis para um estudo mais avancado dos aspectos
da teoria gravitacional. A proposta entao é derivarmos dessa nova parametrizagao,
quantidades relevantes, como a curvatura. Por conveniéncia, vamos usar as notagoes
condensadas, (Vo)? = ¢V, ,0V, 0 e (V?0)=g¢"V,V,0.

A lei de transformacao conforme para a métrica inversa e o determinante da

métrica tém a forma

gw/ _ guye—QJ : g= §€2NU ) (32)

Com a lei de transformagao acima é possivel derivar a transformagao para o

10
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tensor de Riemann

=R, s + 00 (VuV0) = 60(V,V30) +G,5(V,Vao) — gyﬂ(v“vaa)—l—
+ 67 guﬁ(VJ) 5o‘gyﬁ(VU) + 53(71,0)(750)—
—62(V,0)(V30) +5,5(V,u0)(V'0) = 7,5(V.,0) (Vo) , (33)

ﬁlw

e consequentemente

R/w = E/w - guu(vza) + (N - 2) [(vua) (v U) (v v ) E#V(vUZ)] ’ (34)

R=e¢|R—2(N-1)(V’0) - (N - 1)(N - 2)(%)2} . (3.5)

Usando as equacoes acima mostra-se facilmente que a transformacao para o

tensor de Weyl sera

O Cozﬂ,ul/ = 620 60[5“1, . (36)

ﬁ;w

E para o quadrado do tensor de Weyl, a transformacao sera

V. Vaﬂ - g 6 C uvaf - (37)

Para maiores detalhes, ver [21].

Outra combinacao importante dos invariantes quadraticos da curvatura é
E = R**™R.5., —AR" R, + R* . (3.8)

Para N = 4, a expressao acima é o integrando do termo topolégico de Gauss-

Bonnet, ou seja
/d4x\/—g E. (3.9)

Assim, a transformagao conforme do integrando de Gauss-Bonnet é

= /g NV UEL§(N-3)R"(V,0V,0-V,V,0)—2(N-3)(N-4)R(Vo)?
+2(N—2)(N— 3)*(V 20)(Vo)? —4(N = 2)(N = 3) [(V.V,0)* + (V %0)*] +
+4(N =3) [2(N = 2)(V,.0V,0)(V *V Vo) — R(V *0)] +
+ (N = 1)(N = 2)(N = 3)(N —4)(Vo)*} , (3.10)
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e o ultimo termo invariante ¢ o termo superficial /—g(V2R), cuja regra de trans-
formagao foi obtida em detalhes em [21] e onde usou-se para isso a transformagao

do operador V? atuando em escalares, que é dada por
V2= e [T 24 (N - 2)(V'0)V,] .
Para N=4, destacamos aqui uma relagao simples e 1til, dada por

OR+ 4Z4a> , (3.11)

\/—_g(E—gV2R> E\/—_g<E—2DR> :ﬁ(ﬁ—g

3 3
onde A4 é o operador conforme hermitiano de quarta ordem, conhecido como oper-

ador de Paneitz (em N = 4), escrito como

2 1
Ay =02 +2R™V,V, — SRO+ g(VAR)VA : (3.12)

3.2 Termo de (Gauss-Bonnet em espaco-tempo de
diferentes dimensoes

Vamos mostrar alguns resultados técnicos preliminares a respeito do termo
topoldgico de Gauss-Bonnet em gravitacao. Previamente, o problema foi discutido
em alguns artigos a nivel quantico [22]. Para ver o papel do termo topolégico
de Gauss-Bonnet a nivel classico explicitamente, nds vamos derivar as equagoes
de movimento para esse termo e mostrar que sua estrutura nao é completamente
trivial. A equacao identicamente zero é alcancada somente em alguns casos especiais,
incluindo o traco e a métrica especial tipo de Sitter. Se N=2 é a dimensao do espago-
tempo, a agao topoldgica é

Sy = /dQ:I:\/—_gR. (3.13)

A equacao de movimento correspondente é

1 65 1
o 0 gy CgwR—9. 3.14
Va') 5guu 2 ( )

No entanto, em N = 2, nds temos

1
R =g R, (3.15)
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o que implica que a equagao (3.14) é uma identidade. A questéo é se algo similar
acontece em N = 4. Se N = 4 ¢ a dimensao do espago-tempo, a agao topologica tem

a forma
Sy = /d4x\/—gE, (3.16)
onde

E = R"™R,5,, —AR"R,, + R* . (3.17)

Vamos encontrar as equagoes de movimento correspondentes. Considere per-

turbagoes numa aproximacao em primeira ordem

Juv — g:u/ = Guv + hp,u (318)
‘ h
V=9 =+v—g (1 + 5) . (3.19)
Entao
R' =R+ V,V,h" —0Oh — R, ", (3.20)
1
R, =R, + 3 (VaVuh) + ViV, by — V.V, h — Ohy,) (3.21)
1
/ﬁO‘W = Rj,, + 3 (Vuvyhi‘ = V,Vghi, + V.,V — Vuvah,jg) . (3.22)
Agora, podemos calcular as equacoes de movimento para os termos
I, = / d*v/=gR g, Ia= / d*z/—gR., , Iy = / d*z/—gR*.  (3.23)
Variando as agoes acima, nés chegamos a
L0 Lpwpe opueetRy _gRevSR,, 4 ARNRY +2VAVYR—AORM
\/_—g 5‘9“” 2 poa oo «
(3.24)
1 I 1
— = —¢"R* —2RM"PR.s+ V*V'R — —¢g"’0R — OR* | 3.25
1 4l 1 9
— = —¢g""R*+2V'V"R — 2¢""OR — 2RR"" . 3.26
V=9 5guu 2 ( )
Verificando o trago dessas equagoes, encontramos
1 ol 1 ol
! 2 — 20R, (3.27)

Juv = Guv
V=969 =909,
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\/L—_gg””;g_jz, = —6UR . (3.28)

E facil ver que o traco desaparece para a combinacao que descreve o quadrado

do tensor de Weyl: C* = R2, ;—2R> 4 R?, lembrando que este possui as mesmas
simetrias do tensor de Riemann e mais uma adicional, que é exatamente o que
nos permite verificar se todo o trabalho desenvolvido até agora estd correto. Esta
simetria adicional nos diz que: C./f,ag = 0, que significa que o tensor de Weyl é livre
de traco, ou seja, possui trago nulo para qualquer par de indices contraidos. Usando

as férmulas (3.27) e (3.28), chegamos a

g,w% / d*r/—gC* =0 . (3.29)

ny

Agora, vamos considerar a equagao para o termo de Gauss - Bonnet
E = R"™R,5,, —AR" R, + R* (3.30)

1 9
V') 5gp,u

/ dzy/—gE = %gﬂ”E — 2RMPRY 5+ AR, R + ARLR™™ — 2RR"
(3.31)

Note que todas as derivadas quarticas se cancelam, mas o quadrado dos ten-

sores de curvatura nao. Na verdade, nao é 6bvio que a tultima equacao ¢é identi-
camente zero, entao vamos considerar alguns casos particulares. Se calcularmos o

trago da equagao (3.31) em quatro dimensoes, chegamos facilmente a

gy —— [ d*2/—gE =0 . 3.32
vV —9 g 5g,ul/ ( )

Ja para um espaco-tempo de N dimensoes, nés temos um resultado diferente

1 ) / . (N — 4)
—g— | &/ —gE = ——F . 3.33
\/_—gg,u 5gp,u g 2 ( )

O préximo passo é verificar se a equacao de movimento para a integral
Ip = /de\/—gE
é identicamente zero para N = 4 no espaco de Sitter. E importante relembrar que

no espaco de Sitter, os tensores de Riemann e Ricci ficam escritos como

Rg,.
N 7

. Buaus — 9us9va)
ol N(N — 1)

’R}U/ =

(3.34)
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onde: R = A que é a constante cosmoldgica.
Usando a equagao (3.34) nas equagdes (3.24), (3.25) e (3.26), nés obtemos

1 oL N —4
St ) . L P 3.35
V=909 lqs NN —1) v (3.35)
1 61, N —4
~ A%gh .
V=909 l4s  2N? o (439
1 6, N —4
— A2gH 3.37
=00 | 2N g (3.37)

E finalmente para o termo de Gauss - Bonnet nés encontramos

1 0lg
V') 5g;u/

Note que a equagao de nosso interesse, equagao (3.38) da zero ndo somente em

(N =2)(N=3)(N—14)
i 2N2(N — 1)

A2 g . (3.38)

N=4, mas também em N=3 e N=2, onde o termo de Gauss-Bonnet nao é topoldgico.
Também ¢ interessante notar que as equagdes (3.35), (3.36) e (3.37), dao zero so-

mente em N=4.

3.3 Obtencao Alternativa e Covariante do
Operador de Paneitz

Agora, vamos mostrar que também é possivel obter o mesmo operador A4 da
secao 3.1, por um caminho alternativo, mantendo a covariancia da teoria, ou seja,
mantendo todos os termos expressos em funcao da métrica original g,,. Para isso

comecemos considerando as agoes seguintes
S = / d'rv/—gpR*, Sy = / d*z/—gpR:, (3.39)
S3 = /d4$\/—gngiyaﬁ ., Sy= /d4x\/—gg0DR, (3.40)
onde, ¢ é um campo escalar, cuja lei de transformacao conforme é

p—=¢ =9,

ou seja, nao vamos considerar aqui, de fato, uma transformacao no campo ¢, este

permanecera constante. Encontrando as equagoes de movimento correspondentes
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Considerando ainda perturbacoes numa aproximacao de primeira ordem e usando

as relagoes (3.18 - 3.22), podemos variar as agoes acima e chegarmos a

1 68 1
—g_ 5g L= QQWRQQD + 2VYVH*(Ryp) — 2g"T(Ryp) — 2R* (Ry) | (3.41)
\% 1%

168, 1 N
\/——_gég;,, = 59“ R2, — 2R Rhip + 2V,3\V . (R)p) —

— g"'VVa(R¥p) — O(R™ ) , (3.42)

L 0S5 L

— RYPer 3.43
V300w 2 ®) (3.43)

sp0? +AVVa (R 0) — 2(R]

« Bap

1 08 1
=3 = = 2" ROp + V'V'Op — ¢ g — R*Op — RV'V g
V nv

1
+ VA(Rg)‘(“V”)gp) — §V,\(g‘“’RV’\gp) . (3.44)

Verificando o traco das derivadas variacionais acima, teremos

1 051
——guw—— = —6(Ryp) , 3.45
\/_—ggﬂ 59,“/ ( SO) ( )

1 0S5
g2 = 9V, V. (RM™y) — O(Ry) | 3.46
\/_—ggll 69#1} 1% ( 90) ( 90) ( )
1 053

——gu—— = —4V,V, (R"p) , 3.47
\/_—gg,u 69'[“, 12 ( SO) ( )
= —30% — ROp — (VAR) (V') . (3.48)

V=" g

Assim como foi desenvolvido na segao (3.2), vamos usar novamente o fato que

o tensor de Weyl é livre de trago, como uma forma 1til e segura de verificarmos se o
calculo dos tracos e derivadas variacionais acima, num espago-tempo quadridimen-

sional, esté correto. Usando as equagoes (3.45 - 3.48), chegamos a

1 5 . , 1
g, —— N — 4 Y _9[—9 w0 —[—60] —

= 4V, V,(pR"™) + 4V ,V,(pR") + 20(¢R)] — 20(pR) = 0 . (3.49)
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Agora, assim como antes, vamos considerar a equagao para o termo de Gauss-

Bonnet. Usando novamente as equagoes (3.45 - 3.48), chegamos a

\/%_gg“”% / d'a\/—gpE = —AV,V, (oR")=4[-2V,V, (¢R")-0O(pR)]+[-60(pR)] =

=4V, V,(pR") —20(pR)] . (3.50)
Vamos por conveniéncia, explicitar os termos com derivadas

1 )
—— g —— | d*z/—gpE =4 LR +4 LR +4 (Y,
+4RM™(V V) — 2R0Op — 200R — 4(Vrp)(V R) =

=4R"(V,V,p) —2ROp . (3.51)
Agrupando entao todos os termos encontramos

Tt | [dtevmaten) - 3 [ dev=aeon) -

2 2
= 4R"™(V,V,9) — 2RO 4 207 ¢ + SE0p + g(VAR)(V’\go) =

2 1
—9 [DQ +2R"V,V, — RO+ g(VAR)V*} ¢, (3.52)

onde

2 1
O+ 2RV, V, = SRO+ (VAR = A,

é o operador de Paneitz que queriamos obter. Assim, vemos que tanto a formulagao
conforme, quanto a formulacao covariante, nos leva ao mesmo resultado, ou seja, os

dois métodos sao equivalentes.

3.3.1 Analise da Formulagao Covariante para o Operador
conforme de segunda ordem

Um outro resultado jé bastante conhecido é o operador conforme de segunda
ordem, A,. Este operador, quando obtido pelo formalismo conforme, tem o seguinte

formato: Em um espago-tempo quadridimensional:
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Em um espaco-tempo N-dimensional:
AM gy N2 g
4(N —1)

Para maiores detalhes, ver [9]. Vamos entao verificar se a nossa formulacao
covariante nos fornecera o ja conhecido operador conforme de segunda ordem, uma
vez que tal formulagao funciona para o operador conforme de quarta ordem, como
vimos anteriormente. Comecemos por um espaco-tempo bidimensional. Considere

a acao abaixo
S5 = /dzx\/—g&p : (3.53)
Cuja derivada variacional nos fornece

1 055 1
—— % — "Rpg" + V'Vt — ¢"Op — R™¢ . 3.54
Nt T i @ @ @ (3.54)

E o célculo do traco nos dard

—2  §5s
225 — (2) (Ryp — Ry + O — 20p) = 2000 = 2Amp 3.55
V=9""" 09, (=2) ) ; (359

onde multiplicamos por (-2) por conveniéncia. Agora, generalizaremos este resul-

tado para um espago-tempo N-dimensional, para tal nao ha mudanca no calculo da

derivada variacional acima, s6 havera mudanca no calculo do trago, logo

g = ()[R (F52) - 0uv - 1)] -

(3.56)

PN FRCELy

2(N —1)

Assim, vemos que o formalismo covariante, mantendo o campo ¢ invariante,
funciona sem haver necessidade de modificaces, apenas para o calculo de Ay em
duas dimensoes e A, em quatro dimensoes, para os demais casos, ha a necessidade
de se parametrizar o campo @, para manter o campo satisfeito e para as simetrias da
teoria serem as mesmas, como visto em [15] onde usa - se para tal estudo o método
conforme. Como partimos da proposta de mantermos o campo ¢ invariante, vamos
usar a Identidade de Noether em N = 2 ou N=#2, para obtermos o fator, que aqui
chamaremos de ©, que calibra o nosso método, ou seja, um parametro adicional que

faz a seguinte transformacao na Teoria:

NAO-CONFORME = CONFORME .
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A agao conforme pode ser escrita como

SCONF = /dN.I\/ —ggOAQQO . (357)
Usando as ja conhecidas transformagoes conforme
glﬂ/ — g;u/€2o- 9 90 — €<1_%>0¢ I
p* = NG =g — /g™

nos leva a

Ay — e 27N, .

E consequentemente a Identidade de Noether N-dimensional sera dada por

-2 dSconF <N > © O0SconF
Gw S i T I =0, 3.58
V —g # 5,9#1/ 2 vV —4g 5@ ( )
onde, (% — 1) ¢é o termo que calibra a Identidade de Noether.
Uma idéia que funciona em N=4 e N=2
—2 0 [S]TVOPQD] (N)
Guv =A @, 3.59
\/_—g M 59!“’ CONF ( )
onde
S%OPQO = /d2$v —gRy,
4 4 2
Stopp = /d v/ —g (E — §DR> ©.
Reescrevendo a Identidade de Noether
-2 0 1 0
G + 0 —} SN =0. 3.60
|:\/__g H 59/“/ \/_—990690 [ TOP@] ( )
Usando a equagao (3.56), teremos
1 o ) (N —2)
— | 29—+ © —}/de\/—_gR =2(N -1 {D——R] ,
(N —2) (N —2)
2(N—-1) |10 - ——= =2(N-1) |0 - —~X
( ){ 2(N—1)R ¢+ ORp = 2( ) 4(N_1)R @,
N-2 N
5 5 (3.61)

Note que o fator © que calibra a Teoria, coincide com o termo que calibra a
Identidade de Noether na equagao (3.58).



Capitulo 4

ANOMALIA CONFORME E
ACAO EFETIVA

Vimos nos capitulos anteriores, que a simetria conforme é uma base 1til e com
aproximacoes interessantes para investigacao de correcoes quanticas na gravitagao,
apesar de a nivel quantico esta ser sempre violada.

Esta violacao que nada mais é do que a quebra de simetria da teoria a nivel
quantico, é conhecida como anomalia conforme.

Entendemos que esta violagao pode se dar por dois caminhos:

i) Pela existéncia de particulas com massa diferente de zero, mesmo que esta massa
seja quase desprezivel, uma vez que isto faz com que o trago do tensor momento-
energia nao seja nulo;

ii) Pela interacdo de particulas absolutamente sem massa, entre elas mesmas, ou
pela interacao dessas particulas com algum campo externo.

A existéncia da anomalia nos permite derivar uma parte importante da acao
efetiva do vacuo e ainda obter ou melhor compreender a origem das mais impor-
tantes aplicagoes em Teoria Quantica de Campos em espaco-tempo curvo, tal como
a radiacao de Hawking [23] . Para tal estudo, estamos assumindo que a teoria inclui
a métrica g,,, como campo de fundo e também campos de matéria quantizados.

Como a motivacao para o nosso trabalho foi obter o operador de Paneitz por
uma formulagao covariante, neste capitulo vamos voltar nossa atencao especialmente
para o uso e aplicagao desse operador no estudo da anomalia conforme. Veremos

que a anomalia conforme associada as teorias conformes correspondem a acao do

20
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campo escalar com derivadas quarticas

S = /d4x\/—gg0 Ay @, (4.1)

de onde confirmamos a importancia do operador conforme de quarta ordem.

4.1 O traco do tensor momento-energia e a obtencao
da acao induzida pela anomalia.

Agora vamos considerar a violacao da simetria conforme local no caso de
campos quanticos de matéria em espaco-tempo curvo. Essa teoria é conhecida como
gravidade semi-cldssica, uma vez que possui muitas caracteristicas semelhantes a da
gravitacao quantica e além disso é uma teoria importante pois pode ser considerada
como uma aproximagao desta.

Para comecar, devemos formular de maneira consistente a acao classica num

campo de fundo curvo e para isso devemos obedecer aos critérios que se seguem
e localidade da acao de vacuo;
e renormalizabilidade;
e nao existéncia de parametros de ordem [m™1].

A agao que satisfaz as condigoes acima tem a forma Syecuwo = Sgg+ Sup, onde

1
Sgn = = d*rv/=g(R + 2A), (4.2)

é a acao de Einstein-Hilbert com constante cosmoldgica.

Sup = /d4x\/—_g [ a1C? + axF + a30R + ay R* |, (4.3)

é a acao com derivadas superiores, k? é a constante de acoplamento, C? é o quadrado
do tensor de Weyl e E é o termo de Gauss-Bonnet.
Como vamos estudar a teoria conforme a nivel de 1-loop, é suficiente considerar

a acao simplificada

Sconf.vac. = /d41'\/ —g [ CL1612 + GQE + CL3|:|R ]7 (44>
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uma vez que os termos da agao de Einstein-Hilbert, com constante cosmoldgica
Nnao Sao necessarios aqui.

Construida a agao, nés podemos agora considerar a anomalia conforme. Vamos
assumir que a teoria inclui a métrica g,, como campo de fundo e também campos
de matéria quantizados ® e ainda que Kg seja o peso conforme do campo.

A identidade de Noether para a simetria conforme local é

o 4]
—2¢— + KeP—| S(g9,,,P) =0. 4.5
205+ K] S(g ) (1.5
A nivel quantico, Sye(gu ), deve ser substituida pela acdo efetiva de vacuo

Ivac(gu)- A nivel de 1-loop teremos [24]

Fdiv =

€

L /d4x\/§ [ B1C? + By + B300R |, (4.6)

onde € = uN=*/(N — 4) é o parametro de regularizacio dimensional. E chegamos &

< Ti >= [ 6102 + G F + a'OR ], (47)

que é o traco do tensor momento-energia envolvendo puramente o setor gravitacional
da teoria semi-classica e ' = (3, a1 = 1, as = Ps , sdo funcoes beta correspondentes
a carga efetiva.

Pode-se derivar a anomalia conforme de diferentes maneiras, que se diferem
pela escolha da regularizagao. Aqui vamos considerar a derivagao da anomalia con-
forme pelo método da regularizagdo dimensional [25]. Para uma revisao histérica e
introducao a técnica ver [5, 10].

Usando resultados ja conhecidos [5, 10], nds chegamos as expressoes para as

divergéncias com

-1 (No  Nipp N
_ o ks 4.
fi (47)2 <120+ 20 10)’ (48)

1 No N1/2 Nl
= 0y 2 gL
P (47)2 (360 %60 T80 )

—1 (No  Nip Ny
_ 2 4.10
fs (47)2 (180 30 1o> ’ (4.10)
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onde Nj se refere ao campo escalar (spin 0), N; se refere ao campo vetorial abeliano
(spin 1), Ny, se refere ao campo espinorial (Dirac, spin 1/2).

A acao efetiva renormalizada de 1-loop tem a forma

lr=S+T+AS, (4.11)

onde I' = Ty + Ff,-n ¢ uma pequena corre¢ao quantica a agao classica S e AS é o
contratermo.

A acao classica é dada por S = Satter + Svacuo >, onde Syaeno tem a forma
Svacuwo = Seg + Sgp . Entretanto somente a parte invariante conforme da agao
de vécuo deve ser considerada em (4.11). AS em (4.11) é um contratermo infinito
local que depende essencialmente do campo gravitacional externo e é adicionado
para cancelar a parte divergente da acdo efetiva T.

O traco anomalo ¢ igual a

-2 olg _ -2  JAS (4.12)

V=" 09w |pey  V 9w 09w | p—y

onde o contratermo AS é nao invariante, uma vez que este é local e também porque

T =< le‘ >=

deve ser formulado em espago-tempo de N dimensoes.

A equacao acima é exatamente a definicdo de anomalia conforme, uma vez
que I' =Ty — AS deve ser conformalmente simétrica.

Os coeficientes da anomalia conforme sao os mesmos coeficientes das divergéncias
de 1-loop na agao de vacuo.

O célculo da anomalia conforme possui uma relevancia especial por ser uma
quantidade que traz efeitos puramente quanticos.

O célculo da expressao (4.12) pode ser feito como se segue.

Permita-nos mudar a parametrizagao da métrica para

= 20
g}U/ - gp,ye .

Uma relacao 1util seria

. . SAla 20
2 gwjéA[g,Lw] — 1 6—40‘ [g/u/ € ] ’ (413>
V=4 5g;w vV —4g oo

assumindo que g,, = g, € que o tende a zero .
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(N=4)7 o algumas

Todas as expressoes de nosso interesse tém o mesmo fator e
outras possuem ainda termos extras com derivadas de o(x). Se o fator conforme
global ¢ = A\ = constante , nés imediatamente chegamos a expressao (4.7) com
a' = s

E possivel usar a anomalia conforme para construir a equacao da parte finita

na correcao de 1-loop da agao efetiva
2 0lina 1
\/—ggW O C Ar

onde mudamos a notagao do termo entre parénteses por conveniéncia. A solugao

(aC? +bE +c OR) , (4.14)

desta equagao pode ser encontrada em detalhes em [6, 14|, o que nos permitiré

chegar a solucao para a acao efetiva, que é

— 1 —_9 2 _ _
[ =8:[gu]+ 5 [ d'zv= E- -0 200840 —
Sc[gul,] -+ (471')2 /d A g |:CLO—C +b0( 3 R) + bO' 40
W\ =y = o
—12(c+ 3 (R—6(Vo)* - (Do))"| , (4.15)
onde S.[g,,] = Sc[gu ] é o funcional invariante conforme da métrica e serve como

uma constante de integracao para a equagao (4.14).

A solucao (4.15) é simples, mas possui a desvantagem de nao ser covariante.
Entao para obter uma solugao covariante nao-local e depois representa - la na forma
local usando campos auxiliares, nés devemos seguir [14, 6, 26] . Entao o resultado
final na forma nao-local, ficara expresso em termos da funcao de Green para o

operador Ay .
A4,xG(‘T7 y) = 5(:57 y) .

Assim nés encontramos para qualquer A(g,,) = A(g,,, o) a relagio

1) 4 2 B — B
i [ V=i 4 (E - ng) 4G A=AV gA A, (4.16)

onde usamos novamente a relacao

—2 g 5A[guu] _ —1 6—40514[?#'/ e*]
/_g v 59#” \/—g 50- ’

assumindo ainda que g, = g, € que o tende a zero .

(4.17)
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Em particular nés obtemos I';,q =1'y + 'y + I'. , onde
1 2
L = [de/=5@ [t/ a0 Gley) (E-S0R) (419
Yy
b 2 2
r, = g/d4a7\/—g(x) d*y/—g(y) (E— §DR> G(z,y) (E— §DR) (4.19)
x Y
c+2b
r, = — S [diry/— 2 4.2
- oL (1.20)

A solugao covariante da equacao (4.15) é a soma de 'y, I', e I'.. Assim a

expressao nao-local para a agao efetiva induzida por anomalia pode ser representada
na forma local usando dois campos escalares auxiliares ¢ e 1 [26]. E como resultado

final teremos
3c+2b 4 9
I'= J - —— \/ —
1

+ [ d'zy/—g(z) BSO Ay — %w Ay ¢+ m Y(a 02)} +

+ [ dhay/=g@)e [847 <E _ §DR> _ 8%\/5(@ 02)] L (421)

Assim algumas consideragoes tornam-se relevantes

1. A forma covariante local (4.21) é dinamicamente equivalente & forma covari-

ante nao local.

2. O termo cinético para o campo auxiliar ¢ é positivo, enquanto que para o foi
negativo. Para 1 o termo cinético também foi negativo. Esse erro de sinal nao
acarreta nenhum problema aqui, pois ambos os campos sao auxiliares e nao se

propagam independentemente.

3. A agao induzida por anomalia tem importantes aplica¢oes, como por exem-
plo no estudo do modelo modificado de Starobinski, no estudo da radiacao

Hawking, em Q.E.D., entre outros.

4. E a introducao de campos com derivadas superiores nas teorias convencionais
(campo escalar, campo fermionico, etc) que proporciona o cancelamento da

anomalia.
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5. A dependéncia de o controla o trago do tensor momento-energia < T > e este

(1 . N , . ~
controla F((m)}, o que significa que esta dependéncia nos da toda a informacao

sobre o limite ultra violeta (UV) em teoria quantica.
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CONCLUSAO

Apds uma breve revisao sobre transformacao conforme Local a fim de mostrar-
mos algumas propriedades interessantes da métrica, partimos para o objetivo prin-
cipal de nosso trabalho.

Comecamos por analisar qual seria o papel do termo topoldgico de Gauss-
Bonnet em gravitacao e vimos que ao calcularmos a derivada variacional deste termo
em quatro dimensoes, as derivadas quarticas se cancelam, mas o quadrado dos ten-
sores de curvatura nao. Esperdavamos que esse resultado fosse identicamente zero,
mas como nao era obvio fizemos alguns exemplos particulares e vimos apods o calculo
do traco em N dimensoes, que este da zero nao somente em N=4, mas também em
N=3 e N=2, onde o termo de Gauss-Bonnet nao é topoldgico.

Posteriormente, usando o formalismo covariante, obtivemos com sucesso o
operador hermitiano de quarta ordem (operador de Paneitz) e concluimos que o
ja conhecido método conforme e o nosso método covariante, sao equivalentes. A
vantagem da nossa abordagem é que chegamos ao mesmo operador, mas garantindo
a covariancia da teoria. Entao, como uma forma de confirmar sua validade, usamos
a formulagao covariante para obter o operador conforme de segunda ordem, uma vez
que este ja é bem conhecido e chegamos a um resultado importante: nosso método
funciona sem haver necessidade de mudancas apenas para Ay em duas dimensoes e
A4 em quatro dimensoes. Sendo assim, foi necessario um estudo mais detalhado de
tal consequéncia e para isso utilizamos a Identidade de Noether em N=2 ou N#2,

pois acreditdvamos existir um fator que calibrasse nosso método o tornando mais

27
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geral e que ainda fizesse a seguinte transformacao:
NAO-CONFORME = CONFORME .

Usando idéias que ja sabiamos funcionar para duas e quatro dimensoes, ree-
screvemos a Identidade de Noether para esses casos, comparamos com a Identidade
de Noether para o caso geral e vimos que o fator que calibra nosso método (que
aqui chamamos de pardmetro ©) coincide exatamente com o fator que calibra a
Identidade de Noether no caso geral: © = % —1.

Assim, acreditamos o mesmo ser valido para operadores de ordem superior a do
operador de Paneitz. Entao nosso trabalho nesse sentido continua com o propésito
de encontrarmos ou nao um padrao para esse parametro ©, que nao so calibra a

teoria, mas faz a importante funcao de transforméa-la numa teoria conforme.
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