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Resumo

Nesta tese, inicialmente, realizamos um estudo introdutério sobre sistemas vinculados,
onde os formalismos de Dirac e Faddeev-Jackiw-Barcelos Neto-Wotzasek (este também
chamado de formalismo simplético) sao apresentados. O formalismo simplético tem uma
peculiaridade, que é a de usar os vinculos para deformar a estrutura geométrica do espaco
de configuragao. O objetivo principal de ambos os métodos é o de se chegar aos parénteses
de Dirac, que se constituem na ponte para os comutadores da mecanica quantica. Também
apresentamos uma breve revisao de teorias nao-comutativas e dinamica de fluidos. Com
base no formalismo simplético, apresentamos um método que permite obter versoes nao-
comutativas de sistemas comutativos. Este método foi ilustrado em um sistema mecanico
arbitrario nao-degenerado e em um oscilador quiral. Os resultados encontrados estao
em acordo com os resultados ja apresentados na literatura. O trabalho original desta
tese consiste na utilizacao do formalismo simplético de inducao de nao-comutatividade
(FSINC) em mecanica de fluidos, mais especificamente, nos modelos para fluidos irrota-
cionais e rotacionais. As versdes nao-comutativas de tais modelos apresentaram interes-
santes resultados, como o comportamento quiral do fluido e a possibilidade de relacionar
a viscosidade do fluido com o parametro de nao-comutatividade.

Palavras chaves: Nao-Comutatividade, Formalismo Simpletico, Fluidos.
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Abstract

In this thesis, initially, we present a introductory study about constrained systems. It
was based on Fadeev-Jackiw-Barcelos Neto-Wotsasek and Dirac formalisms. The former
is also called symplectic formalism. The symplectic formalism has a peculiarity, it uses
the constraints to deform the structure geometric of the space. The main objective both
formalisms is to get the Dirac brackets among the variables. Which are the bridge to
construct the commutators of the Quantum Mechanic. Further, we have done a brief
review about Noncommutative theories and dynamic of fluids. We have used the sim-
plectic formalism to construct a method that allows to get non-commutative versions of
the commutative systems. This method was exemplified in two systems, Nondegenered
Mechanic System and Quiral Oscilator. The results carryed out are in agreement with the
results that exist in the literature. The original work of this thesis consist in the appli-
cation of the simplectic formalism of induction of the Noncommutativity (SFIN) in Fluid
Mechanic, more especifcly, in the irrotational and rotational fluid model. The noncommu-
tative versions of this models revealed interesting results, for example, the chiral behavior
of the fluid and a possibility of to turn on the viscosity of fluid with the parameters of
the noncommutativity of the models.

Keywords: Noncommutativity, Simplectic Formalism, Fluids
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Introducao

Neste trabalho buscamos desenvolver a versao nao-comutativa de alguns sis-
temas fisicos, iremos fazé-la através de um método sistemético de contruir lagrangianas
nao-comutativas. Esse método é baseado no formalismo simplético. Previamente, faremos
estudos basicos, porém importantes para nosso proposito, de sistema vinculados, fluidos
e espacos nao-comutativos.

No capitulo 1, vamos apresentar um tratamento bésico de sistemas vinculados.
Esse foi, primeiramente, realizado por Dirac em méados do século xx, [1], e é chamado
método de Dirac , cujo objetivo principal é obter os parénteses generalizados ou parénteses
de Dirac. Recentemente em alguns trabalhos, Faddeev e Jackiw [2], apresentou uma
forma distinta de se obter os parénteses de Dirac, através de um tratamento geométrico,
baseado em estruturas simpléticas. Esse formalismo é chamado quantizacao de Faddeev-
Jackiw. E importante ressaltar que alguns sistemas vinculados quando tratados pelo
método simplético usado por Faddeev-Jackiw apresentam menor ntmero de vinculo em
relag@o ao tratemento do mesma sistema através dode Dirac [3], representando uma certa
simplificacao. No entanto, o método de Dirac é extremamente eficiente por ser realizado
de forma iterativa, sendo de grande valia para tratar sistemas com muitos vinculos.

No capitulo 2, apresentaremos um estudo simplificado de espagos nao-comutativos.

Esses sao caracterizados pela relagao de comutagao entre os operadores coordenadas
[X*, X7| = iho"Y. (1)

Onde 67 é constante, real, antissimétrico e tem unidade de [time/massa].



Apresentaremos o desenvolvimento do produto Moyal e algumas de suas pro-
priedades. Dado que, analisando de forma simples, podemos apontar a susbstituicao do
produto usual entre campos pelo produto Moyal como elemento crucial para se obter
versoes nao-comutativas de teorias de campos.

No capitulo 3 faremos uma revisao basica de fluidos, em que apresentamos as
principais equacoes da hidrodinamica. Esse capitulo sera importante visto que aplicaremos
o método desenvolvido no capitulo 4 em um sistema de fluidos.

No capitulo 4, vamos analisar como nao-comutatividade pode ser introduzida
em uma teoria via formalismo simplético. Esse trabalha com lagrangianas de primeira or-
dem. As quantizagoes por deformagdes [4] podem ser generalizadas assumindo a existéncia
de uma estrutura simplética classica genérica, tais quantizagoes realizadas em uma lin-
guagem simpléticas nos dard indicios de como nao-comutatividade pode ser introduzida
na teoria, que ¢ nosso principal objetivo.

Finalmente, no capitulo 5, apresentaremos algumas aplicacoes do formalismo
desenvolvido no capitulo 4. Nesse capitulo, também onstruiremos uma versao nao-comutativa
para ambos os modelos de fluido irrotacional e rotacional, donde somos induzidos a rela-
cionar a viscosidade do fluido com a nao-comutatividade entre a densidades e velocidade.

Por fim, discutiremos os nossos resultados e objetivos futuros com relacao ao

trabalho desenvolvido.
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Capitulo 1

Métodos do Dirac e Formalismo

Simplético

1.1 Introducao

Apresentaremos neste capitulo o desenvolvimento do método de Dirac, que é
um tratamento consistente com sistema vinculados, e a quantizacao de Faddeev e Jackiw,
buscando, na medida do possivel, compara-los . Dado que tanto o formalismo de Dirac
quanto o formalismos simplético usado por Faddeev e Jackiw buscam de formas diferentes
a obtencao dos parénteses generalizados -parénteses de Dirac- que possibilitam uma ponte
direta da mecanica cldssica para a mecanica quantica. Ainda, dentro do formalismo

simplético, vamos detalhar um pouco sobre sistemas sem vinculos e sistemas com vinculos.

1.2 Método de Dirac

A necessidade de estudar sistema vinculados em fisica surge muito natural-
mente, mas para tratar esses sistema, muitos das vezes, é necessario desenvolver formal-
ismos bem distintos dos usuais. Um exemplo disso ocorreu quando tentou-se realizar a
passagem da mecanica classica para mecanica quantica, tratando-se de sistemas vincula-

dos, via o proceso de quantizagao canonico, que corresponde fundamentalmente a fazer a



seguinte mudanca

[P.Poisson] — ih [comutador]. (1.1)
i

E bom ressaltar a motivacao para se escrever o processo de quantizacao canonico,
descrito acima, advém da equagao que descreve a evolugao temporal de um operador
quantico B -equacao de Heisenberg-

dB  i.. .. 0B
g = 1.2
dt  h (1.2)

comparada com a evolugao temporal de uma quantidade classica B(q,p) correspondente

ao operador quantico B ,
dBb 0B. 0B. 0B
o 6—%% + a—pipi + o
_0OBOH 0BOH 0B
B dq; Op; B Ip; 0g; * ot
0B
:{B,H}%—E, (1.3)

Onde usamos as equagoes canonicas de Hamilton e a defini¢ao de parénteses de Poisson.

A partir da comparagao proposta anteriormente, fica claro a motivacao que conduz ao
processso descrito em (1.1).

No entanto, o processo de quantizagao canodnico gera inconsisténcias quando
tratamos com sistemas vinculados. Podemos exemplicar de forma simples essa incon-
sisténcia. Consideremos um sistema que possua um vinculo, p; = 0. O parénteses de
Poisson entre ¢; e p; é dado por

{@i,pit = 1. (1.4)
Entretanto, a relagao de comutacao entre os operadores ¢; e p;, consistente com o vinculo
p; = 0, é igual a zero,
Gi, Pi] = Gipi — Dids = 0. (1.5)
Portanto, para esse sistema que possui vinculo o processo de quantizagao canonica acarreta
inconsisténcias.

Agora, fica claro o porqué do desenvolvimento do método de Dirac e, também,

simplético, que buscam, como tinhamos dito anteriormente, desenvolver parénteses de



Poisson modificados, atualmente chamados parénteses de Dirac. Esses seriam capazes de
contornar inconsisténcias como a observada no exemplo anterior. Dado um sitema com os
vinculos ¢;(q,p) = 0, o processo de quantizagao (1.1) serd consistente desde que no lugar

dos paréenteses de Poisson coloquemos novos parénteses generalizados, tais que

{¢i(q,p), At pp =0 (1.6)

Onde A denota qualquer quantidade da teoria.

Seja um sistema com K vinculos,

¢i(q,p) =0, (1.7)

comi=1,2,..k < 2N . Em que o simbolo & faz referéncia ao fato de o parénteses de
Poisson desse vinculo com qualquer outra quantidade da teoria poder ser nao nulo. A

partir da definicao da hamiltoniana canonica,

Hc(Q7p) = Pi4i — L(q, Q)- (1-8>

Vamos calcular as equagoes de movimento no espaco das fase. Usando o principio de

Hamilton, juntamente com equagao (1.8), na presenga de vinculos, temos

5/(2%’%’ — H.)dt =0,

logo
5/(pi5di + 0pig; — 6H.)dt = 0. (1.9)
Essa equacao afirma que mesmo na presenca de vinculos podemos escrever

L
0H, = q;op; — g—q&h‘- (1.10)

Isto sugere que d H. pode ser escrito, de uma forma geral, como

OH, OH,
SH, = —5q; < 5p;. 1.11
9, 01 + op, 7 (1.11)

Agora, levando esse resultado em (1,9), obtemos



. OH. ) B
/[(_pz‘_ 94 )(5q1+(qz—a—pi)(5pz]dt—0 (1.12)

Dado que os d¢; e dp; sao funcoes arbitrarias do tempo, a equacao acima sera satisfeita se

0H. . OH,
)0q; + (¢ — ——)dp; = 0. (1.13)

an‘ api

A existéncia das K relagoes de vinculos faz , até o momento, a equacao acima

(i -

ser inconclusiva. No entanto, da equagao (1.7), temos

0 0
(b&qz'—l— ¢

= —ép; ~ 0. 1.14

Assim, temos K equacoes. Multiplicando cada uma por —\; com [ = 1,2, .., k que, geral-
mente sao fungoes de ¢ e p, e somando o resultado obtido com (1.13), econtramos uma

equacao que nos propiciard conclusoes,

. 0H O ) Y
( Di aC]i )\l a%‘ )5% + (QZ api )\l 8}%’

)opi ~ 0. (1.15)

Dessa equacao otemos as equagoes de Hamilton para sistemas vinculados:

. OH 0Py

Ly — — 1.1
b 0g; A 0g; ( 6)

. OH Py

o . 1.1
& Op; A Opi (1.17)

E interessante notar que as equacoes de Hamilton obtidas acima, seriam facil-
mente econtradas caso tivéssemos definido uma nova hamiltoniana no lugar de H. dada
por

H' = H, + N (1.18)

Dessa hamiltoniana obtemos diretamente as equagoes de Hamilton, (1.16) e (1.17)
Gi = {q;, H'}

pi = {pi, H'}. (1.19)



Quando supomos que o sistema possuia K relacoes de vinculos, que eram

imérios,! na lui hipdtese d istir vincul dari Anal t
primarios,” nao excluimos a hipdtese de existir vinculos secundarios. Analogamente a
que foi feito na construcao de H’, que incorpora os vinculos primadrios, podemos contruir
uma hamiltoniana total que incorpora na teoria, além dos K vinculos primarios, os M

vinculos secundarios, da seguinte forma
H=H,+ M\, a=1,2,... M+ K <2N. (1.20)

Agora, para determinar os vinculos secundarios langamos mao de uma condigao
de consisténcia dos proprios vinculos ¢;, isto é, os vinculos nao evoluem com o tempo.
Devemos impor essa condicao de consisténcia a todos os vinculos, inclusive os vinculos
secundarios, até determinarmos todos os vinculos secundarios e multiplicadores de La-
grange da teoria. No entanto, nem sempre que impomos que um vinculo nao evolua com
o tempo, encontramos um novo vinculo secundario, podemos tanto encontrar um vinculo
ja obtido ou, geralmente, obter uma relacao entre multiplicadores de Lagrange, que estao
presentes na Hamiltoniana total H e representam, na pratica, o preco pago pela existéncia
de vinculos no sistema.

Analogamente a introducao dos parénteses de Poisson para descrever a evolucao
temporal de uma quantidade qualquer da teoria, tratando-se de sistemas sem vinculos,
realizado no inicio do capitulo. Vamos escrever a evolugao temporal de uma quantidade

qualquer B(g,p) utilizando as equagoes de Hamilton para sistema vinculados, isto é,

d_B—g_B“+a_B'.+8_B
at  og T op T o

dB OB (0H |\ 0¢u\  OB( OH \ 0¢.\ OB
At~ g \dp;  “Op;) O\ Oq g ot
0B
~ {B7H} + )‘a{B7¢a} + Ea (121>

Onde o indice a é relativo a todos os vinculos da teoria, incluindo, caso existam, vinculos

decorrentes da fixagao de gauge.

"Vinculos sdo consideros primérios quando surgem, diretamente, da expressao de momento P; = g—;,
T

caso contrario, sao ditos secundarios.



Dado que B(q, p) é uma quantidade qualquer da teoria, vamos substitui-lo por

um dos vinculos da teoria, logo

W fon HY + Ml 60} %0 (1.22)

Introduzindo uma matriz C, tais que seus elementos sao os parénteses de Poisson dos

vinculos, ou seja,

Cab = {¢a7 (bb} = _Cba (123>

€ segue-se que

/\aCab ~ {¢b7H}7 (124)

onde usamos que a matriz C' é antissimétrica (vinculos bosonicos). Quando todos os
vinculos da teoria sao considerados, foi mostrado por Dirac que a matriz C' é nao- singular.

Entao da ultima equagao podemos determinar os multilicadores de Lagrange
)\a ~ _C(;)l{qbln H}7 (125>

usando esse resultado em (1.21), finalmente encontramos

dB B OB
E ~ {B’H} - {B>¢a}cab {¢b>H}+ E
0B
~ {B7H}DB+§7 (126)
onde
{BvH}DB = {B’ H} - {B>¢G}C(EJ1{¢67H} (1'27)

é definido como parénteses de Dirac entre as quantidades B e H.

Neste momento, somos levados, por analogia ao caso dos parénteses de Pois-
son tratando-se de sistemas sem vinculos, a comparar a equacao (1.26) com a equagao
quantica de Heisenberg. Isso nos levarda a propor um processo de quantizacao para sis-

temas vinculados da seguinte maneira

1
{P.Dirac} — o [comutador]. (1.28)
i



E oportuno comentar que os processos de quantizacoes sao realizados de forma direta,
somente, se nao houver problemas de ordenamento de operadores.

Essa proposta que foi realizada possui fortes evidéncias para estar correta. Sem
duvida, a mais contundente é o fato de relagoes de vinculos que, que sé valiam fracamente
em termos dos parénteses de Poisson, valerem fortemente dentro dos parénteses de Dirac,
ou seja, o parénteses de Dirac de um vinculo ¢, com qualquer outra quantidade da teoria

é sempre zero

{B, ¢} pp = {B, ¢} — {B. da}Coy {00, dc}
= {B,¢c} = {B,¢a}Cy Cic,
logo
{B, ¢} pp = {B, ¢} = {B, a}dac = 0. (1.29)

E importante lembrarmos do exemplo citado no inicio do capitulo, onde mostramos
que para sistemas vinculados o processo de quantizacao canonico era incosistente. Agora,
caso coloquemos os paréntese de Dirac no lugar dos parénteses de Poisson, em virtude de

da equacao acima, o processo de quantizagao nao acarreta nenhuma inconsisténcia.

1.3 Método simplético

1.3.1 Introducao a notacao simplética

Seja um dado sistema descrito no espaco de fases por 2N variaveis ¢; e p;.
E Possivel escrever convenientemente os parénteses de Poisson entre duas quantidades

quaisquer, por exemplo A(q,p) e B(q,p), do seguinte modo

0A 0B 0A 0B 0A 0B 0A 0B
A B el O Gt Wil OSSR st Wil SOURDMIS Wt Miuial POURPOUR Wbt
1.30

Agora, vamos introduzir uma notacao muito interessante e concisa, notacao simplética.

Para isso, denotaremos o conjunto de coordenadas e momentos, apenas por £¢ (a =



1,2,...,2N), tal que
fi = 4q;
£ = p,. (1.31)
Utilizando essa nova notacao, podemos reescrever os parénteses anteriores

CcOo1mo

0A OB
{A(g,p), B(g,p)} = 8—@{@,@}@

onde usamos os parénteses fundamentais de Poisson, que em notagao simplética sao

(1.32)

{e7,¢7) = (1.33)

com €*? dado por
One Ing
L e (1.34)
—Inen Onzn

que é um tensor simplético no caso de sistemas sem vinculos, e funciona como a métrica

do espago simplético.

1.3.2 Formalismo simplético com vinculos e sem vinculos

Como foi dito anteriormente, o método simplético trabalha com lagrangianas
de primeira ordem. Algo nem tao restritivo, ja que maioria das lagrangianas quadraticas
de interesse podem ser transformadas em lagrangianas de primeira ordem, estendo-se o
espaco de configuracao com introducao de campos auxiliares. Estes sao geralmente os
momenta. Além disso, algumas lagrangianas s6 possuem formulacao em primeira ordem,
por exemplo, lagrangianas para campos de Dirac e lagrangiana de Klein Gordon.

Seja um sistema dinamico descrito por uma lagrangiana de primeira ordem da
forma

L=a;& — H(¢M). (1.35)

Em que H (&) é a hamiltoniana do sistema e &/ sao as varidveis simpléticas. Da equagao

de Euler-Lagrange,
oL d oL

o0& dtoé

(1.36)

8



temos

da; ..  OH(E* d
S - ) e —o
da; .. OH(E") Oa;.;
da;  da;\  OH(E)
(5 - 26)¢ = "5
Sendo assim,
o 8H(§k)
fij& = og (1.38)
em que . .
[ 0l Dl o)

¢! o¢I
Se os coeficientes a;(£¥) sdo tais que f;; é ndo-singular, entdo f;; possui inversa e iremos
J q 7] g ) ij P

indica-la por f¥. E da equagao (1.38) encontramos

&= e (1.40)

Por outro lado, podemos obter a equacao acima utilizando-se a formulagao hamiltoniana.

Entao facamos

& ={¢, H(EM}

6 =g,y 58 (141)
Comparando as equagoes (1.40) e (1.41), encontramos
f7=1{¢.¢} (1.42)

Caso a matriz f¥ = {£7,£'} seja singular o sistema apresenta vinculos ou tem
simetria de gauge. E f¥ = {¢7,£'} nao pode ser identificado como tensor simplético, ja
que, fazendo o papel da métrica do espaco simplético, ele deveria possuir inversa. Por-
tanto, nao iremos conseguir, a principio, determinar os parénteses da teoria. O método
simplético com vinculos busca solucionar esse problema, por meio de deformacoe da es-
trutura geométrica do espaco simplético, ou seja, usa-se os vinculos para se obter uma

novo tensor, que seja nao-singular e que possa ser identificado como métrica do espaco.



Consideremos que exista uma quantidade qualquer C'(£¥), nao-nula, que possua

os parénteses de Poisson com as varidveis simpléticas £° todos nulos,

i 1700 (E")
{€,CEM) = F"75
i 0C(€")

fY aci =0 (1.43)
Dessa equacao, notamos que a(’(;(é.k), ¢ um modo zero de f¥ | que logo nao possui inversa.
Vamos denotar a matriz singular e o modo zero por fi(;]) e wj(-o), respectivamente.

E consideremos que existam wl(o), com (I < 2N), modos zeros. Ou seja,
Ow® =0 (1.44)

Substituindo essa equacao na lagrangiana de primeira ordem, descrita anteriormente, em

que consideremos que sua parte cinética nao depende das £*, temos

oV (&k
wl(O) 0<§€l)

onde V (£¥) denota energia potencial. Geralmente, essa equacgio representa vinculos. Esses

=0, (1.45)

podem ser introduzidos na lagrangiana por meio de multiplicadores de Lagrange. Vamos
tomar a derivada temporal do vinculo obtido acima e introduzi-lo na parte cinética da
lagrangiana. Isso levara a deformagao do tensor fi(jp), COMO Veremos a seguir.

A introducao dos multiplicadores de Lagrange )\Z(O) extendem o espaco de con-

figuragao. Realizando esse procedimento, temos

LW — ai(gk)(o)éi . V(O)(gk) + )\li(Ql(O)(gz)),

dt
o0\
UD:@9+M7%Qg—ng (1.46)
Donde podemos identificar novos vetores,
20"
CLZI) = CLZ(O) )\l 8él
al’) =0 (1.47)



0) .~ ,
onde Ql( ) sdo os vinculos decorrentes de (1.45). Dessa forma obtemos novos tensores,

J

1y = 0 — OjaY

0 ~ 50 — B0 — —oral?
1 1
fin = 010y = Dagy) =0 (1.48)

Onde 0; = a%’ e 0 = a%‘ Caso det f(1) = 0, conseguimos eliminar os vinculos da teoria, e
calcular o tensor simplético adequado, que funcionara como métrica do espaco e, também,
fornecera os parénteses de Dirac. Por outro lado, se o tensor fi(jl) ainda for singular,
devemos encontrar seus modos zeros, que, geralmente, fornecerao novos vinculos. Os
quais introduzidos na lagrangiana de primeira iteracdo L™, através de multiplicadores de
Lagrange, provocaram uma deformagao do espaco, possibilitando a obtencao de um novo
tensor simplético. Se detf® # 0 encerramos o processo, chegamos ao nosso objetivo.
Caso contrario, devemos repetir o processo, acima realizado, até obtermos um tensor
nao-singular que possibite obter o tensor simplético.

E importante ressaltarmos uma situagao particular desse processo . Ela acon-
tece quando encontramos um matriz singular, cujos modos zeros corespondentes nao

fornecem novos vinculos. Essa situacao esta presente em teorias de gauge. Nesse caso, a

fim de definir o tensor simplético, devemos introduzir as condigoes de gauge.
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Capitulo 2

Elementos de espacos

nao-comutativos

2.1 Introducgao a Espacos-Nao-comutativos

O estudo de espacos nao-comutativos em fisica nao é algo novo. A algumas
décadas esse assunto foi muito descutido por H. S. Snyder [5]. Entretanto, naquele mo-
mento seus estudos nao foram nada providencial com o momento em que vivia a fisica.
Esse marcado pelo sucesso da teoria da eletrodinamica quantica.

Recentemente tem aflorado o interesse de estudar espacos nao-comutativos,

que sao caracterizados pela relacao de comutacao entre os operadores coordenadas

onde o parametro de nao-comutatividade h6;; tem dimensao de drea. Esse interesse
surgiu devido a busca de descrever fenomenos fisicos como teoria de cordas [6] ,D,-branas,
efeito Hall quantico [7] e matéria condensada [17]. Buscando introduzir estudos em nao-
comutividade trataremos um pouco de geometria nao-comutativa e de um novo produto,

Produto Moyal. Visto que, matematicamente é possivel construir uma teoria de campos

12



nao-comutativos trocando o produto usual entre campos pelo produto Moyal,

(£ 0)w) = ex (5700 ) Fohalo)lomy (22)

com f e g funcoes infinitamente diferencidveis. Por meio de uma simples analise dimen-
sional, percebemos que a matriz 6;; tem dimensao de [tempo/massa]. Dado que a unidade
do parametro 6;; envolve a massa e que temos apenas duas constantes fundamentais em
fisica ¢ e GG, para determinar essa unidade, somos induzidos a fazer uma analogia entre o

parametro ¢;; e um campo similar a gravidade.

2.2 Geometria Nao-Comutativa

A geometria nao-comutativa teve seus trabalhos pioneiros realizados, ha muitos
anos, por A. Cones, [23]. Esses estavam, basicamente, dentro de uma dtica matematica.
No decorrer do tempo, esses estudos foram sendo incorporados em fisica. Primeiramente,
na busca, simplesmente, de entender algumas interagoes fundamentais em fisica dentro
de um mundo nao-comutativo.

A geometria nao-comutativa, de forma simplificada, é um principio variacional
dos fundamentos de geometria, extendidos a espacos nao-comutativos. A fim de realizar
essa extensao ¢ necessario desenvolver alguns conceitos basicos de geometria, dentro do
espaco nao-comutativo.

Definicdo: Uma x-algebra A é um espaco complexo que possui operacao de
multiplicagao, que é associativa e distributiva, juntamente com uma involu¢ao a — a*.

Uma involucao, em uma Algebra (3, é uma aplicacao

Ao A (2.3)

com as seguintes propriedades:
i)(A+ B)" = A" + B”,

13



i) (@A) = aA”,

iii)(AB)* = B* A", (2.4)
i) A = A,
v) [[A7]] = [|A]l.-

Onde A,Be (3, ea e C.

Uma *-dlgebra 3, com A e B € 3, que satisfaz
AB = BA (2.5)

¢ dita ser uma Algebra comutativa.
Definicao: Uma C*-Algebra é uma algebra tal que sua norma verifica as
condigoes:

i) [AB| < [[AllB]]
i) [AAll = A (2.6)

Essa C*-Algebra é de grande importancia, pois os conceitos de curva, superficie e espaco
bl )

em geometria podem ser compreendidos por meio dela .

2.3 Produto Moyal

A fim de estudar espacos nao-comutativos faz-se necessario introduzir um novo
produto entre campos que seja consistente com a geometria do espaco nao-comutativo.
Esse produto sera denominadado Produto Moyal. Vamos procurar, de forma simplificada,
apresentar seu desenvolvimento. Para isso, consideremos uma &algebra comutativa de

funcoes em R, munido do produto usual

(f-9)(x) = fz)g(x). (2.7)

Onde supomos que todos os campos sao fungoes de decrescimento réapido no infinito.

Sendo que, uma funcao f : RP — C é dita de descrescimento rédpido no infinito, se ela for

14



infinitamente derivéavel, ou seja, f € C*(R), e se

lim 2™d"f(z) =0, (2.8)

llz[|—o00

onde d indica o operador derivada e m e n sao naturais. Indicaremos o conjunto de funcoes
de decrescimento rapido no infinito por D. Toda funcao ¢ € D pode ser escrita pela sua

transformada de Fourier, facamos

k) = [ dPae o) (2.9)

E facil notar que 5(—1{:) = gg(k), desde que ¢(x) € R.

Um espaco nao-comutativo pode ser construido por meio da substituicao das
coordenadas 27 € RP por operadores hermitianos i , que satisfazem a relacao de co-
mutacao definida em (1) . Os operadores hermitianos i geram uma algebra nao comuta-
tiva. A correspondécia entre a algebra de campos em R” e a dlgebra de operadores pode
ser perfeiramente realizada através da quantizacao de Weyl.

Dada uma fungao ¢ € D, juntamente com sua transformada de Fourier , o

simbolo de Weyl é introzido por

~ 1 b~ o
Wigl=® = @m)D /d ko(k) exp (ik;2). (2.10)

Nessa equacao adotamos o ordenamento simétrico de operadores proposto por Weyl. Ob-
serevemos que ﬁ/\[gzﬁ] é hermitiano sempre que ¢ é real. A tltima equagao, (2.10), pode

ser reescrita em funcao do operador

T (k) = exp (ik;7) (2.11)
da seguinte forma
$— 1 / dPRT (R)3(k) (2.12)
P . .

Como os 7%s sao operadores hermitianos, é ébvio que,

TT (k) = T(—k). (2.13)
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Neste contexto, vamos encontrar algumas relacoes algébricas que serao tuteis .

Usando férmula de Glauber,

AP — o(A+B) g3lAB] (2.14)

para duas funcoes [7°, [™,7"]] = 0, obtemos, !

T(k)T (k') = exp (ik;77) exp (ik;Z")
= exp (i(k + k), &) exp (56" ks )

= T(k + k') exp (%lekzjkl’). (2.15)
E ainda
Tr(T(k)) = / @ (x| T (Rl ). (2.16)
onde |z;) sdo auto fungdes dos operadores 77.

Dado um operador arbitrario A, sua fungao F'(A) pode ser escrita por
F(A) =) f.A"
n=0

Al)= ali) .

Aplicando o operador A n vezes, sucessivamente, obtemos

A )= a" )
logo
Fa)|) = > faa"lib)= F(A)) (2.17)

!Para simplificar a notacio consideramos # igual a um

16



usando este resultado, podemos reescrever a equagao (2.16),

Tr(T(k)) = / dP e

Tr(T(k)) = (2m)" H 5(k;). (2.18)
Usando as propriedades (2.15) e (2.18), podemos obter
7T T 1 D Lo 1\ T 1\ T
THET () = Tr{ggsss [ ET)G0T(H)

(2;)213 / APk (k) Tr[T (k) T(— )

~ o | ARORITHT (= k) exp (30k5k)

= G | AP e (k) ) TG0k~ ),

visto que a matriz 67! é anti-simétrica o fator exponencial, acima, reduz-se a um. Portanto

Tr(®T" (k) = (%)ng(k). (2.19)

Essa equagao servird de motivacao para contrucao do produto Moyal. Se operador d for
substituido pelo produto de dois operadores qglngﬁg, onde os operadores ngﬁl e Q/gg sao definidos
de forma analoga a 6, 0 NOVO campo q~5 estard relacionado aos campos 51 EI;Q através de

um produto diferente do usual

(61 % do) (k) = (2m)PTr{ B, 8,77 (k)}

_ (27T)DT7~{((2;)D /de:’f(k’)CE(k’)) <(2;)D /de”f(k”)@(k”))f(—k)}

_ (2;)]3 / APk d ko (k) o (k) Tr { T (kY B (k) T ()}

B (271>D [ Pk dPk GV (P T (O — 1) e (047

1 N i _ .
=GP / de’de”¢1(k’)¢2(/€”)eXP(ieﬂk}’kl)Tr{T(k’—l—(k”—k:))exp(ék;;n(k;w k)0
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- (27r)D/de’de”@(k’)cz’;z(/f”)exp( S0k kz)exp( " (k7 — k) 0™)(2m) DH< k:+l<:w—k)i)

- /de’qi(k’)@(k — k) exp (%Hﬂ(k — k) k) exp (ék;kﬁ”)

(d1 % 6a) (k) = / AR Gu(R)Galk — ) exp (— Tkt (2.20)
Sendo que, na tltima expressao usamos o fato de #% ser uma matriz anti-simétrica , logo

exp (=5 kik;07) = exp (Shik;67) = 1

—~——

Onde (¢ * ¢2)(k) indica transformada de Fourier de (¢ * ¢2)(k).
A equagao (2.20) pode ser escrita de uma forma mais amigdvel, usando as

seguintes notacgoes

kilk >=kilk > <kl >= di(k), (2.21)

Ble=xilz>  <z|p>=¢i(a), (2.22)
k.l

< Ko >= 2P (2.23)

(2m)%
juntamente com a nog¢ao de produto tensorial, temos
(G da)lk) = [ k(< k= k| < Bl)(Jor > Bldn >)exp (~huki6")

Z./\ ~~ .
— /d%(< k—k|o <kl)exp(-gh @ k07)(|pr > @ >)

Z‘/\ N .
- /de’dedDy(< =k < k|)(|lz > @y >)(< 2|® < y|)exp (_Ekl ® k09) (|1 > ®][¢2 >).
Onde introduzimos uma identidade, relagao de fechamento, na expressao acima, dada por
[ Pad®y(o > sy =)< alo < o) =

Com isso, segue-se

(f1 % do) (k) = D /de dPzdPy exp < —i(k — k)27 — z'kj’.y]) x  (2.24)
xwp( SO0 =01 ) )0l (2.25)

18



Mas, sabemos que

(61 % o) () = / 4Pk exp (ik;2?) (61 * 0a) (k). (2.26)

Portanto, estamos quase prontos para determinar o novo produto entre campos,

(Pp1%02)(x) = /de exp (ik‘jx]> (2n)2 /de"de’dDy exp ( —i(k—k)x’ — ik:}-yj) X

<(exp (5090 ) )0t (2.27)

= /deC’dDy(@;)D /deeXp —ikj(z” —xj)) X (2.28)
<2;>D [ e (—ikﬂy”’ - w”)) exp (%9”(0?’>(8?)) b(@)oaly)  (2.29)

X

= [P 07— a)esp 5600 ) )t (2:30)

- / 4P dPysP (y — ) exp (gel%af)(@;/)) 61()ba(y) (2.31)

- (%0”(8?)@’)) 1 (2)62(0) oy

Depois desses muitos trabalhos algébricos, encontramos a seguinte expressao,

(015 02)() = exp (500D ) 1010200 (282

que ¢ vista como a definicao do produto Moyal.

Podemos escrever o produto Moyal de uma outra forma, escrita como

(615 0(0) = 6u2) e (5 7 0 2 ol 233)

19



(005 02)(e) = 012)00(0) + 35" 2] OB D) 9

xem...eum{aylaw...ayn@(x)}. (2.34)

A equagao (2.34) exprime a nao localidade do produto Moyal, dado que a mesma possui
um numero infinito de derivadas.

A partir deste momento, discutiremos algumas das propriedades mais impor-
tantes do produto Moyal. Usando a expansao

n

X - x
e’ = Z o Vo € R, (2.35)
=0
podemos escrever o produto Moyal da seguinte maneira

(01 % ¢2) () = b1(x)Pa() + %9“V8u¢1(35)5u¢2(3?)+

12

33

0 507 0,0,61 ()0, D () +
11

. 29“"%0“%95”@@8@1(x)a,,@@n@(x)jt (2.36)

+
+0(0%).

E importante notar que ao realizarmos o produto Moyal entre dois campos iguais, tem-se
uma particularidade: os termos impares em @, isto é, os quais contenham produto de n
matrizes ¢ anti-simétricas, com n impar, serao nulos.

A partir da expansao acima, é facil encontrar a regra de derivagao para o
produto Moyal, mediante simples cédlculos, porém, extensos. Como iremos aplicar as
regras de derivacao usual aos termos da expansao, € intuitivo que, a regra de derivagao

do produto Moyal seja dada por

Ou(d1 * d2) = (Oug1) * d2 + ¢1 * (Ougs). (2.37)

que ¢ semelhante a regra de derivagao usual.
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Uma situagao interessante, mas esperada, surge ao realizarmos o produto

Moyal entre duas fungoes ¢; e ¢ definidas por: ¢ = z# e ¢ = 2.
XP s XV = XPXY + %ewau)(ﬂayxz

Xtx XV = XPXY + %9“”. (2.38)

E facil percebermos que o lado direito da (2.38), tem uma parte simétrica e outra an-
tissimétrica, respectivamente. Deste modo o comutador Moyal de X* com X" é dado

por:
[XH, X7], = X# % XY — XV % XP = XXV + %9“” — XVXM - %9"“ = i

Buscando clarear idéias, discutiremos um exemplo bem simples para o produto Moyal
entre dois campos. Considere um espago bidimensional (6'%) e seja ¢; = z' e ¢y = 22,
logo

b1 * ¢g == 2’2 + %91231:101821:2 (2.39)

assim, consequentemente,

(2!, 2%], = 6", (2.40)

onde usamos o fato de que a matriz # é antissimétrica.
Ainda que o produto Moyal é nao-local, devido a existéncia de um nimero in-
finito de derivadas em sua definicao, esta nao localidade nao aparece em termos quadraticos

da acao, de fato

/dDg:gbl(g(;) * (o) = /de1de2Q’;1(k1)qg2(k?2)/dDZE@ikm x pik2t

Utilizando a definicao de produto Moyal, e considerando que,
¢i(x) = / dP ke gy (k) (2.41)

podemos resolver,

/ de{egewafauyeiklxeikﬂ}
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_ /de{ei(kl—‘rkz) + éeul/klukéyei(/ﬁ-l—kg)}
B /d ;pezeM klukzu z(k1+k2)

Sendo assim

[ w01 onla) = [ @ BidPha(2m) 5K+ ) (k) )

B /de dPkydP (") by (k) o (ko)

- Jed el funeniion)

[ Paon(@)xinla) = [ Psou()onta) = [Pain(o)winta). (242

segue que

Que é o resultado desejado. Agora, outras propriedades do produto Moyal que seguem

diretamente da definicao sao:

F(z)*6(z —y) =d(z —y)F(y) (2.43)

((bl(x) * (bg(a:)) * 3 = ¢y * ((bg(x) * (bg(:c)) = ¢1(x) * Po() * 3. (2.44)
Finalmente, temos mostrado algumas das propriedades importantes do produto Moyal,

este sera utilizado, de forma direta, na obtencao de versdes nao-comutativas de muitas

modelos fisicos de interesse.

2.4 Introducao a Mecanica Classica Nao-Comutativa

Os espacos nao-comutativos sao caracterizados pela relagao de comutacgao entre
os operadores coordenadas (1). E como ja foi dito, podemos construir uma teoria de
campos nao-comutativos por meio da substituicao do produto usual entre campos pelo
Moyal, que é consistente com as regras de comutacao, as quais serao supostas a seguir,

para construir uma mecanica quantica nao-comutativa,
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[Z;, Z;] = ihb;;,
[£:, ;] = ihdyj,
[pi, pj] = 0. (2.45)
Essa nova mecanica fornece muitos fenomenos fisicos de interesse, [9]. Buscando investigar

se no limite classico essas regras de comutagoes tem algum interesse fisico, vamos definir

uma estrutura simplética consistente com as regras de comutagao (2.45), dada por

{xiapj} - 5ij>
{2",27} = 0y, (2.46)
{pi,p;} = 0.

A partir das quais podemos estudar e desenvolver estudos de mecanica cldssica dentro de
um espaco nao-comutativo.

Considerando um conjunto de varidveis simpléticas £¢, com i = 1,2,..2N, e
uma matriz antissimétrica ©Y = {¢&',&7}; e dadas duas fungoes arbitrdrias A = A(z;, p;)
e B = B(z;,p;), podemos construir uma estrutura simplética usando (1.32).

Seja uma Hamiltoniana H = H(£'), podemos otter a equagoes de movimento

em termos dessa estrutura simplética,

& ={¢ H(E)) (2.47)

Em geral, para uma funcao F' qualquer, definida nesse espago, temos
B = P ()}, (2.48)

Agora, consideremos um espago de fase dado por & = (z¢,p;), com i = 1,2, 3;
uma estrutura simplética (2.46), e dadas duas quantidades quaisquer da teoria, podemos

escrever de forma conveniente os parénteses de Poisson entre elas, por
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oF 0G oF oG
{F,G} = {xz’a%}@—%a—% + {“""’pj}a_a;i@

e OF 06
Potity o
oF 0G oF 0G  O0F 0G
=0;j—=-—+ — — — . (2.49)
Oz; Ox; Ox; Op;  Op; 07
Consideremos, também, uma hamiltoniana classica na forma
pip'
H = 2.
5tV (@), (2.50)
e utilizando (2.48) e (2.49), nos encontramos as equagdes de Hamilton,
. PP’ pi ov
oV
pi={pi, H} =~ (2.52)

Derivando a equagao (2.51) em relagao ao tempo, usando (2.52) e multiplicando-a por m,

obtemos

—av+m9ij ad T

Essa é uma reformulagao da segunda lei de Newton, que depende de parametros nao-

(2.53)

comutativos, e também, da variagao do potencial externo. E bom ressaltar que podemos
obter equagoes mais gerais que (2.53) [9]. Isso pode ser feito tomando uma estrututa
simplética deformada, mais geral, que possua mais parametros nao-comutativos e, poste-

riormente, os calculos sao analogos.
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Capitulo 3

Revisao Basica de Fluidos

3.1 Algumas equacoes de fluidos

As equacoes de fluidos mais importantes sao: equacao da continuidade, equagao
de Euler e equagao de energia. As mesmas podem ser escritas utilizando notagao tensorial,
que além de compacta e elegante possui uma enorme facilitagao no tratamento de fluidos

reais onde a viscosidade nao pode ser desprezada.

3.1.1 Equacao de continuidade

A equacao da continuidade exprime a conservacao de massa e geralmente é

escrita na forma

op =
5% + v.(pv) = 0. (3.1)

Que em notacao tensorial cartesiana fica

Op  9(pvi) _
TR (3.2)

Usando regra do produto de derivadas parciais, a equagao acima pode ser escrita

dpvive) ov; B U'@
‘ot

(3.3)

8xk POk a.%k
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Em um movimento isentrépico a entropia é constante em cada ponto do fluido
e podemos calcular, analogamente a equagao de continuidade de massa (3.1), a equagao
da continuidade para entropia.

Para um movimento isentrépico,

Ds 0s _ =
Ft - E + U.VS =0. (3.4)

Usando a equacao da continuidade de massa (3.1), mais precisamente, fazendo s vezes

(3.1) mais p vezes (3.4) e agrupando os termos, obtemos

ops =

Onde o termo ps¥ representa a densidade de fluxo de entropia. Logo a equagao (3.5) é

conhecida como a equacao de continuidade para entropia.

3.1.2 Equacao de Euler

O deslocamento de um elemento de volume em um fluido é composto pelos
movimentos de rotagao, translacao e deformacao ou cisalhamento. Consideremos o caso
mais simples de fluidos irrotacionais, em que a velocidade angular do elemento de volume
considerado é nula, e sem viscosidade, onde sao desprezadas as forgas de tensao horizontais
devido movimento relativo das camadas do fluido. Dessa forma, para um certo volume V

do fluido, a forca sofrida por esse volume é dada por

f:—fp£. (3.6)

Onde o sinal menos é convencionado. Usando teorema do gradiente na relacao acima,

podemos escrever
—fﬂﬁz/ﬁmv (3.7)
Logo a forca por unidade de volume exercida pelo restante do fluido no elemento de volume

dV é apenas —VP. Sendo assim, a conservacao da quantidade de movimento pode ser

expressa do seguinte modo

pxd=—VP, (3.8)
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onde @ é a aceleracao do fluido. No entanto, a variacao de velocidade em fluido pode ser

escrita usando a nocao de derivada total,

L 0v o
@=- + (U.V)7, (3.9)

onde o primeiro termo do lado direito mede a variagao da velocidade em um ponto fixo
do espaco, ou seja, com 7 constante, em um intervalo dt; enquanto o segundo termo mede
a variacao da velocidade num mesmo instante de tempo entre dois pontos distintos no
espago.

A partir das equagdes (3.8) e (3.9), otemos a equagao de Euler

ov -
— + (U.V)i=—=VP, 3.10
5 + V)= (3.10)
essa equacao foi obtida em méados do século dezoito.

A equacao de Euler pode ser generalizada para o caso em que o fluido esta

sujeito a um campo de forcas externas F, ou seja, Fé a forca que atua em um volume

unitario, do seguinte modo

% + (FV)7 = —%ﬁP + %f“. (3.11)

Um caso interessante de campo de forcas externas é o campo gravitacional, em que cada
volume unitario esta sujeito a uma forca pg.

A fim de obter uma equacao, semelhante a equacao da continuidade, que seja

equivalente a equagao de conservacao de quantidade de movimento, vamos combinar a

equacao da continuidade com a equacao de Euler, na auséncia de forcas externas; na

forma tensorial

a’Ui (%i 10P

i) ik _ 3.12
ot M Oz, p Ox; (3.12)
Levando a relacao
d(pv;) v, op
= i ——- 3.13
o ot T (3.13)
e a equacao (3.3) na relagao (3.12), encontramos
d(pv;) OP  O(purv;)
= — — . 14
ot (8@» + Oz (3.14)
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Podemos simplificar a equagao (3.14) definindo um tensor simétrico II;; como

E facil ver que II;; tem dimensao de quantidade movimento por unidade de e volume.

Derivando o tensor acima definido e levando em (3.14), obtemos

Ipvi) I
= (3.16)

Como ja tinhamos falado anteriormente, essa equacao é semelhante a equacao da con-
tinuidade e exprime conservacao de quantidade de movimento. Para podermos analisa-la
melhor, temos que clarear o significado do tensor II;;.

Dado que a quantidade de movimento de um elemento de volume dV que
se desloca com velocidade U é igual a ptdV, o primeiro termo da equagao (3.16) tem
significado da taxa de variagao com o tempo da quantidade de movimento do fluido, por
unidade de volume. Integrando a equagcao (3.16) sobre todo volume V e usando o teorema
da divergeéncia na forma tensorial, obtemos

Esta equacao mostra claramente que II;; remete-se a taxa de variagao com o tempo da
quantidade de movimento pv;dV do elemento de volume. Portanto, é natural ele ser
chamado ”‘fluxo de quantidade de movimento”.

Mediante o conhecimento do significado fisico do tensor II;; a equacao (3.16)
tem uma facil interpretagao. Como (3.16) é uma equagao local, ela garante que a variagao
da quantidade de movimento de um ponto do espaco esta associado como fluxo de quan-
tidade de movimento através de um volume ao redor do ponto considerado.

A equagao de Euler na auséncia de forgas externas escrita na forma (3.16) pode
ser generalizada facilmente para o caso de existir um campo de forcas externas, e pode
ser expressada por

d(pv;) o1l

=29 4 F 1
o o, T (3.18)
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Vamos analisar a equagdo de Euler, (3.10), para o caso de um movimento
isentropico, em que a entropia por unidade de massa é constante. Esse tipo de movimento
acontece em escoamentos de fluidos ideais, em que nao existe trocas de energia entre
diferentes partes do fluido. Portanto, o movimento é adiabatico e a entropia é constante

em cada ponto do fluido. A partir da primeira lei da termodinamica
dq =Tds = de + PdV™*, (3.19)

onde dq é a quantidade de calor absorvida por unidade de massa em um processo in-
finitesimal e (v* = %) ¢é volume especifico. Usando a equagao da entalpia especifica, que

pode ser obtida pela transformacao de Legendre da energia interna,

P
h:e+PV*:e+;, (3.20)
chegamos a
dh = de + PdV* 4+ V*dP = Tds + V*dP. (3.21)

Num processo isentropico ds = 0. Entao da equagao acima, a pressao s6 ¢ funcao da
densidade, ou seja,
- 1

Vh = ;ﬁp. (3.22)

Levando esse resultado na equagao (3.12), temos
— 4+ (V)7 = —Vh. (3.23)

Que é a equacao de Euler para o movimento isentrépico, ou adiabatico, de um fluido.
Escrevendo a entalpia especifica h igual a V/(p), a pressdo pode ser escrita por meio da

transformagao de Legendre de V(p),

P(p) = pV'(p) = V(p). (3.24)

Donde
P'(p) = pV"(p). (3.25)
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Para analisarmos posteriormente se os parénteses de p e v com o Hamiltoniano

do sistema
1
H= / a5 + V(o) (3.26)
geram as equagoes de movimento (3.1) e (3.23) precisamos contruir, primeiramente, os
parénteses entre p e . Para isso, serd necessario langar mao do paréntese candnico da
formulacgao lagrangiana,

(Xi(@), X (&)} = iéfﬂ'a(f _7) (3.27)

e da definicdo de p e j em funcao de X , X eda funcao delta,

o(E7) = po / (X (¢, 7) — ) (3.28)

-

) = 36 p(7) = o [ drX (e D)L (1)~ ). (3.29)
Onde as integracoes anteriores sao realizadas sob todo volume de interesse e consideramos
que particulas proxima no fluido possuem aproximadamente as mesmas velocidades, logo
a funcao discreta X (,X,,) pode ser considerada uma funcio continua X (¢,7) = #(t, 7).

Contudo, podemos obter diretamente os parénteses

{p(7),p(7")} =0 (3.30)
{7'(7), p(7)} = p(P DS (7 — 7) (3.31)
{7(7), 7 (7)} = # (P06 (F = 17) + J*(F)9;6 (7 — 7). (3.32)

Visto que j = pv, dos parénteses acima, temos

)} = p(0:6 (1" = 1) (3.33)

=g

{7'(7), ()} = p(F){v"(7), p(

e

= PP, 4D 071 -0y00 () ) 5 (PI0UE)4 (I2567=7),
(3.34)
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Das duas tltimas equagoes, comparando (3.32) e (3.34), obtemos os parénteses entre p e

{o' (), ()} = 06 (7" — 1)
GRS ——wij(F) r—7
{v' (), v (™)} o o( ). (3.35)
Onde

Wij = 8ﬂ)j - 8jvi, (336)

¢ conhecida como vorticidade do fluido. Um caso interessante surge quando temos a

vorticidade nula. Em trés dimensoes, podemos reescrever a vorticidade como
Wij = e”k(V X 77)k (337)

Dado que na vorticidade aparece um termo referente a componente do ratacional de v,
é direto que na auséncia de vorticidade, podemos escrever a velocidade em termos do

gradiente de um potencial 6,

7= V. (3.38)
Levando (3.38) em (3.23), temos
@820 + @@(&0) = —&V’(p)

00+ %(aje)(aje) — _V'(p). (3.39)

Em que 0; e 0; denotam a derivada com relacao as componentes do vetor posicao 7 e o
tempo, respectivamente.

Podemos reescrever (3.39) usando (3.38),

20 v? ,
5 T ="V ) (3.40)

que é a equacao de Bernoulli.
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A equacao que acabamos de obter continua valida em outra dimensoes. No en-
tando, a vorticidade assume formas distintas em diferentes dimensoes. Em trés dimensoes

a vorticidade pode ser vista como um pseudovetor,
&=V x7, (3.41)

pois wij é antissimétrico na troca de indices. Neste caso, possui apenas trés componentes
independentes, similar a um vetor no espacgo tridimensional considerado. Ja em duas

dimensoes, a vorticidade pode ser vista como um escalar, ou seja, ela ¢ um pseudo escalar,
w=e€’0,07. (3.42)

Finalmente no caso unidimensional, nao existe vorticidade e a velocidade pode ser escrita
também como a derivada de um potencial.

A dinamica de um sistema pode ser elegantemente apresentada quando se
consegue exibir uma formulagao canonica. Como ja nos preparamos anteriormente para

mostrar, os parénteses de p e ¥ com Hamiltoniano do sistema,

zf:/ﬁﬂ;w?+vwm (3.43)

podem gerar diretamente as equacoes de movimento,

-

p=A{H, p}=—V(ip) (3.44)
v ={H,v} = —(0.V)7 - VV'(p) (3.45)

desde que a equagdo (3.35) seja satisfeita. Uma versao da algebra (3.35) é contruida

definindo a densidade de momento por
P = pi. (3.46)

Consequentemente de (3.35), temos

— —
/

{PH(7), p(r")} = p(P)O:6 (7 — 1)

{P'(7), PI(r"} = PI(F)0;0(F — 1) + P(r7)9;0(F — 7). (3.47)
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Que é a algebra dos operadores densidade de momento. A questao é se conseguimos obter
uma lagrangiana cujas varidveis canonicas satisfagam os parénteses (3.35) e (3.47). Ou,
numa linguagem matematica, sera que coseguimos a obter 1-forma canonica e 2-forma

simplética que conduzem a algebra (3.35) ou (3.47).

3.2 Equacao de Navier-Stokes

3.2.1 Fluidos Viscosos

A viscosidade é uma propriedade dos fluidos que descreve a resisténcia de um
fluido ao escoamento. Num fluido real e notavel a resisténica imposta a um objeto que
nele se movimenta, assim como é perceptivel a resisténcia ao movimento de diferentes ca-
madas do préprio fluido. A viscosidade poder vista como uma manisfestacao de processos
dissipativos irreversiveis de energia. Uma maneira interessante de imaginar o fluxo de um
fluido viscoso e considerd-lo como uma superposicao de camadas muitas finas, como se
fosse uma pilhas de panos. Neste caso, a viscosidade é equivalente a forca de atrito entre
as camadas.

Dessa idéia simplicita e intuitiva de viscosidade que apresentamos, é facil com-
prender que a equacao de continuidade anteriormente descrita continua valida para flu-
idos viscosos, visto que essa expressa simplesmente a conservacao de massa do fluido.
Ja a equacao de Euler, dado seu significado anteriormente descrito, sofrerda com certeza
alteragoes notaveis. A fim de analisar essas mudancas, vamos considerar a acao da vis-

cosidade como uma forca F na equagao de Euler, logo

RAUCLVANE e Y 4
o o, T (3.48)

Nesse, momento, é conveniente definirmos o tensor viscosidade o;;, em que

7 - %_ (3.49)
J

33



E a equacao de Euler torna-se

dpvi) Ol —0ij)
T (3.50)

Para um volume V do fluido delimitado por uma superficie S, a variagao temporal da

quantidade de movimento total do fluido pode ser expressa por

%/vazdv = — ?{szn]dS + %aijnjds, (351)

onde usamos o teorema da divergéncia na forma tensorial. Analogamente a andlise da
equacao (3.17), o primeiro termo do lado esquerdo da equagdo acima corresponde a
variacao da quantidade de movimento produzidas pelas forcas de pressao e pelo movi-
mento do fluido através da superficie, enquanto o segundo termo esta relacionado corre-
spondentemente com as forcas de viscosidades que atuam no fluido.

Para investigarmos mais sobre a viscosidade em fluidos, vamos contruir intuiti-
vamente a forma do tensor viscosidades 0;;. Nos sabemos intuitivamente que as forgas de
viscosidade s6 atuaram quando houver no fluido alguma velocidade relativa entre pontos
diferentes do fluido. Logo se espera que o tensor viscosidade seja proporcional a variacao
da velocidade com a posicao e nao a velocidade em si. Outro dado importante é que
as forcas de viscosidade nao atuam se o fluido estiver em rotacao uniforme, isto é, se a
velocidade pode ser escrita como

T=Fxad (3.52)

Lembrando que o produto vetorial é anticomutativo e considerando desprezivel a de-
pendéncia de derivadas nao lineares em o;;, as condicoes relativo a o;; serao satisfeitas se

o mesmo for proporcional a

avi an
_|_
8.1'j 8[[’1
e
81)[
— 0.
8.731 l
Contudo, o tensor viscosidade pode ser escrito na forma
ov;  0Ov; oy,
s A—0;;. 3.53
i n(@xj—i_@xz) + 6xl J ( )

34



Em que n e A sao coeficientes de viscosidade dinamico, geralmente dependentes da posicao
no fluido. Agora, substituindo (3.53) em (3.50) e¢ usando a defini¢ao do tensor fluxo de
quantidade de movimento, obtemos

8(/)1)1) . 0 8% 81)]' c%l
o~ o (Poém + pviv; n(axj + oz, )\axl dij |- (3.54)

Onde P, é a pressao em um ponto qualquer do fluido. Podemos simplificar essa equagao
se definirmos um tensor 7;; por

Tij = 045 — Pgélj (355)

Em termos da derivada total e usando o tensor que acabamos de definir, a equacao (3.50)
pode ser escrita simplesmente na forma

DUi . a’TZ'j

(3.56)

Onde 7;; foi definido de modo que 7;;n; ¢ a componente da for¢a que atua num elemento

de area j. Ao introduzirmos os tensores

1/0v; Ov;
dij= | 2—+ = .
e
81}1
= — 3.58
o tensor T7;; pode escrito como

Em que o tensor dj é tensor da taxa de deformacao. Essa tltima equacao mostra clara-
mente que a tensao num fluido é proporcional a taxa de variagao da deformacao que o
fluido estd sujeito. Dado a forma que 7;;n; foi definido, podemos definir também a pressao

média da seguinte forma

1
P=—Z1,. (3.60)
3
E ainda, o tensor 7;; € isotrépico e
Tii = T11 + T2 + Ta3. (3.61)
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Usando as propriedades de 7;;n; , podemos reescrever a pressao média do seguinte modo

2 -

Em que usamos a definicio de dj; dada em (3.58). E fécil notar que se @ = 0 ou se a
velocidade poder ser escrita como em (3.52), isto é, se V.o = 0; teremos P = F,. E
importante lembrar que p,d;; é o valor estatico do tensor 7;; e recebe o nome de tensor
das tensoes.

Em fluidos viscosos em que a condicao V.7 = 0 nao for satisfeita, devemos ter
uma relacao entre os coeficientes de viscosidade dinamicos, a fim de que a pressao definida
em (3.60) continue sendo uma varidvel termodinamica verdadeira. Essa relacdo é obtida
da equagao (3.62) fazendo P = P,

2

A= —p. 3.63
3 (3.63)

Essa relagao pode ser introduzida no tensor de viscosidade e nas equacoes de movimento

(3.54). Neste ultimo caso, obtemos

8(,01}2) (9HU 0 (%Z- 8Uj 2 81)[
_ _2%us ). 64
o oz, o, \"\ oz, " om  30m, (3.64)

Que é a equacao de movimento para um fluido viscoso na auséncia de forgas nao-viscosas
externas. A mesma pode ser generalizada para o caso de existir um campo de forca

externo F , que é forca por unidade de volume, da seguinte forma

8(p1)1) 8HU 0 c%z- 8vj 2 82][
=——+ — || =—+ = — =6 F;. )
ot Oz * Oz " Oz, * Ox; 30xy %i + 5 (3.65)

3.2.2 A Equacao de Navier-Stokes

Para fluidos incompressiveis, a densidade é considerada constante, logo a equacao
de continuidade (3.1) fica
V.0 =0. (3.66)

Usando a condigao (3.66), o tensor viscosidade é simplificado, e a equagao (3.65) pode ser

reescrita como
2
8% _ 61’[,] 0 Vi

p@t - 81’]' +n8$j61’j

+F,. (3.67)
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Que pode ser reescrita usando a equagao (3.3), juntamente com a nogao de derivada total,

CO1mMo

DUZ' . _(9(13(5”) 4 82111'
P Dt N 893']' n@xjaxj

As duas tdltimas equacoes sao formas tensoriais da equagao de Navier-Stokes. E represen-

+F, (3.68)

tam a aplicacao das equacoes de movimento de Newton a fluidos compressiveis, viscosos
e sujeito a um campo de for¢a nao-viscosa externo.

A equacao de Navier-Stokes para fluidos compressiveis pode ser obtida de
forma anédloga, em que ndo poderemos usar a condigao expressa em (3.66). Contudo, ela

fica
D’Ul' 3(P(5U) 62’01' 821)]‘ 2 82?}[
Py = +1 +1 — 3
Dt Oz, 0z ,;0x; O0r;0x;, 3 0x;0x

Onde utilizamos a hipé6tese (1.63), que relaciona os coeficientes de viscosidade.

+F, (3.69)
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Capitulo 4

Inducao de Nao-comutatividade via

Formalismo Simplético

Neste capitulo, vamos estudar uma maneira alternativa de introduzir nao-
comutativa em sistemas comutativos e nao perturbativos, para isso vamos langar mao do
produto Moyal entre campos e de aproximacao simplética. Posteriormente, iremos ilustrar
o método, obtendo uma descri¢cao lagrangiana nao-comutativa para sistemas comutativos.

Essa reproduzira resultados bem conhecidos da literatura.

4.1 Introducao ao Formalismo Simplético de Inducao
de Nao-comutatividade

Uma quantizacao por deformacao [10] equivale a substituigdo do processo de
quantizacao canonico por uma algebra Ay de observaveis quanticos construidos a partir
dos observaveis classicos correspondentes, respeitando um novo produto entre campos, o
produto Moyal.

O processo de quantizacao canonica

oh

) .
5 oGty = o lhdl (4.1)

1
{hvg}: agb ﬁi[ )
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onde ¢ = (¢;, pi), é substituido por uma deformacao i — star da élgebra Ay, definida por

{h,gtn=h*ng—g*n. (4.2)

Onde
¢
2

em que a,b=1,2,...,2N, e com uma estrutura simplética classica, dada por

(h#1 9)(C) = eap|5hwadfe,) 0 7C1)962) [ =ca=c (4.3)

0 I
Wab — s (44)
-1 0

com 7,7 =1,2,...,2N, que sastisfaz a relagao

bwbc = 5(1 . (45)

a
w c

A quantizacao por deformacao pode ser generalizada considerando uma es-
trututra simplética Y% mais geral, que possa conter, além de A, outros parametros de
deformacgao. Consequentemente, uma deformacgao > — star da dlgebra de Ay generaliza o

produto descrito em (4.3), do seguinte modo

(s 9)(C) = exp{SSadl Dy HG9(G)lemcome (16)
com a,b = 1,2,...,2N. E, este novo produto generaliza a algebra entre as variaveis
simpléticas,

{h, g}ns = 1th¥g. (4.7)

Foi proposto a passagem da mecanica classica nao-comutativa para mecanica

quantica nao-comutativa por meio da quantizacao de Dirac generalizada, ver [9] e [11],

oh dg 1
{h.g}s = a—gxaba—gb — F_L[Om Oyls. (4.8)

Essa relacao, acima descrita, pode ser obtida por meio de uma transformacao particular

sobre o espaco de fase classico usual, dado por

¢! = Ty, (4.9)
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€1 que a matriz de transformagéo é

1
6ij _5‘91‘]‘
1

onde 0;; e 3;; sdo matrizes antissimétricas. Devido a transformacao (4.9), a hamiltoniana

T = (4.10)

original torna-se

H(Ca) - H(Cz/z) ) (411>
Onde a estrutura simplética correspondente é

(91'3‘ 5ij + Uij

Yab = , (4.12)
—0ij — i Bij
com 0;; = _%[eikﬂk‘j + Bikbr;j]. Consequentemente, as relagoes de comutagao serao
g5, q;] = by,
2;]7;'] = hBi; .

4.2 Formalismo Simpletico de Inducao de Nao-Comutatividad

Neste momento, é importante perceber que ainda nao tinhamos construido
uma formulagao lagrangiana para sistema nao-comutativos, que é nosso principal objetivo.
Para chegar ao nosso objetivo realizaremos um processo sistematico. Primeiramente,
fixamos a matriz X, e, posteriormente, calculamos sua inversa. No entanto, nesse processo
podem surgir alguns problemas devido a possibilidade de a matriz Y., que foi fixada, ser
nao inversivel. Um caso a ser mencionado refere-se a sistemas que possuem algumas
grandezas da teoria constantes, denominadas Invariantes de Cassimir, cujos gradientes

sao modos zeros da matriz Y., isto é,

oC;

Eabﬁ_cb — 0 (414)

Essa equagao, (4.14), revela que X, é singular e nao podemos, a principio, seguir o

processo a fim de obter uma formulacao lagrangiana nao-comutativa.
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Entretanto, esse problema ja foi resolvido em outro trabalho [12]. Por outro
lado, se Y, ¢ nao-singular, podemos prosseguir o processo e obter sua inversa através da
seguinte relacao

[ S )= (. )y = 5350 - 2) (115)

A equacao (4.15) gera um conjunto de equagoes, onde $%° é um tensor simplético

de segunda forma que se relaciona com a lagrangiana de primeira ordem,

L=As"=V(C) , (4.16)

a

como foi mostrado no capitulo 1, equagao (1.39); através da seguinte relagao
0Aq (x 0Ae
2 (x,y) = fb( ) C/“(x)
0Caly)  0G(y)

Conhecendo a matriz ¥* podemos obter o tensor simplético de primeira forma, Ag (),

(4.17)

e, consequentemente, somos capazes de obter a descrigdo lagrangiana, (4.16). A fim de
obter £ e, posteriormente, A (), usaremos a equagao (4.15) e (4.17), essas geram um

conjunto de equacoes diferenciais

0i5Bjr(,y) + (i + 035) Ajr(2,y) = dund(z —y)
Aji(x,y)05i + (65 + 035) Ce(w,y) = 0,

— (0ij + 035) Bjr(@,y) + By Aje(z,y) = 0,
Apj(,y) (650 + 05i) + B Cinla,y) = duwd(x —y) |

: (4.18)

onde

(SAqg_ (l’) 5‘4% (ZU)

Biji(z,y) = 6q;.(y) - 5q;(y)>

Aji(r,y) = 04y (@) 5Aq;€(33)> :

oq,(y)  opj(y)

Cir(z,y) = 4 (2) - 5Aplk<x)> (4.19)

op(y)  opi(y)

e Yy considerado é dado por (4.12).
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A resolucio do sistema de equacdes (4.18) nos permite calcular £, levando
este resultado em (4.17), determinamos a 1-forma A¢ () e, consequentemente, determi-

namos a lagrangiana de primeira ordem L.

4.3 Aplicacoes Ilustrativas do Formalismo

4.3.1 Oscilador Quiral

Agora, aplicaremos o formalismo anteriormente desenvolvido para um sistema
bidimensional, em que espaco de fase é reduzido. Para tal, as coordenadas simpléticas
sao dadas por ¢, = (¢)), com a = i = 1,2, e os momentos candnicos conjugados as
coordenadas ¢} nao estao presentes. Para aplicarmos nosso formalismo, primeiramente,
devemos fixar a matriz ¥, esta que foi definida em (4.12). Entretanto, para o sistema que
propomos analisar a matriz Y., possui apenas um elemento. Entao a estrutura simplética

correspondente a ser considerada é dada por
Zz’j = Hij = €. (420)

Substituindo essa matriz no conjunto de equacoes diferenciais descrito na equagao (4.19),

o mesmo ¢ reduzido para

5A 1\ 5A /
7J( ) B sz(fﬂ) _ 01';‘1 = —€5 . (4.21)
Sqi(y)  Odi(y)

E facil ver que a equagao acima tem a seguinte solugao

1

Levando (4.22) em (4.16), a lagrangiana de primeira ordem torna-se

I
L= b €ij d; Q;' - V(Q}) : (4.23)

Neste ponto, se considerarmos o potencial simplético,
12
kd'j

: (4.24)

Vi(g;) =
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em (4.23), encontramos a versao mecanica do Béson Quiral, isto é,

1 kq)?

Onde o parametro nao-comutativo, 6;;, introduzido em (4.25) é equivalente a matriz €,
como foi definido em (4.20). A fim de fazer uma analogia do resultado do modelo realizado
com o modelo do Béson Quiral (k = 1) , que é bem conhecido na literatura, vamos realizar

o mapeamento seguinte, usando as relagdes descritas em [13],
09 3tq}

0r < Ez‘jq;7 (4.26)

na lagrangiana (4.25). Esse mapeamento mostra que nosso modelo obteve resultados

consistentes com o modelo do Béson Quiral, [13].

4.3.2 Sistema Mecanico Arbitrario Nao-Degenerado

Apoés a ilustragao do método para um sistema simplificado, iremos aplicar o
formalismo ja desenvolvido para atacar um sistema mecanico nao-degenerado, o proced-
imento sera idéntico ao realizado anteriormente, no entanto, a matriz Y,, é mais com-
plexa, possui mais termos que no caso anterior. Em [14] foi desenvolvido uma versao
nao-comutativa de um sistema mecanico nao-degenerado arbitrario. Cuja agao pode ser

escrita por
5= [t i) (4.27)

em que o espaco de configuracdo é descrito pelas variaveis ¢4, com A = 1,2, ...n, dentro
de um formalismo Hamiltoniano sem vinculos.

Agora, consideremos a seguinte estrutura simplética

—20;; 0
Yab = S (4.28)
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onde, tomamos 0;; = (;; = 0 em (4.12). Usando (4.15), obtemos o seguinte sistema

matricial

—20; Gy S Raps & 0
: = ], (4.29)
_51'1 0 SPig; NPip; 0 (SZ

logo

— 20,599 + 5 TP = §)
o XU =0,
20,31 4 by T = 0
—0u XM = 57 (4.30)

Resolvendo essas equacgoes, encontramos que
YHUo =0,
Pl — 5ij ;
XPhib = —20; . (4.31)

Levando (4.31) em (4.19), obtemos

04y, (x)  SAq(x) _ 0
0qi(y) 69;(y) ’
0Ag (x) A, (2) _ s

opi(y) 3g;(y) v
0Ap, () A (2)
opi(y) op;(y)

Uma solugao menos complicada, e consequentemente, muito conveniente deste sistema é

1
Aqi = Di — 5 qi
A, = O - (4.33)

Finalmente chegamos a desejada Lagrangiana de primeira ordem,
L = (pi - %Qz) G + (Oim Pm ) Di
- Vi)
(4.34)
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E bom ressaltar que o conjunto de equagoes (4.32) admite outras solugoes,

como por exemplo,

Aqi = DPi
Ay = O pm. (4.35)

No entanto, levando essa nova solu¢ao na lagrangiana de primeira ordem , encontramos

uma nova lagrangiana L/,

L' = pig; + pibisp; — V(q), (4.36)
ou
/ I
Dado que
d
L'—L=— iYi ), 4.
() (1.38)

as lagrangianas L e L' sdo equivalentes, pois diferem apenas por uma derivada total.
Esse resultado assegura que o método realizado, construcao da descri¢ao lagrangiana, nao
apresenta ambiguidades.

A lagrangiana L, obtida em (4.34), é também equivalente a lagrangiana en-
contrada em [14]. Pois a mesma é uma versao nao-comutativa de um sistema mecanico

nao-degenerado descrito pela lagrangiana L = L(q;, ¢;) ([14]).
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Capitulo 5

Modelos Nao-Comutativos de

Fluidos

5.1 Versao Nao-Comutativa para o Modelo de Fluido
Irrotacional

O modelo dindmico de fluidos[15] descrito pela seguinte densidade de lagrangiana

em um espaco d-dimensional:

L=—pi—V(pn), (5.1)

onde

V(o) = Vip) + A2 52)

Que é a forma hidrodindmica da teoria de Schorédinger [16, 17]. Os parénteses de Dirac

entre as variaveis, calculados apds andlise simplética , sao

{p(7),n(i")} = 6(7=7) (5:3)



Agora, é interessante observar que existe uma interacao nao fudamental mesmo
na auséncia de V. Esse resultado pode também ser obtido de uma formulacao de fixacéo
de gauge de uma menbrana dentro do espaco de Minkowsky [18]. Isso é feito utilizando
campos dependentes da mudanca de varidvel, para um caso especial d = 2, bidimensional,

com o seguinte potencial

O mesmo resultado foi obtido de uma reducao dimensional dentro de uma teoria de cam-
pos relativistica local [19]. Depois desses comentérios, é claro que o modelo de fluido
descrito pela lagrangiana, equacao (5.1), com algumas restrigdes para V' (p), possui sime-
tria galileana. Foi analisado por Bazeia [24], que a conexao entre o modelo de fluidos e
a membrana no espago de Minkowski e esta generalizacao para sistema de d-membranas
somente aparece para potenciais de interagao dependentes da densidade bem especificos
V= %. A fim de descrever uma versao nao-comutativa de um modelo de fluidos, inicia-
remos propondo novos parénteses de Poisson entre as coordenadas e momento. Fazendo

isso em linguagem simplética, temos

§=(p,n)

o, ™) o —1")
R GRE : (5.5)

—o(r" =) B, )
em que O(7",7") e B(7,7") sao fungdes arbitrarias, que defineremos de forma conveniente.
No entanto, essa conveniéncia busca descrever a natureza nao-comutativa do sistema.

Definido a matriz f~!, que estd relacionado & natureza nao-comutativa do modelo, pode-

mos buscar a matriz simplética f. Isso pode ser feito diretamente da relagao
/ B L7 ) [ (7 ) = 8 (7 — 7). (5.6)

Sendo que f(x,y) é dada por



/ &R [AF 7O, ) — OF, )5, 7] = 87 — ), (5.8)

/ B [AF )6, 7) + C(F, )87, )] =0, (5.9)
/ & [C(F, )0, ) + B #)5(, )] = 0, (5.10)

/ B[ — O, 7)5(F, ) + B 7B, )] = 6(7 — ). (5.11)

A fim de determinar a versao nao-comutativa do modelo de fluidos, definimos, convenien-

temente, as fungoes (7", 7") e B(i7, ) da seguinte forma

O, 7") = =503 =),

ar// = 81//81//82//;
B, ") = 2a0(7 — ), (5.12)

em que

e O(z' — 2”) é a fungao sinal usual. J& v e a sdo parametros positivos associados a nao
comutatividade da descricao.

Dessa forma, podemos reeescrever o sistema de equagoes anteriores, da seguinte

forma
—gar,,A(f, 7Y — C(7, ") = §(F — "), (5.13)
A7) + /C(F, 7)[200(7 — 7)]d*" = 0, (5.14)
—ga,,,,C(f, ) + B(F, ") = 0, (5.15)
_O ) + / B, #)[200(7 — #)d* = 6(F — ). (5.16)

Derivando parcialmente (5.14) em relacdo a variavel r, 0,; e substituindo o resultado em
(5.13)

_Z[

S4aC(F 7)) = O, ") = 6(F — )
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Onde usamos que

0O — ) =26(" —7) = 20(2" — 2")o(y" — y)o(2" — 2').

Levando o valor de C(7,7) em (5.15), temos

o v, O(rF—1")
B, ) = §ar,,[2uoz+1]
AN v (7 —
B(7, 1) 2(2ay+1>8rt5(r ),
e em (5.14), obtemos
=1 o(r—1" — ! —
A ) = - (-5 pae( - )
S 2a "
A7) = 2av + 1 (7= 7")

f(_', 7;1) _ ( 2a2uojkl@(7?_ fj) _2ai+16<7?_ 77) ) '

L10(F = 7) gy Ol (7 — 7)

E como a matriz simplética é definida por

L GAG(R) A ()
a1 = 5@ ~ dam

obtemos um conjunto de equagoes diferenciais,

20 (7o) = 0Apr (1) 0 Ay (1)
2av + 1 dp() dp(r)
_ 1 (F— ) = 5’477(?)(7_") . 5A0(F’)(7ﬁ)
20 + 1 dp(r7) on(r)
§A, 8 A, i) (7
_;aﬂ&?ﬁ_ ) = 0@ (7) 04 ) (7 )
2(2av + 1) on(r) on(r)
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(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)



Apo6s calculos diretos, ver apéndice B, obtemos

» a0 —1
i) = = [ OEETT o
A7) = — L (*’)+1 Y 9 () (5.25)
)= 2a1/+1pr 42av + 1 NI '

Consequentemente, a densidade de lagrangiana que governa a dinamica do fluido nao-
comutativo é dada por

£ = {10 fgm g0 b= { [ @7 =20t b=V (o), (5:20)

{2ay+1 42ay+1 20v + 1

em que V(p,n) é, a priori, um potencial desconhecido . Note que surge um termo quiral
na lagrangiana, segundo termo entre chaves, o qual controla a dinamica do fluido de
maneira nao usual. Este surgiu devido aos parénteses entre os potenciais velocidades e

as densidades (5.5). Notdvel também, é a presenca na parte cinética dessa lagrangiana

v

do fator 150071

menor que um; e do termo * (0,m)n, este relacionado as velocidades

(2av+1) +1)
v; = 0;n. Ambos os termos estao associados a redugao da energia cinética do fluido. Logo
o fluido apresenta dissipagao, algo contraditério, pois um fluido irrotacional usual nao
apresenta dissipacao. Portanto, o fluido, do ponto de vista nao-comutativo, deixa de ser
irrotacional, possuindo dissipagao, esta relacionada a velocidade e aos parametros refer-
entes a nao-comutividade, v e a. Agora, se relacionarmos essa dissipagao a viscosidade,
podemos associar, entao, viscosidade a nao-comutatividade.

Neste momento, é notavel observar que a versao comutativa do modelo de
fluido irrotacional pode ser restaurada. De fato, considerando «,v — 0, a lagrangiana,
(5.26), se reduz a forma original

1. -
L= —5pi=Vipn), (5.27)

Enquanto a inversa da equagao (5.20) é

fHFE ) = . (5.28)
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Dessa podemos identificar diretamente os parénteses de Dirac entre as varidveis como

sendo

{p(7),p(7")} = 0,
{p(P),n()} = o(F—7), (5.29)
{n(®),n(™)} = 0,

que sao os mesmos dados por (5.3). Portanto o modelo original do fluido comutativo
irrotacional é reproduzido.

Uma interessante observagao que podemos fazer durante o método utilizado
para descrever o fluido nao-comutativo irrotacional, reside no fato de que diferentes
defini¢oes dos parénteses de Dirac conduzem a diferentes descrigoes lagrangianas, com
potenciais simpléticos similares, consequentemente, diferentes equacoes de movimennto
serao obtidas. Isso mostra que a escolha de diferentes parénteses de Dirac conduz a

descricoes dinamicamente nao-equivalentes para o fluido.

5.2 Versao Nao-Comutativa para um Modelo de Flu-
ido Rotacional

Nesta se¢ao, buscamos construir uma versao nao-comutativa do modelo dinamico
de um fluido rotacional. Inicialmente apresentamos e analisamos a dinamica de um fluido
rotacional do ponto de vista simplético. No entanto, sabe-se que em fluidos com vortici-
dade e/ou viscosidade surge invariantes de Cassimir, que sdo quantidades que comutam
com todas quantidades da teoria e obstruem a construcao da formulagao candnica para
o fluido. Essa obstrugao foi demonstrada em [20]. No entanto, tal obstrucao foi elimi-
nada com a introducao da parametrizacao de Clebsh para a velocidade do fluido, como
mostrado por Lin[23] e Neves[22]. Sendo assim, a introducao dos parametros Clebsh per-

mite a construcao de uma densidade de lagrangiana que governa a dinamica do modelo
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de fluido rotacional com dissipagao no espago tridimensional, da seguinte forma
L=—ph—paB—V. (5.30)
Onde o potencial simplético é dado por
- %(1 — B)p(00 + adiB) (010 + adifB) + V(o). (5.31)

Nessas equacoes « e  sao parametros de Clebsch, k é um parametro de dissipacao e o

termo entre parénteses é a velocidade do fluido. As variaveis simpléticas sao

&= (P,e,a’,ﬂ)- (532)

A fim de introduzir nao-comutatividade no modelo, vamos escolher os seguintes parénteses

entre as coordenadas,

{p(F). p(7)} = =500 0(F = 7)

-

o(r—1),
os parénteses restantes sao nulos. Essa escolha é baseada na analise simplética do modelo,
ou seja, da lagrangiana (5.30).

Entao a inversa da matriz simplética é dada por

L0 (F—F)  6(F—7) 0 0

(5 5 —5(F—7) 290 —7) D5 - ) 0 (539
0 A5 — ) 0 L5(F— )
0 0 —L5(F— ) 0
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A matriz simplética

A7) B, 7) C,7) D, T)
E —w7 AR —w7 G —7/’ A H —w,
fp | BODEEL GG HE) -
1™, r)  J,ry L) M,
N, 7)) O, r) P, 7)) Q" T)
pode ser calculada, desde que
[ EHE ) = o6 - ). (5.35)

Sendo assim, temos um conjunto de equagoes que define as entradas da matriz simplética,(ver
apéndice A). Depois disso, a matriz simplética £ (i, 7), é tal que g(7,7) = £(, 7)[1+2yv].
Onde

200" —7) —0(" =) 0 —a(P)S(7" = 7)
g p— | 00 TETEN) 0 —£a(FO.6G" — 7)
0 0 0 —(1 4 2yv)pd (7" — 7)
(S —7) 50, (alf)6( — 7)) (L+2w)pd(i —7) —5(a()d, (al)5( — 7))
(5.36)

Desde que a matriz simplética é definida, neste caso, como

L OA;im)(T") 6 A, ) (T)
e T‘ 7’[” = —_ s

nos obtemos um conjunto de equagoes variacionais parciais, que podem ser resolvidas a

(5.37)

fim de obter os Ag,. A seguir resolvemos essas equacoes. A primeira equacao

1 A (T")  §Am(T)
) @ S p(7"") _ p(7) 5.38
fy( 1+ 271/) (7 =7) ap(7) dp(r) ( )
admite a seguinte solucao, ver apéndice B,
1
A 2\ — 3! A —/ ) )
o7 (7) /d 7 (1 n 27V)’y@(7" ) p(r") (5.39)

Enquanto as equacoes

=

1
14+ 2yv

o BAa() B (7
e IR

(5.40)
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_ 1 1% s B 5149(;//) (T’_W) _ 5149(,2’)(7:‘)
(= 155502290 =1 = 55 50(7") (5.41)
tém como solucao
1 ., v
Ao (1) = = (537 (oF) = 50,0 (5.42)
Agora,
1 N4 6"4 ( /) 5‘45(77)
(T2 = 1) = 55(?) RGa) (5.43)
v 1 o _ A (") 0 Apw (T)
E as duas ultimas equagoes diferenciais variacionais possuem uma solu¢ao na
forma
. 1 I v .
i) = = (7557) [P0 = ()03, (5.45)
Ja, para as equagoes
_r 1 NSO A 0 Ag() (") _ 0 Apn (7)
2 (T3 25,) (OO0 = 7) = =557 50(7") (546)
14 1 - —y - 514[3 (_W) (5149(;) (F)
5 (T35, (MO =7) = =55 GO (5:47)

uma solugao conveniente, visto as solucoes anteriores, é obtida considerando Ag (7)

independente de 6(7),

Aggry (7) = / P (5 +127V)a(F)8T5(F’—F),
A7) = 5 (1750807, (5.45)

Finalmente, a ultima equacao,

(5Ag(77~)(7”//) _ 5140[(;) (77)
da(r) op(r)

é facilmente resolvida usando os valores de Ag(7") obtidos anteriormente,

—po (" = 7) =

(5.49)

(SAa(F)(fj . 1 N 1 V' o » » Y
G (1+2w)[’)(r JO(7 = 7) = Sai)8(7" = )0 B()] + p(7", F)8(7 = 7),
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logo
1

1+ 2w

Aa(F) = = (15752) [PPB) = 5a(MBFIB(7)] + p(F)B(F). (5.50)

Sumarizando nossos resultados, temos

Ay () = — / (- +12W)7@(f" — (), (5.51)

Ao (1) = = (7557 () = 50,09) = 5a(79,5(7). (552)
Auis(7) = = (=) [o)3() = 2aIBROAW] + ), (553)
A () = = (7535) [pal?) = 5 @) ()57 (554

Desde que a densidade de lagrangiana de primeira ordem é definida por
L=Ap+ A+ Ay + A —V, (5.55)

podemos escrever

e= - [ (s o900 b () 1) S0 Sa(e0.567) )

14 2yv

+(—( L) )85 — La®)3(9,57)] + p()3 <f>)d (5.56)

+( = (55 [P01007) — Sl ina)30)] ) -

1+ 2w
_%(1 — k)p(0:0 + a0:8)(8:0 + ad;B) + V(p).

Que representa a densidade de lagrangiana que governa a dinamica de um fluido rotacional
dissipativo nao-comutativo. E importante ressaltarmos que termos na lagrangiana na
forma f(6)6 ndao causam influéncia alguma nas equagdes de movimento do fluido. Como

) Y0,.(0 (f’))@, por exemplo. Analogamente as anélises para o fluido irrotacional, essa

(1—1—271/

lagrangiana apresenta em sua parte cinética um termo quiral, entre chaves. Além da

notavel presenca do fator 5 L_ em que v e v sdo os parametros positivos associadas &

+2vyv
nao-comutatividade da descricao. Claramente esse fator é menor que um, logo reflete uma

decréscimo na energia cinética do fluido.
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Esse resultado era esperado baseado no fato do fluido rotacional descrito ser
dissipativo e dos resultados obtidos anteriormente para o fluido irrotacional. Portanto, a
energia cinética do fluido diminui quando a nao-comutatividade é levada em conta. Isso
nos leva a relacionar a viscosidade, considerada o determinante na reducao de energia do
fluido, com a nao-comutatividade. E, consequentemente, uma descricao nao-comutativa
do modelo de fluido rotacional traz informagoes adicionais, logo é mais completa e digna
de mais investigagdes. Neste momento, é interessante observar que (5.57) se reduz a (5.30)
quando tomamos v e v nulos, ou seja, a versao comutativa do modelo dinamico do fluido

rotacional é retomada.
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Capitulo 6

Conclusao e Perspectivas Futuras

Nesta tese, apresentamos um formalismo que permite obter versoes nao-comutativas
de sistemas comutativos, baseando-se no chamado formalismo simplético. Este método
foi aplicado em um sistema mecanico arbitrario nao-degenerado e em um oscilador quiral,
obtendo-se resultados em acordo com os encontrados na literatura. O trabalho original
desta tese consistiu na utilizagao do formalismo simplético de indugao de nao-comutatividade
(FSINC) em mecanica de fluidos, mais especificamente, nos modelos para fluidos irrota-
cionais e rotacionais. As versoes nao-comutativas de tais modelos apresentaram interes-
santes resultados, como o comportamento quiral do fluido e a possibilidade de relacionar a
viscosidade do fluido com o parametro de nao-comutatividade. O que nos levou a concluir
que o modelo de fluido com viscosidade tem uma melhor descricao quando levamos em
consideracao a idéia de nao-comutatividade. Como perspectiva imediata as idéias aqui
desenvolvidas, pretendemos aplicar o FSINC em sistemas que apresentam vinculos como,
por exemplo, o modelo de Skyrme e o modelo sigma nao-linear O(N). E, assim, investi-
gar que propriedades adicionais as versoes nao-comutativas de tais modelos podem trazer

para uma melhor compreensao dos mesmos.
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Apeéendice A
Obtengao da Matriz Simplética (5.34)

Da equacao (5.35), mediante as equagoes (5.34) e (5.33), temos o seguinte

sistema de equagao

Da tultima equagao, encontramos diretamente
C(r", ) =0. (A.5)
Reescrevendo (A.1) e substituindo (A.5) em (A.2) encontramos, respectivamente,

—SOA(,F) = 87" ) + B(, 7). (A.6)

A7) = —27/@(7?— ) B(i", 7)dF (A7)
Onde usamos, na ultima relacao, a definicao

/ A F5(F — 7)dF = AR, 7). (A3)
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Derivando parcialmente a equacao (A.7) em relagao a coordenada 77,
__a A( /7 )_27VB( /7 )

e comparando esse resultado com (A.6), identificamos finalmente

)@(F" — 7). (A.10)
Finalmente, usando o valor de B(7”,7) em (A.3),

D7) = [ (750 )o@

7o) = i 2w a(r)o(7

D(F”,F’):—( ! >a(ﬂ>5(f"—f'). (A1)

14+ 2yv

|
=y
S~—
Q,
w
=

Portanto, a primeira linha da matriz simplética estd determinada.
De forma andloga, para segunda linha da matriz simplética, temos o seguinte

sistema de equagao

/ < - E(f”,f)gm(f— 7Y — F(7, 7)5(F — f’))dz’”: 0 (A.12)
/ (E(*, A7 —7)+ (7, 7240 (F—7) — G(7, 7#)0‘95(7?—?)) B = 5(7 — ) (A.13)
/ (F(*’, F)O‘;ﬁd(f— 7Y — H(7, F)%é(?— F)) &7 = (A.14)

Da tultima equagao, encontramos diretamente
G, 7)) =0. (A.16)
Usando o valor de G(7,7) em (A.12) e (A.13), temos

Fir. ) = _‘8 BT = —3 / 7 )20 (F — ) — (" — )



=~ P 7) = 537" — 7).
logo
1 v
F(# 7)) = — Z0.,5(7 — ). Al
(™, (1+271/>26T (7" =) (A.17)
Reescrevendo (A.12),
F(".7) = =500 B 7).

)5(7:" — ). (A.18)

ou

A= A 1 v -
H(™,r") = (1+2W/>28r/5(7’ ). (A.19)

Completando assim a segunda linha da matriz simplética.

Agora, para terceira linha,
/ ( 1) 06— ) — T, O~ 'F’)) 7 =0 (A.20)
1 S 1 S oaal) oL 3=
I, 7P)o(r—7) + J(7,7)2v0(F — ') — L(7",7F)—=6(F = 7) |d°F=0  (A.21)
)

/ (J(F”, f)@(s(f— ) — M, 7 27 — F))d3F: 57 — ) (A.22)

1
/ (L(F”, f’);é(F— F))d3F: 0. (A.23)
Da tultima equagao,

L7, 7) = 0. (A.24)

E ainda, podemos reescrever respectivamente, usando o valor de C(7,7) em (A.21), as

equacoes (A.20) e (A.21),
I7,7) = — / T 2907 — 7)dF (A.25)
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T 7) = — Lo (7, 7). (A.26)

T, 7) = —2w I (7", 7). (A.27)

sao
J( 7)) =1(7",7)=0 (A.28)
Finalmente, substituindo (A28) em (A.22),

M@, 7) = —pd(F' — 7). (A.29)

Que era a ultima entrada da terceira linha da matriz simplética a ser determinada.
De forma completamente andloga aos calculos anteriores, para ultima linha,

temos

/ ( — N(#, F)%@T/(S(F— ) — O, 7)d(7 — 'F’)) d*F = (A.30)

/ (om, f)@a(f— ") = Q@ f‘)%é(?— F’)) &7 = 0 (A.32)
/ (P(F", F)%é(?— m) &7 = 5(7 — ). (A.33)
Da tultima equagao,
P 7)) = po(r" — 7). (A.34)
Substituindo o valor de P(z, z) na derivada em relacao a r’ de (A.31), temos
DN (7 7) = 9O, ) + O (oz(F")(S(F" _ F)) |
Comparando essa equacao com (A.30), escrita na forma,

—g N (7 7Y = O, 7),
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encontramos que

ou

O 7) = —< ! )gar, (oz(F”)cS(f” - F)). (A.35)

Levando esse resultado em (A.30),

1
14+ 29v

N, ) = ( )a(?’)5(?” — 7). (A.36)
Enquanto, a equagao (A.32) implica que

Q. 7) = a(f)O(", ). (A.37)

Desde que o valor de O(7”, ") ja foi determinado em (A.35),

Q' 7) — —a(f')< ! )Kar, (a(F”)é(F” - F’)), (A.38)

1+2yv )2

acabamos de determinar o ultimo elemento da matriz simplética. Portanto, a matriz

simplética f(x,y) é tal que g(z,y) = f(x,y)[1 + 2vyv]. Onde

290(7" — 1) —o(" —7) 0 —a(r)o(™ —7)
swp=| 07T TEeET) 0 ~5aPAS 7
0 0 0 ~(1+ 290)p0(7 — )
a(r)o(r" — 1) —50, (a('F”)é('F” — f’)) (14 29)pd (7" —7) —5a(r)0, (a(f”)5(f” _ ,,?))
(A.39)
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Apéendice B

Equacao Diferencial Variacional

Parcial

Para um funcional escrito na forma

Podemos escrever

Portanto

Donde identificamos

ou seja,
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temos que

Analogamente,

Das duas ultimas equacoes, temos que

514;;(,?/)(77/) 5Ap(7#) (77) 0%

GG :§<Wf—ﬁ—@w_m)

Usando que O(z — y) é antissimétrico, obtemos finalmente

514/)(7"")(7:1) _ 5Ap(?) (F) — P
3p(F) op(7) (6( A)>'

Analogamente, a equagao

2a
20 + 1

O —7) =

tem como solucao
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