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Resumo

Teorias com derivadas de alta ordem e sua invariancia sob transformacoes con-
formes sao ferramentas poderosas em Teoria Quantica de Campos em espacgos curvos. O
principal proposito de nosso estudo é trabalhar no sentido de obter uma generalizacao
do operador quadridimensional conforme de Paneitz para um operador analogo em seis
dimensoes (Ag). A consecugao de um operador conformalmente invariante contendo seis
derivadas justifica a escolha de se trabalhar nesta dimensao como um recurso mais simples
para sua obtencao. Tal operador seria de fundamental importancia na integracao da ano-
malia conforme em teorias com derivadas de sexta ordem. A forte relacao entre operadores
conformes e a densidade de Euler foi investigada em D =2 e D = 4. O termo da densi-
dade de Euler - o qual é conhecido em 4D como termo topolégico de Gauss-Bonnet - foi
estendido a seis dimensoes. Em dimensoes pares, tal termo é representado por poténcias
de D/2 de contragoes dos tensores de Riemann e Ricci, cada um dos quais contendo D
derivadas. A transformacao dos escalares de terceira ordem na curvatura os quais apare-
cem no estudo da anomalia conforme e da densidade de Fuler em seis dimensoes foi obtida

como um primeiro passo rumo ao nosso objetivo de obter Ag.

Palavras-chave : Transformacao conforme; operador conforme de alta ordem; densidade

de FEuler; termo topoldgico.
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Abstract

Higher-derivative theories and their invariance under conformal transformati-
ons are powerful tools in Quantum Field Theory in curved spaces. The main purpose
of our study is to work towards achievement of a generalization of the four dimensional
Paneitz conformal operator to analogous six dimension one (Ag). Achieving a six deri-
vative conformally invariant operator justifies the choice of working in such dimension as
a simpler resource for obtaining it. This operator would be of fundamental account in
the integration of the conformal anomaly in sixth order derivatives theories. The strong
relation between conformal operators and Euler density has been investigated in D = 2
e D = 4. FEuler density term - which 4D version is known as topological Gauss-Bonnet
term - was extended to the six dimension. In even dimensions, it is represented by D /2
powers of contracted Riemann and Ricci tensors, each of them carrying D derivatives. The
transformation of the third order curvature scalars that arise in the study of the conformal
anomaly and Euler density in six dimension was obtained as a first step to our goal of

achieving Ag.

Keywords : Conformal transformation; high-order conformal operator; Euler density; to-

pological term .
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Notacdo e Convencoes

Salvo menc¢ao em contrario, usaremos sempre a convencao da soma de Einstein

na qual 2z, = ) z*x, e a adotaremos de ¢ = 1.

Principais notacoes utilizadas:

e D: dimensao do espago;

e diag: matriz diagonal;

° A,u,u)\.“ : tensor com componentes covariantes;

o AMYA-: tensor com componentes contravariantes;

o A APA - = Aiw\--- : contracao de todos os indices de um tensor consigo mesmo

[43

ou “quadrado” do tensor.

ok delta de Kronecker;

® g, : tensor métrico;

viil



g . tensor métrico inverso;

g = det||g,|| - determinante da métrica;

nw = diag[l,—1,—1,—1]: métrica de um espago de Minkowski;
C = guA*B” = A'B,: definicao de escalar;

Fl’)y : simbolo de Christoffel ou conexao afim;

R" ,op: tensor de Riemann;

R, : tensor de Ricci

R : escalar de Ricci ou de curvatura;

d, = a%: derivada parcial;

Vi derivada covariante;

Ag\?): operador escalar conforme de ordem N na dimensao D;
gV ,V, = V"V, = V?* = [O: operador D’Alembertiano generalizado;

"'V, oV,0 = VFoV,0 = (Vo)?: contragao de duas derivadas covariantes atu-

ando sobre um escalar;
V., V,] =V, V,—-V,V,: comutador de derivadas covariantes;

Al

gMAp -+ tensor de Levi-Civita;

E(py: densidade de Euler em uma variedade D-dimensional.

As derivadas parciais de um tensor podem ser representadas utilizando-se uma

virgula antes do indice em relacao ao qual se deriva
Al — Al
TTl...,u - 8MTTI...
e de modo andlogo usando ponto e virgula representamos as derivadas covariantes
Al — Al
e, = VI
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Introducao

Transformacoes conformes e operadores diferenciais conformalmente invarian-
tes ou, simplesmente, operadores conformes desempenham um importante papel no que
diz respeito a questoes de Relatividade Geral (RG) [I], 2, 3] e Teoria Quantica de Cam-
pos (TQC) em espacos curvos [4, 5]. Através da parametrizagao do tensor métrico g,
utilizando-se um escalar o(z#), obtemos certas propriedades e vantagens matemadticas na
resolucao de uma vasta colecao de problemas de interesse, bem como conseguimos revelar
propriedades fisicas de grande importancia.

Como ferramenta matematica de trabalho da RG e da TQC, a algebra tenso-
ria][] é um dos requisitos mais importantes em suas formulacoes e seu dominio é conditio
sine qua non para sua compreensao, evolucao e desenvolvimento. Vale ressaltar que desde
a equacao de campo de Einstein sem constante cosmolégica, formulada ha cem anos, no-
tamos a importancia de se relacionar o tensor de momento-energia 7}, com os tensores ou
escalares associados a curvatura do espaco-tempo, respectivamente R, e R; estas ultimas

quantidades sendo, na verdade, contracoes do tensor de curvatura ou tensor de Riemann

!Para abordagens alternativas como formas diferencias ver p. ex. [6].



R* 05, objeto ao qual dedicaremos o capitulo || e grande parte de nosso esforco. E no
dominio dessas quantidades tensoriais que seguramente encontramos a pedra fundamental
deste trabalho.

Além de propriedades do tensor de curvatura vistas no capitulo inicial, abor-
daremos no capitulo [2| as transformagoes conformes deste tensor e suas contragoes. Este
tipo de transformacao em escalares de segunda ordem na curvatura e termos superficiais
de 4 derivadas aqui obtidas serao de grande utilidade para os desdobramentos desejados
no capitulo [4

Como veremos no capitulo |3 em dimensoes pares, os operadores conformes se
relacionam com as denominadas densidades de Euler de uma forma muito explicita. Em
D =2 e D = 4 esta relacao é bem conhecida embora em D > 6 seja objeto de cobic;aE|
A conjectura de que a validade deste tipo de relacao seja geral sugere que busquemos por
propriedades semelhantes e de grande interesse em D = 6 [§]. Por esta razao, dedicamos
o capitulo @ a determinacao das propriedades conformes de E(g), estendendo para D = 6
grande parte do que fora discutido nos capitulos [ e Bl Neste dltimo capitulo apresenta-
mos a parte inédita do trabalho, a obtencao das transformacoes conforme dos escalares
de terceira ordem na curvatura que constituem a base para densidade de Euler em seis
dimensoes além da prépria transformacao conforme de E() que encerra esta dissertacao.

Um aspecto motivador em futuros esforgos para se obter o operador conforme
de sexta ordem ¢é a importancia de se integrar a chamada anomalia de Weyl ou anomalia
conforme - casos em que o trago do tensor momento-energia g (7),,) de teorias conformes
nao se anula - como corregoes quanticas de vacuo [9]. A acao efetiwﬂ [' gerada pela nao
nulidade do trago de T}, foi obtida por Riegert [11] e também por Fradkin e Tseytlin [12],
tal acdo permanece invariante por substitui¢bes do tipo I' — I' + S,, em que S.(g,,) é
um invariante conforme [I3]. S.(g,,) é um funcional que desempenha um papel analogo
a uma constante de integragdo na determinacao da agao efetiva [14]. A acao efetiva para
um campo escalar é nao-local e estas nao-localidades se relacionam com fungoes de Green

por operadores diferenciais conformes de ordem par Ay (N = 2,4,...). O mais notdvel

2Para maior aprofundamento sobre operadores diferenciais conformes ver p. ex. [7].
3Ver p. ex. [10].



destes é o operador conforme de quarta ordem A4 ou operador de Paneitz, a ser definido
no capitulo[3] de fundamental importancia na integragao da anomalia conforme em D = 4.
Entretanto, trata-se de um problema em aberto a obtencao de operadores conformes de
ordem igual ou superior a seis e, de fato, esta é a principal motivacao de nosso trabalho: a
busca de um andlogo de sexta ordem (Ag) ao operador de Paneitz. O sucesso nesta missao
seria de grande relevancia na integracao da anomalia conforme em seis dimensoes.
Considerando que teorias com altas derivadas e sua invariancia conforme sao
ferramentas imprescindiveis em TQC em espacos curvos, apressentamos na conclusao desta

obra nossa perspectiva de trabalho futuro e os avancos rumo a obtencao do operador Ag.



CAPITULO 1

O Tensor de curvatura e suas propriedades

1.1 Aspectos matematicos relevantes

Faremos uma breve revisao de alguns conceitos basicos da algebra tensorial e
que sao de suma importancia para a RG e TQC em espacos curvos. Inicialmente lembramos
que o tensor métrico permite que estabelecamos a relagao da distancia infinitesimal entre

dois pontos de uma dada variedade [15]
ds* = g, datdz” = dx,da" . (1.1)
Naturalmente para uma espago euclideano tridimensional (D = 3)
g = diag[1,1,1] (1.2)
e para um espago pseudoeuclideano de Minkowski (D = 4)
G = M- (1.3)

A assinatura adotada para o tensor métrico 7, segue aquela encontrada na pégina ix [|

!Para maiores detalhes, ver p. ex.[2].



A contracao dos dois indices do tensor métrico fornece o trago de 0#, o delta

de Kronecker [2], de acordo com
g,uuglw = 55 = D. (14)

As métricas nao-euclideanas de um modo geral possuem derivadas que nao necessariamente
se anulam, ou seja, 0xg,, # 0. A imposicao da condigao de metricidade, ou seja, de
que exista algum tipo de derivada da métrica que seja identicamente nula, nos conduz a
definicao da derivada covariante. Para um tensor, de uma forma mais geral possivel, esta

derivada é dada por [15]

A1A2... _ A1A2... A1 gmAa... A2 AL
VMT TIT2... — auT T1T2... + FMW T TIT2... + F/m T T1T2... +..0 =

B T)\l)\g...

HTL nT2.

L= A (1.5)

UT2 T21...

Nos espacos sem torgécﬂ, a relacao 1) juntamente com o fato de que
V)\gw, = 0, (16)
nos leva a obtencao da expressao dos objetos F;}V denominados simbolos de Christoffel

1 T
F;);u = _g/\ (a,ugﬂ/ =+ azzg,ur - 3Tg;w)- (17)

2

Da equacao acima, depreendemos que os simbolos F/’)V sao simétricos em seus indices

inferiores.

1.2 O tensor de curvatura

As derivadas covariantes de quantidades tensoriais sao a priori nao-comutativas,
exceto para escalares ou para tensores pertencentes a espacgos descritos por métricas em

que Orguw = Vg = 0, assim sendo, podemos afirmar que

[V, Vo, JTA A2 £ ) (1.8)

TIT2...

de um modo geral. A expressao (1.8) estd associada a um dos mais relevantes entes ma-

tematicos da Geometria Diferencial e que d& vasto suporte a RG, o tensor de curvatura de

2Para maiores detalhes sobre espacos com tor¢ao ver p. ex. [I5] [16]



Riemann-Christoffel R* ,,y [3] ou simplesmente tensor de Riemann. Este objeto depende

explicitamente dos simbolos F;}V e de suas derivadas parciais de acordo com

R\ = T8 —Th 4T T0 —TH T, . (1.9)

v vA,p v

Embora o simbolo de Christoffel nao se transforme como um tensor verdadeiramente,
o tensor de curvatura dado por (1.9) é de fato uma quantidade tensorial pois possui
todas as suas propriedades de transformacao. Sua forma com componentes exclusivamente

covariantes é obtida aplicando-se a métrica para abaixar o indice superior.
T
Ruup)\ = g,nR vpA (110)

A partir do tensor de Riemann, apresentamos dois novos objetos a ele associa-

dos, o tensor de Ricci R, e o escalar de curvatura R assim definidos:

R R = ¢ Ryurw (1.11)

R = R =g¢"R,, . (1.12)

O tensor de Ricci ((1.11)) é simétrico e, como veremos a seguir, esta é apenas uma dentre

as varias propriedades decorrentes de simetrias intrinsecas ao tensor de Riemann.

1.3 Propriedades do tensor de curvatura

O tensor de Riemann possui, como ja citado, um extenso rol de propriedades
e simetrias [I5]. Para apresentd-las, iniciaremos com aquelas relacionadas a permuta na

posicao de seus indices. Os dois primeiros indices e os dois ultimos sao antissimétricos

Ruap = —Ruuas (1.13)

R;waﬁ = _R,uu,é’a (114)

e o par formado pelos dois primeiros indices é simétrico com o par formado pelos dois

ultimos tal que

Ruyaﬁ = Raﬁuu- (115)



Decorre de (1.15) que o tensor de Ricci ([1.11]) é de fato simétrico. Além destas, temos

uma propriedade de permutacao ciclica nos trés ultimos indices tal que
R,uuaﬁ + R,u,@va + Ruaﬁy = 0. (116)

H4 ainda trés propriedades de extrema importancia relacionadas as derivadas covariantes
de R,,qp € seus tracos e que sao conhecidas como identidades de Bianchi. A primeira delas

dada por
R,uzxaﬂ;)\ + R,ul/)\a;ﬂ + R,uuﬁ)\;a =0 (117)

e que gera duas formas reduzidag’|

Rua—Riniv+ R ura =0 (1.18)
1
Rl = §R;,, (1.19)

baseadas na contragao apropriada de seus indices.

O conjunto das propriedades de simetria do tensor R, .3 leva a um ntimero de
componentes independentes, ou seja, de graus de liberdade em um espacgo de dimensao D
[17] fornecido por

D(D? — 1)

Np —
p 12

(1.20)

Para um espago D-dimensional, a combinagao entre R,,q8, R € g, [17]

1
C,ul/aﬁ = R,ul/aﬁ - m (guﬁR;wz - guaRu,B + guaRuﬁ - guﬁRVa) +
1

* (D—-1)(D-2) (guag,,/g - guﬁgya)R, (1.21)

e que outrossim ¢ de grande relevancia no estudo da RG e TQC, é conhecida como tensor de

Weyl. Este tensor possui as mesmas simetrias do tensor de Riemann anédlogas as equagoes

de (1.13)) a (|1.16) mas a diferenca essencial reside no fato de que

AT T
g CA;LTI/ =C UtV

3 ~ . . . . . . . . .
1} e i sao denominadas respectivamente primeira e segunda identidades reduzidas de Bianchi.

0. (1.22)




Em particular, para D < 3
Civap = 0. (1.23)

Como remanescente consideracao sobre o tensor de Weyl, é possivel mostrar
que seu quadradd’ origina a identidade

4 2
C2os = R ——R, +

wwap ~ Ty g v (D—2)(D—1)R2' (1.24)

Para o caso particular D = 4, existe outra combinacao envolvendo os quadra-
dos dos tensores de Riemann, Ricci e da curvatura escalar denominado termo de Gauss-

Bonnet e que serd abordado no capitulo 3]

4Ver Notacoes e Convencoes.



CAPITULO 2

Transformacdes conformes locais

2.1 Consideracoes preliminares

Uma maneira muito util de parametrizar o tensor métrico, visando a facilitar

muitos calculos bem como revelar propriedades fisicas de grande interesse [17], ¢ a denomi-

nada transformacao conforme

G = guy 620(3:) )

(2.1)

Como ja visto en passant na Introducao, o é o parametro escalar da transformacao e de-

pende das coordenadas x = x*. Em decorréncia da defini¢ao (2.1)), é facilmente verificado

que para a métrica inversa

v —uv —20

g =g"e ™,
de modo que
gw_gm— = g,wrgyT = 5Z

Para o determinante da métrica vale a relagao

2Do —

9

(2.2)

(2.3)

(2.4)
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Passemos a investigar como o tensor de curvatura dado por ([1.9) se transforma
mediante a parametrizacao (2.1)), para tanto, necessitamos preliminarmente encontrar a

transformacao para os simbolos I’éﬁ definidos em 1} assim

! i L o =AT o—
Fgﬁ = §g)‘ (aﬁgar + 8ag-,—5 — aTgaﬁ) — 56 2 g/\ [85(62 gaT> 4

+ 0a(€*Grp) — 0: (€77 Gap)] = Tag + 02050 + 03000 — §osd’o, (2.5)

ou simplesmente [17],

A B A
FCYIB — Paﬁ + 51—‘0&5 y
com 5F2\vb’ = 6)Vso + 5gvaa — gV ; (2.6)
obviamente como o ¢ escalar, d,0 = V,0 = v#a. E importante ressaltar que embora

[hs e Fgﬁ nao sejam tensores, 6I'y; é quantidade tensorial de fato.

2.2 Transformacao dos tensores de curvatura

O tensor de Riemann pode ser obtido substituindo-se as equagoes ((2.5)) e ([2.6])
na expressao ((1.9) de modo que

R gy = R g +[0,(0T5,) + 5%’3“ + fgyéfi‘“ + 003,008, — (nev)].  (2.7)

Adicionando e subtraindo convenientemente o termo I'],, 61’} encontramos
R s = R g0y + [V, (075,) + 015,012, — (4 > v)] (2.8)
e, finalmente, desenvolvendo ([2.8) obtemos a relagao
RYsu = RYpu + 6,V Vo — 85V, Vo + G,5V,V% — G,5V, V% + 62g,5(Vo)? —
— 605,8(Vo)* +60V,0 Vo — 05V ,0 Vo + §,5V,o Voo — GusV,o V. (2.9)
E importante frisar que as quantidades tensoriais grafadas com barra tem seus
indices abaixados e levantados pela métrica gy, .

A parir de (2.9) podemos chegar sem muito esforgo a transformagao para o

tensor de Ricei de acordo com

R, = R, — gV’ + (D —-2)V,0V,0 -V, V,0—gu.(Vo)?]. (2.10)
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A contragao de (2.10) gera
R =Ri=e?[R-2(D—-1)V?c—(D—-2)(D—-1)(Vo)?]. (2.11)

Substituindo (2.9)), (2.10]) e (2.11) na definigao do tensor de Weyl (1.21)), encontramos que

sua transformagao é simplesmente
nya,@ = QQUCY;UJQB (212)
ou de forma mais simples ainda

cr vaf — C’# vaf - (213)

2.3 Escalares de segunda ordem na curvatura

Os escalares de segunda ordem na curvatura aparecem com muita frequéncia
nos integrandos de agoes que geram equagoes de campo, portanto, o conhecimento de suas
transformacoes conformes é de grande interesse. Iniciaremos com o célculo do quadrado do
tensor de Riemann ou escalar de Kretschmann R,,,q5R**® = R?,.s- Sua transformacao

é tal que

\/ |g|Rim6 = 1] e(D_4)U[Rimﬁ —8R/V"V,0 +8R,V'oV,0 — 4R(Vo)* +

+ 4(D—-2)(V,V,0)*+4(V?0)* —8(D —2)V,V,0V*aV’0 +
+ 8(D —2)V?0(Vo)* +2(D —2)(D — 1)(Vo)"]. (2.14)
Utilizando a mesma receita para o quadrado do tensor de Ricci obteremos
VIgIR:, = ]glePV7[R2, —2(D - 2)R\N"V,0 + 2(D - 2) R/ V"oV, 0 — 2RV?o —
— 2(D-2)R(Vo)*+ (D —2)*(V,V,0)* + (3D — 4)(V?0)?
— 2(D-2)*V,V,0V*aV’s +2(2D — 3)(D — 2)V?0(Vo)* +
+ (D —=2)*(D —1)(Vo)! (2.15)
e, finalmente, para o quadrado do escalar de curvatura chegamos a
VI0gIR? = V/]g]eP~Y[R? — 4D — 1)RV?0 — 2(D — 2)(D — 1)R(Vo)* +
+4(D - 1)%(V?0)?* +4(D - 2)(D — 1)*°V?0(Vo)? + (D — 2)*(D — 1)*(Vo)*]. (2.16)
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Para o quadrado do tensor de Weyl, pode-se verificar que a férmula de transformacao é

muito simples

\% ‘g‘ Ciuaﬁ = |g| 6<D_4)0 Cﬁyaﬁ : (217)

Além de (2.17)), hd uma outra e importantissima combinagao destes escalares

de segunda ordem na curvatura denominada termo de Gauss-Bonnet!|

E =R, ;—4AR, + R’ (2.18)

praf

que tem como transformacao conforme a relagao

VIGIE = V]gleP ™7 [E +8(D —3)R/NV"V,0 — 8(D — 3)R/N"oV,0 —
— 4D —3)RV?%s —2(D —4)(D - 3)R(Vo)* — 4D — 3)(D — 2)(V,V,0)? +
+ 4(D - 3)(D —2)(V?0)* +8(D — 3)(D — 2)V,V,aV*aV" 0 +
+ 4(D - 3)*(D —2)V?e(Vo)? + (D —4)(D — 3)(D — 2)(D — 1)(Vo)*] .(2.19)

Este termo e sua transformagao guardam intima relagao com o operador con-
forme de quarta ordem e sera abordado futuramente. Esta relagao também envolve o termo
superficial (JR ou, como adotamos neste trabalho, V2R. Na secao seguinte, trataremos

da transformacao deste termo.

2.4 Termo superficial com quatro derivadas

O termo superficial V2R pode ser transformado conformalmente assim como
fizemos com os escalares de segunda ordem na curvatura. Preliminarmente faremos sepa-

radamente a transformacao do operador V2. Vale ressaltar que atuando sobre um escalar

Vup = ?ugp. Utilizando as equagoes (2.2)) e (2.6))
Vip = g™V, V,p=eg"(V,V,p— (51“21,?“0)
= e P[Vip - g“"(@?mf + 00V ,0 — GV o) Vap]

= e[V + (D —2)VaV,p] (2.20)

Ver maiores detalhes no capitulo
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e multiplicando, como de praxe, pela raiz quadrada do determinante da métrica, obtemos

a transformacao do operador V? atuando sobre um escalar
Vgl V2 = /[geP=27 [V2 + (D = 2)V*aV,]. (2.21)

As relagoes (2.11]) e (2.21)) permitem-nos escrever

VIIIVR = /]gleP Y7 V2R — 2RV?0 — 2(D — 4)R(Vo)? + (D — 6)V oV, R —
— 2(D-1)V*' +4(D —1)(V?0)* = 2(D — 6)(D — 1)V*aV ,(V?0) +
+ 2(3D —10)(D — 1)V?¢(Vo)? — (D —2)(D —1)V*(Vo)? —
— (D =6)(D—-2)(D—-1)V*oV,(Vo)* +2(D — 4)(D - 2)(D — 1)(Vo)*].
(2.22)
De posse de todos os resultados aqui obtidos, daremos um préximo passo e de-

monstraremos no capitulo 3| a relacao que eles guardam entre si e os operadores conformes

a serem definidos na sequéncia.



CAPITULO 3

Densidades de Euler e sua relacdo com operadores conformes

3.1 Densidades de Euler

Na geometria riemanniana, o teorema de Gauss-Bonnet relaciona propriedades
topoldgicas de uma variedade D-dimensional com quantidades que sao construidas numa
base formada por tensores de curvatura [18], tais quantidades sao denominadas densidades
de Euler e sao de grande interesse no estudo da invariancia conforme devido a propriedades
sobre as quais trataremos neste capitulo. Para D = 2n dimensdes (n = 1,2...), este

termo é dado pela expreessao [19]

1
E(Qn) _ 2_n€oc1/31 - fn 7101 "'%67LR041617151 o Ranb’wnén ’ (3.1)

onde €71 é o tensor de Levi-Civita. Em variedades simplesmente conexas de dimensao

D, E(py é topoldgico, ou seja, estes termos em integrandos do tipo

[ @z Vil Eo) (3.2)

nao contribuem para equagoes dinamicas classicas [10]. Entretanto, o mesmo nao é ne-
cessariamente verificado se a dimensao do dominio de integracao for diferente de D ou se

este dominio for multiplamente conexo.

14
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Nosso interesse reside nas propriedades conformes das densidades de Euler (ter-
mos topoldgicos) em dimensoes pares [9] e no modo como estas se relacionam com os
operadores conformes de ordem N igual a dimensao D do espaco considerado. Estes ope-
radores serao definidos na secao a seguir. No presente capitulo trataremos exclusivamente
de duas e quatro dimensoes reservando a discussao em D = 6 para o capitulo 4 A bem
(D=N)

N .

da simplicidade, utilizaremos a notacao Ap = A

Verificaremos nas segoes seguintes que 3 x* e 3k (constante) tais que

VIgl(Ew) + Vux") = V1al(Ep) + VX" + kApo ). (3.3)
Esta equagao foi obtida em [I1], 12] para 4 dimensées, mas como veremos a seguir, ela
também é valida para 2 dimensoes. Podemos especular sua validade para outras dimensoes
pares maiores que 4 como uma forma de encontrar o operador Ap. Em observa-se
que os termos de ordem maior ou igual a dois em ¢ desaparecem, ou seja, a combinacao

entre paréntesis ¢ linear neste parametro [L1].

3.2 A densidade de Euler em duas dimensoes e o
operador conforme de segunda ordem

O célculo da densidade de Euler neste caso particular, obtido a partir de (3.1])
gera
1 af v

E(g) = 56#1,6' R* aB- (34)
O produto dos dois tensores ¢, €% pode ser substituido por um determinante 2 x 2 o que

permite constatarmos facilmente que
1|05 of
2|6 o

Utilizando-se de transformagoes para um campo escalar ¢ de forma que g, seja dada por

Ep R" .5 = R. (3.5)

2-D _ . ~ .
1} e p=-e 2 7@, o operador conforme de segunda ordem em uma dimensao arbitraria

pode ser definidd] tal que seja valida a identidade
[ s\ lilense = [aeVGlebas. (36)

! Alternativamente Ay pode ser definido como em [20] tal que e Ay = Ayp, com p = e¥<ﬁ.
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sua expressao ¢ dada por (ver p. ex. [I3] [7, 20])

D -2
AP =2 R .
g TSR (3.7)

Para verificarmos a validade deste resultado, inicialmente iremos assumir que A, tenha a

forma
Ay =V*+aR, (3.8)

onde a deve ser determinado e V? e R sao dados respectivamente por (2.21)) e (2.11]). Para

o céalculo de a faremos

\/EAQQO = \/E(V2 +aR)p = e(P=2)o \/ﬁ[?Q + (D —2)V*oV ,+
+aR —2a(D—1)V% —a(D —2)(D — 1)(Vo)?|(e* 2 °%) (3.9)

Para detalharmos este calculo, observemos que as derivadas sao tais que

2—-D 2—-D

v =20~ SR~ 2-D o
Vuez%¢) = e (VMW+T<PVMU)

— 2—-D 2

T o 2-D? 2-D
V22 0p) = e2° [v%a + (2= D)V, gV 0 + @-DF

I o(Vo)? + T@V%
(3.10)

Desta forma, substituindo as relagoes (3.10]) em (3.9)) e simplificando os termos semelhantes

—2 - 2—-D)* _ 2—-D _ _
Viglaap =774/l {sto - %ﬂw +—5—¢Vo +aRp—

—2a(D —1)pV?0 —a(D — 2)(D — 1)@(%)2] . (3.11)

Multiplicando ambos os membros por ¢, tal que

Vifltse = Vigle {Bag — [P 4 a0 - 20 - 1) ¥+

T {% —2a(D — 1)} gpﬁza} (3.12)

e anulando os termos entre colchetes, obteremos a solucao

__ (D=2
= —30-1 (3.13)
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o que demonstra (3.7).

Para o caso particular D = 2, temos a inocente relagao
Ay =V? (3.14)
que, aliada a ({2.21)), gera para o operador conforme a simples transformagcao

V0glAs = /|3l A, (3.15)
Utilizando (3.5)) e (2.11) podemos verificar que
VI9lE@) = V]3l(Ee) — 2890), (3.16)

o que se enquadra perfeitamente nos moldes de 1’ desde que V, x* = vu)?* =0e
k= -2

3.3 A densidade de Euler em quatro dimensoes e o
operador conforme de quarta ordem

Novamente utilizando (3.1]), desta vez em D = 4, veremos que

1
E(4) = Zc‘:uygn Eaﬁ)\TRIW QBREW AT - (317)

afBAT

Representando os dois tensores €,,¢, € por um determinante 4 x 4 veremos que

ox 00 oy 0
5 1] 6% 68 6 oF
4 =7

loe o) & of
ox 0f oy o7

R™ (sR s = R, .5 —4R., + R* = E, (3.18)

praf

que ¢ a famosa combinacgao dos escalares de segunda ordem na curvatura conhecida como
termo de Gauss-Bonnet, ja mencionado na equagao ([2.18]).

Também de acordo com [I3] [7, 20], o operador conforme de quarta ordem em
uma dimensao arbitraria D atuando em um campo escalar cuja transofrmacao seja dada

por

/dDwx/lglsDAw: /dDwx/lglsDAw, (3.19)
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com g, dada por 1’ e p= e%”@, é

4 1 D? —4D + 38

A(D) — 4 v y - o _ 2 o _

h \Y +—D—2{R \VAY +2(V R)V, 2(D—2)(D—1)[RV + (V*R)V,]

1 5D — 8 1

—(D—-4) | ——— V2R — 2, - P2 9

( ){4(D— Voot mogte] 320
e que para o caso particular D = 4 se reduz a
2 1

A= Vit 2R*"V NV, — gRVQ + gV“R V.. (3.21)

O operador diferencial, acima representado por (3.20)) e (3.21]), é conhecido como operador
de Paneitz [20].
Por outro lado, resultados obtidos no capitulo [2, como por exemplo (2.19)), em

quatro dimensodes sao reescritos de forma um pouco mais simples tal que
l9|E = V/|g|[E +8R;N"V,0 —8R/V"oV,0 —4RV?c —8(V,V,0)* +
+8(V?0)* 4+ 16V, V,aV*oV'0 +8V%a(Vo)?*], (3.22)
e de modo semelhante, (2.22)) torna-se
VIGIV?R = V]Gl [V2R — 2RV?0 — 2V#0V, R — 6V + 12(V20)’ +
+ 12V*oV ,(V?0) + 12V%0(Vo)? — 6V3(Vo)? + 12V*oV,(Vo)?]. (3.23)

Algumas modificagoes nesta expressao se fazem convenientes. No sexto termo

entre colchetes de (3.23)), encontramos as derivadas V,(V?0), é valido notar que

V., V]o=[V,,V,]Vc+V,[V,, V]o. (3.24)

O comutador de derivadas covariantes atuando sore um vetor contravariante é tal que]
A A T
V.,V,JA*=R" A
e, assim sendo,

V., Vo = [V,,V,|V0=R".,Vc=—-R, Vo, ou seja,
V.(V%0) = V?V,0 - R, V0. (3.25)

ZVer p. ex. [15].
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Renomeando A — v, o sexto termo de pode ser substituido por
12V*0V ,(V?0) = 12V*oV?V ;0 — 12R,,V'oV" 0 . (3.26)
O oitavo termo de também pode ser alterado para
—6V?*(Vo)? = —6V*V,.(V'0V,0)=—6V*[(V,V,0)V’0c+V,o0V, V0]
= —12V*(V“0V,V,0) = —12(V,V,0)* — 12V oV?V .0 (3.27)
e 0 nono ou ultimo termo de (3.23|) pode ser substituido na forma
12V*0V, (Vo) = 12V*oV,(V,0V o) = 12V*0[(V,V,0)V 0 + V,0 V, V" 0]
= 24V, V,0V'eV'0. (3.28)

Substituindo os resultados de (3.26)) a (3.28) em (3.23)) e levando em conta que o primeiro

termo do segundo membro de ([3.26]) se cancela com o segundo termo do segundo membro

de (3.27)), encontramos
V0gl VPR = V/|g|[V?R — 2RV?0 — 2V*oV R — 6V*0 + 12(V?0)* +
—12R,, V*oV’0 + 12V%0(Vo)* —12(V,V,0)* + 24V, V,oV* eV 0] (3.29)

Um fato notdvel é que a seguinte combinagao das equagoes (3.22)) e (i3.29)

2 . 2, = _

VIgl(Ewy = 3VPR) = V[gl(Ewy = SVPR + 4V +
o 8 __ 4 _

+8R"'V,V,0 — ng% + gV“RV,ﬂ) (3.30)

elimina termos todos os termos de ordem superior ou igual a ¢ [I1]. Mais notavel ainda

é o fato de que se compararmos esta expressao com (3.21]), veremos que

2 _ 2., _
VIgl(Ew = 3V°R) = VIgl(Ew = 3V°R +4A40). (3.31)
Novamente obtivemos uma relagao entre o termo topolégico e o operador conforme que se
enquadra perfeitamente nos moldes de (3.3 se observarmos que
2
X“ = —§V“R e k=4. (332)

A busca por relacoes entre F(p), E( D) e Ap, anédlogas as obtidas em 1} e
(3.31)), serd estendida para seis dimensoes no capitulo Neste caso, veremos que FE(g)
depende de terceira poténcia das contracoes dos tensores de Riemann e Ricci, cada um

dos quais contendo consigo seis derivadas.



CAPITULO 4

A densidade de Euler em D = 6 e sua transformacdo conforme

4.1 Em busca do operador conforme de sexta ordem

A forte relacao existente entre densidades de Euler em dimensoes pares, sua
transformacao conforme e os operadores diferenciais conformes, identificada pela relacao
(3.3), nos motiva a ir além, ou seja, tentar obter o operador Ag utilizando o termo to-
poldgico em seis dimensoes e sua transformacao. O objeto Eg) ¢ construido a partir de
uma base formada por escalares de terceira ordem na curvatura; veremos adiante que tal
base é constituida por oito elementos linearmente independentes. Nas linhas que se se-
guem, apresentaremos o termo FEg e calcularemos as transformagoes conformes de cada
um de seus termos, apos este feito, finalmente estabeleceremos a desejada relagao entre
E) e Eg) -

Os célculos deste capitulo sao razoavelmente complexos e, embora sejam con-
feridos manualmente, utilizamos em grande medida o software Cadabra [211, 22] que roda
em ambiente Linux. Alguns detalhamentos de calculos mais onerosos serao apresentados

no Apéndice deste trabalho.

20
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4.2 A densidade de Euler em seis dimensoes

(3-1) A densidade de Euler para D = 6 é dada, a partir de (3.1]), por

1 oKW v e’
E(6) = ggﬂl’aﬁ)\f gp ™ R“ po R A Kw R)\é nx * (41)

O desenvolvimento de (4.1)) fornece a expressid]]

E(G) = _8RMQVIBRO[)\BTR)\MTV +4ija,8Raﬂ)\TR)\T;w o 24RZRO‘/B)\VR04,3AM+
+ 24R,0us R R*” + 16R!RAR} + 3RR, .5 — 12RR., + R® (4.2)

uvaf

e que por simplicidade e comodidade escreveremos como
E(ﬁ) = —8A; +4Ay — 24A5 + 24A, + 16A5 + 3Ag — 12A7 + Ag. (43)

Uma vez obtida a expressao de E(), passamos a obten¢ao das transformagoes de cada um
de seus termos A; de terceira ordem na curvatura.
Alguns resultados obtidos no capitulo [2] como a transformacao do tensor de

Riemann ([2.9) podem alternativamente ser apresentados como

R"™ .5 = e [R" .5 + 05VaVYo — bV VYo + 0.V 3V o — 65V VFo + 5’552(?0)2 —
— 0h65(Vo)? + 0k 30 VYo — 65V 40 VYo + 05V 00 Vo — 0.V 30 Vi ] (4.4)

ou

RtV = e~ [RF.Y 5 + 55?”%0 — §""VpVao + 8:VsV* 0 — GosgV'VFo + 555;(?0)2 —

— §"Gap(V0)? + g Vo Vo — 05Vao VY0 + GopVHo Vo — 0,V 30 Via ], (4.5)

assim como a transformagao do tensor de Ricci ([2.10]) também pode ser reescrita de modo

que
Rl = e ¥ [RM — §"V20 + (D — 2)[VFoV,0 — V'V, 0 — 68(Va)?] ). (4.6)

Aplicando estas dltimas relagoes, além de vérias outras obtidas no capitulo [2

chegaremos as transformacoes nos termos da equacao (4.2)).

IEste resultado pode ser encontrado p. ex. em [23].
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4.3 Transformacoes conformes dos termos A;

Faremos, por analogia ao que foi feito no capitulo [, os célculos das trans-
formacoes dos escalares de terceira ordem na curvatura em D dimensoes embora nosso

interesse maior seja o caso particular D = 6.

4.3.1 Transformacao do termo A;

Iniciaremos com o termo A; que, diga-se de passagem, é o que gera calculos
mais laboriosos. Por comodidade, omitimos aqui intencionalmente a exponencial. Facamos

inicialmente a transformagao de dois dos tensores de Riemann de A;. De acordo com (4.5))

RFLV R\ = RF Vs RO\ L+ R VAV + R VAV, V% + R\ F  V'V,0 +
+ R\, V'Voo —§"R*\P . VoVs0 — g R* 0" sV V0 — RV, VoV —
— R*,V\V,0V% — R*\' . V"0V,0 — R \*,V*oV 0o + " R* B vaa% o+
+ gax R 0V 5 Ve VPe + 2R* .V A(Vo)? — R V,yV,0 — Ry, VIV + R™ VyoV,0 +
+ R\, V*oV’0 — " Ry (V0)? — gar R (V0o )? 4+ 2VFV 0 V'V 0 + (D—4)V*V'0 V) V.0 —
— 25" V\Vao V. V% — 20\, V'V V'V 0 + 5&?”?0‘0 V.V.0+ 5:?“?0‘0 V.V,0o +
+ g ViV, oVi0 + 5. V*V'0V?0 + 3" s (VaV0)* — (D — 4)VFV 0 Vo V.0 —
— (D —4)V\V,.ocV*o V0 — 2V*V 0 V0 V,0 — 2V'V,0 V o Vo +
42" ViV ooV, 0V 0425"" V.V ooV oV 0+20,-VFV 0V 0V 00420, V'V VF0V o —
— W'V V.0V 00 — 4V, Vao VoV — 8 V'V Vo Vo — 02 ViV Vi Vo +
+(D=5)g""V\V,0 (Vo)*+(D—-5)gr, V"'V 0 (V)*+204V"'V 0 (Vo )* + 25°V"V o (Vo)? —
— §""Vao V0 V0 — 5. V'o V0 V30 — 25" G2, Va V0V VPa + 25" 52, Vi (Vo) +
+ (D —2)V*oV’aV oV, — (D — 3)§"'VroV,0(Va)* — (D — 3)gr,V*oV 0(Va)? —
— W VoV,a0(Vo)? —§'VFoVra(Vo)® + (D — 3)g" ga (Vo)* + 8562 (Va)t. (4.7)

Contraindo este tltimo resultado com R* . v, ainda seguindo a receita dada por 1}

chegaremos a transformagao conforme de A;. Outrossim, recuperaremos a exponencial

2Ver Apéndice.
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omitida e, do mesmo modo como feito no capitulo [2], multiplicaremos ambos os membros

pela raiz quadrada do determinante da métrica, assim sendo

VIglA =gl R* o s R*\P . R .7, = /]ge P97 [RM Vs R* VP R, 7+
F BRuuas V3970 — 3Rpas R V30070 42 (V)
— 6R"™R,*,°V,Vso + 6 R"R,*, Voo Vso +3(D—4)R™ sV, NV, Vi~
—6(D —4)R" .5V, V0V, 0V’0 -3 Riy (Vo)? —12REV NV ,oV"'V +
+ 6 RV, NV"oV?0 + 24REV VoV 0oV — 6 REV .oV oV?0 +
+ 6(D — 5) RV, V"0(Va)? — 6(D — 3)R!V .0V 0(Va)? +3R(V,V,0)* —
— 6RV,V,0V*oV’0 + 6RV?0 (Vo)? +3(D — 3)R(Vo)* +
+2(3D -8V, VeV, V0V, V' —6(D —3)(V,V,0)? Ve —2(V3)® -
—6(3D —8)V, V0V, V0 V,0V's —3(D* —8D +14)(V,V,0)* (Vo)* +
+12(D - 3)V,V,0V*s V0 Ve —3(3D — 8)(V?0)* (Vo )? +
+6(D —3)(D —2)V,V,oV*aV’a (Vo)? —6(D — 3)(D — 2)V?c (Vo)* —

— (D —=3)(D—2)(D—1)(Vo)®]. (4.8)

4.3.2 Transformacao do termo A,

Para os cdlculos da transformacao do segundo termo de (4.2]), faremos um

procedimento andlogo, lembrando que a exponencial sera novamente omitida

RM GR o = Ry RO o — ARM (Vo) 4 2R Vo Vro — 2R9 Vo V0 +
+2R"™ [ NV\V% — 2R"™ \,V, V% + 2R" ,,V,0V"0 — 2R"* \;V,0 V"0 +
+ 2R 3 V.oV — 2R"™ [ VoV + 204 V*V oV, V.0 —25V*V oV V0 +
+20YVOVH oV \V,o — 205V VoV, V4o + AV \V oV VY0 — AV, VoV, V' 0 +
A o(Vo): — 458V (Vo) + 46"V TH o (Vo) — 4605, Vo (Vo) +
+2 VOV oV A0V 00 —2 63‘?0‘@”0670?&7—%2 KV o V,0Vao—20"V*VH 0 VoV 40 +
+2 6V \V ooV oV 0204V, VooV oV 0+2 05V, Vo VFoV -2 6"V Vo VF'a Vo +
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+4V,\V’0V,0VFo — 4V, VoV oVio + 4V, VFoV oVYo — 4V, \V*oV.,.oV’ o +
+2685V,oV (Vo) — 28V oVHa (Vo) + 208V oV o (Vo) — 204V ,oV a(Va)? +

+2686Y(Vo)t — 2605 (Vo)t, (4.9)

ou de uma forma mais compacta

R™ (sR* \; = R" (s R \,—ARM 5. (V0)*+ [2R"* \, Vo VFo+2RM VooV o — (1 45 V)] +
+ [QR“” WVaV% + 2R\, V.oV%% + 2 5§vav”avﬁaa + 2 5:?‘*?%—%%0 +
+ 4V \VHoV, V0 + 405V V0 (Vo)® + 46V \VFa(Va)? + 25V VYoV oV 40 +
+255VOV 0 V.0 Vao+2 0V 3\V ooV oV oV 0+2 05V, V0o VoV oV 0+4V VoV, 0 VF 0 +
+4V, VoV oV 0 +2 85V ,0V (Vo) +2 5V oV a(Va)2+2 846 (Vo) — (A < 7).
(4.10)
A equacao multiplicada por R w, recuperando o que foi omitido e realizando pro-

cedimento semelhante ao feito para obtencgao de ﬂ nos fornece

\/EAZ = \/ERMV a,BRaﬁ )\TR/\T v =

= V[3] P97 [ R# sROP \ RV, —
12 R ROV 4 12 Rpps RV 10 Vo0 — 6 2y (Var ) +

+ 24 R™ aﬁﬁ% V., VP — 48 R™ aﬁvﬁ% V,o Vi + 24 Rﬁﬁaav”v% -

— 48 RN N ooV’ oV + 48 REV VYo (Vo)® — 24 R'V ,0V'0(Vo)? +12 R(Vo )* —
—8(D-4)V, V0V, V¥V, V' —24(V,V,0)* V0 +24(D—-4)V ,V'0 V, V0 V,0V'o —
— 24(D - 3)(V,V,0)* (Vo)* + 48V, V,0 VFoV"0oV?0 — 24 (V?0)? (Vo)* +
+24(D-2)V,V,0 V*aV"0(Vo)? — 24(D-2)V?0 (Vo) —4(D-2)(D—-1) (Vo)°].

(4.11)

Os célculos das subsecoes seguintes sao um pouco menos extensos e serao reali-

zados diretamente no proprio corpo do capitulo |4 sem a necessidade de se utilizar o
Apéndice.

3Ver Apéndice.
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4.3.3 Transformagao do termo Aj

Para aplicarmos a transformacao no terceiro termo de (4.2)), observamos que,

a menos do fator exponencial

Rorap R = R\ RM (5 = Rynap R — ARM 5V VP00 + ARM 5V 00V 0 —

— 2RIV, V% — 2ROV'V 4o + 2RIV, 0V + 2R2V* oV 40 — 4R (Vo)? +
+2(D — 4) VIV 0 V, V% + 204(V,V30)? +4V*V,0 V30 +4(D — 3)V*V,0(Vo)? —
—4V?oV* oV ,0 — 2(D — 4)V*V oV, oV — 2(D — 4)V, V%0 V*oV 0 —

— 45"V V5oV oVPa +46"V?0(Va)? — 2(D — 2)V*oV,a(Va)? +2(D — 2)64(Vo)*
(4.12)

e finalmente contraindo 1’ com RZ dado por 1} encontramos para o sexto termo de
(4.2) o resultado

V0gl4s = Vgl R Rapa RN = /191 €97 [RY Rapry R* — (D = 2) Rypap RV \VPo +
+ (D =2)RuapR"**VyoVPo — R2, ,V?0 — (D —2)R

puro

Wa,e(VU)Q -

— 4RM RWNO‘WU + AR Rﬂwﬁvaav% +4(D = 2)R* .5V, V0 VvV, Vi —
— 8(D —2)R"™ sV, VoV, 0V’ —4R" R,V ,V’0 +

+ 4R" R,aV,oV'0 — 4R’ (Vo)® +2(3D — 8)RLV Vo0 V'V +

+ 12RMV,V'0V?0 — 43D — 8)R'V V.oV 0V — 12R'V ,,aV"aV?0 +

+ 44D - 9)RV ,NYa(Va)? —10(D — 2)REV .oV 0 (Vo) + 2R(V,V,0)* —

— 4RV, V,0 V"oV 0 +8RV*0(Vo)® +6(D — 2)R(Vo)* —

— 2(D—-4)(D-2)V, VoV, VeV, V'0c —10(D — 2)(V,V,0)* Vo —

— 4(V?0)* +6(D—4)(D -2)V, V0V, V%V,0V's —

— 24D —11)(D = 2)(V,V,0)* (Vo)*> +20(D — 2)V,V,0 V*oV'oV?0 —

— 16(D —2)(V?0)*(Vo)* + 10(D — 2)*V,V,0 V*oV'0(Vo)* —

— 2(6D — 11)(D —2)V?¢ (Vo)* —2(D —2)*(D —1)(Vo)°]. (4.13)
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4.3.4 Transformacao do termo A,
Inicialmente o quarto termo de (4.2)) pode ser reescrito de modo que
RpavsR*™ R = R** 4R R . (4.14)

Com R R?, dado por 1} e omitindo a exponencial, obtemos

pttao
RIR) = R/R.+{—(D—-2R/V.Vo+ (D —-2)R,V.oV’c — 6/ RV —
— (D- 2)5;]?5(?@2 + (D — 2)5;?01?50?20 — (D =2’V V'0V\oVia —
v B 2 20T B (T )2 20T TIB (YT )2
— (D =2)6;VaoVaVio + (D —2)0,V,V’a(Vo) — (D —2)0,VaoV70(Vo)” +
£ [ a)e v B)]}+ (D = 2°V,9"0V, V0 + 650 (V%0)? +
+ 2(D —2)6700V?0 (Vo) + (D — 2)*°V,0V'0Vao Ve + (D — 2)%6765(Vo)* . (4.15)
Multiplicando esta expressao por RM® 3, recuperando a exponencial omitida e reorgani-

zando os indices teremos para o termo Ay:

VIglAs = V]glRuarsR™ R*® = /]3] €P~97 [ Ry s R R* — 2(D — 2) R* R,0,5V*VP0 +
+ 2(D = 2)R" Ru0,sV@0VP0 +2R* R,,V,V'0 — 2R" R,, V,0V 0 —
— 2R%,V%0 — (2D — 5)R2, (Vo) — 2RRIV, VY0 + 2RRIV 0V 0 — B2(Vo)? +
+ (D —2)*R"™ sV, NV V,VPo —2(D — 2)*R™ osV .V V,oVPo —

D —2)REV NV ,oV'V% +6(D — 2)REV ,V'aV?0 + 8(D — 2) RV, VoV oV —

[\

( )
( )
( )’RiV 0V (Vo) +2(D — 2)R(V,V,0)? + 3R(V?5)? —
( )RV, V,0 V'aV"0 +8(D — 2)RV?0(Vo)? + 3(D — 2)*R(Vo)* +
+ 2(D-2)*V, V0V, V%V, V'0 —4(D —2)*(V,V,0)* Ve —2(2D — 3)(V?0)* —
( )’V VYoV, V5 Va0Vio — (2D — 7)(D — 2)*(V,V,0)* (Vo) +
( )
( ) %

+ 4(D -2)*V,V,0V"'aV"0(Va)? —2(D —2)*(3D — 5)V?s (Vo)* —
— (D —2)}D —1)(Vo)?]. (4.16)
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4.3.5 Transformagao do termo Aj;

Este escalar apresenta trés tensores de Ricci contraidos R, R R). Tomaremos

dois deles, por exemplo R} R/, sua transformagao equivale a contragao de um par de

indices de (4.15). A menos do fator e™*7, ela é tal que

R'R: = RURY — (D = 2)R™V V0 — (D = 2)Ro,V'V¥0 + (D — 2) RV 40V 40
+ (D = 2)Ry,V'oV*as — 2R!V?0 — 2(D — 2)R%(V0o)? + (D — 2)*V,V,oV"'Vto
+0%(V?0)? 4+ 2(D —2)V,V'0V?0 — (D —2)°V*V"oV 0V .0 — (D — 2)*°V,V ,,0V’a V'
—2(D —2)VaoV'oV20 4+ 2(D — 2)*°V,V’0(Va)* + 2(D — 2)6:V?a(Vo)?
— (D = 2)*°V,0V"0(Vo)?* + (D —2)*6%(Vo)'. (4.17)

Multiplicando a expressao acima por R%, devolvendo o fator e % que foi omitido, e
também multiplicando, como de praxe, ambos os membros por \/—g, vemos que o quinto

termo de E(g) torna-se

Vl0gl4s = VI|g|R\R'RS = +/|g| e[ R“R'R® — 3(D — 2)R"R,,V, V0 +

© oty we ot v
+ 3(D “R,aV, o0V 0 — 3R2 Vo —3(D — 2)Riy(va)2
+ 3(D—2

_ ( -9

+ 3R(V?0)* +

— 3(D—2)(3D - 5)(V*0)*(Vo)* + 3(D — 2)°V,V,0 V*aV 0 (Vo) —

(

— 3(D-2)*V,V,0)*(Vo)* +6(D —2)*V,V,0V'oV'oV?0 —
(
( V2a(Vo)! — (D = 2)*(D - 1)(Vo)°].

— 3(D-2)*2D -3)V
Como veremos a seguir, as transformacoes nos termos Ag, A7 e Ag sdo relativa-
mente mais simples, pois sao produtos dos escalares de segunda ordem na curvatura pelo

escalar R jé obtidas no capitulo [2]

V,.oV'aV?0 +6(D —2)*R!V V0 (Vo)? —3(D —2)°REV 0V 0(Vo)?

—2)R"
)?
)R
)+
— 3(D —-2)*V,V,0)*V?c —2(2D - 3)(V*0)’ + 3(D — 2)°V, V0 V,V® V,oV'o —
)
)
)

RN N 4oV % + 6(D — 2) RNV NV oV?0 — 6(D — 2)*RiN V4oV o V0 —

>+ 6(D—2)RV*0(Vo)* +3(D —2)’R(Vo)' — (D - 2)*V, V0V, V0 V,V'o —

(4.18)



4.3.6

Vl0glds =

4.3.7

Vgl A

+
_|_
+ (D —-2)2*R(V,V,0)*+ (7D — 8)R(V?*0)? — 2(D — 2
+

— (D —=2)(D —1)(11D — 16)(V?0)*(Vo)* + 2(D — 2)?
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Transformacao do termo Ag

O sexto termo de E) se transforma de modo que

\% |g RRuuaﬂ |g| € (D= G)J[RR;LVaﬂ Q(D - ]')RZVQB?QO- - (D - 2)(D - ]')R,U,VQB(VU)Q -
8RR/V"V,0 +8RR/N"oV,0 — 4R*(Vo)* + 16(D — 1) R/ V'V ,0V?0 —
16(D - 1)R; V"oV, 0V?0 +8(D — 2)(D — 1)R; V"V, 0(Vo)? —

8(D —2)(D - 1)RN"oV,0(Vo)* +4(D — 2)R(V,V,0)* + 4R(V?0)* —

2)
8(D —2)RV,V,aV*aV’c +8(2D — 3)RV?a(Vo)? + 6(D — 2)(D — 1)R(Va)* —
8(D = 2)(D = 1)(V,V,0)* Vo = 8(D — 1)(V?0)’ = 4(D = 2)*(D — 1)(V,,V,0)* (Vo )* +
16(D —2)(D — 1)V, V,0 V*aV'oV?c —20(D —2)(D — 1)(V?0)*(Vo)? +
8(D —2)*(D — 1)V, V,0 V*oV"'0(Vo)® — 4D —2)(D — 1)(3D — 5)V?0(Vo)* —
)

2(D —2)*(D — 1)*(Vo)°]. (4.19)

Transformacao do termo A;

O sétimo termo de Eg) tem sua parametrizacao conforme dada por

2 D 6)o[ D D2 P2 72 D2 — 2
= VI9|RR:, = /gl e(P=6) [RR2,—2(D - 1)R>,V?0 — (D —2)(D - 1)R,(Vo)* —
— 2(D=2)RR;V"V,0 +2(D —2)RRN"0V 0 — 2R*V?0 — 2(D — 2)R*(Vo)* +

4D —2)(D=1)R/V"V,0V?0 —4(D —2)(D = 1)R;V"0V,0 V0 +
2(D —2)*(D - 1)R;V"V,0(Vo)* —2(D —2)*(D — 1) ’”v“avya(%f +
V., oVFaVYo +

)R
2(D —2)(5D — 6)RV?c(Vo)* +3(D — 2)*(D — 1)R(Vo)* —
)

— 2(D-2*D - 1)(V,V,0)*V?c —2(3D — 4)(D — 1)(V?0)® —
— (D-2*D-1)(V,V,0)*(Vo)*+4(D —2)*(D — 1)V, V,0 V*oV"'aV?0 —
(D

~ 1)V, V, o V*aV 0 (Vo)? -

— 2(D—-2)*D —1)(3D —4)V?0(Vo)* — (D —2)*(D — 1)*(Vo)°]. (4.20)
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4.3.8 Transformagao do termo Ag

O oitavo termo de E(g) , o menos trabalhoso, transforma-se de modo que

VidlAs = VIgIR = Vgl 97| R — 6(D — )RV — 3(D — 2)(D — )R*(Vo)* +

+ 12(D —1)’R(V?0)* +12(D —2)(D — 1)*?RV?*¢(Vo)* + 3(D — 2)*(D — 1)*R(Vo)* —

— 8(D —1)3(V%0)® —12(D —2)(D — 1)3(V*0)?(Vo)? — 6(D — 2)*(D — 1)*V?a(Vo)* —

- (D=2*(D-1)*(Vo)°].

4.4 Transformagao conforme de E

Seguindo um procedimento andlogo ao que foi feito no capitulo [2 reuniremos
os resultados de a combinando-os segundo os coeficientes da equagao .
De fato, poderiamos antecipadamente substituir nestas equagoes o valor D = 6 que,
a bem da verdade, é o que se pretende, pois o cdlculo da densidade de Euler E) em
(4.1) é realizado obviamente para seis dimensoes. Entretanto, a fim de se verificar certas
propriedades dos coeficientes polinomiais em D de cada um dos termos da transformagao
de Eg), manteremos a priori os coeficientes como funcao de D.

Fato notavel é o de que a fatoracao destes coeficientes polinomiais, como vere-
mos, nos conduz sempre a raizes inteiras compreendidas entre 1 e 6. Outro aspecto de
grande peculiaridade é que em todos os coeficientes dos termos contendo derivadas de o
encontramos o coeficiente (D —5). Chamamos a atengao para o ocorrido na transformacao
de &/ = E4) obtida em (2.19)) em que em todos os termos com derivadas de o, encontra-se o
fator (D —3), assim como, para a transformacao conforme de R = E(y) , encontramos
de modo semelhante o coeficiente (D — 1).

Adotamos para a representacgao da transformacao conforme de £y que mantém

os coeficientes dos termos com as derivadas de o como funcao de D, a notagao E(g; p); seu

resultado é, utilizando as transformagoes de (4.8)) a (4.21]),

(4.21)
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VI9lEe.py = V19197 [E@) + 24(D — 5) Ruas R “*V\V?0 — 24(D — 5)R,yas R **V 0 VP 0 —
— 6(D —5)R? Bv% - 3(D —6)(D — 5)R?

uvo

(va)2 —48(D — 5)R" R y0rs VYV 0 +

uraf

R ”vuavya —6(D — 5)R*V?0 — 3(D —6)(D — 5)R*(Vo)* +

(D —4)R"™ sV, V"0V, VP05 —48(D — 5)(D — 4)R*" .4V, V0V, oV 0 +
(D —4)R\N N o V'V — 48(D — 5)(D — 4)R*'V ,V ,0V?0 —

(D — 4)REN N ooV oV +48(D — 5)(D — 4) RV ,,0V,,a V30 —

D —4)R(V,V,0)? +12(D — 5)(D — 4)R(V?0)* +
D —4)RV,V,0V*oV"0 +12(D — 5)*(D — 4)RV*0(Vo)® +
) R(Vo)t —16(D —5)(D — 4)(D — 3)V,V'o V, V¥ V,VF o +

(D
D —3)(V,V,0)? V20 —8(D —5)(D — 4)(D — 3)(V?0)? +

b
oo

—5)R"
—5)R;
—5)
—5)
—5)
—5)
D —5)*D —4)R*V,V,0(Vo)? +24(D — 5)(D — 4)(D — 3)R*'V ,0V,0(Vo)?
)
)
(
) (
) ( )? VoV, V% Va0Vt +12(D — 5)(D — 4)*(D - 3)(V,V,0)? (Vo)* —
) (D —-3)V,V,0V*aV"oV?0 — 12(D — 5)(D — 4)*(D — 3)(V?0)*(Vo)* —
)(D —4)(D - 3)(D—2)V,V,0 VoV’ (Va)® —
— 6(D —5)*(D —4)(D = 3)(D - 2)V?0(Vo)* —

— (D—6)(D—5)(D—4)(D - 3)(D—2)(D - 1)(Vo)°]. (4.22)

Finalmente podemos, de posse do resultado acima, fazer a substituicao D = 6

e obter a tao desejada transformacao do termo Eg)
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VIl Ee = VIl Ew + 24Ruas R ViVP0 — 24R 03 ™V o Vie —
— G6R’,sV?0 — 48R" Ry0,sV V0 + 48R" Ry0,5V*0V 0 — 48R R,V , V"0 +
+ 48RM' R, V0V 0 4 24R’ V?0 4+ 24RR"V V0 — 24RR"'V ,0V 0 — 6R*V?0 +
+ 48RM™ aﬁﬁ%—vﬁﬁa — 96 RM agv#vaavyovﬂa + 96}?5@#@&0?”@&0 -
— 96R™V,V,0V?0 — 192RIN V0V 0V + 96R"'V , 0V ,0V?0 — 48R"'V ,V,0(Vo)* +
+ 144R"V ,0V,0(Vo)? — 24R(V,V,0)* + 24R(V?0)* + 48RV ,,V, 0V oV’ 0 +
+ 24RV?0(Vo)? — 96V, V0V, V¥ V, V!0 + 144(V,V,0)* Ve — 48(V?0)® +
+ 288V, V0V, VV,0V*0 +144(V,V,0)?* (Vo)* — 288V, V,0 VFoV o V0 —
— 144(V?0)*(Vo)? = 576V, V,0 VoV 0(Vo)? — 144V30(Vo)*]. (4.23)

Os resultados (4.22)) e (4.23)), obtidos neste capitulo, representam um impor-
tante progresso no estudo teorias conformes de alta ordem, neste caso, com seis derivadas.
Embora sejam ainda uma pequena parte de um todo, certamente mais complexo, devemos

considera-los como um éxito de grande relevancia.



Conclusao

A obtengao da relagao entre Eg) e E(ﬁ) representa um salto importante na
busca do operador conforme Ag. Embora tenhamos realizado apenas uma primeira etapa,
perspectivas futuras de progresso neste intento se revelam bastante promissoras. Optamos
neste trabalho em trilhar um caminho para chegar ao andlgo 6D do operador de Paneitz
via relagoes com a densidade de Euler na mesmo dimensao. Nosso objetivo em obter a
expressao da densidade de Euler numa base de escalares de terceira ordem na curvatura e
suas propriedades conformes foi atingido como ponto de partida para futuros avancos.

Fez-se necessario um estudo sobre os tensores de curvatura e suas propriedades,
tais como, simetrias e contracoes. Estes objetos sao protagonistas em todo o trabalho pois
¢é através de combinacoes lineares de escalares originados de suas contracoes que obtemos
as densidades de Euler. Além disso, como nossa intencao futura é encontrar um operador
conforme de alta ordem, via equacao e que satisfaca relacoes analogas a e
, foi mister um estudo detalhado sobre transformacgoes conformes e sua aplicacao
nos tensores de curvatura e suas contragoes.

Como este trabalho revelou, em D = 2 e D = 4 h4 uma forte relagao, eq (3.3)),

32
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entre o operador conforme, a densidade de Euler e termos com derivadas totais V,x*.
Obviamente x* deve ser um vetor constituido por termos que contenham D — 1 derivadas.
No caso D = 6 em que buscamos encontrar relacao semelhante, conjecturamos que x* é

um objeto a ser determinado que deve conter termos tais como
X" = a1 RV"R + aa Ry V'R + a3 RIV R + ay R'V R+ - - - .

Por fim, acreditamos que a pesquisa sobre propriedades conformes e trans-
formagoes de termos desta espécie é tema em aberto e motivagao para a continuidade de

pesquisa nesta linha.



Apéndice

Apresentamos alguns detalhes dos calculos referentes ao capitulo 4] dos termos
Ay e Ay que sao os que envolvem trés tensores de Riemann e, portanto, sao os mais custosos

de serem realizados. Os desenvolvimentos aqui mostrados omitem intencionalmente os

fatores et27.

Detalhamento do calculo do termo A;

Faremos estes cdlculos em quatro etapas, a primeira delas é a contracao de

(4.7) com o primeiro termo de (4.5) que nos dé

RV RN RN,T, =RV SRR, T, + AR V5 R, AV o —
— 4RMQV/3RVQM>\?[30?>\U+ 2RuaV5RNBVa (?U)Q —4RNVRMQV5?Q?50+
+4 R R, ™,V 40V 50 +(D—4)R"™ sV ,NV*0V, VP06 —2(D-4)R" sV, V0 V,0 Vo —
— 2R, (Vo) — 4 RMV,V,0V" V00 + 2 RV, 0V + SREV,V a0V oV 0 —
— 2RV ,0VYoV?0 + 2(D — 5)RiN NV 0(Va)* — 2(D — 3)R!V .0V 0 (Vo)? +

+ R(V,V,0)> = 2RV, V,0 V*aV’0 + 2 RV?0 (Vo)* + (D —3)R(Vo)'. (A1)
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Fazendo o mesmo com os quatro termos de (4.5) que possuem segundas derivadas de o

obtemos

R\ g RN\ (0)V, N0 — 5V, Vo + 6V, Vo — §,V'V7o) =
=2R","sR,*,"V’Vyo —2R"R,*, "V ,Vs0+2(D-4)R" .5V, V0V, Vi —
—2(D - 4)R"™ sV, V0V, 0 VP0 — 8R!V ,V,oV'Ve +4R'V VoV ?0 +
+ 8R!V, V0V 0V — 2R!N ,0V 0V 0 +2(D — 5) RV, VY 0(Vo)?
+2R(V,V,0)? —2RV,V,0 V'oc V"0 + 2 RV?c (Vo) +
+2(3D - 8)V, V0 V,V¥ V,V'o — 6(D —3)(V,V,0)? Vs —2(Vi)? -
—4(3D - 8)V, V0V, V0 V,oV'os —2(D* —8D +14)(V,V,0)* (Vo)* +
+8(D - 3)V,V,aV*o Vo V2o —2(3D — 8)(V?s)* (Vo )? +
+2(D = 3)(D - 2)V,V,0V*aV’a (Vo)? — 2(D — 3)(D — 2)V?s (Vo)*, (A.2)

contraindo (4.7)) com os termos de (4.5)) que contém (Vo)? teremos

RM oY 5 R 271650, (Va)? — g g, (Vo) =
= R',"sR,”,*(Vo)* = R, (Vo)* +2(D - 4RV, V" 0(Vo)* —
— 2(D = 4)R!'V ,,0V'a(Vo)® +2RV?0 (Vo)? +2(D - 3)R(Vo)* -
— (D —4)(D - 2)(V,V,0)*(Vo)* —3(D —2)(V?0)* (Vo)* +
+2(D —4)(D - 2)V,V,aV*aV’a (Vo)* —2(2D — 5)(D — 2)V?s (Vo)* —
— (D —3)(D —2)(D —1)(Vo)® (A.3)

e finalmente com os termos com produtos de duas derivadas de o chegamos a

R' " 3R\ B (g”?ua V,0o — 5;\?u0 Vo + QW?)‘O V7o — (5;?1,0 ?)‘a) =
= 2R",)" s R, ", AVPo Vo +2 R"R,*, AV o Vo —2(D—4)R" sV N0V 0 Vi +
+ 8 RV VooV oV — 2RIV, oV 0oV?0 — 2RIV NV o (Vo) —
—2(D-2)R\V 0 VYo (Vo)? =2 RV, V,0 V*a V0 —2(3D-8)V V0 V, V¥ VoV o +
+2(D - 3)(V,V,0)*(Vo)* +4(D - 3)V,V,oV'e Vo Vo +2(V?0)? (Vo)? +
+2(D —2)*°V,V,oV*aV’e (Vo) +2(D — 2)V?0 (Vo)*. (A.4)
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Somando os resultados de a , recolocando o fator exponencial omitido e mul-
tiplicando ambos os membros pela raiz quadrada do determinante da métrica, obtemos a
transformacao do termo A; dada no capitulo 4| pela equagao (4.8). Devido as propriedades
de permutacao ciclica de indices do tensor de Riemann , ¢ importante notar que o
escalar R* Y 8 R# B o = Rwylgﬁuﬁ”a que aparece no quarto termo do segundo membro

de (A.1) e no primeiro termo do segundo membro de (A.3)) é tal que
(A.5)

De modo andlogo, termos em que aparecem expressoes do tipo RjagR'™? devem ser

substituidos de modo que

_ _ 1_ _
Rucws R = = Ryavs R*". (A.6)

Detalhamento do calculo do termo A,

De modo semelhante ao que efetuamos para A;, contrairemos separadamente
(4.9) com alguns grupos de termos da eq. (4.4). Inicialmente para o primeiro termo desta,

teremos

R RO\ R ) — B G ROP R -8 R g TV 48 B R Va0 Vi —
—4 Rimﬁ(% )2+ 8 R asV, Voo V., VP — 16 R sV, VeV, 0o Vi +

+8 RV, V0o V'V%% — 16 RV VoV oV + 16 RV, NV 0(Vo)?— 8 RV .oV o (Vo) +
+4R(Vo)*. (A.7)
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Implementando o mesmo com os quatro termos de (4.4)) que contém as derivadas segundas

de o encontramos

R* (s R 3 ()N, V70 = 6,V V70 + 6V, V0 — 6]V, Vo) =
= —4RM™ 3R,V \VPo +16 R* sV, V%0V, VP50 —16 R* .5V, V0 V,0 Vi +
+ 16 R‘V Voo V'V — 16 RV, V0V 0V + 16 R/ NV 0(Va)? —
—8(D—-4)V, V"0V, V0V, V' —24(V,V,0)* V0 +16(D-4)V,V'0 V, V¥ V,0V'o —
— 16(D — 3)(V,V,0)* (Vo) + 32V, V,0 V*aV 0 V?0 — 16 (V?0)* (Vo) +
+8(D —2)V,V,0 V*aV’a(Vo)® — 8(D —2)V?c (Vo)*. (A.8)

Utilizando os dois termos de (4.4) que contém (Vo)? encontramos

R™ (sR 5. 6,07 (Vo)? = 6)67(Vo)’] = —2R>,.5(Vo)® + 16 RLV, V' 0(Vo)* —

— 16 R*V ,0V"0(Vo)?* + 8 R(Vo )* — 8(D —2) (V,V,0)* (Vo)? — 8(V?0)* (Vo) +

+16(D — 2)V,V,0 V*aV'a(Vo)? — 16(D — 2)V?0 (Vo) —4(D —2)(D — 1) (Vo)°
(A.9)

e com ultimo grupo de quatro termos de (4.4) geramos

RM aﬁRO‘B r ((52@1,0670 — 536;1‘7?70 + 5;?HU@AU — (5;@1,06’\0) =
= 4 R™ 3R ,,VoVPe — 16 R* sV, V% V,0V’0 — 16 REV V.oV 0V +
+8(D - 4)V, VeV, V0 Vo Vio + 8(V,V,0)* (Vo) +16V,V,0 ViV oV0.
(A.10)

Novamente somando os resultados de ((A.7) a (A.10]), reintroduzindo o fator exponencial
omitido e multiplicando ambos os membros pela raiz quadrada do determinante da métrica,

obtemos a transformacao do termo Ay dada no capitulo [4| pela equacao (4.11]).
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