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Resumo

Nesta dissertacao fizemos uma revisao da quantizacao canodnica da Re-
latividade Geral até obtermos a equacao de Wheeler-deWitt. Usando esta
teoria, estudamos um modelo cosmologico descrito por um espago-tempo de
Friedmann-Robertson-Walker fechado, com radiagao e uma constante cos-
moldgica positiva. Esse modelo descreve, em nivel quantico, o nascimento
de um universo assintéticamente DeSitter através do fenomeno do tunela-
mento. A equacao de Wheeler-deWitt, no nosso caso, se transforma em uma
equacao de Schrodinger com um potencial da forma a 2? — ba?. Esse poten-
cial d& origem a uma barreira que a radiagao primordial do universo tem
que tunelar para dar origem ao conteido material presente no universo a-
tual. Com o intuito de estudar a probabilidade de tunelamento do universo
através dessa barreira de potencial, resolvemos numericamente a equacao de
Schrodinger do nosso modelo. Calculamos, também via métodos numeéricos,
a probabilidade de tunelamento como funcao da energia média da radiacao
e da constante cosmoldgica, os parametros do nosso modelo. Comparamos
esses resultados obtidos numericamente com os resultados obtidos pelo uso
da aproximacao WKB.

Palavras Chave: Métodos Numéricos em Fisica, Relatividade Geral, Pro-
babilidade de Tunelamento.

Areas do Conhecimento: Relatividade Geral, Gravitacao Quantica.
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Abstract

In this dissertation we revised the canonical quantization of General Re-
lativity, up to the derivation of the Wheeler-deWitt equation. Using that
theory, we studied a cosmological model described by a closed Friedmann-
Robertson-Walker space-time with radiation and a positive cosmological con-
stant. That model describes, at the quantum level, the birth of an asymp-
totically DeSitter universe through the tunneling process. In our case, the
Wheeler-deWitt equation becomes a Schrodinger equation with a potential
of the form a 2% — b x*. This potential originates a barrier that the primordial
radiation has to tunnel in order to form the material content of our present
universe. With the objective of studying the tunneling probability of the uni-
verse through this barrier, we solved numerically the Schrodinger equation
of our model. Also using numerical methods, we computed the tunneling
probability as a function of the mean energy radiation and the cosmological
constant, the parameters of our model. We compared our numerical results
with the ones calculated using the WKB approximation.
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Notacgoes e convencgoes

Nesta dissertagao convencionaremos que indices gregos (a, 3, 7, ...)
variam de 0 a 3, e indices latinos (i, 7, k, [, ...) variam de 1 a 3. Em geral,
o indice 0 ou n referem-se ao indice da coordenada temporal, exceto quando
dito o contrario.

O elemento de linha ds® define a métrica g5 da seguinte forma
ds? = gap dz® da”

Adotando-se esta métrica quadri-dimensional ¢, entdo o simbolo de

Christoffel (do segundo tipo) é dado por

g 1 g
5= 59 A <g>\a>ﬁ + 9rgsa — %ﬁu)

onde a virgula significa derivacao simples.

Assim, o tensor de curvatura de Riemann fica definido como

Raaﬁ)\ = Paa)dﬁ _Faaﬁ7)\ _I—Faﬁu Fua)\ - PU)\}L Fuaﬁ

Adotamos o sistema de unidades em que as constantes A, ¢, e G sao

consideradas iguais a 1.



Capitulo 1

Introducao

Nesse trabalho vamos estudar um possivel mecanismo para criacao de nosso
universo. Vamos trabalhar com um modelo de Friedmann-Robertson-Walker
(FRW) fechado com constante cosmoldgica positiva e radiagao. A radiagao
sera tratada como um fluido perfeito. Esse modelo dara origem a uma equacao
do tipo Schrodinger, em nivel quantico, com um potencial da forma az? —bx?.
Iremos estudar a probabilidade do universo tunelar por esse barreira. Isso é
importante para a cosmologia porque pode contribuir para a discussao sobre
quais seriam as condicOes iniciais da funcao-de-onda do universo.

E interessante mencionar que esse trabalho é inovador. O problema que
estamos abordando ja foi tratado usando a aproximacao WKB (vide segao
3.4.1) mas somente para o calculo da fun¢do-de-onda [1], [2] . A inovagao do
nosso trabalho consiste em calcular a funcao-de-onda e a probabilidade de
tunelamento numericamente sem aproximacoes.

Como mencionado acima, o modelo em nivel quantico resultou numa
equacao do tipo Schrodinger que nao apresenta solucao analitica. Dessa

forma, foi necessario recorrer ao uso de um método numérico - o método de



Introducao 3

Crank-Nicolson - para resolve-la. Conseqilientemente, as grandezas de nosso
interesse que sao obtidas a partir da solucao da EDP demandam métodos
numeéricos para serem calculadas. Isso ocorre com o célculo da probabilidade
de tunelamento, que necessita de integragao e interpolagao numérica.

Este trabalho é organizado da seguinte forma. O capitulo 1 é a introducao.
O capitulo 2 aborda os aspectos essenciais para a quantizacao do modelo que
adotamos, determinacao de probabilidades em mecanica quantica e inter-
pretacoes oriundas dessas probabilidades. Nesse capitulo discutimos o for-
malismo ADM e a quantizacao de Dirac para sistemas vinculados e a inter-
pretacao de muitos mundos. No capitulo 3 abordamos os métodos numéricos
utilizados nesse trabalho, como o método de Crank-Nicolson, os métodos
para integragao e interpolagao numérica. Além disso, discutimos um pouco o
método aproximativo WKB. No capitulo 4 discutimos o modelo cosmolégico
que empregamos e os resultados obtidos nos nossos calculos da probabili-
dade e outras grandezas fisicas de nosso interesse. Finalmente, no capitulo 5

apresentamos as conclusoes que tiramos a partir dos resultados obtidos.



Capitulo 2

Formalismo ADM

2.1 Introducao

A teoria da relatividade geral (R.G.) foi introduzida por A. Einstein em
1916 [3] e promoveu uma grande modificagao conceitual na maneira de vermos
o espaco-tempo. Além disso, a R.G. trouxe predicoes de novos fenémenos e
predigoes de valores diferentes para fenomenos ja estudados, como por exem-
plo, o avanco do periélio de Merctrio. Para exemplificar os novos fendmenos
introduzidos pela R.G. podemos citar o desvio para o vermelho gravitacional,
o desvio de raios de luz ao passarem préximos a corpos massivos e as ondas
gravitacionais.

Apesar do sucesso experimental da R.G., algum tempo depois da in-
trodugao das equagoes de Einstein, em 1922, A. Friedmann obteve solugoes
para as equagoes de KEinstein para modelos cosmolégicos onde as fontes
do campo gravitacional eram representadas por fluidos. Essas solucoes sao
dindmicas e apresentam uma “época” (ou instante) no passado, singular [4].

Nessa época singular, toda a matéria do Universo estaria concentrada em vo-
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lume infinitesimal, o que daria origem a uma densidade de matéria infinita.

O surgimento dessas singularidades nas solugoes das equagoes de Eins-
tein fornece indicios de que essa teoria apresenta inconsisténcias fisicas e
matematicas. Isso porque as singularidades mencionadas acima podem ser
caracterizadas por valores inifinitos dos escalares de curvatura de Rieman e
quantidades derivadas a partir dele, e do tensor momento-energia. Como as
equacoes de Einstein sao escritas em termos dessas quantidades, temos que
apesar da R.G. prever o aparecimento dessas singularidades, uma vez que
elas aparecem a teoria perde completamente a sua capacidade de previsao.

Nos anos 60, Roger Penrose, Stephen Hawking e Robert P. Geroch, en-
tre outros, provaram em uma série de teoremas [5] que, assumindo-se cer-
tas hipoteses razoaveis, o aparecimento de singularidades nas solugoes das
equagoes de Einstein é um fato natural. A generalidade de tais solucoes se
deve ao fato de que as condigoes impostas sobre as solucoes das equagoes
de Einstein nos teoremas sao bastante gerais, de forma a incluir um grande
ntmero de solugoes. Como exemplo dessas condigoes podemos citar a neces-
sidade de que tais solugoes das equacgoes de Einstein satisfacam as condigoes
de energia forte e que nao possam apresentar curvas fechadas do tipo-tempo
5].

Assim, com o auxilio de tais teoremas, podemos concluir que as singula-
ridades sao na verdade aspectos genéricos previstos pela Relatividade Geral
para os espago-tempos. Como citado anteriormente, fazendo uma analise da
teoria, podemos perceber que as condicoes para o surgimento de singulari-
dades sao a existéncia de campos gravitacionais muito intensos (altissimas
energias), dimensoes e distancias infinitesimais e, instantes muito recuados

no passado, préximo do principio do Universo (como o caso da singularidade
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cosmolégica, na chamada época de Planck).

Historicamente, a Relatividade Geral nao foi a tnica teoria a apresentar
limitacoes. Comparando-se de forma qualitativa as limitacoes da RG com
as condi¢oes em que outras teorias cldssicas (como o eletromagnetismo de
Maxwell e a mecanica newtoniana) deixavam de ser vélidas, descobrimos
uma correlagao positiva entre a RG e estas teorias. Entao, para tentar solu-
cionar estas limitagoes, tentou-se aplicar a Relatividade Geral a mesma re-
ceita bem sucedida aplicada a estas outras teorias: o processo de quantizacgao.
Desta forma, a RG deixaria de ser aplicada nas condi¢oes de surgimento de
singularidade e passar-se-ia a aplicar a versao quantica desta teoria nestas
condicoes.

A partir dos trabalhos pioneiros de Paul Adrien Maurice Dirac [6] nos anos
50, e depois com a colaboracao de tantos outros grandes cientistas como John
Archibald Wheeler, Bryce DeWitt e Stephen Hawking, chegamos ao estagio
ainda inacabado em que hoje se encontra essa teoria de Relatividade Geral
Quantica. Tal teoria poderia ser responsavel pela compreensao de incon-
sisténcias da Relatividade Geral que ainda encontram-se inexplicadas, como
o surgimento de singularidades. Mas esta teoria ainda permanece inacabada
devido a dificuldades encontradas ao longo desses anos, como por exemplo, o
fato de ela ser perturbativamente infinita, como demonstrado por G. 'tHooft
e M. Veltman [7], S. Deser e P. van Nieuwenhuizen [8] , entre outros. Ou seja,
ela é nao renormalizavel. Estes resultados impulsionaram uma extensa busca
pela formulagao de teorias geométricas para a gravitacao que substituissem a
Relatividade Geral, que tivessem um limite cléssico dentro da precisao obser-
vacional atual, mas que em contrapartida fossem renormalizaveis e unitarias,

no nivel quantico.
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Mesmo se considerarmos que a RG é uma teoria efetiva e sua quantizacao
nos leva a uma teoria nao renormalizavel, ainda assim podemos aprender
muito a partir desse programa de quantizacao. E como exemplo de con-
hecimento 1til, podemos citar: a técnica da quantizacao que envolve a for-
mulagao Hamiltoniana de uma teoria de vinculos; a discussao de uma nova
interpretacao para a funcao-de-onda do Universo, no caso da aplicacao dessa
teoria a cosmologia; além de propriedades sem equivalentes classicos que
essa teoria quantica venha a introduzir e que sejam comuns a outras teorias
quanticas de gravitacao.

Para se obter uma teoria quantica da Relatividade Geral através do pro-
cesso de quantizacao canodnica, é necessario que se faca uma formulagao
“dinamica” da Relatividade Geral. Esta conclusao se baseia na observagao
da quantizacao canonica de outras teorias como particulas nao-relativisticas
e relativisticas, campo eletromagnético, etc. Nestas outras teorias o interes-
se estd em se determinar a evolucao de uma funcao-de-onda em relagao a
um parametro que possa caracterizar os diferentes estados do sistema em
nivel classico. Esse parametro é o tempo, e a evolugao da funcao-de-onda no
tempo obtida via quantizacao canonica para teorias como as mencionadas
acima haviam sido derivadas de maneira satisfatérias. O processo de quan-
tizacao canonica nao é adequado para ser aplicado a Relatividade Geral, pois
nao resulta em uma teoria renormalizavel. Mesmo assim, podemos assumir
que mesmo que a RG seja uma teoria efetiva e que nos leve a uma teoria
nao-renormalizavel, este processo de estudo ja seria muito importante para
entender melhor o problema da quantizacao da RG.

Assim, os pesquisadores seguiram durante anos uma formulacao “dinamica”

da Relatividade Geral, a chamada ‘Geometrodinamica’. Um dos resulta-
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dos mais importantes nessa linha de estudo foi o formalismo criado por R.
Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner, o formalismo ADM (ou split 34+1) da
Relatividade Geral [9], [10]. Vale ressaltar que esse formalismo sé foi possivel
devido ao trabalho de outros fisicos, como Dirac, que estudou a formulacao
Lagrangeana e Hamiltoniana de sistemas vinculados e parametrizados, como

por exemplo a Relatividade Geral.

2.2 Formalismo ADM da Relatividade Geral
Quantica

A via imediata para a obtencao de uma teoria quantica da Relatividade
Geral seria a aplicacao do formalismo canonico. Mas para isso é imprescin-
divel antes reescrever a Relatividade Geral em uma formulagao “dinamica”.
Numa formulagao “dinamica” estamos interessados em determinar a evolugao
de uma funcao-de-onda, em relacdo a um parametro, que caracterize de
maneira univoca diferentes estados do sistema em nivel quantico. Este pa-
rametro é o tempo e a evolugao da funcao-de-onda no tempo para as teo-
rias classicas nas quais este método havia sido anteriormente aplicado foram
obtidas de forma satisfatoria. O formalismo mais eficaz nessa linha foi o For-
malismo ADM (ou split 3+1) da Relatividade Geral desenvolvido por R.
Arnowitt, S. Deser e C. W. Misner [9], também chamado de Geometrodina-
mica. Vamos entao comecar a descricao deste formalismo.

Como sabemos, a métrica g,g de espaco-tempos quadri-dimensionais pos-
sui dez componentes independentes. Destas, apenas seis podem ser calculadas
a partir das equacoes de Einstein. As quatro componentes restantes que per-

manecem livres (devido a existéncia das Identidades de Bianchi), represen-
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tam a liberdade que temos para aplicarmos transformacoes de coordenadas
nas seis componentes dinamicas que puderam ser calculadas. Assim, pode-
mos reescrever o formalismo da Relatividade Geral de forma que a métrica
do espaco-tempo quadri-dimensional possa ser separado em trés partes. A
primeira contém os seis componentes dinamicos de g,g € com isto representa
as seis componentes independentes de métricas, simétricas, h;;, de hipersu-
perficies tri-dimensionais, tipo-espaco, que chamaremos ¢’s. As outras duas
partes corresponderiam as quatro componentes independentes restantes de
Jap- Estas duas partes sao representadas pelo escalar N e o vetor V;, o qual ¢
definido sobre as hipersuperficies tri-dimensionais, tipo-espago, com métricas
hij. A estas grandezas damos os nomes de “lapse function” (fungao lapso)
para N, e de “shift vector” (vetor deslocamento) para ;. Estas sdo quan-
tidades que devem ser fixadas externamente e sao elas que determinam a
forma pela qual as hipersuperficies tri-dimensionais do tipo-espaco evoluirao
para dar origem ao espaco-tempo quadri-dimensional.

Assim, o espago-tempo quadri-dimensional é formado pela “evolugao” de
secoes espaciais, com métricas h;j. Desta forma h;; desempenham o papel
de variaveis dinamicas da teoria, como por exemplo a posi¢ao da particula
na fisica newtoniana. Por isso, conjunto de métricas h;; de hipersuperficies
tri-dimensionais, tipo-espago formam as varidveis dinamicas da teoria da
Relatividade Geral. A arena na qual estas hipersuperficies h;; evoluem se
chama superespaco e foi primeiramente sugerida por Wheeler. Na verdade,
as variaveis dinamicas da teoria nao sao todas as métricas h;; visto que es-
tas tém ainda uma liberdade frente as transformagoes de coordenadas nas
hipersuperficies tri-dimensionais. Isto implica que as verdadeiras varidveis

sao as classes de equivaléncia das h;; frente as transformagoes de coordenadas



2.3 Reescrevendo a métrica g,z 10

nas hipersuperficies tri-dimensionais. De qualquer maneira, o superespaco
tem um nuimero infinito de componentes. Outro ponto importante é que as
métricas h;; (ou as classes de equivaléncia destas métricas) que compdem o
superespaco nao sao necessariamente regulares, na verdade, para D. Brill,
métricas singulares sao essenciais para a descricao de transicoes topologicas
[15].

Os passos seguintes sao bastante claros, ou seja, devemos reescrever todas
as quantidades da relatividade geral em termos das métricas h;;, da fungao
lapso N e do vetor deslocamento ;. Desta forma, a partir da Hamiltoniana

resultante poderemos obter a versao quantica dessa teoria.

2.3 Reescrevendo a métrica g,3

Se considerarmos duas hipersuperficies tri-dimensionais S; e Sy (como na
figura 2.1), tipo-espago, definidas respectivamente, nos instantes de tempo
t et+dt, em cada uma delas poderemos considerar uma métrica h;;, com
assinatura euclidiana. Estas métricas nos possibilitarao computar distancias
entre pontos que estejam sobre uma mesma hipersuperficie. Se as métricas
forem dadas por h;j(t,z,y,2) e hy;(t + dt,z,y, z), entdo as distancias entre

os pontos de uma mesma hipersuperficie serao genericamente dados por:
®ds? = hy; da’ da? (2.1)

onde @ se refere ao fato de estarmos restritos um espaco tri-dimensional,
h;j pode assumir os valores de h;;(t,z,y, z) e h;;(t + dt, z,y, z) dependendo
em qual hipersuperficie se encontram os pontos em questao, e onde x; sao as
coordenadas cartesianas de cada hipersuperficie.

Podemos considerar agora que a atuacao de um campo vetorial dt sobre
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Figura 2.1: Folheamento do espaco-tempo quadri-dimensional

S1 “evolui” esta hipersuperficie para uma hipersuperficie S,. Este campo
vetorial tem uma direcao no espaco-tempo quadri-dimensional em cada ponto
de Si, de tal forma que ele tem projegoes nao-nulas sobre as diregoes da
normal n e das tangentes Z; da hipersuperficie S;, no ponto em questdo.

Estas projecoes tém os seguintes valores:
n— Ndt e i — Nidt (2.2)

em que cada indice 7 corresponde ao valor da projecao de dt sobre as direcoes
Z, 9, z sobre S.

Neste formalismo, podemos calcular o intervalo entre os eventos i em S*
e 2% em S, para compard-lo com o intervalo obtido com a métrica g,z de todo
0 espago-tempo, e assim obtemos uma relacao entre g,g e as quantidades h;;,
N e N

Fazendo isto, obtemos as relagoes:

ds® = h;j(dz’ + N'dt)(dz’ + N?dt) — N* dt*
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ds* = hy N' N7 dt? + hy; N* dt da? + hy; dz’ N7 dt

+ hyjda'da? — N*d? .
ds® = (N;N7 — N?)dt* + N;dtda’ + da’ N; dt
v hydat dod. (2.3)

Comparando-se a equagdo (2.3) com a forma usual ds? = g,5 dz® dx’ do

intervalo entre eventos do espaco-tempo quadri-dimensional, temos:

g = Nij—N2 i 9 =Ni i g = Ni (2-4)
G = i (2.5)
[ Nij — N? N,
Jop = : (2.6)
| Nz hzk
T L NI
N2 N2
g = | : (2.7)
N™ pim _ NI N™
L N2 N2

A curvatura é um dos conceitos mais importantes da Relatividade Geral
para se descrever a gravitacao. Neste formalismo estamos interessados em
descrever secoes espaciais tri-dimensionais em relagao a um espaco-tempo
quadri-dimensional. Assim, para descrevermos a evolucao destas hipersu-
perficies precisaremos definir ainda outras grandezas, que introduzirao novos
conceitos de curvatura. Nao sé utilizaremos o conceito de curvatura intrinseca
como também o conceito de curvatura extrinseca em relagao ao espaco-tempo
quadri-dimensional, no qual esta hipersuperficie evolui e estd concebida.
Precisamos, portanto, definir o tensor K,j, de segunda ordem, que serd a
grandeza que medird a curvatura extrinseca de uma dada hipersuperficie n-
dimensional em relagao a um espaco n+1-dimensional, no qual essa hipersu-

perficie esta concebida. Este tensor pode ser obtido da geometria diferencial
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pelo célculo da derivada covariante da normal a esta hipersuperficie sobre
a hipersuperficie n-dimensional. A normal & hipersuperficie é dada como

n=n,=(N,0,0,0), onde N é a fungao lapso. Assim a curvatura extrinseca

Kij = ny,j; (2.8)
N on; ., ~
Mg = (9:17]'_ ij Mo =
_ 0 _
— _NTO, =
= =N [¢% Toi; + ) go* Lyij] =
1
= ~ [Foy— N * Thij] =
- |2 N o N, Tk
o (G2 w2
1 8h2]
Kij = ﬁ{Niqulei—W} (2.9)

onde o simbolo | significa derivacao covariante.

A curvatura intrinseca, medida na Relatividade Geral pelo tensor de cur-
vatura de Riemann, Rgm, também tera de ser reescrita em termos de h;; , N
e N;. A expressao de R;km é imediata, pois a tnica diferenca em relacao ao
caso do espaco-tempo quadri-dimensional sera o fato que usaremos a métrica
h;; da hipersuperficie espacial tri-dimensional, no lugar da métrica g,z de
todo o espaco-tempo quadri-dimensional. Podemos reescrever o tensor de
Riemann com a ajuda das equacoes de Gauss-Codazzi, que sao escritas em
uma base ortonormal composta por uma base da hipersuperficie mais o vetor
unitério normal 7 como se segue [10]:

1
WR™ = PR+ —— (K K™, — K K™) ; (2.10)

Nnone
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(Kij\k - Kik|j) ) (2-11)

1

Nnone

WR™, = (K2 — K" Kij) + (nanﬁ;a);ﬁ - (nanﬁ;g);a; (2.12)

onde nas equagoes (2.11) e (2.12) o indice n refere-se a coordenada temporal.
Vale lembrar que podemos representar as componentes da métrica como o
[e%

produto escalar entre os vetores de base. Assim g,, = €, €, =N -1 = Nan

e gu = e, - ¢, = 0 se n for diferente de [.

2.4 A Lagrangeana do Formalismo ADM

Através do principio variacional podemos encontrar as equagoes de Eins-

tein a partir da agdo de Einstein-Hilbert, a qual é dada em [11] por:

Sq = /d4:c v—9 YR + 2/d3:c Vh K (2.13)

onde WR é o escalar de curvatura e g é o determinante da métrica quadri-
dimensional, e onde K é o escalar da curvatura extrinseca (K = K%) e h é
o determinante da métrica tridimensional.

Assim, com o auxilio das equagoes de Gauss-Codazzi (2.10) e (2.11) re-

escrevemos a Lagrangeana de Einstein como se segue:
Lo=+—gWR==g[2WR", + 2WR™ ]. (2.14)
Mas:

~GY = (4)Rz'jij —WR2 L @RS ORI —

1
= (3)R1212 + (3)R2323 + (3)R3131 + (n no‘) [ (K21K12 - K12K12) +
+ (K%K% — KpK®) 4+ (K Ky — KigK') ] —
1 1 g
= 20 —7[K2—K”K-}. 2.1
2 i 2n,ne " (2.15)
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Assim, substituindo (2.15) e (2.12) na Lagrangeana (2.14), temos:

1 g
'CG = \/—_g (3)R+ —a (K2 — KZJKU) + 2 (no‘nﬁ;a);ﬁ — 2 (no‘nﬁ 6);,1

non ;
(2.16)

Com esse resultado (2.16) e com a expressao do elemento de volume

quadri-dimensional em termos das quantidades introduzidas no split 341:
V=g d'z = N Vhdt &z (2.17)

podemos escrever a Lagrangeana, que finalmente sera:

1

Nnone

Le=VhN |®R+

(K? = KTKy) +2 (nn” )p =2 (n"n” ) a
(2.18)
onde h € o determinante da métrica tri-dimensional h;;, e G)R é a curvatura
intrinseca da hipersuperficie tri-dimensional.
Podemos também reescrever a agao (2.13) que serd:

1 ; 1 ’
- N OR+ — (K* - KYK,; 2.1
So = 1= dt/d:r ﬁ{ R+nana( i) (2.19)

onde podemos observar claramente que os dois tltimos termos de (2.18)
desapareceram na integracao pelo fato de darem origem a termos de fronteira
(nas hipersuperficies tri-dimensionais) do tipo-espago (normal tipo-tempo) e
do tipo-tempo (normal tipo-espaco), respectivamente. O primeiro termo de
fronteira de (2.18) (do tipo-espago com normal tipo-tempo) se anula com a

segunda integral dada na definigdo da agao de Einstein-Hilbert (2.13). Ou
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seja:

/dt/d% NVh (2 (nn”,) =2 (nanﬁ;ﬁ);a} + 2/d3x¢ﬁK:

3

- /dt/d%N\/ﬁ :2 (aniJ-);i—OQ (% K);O} + 2/d3x¢ﬁK:

_ WW?/dt/d%N\/ﬁ [%(% K)] +

+2/d3x\/ﬁK:—2/d3xﬁK+ 2/d3x\/ﬁK:0.

O segundo termo de fronteira de (2.18) (do tipo-tempo com normal tipo-
espago) se anula porque estamos considerando que a hipersuperficie tipo-
tempo é fechada, e por isso nao tem fronteira.

As componentes do vetor unitario tipo-tempo 7 sao quase que automati-
camente determinadas quando se faz a substituicio da métrica g,s pela
métrica h;; com a fungao lapso e o vetor deslocamento. Assim, a condicao de
normalizacao deste quadri-vetor n é mais facilmente formulada assumindo-se
que existe uma 1-forma, também chamada de 7, por conveniéncia, dual a 7,
e tal que o produto do vetor com esta 1-forma assume o valor de n,n® = —1.

Conseqlientemente, nossa agao se torna:

1 ..
S = 1 dt/d3x N Vh[PR+ KK — K? (2.20)
m

que é a acao de Einstein-Hilbert no Formalismo ADM. A esta acao podem
ser somados termos contendo a densidade Lagrangeana de outros campos
fundamentais nao-gravitacionais (por exemplo: de matéria, gauge, etc...).
Agora podemos passar a obtencao da representacao Hamiltoniana da teoria

uma vez que obtivemos sua representacao Lagrangeana.
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2.5 A Hamiltoniana do Formalismo ADM

Comecaremos agora a identificar o espaco-de-fase da Relatividade Geral.
Os graus de liberdade dinamicos da teoria estao contidos nas métricas das
hipersuperficies tri-dimensionais, espaciais, h;;. O vetor deslocamento N * e
a funcao lapso N sao apenas fungoes que especificam a maneira pela qual
devemos evoluir as hipersuperficies para obtermos o espaco-tempo desejado.
Portanto, as coordenadas canonicas do nosso problema serao apenas os h;; e
seus momenta canonicamente conjugados II¥, definidos usualmente a partir

da seguinte derivada:
% = —8;@
8hab

onde Lg é a densidade Lagrangeana gravitacional obtida diretamente de

(2.21)

(2.20), hay é a derivada desta métrica em relacdo ao parametro tempo e I1%
é simétrico por definicao ( I1% = I1** ). Fazendo explicitamente a derivacao
indicada em (2.21), com a ajuda de (2.9), obtemos:

oL

I = 5= Vh K — K] (2.22)
ab

Caso derivéssemos a densidade Lagrangeana em relacdo a N ou N, ob-
servarfamos que tais momentos canonicamente conjugados seriam nulos, pois
a densidade Lagrangeana Lg independe das derivadas temporais de N* e N.
Logo, N* e N nao sao varidveis dinamicas da teoria. Entao estes sao multi-
plicadores de Lagrange indicando que a teoria da Relatividade Geral é uma
teoria com vinculos. Conseqiientemente, podemos concluir que partimos de
um espago de configuragdes maior que o necessario para a descri¢ao da teoria.
A Teoria Hamiltoniana de Sistemas Vinculados (THSV) garante que deve-
mos reduzir o espaco de configuracao, deixando de lado N* e N, e tomando

apenas os h;; como varidveis dinamicas da teoria (o que corrobora o que ja
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haviamos visto pela forma como o Formalismo ADM reescreve a Relatividade
Geral).

Ainda a partir da THSV, sabemos que ao se escrever a agao (2.20) em
sua forma Hamiltoniana obteremos parcelas que serao fungoes dos h;; e suas
primeiras derivadas, que aparecerao multiplicadas respectivamente pelos N* e
N. Essas parcelas sao os chamados vinculos da teoria, e serao impostos sobre
os sistemas fisicos, juntamente com as equacoes dinamicas, ao exigirmos que
as variacoes da acao em relacao aos N* e N sejam nulas sobre a “trajetéria”
fisica. Assim, com esse conhecimento vindo da THSV podemos passar ao
calculo explicito da densidade de Hamiltoniana Hg da Relatividade Geral
no Formalismo ADM.

Sabemos que a expressao geral da Hamiltoniana é dada em termos das
variaveis canonicas, seus momenta canonicamente conjugados e da Lagran-

geana original, como se segue:
He = %y — L. (2.23)

Assim, com o auxilio da expressao da Lagrangeana Lg obtida da ex-
pressao (2.20) da acdo, e com o auxilio da expressdao (2.22) dos momenta
canonicamente conjugados I1% (com a qual escrevemos K e K% em termos

de I1%), obtemos depois de alguma algebra, a seguinte expressao para He:

He=N {\/% ( T1°°TL,, — %m) —Vh <3>R} + Ny [209] + (2 N, I7)
(2.24)

onde II = Tr I1%. Iremos desprezar o tltimo termo porque este contribui

apenas como um termo de contorno para a Hamiltoniana Hg. Logo, podemos

reescrever ‘Hg da seguinte forma:

Ho = N |Gy T T = Vi OR] + Ny |-2117 . (2.25)
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Nesta expressao introduzimos a métrica do superespaco Gjjx;, que é defi-

nida como:
1

2/h

Esta é a forma contravariante da métrica do superespago, descoberta por

Giju = (hik hji + ha hjie — hij haa ) - (2.26)

DeWitt [10]. Esta métrica possui as seguintes simetrias e propriedades:
Gijki = Gjiti = Gijik = Gruj (2.27)

Gijm G = 5,,". (2.28)

O superespaco, que serd discutido mais adiante, é uma variedade de dimensao
infinita.

A partir da densidade de Hamiltoniana Hg (2.25) podemos escrever a
acao Sg da Relatividade Geral, em sua forma Hamiltoniana, no Formalismo

ADM:
1

Sqg = —
¢ 167

[Hijhij ~ NHg— N, H',| dtd (2.29)

onde

Hg= Gyu P TM — VR ®OR e Hi, = —2117 (2.30)

i

O termo Hg da acao é conhecido como o superhamiltoniana e o termo
H',, é conhecido como supermomentum. Variando-se Sg em relagio a N e
N?, e igualando a zero temos as quatro equacoes de Einstein para o vicuo
(Rap = 0), que envolvem a componente temporal Ry = Ry; = 0, e assim

obtemos as condigoes para Hg e H'y:

Hg =0 : H', =0. (2.31)
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E se variarmos S em relacao a hg, e 11%, obteremos as seguintes equacoes:

, dS¢
ha = =
b 8Hab
1
= Qh_%N (Hab_§habn)+Nb|a+Nab (2.32)
: dS¢
Hab - _ —
ahab
_ npr(@pe _Logpe) Lyt (e - L2 -
B 2 *3 ed 2
1 .
— 2Nh <H“C I - 3 HH“b) + h3 <N|b|“ - habN“;) -
+ (N° H“b)|c — 2(N®) 11 — 2(N®), 1T,

(2.33)

Os resultados (2.32) e (2.33) dao as demais Equagoes de Einstein para o
vacuo.

Na Relatividade Geral, podemos usualmente contar as Equacoes de Eins-
tein como sendo 10 equagdes independentes, subtraindo-se 4 vinculos (origi-
nados das equagoes Roy = Ry; = 0), o que resulta em 6 equacoes dinamicas
de segunda ordem. Ja no Formalismo ADM, dobra-se o niimero de equagoes
resultantes, pois nele as equagoes de segunda ordem transformam-se em
equagoes de primeira ordem, sendo 6 equacgoes independentes para hay €
outras 6 equacoes independentes para I1%, resultando em 12 equacoes de

primeira ordem.

2.5.1 Inclusao de Campos Nao-Gravitacionais

Se tivermos outros campos além do campo gravitacional no sistema fisico

sendo investigado, a acao total S para esse sistema na sua forma Hamiltoni-
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ana, no Formalismo ADM sera dada por:

1 . . .
—— | [mh, +nfé —NH—NZ-HZ] dt d*x 2.34
o ) LR 1L (2:34)
onde Hf ¢ o momento canonicamente conjugado ao campo ®z definido a
partir da variagao da densidade Lagrangeana L, da matéria em relacao

a ®°: H é dado por:
H = HG + Hmatéria (235)

onde H,,aéria ¢ & superhamiltoniana da matéria; e H ¢ é dado por:

H' = H,+ H! (2.36)

matéria

onde H?

r atéria © O supermomentum da matéria. E agora podemos passar a

quantizacao da Relatividade Geral, com o auxilio do Formalismo ADM.

2.6 Quantizacao Canonica

Poderiamos supor que a quantizagao da Relatividade Geral fosse dada
simplesmente ao transformarmos as condigoes (2.31) em puras condigoes o-
peratoriais, para os operadores obtidos das métricas tri-dimensionais, e seus
momentas conjugados. Seguindo o caminho usual, depois disso escreveriamos
uma ‘equagao de Schrodinger’ a partir da densidade de Hamiltoniana Hg
(2.25). Mas a Relatividade Geral é uma teoria vinculada (ou parametrizada),
o que é confirmado pela presenga das condigoes (2.31). Com isso torna-se
visivel que tal suposicao nao funciona para quantizar a Relatividade porque
ao aplicarmos as condigbes (2.31), a nivel operatorial & densidade de Hamil-
toniana (2.25), esta se torna identicamente nula. Isto nos indica que o cami-
nho a ser tomado para a quantizacao da Relatividade Geral na verdade sera

outro, que vem da teoria de Dirac de quantizagao de sistemas vinculados [20].
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Nesta teoria, Dirac mostra que a forma correta de obtermos uma formulagao
quantica de teorias vinculadas se da ao transformarmos estes vinculos em
operadores e impormos tais vinculos como condicoes a serem satisfeitas pela
funcao-de-onda do sistema.

Faremos uso dos resultados desta teoria aplicados a teorias parametri-
zadas, como é o caso da Relatividade Geral. A titulo de revisao, veremos
primeiramente uma aplicacao destes resultados a um sistema mais simples e
cuja equagao quantica ja nos é bastante familiar. Posteriormente a verificagao
de que as condic¢oes de quantizacao de Dirac funcionam para esse sistema mais
simples, teremos mais seguranga para usé-las na Relatividade Geral [17].

Consideremos um sistema dinamico elementar com um ntmero finito de
graus de liberdade X*, os quais sao funcoes do tempo T. A acao desse sistema
¢é dada em sua forma Lagrangeana por:

dx’
dr

S:/druﬂxﬂ = (X)) (2.37)

onde L é a Lagrangiana do sistema. Este sistema elementar, com um ntimero
finito de graus de liberdade, pode ser uma particula nao-relativistica de massa
m sobre a agdo de um campo potencial V (T, X*). A Lagrangiana deste sis-

tema é dada por:

1 dX' dXxF
Li=gmow—m 7

— V(T, X"). (2.38)

Parametrizando este sistema de tal forma que o novo parametro arbitrario

t torne este sistema num sistema vinculado, obteremos:
T=T(t) = t=tT); (2.39)

Xi=XI(T(t))=X'(t). (2.40)
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Comegemos entao a reescrever a agao (2.37) em termos desse novo para-

metro temporal (onde designamos derivadas em relagao a este por um ponto):

dr . dX' - dX' dt

T = — T _ AV v XZ T -1
T =" dt=dt ¢ a Y s =
(2.41)
S = /dt T L(T, X', X'T ') = /dt L(T, T, X, X" (2.42)

onde L(T,T,X', X" =T L(T, X", X'T ).

O sistema descrito é o mesmo que o original, portanto, continua com
o mesmo numero de graus de liberdade. Entao devemos ressaltar que as
quantidades T'(t) e T(t) devem ser tratadas apenas como funcdes de ¢ e nio
como variaveis dinamicas. As tnicas coordenadas que devem ser variadas, e
assim tratadas como varidveis dindmicas, sao os X°. Assim, definiremos as

velocidades X* e conseqilentemente os momenta canonicamente conjugados:

oL . 0L . OL 9X') . 0L

=—=T — =T : T -1
X X I(Xi) X a(xy
. oL
I, = XY = I1;. (2.43)

onde usamos explicitamente que dX = (X"). Vemos que os novos momenta
nao sao diferentes dos antigos. Da mesma forma, a Hamiltoniana H nao sera
diferente da Hamiltoniana fisica original, pois serda apenas multiplicada por

um fator 7.

H=1LX -L=1 X'-L=1L, (X)) T-TL=
= (I, (X" - L)T=HT. (2.44)

Outro resultado muito importante a se saber é que H independe de T,

quando expressa em termos de suas novas variaveis canonicas X* e II°.
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Reescrevendo a agdo (2.37) em sua forma Hamiltoniana, para a teoria

parametrizada temos:

s = /dt (ﬂ,-X"—FI):/dt (i, X~ HT) =

_ / e [11, X'~ BT, X )T (2.45)

Podemos notar que a agao (2.45) possui uma dependéncia linear tanto nas
“velocidades dinamicas ” X* quanto na “velocidade temporal” T'. Por isso,
tendemos a imaginar que o tempo fisico 7' é uma das varidveis canonicas
introduzidas {T, X'}, e conseqiientemente também tendemos a identificar
—H(T, X", 11;) com seu momentum canonicamente conjugado II;. Desta ma-

neira, a agao (2.45) fica reescrita como:
S = /dt (HT T+ 11, X) . (2.46)

Na verdade, ao fazermos isso estamos aumentando o nosso espago de fase
que descreve o sistema em questao. Mas devemos introduzir condigoes, jun-
tamente com as equagoes de movimento derivéaveis de (2.46), que possam nos
garantir que continuamos a descrever o mesmo sistema inicial. Essa condigao,
ou vinculo, é imediatamente reconhecida como sendo a informacao de que
II7 é simplesmente —H (ou seja, IIy é realmente dependente das demais

varidveis canonicas). Assim, nossa func¢ao de vinculo é:
¢ =1y + H(T, X', 1I;) = 0. (2.47)

Agora teremos que introduzir o vinculo (2.47) nesta agdo (2.46) para
podermos varia-la livremente em termos das variaveis canonicas, . Isto é feito
com a ajuda do multiplicador de Lagrange N, o qual pode ser no méaximo

uma fun¢ado do parametro ¢, de tal forma que a agao (2.46) fica reescrita
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COIMO:
S:/dt (HTT+ﬁiXi—N¢>. (2.48)

Assim podemos obter as equagoes de movimento e o vinculo (2.47) ao vari-
armos (2.48) em relagao as varidveis canonicas {T', Iy ; X*, II;}, e ao multipli-
cador de Lagrange N(t). Conseqiilentemente, para desparametrizarmos esta
teoria, seguindo o caminho inverso (ou seja, & partir da acao (2.48) obter-
mos a agao (2.37) ), devemos (i) resolver o vinculo (2.47) para o0 momentum
canonico Iy, (i7) substituir esse valor na acao (2.48) e, (iit) escolher T
como sendo uma variavel que marca o tempo na teoria, e identificd-lo com
o parametro temporal t. Depois nds retornamos a agao fisica escrita em sua
forma Hamiltoniana. Primeiramente, voltemos agora ao caso da particula
nao-relativistica, de massa m, sob a a¢ao de um potencial V (T, X*), cuja La-
grangeana ¢ dada por (2.38). Dessa Lagrangeana é imediato determinarmos
a Hamiltoniana nao-relativistica Hpyg.

Hpngp = L gk IL I, + V(T, X?) (2.49)
2m
em que usamos os novos momenta II; pois de (2.43) estes momentum sao
iguais aos anteriores. Para este caso particular da Hamiltoniana da particula
nao-relativistica podemos também verificar o resultado de que H independe
de T .
Com o auxilio da Hamiltoniana Hpy g podemos reescrever o vinculo (2.47)

para esta teoria:
1 o~ o~ .
opnr = lp + — §*IL 10, + V(T, X7). (2.50)
2m

A quantizacao desta teoria sera efetuada seguindo as instrugdes do For-

malismo de Dirac para quantizacao de sistemas vinculados. Conforme men-
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cionado brevemente, a maneira de se quantizar teorias parametrizadas (por
exemplo, o caso citado de particulas nao-relativisticas) é dada por:

(i) Considere todas as coordenadas canonicas {7, X’} e todos os mo-
menta canonicamente conjugados {IIr,II;} e transforme-os em operadores,

satisfazendo as relagoes de comutacao usuais.

X7, X = ([, T =0, [X/,T] =106 (2.51)

[Hj’T] = [Xj>T] = [Xj>ﬁT] = [ﬁj>ﬁT] =0, [Ta HT] =1 (2'52)

(ii) Escolha a representacio {X'} e substitua os momenta pelos oper-

adores diferenciais:

~ .0 .0
Hj = —ZW s HT = —Za—T. (253)

(i17) Introduza uma fungao W(X7, T') que representard o estado do sistema
a nivel quantico na representacao { X7, T};

(iv) Substitua os operadores momenta (2.53) no vinculo (2.50) e imponha
este vinculo como uma condigio a ser satisfeita pela fungao-de-onda ¥ (X7, T')

introduzida em (i7i), que usando ¢pyg fica:

o1, PR
B oV

As equagoes (2.54) e (2.55) representam a equagao de Schrodinger para
o caso da particula nao-relativistica, de massa m, sobre a acao do potencial
V(X7). Vemos entao que para esse caso a Regra de Quantizagao de Dirac para
sistemas parametrizados funciona. A partir deste resultado, vamos aplicar as

regras (i) a (iv) para o caso da Relatividade Geral.
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Introduziremos as relacoes de comutagao
[ (X), hu ((X))] = [IPF(XT), I ((X7))] = 0; (2.56)
) im i\/ 1 I tm m gl ) 7\/
(X, I (X)) = i (8L 67+ 67 01) (X, (X)) (257)

Depois disso, introduziremos a fungao-de-onda W, que na representacao

da métrica se torna um funcional da métrica h;;:
U = Wh (X)) (2.58)

Nessa mesma representacao, os momenta sao substituidos por derivadas
funcionais em relagao a métrica h;;:

0

ik my __ _ »
I (xX™) = Ziéhik(Xm)

(2.59)

e, finalmente, substituimos esses operadores (2.59) nos vinculos superhamil-
toniano e supermomentum (2.31) e, impomos estes vinculos como restri¢oes

na funcdo-de-onda (2.58), obtendo as equagoes:

52w
Ohig(X7) Ol (X7)

(5i) L 20

Glikim (X7) +h2(XY) R(XY) ¥ = 0; (2.60)

2.7 A Equacao de Wheeler-DeWitt

A equagao (2.61) é o vinculo do supermomentum e a equagao (2.60) é
a famosa Equacao de Wheeler-DeWitt [10], [12]. A nivel cldssico o super-
momentum ¢ o gerador de difeomorfismos ou transformagcoes de coordenadas
nas hipersuperficies ¥’s, tri-dimensionais do tipo-espago. Isto pode ser confir-

mado calculando-se o parénteses de Poisson entre o supermomentum e todas
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as outras variaveis canonicas. Com isto, o significado do vinculo do super-
momentum dado na segunda parte de (2.31), ainda a nivel classico, é que a
descricao da geometrodinamica é independente de transformagcoes de coorde-
nadas em uma dada hipersuperficie . Ou seja, esse resultado nos mostra que
as varidveis da nossa teoria nao sao exatamente os h;;, mas sim as classes de
equivaléncia destas métricas frente aos difeomorfismos nas hipersuperficies
>’s consideradas.

A nivel quantico, o significado da imposi¢ao do vinculo do supermomen-
tum sobre a fun¢ao-de-onda ¥ (2.61), segue diretamente do significado a nivel
classico exposto acima. Em outras palavras, o vinculo (2.61) do supermomen-
tum restringe a dependéncia de ¥ nao das métricas h;; individualmente, mas
sim das classes de equivaléncia de h;; frente aos difeomorfismos nas hiper-
superficies ¥’s consideradas. Para comprovar isto, vejamos o caso em que se
desloca o argumento da fungao-de-onda por um difeomorfismo na hipersu-

perficie dado como:

Xt — X' (2.62)

Assim, em primeira ordem temos:

;o oX! gxm™
ky k _ k I el mo_em o\ _
Hy(X) = () S S = (X (8= €% ) (67 —€my)
= Rig(X*) = By (X*) 6,1 €™ 5 —hum(X®) 6,7 €L (2.63)
Mas sabemos que:
hiy(X'F) = hyp(XF — €)= by (XF) — hiji €F (2.64)

e ainda que

hlmgmaj: (hlm gm)7j_h’lm7j gm:é-l’j_hlm’j gm (265>
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Assim, aplicando (2.64) e (2.65) em (2.63), obtemos:

h;j - hij’k gk = hij - 5il €1, _himaj §m— 5jm Emyi _hjlai gl

1
hiy = hij— &§ij—&jri —2him 5 h (hz’mu' hjmi _hijam> &
h’ij = hij - givj - é-jm' -2 hml Flij §m (266)

e finalmente:

hij = hij = &i1j = &1 = hij = &(ily) (2.67)
onde as métricas h;; e h;j j4 estdo aplicadas no ponto X* e o simbolo |
novamente significa derivacao covariante.

Se agora fizermos uma expansao do funcional de W[ h;; + £(;|,)] ao redor

de hj;, em primeira ordem em &;|; , n6s obtemos:

ow
Ulhij + &) = ‘I’[hij]+/d3x 52“%
o
= \Il[hlj] "‘/ [(515}%)) _gi (5}12]) |
oW = Wlhi + &) — V[hy] ’

— /d?’xg (5%) /d2 (@ 5%) ej.  (2.68)

Vemos que a segunda integral em (2.68) nos dd um termo de superficie

que se anula, pois lidamos com hipersuperficies compactas. Assim, a variacao

U = /d?’x 13 (;:’) —/d?’g,- H' . (2.69)

Podemos ver de (2.69) que as fungoes-de-onda que satisfazem o vinculo

em ¥ sera:

do supermomentum (2.61) na verdade nao sentem o difeomorfismo (2.62),

pois nao sao alteradas [21].
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A superhamiltoniana a nivel classico é o gerador das transformacoes
no parametro t, ou seja, de translagoes temporais. Assim o vinculo da su-
perhamiltoniana, dado na primeira parte de (2.31), forga a descricao ge-
ometrodinamica a ser independente de difeomorfismos envolvendo o parametro
t.

A nivel quantico, o vinculo (2.60) sobre ¥[h;;] indica que ¥ deve depender
apenas de quantidades que sejam independentes de reparametrizacoes de t. A
demonstragao deste resultado, para Relatividade Geral, nao é muito simples,
pois ¥ é definida sobre as hipersuperficies ¥’s e as reparametrizagoes em t
sao elementos de um grupo completo de difeomorfismos em 4-dimensoes [22].

E razodvel assumir que a funcdo-de-onda U[h;;] é obtida ao resolver-
mos a equacao de Wheeler-DeWitt. Além disso, do estudo da particula nao-
relativistica parametrizada, temos a indicacao de que uma das trés funcoes
que dao os graus de liberdade geometrodinamicos deve representar um tempo
intrinseco, e as duas outras representam os verdadeiros graus de liberdade do
campo gravitacional. Infelizmente, nao se sabe como separar de forma geral
as variaveis dinamicas do tempo.

Assim, a equagdo de Wheeler-DeWitt (2.60) é uma equacao diferencial
funcional, de segunda ordem nos h;;’s, que descreve a evolucao de W[h;].
Em geral, obtemos um grande nimero de solugoes para essa equagao. Desta
forma, é necessario impor certas condi¢oes de contorno para selecionarmos
uma destas solucoes. Na proxima sessao trataremos desta andlise.

Na verdade, a passagem dos vinculos classicos (2.31) para as equacoes
quanticas correspondentes (2.60) e (2.61) nao é tao suave quanto poderia
parecer. N6s temos o famoso problema de ordenamento dos termos que en-

volvem os momenta 1%,
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No caso do vinculo do supermomentum, o problema do ordenamento é
resolvido de forma trivial, resultando dai somente a equagao (2.61). J& no
caso da equacao de Wheeler-DeWitt o problema é nao trivial, e a forma
da equacao resultante vai depender da proposta feita para o ordenamento. A
proposta mais aceita na literatura é aquela feita por DeWitt e, mais tarde, por
Hawking e Page [18]: “o operador diferencial funcional, de segunda ordem,
que aparece na equacgao de Wheeler-DeWitt deve ser escrito como o operador
laplaciano, na métrica de DeWitt do Superespaco”.

De forma heuristica, seguindo esta regra de ordenamento, a equacao de

Wheeler-DeWitt (2.60), ficaria reescrita da seguinte forma:
V2U[hi;] + Vh (X)) R(X?) W[hy] =0 (2.70)

onde V2 ¢ o laplaciano na métrica de DeWitt.

A introducdo de outros campos é razoavelmente direta [14]. Vemos de
(2.35) e (2.36) que o vinculo do supermomentum e a equacao de Wheeler-
DeWitt serao modificados para se introduzir os operadores associados ao
campo de matéria e seus momenta canonicamente conjugado. Esses oper-
adores devem satisfazer a algebra dos comutadores entre si e as demais
variaveis do campo gravitacional. O acoplamento de outros campos ¢ nao-
gravitacionais implicam num aumento do superespaco. Este aumento serve
justamente para se levar em consideracao os graus de liberdade destes novos
campos. Desta forma, a fungao-de-onda deixard de depender apenas dos h;;

mas agora também dependera de ¢. Portanto a funcao-de-onda passara a ser:
U=y, 8] (2.71)

Em particular, a equagao de Wheeler-DeWitt para este caso, com a proposta
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de ordenamento de DeWitt, serda dada por:
V2U[hij, "] + Vh R lhy, ¢ + Vihg, 6] ©lh, ¢*] =0 (2.72)

onde V? é o laplaciano na métrica de DeWitt do novo superespaco, agora

contendo também explicitamente os graus de liberdade do campo de matéria.

2.7.1 Condicoes de contorno para a determinacao das

funcoes-de-onda

As condicoes iniciais e de contorno exercem papel crucial em todas as teo-
rias fisicas. E para o caso da quantizacao da Relatividade Geral nao poderia
ser diferente. Por isso, uma analise cuidadosa é essencial. No caso da quan-
tizagao da Relatividade Geral existem ao menos duas maneiras de se calcu-
lar o estado quantico de um dado sistema: através da quantizacao candnica
(equagao de Wheeler-DeWitt (2.70)) ou através do método das integrais de
caminho. Ambas as técnicas requerem que, para a determinacao completa das
fungoes-de-onda, antes seja feita a andlise de condigoes de contorno. E esta
exigéncia ocorre devido ora a natureza matematica da integral de caminho,
ora ao fato de que a equagao de Wheeler-DeWitt é uma equacao pseudo-
hiperbédlica independente do tempo. E esta investigacao das condigoes de
contorno impostas sobre a fungao-de-onda do Universo que nos levara ao
caminho para se estudar a aplicacao da Relatividade Geral Quantica a Cos-
mologia, e com isto se obter uma Cosmologia Quantica.

Podemos mencionar duas propostas de condi¢oes de contorno que sao as
mais difundidas e estudadas. Estas propostas sao a ‘Condicao de Auséncia
de Contorno’, proposta por Hartle e Hawking [19],[13] para o caso da quan-

tizagao através das integrais de caminho, onde devemos impor tais condicoes



2.7 A Equacao de Wheeler-DeWitt 33

de contorno sobre duas hipersuperficies espaciais distintas; e a ‘Condicao de
Contorno de Tunelamento’, proposta por Vilenkin [23], [24] para o caso da
quantizagao via solucao da equacao de Wheeler-DeWitt, onde as condicoes
de contorno deverao ser aplicadas sobre uma unica hipersuperficie espacial.
Estas condigoes de contorno definirao o estado dos campos gravitacional e
nao-gravitacionais que estiverem presentes no modelo particular. Por com-
pleteza, visto que iremos trabalhar com a equacao de Wheeler-deWitt, vamos

introduzir as idéias basicas da ‘Condigao de Contorno de Tunelamento’.

Condicao de Contorno de Tunelamento

Esta proposta de andlise das condigoes de contorno, que também contou
com a colaboracao de Linde [25], é na verdade uma condi¢ao para solugoes
da equacao de Wheeler-DeWitt principalmente para modelos em Cosmologia
Quantica. O objetivo é encontrar uma fun¢ao-de-onda para o Universo de tal
forma que este nao tenha uma singularidade inicial. Como esta proposta con-
siste em restricoes impostas sobre as solucoes da equagao de Wheeler-DeWitt
em regioes assintéticas ou contornos do superespaco, precisamos entao ana-
lisar tais contornos.

Entendemos por contorno de superespago como sendo as configuragoes
singulares da geometria e dos campos de matéria. E configuragoes singulares
sao aquelas configuracoes que contéem pontos ou regices de curvatura in-
finita (tri-dimensional) ou valores infinitos do campo de matéria ¢4 ou ainda
suas derivadas J;¢ 4, bem como configuracoes de volume de hipersuperficies
espaciais (tri-dimensionais) infinito. Devemos salientar que se tivermos ge-
ometrias tri-dimensionais singulares isto nao implicara que espago-tempos

quadri-dimensionais formados a partir delas sejam também singulares.
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Um exemplo cléssico (com assinatura euclidiana) é a hipersuperficie esfé-
rica quadri-dimensional S*, formada por foliacao de hipersuperficies esféricas
tri-dimensionais S3. Os S? préximos aos pélos tem raios quase nulos nessa
folheacdo, e os escalares de curvatura tri-dimensionais ) R divergem pra in-
finito. Em compensacao o S* ¢é perfeitamente regular nos pélos. Outro exem-
plo, mas agora de assinatura Lorentziana e espacialmente aberto, é o espaco-
tempo anti-deSitter foliado por hipersuperficies tri-dimensionais abertas de

constante de curvatura negativa, dado pela seguinte métrica [5]:
ds® = —dt* + cos*t [ dx* + senh®x (d6* + sen®d d¢*) . (2.73)

A hipersuperficie tri-dimensional que folheia o espaco-tempo anti-deSitter
apresenta uma singularidade em ¢ = 7. Esta ¢ na verdade uma singularida-
de aparente para o espaco-tempo anti-deSitter pois pode ser removida através
de uma mudanca no sistema de coordenadas, o que poderia ser interpretado
como uma nova foliacao do espago-tempo quadri-dimensional.

Assim, levando-se em consideracao os diferentes tipos de singularidades,
podemos entao separar o contorno do superespago em duas partes. A primeira
chamaremos de contorno nao-singular do superespacgo, que é formada por
hipersuperficies tri-dimensionais cujas tnicas singularidades sao aquelas ge-
radas quando folheia-se variedades quadri-dimensionais regulares (como as
citadas anteriormente). A segunda parte, engloba o restante do contorno e é
chamado de contorno singular do superespaco.

Como o préprio nome da proposta (Tunelamento) sugere devemos ainda
definir nogoes de modos ‘outgoing’ (que saem) e ‘ingoing’ (que adentram).

Para entendermos melhor estes significados vejamos primeiro um exemplo, a



2.7 A Equacao de Wheeler-DeWitt 35

equacao de Klein-Gordon:

[D+<%) *|lw=o. (2.74)

As solugoes ¥ para a equacao (2.74) podem ser escritas em termos de
ondas com frequéncia positiva ou ondas com freqiiéncia negativa, dadas res-

pectivamente por:

U, =A e X W = A et XY (2.75)

onde k, = (—w, /Z) e w > 0. Podemos usar o vetor de Killing tipo-tempo —i%
para se fazer uma classificacao em relagao a positividade ou negatividade da
freqiiéncia da onda. Ou seja, as ondas W, e W_ (2.75) sdo auto-fungdes do
vetor de Killing. Assim a frequéncia serd positiva ou negativa dependendo

dos sinais dos seus auto-valores:

) TR _ov
o ot

= —wl_, (2.76)

Outra forma de caracteriza-las poderia ser feita através do sinal da com-

ponente temporal da corrente conservada de Klein-Gordon:

JH=(J°J) (2.77)
onde
0 __ 3 *a_\lj _ 8\11* .
1= <x11 5 V) (2.78)
J= % (\p*(ﬁy) - xyﬁ\p*)) . (2.79)

e também J* = 0. Com isto, podemos escrever os valores J° (2.78) para

U, e U_ (2.75):

JO=—wlA ), I =+w|A_]? (2.80)
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e como vemos os sinais das duas componentes sao opostos. Poderemos escre-
ver uma solu¢ao qualquer da equagao de Klein-Gordon em termos das ondas
U, e U_. Estas ondas sao usadas para se impor condigoes sobre os propa-
gadores mais aceitaveis da teoria. Em particular, define-se o propagador de
Feynman, o qual tem a propriedade que somente as solucoes com frequéncia
positiva, ou que podem ser escritas somente em termos de ¥, , se propagam
para o futuro a partir de uma interacao [26], [27].

Podemos entao fazer uma analogia entre a equagao de Klein-Gordon e a
equacao de Wheeler-DeWitt e perceber que existem solugoes do tipo onda
para a equacao de Wheeler-DeWitt, com frequéncias positiva ou negativa
(2.75). Usando esta analogia, poderemos no caso da equacao de Wheeler-
DeWitt, definir também uma corrente conservada que participard da defini¢ao
de medida de probabilidade. Com estas solucoes poderemos obter solucoes
mais gerais a partir de suas combinagoes lineares, introduzindo condigoes de
contorno analogas aquelas que nos levaram ao propagador de Feynman na
teoria de Klein-Gordon.

Contudo, observamos agora um problema. Vimos que a defini¢ao de ondas
com frequéncias positivas e negativas depende da existéncia de um vetor de
Killing (do tipo-tempo) em todo o espago-tempo de Minkowski. Mas sabemos
que para o caso do superespaco em geral nao existe tal vetor (sobre todo
o superespago). Portanto, diferentemente da solugao da equagao de Klein-
Gordon, agora, para a equagao de Wheeler-DeWitt, nao poderemos em todos
os casos encontrar solugoes do tipo W, e W_ (2.75).

Mesmo assim, ainda é possivel obter-se solucoes do tipo ¥, e W_ para
a equacao de Wheeler-DeWitt, bastando restringir-se a certas regices do su-

perespaco, como por exemplo, regioes préximas ao contorno. Em tais regioes
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é possivel definir-se um vetor de Killing associado a uma direcao que dé uma
medida da aproximagao ou afastamento do contorno. Depois poderemos es-
crever solugoes para a equacao de Wheeler-DeWitt na dependéncia desse
vetor de Killing. Sao estas as solugoes chamadas de ‘ingoing’ e ‘outgoig’,

sendo do tipo oscilatério dadas por:
U =Ce'® (2.81)

onde C serd uma constante complexa e S é uma solugao da equagao de
Hamilton-Jacobi.

Usando (2.81) em (2.79) obtemos
J = % [C’* e_isv(C' )y - C eisv(C* e_is)]
J=—|C]VSs (2.82)

Assim, podemos usar esta corrente (2.82) para caracterizar as solugoes (2.81)
em ‘ingoing’ e ‘outgoing’. Se no contorno, o vetor —?S apontar para fora da
hipersuperficie definida pelo contorno, no superespaco, entao tais solucgoes
oscilatérias (2.81) serdo chamadas de ‘outgoing’. Se no contorno, o vetor
—?S apontar para dentro da hipersuperficie definida pelo contorno, no su-
perespago, entao tais solugoes oscilatérias (2.81) serdo chamadas de ‘ingoing’.

Agora que temos as defini¢oes de solugoes ‘ingoing’ e ‘outgoing’ no con-
torno e as defini¢oes de contornos singulares e nao-singulares podemos fi-
nalmente expor a formulagao de Vilenkin para a Condi¢ao de Contorno de

Tunelamento:

“A funcgao-de-onda de tunelamento Wp, é uma solucao da
equacao de Wheeler-DeWitt que é limitada em todo o su-
perespaco, e que consiste somente de componentes ‘outgoing’

em contornos singulares do superespaco.”
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Embora haja possiveis ambiguidades na sua definicao e o impedimento
de se usar esta proposta em situacoes mais gerais, podemos mostrar que ao
se restringir a minisuperespacos tais condigoes da proposta de Tunelamento
sao bastante claras e definem univocamente solucoes da equacao de Wheeler-

DeWitt [23], [24], [21].

2.8 Minisuperespaco

Vimos anteriormente que ha pelo menos uma maneira de calcularmos
a funcdo-de-onda da Relatividade Geral Quantica U[h;;, ¢*], que é através
da resolugao da equagao de Wheeler-DeWitt (2.72). Esta equagao é definida
em uma variedade de dimensao infinita e a esta variedade da-se o nome de
superespaco. Assim, C. Misner sistematizou, em [28], uma aproximagao que
reduz o superespaco de dimensao infinita a uma variedade de dimensao finita,
chamada de minisuperespaco.

O minisuperespaco é obtido a partir do superespago por eliminacao de
algumas componentes da métrica g, e simplificagoes das componentes res-
tantes. Embora ainda nao esteja claro se essa reducao a minisuperespacos
consiste em uma aproximacao sisteméatica ou a um mecanismo para estudar
certos aspectos isolados da teoria completa, podemos mesmo assim tentar jus-
tifica-la observando a metodologia de estudo na Relatividade Geral Classica.
Quando estudamos sistemas gravitacionais como a Cosmologia ou Buracos
Negros, usando a Relatividade Geral Classica, comecamos a considerar os
ansatz mais simétricos e simplificados para a métricas dos espago-tempos
que representem tais sistemas. Temos a esperanca de entender algumas pro-

priedades desses sistemas através das solucoes das Equagoes de Einstein obti-
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das para esses ansatz. Em Cosmologia, tais simplificacoes sao bem aceitas,
e uma boa justificativa é o fato de que acredita-se atualmente que em larga
escala o Universo seja aproximadamente homogéneo e isotrépico.

De uma maneira mais precisa, quando a Relatividade Geral estd escrita no
Formalismo ADM, a reducao para minisuperespacos usualmente envolve as
seguintes simplifica¢oes: na métrica (2.6) fazemos a fungao lapso homogénea,
N = N(t), e o vetor deslocamento igual a zero, N = 0, de tal forma que

podemos escrever (2.3) como
ds® = —N?(t) dt + hij(z,t) dz’ da’. (2.83)

Quanto a tri-métrica h;;(x,t) restringimos esta a ser também homogénea,
de tal forma que suas componentes passam a ser dadas pelo produto entre
funcoes das coordenadas espaciais que sao homogéneas e um nimero finito
de fungoes de t, digamos ¢*(t) onde o = 1,2,...,m (m = nimero maximo
de componentes independentes de h;;). Podemos restringir a tri-métrica das
seguintes formas:

(a) Como as segoes espaciais dos espago-tempos do tipo Robertson-Walker:
hij(z,t) da' da? = a*(t) (d3)? (2.84)

onde (d€23)? é o elemento de linha da tri-esfera S%; e ¢*(t) = a onde o = 1;
(b) Como uma métrica de uma hipersuperficie, do tipo-espago, homogénea

e anisotrépica, com topologia S x S2,
hij(z,t) dz’ da? = a*(t) dr? + b*(t) (d§dy)? (2.85)

onde (d€2)? é o elemento de linha de uma superficie esférica bi-dimensional

S?, r é uma coordenada periddica e ¢®(t) = (a,b) onde a = 1, 2;
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(c) (No caso mais geral) Como uma métrica de uma hipersuperficie, do
tipo-espago, homogénea e anisotrépica, como nas secoes espaciais de espago-

tempos do tipo Bianchi
hij(z,t) da' da’ = a*(t) By w' W’ (2.86)

onde w’ sdo uma base de 1-formas e ¢®(t) consiste do produto entre a?(t) e os
varios componentes da matriz 3, os quais descrevem o grau de anisotropia das
segoes espaciais (o = nimero méximo de componentes ndo-nulas da matriz
).

Nés podemos reescrever, em termos de N (t) e das fungdes ¢“(t), todas as
quantidades até aqui obtidas e, com isto, obter as quantizagoes candnicas no
ambito dos minisuperespacos. Para isto, comecemos reescrevendo a acao de
Einstein-Hilbert (2.20) mais campos de matéria, em sua forma Lagrangeana
no Formalismo ADM. Com as restrigoes da métrica mencionadas acima, a

agao (2.20) fica com a forma geral:

S N0] = [ @tV |5 dl -0 - 287

/01 dt L (2.88)

onde f,3(q) é a métrica de DeWitt (i reduzida para minisuperespacos; os
limites de integracao em t podem ser sempre feitos igual a 0 e 1, ajustando-
se para isso t e N; as fungoes ¢“(t) em (2.87) descrevem nao sé os graus de
liberdade gravitacionais, mas também os graus de liberdade associados aos
campos de matéria presentes em (2.20).

A expressao (2.87), tem a forma da acdo de uma particula pontual, re-
lativistica, movendo-se em um espago curvo, com m (limite superior de «)

dimensoes. Notamos aqui um aspecto bastante importante, e que em certo
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sentido justifica a reducao para minisuperespacos, o problema original bas-
tante complicado de teoria de campos (Relatividade Geral Quantica no su-
perespago) foi reduzido a um problema muito mais simples de Mecanica
Quantica de particulas (Relatividade Geral Quantica no minisuperespago).
Se nds variarmos a agao (2.87) em relacdo aos ¢“(t), nés obtemos as

seguintes equagoes de movimento:

d OL 0L
—— = = (2.89)
dt g  Oq~
de onde podemos obter pela substituicao de L dada em (2.88):
1d (¢ 1 oU
U ——T*. > b pPA T 2.

onde I, ; é o simbolo de Christoffel construido a partir da métrica fos. Se

variarmos agora a agao (2.87) em termos de N obtemos o seguinte vinculo:

o =0= g fus i &+ Ula). 2.91)
As equagoes (2.90) e (2.91) descrevem o movimento de uma particula
teste no minisuperespaco sob a acao de uma forca fP U /dq>.
Por consisténcia, as equagoes (2.90) e (2.91) devem ser equivalentes re-

spectivamente, as componentes espacial-espacial (ij) e temporal-temporal

(tt) das equagoes de Einstein

1
Rag — 5 Rgag = 87TTa5 (2.92)

e obviamente as componentes temporal-espacial (0i) de (2.92) devem ser tri-
vialmente satisfeitas para os modelos de minisuperespacos. Esses resultados
nao sao, entretanto, garantidos para todos os modelos de minisuperespaco.
Isso significa que, se introduzirmos um ansatz para a métrica do modelo do

minisuperespaco na acao, e fizermos as variacoes necessarias dessa acao para
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obtermos as equacoes de movimento, essas equagoes nao sao necessariamente
as mesmas obtidas de (2.92) pela substitui¢ao direta desse ansatz em (2.92).
Os minisuperespacos que podemos considerar serao, entao, somente aqueles
para os quais as equagoes de movimentos provenientes da variacao da acao,
ou do uso direto de (2.92) coincidirem.

No Formalismo de minisuperespacos, podemos definir a Hamiltoniana da
maneira usual, introduzindo inicialmente os momenta (p,) canonicamente

conjugado as varidveis g, com a ajuda da Lagrangeana (2.88):

oL, ¢’
Pa = P faﬁﬁ- (2.93)

Desta forma a Hamiltoniana canonica fica dada por:
0% 1 «
Ho=pad® —L=N |of* pups+Ula)| =N H (294

onde f*#(q) é a inversa da métrica f,s(q) do minisuperespago, e notamos
explicitamente a auséncia de uma contribuicao do tipo N? H; associado ao
supermomentum. Nesse caso reduzido temos, entao, que o tnico vinculo da

teoria é a superhamiltoniana, a qual classicamente deve se anular:

1
H= 3 % pa ps+Ulq) = 0. (2.95)

Da teoria escrita em sua forma Hamiltoniana podemos obter diretamente
a quantizacao canonica da teoria. Para isso introduzimos uma funcao-de-onda
U(g%), que representa o estado da geometria, as relagdes de comutagao entre
as variaveis canonicas da teoria, e finalmente exigimos que o tinico vinculo
H (2.95), escrito na forma operatorial, na representacido das coordenadas,

aniquile a fun¢ao-de-onda,

o J— - a o S
H( q, Pa = Za—qa) ‘I’(q )—0- (2-96)
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Se usarmos a proposta de DeWitt para resolver o problema do ordenamento

nos termos que envolvem os momenta p,, nés poderemos escrever a equagao

de Wheeler-DeWitt (2.96), como ,
1
—5VUg*] + U(g*) W[g"] =0 (2.97)

onde V? é o laplaciano na métrica do minisuperespaco fu5(¢%).

Vemos entao que podemos reescrever toda a teoria em termos da redugao
para minisuperespagos, e a partir dai podemos usar estes modelos bastante
simples para obter resultados.

Vamos falar um pouco agora sobre como medir probabilidades e inter-

preta-las em cosmologia quantica.

2.9 Medida de Probabilidade

Uma das propostas mais aceitas atualmente para esta definicao de medida
de probabilidade é a proposta baseada na analogia formal entre a equacao de
Klein-Gordon para campos escalares no espaco-tempo plano de Minkowski
e a equacao de Wheeler-DeWitt (2.62) para a funcao-de-onda W[h;;, ¢ 4] no
superespago. Uma vez que obtivemos a corrente conservada para o caso da
equagao de Wheeler-DeWitt, podemos agora definir com este J uma medida
de probabilidade. Para isto, tomemos a equagdo de Wheeler-DeWitt (2.62) e

multipliquemos esta por U*[h;;, @], pela esquerda,
VAR RS (\/ER n f/) U= 0. (2.98)

Os operadores R e V sao operadores unitarios, funcionais, reais, de h;;

e ¢4. Tomando-se agora o complexo conjugado transposto (7) de (2.62) e
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multiplicando ¥ pela esquerda teremos:
mv%¢+w@%ﬁ+vywzo (2.99)

Sabemos que os operadores ReV dependem exclusivamente de h;; e 4.

Entao ao subtrair a equacao (2.99) da (2.98) obteremos:

U V20— 0 V2U* =0
— — —
V~@ﬁVW—@vwﬂ:Q (2.100)

Definiremos agora o vetor entre parénteses como sendo proporcional a
uma corrente f, o qual percebemos que é conservado no superespaco:
f:%@ﬁ?@—@?@ﬂ; (2.101)
v.J=o. (2.102)
Esta corrente J (2.101) é analoga aquela encontrada a partir da equacao de
Klein-Gordon.

A medida de probabilidade pode ser definida a partir da corrente conser-
vada J como sendo dada pelo fluxo de J através das hipersuperficies do su-
perespaco. Para tal, J deve interceptar tais hipersuperficies no superespaco
apenas uma unica vez. Para o caso da equacao de Klein-Gordon nao pre-
cisamos nos preocupar com isto pois a densidade de probabilidade p é escol-
hida como a coordenada temporal da corrente ; Ainda no caso da equagao de
Klein-Gordon precisamos lembrar que as superficies no superespaco sobre as
quais estamos integrando p sao hipersuperficies X i do tipo-espaco, ou seja, a
t constante. Isto significa que j° jamais cruzard as hipersuperficies X z’s mais
de uma vez. Assim, com o auxilio destas hipersuperficies no superespaco

poderemos definir a probabilidade de se encontrar o sistema gravitacional
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em uma certa regiao infinitesimal do superespago como sendo:

— —

dP = J-dS (2.103)

em que d% é o hipervolume orientado da regiao infinitesimal considerada no
superespago.

A vantagem desta medida de probabilidade é que ela se mostra invariante
perante transformacoes da métrica que envolvam transformagoes explicitas
da funcao lapso N [21]. Em compensagao, a definicado de medida de proba-
bilidade (2.103) apresenta algumas desvantagens como, por exemplo, o fato
de esta nao ser positivo definida. Isto invibializa sua interpretacao como uma
medida de probabilidade. Outro problema que surge é que para o caso geral
nem sempre € possivel se fazer uma folheacao global do superespaco com
hipersuperficies tais que estas sejam cortadas uma tnica vez pelo vetor J de
um dado sistema gravitacional.

Ja para o caso em que se faz simplificagoes da métrica, ou seja, no caso em
que se trabalha apenas no minisuperespago, mas num regime WKB, é possivel
construir tais hipersuperficies que sejam cortadas por J uma tnica vez. Mais
do que isto, no caso de minisuperespagos a medida de probabilidade (2.103)
construida a partir de tais hipersuperficies poderd ser positivo definida.

Infelizmente, devemos salientar que tal definicao de medida de proba-
bilidade nao é renormalizavel, o que significa que se escolhermos uma das
hipersuperficies = do superespaco e calcularmos a probabilidade de se en-
contrar o sistema em qualquer uma das configuracoes de = (integrando nas
hipersuperficies) apropriadas nés encontraremos um resultado infinito.

Portanto, s6 podemos calcular probabilidades condicionais com esta de-
finigdo de probabilidade (2.103). Isto significa que nao poderemos efetuar

calculos de probabilidades sobre todo o espaco mas apenas sobre regioes. Por
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exemplo: dado que o universo comeca em uma regiao finita S; de =, qual a
probabilidade de que ele véd comegar na regiao Sy contida em S;7 Calculada

em termos de (2.103) teriamos como resposta a esta pergunta a seguinte

P(So)_u

Si) [y T-dS

probabilidade:

{Mi

(2.104)

As integrais que aparecem em (2.104) sao finitas pois os dominios de
integracao Sy e Sp sao finitos. Além disto, o integrando em geral é limitado

nesses dominios.

2.10 Interpretacao de muitos mundos

Agora que ja temos como efetuar medidas de probabilidade, é interessante
que interpretemos os resultados obtidos dessas medidas. A primeira abor-
dagem é usar a interpretagdo de Copenhaguem (IC), mas infelizmente ela
apresenta problemas conceituais que inviabilizam o seu uso na relatividade
geral quantica (RGQ). Isso nos motiva a buscar uma interpretagdo mais geral
que pudesse ser usada tanto em situagoes usuais quanto em situacoes relativas
a cosmologia quantica (CQ).

Vamos apresentar o primeiro motivo que inviabiliza o uso da IC na cos-
mologia quantica. Suponha que para um dado modelo encontramos que o Uni-
verso tem a probabilidade de 80% de assumir um certo estado E. Segundo a
interpretacao estatistica da IC temos que se a experiéncia for repetida muitas
vezes, em 80% dos casos o Universo possuird o estado E. O problema consiste
essencialmente em como repetir a experiéncia, ou seja, consiste no fato de
estarmos tratando com uma situagao de um unico evento que nao pode ser

repetido, como por exemplo, o surgimento do Universo.
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O segundo problema da IC em CQ surge quando percebemos que devi-
do ao fato do sistema em investigagao ser o Universo, que por definicao é a
totalidade das coisas, nao existe possibilidade de haver um observador ex-
terno fazendo medidas do sistema. Esses problemas conceituais motivaram os
pesquisadores a buscar uma proposta de interpretacao da mecanica quantica
de sistemas fechados e o resultado foi a denominada interpretacao de muitos
mundos (IMM) [16].

Na IMM existe o cuidado de descrever quanticamente o “sistema fisico”e
o “observador” (ou o aparelho de medidas). Isso a torna mais apropriada do
que a IC para estudar sistemas fechados, pois trata em igualdade o “sistema
fisico”e o “observador”. Vamos discutir um pouco sobre a IMM.

Seja {|S >} uma base ortonomal de vetores que descreve os possiveis esta-
dos do “sistema fisico” e que além disso, sao autovetores de um observavel do
“sistema fisico” cujos autovalores formam o conjunto {s}. Fazendo o mesmo
para o “observador”teremos os autovetores {|O >}, de um certo observavel
do “observador” com autovalores {o}. Se definirmos que o universo é composto
pelo “sistema fisico”e o “observador”, uma base de vetores ortonormais para
o universo serd dada pelo conjunto de vetores formados pelo produto direto
dos vetores dos conjuntos {|S >} e {|O >}. Um elemento tipico dessa base

¢é dado por

|S,0 >=|S >0 > . (2.105)

Por simplicidade vamos considerar o conjunto dos autovalores do ob-
servavel do “sistema fisico”s, discreto e o conjunto dos autovalores do ob-
servavel do “observador”o continuo. Desta forma, as condigoes de ortonor-

malidade e completeza para a base universal sao dadas respectivamente por:
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< 8,0[8,0" >=6,45(0 — d); (2.106)

Z/ 1S, A >< S, AldA = 1. (2.107)

Vamos assumir que o estado do universo em um instante inicial é repre-

sentado pelo vetor

Wy >= |V > [P > (2.108)

onde |¥ > é um vetor do espago de Hilbert do “sistema fisico”e |® > é
um vetor do espaco de Hilbert do “observador”. Neste estado nao existe
correlacao entre “sistema fisico”e o “observador”. O papel do “observador”é
fazer uma medida sobre o estado do “sistema fisico”. Desta forma o “sistema
fisico”e o “observador” devem se acoplar durante um certo intervalo de tempo
ou interagir, de tal forma que o estado universal inicial serd modificado.
Vamos supor que essa interacao ou medida de um estado do “sistema
fisico” pelo “observador”é representada por um operador unitario U, que pos-

sui as seguintes propriedades:

e quando U é aplicado a um estado |S, O > do universo, ele ndo modifica

o estado do “sistema fisico”;

e quando U é aplicado a um estado |.S, O > do universo, mede o estado
do “sistema fisico” através de modificagoes do estado do “observador”.
O novo estado do “observador”’ira depender do seu estado antes da
medida, do acoplamento entre o “sistema fisico’e o “observador”du-

rante a medida, e do estado do “observador”.
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Pode-se representar essa medida por

UlS,0 >= 15,0+ gS >= |5 > |0+ gS > (2.109)

onde g é a constante de acoplamento entre “sistema fisico”e o “observador” du-
rante a medida.

Podemos interpretar essa interacao afirmando que o “observador” mediu
o valor s para o observavel do “sistema fisico” e armazenou essa informagao,
uma vez que o vetor de estado sofreu uma modifica¢do permanente de |O >
para |O + ¢S >. Devemos ressaltar que essa interagao ou medida que consi-

deramos é um elemento de um conjunto mais geral de interagoes, que:

e Nao mantém o autovalor do observavel “sistema fisico”inalterado;

e O estado final do observador tem uma dependéncia em O, g e S mais

complicada do que em (2.109).

Apesar dessa medida que iremos utilizar ser uma caso especial e sua
escolha ter sido feita com o objetivo de simplificar o tratamento do problema,
pode-se mostrar que existem Hamiltonianas que representam esse tipo de
acoplamento [29] .

Usando entao a medida representada por U, temos que o estado inicial do
universo |Wy > (2.108) deve ser modificada (pela a¢ao de U) para um estado

final |, >:

W, >=U|Ty > . (2.110)

Desta forma, podemos avaliar, com a ajuda de (2.106), (2.107), (2.109) e
da forma explicita de |¥y > (2.108), o resultado de uma medida do “obser-

vador”sobre o “sistema fisico” para o estado universal inicial considerado:
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Uy >=U¥ > |0 >=U

DS >< 8| > {/dO|O >< O|® >] .
S

|\I/f >=U

csls > | | [dov0)0 | -
ycis| [faosoro-)
Wy 5= 3" Cls > /dO(I)(O)U|O >
S
v, >:ZCS\S>/dO<I>(O)\O+gS >
S

Ty >=> " CslS > |®(S) > (2.111)
S

onde definimos:
Cs =< S|U >, [®(S) >= [dOP(0)|0 + ¢S > e ®(0) =< O|P >.
No que se segue vamos supor que < ¥|¥ >=1e < ®|® >= 1, 0 que

implica que:

ws = |Cs? (2.112)

satisfaz

D ws=1. (2.113)

Observando a expressao para o estado universal final (2.111), vemos que
esta nao representa o observavel do “sistema fisico” tendo um tnico valor. Na
verdade, (2.111) representa uma combinagao linear de vetores |S > |®(5) >,
cada um dos quais representa o observavel do “sistema fisico” tendo assumido

um dos seus valores possiveis e o “observador”tendo medido este valor. Para
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cada estado do “sistema fisico”|S >, existe um estado correspondente do
“observador” |®(S) >. Chegamos, agora, ao momento em que a IMM ird
diferir da interpretacao de Copenhaguen.

A IC nos informa que a funcao-de-onda colapsa imediatamente apds a
medida. Ao invés de ser formada por uma combinagao linear de vetores in-
dividuais ela se reduz a um tunico vetor. Assim, no presente caso, a fungao-
de-onda |U; > é reduzida a um tnico elemento |S > |®(S) > da combinacao
linear (2.111). Uma vez que nao se sabe para qual elemento da combinagao
linear ela foi reduzida, atribui-se uma distribuicao de probabilidades para os
resultados possiveis com os pesos (2.112) associados a cada um deles.

A IMM nos informa que a funcao-de-onda nunca colapsa. Cada elemento
da combinagao linear (2.111), tem uma “realidade”prépria e independente.
A funcao-de-onda universal se divide irreversivelmente em tantos ramos di-
ferentes quanto o nimero de autovetores do observavel “sistema fisico” que
usamos para descrever |¥; >. Nenhuma medida ou processo fisico realizado
em um dos ramos podera ser detectado nos demais ramos, ou seja, eles sao
incomunicédveis. A quantidade (2.112) d4 uma medida da probabilidade do
“observador”ter medido um dos possiveis autovalores do observavel do “sis-
tema fisico”.

A aplicabilidade da IMM para cosmologia quantica pode ser claramente
percebida quando notamos que esta interpretacao trata o “sistema fisico”e
o “observador”em igualdade de condigoes. Ambos sao descritos por estados
quanticos e a composicao dos dois resulta no espago de Hilbert universal que
nessa interpretacao iremos descrever. Assim , se identificarmos o Universo
com a funcao-de-onda universal e usarmos a interpretacao probabilistica dada

anteriormente, vemos a relevancia da IMM para a cosmologia quantica.



Capitulo 3

Métodos Numeéricos e

Aproximativos

3.1 Introducao

Nesse trabalho foi necessario resolver uma equagao diferencial parcial
(EDP) tipo Schrodinger. Essa EDP nao possui solugao analitica conhecida.
Dessa forma, foi necessario recorrer ao emprego de métodos numéricos para
resolvé-la e como sua solucao é numérica, todas as grandezas calculadas a
partir dela também demandam o uso de métodos numéricos.

Nessa secao descreveremos de maneira breve os métodos numéricos que
foram usados nesse trabalho. Além disso, falaremos um pouco sobre o método
WKB, um método aproximado para resolver a equacao de Schrédinger. O
nosso intuito é comparar os resultados obtidos com o método WKB e a

solucao numeérica exata que obtivemos.



3.2 Interpolacao 53

3.2 Interpolacao

3.2.1 Introducao

A interpolacao é utilizada em casos onde é dificil calcular o valor da
funcao em um ponto do dominio ou ainda quando dispomos de um conjunto
de valores que em geral sao obtidos através de experimentos. Nesses casos,
nao temos a expressao analitica da fungao [30]. Podemos definir o problema

da interpolagao da seguinte forma [31], [32]:

Definigao 3.2.1 Sendo conhecidos os dados (z;,y;), © € {0,1,...,n} cor-
respondentes aos valores de argumentos e valores de uma funcao f, de modo
que y = f(x). Deseja-se obter os valores f(Z), T # x; utilizando-se os pontos
dados.

O objetivo da interpolagao € obter o valor aproximado de f(z). Para isso
vamos construir, a partir dos dados, uma nova funcdao ¢ que interpola a f,

tal que:

1. (Vog, w0 <2 < my)  [0(2) = f()]

2. (Vo € [zo, zn]) [¢(z:) = f(a:)]
A fungao ¢ que interpola f pode pertencer a uma das seguintes familias:

P: polinomios : y = aga™ + a1 2"+ -+ ap_1 & + an

F: Fourier : f;(x) = a; cos(ix) + b; sen(ix)

e E: exponenciais : y = aexp(br)

S: splines : pedacos de polinomios
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Vamos abordar o problema da interpolacao no contexto de valores tabela-
dos. Nesse caso, a funcao f pode ser dada através de uma tabela correspon-
dente aos valores da funcao para um numero limitado de valores z, como o

exemplo a seguir, mostrado na tabela 3.1.

o | L1 | T2 | ... T

Y | Y1 |Y2 |- | YUn

Tabela 3.1: Valores tabelados da funcao f(z)

Admitindo que os valores tabelados foram obtidos com grande precisao (
isto é, todas as casas sdo confidveis), é possivel obter o valor da fungao em
pontos que nao estao na tabela.

Assim, a partir de uma tabela com valores de uma funcao f, onde y =
f(x), com n pontos, deve-se escolher n fungoes f;, i € {0, 1,...,n} cuja com-
binacao sera usada como aproximacao da funcao dada, conforme a equagao

(3.1).

f(x) Zcofo(z) +eifi(x) + -+ cnfulr) = d(2). (3.1)

As funcgoes f; sao conhecidas e escolhidas conforme a natureza do pro-
blema que estda tabelado. O que desejamos calcular sao as constantes c;.
Conforme o item (1) da defini¢ao de interpolagdo que apresentamos, temos
que a aproximacao ¢(x) deve coincidir com f(z) nos pontos fornecidos na

tabela [31]. Isso nos fornece o sistema:

cofo(zr) +erfi(@) +- -+ enfulr) =m
cofo(xe) +crfi(wa) +- -+ cafulr2) =0

cofolen) + erfi@n) + -+ cafultn) = .
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Esse sistema é linear e pode ser resolvido com as técnicas apropriadas
[36]. A escolha das f; influi muito no célculo do valor aproximado de f(7),
onde T nao é tabelado. Quando nao ha uma idéia sobre a forma analitica da

fi, podemos escolher f; tal que:

filz) =2 (3.3)

e com isso, a fun¢ao ¢ que interpola a f sera um polinomio.

3.2.2 Interpolacao Polinomial

Os polinomios constituem a classe de fungoes mais usada na interpolagao,
pois sao faceis de derivar, integrar e calcular. Pode-se usar varios tipos de

polinémios em interpolagao polinomial. Mostraremos os mais comuns.

Interpolagao Linear

A interpolagao linear constitui em passar segmentos de reta (polindomios
de grau 1). A figura (3.1) ilustra essa situagao.

Temos entdo que f(z1) = ag + ayx, que passard por x; € Ty, ou seja,
fi passando por z; e x;11. Seja f; = a;_1 + a;x;, com i € {1,...,n — 1}.

Queremos que fi(z;) = fi(x;41). Trabalhando com essas restri¢oes, obtemos:

a; = xl+1f(zz) - xi'.f(xi-i-l); (34)

Tit1 — T4
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A desvantagem desse método é que a funcao ¢ resultante nao possui derivada

continua em todos os pontos[31].

A

FY

: : : : Y
Xi X Xs Xe X X

Figura 3.1: Interpolagao Linear

Interpolagao quadratica

A interpolacao quadratica consiste em passar um polinomio do segundo

grau através de trés pontos: z;—1, ¥; € x;41, onde f;(z) é dada por:

fi(x) = pa() = ag + a1 + axa®. (3.6)
Deve-se entao resolver o sistema:
ag + a1T;—1 + a2(flfi—1)2 = Yi—1

ag + a1x; + az(l'i)z =Y; (3.7)
ap + a1Tip1 + a2($i+1)2 = Yit1-
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Podemos provar que para f;(x) = x° o sistema (3.2) tem solugao tnica, o

que mostaremos a seguir [31], [32]. Escrevendo (3.2) na forma matricial para

a interpolagao quadratica, temos:

onde:

STH
I

<y
Il

1’02
LU12
LL’n2

Qo
ay

an

Yo
U1

Yn

Q
Il
<y

Zo
T

Tn

Com isso, p(r) = ag + a1z + asx® + - - - + a,x", de modo que p(z;) = y;.

Eis a prova da unicidade:

Teorema 3.2.1 O sistema Xa = i tem unica solucao.

Prova:

Por absurdo, suponhamos que Xa = 1 nao tenha solucdo unica. Entdao

detX = 0 e o sistema Xd = 0 admite solugdes nao nulas. Seja a = {dg, a, . .., d,}

uma dessas solugoes com pelo menos uma componente a; # 0, i € {0,...,n}.

Seja q(x) o polindmio dado por:

q(z) = ap + arx + - - - + aza”.
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Este polinomio ndo ¢ identicamente nulo e tem grau menor ou igual a n.
Por outro lado, q(x;) =0, 0 < i < n; dai q tem n+1 raizes distintas, o que é
um absurdo pelo teorema fundamental da Algebm. Logo Xa = iy tem solugao

unica.

Interpolagao pelos polinémios de Lagrange

Podemos determinar mais facilmente o polinomio interpolador sem re-

solver o sistema (3.2) utilizando os polinomios de Lagrange [31].

Definicao 3.2.2 As funcaes:

n

Li(x)= 1] L

. T — Ty
1=0,k#1i
(x—zo)(x—21) .. . (T —2p_1)(x — Tpg1) .. (. — xp)
_ (3.8)
(vp — zo)(Tp — 1) oo (T — Tp—1) (T — Tpa1) - - - (T — Tp)
sao polinomios de Lagrange.
Teorema 3.2.2 Propriedades do Polinomio de Lagrange:
1. Li(x) € P,. Ou seja, Li(x) € um polinomio de grau n.
1 se k=1
0 se k#1i
E facil ver que, se z # x;, i € {0,...,n}, entdo Lj(x) ¢ um polinomio de

grau n. Caso contrario, teremos um polinomio de grau menor que n.

Teorema 3.2.3 O polinomio de grau n ou menor, que interpola os pontos

(20,%0), (x1,11), -+, (Tn,Yn), € dado por:

p(x) = yoLo(z) + yilr(x) + - - + yn Ly (2) (3.9)
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ou

plx) = [f(a:i). I] ‘““Tﬂ'] (3.10)

i=0 j=04#i "

Teorema 3.2.4 Erro de truncamento

Seja p(x) um polinémio (unico) de grau n que satisfaz a condi¢ao p(z;) =
fi, 0<i<mn, onde f; = f(x;) = y; e f € uma funcao definida no intervalo
[a,b] que contém os diferentes n+ 1 pontos x;. Se f é (n+ 1) vezes continu-
amente diferencidvel em |a,b], entao para T € [a,b] o erro de truncamento é

dado por:

F(Q)

}(x—xo). (T —x1).... (T—xy,).

Interpolagao por splines ciibicos

Uma das grandes dificuldades com a interpolagao lagrangiana é que para
polinomios de baixo grau o erro de truncamento pode ser grande e para
polinomios de graus mais altos também podera haver varios erros.

Em certas aplicagoes em que a funcao interpolante precisa ser diferenciada
é importante obter uma aproximacao tao suave quanto possivel. Uma forma

de obter esta aproximacao ¢ através dos splines ctibicos [31], [33].

Definicao 3.2.3 Sejam x1, xs, ..., x, pontos distintos com a = x1 < Ty <
s <, =b e sejam fi, fo,..., fn 08 valores da funcdao f nestes pontos. O
spline cibico que interpola estes dados € a funcdo s definida em |a,b] que

tem as sequintes propriedades [30], [31]:

1. s(z)) = fi, 1 <i<nou fi=uy.
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2. s(x) , s'(x) e s"(x) sdo continuas em [a,b).
3. Em cada subintervalo [z;,x;11], 1 <1 < n—1, s(x) € um polinémio

cubico.

Deducao da férmula dos splines

Desde que s(z) é um polinémio cibico em cada subintervalo [z;, z;11],

vamos indica-lo por p;(z). Vejamos a figura (3.2)

FNA

Pf\P/ /\m/

>
Xi X2 Xs Xa Xs X

Figura 3.2: Polindmios Interpoladores

Daf temos (pela propriedade 3) que pf(z) é linear (reta) e, como desejamos
que a variagao do raio de curvatura seja continua nos pontos bases, em cada
ponto z; a segunda derivada do polinomio anterior é igual a do polinomio

posterior, temos:
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Py (x:) = pi_y ()3 (3.11)

pi(wi) = pi_y(@s). (3.12)

Dai p/(x) deve passar nos pontos (z;y1,0i+1) € (x;, ¢;); assim, temos o

esquema da figura (3.3),

A

9

(D/

(D%
7

X Xt X

Figura 3.3: Deducao de P/(x)

onde

i = p;/(xi) = p;/—l(xi> e hi=uxzi — ;.

Logo, a férmula para pf/(x;) é dada por:



3.2 Interpolacao

(Giv1 — ¢i)(x — ;)
h;

Apo6s algumas manipulacoes algébricas, temos:

Py (@) = ¢ +

Gi(Tiv1 — ) | Gir(T — 75)
P

pi(z) =
Integrando p!/(x), temos:

2 2
;o ¢z(xz+1 1’) et QSH.;[((L’ :L’,)

Ak S d
Pi oh, on,

onde ¢; e d; sao constantes de integragao.

Integrando novamente, temos:

, G — x)’ n Gisr(x — 3;)°

p; = 6h: G + ci(r — ;) + di(xip1 — ).

Substituindo x por z;, temos:

pz(Iz) - %hz2 + dzhz
e
_ Gin1 3
Pi(Tig1) = ——(Tig1 — )" + ci(Tiy1 — ).
6h;
Como p;(z;) = yi e pi(Tix1) = Yiy1, temos que:
Yi hio;
di —_ T —
h; 6
e

_ Yi+1 hipis1

%= 6
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Logo:

o)t 2y (y’“ - i%’“) (2 — 21) H3.13)
<yi

h
)x,H x;), 1<i<n.
Diferenciando p;(z), obtemos:

hidivi | Yirr Ui | hidi | din

¢ 2 2
/ AR I o

Calculando pi(x;) e p}_,(x;) e usando as igualdades (3.11) e (3.12), obte-

mos:

hi—1¢i—1 + 2(hi + hi—1) @i + higip1 = 6 it L U L 3.14
h h
i i—1

para2 <i<n—1.
Logo, temos n — 2 equagoes e n incognitas: ¢q, ..., ¢,. No entanto, por

(3.14) temos: s"(zo) = s"(z,) = ¢1 = ¢, = 0. Entao o sistema dado por

(3.14) é determinado da seguinte forma:

=2 higy+2(ho + h)a + hads = 6 (ys —y2 Yo yl)
h’2 hl

=0

i =3 3hatds + 2(hs + ha)ds + hads = 6 (m; s y3;; yz) .
3 2

E assim por diante até i =n — 1:

hn—2¢n—2 + Q(hn_l + hn—2)¢n—1 =6 Yn = Yn—1 _ Yn—1 — Yn—2 .
h’n—l h’n—2
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Se chamarmos de:

Yi+1 — Yi
b, =6 —/—}=
( h; )

teremos o sistema na seguinte forma tridiagonal:

2(h2+h1) h2 171 ¢2 |
hg 2(h2—|—h3) h3 ¢3

hs 2(hs + hy) hy o —

hn—2 2<hn—2 + hn—l) 1 L ¢n—1 i L
Calcula-se ¢, ¢,_1 por Gauss e substituem-se tais valores na féormula
(3.14). Como o sistema é tridiagonal, podemos resolvé-lo recursivamente, da

seguinte forma:

Cy = 2(h1 + hg);

iy’ .
¢i =2(hi—1 + hy) — 3<i<n-—1;

Ci—1
dy = by — by;
hi_1.d;_ .
dlz(bl—i-bl_l)—% 3§z§n—1
i—1
Os ¢; sao calculados da seguinte forma:
dy—
¢n—1 = 1;
Cn—1
di — hi¢; .
qbi:# n—2<i<2

&

by — by

bs — by

by — by
bn—l - bn—2
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Os polinomios sao assim obtidos:

pi(x) = yi + iz — m;) + Bilz — 2,)° + vz — x;)°

onde:

0 = YL =Y binhi @il

' hi 6 3
_ i
g =5
_ Qi1 — @i
¥ G

3.3 Integracao Numérica

3.3.1 Introducgao

A partir do cédlculo diferencial e integral sabe-se que, dada uma funcao

f(z) continua em um intervalo [a, b], tem-se:

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a), (3.15)

onde F'(z) = f(z). Graficamente a interpretacao da integral é a drea sob o

grafico da fungdo, como sugerido na figura (3.4).
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F

A

v

A B X
Figura 3.4: Area sob uma curva

Em muitas situagoes pode ser dificil ou mesmo impossivel a obtencao
de F(x). Também podem existir aplicagoes em que a fungao f(x) é conhe-
cida apenas para valores tabelados em um intervalo [a, b]. Nestas situagoes
fica inviabilizada a solucao da integral. A saida é a utilizacdo de métodos
numéricos. A idéia bésica da integracdo numérica é substituir a funcao f(x)
por um polindémio que a aproxime razoavelmente no intervalo [a, b] e integrar
o polinémio, ou seja:

b b
[ #@xe = [ Putadde = Aof @) + At +- o+ Aufa)

onde z; € [a,b], i =1,...,n.

3.3.2 Formulas de Newton-Cotes

A fungao f(x) é aproximada por um polinémio interpolador gerado a

partir da formula de Gregory-Newton para pontos igualmente espacados no
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intervalo [a,b]. As férmulas de Newton-Cotes variam de acordo com o grau
do polinomio interpolador, como segue [30], [33], [38]. Para ver uma rdpida
descricao da férmula de Gregory-Newton, por favor consulte o apéndice B.

Regra dos Trapézios

Nesta regra, a funcao a ser integrada serd aproximada por um polinomio
interpolador de ordem 1. Portanto, necessita-se de dois pontos para a inter-

polagdo [37], ou seja, [xg,z1] = [a,b]. Tem-se a expressao:
b b
A= / f(x)dx =~ / Pidzx.
A partir da férmula de Gregory-Newton, tem-se:

Pie) = frg) + T A g,

onde h é dado por (b — a).

Resultando em:

A /abf(g:)dg: ~ /ab Pz — / {f(xo) + Lh%)Af(xo) da.

Para facilitar esta integracao, faz-se uma mudanca de variaveis:

Yo = [f(xo); (3.16)

(3.17)
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Ayo = Af(xo) = f(x1) — f(20). (3.18)
Resultando em:
b
A~ / [yo + 2Ayo] dz.
Como z = (m_—h%) e derivando em relagao a z, tem:
dz 1
Mudando os limites de integracao:
h
(.C(Il — .CL’(]) h
b= =——=—-=1
Ty = Z h h ,
temos:
1
Ar / [yo + 2Ayo] hdz (3.19)
0
Integrando a expressao (3.19), tem-se:
1 2 1 A
A~ / [yo + zAyol hdz = h [zyo + %Ayo} =h {yo + %} . (3.20)
0 0
Substituindo as expressoes (3.16) e (3.18) em (3.20) [37], tem-se:
b x1) — f(z h
A= [ st + LI B ipan) 4 e, )

2

A expressao (3.21) pode ser interpretada graficamente:
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A

F¥

) — P
>

Area

v

A B

Figura 3.5: Polinomio de primeiro grau

Observe que a area marcada representa um trapézio. A integral é aproxi-

mada pela drea do trapézio [36]:

BaseMenor + BaseMaior). Altura  h
( aseAlaton)- A _ R tan) + (o)

O erro cometido pela integracao pela Regra do Trapézio é dado pela
expressao (3.22). Este erro pode ser chamado de erro de truncamento, pois

se truncou a ordem do polinémio interpolador em 1:

h3
Er = —Ef”(c) c € [xg, x1). (3.22)
Como o ponto ¢ ndo é um ponto conhecido, a expressao (3.22) pode ser

aproximada pela expressao (3.23).

h3 ,
| By < T5-maz If"(z)] =« € [xo, 1] (3.23)
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Regra do Trapézio - Férmula Composta

A aproximacao da integral pela Regra do Trapézio pode ser pouco precisa.
Para melhorar o resultado, pode-se subdividir o intervalo [a, b] de integragao
em n subintervalos de amplitude h e aplicar a Regra do Trapézio em cada

subintervalos [32], [39], como pode ser visto na figura (3.6):

1)

N

h

a=xo x X2 %3 xm-1) b=xn oy

Figura 3.6: Formula Composta da Regra do Trapézio

Aplicando-se a Regra do Trapézio a cada subintervalo, tem-se para a

aproximacao da integral:

h

b
A= [ 1oy 5 o) + £} [FGan) + Flaall 45 [Flann) + £

Resultando em:

h

b
A= [ flado 5 [Flan) + 2F0) + 2f(a) + -+ 26 nmr) + fa),
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O erro resultante é a soma dos erros cometidos na aplicacao da Regra do

Trapézio em cada subintervalo [32].

_(b—_a)?’ﬁ

Er = Eg+ErtEyt -+ By 4By = —2—f"(0) = —5——

(]

O erro cometido pode ser aproximado por:

Primeira Regra de Simpson

Nesta regra, a fungao a ser integrada serd aproximada por um polinomio
interpolador de ordem 2. Portanto, necessita-se de trés pontos para a in-
terpolagao, ou seja, {xg, 1, z2}, onde g = a e x5 = b [36], [37]. Tem-se a

expressao:

x2 €2
A= / f(z)dr ~ / Py(x)dx.
x0 o
A partir da férmula de Gregory-Newton, tem-se:
(x — )

Py(z) = f(wo) + TAJC(ZEO) + (2 — 20) (2 — 21)

2n?

sendo h = x93 — r1 = 11 — o.

Resultando em :

A:/:Qf(:):)dx%/f Py(x)dz -

_ [ (& — o) A2f (o)
A= /xo {f(xo) + TAf(xo) + (z — zo)(z — II)W dx.
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Para facilitar esta integracao, faz-se uma mudanca de variaveis:

Yo = f(xo); (3.24)

(3.25)

—1=z-1 (3.26)

Ayo = Af(xo) = f(z1) — f(z0) =41 — Yo (3.27)

APy = A?f(xo) = Af (1) — Af(20)

Ayy = [f(w2) = f(a1)] = [f (1) — f(0)]

A?yo = [f(w2) — 2f (21) + f(20)] = [y2 — 2y1 + o) - (3.28)

Resultando em:

T -1
A / [yo + 2zAyo + Z(Z2 )A2y0 dz.
o

(z—z0

Como z = ~—; ) ¢ derivando em relacao a x, temos:

dz 1
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Mudando os limites de integracao:
To— T
a=xy= 2= Oh 0
— 2h
b:x1:>z:$2hx0 :7—2,
temos:
2
Ar / [yo + 2Ayq] h.dz. (3.29)
0
Integrando a expressao (3.29), tem-se:
2 2(z—1) 5
Ar Yo + 2Ayg + 5 A%yg| h.dz ..
0
22 2002\ L, 1
ANh{zyO—i-EAyojL <E_Z)A yo}0 S
Lo
A= h |2y + 2Ay + §A Yol - (3.30)
Substituindo as expressoes (3.24) a (3.28) em (3.30), tem-se:
’ 12 1
A= | f(z)dr =~ h|2yo+ 2y — 2yo + 3%2 = 3%+ 3%
" h
An [ 21 ) + 4f () + (). (3.31)

O erro de truncamento resultante da integracao pela primeira regra de

Simpson ¢ dado por [32]:
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5
Er = —g—of(lv)(c) c € [z, x1). (3.32)

Como o ponto ¢ nao é um ponto conhecido, a expressao (3.32) pode ser

aproximada pela expressao (3.33).

5

|Er| < | —|max }f(IV)(x)‘ x € [xg, 1] (3.33)

Primeira Regra de Simpson - Formula Composta

Para melhorar o resultado, pode-se subdividir o intervalo [a,b] de inte-
gracao em n subintervalos de amplitude h e aplicar a Primeira Regra de
Simpson em cada subintervalos. Pela necessidade de haver trés pontos em
cada subintervalos, o nimero de subintervalos deve ser par [32]. A formulagao

¢é dada por:

A= /abf(x)dx

A=~

w| =

[F (o) + 47 () + Fla)] + 3 [F(o) + 4 s) + Faa)] + (3:34)
5 na) + 4 ) + o)

Resultando em:

A~

w| s

[f (@) +4f (x1) + 2 (w2) + 4f (23) + 2f (24) + - - - + 2f (2n-2) (3.35)

+4f (1) + f(2n)]
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O erro de truncamento resultante da integracao pela Primeira Regra de

Simpson - Formula composta é dado por:

b—a)’
Ep = —ﬁ I e la,b], (3.36)

onde n é o nimero de subintervalos. Como o ponto ¢ nao é um ponto con-

hecido, a expressao (3.33).

(b—a)’

Eql< | VY
|Br| < 180n4

maz |V (z)| 2z € [a,b]. (3.37)

3.4 0O Método de Crank-Nicholson

Quando vamos estudar a natureza é comum utilizarmos equagoes diferen-
ciais parciais (EDP) nos modelos mateméticos empregados. Algumas EDPs
possuem solugao analitica, enquanto que outras podem ser resolvidas apenas
pelo emprego de métodos numéricos. Vamos abordar o método das diferengas
finitas para resolver EDPs. Concentraremos nossa atencao no caso em que
a EDP depende de uma variavel espacial e outra temporal. No caso do pre-
sente trabalho, aplicaremos o método para resolver uma equacao do tipo
Schrodinger proveniente do modelo de minisurpespaco que adotamos.

Nosso objetivo é encontrar a fungao u(x,t) que satisfaz

Ugy +buy +cu—u = 0 (3.38)

sujeita a condicao inicial u(x,0) = f(z) ou outra possivel condi¢ao de con-

torno. Os coeficientes a, b, ¢ podem ser funcoes de x e t.
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o
rmas

Uit1.m

Tpin + 2h

Uy n Ui nt1

U1 m

Tmin t

0 ke i

Figura 3.7: Discretizagao do dominio

Infelizmente nao somos capazes de calcular a funcao u em todos os pontos
do dominio. Calcularemos somente os valores numéricos de u(zx,t) situados
em uma malha de x e t tomados sobre o dominio, conforme a figura 3.4. Para
obter o valor de u para valores quaisquer de x e t faremos uma interpolagao

levando em conta os valores conhecidos de u na malha [32] , [33].

Dessa forma, vamos discretizar nosso dominio de acordo com o esquema
exposto na figura 3.4. Vamos trabalhar com de valores de x e t tais que
T € [Tmin, Tmaz) € t € [0,T]. Dividiremos o intervalo [0,7] em N intervalos
igualmente espagados e indexados por n = 0,..., N € [Zyin, Tmaz| em I inter-
valos indexados por ¢ = 0, ..., I. O tamanho desses intervalos é k na direcao

temporal e h na direcao espacial. Com isso, procuraremos valores de u na
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malha (N + 1) x ( +1). Seja u;,, a aproximacao de v no ponto da malha
onde r = T,,;,, + th e t = nk.

O préximo passo consiste em aproximar as derivadas parciais de v em cada
ponto da malha por diferengas envolvendo os u;, desconhecidos. Podemos
calcular u; o para todos os ¢ a partir da condigao inicial f. Vamos aproximar
as derivadas parciais a partir de um ponto de coordenadas (i,n) qualquer da

malha [32], [33]. Assim, temos:

P (3.39)
% _ W (3.40)
g_z _ W (3.41)
g:; _ Uit1n — QZ;H + Ui (3.42)

Substituindo esses resultados na EDP (3.38) e resolvendo as equacoes

para u; ,4+1 temos

= (ot T vt (1 ke 2w+ (Ham Xy
Ujn+1 = h2a 2% Uit+1,n h2 Ujm h2a 29 Ur1—-1,n-
(3.43)

Com isso, podemos calcular todos os u;,+1 e obter u para todos os pontos
interiores malha. Para calcular toda a funcao u, temos que usar condicoes de
contorno em ,,;, € Tmaez, Por exemplo. Falaremos mais sobre isso adiante.
O resultado obtido é denominado método das diferencas finitas explicito.
Ele tem acuracidade de segunda ordem em x e primeira ordem em ¢. A solucao
numérica é instavel se k/h% nao é suficientemente pequeno. Por instavel en-

tendemos que pequenos erros devido a imprecisao aritmética ou devido as
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aproximagoes que fizemos para as derivadas tendem a se acumular e crescer
muito.

Para resolver o problema da instabilidade citado, usaremos o esquema
implicito das diferengas finitas. Esse esquema é recomendado para a maioria
dos problemas em que se usa o algoritmo de Crank-Nicolson e é incondi-
cionalmente estavel [34]. Além disso tem acuracidade de segunda ordem em
z eem t.

A diferenca dessa nova abordagem para a anterior é que as derivadas
parciais estdo centradas em torno de t 4+ k/2 em vez de ¢ [33]. Com isso, as

derivadas ficam:

o Uj n + Ui n+1

3.44
. (3.44)
ou Uin4+1 — Uin
— = 3.45
ot k ( )
OU  Uig1n — Uimip + Uit 41 — Wielnt1
— = ’ ’ ’ : 3.46
ox 4h ( )
0?u _ Yit1n — 2Up + Uim1 + Uit ng1 — 2Uj g1 + Uim1 g1 (3.47)
0r? 2h2 ’ ’

Substituindo as equacoes anteriores na EDP e multiplicando por 4h2%k

para eliminar os denominadores, temos:

N

7 N ~

——f— -
— (2ka + khb) wiy1 nt1 + (4h2 + 4ka — 2h2kc) Uint1 — (2ka — khb) ui—y py1 =

(2ka + khb) witq, + (4h2 — 4ka + 2h2k:c) Uiy + (2ka — khb) ui—y

D;

paracada¢t=1,...,1 — 1.

Dispondo esses dados em forma matricial, temos:
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[ By A, 0 0 0 ] [ wonm Dy

Co Bi Ay O 0 ULyl D,

0 Cy By A 0 Usny1 | = | D2 (3.48)
| 0 - 0 Cr Br| \ urnn Dy

Esse sistema pode ser resolvido de forma eficiente por eliminacao Gaus-

siana.

3.4.1 Condicoes de Contorno

Conseguimos um procedimento para determinar toda a malha de u;, a par-
tir dos valores iniciais dados. A substituicao das expressoes das diferencas
para as derivadas na EDP fornece somente equacoes lineares para pontos no
interior da malha. Ou seja, temos (I — 1) equagbes em cada passo temporal,
o que nao é suficiente para determinar as (I + 1) variaveis desconhecidas. As
duas equacoes que faltam devem ser fornecidas pelas condig¢oes de contorno

aplicadas para todo passo no tempo.

3.5 0O Método WKB

A idéia basica do método WKB é encontrar uma solucao aproximada da

equagao de Schrodinger [40]

B ﬁ_2 0*(x)
2m  Ox?

FV(2)W(z) = BV () (3.49)

que seja vélida no limite de A — 0. Escrevendo a fungao-de-onda na forma

U= exp(%) (3.50)
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e substituindo em (3.49) obtemos uma equagao para S:

1 /0S\* in 0%S
(%) _ 7 _Ep_vV (3.51)

2m 2m Ox?

Apesar da expressao para ¥ em termos de S ser completamente geral, essa

escolha nao é arbitraria. Sabemos que se o potencial é constante as solugoes

1pT

sao da forma exp(%7). Se V = V(z), é natural tentarmos como solucao a

expressao exp(@). Expandindo S em poténcias de A, temos:

h n\’
S:SO+251+< )S2+... (3.52)

?

Substituindo (3.51) em (3.52), obtemos

1 <aso 08, )2 ih <a250 0928,

0 iR 8x2+8x2+...):E—V.(3.53)

2m

Comparando os dois membros da equagao (3.53) e separando os termos

de mesma ordem em h, temos:

1 (0S\°
() =BV (3.5)
8So\ (9S1\ = 9°S,
2<8x) (m)* 5 =0 (3.55)

A solucao para Sy é
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So = :l:/p(x)dx (3.56)
onde p(x) é dado por:
p(x) = /2m (E — V(z)). (3.57)
Para Sp, temos:
S// p/
Sp=—2 == 3.58
o2sh (3.58)

onde o simbolo ’ indica derivada em relacao a x. A menos de uma constante

encontramos para S; a seguinte solugao [40]:

S, = —% In(p(z)) (3.59)

ou

exp(S1) = (p(x)) 2. (3.60)

Assim, nas regides classicamente acessiveis, onde £ > V(x), a solugao

geral até a primeira ordem em h é

W(z) = % exp (% /pdx) + % exp (-% /pdx) (3.61)

Nas regioes classicamente inacessiveis, onde F < V(x) a solucao é dada

por:
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U(z) = exp |p|d 7 oP |p|dz (3.62)
e (i f )+ e (<5 fer).

As expressoes (3.61) e (3.62) nao sao vélidas perto de pontos de retorno
onde p = 0. A regiao de validade dessas aproximacoes pode ser estimada
impondo-se que a série de poténcias de S seja convergente, ou seja, que

h
‘;S{ << |5y

0 que resulta em

21p°|
mhV’(x)

Como h é pequeno, (3.61) e (3.62) sao validas, em geral, bem perto dos

>1

pontos de retorno, mas sempre existe um intervalo proximo deles onde essas
expressoes deixam de ser validas.

Como as expressoes (3.61) e (3.62) sao aproximagoes de uma mesma
funcao-de-onda, os coeficientes C, Cy, D e Dy nao sao independentes. Para
determina-los é necessario estudar a conexao entre (3.61) e (3.62) préximo
de um ponto de retorno, como o ponto x = B, onde V(B) = E, conforme

ilustrado na figura (3.8).
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Figura 3.8: Potencial V(x)

Para x > B devemos anular o coeficiente Dy da solugao (3.62) para que

a fungao-de-onda vé a zero no infinito e ficamos com [40]

D 1 [
U=——exp {——/ p(:)s)dx} se x> B. (3.63)
2¢/Ip] hJs

Para ¢ < B, temos

- % exp {% /;p(x)dx} + %exp {—% /;p(x)dx} (3.64)

onde escolhemos o ponto x = B como referéncia para tornar as integrais
definidas. Préximo de x = B podemos expandir V(x) em série de Taylor e

aproximar

E-V(z)=-2"(z - B) = Fy(z — B) (3.65)
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onde Fj é a forca em x = B. Se h é pequeno o suficiente e o potencial suave,
as regioes de validade das aproximagoes (3.61) e (3.62) terao superposi¢ao
com a regidao onde a expansao linear (3.65) é aplicdvel, como ilustrado na
figura. Vamos conectar (3.61) e (3.62) pelo plano complexo.

A idéia fundamental é a seguinte [40] : as férmulas semicldssicas nao valem
muito perto de x = B, mas podemos assumir que a fungao-de-onda tem uma
extensao para o plano complexo e que podemos passar da regiao a direita
para a regiao a esquerda dando a volta pela direcao imaginaria. Desde que
nao nos aproximemos muito de x = B a transicao entre as duas regices deve
ser suave.

Vamos entao transformar a integral de p(z)dz em uma integral de linha

que ¢é feita com |x — B| constante, como ilustrado na figura (3.9).

———

E

Figura 3.9: Linearizagao do potencial V(x) em torno de x = B
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Escrevemos entao

T ¢ 5 3'/
(r—B)=p exp(i¢):>/B\/a7’—de':i/0p2 exp( Zf)dqb':

(cos % +1 sen%)(&%)

onde p e ¢ estao representados na figura. Temos que ¢ é zero a direita e 7 a

[S][94

2
esquerda.

Hm(x-H)

Relx-H)

v

Figura 3.10: Representacao de ¢ e p

Entao,

v 2
/ mdx’:{ 307
B

e vamos ter a regra de conecgao:

1 [ V2mEy [ 22mEF
__/ Ip(z')|dz" = — mro Va' — Bda' = —2 Y O —B)% —
h B h B 3 h
21 3 v

A amplitude também muda ao passarmos de um lado para o outro, pois
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p =R - B) = 2Rp)F epl?)

(§]

D 1 D . D 1 ) _1
DByt = 2o exp(—iD)lomo — 5 (Ba) "} exp(—iD)pr = Ca(Br)
e temos

D T
CQ = 5 exp(—zz).

Vemos entao que, pelo circuito acima, (3.61) recai no segundo termo de
(3.62). Fazendo o circuito por baixo, indo de zero a —7, pegamos o primeiro
de termo de (3.62) com

D s

Cl = E exp(zz)

Colocando essas expressoes juntas, obtemos

W) = Zcos (L[ patyar + 7). (3.67)
VP <h B 4

Finalmente, se existe também um outro ponto de retorno em x = A a es-
querda, como na figura (3.8), entao a conecgao entre as regides classicamente

permitidas e proibidas leva a

D’ S e S N R
= — cos <?_L/ p(:)s)d:)s—§+ﬁ/ p(z)dx +Z)' (3.68)
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Para que as equagoes (3.61) e (3.62) coincidam para A < x < B devemos

impor que [40]

enquanto

1 [P n+1
ﬁ/A p(x)dx = 5

que é a regra de quantizacao de Bohr-Sommerfeld. Ela pode ser re-escrita

para um circuito fechado, da seguinte forma,

]{ p(e)dr = 2" Ly (3.69)

Desta regra de quantizacao podemos obter varios resultados importantes
como a quantizagao dos niveis de energia de diversos potenciais ligados.

Observe que, proximo aos pontos de retorno obtivemos

3
2ly|>
T exp(—=5—) se v > B
U(r)=q 2* s (3.70)
Texp(gy2 +7) + —rexp(—gy2 —F) se v < B

D
(2mF,)s

As férmulas (3.70) sdo expressoes assintéticas da solucao exata da equacao

y=(2mF)3(B—x) e D =

de Schrodinger

82\11(1’) i 2mF0

92 2 (x—B)V =0
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que é dada por:

W(z) = % /OOO cos (’“‘; - %) du = Aiy) (3.71)

conhecida como fungao de Airy. A figura (3.11) apresenta um grafico de Ai(y)

para h = 1:
T T T
1.0
0.5
\¢

oo b

Aity) |
a5 |
10| -

1 1 L 1 1 | 1
-10 -5 ] g 1o

Figura 3.11: Funcao de Airy para h = 1
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Note que a solucao exata nao diverge no ponto de retorno y = 0, mas tem
um méaximo deslocado para dentro da regiao permitida, x < B (ou y < 0).
Esse maximo fica cada vez mais pronunciado e mais proximo de x = B para

h— 0.

3.5.1 Transmissao através de uma barreira

Vamos aplicar o método WKB para calcular o coeficiente de transmissao
e a probabilidade de tunelamento para uma barreira em que as particulas
incidem pela esquerda sem energia suficiente para classicamente passar para

o lado direito da barreira, o que estd esquematizado na figura (3.12).

0

egidol /¢ Regido? | Regidod

A B X

Figura 3.12: Barreira de Potencial

De agora em diante, usaremos que p = hk nas expressoes que envolvem
p. Aplicando a proximacao WKB para as trés regides mostradas na figura

(3.12), a solugdo para a equacao de Schrodringer é dada por [41]:
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A - [T B . rT
\/mexp © fAfdx) + mexp (—zwa kdz), se x < A
U(x) = \/%eXp(—fAkdx)—G—\/%exp(fAk‘dx), se A<xr<B

—\/% exp (i [, kdz) + \/%exp (=i [5kdz), se > B

Vamos usar as férmulas de conexao para ”ligar”as funcgoes-de-onda em

cada regiao da figura (3.12), o que leva a :

( g ) - % ( Q_ij(;é%_ L) gﬁli) ) ( g ) (3.72)

onde 6 é dado por

0 = exp ( /A ’ k:(z)da:) (3.73)

Vamos assumir que nao existe uma onda incidente vindo da direita da

barreira. Com isso, temos que G = 0 na equacao anterior. O coeficiente de

transmissao é dado por [41]

T — |\Iltransmitida|2 Vtransmitida o ‘\I]transmitida\/ ktransmitida|2 o |F‘2

‘\IlinicidenteP Vincidente B “;[Iincidente\/ kincidente|2 B |A‘2 N
4
rT=——.
(20 + 55)

Para uma barreira alta e larga o suficiente, temos que ¢ >> 1. Assim,

temos que:



Capitulo 4

O modelo cosmolégico e os

resultados obtidos

4.1 Introducao

Nesse capitulo vamos apresentar de forma detalhada o modelo usado nesse
trabalho e os resultados obtidos. Acredita-se que o tunelamento através de
uma barreira de potencial pode ter sido um dos mecanismos para o surgi-
mento do nosso Universo. Vamos calcular numericamente as probabilidades
de tunelamento para o modelo adotado e compara-las aos resultados obtidos
quando usamos a aproximacao WKB com a mesma finalidade. Os resultados
apresentados nesse capitulo sao baseados em trabalhos apresentados em con-
gressos cientificos [43], [44] e um artigo submetido para publicagdo em uma

revista cientifica [45].



4.2 O Modelo Cosmolégico 92

4.2 O Modelo Cosmolégico

Nesse trabalho vamos utilizar um modelo de Friedmann-Robertson-Walker
com curvatura positiva e com sessoes espaciais fechadas. Acredita-se que no
inicio do Universo a radiacao desempenhou um papel predominante. Por isso,
trabalharemos com um fluido perfeito radiativo. Teremos, ainda, a presenca
de uma constante cosmoldgica positiva cuja presenca garante a existéncia de
uma barreira de potencial e uma fase de expansao para o universo, depois do
tunelamento.

A métrica usada, posta em termos da funcao lapso N é dada por

—N?2 0 0 0
0 a? 0 0
Jop = 0 0 a®sen?y 0 (4.1)
0 0 0 a® sen?y sen®0

onde a é o fator de escala, e estamos trabalhando com as coordenadas: 0 <
t<00,0<x<m0<0<meld<¢<2m.

O potencial que utilizado nesse trabalho pode ser visto na figura (4.1).
Sua expressao analitica é dada por V(z) = Az? — Bz*, onde A é um ntimero
positivo fixo e B é um parametro positivo que esta relacionado com a con-
stante cosmologica e que podemos variar livremente.

Classicamente, se a energia inicial da radiagao (F;) for menor que o valor
méximo do potencial (Vp), o fator de escala ficard oscilando entre um valor
méaximo e zero. Se a energia inicial da radiagdo (FE,) for maior que o valor
méximo do potencial (V5), o fator de escala serd inicialmente desacelerado e
depois de ultrapassar (ag), o valor aonde o potencial vale (1), serd acelerado.

Do ponto de vista quantico, o comportamento do universo é bastante

diferente pois é possivel ocorrer o fenomeno do tunelamento pela barreira de
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Wia)
GO0
[ EZ

aoo}
V0

E1

200

2004

-Go0L

Figura 4.1: Potencial usado no nosso modelo e as energias E; e Ej

potencial. Inicialmente, o universo representado por uma funcao-de-onda que
esteja bem localizada a esquerda da barreira de potencial e com uma energia
média menor do que V; pode, com o passar do tempo, aparecer a direita da
barreira de potencial. Vamos estudar a probabilidade de tunelamento como
funcao dos dois parametros livres do modelo: a energia média da radiacao e a
constante cosmologica. Faremos isso, a partir dos resultados obtidos com os
métodos numéricos ja descritos nessa dissertacdo. Vamos, ainda, confrontar
alguns resultados obtidos exatamente usando esses métodos numéricos com

os resultados fornecidos pela aproximacao WKB aplicada ao presente modelo.
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4.3 Cosmologia Quantica com Fluido Perfeito

O modelo utilizado trabalha com um fluido perfeito radiativo. Assim, vamos
construir uma hamiltoniana para um modelo de fluido pefeito de acordo
com o formalismo desenvolvido por Schutz [46]. Para uma referéncia em
portugueés, consulte [47].

A acao para o modelo é dada por

5= /M da' /=G (R — 20) — /M daty/=gp (4.2)

onde R é o escalar de curvatura, g é o determinante da métrica, A é a con-
stante cosmoldgica, p é a densidade do fluido e M é uma variedade quadri-
mensional.

Na expressao (4.2) o primeiro termo esta relacionado a agao gravitacional
e o segundo ao fluido perfeito. No formalimso de Schutz [46] a quadriveloci-

dade do fluido é dada por

1
Us = (e + 8, +OB,) (4.3)

onde p é a entalpia especifica, B é a entropia especifica, €2 e 3 estao rela-
cionados com a rotacao do fluido e estao ausentes nos modelos de Friedmann-
Robertson-Walker. As varidveis € e © nao possuem significado fisico claro.

O escalar de curvatura R para a métrica (4.1) é dado por:

3¢ 3aN 642 6
R= - — 4.4
N2a aN3 +a2N2+a2 (4.4)

e o determinante g é
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g = —N?a%sen*ysen?. (4.5)

Introduzindo essas grandezas na expressao (4.2) e realizando algumas

manipulacoes algébricas, chegamos a

-2
S = /d:)s4 (—BC]LVG — 3Na> sen?ysent — 2A/d9§4 (Na?’) sen?ysenf

- /dx4Na3p sen®ysend. (4.6)

A integral da parte espacial resulta em 272. Assim, a expressio (4.6) fica

9 6a’a 9 3
S =27 [ dt —T+6Na —4An dt(Na)
—27? / dtNa® p. (4.7)
As equagdes da Termodinamica para um fluido perfeito [48] sao:

po= I+ (49)

TdB = dIl+pd (%) = (1+1)d [In(1 +IT) — (v — 1) In(po)] ,(4.10)

em que p é a pressao, p a densidade de energia do fluido, py é a densidade
do nimero de particulas, T' é a temperatura absoluta, Il a energia interna

especifica, u é a entalpia especifica e B é a entropia especifica. Como o fluido

4

que estamos trabalhando ¢ considerado perfeito radiativo, temos que v = 3.
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Combinando (4.8), (4.9) e utilizando a equagao de estado p = £p encon-

tramos que
%:(1+H). (4.11)
De acordo com (4.10),
T= 1+1I,

(4.12)
B = In(1+1I) — (3) In po.

Manipulando algebricamente as expressoes (4.11) e (4.12), podemos ree-

screver a densidade do ntimero de particulas como:

po = (%)3exp (—3B). (4.13)

Dessa forma, podemos agora escrever a densidade de energia interna p do

fluido perfeito como:
3\ 4
p:(f)ewpﬁBy (4.14)
Podemos ainda reescrever a entalpia especifica em funcao dos potenciais

€ e B. Para isso, fazemos uso da expressao (4.2), onde consideramos um

sistema de coordenadas tal que U, = (N, 0,0,0). Entao:

MZGE$B. (4.15)
Substituindo (4.15) na agdo (4.6) encontramos:
S = 2%2/dt (—3?\?2 - 3Na) - 27T2A/dt (Na®) —
3 Nk
%9/2#{LV<6+@B)}emx—3B) (4.16)

Com isso, a Lagrangiana do modelo é dada por:

3aa? s 3 /. ]
L= —=5—3Na—ANa’ - [ﬁ (e+ @B)] exp(—3B).  (4.17)




4.3 Cosmologia Quantica com Fluido Perfeito 97

Os momentos canodnicos sao dados por:

oL 6aa
PG T TN (4.18)
/- B TR,
oL L3 4 T
pp =z = —da {—4 ~ ( + @B)} O exp(—3B) (4.20)

Observe que pg = Op,.. Deste modo, a Hamiltoniana do sistema pode ser

escrita na forma:

v ., 1 exp(B)

12¢ T3

Podemos colocar a expressao (4.21) em uma forma mais simples através

H=N (- pé+ Aa3) . (4.21)

da transformacao

4 4 4
T =—V3pp exp(=B) pé ; pr = —V3pi exp(B); e= e~ BpB ; De = Pe,
De
(4.22)
que leva a expressao (4.21) a forma
I Pr 3
H=N||—""*—- — 4+ A . 4.2
<12a 3a—|—a+ a) (4.23)

Vamos passar para o processo de quantizagao do presente modelo, im-

pondo as regras de quantizacao padrao sobre os momentos canonicos:

0 .0
Pa=—lg5 € Pr=—lmn (4.24)
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Subsituindo os operadoes p, e pr na equagao (4.23), temos:

~ 1 0 9 4 .0
H= (—7 —3a”+ Aa —za—T). (4.25)

Exigindo que o operador Hamiltoniano aniquile a fun¢ao-de-onda do uni-

Verso,

HU =0, (4.26)

temos a seguinte equacao de Wheeler-DeWitt:

1 [(0%*VU(a,t) ) A 0
E <T) + (—3CL + Aa ) \I/(CL, t) = _ZE\I](% t) (427)
onde introduzimos t = —T' como a coordenada temporal e o calibre do tempo

conforme N = a.
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4.4 Resultados Obtidos

Vamos apresentar os resultados obtidos no cédlculo da probabilidade para o
fator de escala do universo tunelar pela barreira de potencial proposta e pas-
sar para a direita da barreira. E interessante mencionar que o problema que
estamos abordando ja foi tratado usando a aproximacao WKB (vide segao
3.4.1) mas somente para o cdlculo da fungao-de-onda [1], [2] . A novidade do
nosso trabalho é que calculamos a fungao-de-onda sem aproximagcoes numeri-
camente e as probabilidades de tunelamento nao foram calculadas usando
essa abordagem antes.

O potencial e algumas grandezas de nosso interesse estao representados
na figura (4.2). Preste atengao em ace e acd, que sao as abscissas dos pontos

em que a energia Fj intercepta o potencial V.

400 YIE)

E1

o + +
L Z ace % acd

-200+

Figura 4.2: Potencial usado no nosso modelo
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Vamos introduzir agora o conceito de uma grandeza que calculamos nesse
trabalho: o tempo 7 que o universo fica confinado a esquerda da barreira antes
de tunelar por ela. Usou-se o seguinte raciocinio para estimar esse tempo
[42]. Vamos supor que exista um féton que compoe a radiagao preso do lado
esquerdo da barreira de potencial. Esse foton fica oscilando entre 0 e ace
(veja figura 4.2) com um tempo igual a

_ 2ace

= —-.
C

No sistema de unidades que estamos utilizando, temos que ¢ = 1. Com
isso, t = 2ace. Para obtermos a frequéncia f com que o féton colide com o

potencial basta invertermos o tempo ¢. Assim,

1 1
/= t 2ace’
O f6éton possui uma probabilidade PTj,; de tunelar. A probabilidade p’
dele atravessar a barreira de potencial por unidade de tempo ¢é a freqiiéncia

com que ele colide com a barreira de potencial multiplicada por PTj,;. Assim,

/: PT‘znt
2ace

p

Se invertermos p’ vamos obter o tempo médio 7 que o féton fica preso no

lado esquerdo do potencial, ou seja,

B 2ace
B P,—Tmt

T

Supondo que a maioria dos fétons que compoe a radiagao escapam juntos
nesse tempo, podemos considerar que esse € o tempo que o universo do nosso

modelo leva para nuclear.
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Usamos métodos numéricos para resolver uma EDP (equacao 4.27) tipo
Schrodinger e calcular a probabilidade de tunelamento PT que o universo
possui de tunelar pela barreira de potencial.

Para resolver a EDP, usamos o método de Crank-Nicholson (segao 3.3.2) ,
que foi implementado no programa GNU-OCTAVE. Escolhemos esse método
porque ele apresenta boa acuracidade na solugao e é rapido o suficiente. Ado-
tamos que a funcao-de-onda é nula na origem e no infinito. Inicialmente a
funcao-de-onda encontra-se bem localizada a esquerda da barreira de po-
tencial, bem proxima de a = 0. Escolhemos para fun¢ao-de-onda inicial a

seguinte gaussiana normalizada:

8192 K3
™

U(a,0) = < )i a exp (—4Ea®)

onde E é a energia média do pacote que esta associada a energia da radiacao.

Depois essa funcao-de-onda evolui no tempo segundo a EDP até atingir o
infinito, que no presente caso foi colocado em a = 30. A seguir temos o grafico
de uma solucao obtida para a funcao-de-onda com os parametros A = 0.0121,
E = 185 no momento em que ¥ atinge o infinito, localizado em a = 30. Para
este caso, temos ace = 10.7287, acd = 11.5252 e Vy = 185.95.

Usando os métodos numéricos apropriados para integragao numérica (se¢ao
3.3.2) e spline ciibico (se¢ao 3.2.2), podemos calcular essa probabilidade de
tunelamento. Para integracao numérica usamos a férmula composta da re-
gra do trapézio (se¢ao 3.3.2). Escolhemos essa regra porque apresenta grande
acuracidade e é computacionalmente muito rapida. Para interpolacao usamos
a técnica do spline ctibico (segao 3.2.2), pois apresenta boa acuracidade. Cal-

culamos (PT') da seginte forma:
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0.4

0.3+

0.2+

0.14

ol 5 10 15 20 25 30

a
Figura 4.3: |¥(a,tmaz)|? = p, para A = 0.0121, E = 185 e V = 185.95 no instante ¢,

quando V¥ alcanga o infinito, localizado em a = 30.

faﬁl |U(a, tmaz)|*da

I ¥ (a, tmax)2da’

onde oo é o infinito para fins de calculos computacionais que no presente caso

Py = (4.28)

serd igual a a = 30 e ¥(a, t,q,) € a fungao-de-onda calculada numericamente
no instante tmax em que a funcao-de-onda atinge o infinito em a = 30.
Como ¥ é uma funcao-de-onda normalizada, a probabilidade é dada pelo
numerador de (4.28).

O nosso modelo apresenta dois parametros que podemos variar: a energia
E e a constante cosmoldgica A. Primeiro vamos considerar a dependéncia da
PT;,; em relacao a energia. Fixamos A = 0.01 e calculamos numericamente
PT,,; para 47 valores distintos da energia. Isso significa que resolvemos nu-
mericamente a equagao diferencial parcial tipo Schrodinger do nosso modelo
e calculamos a integral mostrada em (4.28) 47 vezes, uma vez para cada valor
da energia. Para A = 0.01 temos que a altura maxima da barreira de poten-

cial vale 225. Todos os 47 valores de F sao menores que 225 para termos o
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fenémeno do tunelamento. As tabelas (A.1) e (A.2), no Apéndice A, mostram
os resultados obtidos nos calculos de PT;,;, T, ace e acd para cada valor de E.
Na figura (4.4), temos o grafico da probabilidade de tunelamento em funcao
da energia. Pelo fato dos valores da probabilidade serem pequenos, tomamos

o logaritmo da probabilidade para fazer o grafico.

logTP

40

0 50 100 150 200
E

Figura 4.4: Grafico de log T P;,; em funcio da energia E , com A = 0.01.

Observando o grafico podemos preceber que a PT cresce com E, com A
fixo. Segundo o modelo adotado, temos que é mais provavel que o universo
tenha nucleado com a maior energia possivel.

Foi calculado também a probabilidade de tunelamento usando a aprox-

imacao WKB, que chamaremos PTy xp. Para o modelo em questao temos
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4

Plykp= ———3,
1
(29+@)

(4.29)

onde,

6 = exp (/ad dar\/12(3a2 — Aa* — E)) : (4.30)

ce

Para calcular PTyy g p fixou-se A = 0.01 e realizou-se o calculo represen-
tado pelas expressoes (4.29) e (4.30) para cada um dos 47 valores da energia
usados para calcular PTj,;. Os resultados estao nas tabelas (A.1) e (A.2), no
Apéndice A. Na figura (4.5) temos a comparacao entre PT;,; e PTy k. Pela
analise do grafico podemos perceber que PTj,; e PTywkp sao semelhantes
apenas para valores da energia F proximos do topo da barreira de poten-
cial. Isso ocorre porque o método WKB oferece uma boa aproximagao para
a fungao-de-onda somente em regioes onde o potencial nao apresenta grande

variacao, que ocorre proximo ao topo da barreira.
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Figura 4.5: Comparagao entre log T Py kg (circulos) e log T P;,; (linha) para diferentes

valores de (E), com A = 0.01.

Vamos agora fixar a energia em F = 185 e calcular as probabilidades de
tunelamento para 21 valores distintos de A. Na tabela (A.3) no Apéndice A,
temos os resultados dos célculos de PT;,;, Vi (valor mdximo da barreira de
potencial), 7, ace e acd para cada valor de A. Na figura (4.6) temos o grafico
do logaritmo da probabilidade de tunelamento por A. Podemos perceber que
a probabilidade aumenta a medida que A aumenta, com E fixo. Isso sugere
que pelo presente modelo o universo tem a maior probabilidade de tunelar

com maior valor possivel para a constante cosmologica.
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Figura 4.6: log T P;,,; para 21 valores diferentes de A para energia fixa F = 185.



Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho estudamos um modelo de Friedmann-Robertson-Walker fe-
chado. Nesse modelo considera-se que o universo ¢ homogéneo e isotrépico
e é consituido por radiacao. A radiacao é tratada como um fluido perfeito e
temos, ainda, uma constante cosmolégica positiva.

Usamos métodos numéricos para resolver as equacoes pertinentes ao mo-
delo, no caso uma equagao diferencial parcial (EDP). Aplicando o método
de Crank-Nicolson na resolu¢ao de uma EDP tipo Schrodinger obtivemos
fungoes-de-onda que representam o fenomeno do tunelamento. O tunela-
mento pode ser encarado como um possivel mecanismo para o surgimento
do nosso Universo.

O nosso modelo admite dois parametros que podemos ajustar: a energia
e a constante cosmoldgica. Fixamos um parametro e variamos o outro com o
intuito de calcular a probabilidade de tunelamento.

Variando a energia e fixando o valor da constante cosmolégica, calculamos
a probabilidade de tunelamento. Apds construir um grafico com os resultados

obtidos percebemos que existe uma possibilidade maior do universo tunelar
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se a energia inicial da radicao for a maior possivel.

Quando fixamos a energia e variamos a constante cosmoldgica para cal-
cular a probabilidade de tunelamento percebemos, através do gréafico que
existe maior probabilidade do universo tunelar se a constante cosmolégica

for a maior possivel.



Apeéendice A

Tabelas

Energia TPint TPwkB T ace acd

0.0000 0.0000 7.0246 x 10522 00 0.0000 | 17.3205
1.0000 | 2.5795 x 10767 | 2.7574 x 107317 | 4.4790 x 10%66 | 0.5777 | 17.3109
2.0000 | 3.9975 x 10764 | 2.7181 x 107213 | 4.0896 x 10163 | 0.8174 | 17.3012
3.0000 | 4.8040 x 10761 | 1.5939 x 107599 | 4.1702 x 1076° | 1.0017 | 17.2915
4.0000 | 2.6388 x 10759 | 6.6774 x 107596 | 8.7714 x 10758 | 1.1573 | 17.2818
5.0000 | 5.7738 x 10737 | 2.1799 x 107502 | 4.4844 x 10756 | 1.2946 | 17.2721
6.0000 | 9.3459 x 107%6 | 5.8369 x 107499 | 3.0366 x 10755 | 1.4190 | 17.2623
7.0000 | 6.9178 x 107%% | 1.3258 x 107495 | 4.4337 x 10154 | 1.5335 | 17.2525
8.0000 | 7.0061 x 10756 | 2.6169 x 107492 | 4.6827 x 1075 | 1.6404 | 17.2427
9.0000 | 6.3878 x 10753 | 4.5691 x 107489 | 5.4506 x 10752 | 1.7409 | 17.2328
10.0000 | 3.9939 x 10751 | 7.1563 x 107486 | 9.1944 x 10750 | 1.8361 | 17.2229
15.0000 | 1.3310 x 10746 | 1.8319 x 107470 | 3.3888 x 10746 | 2.2553 | 17.1731

Tabela A.1: Os valores calculados de PT;.:, Plwkp, T, ace e acd para 47 valores

diferentes de E quando A = 0.01.
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Energia TPint TPwkp T ace acd

20.0000 | 3.3918 x 10~** | 9.0816 x 10~%°% | 1.5401 x 1044 | 2.6119 | 17.1224
30.0000 | 1.4814 x 10~*' | 7.5933 x 10~42® | 4.3450 x 104! | 3.2183 | 17.0189
40.0000 | 5.8991 x 10=40 | 2.5466 x 10~401 | 1.2679 x 10t40 | 3.7397 | 16.9120
50.0000 | 9.8017 x 10739 | 8.0358 x 107376 | 8.5875 x 10138 | 4.2086 | 16.8014
60.0000 | 1.1252 x 1037 | 3.9314 x 107351 | 8.2507 x 10737 | 4.6419 | 16.6869
70.0000 | 1.1121 x 10736 | 4.1409 x 107327 | 9.0821 x 10736 | 5.0499 | 16.5680
80.0000 | 1.0627 x 10735 | 1.1845 x 107393 | 1.0236 x 10136 | 5.4391 | 16.4443
90.0000 | 1.0557 x 10734 | 1.0939 x 10~280 | 1.1016 x 10+3% | 5.8147 | 16.3153
100.0000 | 1.1488 x 10733 | 3.7271 x 107258 | 1.0760 x 10734 | 6.1803 | 16.1803
110.0000 | 1.4319 x 10732 | 5.2113 x 107236 | 9.1338 x 10132 | 6.5393 | 16.0386
120.0000 | 2.1333 x 1031 | 3.2602 x 10213 | 6.4634 x 10731 | 6.8942 | 15.8893
130.0000 | 3.9754 x 10730 | 9.8051 x 107193 | 3.6464 x 10730 | 7.2479 | 15.7311
140.0000 | 9.7584 x 10729 | 1.5060 x 10~171 | 1.5582 x 10129 | 7.6029 | 15.5626
150.0000 | 3.3597 x 10727 | 1.2439 x 10~150 | 4.7398 x 10127 | 7.9623 | 15.3819
160.0000 | 1.7562 x 10725 | 5.7774 x 107130 | 9.4858 x 10125 | 8.3293 | 15.1863
165.0000 | 1.5321 x 10724 | 1.0157 x 10~ 119 | 1.1118 x 1072% | 8.5171 | 15.0818
170.0000 | 1.5472 x 10723 | 1.5685 x 107109 | 1.1259 x 10724 | 8.7085 | 14.9720
175.0000 | 1.8431 x 10722 | 2.1361 x 107%° | 9.6624 x 10122 | 8.9045 | 14.8563
180.0000 | 2.6520 x 10=21 | 2.5758 x 10~8% | 6.8673 x 10121 | 9.1059 | 14.7337
185.0000 | 4.7418 x 10720 | 2.7600 x 10~7° | 3.9286 x 10120 | 9.3142 | 14.6029
190.0000 | 1.0919 x 1018 | 2.6372 x 10799 | 1.7457 x 10712 | 9.5310 | 14.4624
195.0000 | 3.3916 x 10717 | 2.2544 x 10~°%9 | 5.7545 x 10T17 | 9.7585 | 14.3099
200.0000 | 1.5114 x 1071° | 1.7295 x 10=%9 | 1.3233 x 10716 | 10.0000 | 14.1421
205.0000 | 1.0542 x 10713 | 1.1943 x 10739 | 1.9466 x 10714 | 10.2605 | 13.9543
210.0000 | 1.3129 x 10711 | 7.4432 x 10739 | 1.6069 x 10712 | 10.5485 | 13.7379
215.0000 | 3.6494 x 10799 | 4.1983 x 10720 | 5.9628 x 10799 | 10.8801 | 13.4767
216.0000 | 1.2796 x 10798 | 3.7003 x 10~18 | 1.7121 x 10199 | 10.9545 | 13.4164
217.0000 | 4.7368 x 10708 | 3.2487 x 10716 | 4.6582 x 107 | 11.0325 | 13.3523
218.0000 | 1.8642 x 10707 | 2.8413 x 10~1* | 1.1926 x 1079 | 11.1150 | 13.2837
219.0000 | 7.8683 x 10707 | 2.4754 x 10712 | 2.8476 x 10797 | 11.2029 | 13.2097
220.0000 | 3.6052 x 107%6 | 2.1485 x 10710 | 6.2674 x 10796 | 11.2978 | 13.1286
221.0000 | 1.8228 x 10795 1.8577 x 10~8 1.2512 x 10196 | 11.4018 | 13.0384
222.0000 | 1.0419 x 10~%4 1.6002 x 10=6 | 2.2110 x 1079 | 11.5187 | 12.9352
223.0000 | 7.0045 x 107%% | 1.3731 x 10™* | 3.3281 x 107%* | 11.6558 | 12.8118
224.0000 | 5.9816 x 10793 | 1.1671 x 1072 | 3.9562 x 10703 | 11.8322 | 12.6491

Tabela A.2: Continuacao da tabela A.1
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A TPint Vo T ace acd
0.0100 | 4.7449 x 1020 | 2.2500 x 10792 | 3.9260 x 10120 | 9.3142 | 14.6029
0.0101 | 1.9386 x 10717 | 2.2277 x 10702 | 9.6427 x 10117 | 9.3467 | 14.4800
0.0102 | 5.5162 x 10715 | 2.2059 x 10702 | 3.4010 x 10+15 | 9.3803 | 14.3571
0.0103 | 1.0768 x 1012 | 2.1845 x 10192 | 1.7487 x 10113 | 9.4152 | 14.2343
0.0104 | 1.4239 x 10719 | 2.1635 x 10792 | 1.3276 x 1011 | 94515 | 14.1114
0.0105 | 1.2522 x 10798 | 2.1429 x 10702 | 1.5156 x 10709 | 9.4892 | 13.9882
0.0106 | 7.1354 x 10797 | 2.1226 x 10792 | 2.6708 x 10707 | 9.5286 | 13.8645
0.0107 | 2.5363 x 10795 | 2.1028 x 10702 | 7.5462 x 10705 | 9.5697 | 13.7402
0.0108 | 5.3391 x 10794 | 2.0833 x 10192 | 3.6009 x 10194 | 9.6129 | 13.6151
0.0109 | 6.1795 x 10793 | 2.0642 x 10792 | 3.1259 x 10103 | 9.6583 | 13.4888
0.0110 | 3.5077 x 10792 | 2.0455 x 10792 | 5.5342 x 101702 | 9.7062 | 13.3610
0.0111 | 8.4175 x 10792 | 2.0270 x 10792 | 2.3183 x 10102 | 9.7570 | 13.2314
0.0112 | 9.5984 x 10792 | 2.0089 x 10702 | 2.0443 x 10192 | 9.8112 | 13.0996
0.0113 | 1.2079 x 10791 | 1.9912 x 10192 | 1.6341 x 10192 | 9.8692 | 12.9648
0.0114 | 1.3117 x 10791 | 1.9737 x 10192 | 1.5143 x 10192 | 9.9318 | 12.8264
0.0115 | 1.4639 x 10791 | 1.9565 x 10792 | 1.3662 x 10702 | 10.0000 | 12.6834
0.0116 | 1.6190 x 10791 | 1.9397 x 10702 | 1.2446 x 10102 | 10.0752 | 12.5344
0.0117 | 1.7538 x 10791 | 1.9231 x 10792 | 1.1586 x 10102 | 10.1594 | 12.3773
0.0118 | 1.8752 x 10791 | 1.9068 x 10792 | 1.0938 x 10192 | 10.2559 | 12.2088
0.0119 | 1.9940 x 10791 | 1.8908 x 10192 | 1.0402 x 10192 | 10.3703 | 12.0232
0.0120 | 2.1463 x 10791 | 1.8750 x 10792 | 9.7983 x 10701 | 10.5150 | 11.8082
0.0121 | 2.2964 x 10791 | 1.8595 x 10702 | 9.3439 x 10701 | 10.7287 | 11.5252

Tabela A.3: Os valores calculados de PTyn:, EPpmaz, T, ace e acd para 22 valores difer-

entes de A fixando E = 185.



Apeéendice B
A férmula de Gregory-Newton

Vamos deduzir a féormula de Gregory-Newton.

Definicao B.0.1 Dado um conjunto de pontos (z;,y;), 0 < i < n, entdo a

diferenca dividida de primeira ordem é dada por:

Tit+1 — T A '

[931', !L"z'+1] =

Além da notagao usada em (B.1), vamos usar também a seguinte notagao:

[xi, $i+1] = Ay, = f[xi, $i+1]

Podemos também definir as diferencas divididas de ordem zero e de ordens

superiores a primeira. A diferenca dividida de ordem zero é dada por:

A% = flr] =y, 0<i<n (B.2)

Podemos escrever a diferenca dividida de primeira ordem por [36]:
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Ayip1 — Ay,
Ay = flri, Tig1] =[5, 0i41] = St
Tit1 — X1
Podemos generalizar e definir a diferenca dividida de ordem n que é dada

por:

ZT; xX; ey Iy — Liy, Tg vees Ljtp—
Anyi — [xiaxi—l—la ---axi—l—n] _ f[ i+1y Lit2, ) H—n] f[ iy Li41, s Li4n 1]
~ Litn — L4

g

(n+1)termos

ou ainda
Ay — Ay,

Tign — T4

[xiv Tit1y -y xi-l-n] =
Por conveniéncia, vamos usar a notacao p(x) em vez de f(x). Assim , a

partir da diferenga dividida de primeira ordem, temos:

plz, xo] = p—(:):i :Z;(l'o) (B.3)
Isolando p(x), temos
p(z) = p(zo) + (z — z0)plz, o] (B.4)
Mas
p[SL’ Zo xl] _ p[:c,xo] —p[LL’O,SL’l]
Dai:
plz, zo] = plxo, 1] + (x — z1)p|x, To, 1] (B.5)

Substituindo (B.5) em (B.4), temos:

p(x) = p(x0) + (x — mo)plwo, 21] + (¥ — T0) (T — T1)P[T, T0), 1] (B.6)
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Por outro lado:

plr, xo, 1] = (v — x2)plx, T, T1, T2] + P[T0, 71, T2 (B.7)

e substituindo (B.7) em (B.6), temos:

p(x) = p(xo) + (x — xo)p[z0, 21| + (¥ — 20) (¥ — 1)P[T0, T1, T2 +

+(x — x0)(x — 1) (x — 22)pl, T, T1, 22]  (B.8)

Continuando o processo, temos:

p(x) = p(xo) + (x — wo)plwo, 21] + (¥ — @0 ) (x — 21)p[0, T1, 2] +
+F(—xo)(x —x1) ... (T — Tp1)p[To, X1,y - Ty F

+(x —x)(x — 1) ... (T — zp)plx, 0, 21, . .., 5] (B.9)

Com alguns calculos algébricos vemos que:

plr,z1,...,x,] =0

Substituindo p(xg) por yo em (B.8), temos:

p(z) = yo + (x — zo)p|xo, 1] + (z — mo) (. — x1)plT0, 1, T2] +

4+ (;g — xo)(x — xl) e (x - .Z’n_1)p[l’0,$1, e ,CEn]. (B.lO)

Podemos ver que Ayg = plxg, 21, T2, ..., x;]; dai (B.10) pode ser escrita

co1mo
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p(z) = yo + (. — 20)Ayo + (v — z0)(x — 1) Ay +
+ ot (x—xo)(x—21) ... (2 — 2po1) Ao (B.11)

O polinémio dado em (B.11) é chamado Polinomio de Newton [36] e pode

ser escrito como:

n i—1
p(x) =yo+ Y Ay [[(x — =)
i=1 5=0
No caso dos pontos z; , 0 < i < n serem igualmente espacados [32] , [36],
podemos adotar o seguinte artificio. Seja h = x;,1 — x;, para todo 0 <1 < n,
isto é, h é uma constante.

Seja z dado por:

T — 2o

Logo:

(x —x0) = zh

(x—x1)=(x—(vo+h)=2x—20—h="h(z—1)

(x—2p1)=(x—(xog+(n—1)h)) =h(z— (n—1))

Substituindo estes valores em (B.10), temos:

p(x) = yo + hzlyo + h*2(z = DA%y + -+ + h"z(z — 1) ...

(z=(n—=1)A"y,  (B.12)

Vamos definir a diferenca finita quando os pontos estao igualmente espagados.
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Definicao B.0.2 As diferencas finitas ascendentes sao dadas por:
1. A%; =y,
2. Ay; = yiy1 — yi = A% — A,
3. A2yi = Ay — Ay;
4. Aty = A"y — Anly,

Teorema B.0.1 Seja a funcao y = f(x) definida pelos pontos (x;,y;), 0 <

1 < n, tais que r;v 1 — x; = h, para todo i.

"y = B.1
Ay nlh» (B.13)
Substituindo (B.13) em (B.12), temos:
A A2
p(x) Zyo+z%+z(2—1) 2'?/0 +ed2(z— 1)

! ! .
oz = (n—1)= 2 (B.14)

n.

A férmula (B.14) é conhecida como férmula de Gregory-Newton e sé pode

ser utilizada quando os pontos x;, 0 < i < n, sao igualmente espacados.
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