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RESUMO

A Simulagao de Reservatorios é uma importante drea da engenharia de reservatorios. Si-
muladores sao baseados em modelos matematicos que modelam o escoamento dos fluidos
através do meio porosos. Modelos dgua-6leo incompressiveis sao representados por siste-
mas de equacoes diferenciais parciais em duas varidveis: pressao e saturacao dos fluidos.
O problema consiste de um sistema de equagoes de dificil resolucao e que exige o uso de
métodos iterativos para aproximar a solucao. Neste trabalho foi feita uma comparacao en-
tre métodos numéricos que aproximam a solucao deste problema através uma abordagem
acoplada, utilizando um método implicito e um esquema desacoplado. O sistema desaco-
plado utiliza um método implicito para obter a solucao da equagao da pressao, enquanto
a solucao da saturacao é aproximada através dos métodos de Euler Explicito e BDF
(Backward Differentiation Formulas). Para resolver as equagoes no espago, os métodos
de Kurganov-Tadmor e o Esquema Upwind foram utilizados. O Esquema Upwind é um
método de primeira ordem, enquanto o Kurganov-Tadmor (KT) é um método central
de segunda ordem. Testes foram realizados utilizando diferentes tipos de reservatorios e
propriedades da rocha e do éleo. Os resultados foram comparados com solugoes precisas
para medir o erro numérico introduzido por cada método. Através dos resultados obtidos
nesse trabalho foi possivel comparar os métodos e observar que a solucao através de um
esquema, desacoplado é mais vantajosa, principalmente ao utilizar o método BDF' para
resolver a equacao da saturagao no tempo. Comparando o esquema Upwind com o KT,
verificamos que, como esperado, o KT é um método menos difusivo. Nosso trabalho su-
gere que o uso do método KT em associacao com o BDF resulta em um método mais
preciso. Por outro lado, o KT é computacionalmente mais custoso do que o Esquema
Upwind. Contudo, para produzir resultados com erros numéricos semelhantes aos do KT,

o método Upwind chega a ser mais de seis vezes mais lento.

Palavras-chave: Meios Porosos. Kurganov-Tadmor. BDF. Escoamento Bifasico.

IMPES.



ABSTRACT

Reservoir simulation is part of an important area of reservoir engineering. Reservoir sim-
ulators are based on mathematical models capable of predicting the fluid flow through
porous medium. Water-oil incompressible models are represented by a system of differen-
tial partial equations in two variables: pressure and the fluid saturation. The system of
equations of the problem is not simple to solve and it demands the use of iterative methods
to get the approximate solution. In this work we compared a coupled implicit approach
and a decoupled scheme. The decoupled system evolves in time using an implicit method
to solve the pressure equation solution whereas the solution for the saturation equation
is obtained using Explicit Euler and BDF (Backward Differentiation Formulas) methods.
The solutions in space discretization use the Kurganov-Tadmor method and the Upwind
Scheme. Upwind Scheme is a first-order finite volume based method whereas Kurganov-
Tadmor (KT) is a second-order central scheme. Different kinds of reservoir types and
different rock and oil properties were used to compare the results with more precise so-
lutions in order to estimate the amount of numerical errors introduced by each method.
These results allowed us to quantify the difference between the analyzed methods and to
observe that the solution obtained from the decoupled method yields the best results, in
particular when the BDF method is used to solve the saturation equation in time. The
solution from the BDF method in association with the Upwind Scheme compared with
the KT shows that, as expected, the KT method is less diffusive than the Upwind. Our
work suggests that the use of the KT method in association with the BDF results in
a more accurate method. On the other hand, the KT method is computationally more
expensive compared to Upwind Scheme. Nevertheless, to produce numerical results with

similar errors to KT, the Upwind Scheme can be more than five times slower.

Keywords: Porous Media. Kurganov-Tadmor. BDF. Biphasic Flow. IMPES.
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1 INTRODUCAO

A modelagem computacional ocupa um papel importante na engenharia de petréleo, com
particular destaque no estudo e no gerenciamento de reservatorios. Como resultado dos
diversos custos envolvidos na recuperacao de 6leo, é necessario conhecer as mais avancadas
técnicas para recupera-lo de maneira mais eficiente possivel e causando o minimo de
impacto ambiental. Uma maneira usual de se analisar reservatorios é através da previsao
do escoamento dos fluidos através dos meio porosos que o formam.

Os fluidos presentes em um reservatorio interagem entre si e com o meio. Essa in-
teracao depende de caracteristicas do meio, como porosidade e permeabilidade e carac-
teristicas dos fluidos envolvidos no processo, como sua viscosidade e massa especifica.
Essas propriedades sao fatores essenciais para se determinar o escomento dos fluidos [I].

A extracao do dleo de reservatorios se inicia ao se perfurar a rocha. Nesse primeiro
momento, a diferenca de pressao entre o fluido e a superficie ja contribui para que parte
do 6leo presente seja extraido sem o uso de qualquer outro artificio. Este é o processo de
recuperacao primario, capaz de extrair apenas uma pequena parcela do 6leo presente, de
5 a 15% [2]. O processo secundério consiste em se perfurar o reservatério em mais lugares
e injetar um outro liquido ou gas de menor valor no pogo injetor, gerando uma pressao
sobre o dleo e empurrando-o para fora em outros pogos (pogos produtores). Mesmo esse
processo nao é capaz de recuperar todo o éleo presente no poco. Um terceiro processo
(tercidrio) é realizado através da utilizagdo de mecanismos mais complexos [3]. Nesse
trabalho, manteremos o foco no processo secundario.

O estudo de escoamento em meios porosos é um enorme desafio devido as carac-
teristicas fisicas dos reservatérios, geralmente encontrados a grandes profundidades e pos-
suindo extensoes quilométricas, ao passo que caracteristicas microscopicas também sao
fatores cruciais no processo. Como a extragao de petréleo em reservatérios é de extrema
complexidade e envolve altos custos, a simulacao através de modelos computacionais é
vista como uma alternativa no estudo das caracteristicas inerentes a este processo. A
natureza do problema determina o tipo de representacao que pode ser feita dele.

Esse trabalho trata da utilizacao de um fluido imiscivel para deslocar o 6leo, o cha-

mado escoamento bifasico. A modelagem computacional do escoamento bifasico dgua-éleo
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representa as interagoes fisicas que regem o escoamento desses fluidos por meio de siste-
mas de equacoes diferencias parciais. A partir disso, é possivel avaliar diferentes técnicas
de recuperagao a um custo muito pequeno [4]. No entanto, nao é possivel resolver essas
equacoes de maneira analitica. Para a obtencao de respostas para esses sistemas, é usual
a utilizagao de métodos numéricos.

Modelos agua-6leo incompressiveis sao baseados em sistemas de equacoes diferenciais
parciais em duas varidveis: pressao e saturacao dos fluidos. O problema consiste de um
sistema de equagcoes com caracteristicas elipticas e hiperbdlicas. Uma abordagem simples
e eficiente de solugao desse problema é obtida pelo método IMPES (Implicit Pressure -
FEzplicit Saturation), que é utilizado para desacoplar e resolver as equagoes separadamente
[5]. O método IMPES se aproveita do fato da pressao evoluir de maneira mais lenta que a
saturacao, para utilizar uma solucao implicita para a pressao e uma solucao explicita para
a saturacao. Concluindo, a equacao implicita evolui em largos passos de tempo, e para
cada solugao da pressao, a solucdo da saturagao (equagao explicita) precisa ser reavaliada
varias vezes, pois o avanco no tempo no método explicito é limitado por uma condicao
de estabilidade, a condicao de CFL. O método IMPES pode ser facilmente adaptado
para utilizar um esquema desacoplado de resolucao implicita para a pressao e implicita
para a saturagdo. Chamaremos essa outra forma de IMPIS (Implicit Pressure - Implicit
Saturation).

O objetivo desse trabalho é comparar uma implementagao feita por [6, [7] que utiliza
o método IMPES em conjunto com o Esquema Upwind [8] na discretizacao espacial da
equacao hiperbdlica com uma solucao que utiliza o mesmo método IMPES, porém, com o
método de Kurganov-Tadmor (KT) para a discretizagao espacial da equagao hiperbdlica
[9]. O Esquema Upwind é um método de primeira ordem, enquanto o Kurganov-Tadmor
(KT) é um método de segunda ordem. Sao utilizados, para essas duas discretizagoes
espaciais, dois diferentes métodos para aproximar a solucao da equacao da saturacao no
tempo: método de Euler Explicito e Backward Differentiation Formulas (BDF). Nesse
segundo caso terfamos o chamado IMPIS, ja que o método BDF ¢ um método implicito.
Também implementamos uma alternativa aos métodos IMPES e IMPIS, onde a solucao
¢ obtida por uma discretizagao totalmente implicita do problema. Nesse ultimo caso, o
método numérico requer a solucao de um sistema nao linear a cada iteragao.

Métodos numéricos nem sempre sao capazes de lidar bem com frentes de onda onde
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os fluidos estao em contato devido a descontinuidades apresentadas nessas regioes. En
geral, os métodos introduzem alguma difusao numeérica. E importante conhecer bem essa
caracteristica e quantificar o quanto isso pode influenciar a solugao do problema.

Testes foram realizados utilizando diferentes tipos de condigoes iniciais e fungoes de
fluxo linear e nao linear. Os resultados foram comparados com solucoes precisas para
medir o erro numérico introduzido [10]. Entre os métodos acoplado, IMPES e IMPIS,
independentemente da discretizagao espacial utilizada, o IMPIS se mostrou capaz de
produzir resultados mais precisos e em simulagoes mais rapidas. Comparando os métodos
de discretizacao espacial, como esperado, observamos que os erros numéricos obtidos pelo
método Upwind, por ser um método mais difusivo, podem ser maiores que os obtidos pelo
KT. Ao se comparar o tempo entre resultados com erros numéricos semelhantes, o KT
se mostra mais eficiente. Com relacao aos métodos de discretizacao temporal testados,
concluimos também que, em grande parte dos casos, o BDF se saiu melhor que os outros.
Nosso trabalho sugere entao que o uso do método KT em associagao com o IMPIS com
discretizacao temporal implicita realizada pelo método BDF resulta em um método mais
preciso, entre os avaliados.

Esse trabalho é organizado da seguinte forma: no Cap. [2| sao apresentados todos
0s conceitos necessarios para se conhecer o problema do escoamento bifasico em meios
porosos e o desenvolvimento da modelagem numérica; no Cap. |3| sao apresentados os
passos para desacoplar as equagoes apresentadas no Cap. [2| e discretiza-las no tempo
através do método de resolucao temporal de Euler Explicito, do esquema de resolucao
temporal implicito BDF e do esquema totalmente Implicito, que resolve o sistema de
equagoes acoplado; no Cap. 4] sao abordados os métodos de resolucao espacial através do
método Upwind classico e de um novo esquema desenvolvido por Kurganov e Tadmor; no
Cap. |o| apresentamos todos os experimentos realizados, bem como as condigoes em que
foram realizados; j& no Cap. [6] sao apresentados os resultados para os experimentos; no

Cap. [7] sao apresentadas as discussoes e conclusoes.
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2 MODELAGEM NUMERICA

Esse capitulo abordara os detalhes da modelagem numérica de um reservatorio de petréleo.
A modelagem numérica é uma representacao matematica dos eventos fisicos que regem o
escoamento de fluidos através do meio poroso, bem como as interagoes que ocorrem entre
o fluido, o meio e os outros fluidos presentes. Através de equacoes diferenciais parciais
é possivel reproduzir as principais caracteristicas do processo. Porém é necessario fazer
algumas simplificacoes devido ao alto grau de complexidade da solucao computacional
dessas equacoes e da dificuldade de se conhecer todas as caracteristicas de um reservatorio.

Apos uma explicacao de conceitos fundamentais, o capitulo seguird para a modelagem
dos principios fisicos que regem o escoamento de fluidos em meios porosos: a Lei da
Conservagao de Massa e a Lei de Darcy. A partir dessas equagoes sera possivel generalizar
as equagoes para que tratem de dois fluidos (dgua e 6leo) inseridos no mesmo meio. Serao
apresentadas também, todas as simplificacoes realizadas para facilitar a resolucao do

sistema gerado.

2.1 Conceitos Fundamentais

O petréleo e dgua extraidos de reservatérios subterraneos se encontram em ambientes com
caracteristicas especiais chamados meios porosos. Um meio poroso nada mais é do que um
solido com espacos vazios. Esses meios sao compostos de formagoes rochosas com enorme
quantidade de poros, onde se concentram os fluidos ou gases (também chamados fases).
As caracteristicas dessas formacgoes e das fases ali presentes sdo de crucial importancia na
interagao fisica entre esses meios, portanto quanto mais informacoes estiverem disponiveis,
mais o modelo matemadtico ird se aproximar das situacgoes reais. A Fig. ilustra como
é formado um meio poroso.

O reservatorio de onde se extrai petréleo pode possuir varios quilometros de extensao,
ainda assim caracteristicas microscopicas, como a porosidade e a permeabilidade estao
entre suas principais propriedades. A essas se somam caracteristicas como a pressao
capilar do fluidos. Todas essas caracteristicas serao descritas nas subsecoes seguintes em

maiores detalhes.
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B Solido
[ ] Poro

Figura 2.1: Esquematizacao de um meio poroso.

2.1.1 Porosidade

Porosidade absoluta é a razao entre o volume com espacos vazios, os poros e o volume

total da rocha. Podemos visualizar essa razao na Eq.

Vi Vs
¢=7’t’=1—vt, (2.1)

onde V), é o volume de poros, V; é o volume total da rocha e V é o volume com matéria

=z’

solida na rocha.

Porosidade
\:’ efetiva

Porosidade
EI absoluta

Figura 2.2: Esquematizacao da porosidade absoluta.

Uma rocha pode ter uma alta porosidade absoluta e, mesmo assim, nao ser capaz de

ser percorrida por fluidos.
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O mais interessante é a chamada porosidade efetiva, que considera apenas os poros
conectados entre si, por onde é possivel escoar um fluido ou gas [I1]. No entanto, nao
¢ trivial determinar o valor da porosidade efetiva, sendo necessaria a realizacao de expe-
rimentagoes em laboratério. Na pratica é impossivel determinar essa caracteristica em
reservatoérios, devido a sua extensao. Podem-se utilizar, no entanto, métodos estatisticos
como forma de estimar a porosidade efetiva. A Fig.[2.2ilustra a diferenca entre porosidade

absoluta e porosidade efetiva.

2.1.2 Permeabilidade

A permeabilidade absoluta (K) é uma propriedade do meio que mede a habilidade dos
poros transmitirem fluido [12]. Nao deve ser confundida com a porosidade, pois mesmo
um meio com alta porosidade pode nao ser capaz de permitir que fluidos escoem em todas
as diregoes.

A permeabilidade é de fundamental importancia para a modelagem de escoamentos
em meios porosos, e sera tratada novamente na Secao [2.3| onde sera apresentada a lei de

Darcy [13].

2.1.3 Saturacao

A saturacao de uma das fases do meio é dada por:

Volume da fase o no meio poroso
Sa =

2.2
Volume poroso efetivo do meio (2:2)

A saturacao das fases é uma fracao da saturacao total do meio, entao a soma da saturacao

das fases é > s, = 1. Considerando que o meio é preenchido por dgua e dleo, tem-se que:

Sq+ 8, = 1. (2.3)

2.1.4 Viscosidade

A viscosidade (1) é uma propriedade do fluido referente a resisténcia ao seu escoamento.
A viscosidade depende principalmente do atrito interno das moléculas que o compoem.

Sua unidade de medida ¢é [Pa.s].
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Diferentes tipos de fases se diferenciam principalmente pela sua viscosidade. Exem-
plificando, uma fase gasosa, com suas moléculas distantes entre si, tem baixa viscosidade,
enquanto a agua, com moléculas mais préximas, possui viscosidade maior e o 6leo, sendo

mais espesso, possui viscosidade maior que as das duas anteriores.

2.1.5 Massa especifica

A massa especifica (p) é a razao entre a massa e o volume ocupado por um fluido. A
unidade utilizada para medir a massa especifica de uma fase ¢ o [kg/m?3]. Nesse trabalho

a massa especifica serd constante, ja que sé sao considerados fluidos incompressiveis.

2.2 Conservacao de Massa

A Lei da Conservacao de Massa se baseia no principio de que, em um volume de controle
fixo no espaco, a variacao da massa em um intervalo de tempo ¢é igual a massa que entrou

menos a que saiu através de fronteiras ou de fontes ou sumidouros. Temos entao:
ENTRADA — SAIDA = ACUMULACAO

Definimos entao um volume de controle retangular V' = [z, z + dx] x [y, y + dy| X [z, z + dZ]
e uma velocidade v(z,y, 2) = (v, (x,v, 2), vy (2,9, 2) , v, (x,y, 2)). A Fig. 2.3|ilustra como

o fluxo percorre o volume V' nas direcoes z, y e z.

v (x,y,z+dz)
v (x,y+dy.z)
oy | v (xrdxy2)
= T
[
A4 z
v (x.y.2) v,(xyz)
Y X

Figura 2.3: Fluxos de entrada e saida de massa.

Denotando a densidade do fluido por p, temos que a massa (dada por M) presente no

volume V' no instante de tempo ¢ é a integral volumétrica dessa densidade, como mostra
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a Eq. 2.4

)= [[[ @n) @z pyav (2.4)

Se considerarmos essa massa M variando no intervalo de tempo [t,t + dt], teremos a

Eq. 2.5, que representa a acumula¢ao de massa no volume V:

M(t + dt) — M(t) = / / / ((69) (2, 2.t + dt) — (8p) (2, 2, D] AV

_ / / /V /t o %dtd‘f.

Para cada uma das interfaces do volume existe um fluxo entrando ou saindo. Considere

(2.5)

a interface perpendicular ao eixo = no ponto (x,y,z) e no instante ¢, na face esquerda
de V, como mostra a Fig. 2.4, Esse fluxo pode ser escrito na forma de uma integral

volumétrica, como na Eq. 2.6,

Figura 2.4: Fluxos de entrada e saida de massa.

y+dy z4dz
flat)= [ [ (o) oz g (2.6)
y z

Para a interface direita do volume V', temos a Eq. 2.7 com fluxo semelhante & Eq. [2.6]

porém com sinal negativo, mostrando que o fluxo deixa a regiao, como ilustra a Fig. [2.5)).

y+dy z+dz
folz +dx,t) = — / / (pvg) (x + dx,y, z,t) dydz. (2.7)
y z

Essa massa atravessa entao a regidao V' no eixo z no intervalo [t,t + dt], como mostra



23

v (xtdx,y,z)

—_

Figura 2.5: Fluxos de entrada e saida de massa.
a Eq.

t+dt
/ (fe(x,t) + folz + do,t)) dt =
t+dt  py+dy pztdz '
/t / / [((pve) (x,y, 2,t) — (pvg) (x + dz,y, 2,t)] dzdydt =

t+4-dt r+dx y+dy z+dz a
/ [ / / / d dydz| dt =
t+dt
/ / / / 900 v

Aproveitando o mesmo raciocinio para as coordenadas y e z produzem-se as equagoes

Eq.[2.9 e Eq.2.1I0]

/tt—l-dt o0 t) + oy + dy. 1)) dt = _/tt+dt ///V %;y)dvdt. (2.9)
/ﬁdt (Fo(5.8) + Fo(z + d2,1)) / - /// glve @

Somando as Eqgs. [2.§] e mostramos que a massa total que entra no volume V'

(2.8)

no intervalo de tempo [t,t + dt| é dada pela Eq. [2.11]

/Hdt [ [Pl 20m) 2]y
-/ o / / / (o) AV .

Além da saida e entrada de massa através dos fluxos em cada interface do volume,

(2.11)

ocorre também a perda e acréscimo de massa através dos chamados pocos de producao e
pocos de injecao, respectivamente. Como os pocos podem ser da ordem de centimetros e se

encontram em reservatorios de centenas de metros ou quilometros, é conveniente trata-los
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como fontes ou sumidouros pontuais. Seja g a vazao volumétrica (unidades do volume por
tempo) de uma fonte (¢ > 0 para injegao) ou sumidouro (¢ < 0 para producao) situada

no volume de controle V', a massa agregada a V' no intervalo de tempo [t,t + dt] é dada

pela Eq.

/t o / / /V (pq) dVdt. (2.12)

Lembrando que a acumulagao (Eq. é igual ao fluxo (Eq.[2.11)) adicionado as fontes

e sumidouros (Eq.[2.12)).], pode-se entao reunir as trés equacoes em uma unica:
) 5

L -
—/tt+ t///VV.(pU)dth—l—/tH t///v(pq)dth.

Pode-se reunir todos os elementos da Eq. dentro da mesma integral, produzindo:

///V /ﬁdt [% — V. (pt) + (pq)] dVdt = 0. (2.14)

Como o volume V' e o intervalo de tempo [¢, t + dt] sdo arbitrarios, tem-se a formulagao

final da conservacao de massa, dada pela Eq. [2.15]

(2.13)

%ﬁp) + V. (p0) — (pg) = 0. (2.15)

2.3 Lei de Darcy

Henry Darcy, engenheiro francés, descreveu pela primeira vez em 1856 um experimento
realizado em laboratério para estudar o escoamento de dgua através de uma camada de
areia [13]. Esse experimento cldssico veio a ser considerado mais tarde como uma das leis
fundamentais para a modelagem de fluxos em meios porosos.

Segundo a Lei de Darcy, o escoamento de um fluido é proporcional ao gradiente da
pressao e inversamente proporcional a viscosidade do fluido em questao. Esta propor-
cionalidade depende do meio onde o fluido escoa, através da chamada permeabilidade
absoluta que representa a capacidade que o meio tem de deixar que o fluido percorra seus
pOTos.

Para entender melhor o experimento realizado por Darcy, pode-se observar a ilustragao
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da Fig. 2.6

Figura 2.6: Ilustragao do esquema utilizado por Darcy para concluir a Lei de Darcy.

Na Fig. [2.6) pode ser observado um filtro homogéneo de comprimento L limitado por
secoes planas de mesma &drea superficial A e preenchido por um liquido incompressivel
que percorre esse filtro devido as diferengas de pressao (P, e BF,). Darcy observou que a
relagao entre diferentes caracteristicas desse filtro alteram a quantidade de vazao (@) na
secao onde o liquido é expelido.

A taxa de escoamento, entao, é dada pela diferenca de pressao entre a entrada e saida
do filtro, variando de maneira inversamente proporcional a viscosidade do fluido injetado
nesse meio e ao tamanho do meio, e proporcionalmente a constante de permeabilidade
desse meio e ao tamanho da secao de area. A Lei de Darcy pode ser escrita da seguinte
maneira;

KA (P, — P,)

Q= p — 7 (2.16)

onde @ é a vazdo do fluido (m3/s), K é a permeabilidade absoluta do meio, u é a
viscosidade do fluido (Pa.s), A a segao de area (m?) e P, — P, (Pa) é a diferenca de
pressao em uma distancia dada por L (m). O sinal de @ é negativo devido a dire¢ao de
escoamento da maior para a menor pressao. Temos entao:

Qu L [m*s~!][Pa.s] [m]

K=Awm-r- g " 217

A Eq. mostra que a unidade da permeabilidade ¢ m?2, no entanto, na pratica se
utiliza o Darcy, onde 1 Darcy equivale a 9.869233x10~¥m?2. Na maioria dos reservatérios
de petroleo, no entanto a permeabilidade é bem menor do que 1 Darcy. Portanto uma
unidade mais comum é o milidarcy (mD) que é amplamente utilizada na industria de

6leo e gas. No Sistema Internacional (SI), pode-se usar o micrometro quadrado (um)?
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ao invés de m?, onde ImD = 0.986923(;zm)?. Os valores mais comuns para as rochas em
reservatérios de petréleo estao na faixa de 0.1 a 1000 milidarcies.
Pode-se fazer uma pequena modificagao na Eq. 2.16 dividindo ambos os lados pela
area A para que a variavel calculada seja a velocidade, ao invés da vazao:
Q K (b, —F,)
A

= _—a 2.18
v=— e, (218)

onde % ¢ a chamada velocidade de Darcy.
Outra maneira de se utilizar a lei de Darcy é em sua forma diferencial em trés di-

mensoes, como apresentado na Eq. [2.19}

K
v= —E(Vp — pgVz), (2.19)

onde v é a velocidade de fluxo do fluido no meio, K ¢é a permeabilidade absoluta do meio,
i a viscosidade do fluido, Vp é o vetor gradiente da pressao e o restante trata da agao
gravitacional sobre o fluido: p é sua densidade, g representa constante gravitacional e Vz

vale (0,0, 1).

2.4 Escoamento Bifasico

Antes de generalizar a Lei de Darcy e a Conservagao de Massa para multiplas fases,
¢ importante detalhar melhor algumas propriedades que sao especificas de cada fase e

podem estar presente em um meio poroso.

2.4.1 Pressao Capilar

Com a diferenciacao entre fases, se duas delas entram em contato e nao se misturam, cada
uma exerce uma pressao sobre a outra. Para escoamentos bifdsicos é necessario considerar
a pressao das fases separadamente na Eq. A pressao capilar é justamente a diferenca
entre essas pressoes, devido a curvatura e tensao que ocorre no contato das interfaces das
fases. Considerando as fases agua e 6leo, a Eq. mostra como é representada a pressao

capilar:

Pe = Po — Pa, (220)
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onde p. é a pressao capilar; p, é a pressao do éleo e p, a pressao da adgua.

Quando o meio estd inicialmente saturado com o fluido molhante (dgua) e é injetado
outro fluido nao molhante (6leo), esse processo é conhecido como drenagem. Ao ocorrer o
contrario, com um fluido molhante deslocando um fluido nao molhante ocorre a embebicao.

A Fig. exemplifica as curvas da pressao capilar para cada um desses casos [3].

Pc

drenagem

- embebigao
0 Sai S \Sor

Figura 2.7: Curvas de pressao capilar para embebicao e drenagem.

2.4.2 Permeabilidade Relativa

Para que se entenda o que é a permeabilidade relativa, é preciso detalhar a permeabili-
dade absoluta de um meio. A permeabilidade absoluta representa a capacidade do fluido
escoar no meio poroso quando apenas esse fluido satura 100% o meio. A permeabilidade
absoluta dita a conectividade e o fluxo do fluido no reservatorio, variando com a posicao,
caracteristicas do préprio fluido e caracteristicas do solo (tamanho, arranjo e forma dos
graos).

A presenca de dois fluidos no mesmo ambiente causa uma miutua interferéncia no esco-
amento de ambos, portanto é necessario introduzir outro conceito do escoamento bifasico
chamado permeabilidade relativa. A permeabilidade relativa considera essa interacao
entre os fluidos, consequentemente varia de acordo com a saturacao atual do meio. A
permeabilidade relativa é portanto, a razao entre a permeabilidade absoluta de um fluido
que nao preenche o meio inteiramente e a permeabilidade com saturacao total.

A Eq. mostra de maneira geral a relacao entre a permeabilidade relativa e a
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permeabilidade absoluta de um meio:

Ko
kfra B 7, a = a,o, (221)

onde k,, é a funcao permeabilidade relativa para a fase a; K, é a permeabilidade absoluta
do meio para fase a; « representa a fase dgua (a) ou 6leo (0).

0.8 T T T T

0.7 F \ ra i

ro
0.6 | .

0.5 E

04

0.1 |

S

a

Figura 2.8: Curvas de permeabilidade relativa.

As fungoes de permeabilidade relativa k., controlam o comportamento das fases na
presenca de outro fluido ou gases, quando ambos ocupam uma fracao do meio poroso.
Essas fungoes sao determinantes na maneira como os fluidos escoam. Sao fornecidas ao
modelo e podem ser lineares ou nao-lineares.

As curvas de Corey sao fungoes de permeabilidade relativa muito utilizadas para dgua

e 6leo. Essas curvas podem ser dadas, por exemplo, pela Eq.

2
— (L) |
]- — Sor — Sai

1—s, —s 2
koo =08 [ ——2 =)
1_Sor_5ai

onde s é a saturacao da agua; s, € S, sao constantes: a saturacao irredutivel da agua e

(2.22)

a saturacao residual do 6leo, respectivamente.

Para valores definidos em s,; = 0.2 e s,, = 0.2 na Eq. pode-se visualizar as
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curvas de permeabilidade relativa através da Fig. 2.8, Na posi¢do = = 0.2 tem-se a
chamada saturagao irredutivel da dgua (s,;). Como foi atribuido a ela o valor de 0.2, essa
¢ a menor quantidade que a saturacao da agua alcancara no reservatério e o maior valor

é de 0.8, ja que a saturagao residual do éleo (s,,) vale 0.2.

2.4.3 Swmplificacoes

Nessa subsecao serao apresentadas as simplificacoes aplicadas nas propriedades apresen-
tadas anteriormente. Como serao estudados meios rigidos, o termo fase designara sempre
uma das fases fluidas: agua ou dleo.

A primeira simplificacao apresentada trata da incompressibilidade dos fluidos, sig-
nificando que a massa especifica é constante no tempo, independentemente da pressao

aplicada, o que equivale a:

ov dp

=L =0, £ =0. 2.23
o 9 (2.23)
Também considera-se uma pressao capilar nula, ou seja, nao ha diferenca de pressao

entre os fluidos, logo:

P (2.24)

Esse trabalho também desconsidera efeitos gravitacionais e reduz o modelo para duas
dimensoes espaciais. A Eq. apresenta a Lei de Darcy , um fluxo bifasico e
pressao capilar nula:

Vo = —£Vp. (2.25)
Ha
onde v, ¢é a velocidade da fase «; o produto entre a permeabilidade absoluta e relativa do
meio para a fase o é dada por K, e a viscosidade de a é pq.

A extensao da lei da Conservagao de Massa (Eq. [2.15)) para duas fase também é feita

de maneira trivial, basta que se aplique a lei da conservacao separadamente para cada
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fluido. Apresenta-se na Eq. esse sistema com fluidos incompressiveis (Eq. [2.23)):

00s,
Pa ¢ + V-(Uapa) = Pala,
ot (2.26)
Ops,
Po ot + v-(vopo) = PoYo-

lembrando que p é a densidade, ¢ a porosidade, s a saturacao, v a velocidade e g a
vazao Nnos pogos.
A porosidade ¢ na Eq. pode variar com a pressao. Nesse trabalho, vamos consi-

derar que ela é constante:

¢ a88a+v~ VaPa) = Paba,
PaOs (vapa) = p (2.2

(bpoatso + V-(vo,oo) = PoYo-

Como considerou-se uma densidade constante dos fluidos e a pressao capilar nula,

pode-se dividir a primeira linha da Eq. por p, e a segunda por p,.

004Sq + V.04 = qa,
(2.28)
00:S, + V.0, = qo.

Lembrando que s, + s, = 1, pode-se somar as equacoes do sistema, de forma a obter

a velocidade total do sistema:

Vv = qp, (2.29)

onde v; é a velocidade total (v; = v, + v,) € ¢; é a vazao total (¢ = ¢ + qo)-

Pode-se agora formar um sistema com a Eq. e a primeira equacao de Eq. [2.28;

V.Ut = qt,
(2.30)

¢8t5a + v-Ua = {qa,

Tratando por s a saturacao da dgua e omitindo subscritos, apresenta-se o fluxo fra-

ciondrio:

(2.31)
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Lembrando da Eq. tem-se a relagao:

K, K,
Vy = — (M— + /L_) Vp = Vg = —f(S)Ut. (232)

Da qual é possivel chegar no sistema final da Eq. [2.33}

V.Ut = G,

®0s + V. (f(s)v) = qa.

(2.33)

Na Eq. tem-se um sistema com duas equacoes diferenciais, sendo a primeira uma
equacao eliptica e a segunda uma equacao hiperbdlica. O sistema tem duas variaveis:
a pressao p e a saturagdo s. A funcdo fluxo fracionario f(s) é dada pela Eq. , que
depende da variavel saturacao e é calculada através das fungoes de permeabilidade relativa.

A vazao total g, é prescrita para todos os instantes de tempo, ou seja, determina-se
quanto de dgua serd injetado e quanto de dgua e dleo sera extraido dos pogos por segundo.
Nos pogos injetores ocorre apenas a inser¢ao de dgua no sistema (¢; = ¢q,) enquanto nos
pogos produtores se conhece a vazao total, mas nao se sabe a porcentagem de dgua ou
6leo extraidos (¢ = ¢, + ¢,). Portanto, mais uma equagao é necessaria para relacionar a

vazao de cada um dos fluidos:

Ga = f(8)q. (2.34)

Com a Eq. é possivel determinar a vazao de agua (q,) extraida no poco produtor
e por consequéncia também a vazao de dleo (g,).
Ainda serao definidas as condig¢oes de contorno e iniciais do problema. Por enquanto,

apresenta-se um resumo de todas as simplificacoes aplicadas a modelagem do escoamento

bifasico na Tab. 2.1t

2.4.4 Condicoes iniciais e de contorno

Assume-se um reservatorio isolado em um dominio bidimensional retangular 2. Nas
regioes de fronteira o vetor normal da velocidade é nulo. Utiliza-se, portanto, condi¢oes

do tipo Neumann:

VoV = 0,2 € 090, (2.35)
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Tabela 2.1: Resumo das simplificagoes.

Simplificagao ‘ Férmula ‘ Equagao
A% 3]
Fluidos incompressiveis —_— = ,—p =0 2.23
Ip dp
Pressao capilar nula D= Pa = Po 2.24
Efeitos gravitacionais nulos pgVz =10 —
Problema bidimensional ? =0 —
0
Porosidade invariavel no tempo a—f =0 —

onde v é o vetor normal a fronteira 9€) do dominio €.

A condigao inicial do problema é especificada pela Eq. [2.36}

s(x,0) = so(x), z € S (2.36)
Conclui-se entao, com um sistema fechado como mostra a Eq. com varidveis (s, p):

(
v.'Ut = 4,

®0s + V. (f(s)vr) = qa,
Vo.v = 0,2 € 012,

(2.37)

Ks(:zc,O) = so(x),x € S
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3 DISCRETIZACAO NUMERICA
NO TEMPO

Neste capitulo serao apresentados algoritmos para a discretizacao temporal do sistema
(Eq. 2.37). Nos métodos totalmente implicitos, as equagdes do sistema sao resolvidas
simultaneamente, enquanto o esquema conhecido como IMPES desacopla as equacoes, de

forma a resolvé-las isoladamente.

3.1 O Esquema IMPES

O sistema de equacgoes (Eq. ¢ acoplado e nao-linear. Nesse trabalho emprega-se a
técnica conhecida como Improved IMPES Method (ou IMPES melhorado) para quebrar o
sistema em duas equagoes separadas que podem ser resolvidas em sequéncia. O Método
IMPES (Implicit Pressure - Ezplicit Saturation) obtém a solucao para a equagao eliptica
(pressao) e, entdo, a solugao para a equagao hiperbdlica (saturagao).

O Esquema IMPES cléssico foi desenvolvido em [I14] [I5] com o objetivo de separar as
equacoes do sistema em duas equagoes distintas, onde a entrada de uma é o resultado da
outra. Além disso, essas equacoes seriam resolvidas utilizando aproximacoes implicitas
para a equacao da pressao e explicitas para a solugao da saturagao. A equagao explicita,
no entanto, limita o tamanho dos intervalos de tempo no qual esse método pode evo-
luir, devido a condigoes de estabilidade. Inicialmente, a Eq. ¢é desacoplada em duas
equagoes, uma referente a pressao e outra referente a saturacao. Com as equagoes desaco-
pladas é possivel dividir o tempo em intervalos de tamanho ¢, sendo limitado por [0,7),
com T > 0. Tem-se entdo particoes do tempo como 0 = t° < ¢! < t? < ... <tV =T.
O método IMPES classico evolui a equacao da pressao obedecendo a esses intervalos,
partindo de uma saturacao inicial fornecida e em seguida usa-se a pressao obtida por essa
equacao como entrada para a solucao da equacao da saturacao que evolui até o mesmo

instante de tempo da equacao eliptica. Para intervalos de tempo t = nAt tem-se uma
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solugao para a equacao eliptica:

v. (— <Ka(8n) n K"(3n>) vp"“) _ (3.1)

fa fho

lembrando que K, e K, sao funcoes da saturacao e portanto dependem da saturacao no
tempo n. Para facilitar a visualizagao, pode-se chamar a parcela da Eq. que depende

da saturagao de transmissibilidade total, ou T'(s"), ou seja:

e (Kaw) N Ko<s”>) | 52)

Ha Ho

Reescreve-se a equagao da pressao (Eq. como:

V. (=T(s")Vp™) = qf, (3.3)

A equacao que representa a saturacao precisa ser discretizada no tempo. Uma maneira
de se fazer isso ¢é através de um esquema explicito de diferencas finitas. Os métodos de

solucao utilizados nesse trabalho serao apresentadas na Subsegao [3.1.1] Discretizando a

equagao hiperbdlica (Eq. [2.37)) no tempo:

n+l _ on
T 695~ VL (T YY) g (3.4)

¢tn+1—tn Yot T

Entao:

Atn-i-l
¢

O Algoritmo [I] esquematiza a resolugao do método.

Sn+1 — Sn 4

(=V.(f(s")T(s")VP" ) + qz).- (3.5)

s < s(x,0)

: forn=1,2...N do
Use s"~! para resolver a Eq. e obter p™.
Com p", calcule a velocidade na Eq. [2.32]
Obter s" na Eq. a partir de s"71, p" e V",

end for

AN S ol ey

Algoritmo 1: IMPES Classico

O método IMPES classico, no entanto, é extremamente restritivo devido a limitacao no
passo de tempo que a resolucao explicita exige, para que seja mantida sua estabilidade.

Como a resolucao da equacao da pressao (Eq. [3.3) ndo demanda essas limitagoes, foi
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observado em [5] que é possivel considerar intervalos de tempos maiores, enquanto a
solugao da saturacao evolui obedecendo as limitagoes da condigao de estabilidade. Essa é
a base do método IMPES melhorado, que sera descrito com maiores detalhes na sequéncia.

No método IMPES melhorado, a pressao é calculada em cada passo de tempo t" =
At,, 2At,, ..., NAt,. A saturacao é calculada a partir do tempo " da pressao até o proximo

+1 quando a pressao serd reavaliada. O passo de tempo da saturacio At, &,

instante
entdo, uma fragdo do tempo da pressao e reavaliado a cada interagao t™? = nAt,, t™! =
nAt, + Atg, t™? = nAt, + 2At, ..., ™1 = (n + 1)At,. Novamente, utilizamos um método

de discretizacao explicito baseado em diferencas finitas para exemplificar. Temos entao a

Eq. 3.6

nl+1 _ nl n,ly, . n n,l Atn,l—i-l 3.6
= (VL () ) S (3.6)

A grande diferenga entre o método IMPES melhorado e o método IMPES classico é
a utilizacao de diferentes intervalos de tempo para a pressao e a saturacao. A pressao
evolui e, em passos de tempos fracionados, a saturagao chega ao mesmo tempo da pressao.

Novamente um algoritmo é apresentado para a melhor compreensao do método.

1: 8%« s(z,0)

2: forn=1,2...N do

3:  Use s"! para resolver a Eq. e obter p™.

4:  Com p", calcule a velocidade em Eq.

5 forl=1,2,3...L do

6: Obter s"~ 1 na Eq. a partir de s» b1 p e o™
7. end for

8 s" = sk,

9: end for

Algoritmo 2: IMPES melhorado

Ainda é preciso especificar as condi¢oes de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) as quais
o método IMPES fica restrito. Na Secao sao relacionados os métodos numéricos
utilizados para avancar a solucao no tempo.

O método IMPES foi apresentado utilizando-se o método de Euler Explicito para obter
a solucao da equagao hiperbdlica. Outros métodos, no entanto, podem ser utilizados,
inclusive métodos implicitos. Com as equacoes desacopladas, ao utilizar o método BDF
(Backwards Differentiation Formulas) para resolver a equagao hiperbdlica, por exemplo,

temos uma discretizacao implicita para a pressao e uma discretizacao implicita para a
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saturagao. Chamaremos esse esquema de IMPIS (Implicit Pressure - Implicit Saturation).

Os passos de tempo da pressao nao sao delimitados por uma restricao, como no caso
da saturacao. Portanto, pode-se apenas dividir o tempo total de simulacao em intervalos
de tempos de tamanho igual, ou utilizar alguma técnica para encontrar o melhor tamanho
possivel. Em nosso trabalho, para calcular o tamanho do intervalo de tempo da pressao

utilizamos a variacao percentual da mesma no tempo:

VP" = [ (3.7)
1Pl

se VP" for maior que VP,,.,, uma variacao maxima estabelecida, diminuimos o passo de
tempo da pressdo na proxima iteragao, fazendo (At),11 = a(At),, onde a < 1 é dado.
Caso VP" seja menor que uma variagao minima, podemos aumentar o intervalo de tempo

fazendo (At),+1 = B(At),, onde 5 > 1.

3.1.1 Métodos Numéricos para Solucao de Equacoes Diferen-
ciais Ordindrias (EDOs)

Esse trabalho compara dois diferentes solvers (Euler Explicito e Backwards Differentiation
Formulas) para integrar a forma discreta das equagoes diferencias no tempo (Eq. dos
métodos IMPES melhorado e IMPIS. Essa secao ira descrever de maneira sucinta esses

métodos de resolugao de EDOs. A solugdo no espago serd apresentada utilizando os

métodos do KT e Upwind (Eq. e Eq. [4.74) no Cap. [4
Estamos buscando solugoes para EDOs associadas ao problema hiperbélico da Eq. 3.6

Temos entao problemas de valor inicial (PVIs) como na Eq. 3.8

y = f(tay)7 y(tO) = Yo, (38)
onde ¢ representa dy/dt.

3.1.1.1 Euler Explicito

O método de Euler Explicito consiste em aproximar ¢ usando os dois primeiros termos

da Expansao de Taylor nas equagao acima ({3.8)), resultando na férmula geral do Método
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de Euler Explicito:

YT =y + haf(t,y), (3.9)

onde h, =t,11 — tp.

Considerando o tempo de simulagao 7', temos o intervalo de tempo (n,l) onde 0 <
0 <t' < .. <t =T com subintervalos J* = (t"~', "] de tamanho At} = t" —¢"!
que ¢ utilizada para a pressdao e um intervalo J™! = (t"~ b1 ¢n=Ll onde Al = ¢n—1l —
b=t =1, L e B = 70, Temos portanto um passo de tempo para a pressao
(At,,) e outro para a saturagao (At,).

Neste trabalho, o método de Euler Explicito emprega passos de tempos adaptativos
para manter a estabilidade, recalculando o tamanho do passo em toda iteracao. O passo de
tempo deve obedecer as restricoes impostas pelas condi¢oes de CFL e a soma dos passos
de tempo da saturagdo devem resultar em um passo de tempo da pressdo: (At),; +
(At)p2 + (At)ps + .. + (At), = (At),. Para que o problema respeite as condi¢oes de

CFL, é necessario termos entao:

At),
ma () S0 ) <
N m (3.10)
nl (7< PUL = F(SPY)) < 1 5o,

onde m indica as interfaces com fluxo entrante, A,, podendo ser A, ou Ay; s, se encontra
entre o menor e o maior valor de s no bloco e seus vizinhos no instante (n,1), 0 < p; <1
¢ um parametro a ser escolhido, assim como ps > 1; s, ,¢s € a saturacao residual do 6leo.

Para garantir que a resolucao pelo método de Euler Explicito respeite as condigoes
de CFL, temos que garantir que essas desigualdades sejam respeitadas. Temos entao a
primeira linha de Eq. para blocos sem pogos ou pogos produtores e a segunda linha
para blocos com pocos injetores. Para maiores detalhes da deducao dessa férmulas, ver o
Apéndice |Al e [7, [6].

Através da Eq. e do Apéndice [A] é possivel notar que simulagdes em reservatérios
com menor porosidade ¢ e maior diferenca entre a viscosidade da dgua e do dleo (p, €
lLo, Tespectivamente) limitam ainda mais o tamanho do At que pode ser utilizado pela
saturagao. Nesses casos € necessario ajustar o valor das constantes p; e ps para que o
problema possa ser resolvido. Os experimentos que serao descritos no Capitulo [5{exploram

justamente essas diferencas.
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3.1.1.2  Backwards Differentiation Formulas (BDF)

O método Backwards Differentiation Formulas foi empregado nesse trabalho através da
biblioteca Sundials CVODE. Os métodos do CVODE sao de ordem variavel, multi-passos

varidveis e baseados em equagoes da forma (veja [16]):

K1 K2
> " he > Buat T = 0. (3.11)
1=0 1=0

onde y™ sao aproximagoes de y(t,) e h, = t, —t,_1. O método BDF tem K; =qe Ky =0
onde q esta entre 1 e 5. O sistema nao-linear da Eq. deve ser resolvido:

GW") =" = hnfnof(tn,y") — an =0, (3.12)

onde a,, = Zbo(amy”*l + hp By "), deve ser calculado a cada passo de tempo. Para

encontrar a solucao desse sistema nao-linear, o CVODE utiliza o método de Newton, dado

pela Eq.

(3.13)
M~I1—~J,J=0f/0y, and v = hy,[-

O CVODE oferece duas maneiras de resolver o sistema nao-linear: métodos diretos ou
métodos iterativos como o GMRES, o Bi-Gradiente Conjugado ou o método Transpose-
Free Quasi-Minimal Residual (TFQMR). Nesse trabalho, o método que apresentou me-
lhores resultados foi o GMRES (Generalized Minimal Residual method), portanto vamos
considerar apenas os resultados gerados por ele.

O controle do tamanho do passo de tempo de cada iteracao nos métodos resolvidos pelo
CVODE sao calculados internamente pela biblioteca, portanto nao é necessario manter
nenhum controle a respeito das condi¢oes de CFL.

Os passos de tempo do CVODE sao baseados em estimativas a prior: do erro. Esse erro
deve ser menor que condicoes de tolerancia fornecidas a biblioteca através de parametros.
Sempre que os erros ultrapassam o limite pré-estabelecido, o passo de tempo é recalculado
e o passo é refeito. Sao feitas até trés tentativas de reduzir o passo de tempo. Caso nao
seja suficiente, a ordem do método é diminuida. Apds sete tentativas, o CVODE retorna
um erro com uma mensagem de desisténcia para o usuario.

Em conjunto com a pratica de ajustar o tamanho do passo de tempo para alcancar
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o limite de erro, o CVODE ajusta a ordem do método periodicamente com o objetivo
de maximizar o tamanho do passo de tempo. O método comeca na ordem um e varia
dinamicamente na sequéncia. O objetivo é escolher uma ordem para qual um polinomio
de mesma ordem se adapte a solucao discreta envolvida no método. Maiores detalhes
sobre o calculo do passo de tempo e ordem dos métodos utilizados pelo CVODE podem

ser obtidos em [16].

3.2 Totalmente Implicito

Nas segoes anteriores do Capitulo [3] foi apresentada uma forma de resolver o sistema da
Eq. [2.37 que desacopla as duas equagdes, uma para a pressao e outra para a saturagao.
Nessa secao, o problema serd tratado de maneira acoplada utilizando um sistema nao-
linear para resolver as Eqs. [2.37] através de um método implicito.

Para resolver o sistema da Eq. de maneira implicita, é necessario resolver a
equacao:

¢Os" T+ V. (f(s)vr ) — ¢ =0, (3.14)

« «

Assim como foi feito no caso anterior, vamos utilizar um operador de diferencas finitas

discreto para a evolucao no tempo do método. Tem-se entao:

Sn-‘,—l — "

n+1l __

(3.15)

Ao contrario do método explicito utilizado pelo esquema IMPES, onde se utiliza os

tn—l—l

valores do tempo t" para se encontrar valores do tempo , no método totalmente

implicito resolve-se o sistema nao-linear F' a cada instante de tempo nAt:

n+l (Sa)n

P, sy =p ) At

+V.(f(s)va™) = (ga)"" (3.16)

Como esse esquema resolve a pressao e saturacao simultaneamente, em nosso trabalho
utilizamos intervalos de tempo constantes para todas as iteracoes, onde o intervalo de
tempo é o tempo total de simulagao sobre 1001 iteragoes. Em todos os outros métodos,
utilizamos intervalos de tempo varidveis para a pressao, como mostrado na Fig.

Como se sabe, o método de Newton exige a resolucao de sistemas lineares envolvendo

o Jacobiano F'(p, s). Para mostrar como calcular a matriz Jacobiana, vamos discutir no
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proximo capitulo a discretizacao espacial do método. Veremos também que é possivel

resolver o método IMPES com diferentes técnicas de discretizagoes espaciais.
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4 DISCRETIZACAO NUMERICA
NO ESPACO

O método de discretizagao das equagoes diferenciais utilizado nesse trabalho é chamado de
diferengas finitas bloco-centradas. O esquema de diferencas finitas se baseia em substituir
as equagoes do modelo por aproximacoes numéricas que podem ser resolvidas por um
computador.

A fim de discretizar um sistema bidimensional, deve-se dividir o dominio de trabalho
em duas coordenadas (x,y). O volume de trabalho tem unidades chamadas blocos que
sao divididos por suas interfaces de contato. A posicao desses blocos é identificada na
malha pela suas variaveis ¢ e j nas coordenadas x e y, e suas interfaces a direita e acima
sao identificadas por i + % ej+ %, respectivamente.

Considerando, entao, um reservatoério retangular no dominio €2 de dimensoes L, e L,

pode-se dividi-lo em N, partes na coordenada x e N, na coordenada y. Cada bloco terd

L, L . .
dimensdes Ax x Ay sendo Ax = — e Ay = —%. A Fig. ilustra como fica a malha no

N, N,
espaco.
g
>'— -
b+ .
> =)
]
T.x
>
> =)
o
>"_
T >
> <
o~
a3
S5
X X X
i-1 i i+
XI-3/2 xi—1/2 x.+1/2 xi+3r2
AX AX AX

i-1 i i+

Figura 4.1: Discretizagao espacial

A partir dessa divisao, parte-se para a formulacao das equagoes de diferencas finitas,

onde a solugao é aproximada para valores finitos z1,zs, x3, ..., 2, no intervalo [0, L,] e



42

de maneira andloga para yi,ys, Y3, ..., Yo 0O intervalo [0, L,]. Assim, as solugdes obtidas
para esses pontos irao aproximar a solucao do problema diferencial original nesses mesmos
pontos.

Serao apresentados os similares discretos dos operadores diferenciais. No sistema da
Eq. existem dois tipos de operadores: o gradiente e o divergente. Os operadores de

gradiente e divergente para duas dimensoes no espago sao, respectivamente:

_(of of
V= (%’a—y)’ )

Os operadores diferenciais da Eq. serao substituidos por operadores discretos, apro-
ximando seus valores através das séries de Taylor. Tomando uma funcao f, o divergente
é representado no centro do bloco na Eq. [4.2]em sua forma discreta, utilizando os valores

nas interfaces dos blocos (i — 1/2,7), (i +1/2,7), (i,7 —1/2) e (4,5 + 1/2):

fi+1/2j - fi—l/?j Ji J+1/2 7 fij—1/2
i = i i ’ : . 4.2
V-fi; Az + Ay (4.2)

Ja o gradiente discreto na interface do bloco é dado pela Eq. e utiliza os valores

do centro dos blocos:

vfz+1/2,] ferl,]A fz,] :
x
(4.3)
Vf _ fz,]—i—l fz,]
i,j+1/2 — A’y
4.1 Equacao da Pressao
Recordando, a equacao que deve ser resolvida para se obter a pressao ¢ dada por:
V. A(T(s")Vp™) = qp. (4.4)

No método IMPES, a equacgao da pressao deve ser resolvida através de um sistema
linear do tipo Ax = b, onde A é a matriz dos coeficientes, x é o vetor resultante desse
sistema com as pressoes de todos os pontos da malha e b representa as vazoes totais ¢;
dos pocos.

E importante notar que A é uma matriz singular, devido a condigdo de Neumann na
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fronteira. Para equacionar esse problema, basta que um valor qualquer da pressao seja
prescrito, de modo a tornar a matriz nao-singular.
A fim de resolver a equagao Eq. [£.4] aplicam-se os operadores discretos, comegando

pelo divergente apresentado em Eq. substituindo-o na equagao diferencial e resultando

na Eq. [4.5

Tz’+1/2,ijz'+1/2,j - i—1/2,iji—1/2,j
Ax
+T¢,j+1/2Vpi,j+1/2A—yTi,j1/2Vpi,j1/2 (4_5)

Multiplicando por AxAy, resulta em:

Ay(TiJrl/Z,iji+1/2,j - i71/2,iji71/2,j)
+A2(T; j11/2VDijr12 — Tij—172VDij—1/2) (4.6)
= AzAyq;".

Novamente, faz-se a substituicao, agora do gradiente, utilizando o operador apresen-

tado na Eq. [£.3}

Dit1,5 — Dijj Dij — Pi-1
T PRI Bl A i C A - e
Ay |: i+1/2,5 Az i—1/2,5 Ax :|
Pij+1 — Pisj Pi,j — Pij—1 (4.7)
Az |T SRR L A e L
+Azr [ /2 Ay J—1/2 Ay }
= AzAygq;".

Colocando Az e Ay para fora do colchete, obtemos a Eq. .8

Ay
M [Ti+1/2,j<pi+1,j - pi,j) - Ti—l/Q,j(pz‘,j - pz’—l,j)}
Az
+A_y [Ti,jﬂn(pi,jﬂ - pi,j) - Ti,j71/2(pi,j - Pz’,j—l)] (4-8)
= AzAyq;.

Para facilitar a visualizacao da equacao, podemos utilizar o termo 7™ para omitir os
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A A
termos A_; e A_Z’ como mostra a Eq.
. Az . Az
T yey = A—yTiH/z,j’ T ey = A—yTz’—l/m "y
) Ay A Ay 49)
Ti,j+1/2 = ETLHI/?’ Ti,jfl/Q = ET@J’—I/?-

E, finalmente, chega-se & Eq.[4.10 onde as transmissibilidades 7% formam a matriz de
coeficientes, AxAyg;' é o vetor de resultados e a pressao p € a incognita do sistema linear

gerado.

*

Ty o jpiv1g + Ty jo jpi-1j + Th g joPijr + 17521 joPii—1
—(Tajog + Tirjey + Tijiaye + Tij1p2) Di (4.10)

= AzAygq;".

A Eq. permite o célculo da pressao no ponto (7,7), sendo necessirias tantas
equagoes quantos pontos existentes na malha. Como o sistema utiliza condicoes de fron-
teira de Neumann, nos pontos correspondentes a fronteira da malha desconsidera-se os
valores da transmissibilidade.

Nota-se também que todos os pontos do sistema dependem de quatro pontos adjacen-
tes, além do ponto atual que se deseja calcular. Essa dependéncia gera uma matriz A
pentadiagonal. A Fig. ilustra a matriz para uma malha de 4 x 4 posigoes. E impor-
tante recordar também que o sistema ¢é resolvido a menos de uma constante, ou seja, um

ponto da malha tem seu valor prescrito.

Resolvida a Eq. [£.4] é possivel calcular a velocidade total de propagacao dos flui-

Figura 4.2: Matriz pentadiagonal.

XX X
XXX X
XXX X
XX X
X XX X
1 3 4 X XX X X
X XXX X
51| 6|7 X XX X
9 [ 10|11 |12 X xx x
X XXX X
13 [ 14|15 | 16 X XXX X
X XX X
X XX
X XXX
X XXX
X XX
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dos. Recordando a Lei de Darcy, tem-se v = —T'(s")Vp. E necessario aplicar o operador
gradiente discreto (Eq. novamente e substituir a transmissibilidade T'(s") pelas trans-
missibilidades relativas da Eq. [2.21}

Kra Kro Pit1,5 — Pijj
Ui = —K + ’ = |,
L ( Ha o ) ( Az

K K p.Al_pA.
o (K B (o
RANE Ha  fo Ay

Portanto, a velocidade é descrita nas interfaces dos blocos e é calculada separadamente

(4.11)

para as diregoes dos eixos e y.

Utilizando a solucao da Equacao da Pressao, avancamos a solugao da Saturacao no
tempo. E possivel escolher entre mais de uma forma de resolver a Equacao da Saturacao
(segunda linha da Eq. : a maneira classica, utilizando o esquema Upwind ou utili-
zando métodos mais recentemente desenvolvidos, como [17], [18], [19], [20], [9].

Nesse trabalho, serao considerados os métodos Upwind e Kurganov-Tadmor. O Es-
quema Upwind de Primeira Ordem ¢ um método cldssico apresentado em [§], que se baseia
na direcao de propagacao do fluxo para obter as informagoes para sua aproximacgao. Ja
o método proposto por Kurganov-Tadmor [9] é um método central de segunda ordem
semi-discreto. Outros métodos, como o Warming-Beam Second-Order Accurate Upwind
Scheme ([17]) e o método de Lax-Wendroff ([I8]), apesar de serem de segunda ordem, nao
conseguem representar bem as descontinuidades [21].

Os métodos Upwind e KT possuem caracteristicas que os diferenciam na forma de
calcular a transmissibilidade nas interfaces, como em Tj, /5 ;. O valor de Tj, /5 ; depende
da saturacao na interface i + 1/2, j, o que é estritamente ligado ao método de discretizagao
espacial. As segoes que apresentam os métodos Upwind e KT foram, entao, divididas em

subsecoes que explicam como encontrar o valor da saturagao interfacial.

4.2 Esquema Upwind

De acordo com a discretizacao espacial mostrada no inicio do Cap. cada ponto da
malha possui um valor de saturacdo. Para resolver a Equagao da Velocidade (Eq. ,
no entanto, necessitamos de valores definidos nas interfaces dos pontos da malha. Através
da diregao de propagacao do fluxo, o Esquema Upwind faz uso de um stencil adaptativo

que ¢é capaz de escolher a ponto adequado da malha para obter a saturacao.
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Considerando apenas a coordenada z, temos uma interface para um par de blocos, ou
seja, precisamos de um critério de selecao para definir de qual dos dois blocos a saturagao
sera utilizada. O Esquema Upwind define esse critério escolhendo a saturacao dependendo
da velocidade de propagacao da interface. No trecho de cédigo a seguir é exemplificado

como esse processo ¢ feito na interface (i + 3, 7):

1. if Dit+1,5 > Dij then
20 Siy1/25 € Sivl
3: else

4 Siv1/25 < Siyg

5. end if

Algoritmo 3: Esquema Upwind

Dessa forma garante-se a estabilidade do método se ele respeitar as condigoes de CFL.
Esse valor da saturagao interfacial é necessario no calculo da Equacao da Pressao e da

Saturagao.

4.2.1 Pressao

Na Equacao da Pressao, o ponto de interface da saturacao é necessario para o calculo da
transmissibilidade. Através da igualdade K, = Kk,,, sabemos que, para se calcular a
transmissibilidade 7" em um ponto é necessario obter a permeabilidade absoluta K e a
permeabilidade relativa k,, nas interfaces. A permeabilidade absoluta é definida no centro

de cada bloco. Para aproximar seus valores na interface, é usada uma média harmonica,

como mostra a Eq. [4.12}
K 2K jKiy1,

H—%,j = Ki,j +Ki+1,j’ (412)

As permeabilidades relativas (k,,, and k;,) dependem da saturacao s, que é definida

no centro do bloco. Utilizando o Algoritmo [3] podemos calcular s.
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4.2.2 Saturacao

Toma-se a Eq.[3.6)obtida pela discretizagao temporal e aplica-se a substituigao do operador

divergente discreto da Eq. resultando na Equacao:

st —sm 1 { (fﬁﬁll/zjvffl/zj — fi@ll/z,jv?ill/zj
Attt g Az
fn,l n,l _ fn,l n,l
n ij+1/2Y% 412 i,jl/QUi,j1/2> n q”’l} ‘
Ay “

(4.13)

A saturacao esta variando no tempo e no espaco. Observando que na Eq.[4.13] o At pode
passar a multiplicar os termos do lado direito, é possivel que se aplique um artificio para
obter uma discretizacao somente espacial. Basta aplicar o limite liman,i+1_,9. Obtém-se

disso uma Equagao Diferencial Ordinéria (EDO) discreta, como mostra a Eq. [4.14;

nl+1 Sn,l
Atnltlo  Agrltl

S

n,l n,l n,l n,l n,l n,l

n,l n,l
d , 1| fiiyeVitaeg = Fili2 Vi1, n Jige12Vijerye = fij12ij-1y2
Ax Ay

g

+ qg’l] .

(4.14)
Vale recordar que na Secao foram apresentados os métodos utilizados para a

aproximar a solugao da Equagao Diferencial Ordinaria do método Upwind (Eq. . Na

Secao discretizamos a equacao da saturacao através do método KT.

4.3 Método de Kurganov-Tadmor

O Método KT se aproveita dos melhores recursos oferecidos por métodos centrados: a
simplicidade de usé-los como um caixa-preta para resolver problemas gerais de leis de con-
servacao. Portanto sua implementagao e generalizacao para sistemas multidimensionais
sao consideravelmente simples. Outra vantagem apresentada pelo KT é uma quantidade
pequena de difusdo numérica em comparagao com o Esquema de Nessyahu-Tadmor (NT),
que ao contrario do KT néo pode ser escrito na forma semi-discreta quando At — 0 (veja
[9, 20]).

E conveniente ao estudar o método de Kurganov-Tadmor, conhecer outros métodos
previamente obtido. Esquemas centrais tém como base o método de Lax-Friedrichs, entao

esse sera o primeiro a ser estudado. Com isso, é possivel introduzir o método de Rusanov
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[19], e entao o método de Kurganov-Tadmor [9, 22].

Considere um problema de conservacao hiperbdlico em uma dimensao espacial dado

pele. Eq.

ot ox

0s N df(s) o, (4.15)

sendo f(s) uma fungao de fluxo dependente de s e com condigao inicial

s(z,0) = so(x),x € Q. (4.16)

onde €2 é um reservatorio isolado.

Com o fim de discretizar essa equacao, é necessario considerar uma malha dividida em
blocos separados por interfaces, como feito para duas dimensoes.

Considerando S™ como a média de s em um intervalo [#;41/2, ;—1/2] em um instante

de tempo t", temos:

1 Tit1/2

S = s(z,1")dz. (4.17)

Ti—1/2
Pode-se integrar a Eq. no intervalo [2;41/2, Zi—1/2):
d Tity1/2
a s(x,t)dx = f(s(wir1/2,t)) — [(s(Tiz1/2,1)). (4.18)
Ti—1/2

Integrando essa equagao no tempo:

Tiy1/2 Tit1/2
/ s(z, ") dw — / s(z, t")dx =
Ti-1/2 Ti—1/2

tn+1 tn+1 (419)
/ f(3(931e1/27 t))dt — / f(s(xi+1/27 t))dt.
tm tm
Dividindo tudo por Ax e rearranjando:
z+1/2 7.+1/2
—/ r, " Hdr = —/ (x,t")dx—
Ti—1/2 Ti—1/2
tn+1 tn+1 (4.20)

AL:E (/tn f(s(@it1/2,8))dt — /tn f(8($i_1/g,t))dt> _
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Pela definicao de S}:

tn+1 tn+1

Sitt =5 — é (/tn f(s(@ig1y2,0))dt — /tn f(S(xi—l/%t))dt) . (4.21)

n+1
Definimos o fluxo na interface F,,, = [+ ’ f(s(xit1/2,t))dt. Nas proximas Segoes

1/2 tn
apresentamos aproximagoes para esse fluxos (F" | /o€ Fi /2). O método de Lax-Friedrichs
é a base de todos os esquemas centrais de discretizagao de equacoes diferenciais utilizados
nesse trabalho, portanto, é importante conhecer como ele funciona para que o método
de Rusanov seja revisado. O método de Lax-Friedrichs e o método de Rusanov contri-

buem para a compreensao do método de Kurganov-Tadmor, visto que ele se aproveita de

vantagens de todos esses métodos.

4.3.1 Problema de Riemann

O caso especial do Problema de Valor Inicial (PVI) com dado inicial s(x,0) composto por

valores constantes por partes é conhecido como Problema de Riemann [23]:

St +as, =0,

sgsex <0, (4.22)
s(x,0) = so(x) =

sp sez > 0.
onde sp (esquerda) e sp (direita) sdo dois valores constantes. E fécil notar que hd uma
descontinuidade no ponto x = 0, e é esperado que a descontinuidade se propague a uma
distancia d = at no tempo t. Essa caracteristica separa as curvas caracteristicas para a
esquerda, onde a solucao toma a forma de sg das curvas para a direita, com solucao sp,

como na Fig. [4.3] A solucdo do problema de Riemann é dada como a seguir:

spsex—at <0,
s(x,t) = so(z — at) = (4.23)

sp se x —at > 0.
Essa solugao pode ser representada no plano x — ¢, como mostra a Fig. [£.4] A partir
do ponto x é possivel tracar uma caracteristica. Como a é constante, todas as curvas sao

paralelas. A caracteristica que passa em x = 0 é extremamente importante e divide as



20

so(x)

SE

SD

0 X

Figura 4.3: Duas constantes separadas pela descontinuidade z = 0.

solugoes do problema de Riemann. As caracteristicas da Fig. [£.4] sdo chamadas também

de Leques de Riemann.

t
x-at=0
x-at<0
SE
x-at>0
Sp
0 X

Figura 4.4: Solugao do problema de Riemann no plano x — ¢ para a equacao da advecgao
linear com velocidade a positiva.

Considerando a Equacao Diferencial da Eq. sabe-se que o esquema Upwind possui

At
condicao de CFL Z— < 1. O método de Lax-Friedrchs que sera apresentado na Subsecao
x

alt
seguinte possui uma condi¢ao de CFL Ar < 1/2. Esses métodos utilizam uma abertura
x

do Leque de Riemann constante em toda a malha. Temos portanto, um Leque de Riemann

com tamanho constante para todos os pontos com abertura a maxima permitida

x
At’
pelo CFL. O método de Rusanov introduz um Leque de Riemann de tamanho varidvel,
calculado para cada ponto da malha, que sera chamado de velocidade local de propagacao.

O método KT também se caracteriza por utilizar essa velocidade local.
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4.3.2 Lax-Friedrichs

O método de Lax-Friedrichs é um esquema central classico que se caracteriza por in-
troduzir uma grande difusao numérica. Esse efeito numérico é ruim para simulagoes de
equagoes hiperbdlicas de transporte do tipo da Eq. [£.15] O método funciona através da
integracao da equagao diferencial no intervalo [in_1 /25 Tig1 /2} X [tm, 7. E possivel, no
entanto, reescrever esse método para fazer o uso de outro intervalo de integragao, com o
objetivo de reduzir a difusao numérica. Essa alternativa é conhecida como Lax-Friedrichs
com malha deslocada.

Considerando o novo intervalo de integragao [x;, ;4 1] x [t", t*™!] do método com malha
deslocada, o intervalo de tempo At s deve respeitar a condicao explicitada na Eq. .

A Fig. ilustra como passa a ser a evolucao no tempo para um ponto x;.

At, 1
A—Iﬂ.msax|f'(s)| <3 (4.24)
¢ A
s?+1
: n+1
» Siv1/2
3?:31/2 :

T >
T

I
Zi—1 Ti—1/2 T; Tit1/2 Tit1

Figura 4.5: Evolugao do método Lax-Friedrichs com malha deslocada.

Utilizando esse novo intervalo, a integral da Eq. passa a ser escrita da seguinte

forma:
1 o ( tn+1)d _ 1 e ( tn)d
Av ). s(x, x_Ax g s(x, x
1 tn+1 tn+1 (425)
o[ fstwonde— [ psta oy ).
Az (/tn * ¢n
| I
Utilizando a mesma noc¢ao de média da Eq.|4.17|e assumindo que Ar L hs(x,t")dr &
x 1
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1
5 [Si” + {Zrl} tem-se a evolugao no tempo para um ponto entre dois blocos da malha:

tn+1

1 1
Sitle =5 187+ Sta] - ( / F(s(@isn,1))dt /

tn

tn+1

f(s(a;, t))dt) . (4.26)

Basta substituir as integrais das funcgoes de fluxo que sao conhecidas nos pontos da

malha, para obter a solu¢ao avancada no tempo para pontos de interface:

Atcﬂ

il = 5[5 S2] = 2 [F(S2) — (5P (4.27)

i+1/2 =
De posse da solucao no ponto intermedidrio da malha, é possivel calcular o valor no

ponto central da malha avangado no tempo s(z,t"!). Para isso, usa-se uma aproximacao

polinomial por partes:

s(z, t"H) = Z S’Z;I/Q(x>-Xi+l/2(x)v (4.28)

1
onde X;11/2(x) = 1, se & € Ij1/2 € Xiy1/2(x) = 0 caso contrario. Como o método de

Lax-Friedrichs é de primeira ordem, usa-se uma func¢ao polinomial constante.

Sf:llﬂ(a?) = 8P Xiv1ja(2). (4.29)

Assim, a solucdo na posicao x; no tempo t"*! seré:

1 1 Tit1/2 1 Tit1/2 _—
ST = Az /m Sil/de_{_/m Sit1/2d7

_ % [s151, + s7, (4.30)

i+1/2
1 At n n
:Z[zn—lJFZSz‘nJF ?+1}_Kg[f< i—l)_f( i+1)]7

O método de Lax-Friedrichs com malha deslocada se caracteriza por produzir resulta-
dos menos difusivos que o método de Lax-Friedrichs original, no entanto, ainda é possivel
obter resultados superiores aplicando modificagoes nesse método, como propoe o método

de Rusanov.
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4.3.83 Método de Rusanov

O método de Rusanov [19] propde uma solucao semelhante ao método de Lax-Friedrichs
com malha deslocada, porém, utilizando uma abertura menor do Problema de Riemann.
Para viabilizar essa solucao, em cada ponto da malha é calculado o valor local da veloci-
dade de propagacao.

Adotando o termo a /o Dara denotar a velocidade de propagacao local, no método

Ax

QAthl
lha. No método proposto por Rusanov, esse valor passa a ser dependente do ponto da

de Lax-Friedrichs, essa velocidade local assume o valor a o = em toda a ma-

R'VL

malha. Denotando por Az, /2

o tamanho do Leque de Riemann no tempo " em z;,1/2,
a velocidade assume o valor:
AzE"
a. = —, .
U2 9N g (4.31)

Considerando fluxos convexos, pode-se simplificar a Eq. para [9]:

atrje = max {1/ (S5 ) 1 (S50, (4.32)
onde S;SA /2 é o valor aproximado pela direita de s na interface do ponto ;12 € S, /2 é
a aproximacao pela esquerda no mesmo ponto x;;/2. Utilizando uma funcao polinomial

como no caso anterior, essas aproximacoes assumem os seguintes valores:

Sty = Shs
e :1 (4.33)
Si+1/2 =5;.

Como o Problema de Riemann fica limitado pela velocidade local de propagacao, os
intervalos [z7, 200 Tig /2,7"] passam a ser determinados pelas fungoes =7, 20 = Tit1/2 —
a;‘H/QAtcfl e de maneira analoga, I?—&-l/Z,r = Tiy1/2 + a;‘H/QAtcﬂ.

Lembrando da Fig. [£.5] sdo necessdrios dois problemas de Riemann para evoluir para
os pontos de interface dos blocos. Portanto deve-se integrar a lei de conservacao em
trés intervalos: os dois intervalos gerados pelo problema de Riemann mais o intervalo

intermediario entre esses dois. Verifica-se entao o novo volume de controle:

{[x?—l/Q,l7m?—1/2,r} U [I?—l/Q,rax?—H/Q,l] U [$?+1/2,l;$?+1/2,r}} X [tnath] )
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lembrando que os problemas de Riemann se localizam nos intervalos a esquerda |’ 5 ), 27" 4 5,

- n n . . .
e a direita T $i+1/27r]. A Fig. ilustra esses intervalos.

A
t
n+1
S
: n+1
i Wit1/2
J?r wtt
n+1 - \
Wisi2 X :
! ! X , : n
¥ . ‘ CSit
“ ' n . g L
Do A S
n ' - 3 f '
Si—1 . . ‘
| ; | ; | ‘l | | | .
I ' I ' I ' I I -
Ti-1 Ti—1/2 T; Titr1/2 Tit1 T

n n n n
Ticij2n Ticajer Tikien Tivij2r

Figura 4.6: Problemas de Riemann do método Rusanov.

Para simplificar a notagao, denotaremos por R; essas regioes, sendo:

_ n n
Ri_1p = [$¢71/2,17$171/2,r] )
_ n n
R; = [mi—l/zr?xi-‘rl/?,l] ’
R = [z} " |
i+1/2 i+1/2,00 Tit1/2.7] -

E importante também deixar claro quando essas regioes podem estar fora da regiao
de interesse [a:i,l /25 Tig1 /2}. Chamaremos por R;“ as regioes dentro desse intervalo e por
R; as regioes que estiverem fora dele.

Integrando a regiao R; x [t",t" ], resulta na solu¢ao para uma malha nao uniforme

*1. Pode-se usar o mesmo esquema do método Lax-Friedrichs em malha

nos pontos w;"
deslocada da Eq. aproximando a solugao como uma funcao polinomial constante por
partes Wt (z).

! (2) = w"TH(R). (4.34)

2
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Na malha original, consideramos a integracao dessas fungoes na regiao R; :

1
SnJrl -
! Az

/R+ ﬁ)?fllﬂ(x)d:c—l—/m @D?H(x)d:vjt/ zb,jfllﬂ(x)dx] : (4.35)
i—1 i

+
/2 Ri+1/2

Os esquemas apresentados até aqui sao discretizados no espago e no tempo, sendo
chamados de esquemas totalmente discretos. Utilizaremos de agora em diante, somente
uma discretizagao espacial, também chamado de esquema semi-discreto. Para obter esse
tipo de discretizacao a partir de um esquema totalmente discreto, basta que se faca
At.s; — 0. Para evitar maiores cdlculos, partiremos diretamente para a formulacao semi-
discreta. A denotacao da versao semi-discreta utiliza o conceito de derivadas, como é

mostrado abaixo:

. Si(t+ Atepr) = Si(t)  d
Altlclfrln_)o Aoy = ESz(t). (4.36)

Para que a Eq. assuma sua forma semi-discreta, substitui-se o valor de S;(t+At.z)
pelo valor de S na Eq. 4.36, Logo:

d 1 |1
_Szt — ] - ~i7 ’t Atc d
dt (t) Atclfzm—m Aty | Az /Rtww 1/2(.7c + 1) dx+
1 5
Ar ) Wiz, t + Atep)do+ (437)
1 ~
A_x - wi+1/2(x, t+ Atcﬂ)dx — Si(t)] )
i+1/2

Substituindo pelas fungoes polinomiais:

d 1 1
a2 = Ap sl Atepy

[‘R:ryz’wilm(xa t+ Ates)+
| R |wi(,t + Atep)+ (4.38)

|R;1/2|wi+1/2(x, t+ Atcﬂ) - Sl<t) .
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Sabe-se que os valores das regices R;" sao

1 n n
|R:r_1/2| = §A$i71/2 = aif1/2Atcflv
|R| = |Ri| = Az} = Az — (a?fl/Z + a?71/2>Atcfla
1 n n
IRl = §A%+1/2 = aj'y190cp1.
Logo, reescreve-se o esquema de Rusanov da seguinte forma:
a
i+1/2
) 7t Atc
Ay Wira(@ b+ Aep)+

d . . i—1/2
Esi(t) _Atlclflznﬁ(){ Ar 12(, ¢+ Aept) +

1 1, . .
[Atcﬂ B A_:E(ai—l/z + ai+1/2):| w;i(w,t + Ategy) — mgz(t)}

Para finalizar, é necessario calcular os valores das solugoes na malha nao uniforme

Wi—1/2(x, t 4+ Ategr), wi(w, t 4+ Ategr) € wigryo(w,t + Ateg).

witl = / o, " dx
i+1/2 |Rz+1/2| Riy1)a
-~ Il / s, 1) + / ) (x,t”)dx] (4.40)
1+ /2 i+1/2 i+1/2
tn+1
|R +1/2‘ / (s(wirr/25t)) — f(s(Tig1y2,, t))} dt.

J4 se sabe que a integral fR+ » s(z,t")dx tem o valor da reconstrucao em S e a integral

Jn:

s(x,t")dx o valor da reconstrucao em S}, ,, portanto:
i+1/2

! [/ s(z, t")dw + /_ (x,t")dx] —[SP+ S (4.41)

’R1+1/2‘ i+1/2 i+1/2

A solucao de (4172, t) € 8(@i41/2,, 1) é aproximada por valores constantes, portanto,

pode-se aproximar seus valores por S;* e S}, respectivamente. E importante lembrar

também da identidade da Eq. 4.31] referente ao valor de a}', /2"

]R /2| / (s(zit1jarst)) = f(s(xivajon,t))] dt =
i+1/2 (442)
2— [£(SFia) = F(SP))] -

@iy1/2
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Considerando as integracoes temporais e espaciais, reescrevemos a Eq. como:

1
w?:ll/z = ) [Szn + S;l+1j|

[F(S7) = F(S7)] - (4.43)

2az+1/2

De maneira semelhante o valor de w"** pode ser calculado:

1
Wit = |R |/ s(z, t" N dx
' tn+1

|R | / x, t” d ‘R ‘ 1'271/2’7“715)) — f(S(xi+1/27l’ t))} dt. (444)

_gn Atcfl
YAz — (a?—l/Q + a?—1/2>Athl

[£(S7) = £(SP)] = Sy

n+1
i+1/2

n+1

O valor de w;"™; /2 equivale ao valor de w subtraindo uma posicao em todos os

indices. Tem-se entdo:

Wy = 5 (ST + S o [F(SE) — 18] (.15

2a; 4 )y

Finalizando a revisao do método de Rusanov, é feita a substituicao dos valores da

malha nao uniforme na Eq. 4.39;

%Si(t) = Atlclfrln_m { aif B (S?l + S”) + 2%1 » (f (Sit1) )}
e[ s ) + 5 1/ (651 f<s:11>)] s )
5t~ a5 - 5500
Resumindo:
o [ —5T) S S0,
di Az 2 2 (4.47)

1 n n n n n n
BN {%—1/2(52—1 -5+ ai+1/2<si+1 — 5 )} )
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Ou, escrito na forma conservativa:

d Hii1o—Hi_1/2
(1) = — 4.48
S;(t) s , (4.48)

onde o fluxo H; /2 ¢ dado por:

f(Si) + f(S}) B 119
2 2

Hiji2 = [S?H - Sin:|' (4.49)

4.3.4 Meétodo de Kurganov-Tadmor (KT) em uma dimensao

O Método numérico de Kurganov-Tadmor (KT) é uma extensdo de segunda ordem do
Método de Rusanov, que também introduz o calculo da velocidade local de propagacao
no método de Lax-Friedrichs. A diferenca essencial entre esses métodos se da pela apro-
ximacao da solucao. Enquanto no método de Rusanov utilizou-se uma aproximacgao
através de uma funcgao constante por partes, no método KT essa aproximagao sera subs-
tituida por uma fungao linear por partes do tipo MUSCL (Monotonic Upstream-Centered

Scheme for Conservation Laws), introduzida em [24]. A forma final do método KT é dada

pela Eq.

750 = gz (7 (882) 7 (8500)) = (7 (8500) +1 (552))]

+1/2 1/2 (4'50)
’L — Z —+ —
+ o IAT (Sz+1/2 i+1/2> - IAT (S —1/2 Si—1/2)7

onde sao feitas aproximacgoes em cada ponto pela esquerda e pela direita, dessa vez utili-

zando as aproximagoes lineares de segunda ordem:

Az

SH—I/Q in+1 - T(Sm)?ﬂa (4.51)
_ . Az " ’
Sz+1/2 Sit+ T(Sw)z :

E f4cil notar que o método KT é uma generalizacao do método de Rusanov: zere as
derivadas do tipo (S,)? na Eq. e substitua as novas aproximagoes na Eq. , assim,
obtém-se o método de Rusanov como na Eq. [£.47]

A diferenca entre os métodos KT e Rusanov esta justamente na aproximacao de se-

gunda ordem linear por partes ao invés da aproximagcao constante por partes do método
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Rusanov. A aproximagcao para o método KT é mostrada na Eq. [4.52;

s(x,1") ~ Z SP@)xa(x) = Y 1S9 + (So)i (e — w)] xie), @ € I, (4.52)

(2

onde y; =1lsex €l ex; =0sex ¢ l;; (S,)! éa representagao da derivada 2s(ﬂr:i, t)
ox
com precisao de segunda ordem.

A derivada numérica é reconstruida a partir dos valores da média da célula. O com-
portamento dos esquemas centrais depende da escolha apropriada para aproximar as de-
rivadas, e existe uma grande variedade de receitas para esses esquemas. Uma estabilidade
TVD (Total Variation Diminishing), um principio de maximo ou uma propriedade nao-
oscilatéria mais fraca dessa aproximacao linear por partes pode ser satisfeita por diversos
métodos propostos em diversos estudos. Por exemplo, uma reconstrugao simples pode ser

obtida pelo limitador MinMod [24].

(4.53)

. Si = Siz1 Sit1 — Si
"= MinM
(S:): mn od( NN > ,

O operador MinMod(qi,qz, ..., ¢n—1,qn) ¢ definido de acordo com a seguinte expressao:

;

min g;,se ¢; > 0 Vi,
MinMod(q1, G2, .-, Gn-1,Gn) = max q;,se ¢; < 0 Vi, (4.54)

0 caso contrario.

\

A partir de um ponto aproximado S*! tem-se a possibilidade de obter o valor
s(x, t"*) na célula I; = [xi_l/g,xi_i_l/g}. Com esse fim, segue-se a estratégia utilizada
no método de Rusanov (Eq. [4.34)), dessa vez substituindo uma aproximacao da solugao

obtida no futuro por uma fungao polinomial linear por partes:

wﬁfm(:{;) = wﬁrllm + (wi+1/2)2+1-(5’3 — Ti—1/2) (4.55)
com definicao analoga para QD:fllm(x) Na regido central @)™ ndo hd a necessidade de

reconstruir a regiao R, ja que nao ha descontinuidade. A Fig. [£.7]ilustra como ficam as

regioes do método KT com a aproximagao por funcao polinomial linear por partes.
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+ + T >

Ti—1 Ti—1/2 T; Tiy1/2 Tit1 T
n n n n

Ticiy2n Ticazer Tidien Tivi/2r

Figura 4.7: Problemas de Riemann do método KT.

Novamente partiremos diretamente para a formulacao semi-discreta do método, for¢ando

o valor At tender para 0.

Si(t+ Atep) — Si(t)  d

1‘ == ‘—'E% t -
Atggi 50 Aty dt (t)
= lim L J 1 i (:E)clzv%—L @ (1) da
Atep—0 Atcﬂ Ax Rtl/g i—1/2 Azr i : (456)
—l—i "t (x)dr — Si(t) p.
Az Rtln i+1/2

Fazendo a substituicao da aproximacao da Eq. na Eq. [£.56], tem-se:

[ e =l Rl + Ot (w57)

i+1/2
Na regiao R;r_l /2 O Processo é feito de maneira semelhante. Porém, na regiao R;” nio

ha reconstrugao:

[ e = wr Ry (.59

i
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Pode-se agora substituir as reconstrucoes das Eq. e Eq. em Eq. [4.56}

d a1 a2
“a - 1— n+1 H‘ n+1
dtSZ(t) Atlcl,glw{ Az Vimi2 T Ty Wi

1 A 41 1
- e Si(t), ¢.
+ {Atcﬂ Ax Wi Atcfl ( )

(4.59)

resultando na mesma solugao do método Rusanov na Eq. [£.39] Agora, é necessdrio encon-

trar a solucao das aproximacoes no futuro dos pontos wZ"Jrll/Q, wit e wfjllﬂ, lembrando
n+1 n+1
que w; +1/2 = wz++(1/2)
wtl :;/ s(z, ") dx
i+1/2 ‘Ri+1/2| Revs)s
1
7 [/ s(x, t")dx +/ (x,t”)dx]
| Z+1/2| R i+1/2
t"+1
/ 8(Tiy1/2,51)) — f(8(Tig1/20, 75))} dt (4.60)
|R2+1/2|
Ax —a? At
n n H‘l 2 cfl n n
5 [Si + 57 ] + 1 / [(S2)f = (S2)i4i]
tn+1
| 1samn ) = st )]
|Rz+1/2‘
1 1
witt = s(x, t")dx — f(s(xiz120,t)) — f(s(Tic1/00,t))] dt
TR iy Rl ), Vol rarn )
" Atc I
=5, ! (@12 — airy2) (S (4.61)
tn+1
‘ $(xiy1/20,t)) — f(s(@i1/2, t))} dt.
Com a condicao de CFL
At, 1
A;’.m9x|f'(s)| <3 (4.62)

satisfeita, as fungoes f(s(it1/2:,1)), f(5(@iv1/2,,1)), f(8(xiz1/205t)) € f(s(xiz1/2,51)) PO-

dem ser resolvidas numericamente através da Regra do Ponto Médio, com um erro de



62

truncamento local de O(At.z?). Logo, verifica-se que:

w’{l+1 _ / .’L' tn+1 dx
i+1/2 |RZ+1/2| Riy1)a
Ax —a’ At
n n H‘l 2 cfl n n
25 [Si + Si—i—l} + 4 L [(Sﬂ?>z - (Sx)i—H] (4‘63)
1 n+1/2 n+1/2
2@ . |:f(Si+1/2,r> - f(5i+1/2,z)} :

Atcﬂ

n n n Atc /AI‘)
P = B ) (5.1 - (Ren

1— (Atcfl/Ax>(a’?—l/2 - a?+1/2) (4.64)

RS = RS

Através das séries de Taylor, podemos aproximar o valor das solucoes no tempo t"*1/2

utilizadas pelas Eq. 4.63|e Eq. |4.64] em A

i+1/2,r°
At
n+1/2 n cfl n
Sz’:_l/Q,r = Pit1/20 T Tff( i+1/2, 7«) + O(Atcle) (4 65)
n n AZL‘ n Atcﬂ )
i+1/2r = St — 7<Sm)i+l + Az ((S )erlaerl/ZAI)
e para S"J:rll/;l
At
n+1/2 n cfl n
Si+1//2,z = Diy1/20 Tf( ti1ja0)e T O(Ates?) (466)

n n AI n Atcﬂ
ir120 = S0 + T(Sf)ﬂrl +— Ao ((Sa )z+1az+1/2A55)

Verifica-se, pela Eq. que limag, ;, 0, logo todos os termos multiplicados por At
serao zerados e nao haverd a necessidade de calcular a derivada de f em relagao a .

Sabendo disso, é conveniente entao simplificar essas equagoes:

sz =1 (gm [ - s
=f (Atlclfrflao [S2 /2 T})
=/ (A}j}}LO {5511 - %(Sﬁ?ﬂ + AX‘;‘ L (S,)0, /QAI)D (4.67)
_ (S,"+1 - %(sx)gﬂ)
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i+1/2, i+1/2
tituicao das reconstrucoes da Eq. e Eq. na Eq. j& substituindo o At.f por
0:

Analogamente, observa-se que f (SnH/ 2) =f (S‘ ) Parte-se entao para a subs-

d a;_ 0 oar n . 1 . i
ZSi(8) =2 (S1y + 1) + 2 (S — (S27) = 50 (s = r (s
a? 1/2 n n CLZ-L 1/2 n n 1 " n
* gy (574 )+ R (00 - S1) g |1 (S054) 7 (255
1 ;19 + Oy n o Ates . .
* (Atcﬂ B Az - ) [Si + 2 (ai*1/2 - az‘+1/2) (S2);
Aty
A n+1/2 n+1/2 1,
B 1— Atcfl = (f(Si-H/Q,l) - f(SZ‘_l/QJ,)) :| + Fcflsz .

A (a?—1/2 - a?+1/2)
(4.68)

A Eq. [4.67 permite substituir as aproximagoes para S:_Jrll/;l, S:L_Jrll/;r, S?:ll/gl, S?:ll/;T

através das Séries de Taylor na Eq. 4.68] Fazendo essa substituicao e rearranjando os

termos, obtém-se:

50 == g [ (5) +1 (550) = (7 (522) + 1 (52))]
+ % ngll - %(Sm)%) - (S? - %(Sm)?ﬂ (4.69)

E interessante notar que a reorganizacao dos termos da Eq. conduz a outra sim-
plificacao, simplesmente substituindo novamente as aproximagoes da varidvel pela direita
e esquerda nos pontos. Chega-se entao, na forma final da resolucao do método, como
mostra a Eq. [£.50] Outra forma de se escrever a Eq. é através da sua forma conser-
vativa. Para isso, considera-se a solucao no ponto ¢ como sendo a diferenca entre os fluxos

d Hij1o— Hi—1p2

numéricos %Si = — X , sendo o fluxo numérico H;,/» dado por:
x

5;1/2 -5

i+1/2

Hit12(t) = d <S;1/2> i <Si_+1/2> B Tl (

2 - ) ' (4.70)
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4.3.5 Extensao em duas dimensoes do Método KT

Antes de apresentar a extensao em duas dimensoes do Método KT, recordaremos que
existe a necessidade de se saber quais valores de saturacao serao utilizados na interface
para o calculo da transmissibilidade (7°(s)). A transmissibilidade é necessaria para obter
o resultado da Equagao da Pressao. Completaremos entao o calculo da transmissibilidade
para o KT, para em seguida apresentar a parte final do método com sua extensao em

duas dimensoes.

4.3.5.1 Pressao

Como foi visto na Eq. f.12] é necessério avaliar as permeabilidades em cada uma das
interfaces entre os blocos da malha. No entanto, para calcular a permeabilidade rela-
tiva nao é possivel utilizar o mesmo esquema empregado no Upwind para escolher a
saturacao. Como o KT é um esquema centrado, é possivel entao, calcular a transmissibi-
lidade (Eq. através da média harmonica, como utilizado na Eq. anteriormente:
275 T4 1

T 1. =—2—" 4.71
z+%,j E,j+ﬂ+1,j ( 7 )

e de maneira andloga para T, 1 lembrando ainda que 7;_ 1= Tt 110 Expandindo

a Eq. [£.71] tem-se:

QKZ'J- (k?ra(SLj) + kro(si,j)> Ki+1,j (kra(si+1,j) + kro(Si+1,j>>

Ha Ho Ha Fo
Tos, = L@
ta Ki,j (kra(si,j> i kro(Si,j)) + Ki+1,j (kra(si+1,j) X kro(SiJrl,j))
Ha Mo Ha Ho

Entao, a Eq. aproxima as permeabilidades nas interfaces, enquanto o gradiente

de pressao ¢é calculado por diferencas finitas.

4.3.5.2 Saturacao

O método de Kurganov-Tadmor pode ser utilizado para resolver problemas de mais uma
dimensao, considerando-se um fluxo unidimensional para cada uma das duas diregoes, e

somando-os. Além de duas dimensoes, é de interesse desse trabalho resolver uma equacao
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de conservacao da forma da Eq.

Os 1

5 = 5 VU +al. (473)

Considerando a porosidade ¢ constante, uma velocidade v e fluxo f nas diregoes = e y, e
uma vazao de dgua q,, verifica-se que a Eq. pode ser discretizada através do método

KT em duas dimensoes, como mostra a Eq.

do 1| Hiipy = Hlpy Hijp = Hijaps 4.74
a7 ) Ax Ay +qa| s ( . )
onde os fluxos nas direcoes x e y sao representados por:
HE Vit (Si1/25) + Vo f (Siajy) G St _§-
i+1/2,5 2 9 i+1/2,j i+1/2,5 ) (4 75)
7Y - ,g+1/2f( +1/2) + v, J+1/2f( ,]+1/2> B a?,j+1/2 n _ g
i,j+1/2 2 2 i,5+1/2 ij+1/2 ) ¢

O valor intermediario S;rl /2. ¢é o valor da saturacao aproximada sobre a solucao na malha

deslocada, como mostra a Eq. [£.76]

Ax
S;;m] Sit1,j — 7(Sx)i+1,j~ (4.76)

De maneira similar, a reconstru¢ao na coordenada y é feita (Eq. |4.77)):

Ay
SJ,FJ+1/2 Sijt1 — T(Sy)i,j-i—l- (4.77)

As velocidades locais de propagagao a; /2,j sao dadas por:

af+1/2,j = mam{|vix+1/2,jf,(5i—:-1/2,j)|’ |Uf+1/23 ( l+1/2])|} (4.78)

%4_1/2 _maxﬂvz]-s-l/zf( 7]+1/2)| |U,J+1/2f< ,j+1/2)|}

Aproximar as derivadas de (S;);; e (5y)i; requer o uso do limitador de fluxo MinMod

24].

(4.79)

. Sz T Si—l j Sz 1,5 — Sz 1 SH—I Sz j
J— M M 5] 5] + 5] .7 a.] 5]
(S2)ig inMod (0 Az ’ 2Azx 0 Az ’
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e é feito de maneira andloga para a coordenada y. O valor de 6 deve estar no intervalo
1 < 6 < 2. No nosso trabalho, adotamos ¢ = 1.8. O operador MinMod(q1, G2, -+, Gn—1,Gn)
é definido de acordo com a expressao da Eq. [£.54]

Analogamente a Eq. [£.62] com o fim garantir que o método KT em duas dimensoes

esteja dentro das condigoes de CFL, o Aty deve respeitar a restricao:

AN

A 1
max{ Atcxﬂ.msax|f'(s)vm(s)|, Ay .msax|f’(s)vy(s)|} <3 (4.80)
4.4 Totalmente Implicito
Assim como no método IMPES, utilizamos o operador de divergéncia discreto:
V)0, = (Ua)iJrl/Q,j - (Ua)ifl/Q,j X (Ua)z‘,j+1/2 - (an)i,jfl/Z' (4.81)
Ax Ay

A fim de simplificar a notagao, trataremos o produto AzAyAt por A, e da mesma
forma, essa notacao analoga sera utilizada para outros produtos. Reescrevendo a Eq.[3.16

utilizando o operador discreto de divergéncia (Eq. [4.81)), tem-se:

F(pnﬂ, Sn+1) :¢A$y<8a>n+1 + Ayt <U04i+1/2,j - 'Uai—l/?’j)

(4.82)
+ Aa (Uai,j-H/Q - Uai,j—1/2> — Duye(ga)" = Ay (5a)",

onde os subscritos a representam as fases tratadas nesse trabalho a = a (dgua) e a = o

(6leo). Reescreve-se entao F' em termos de s,,p,. A equagao para F, é:

Fapr,SZ‘J :¢Au’ﬂy(8i,j) + Ayt{vai+1/2,j - Ua¢71/2,j}

(4.83)
+ Axt{vai’j+1/2 - vai‘jfl/g} - Axyt(Qa)n+1'
Enquanto para F,, tem-se que s, = 1 — s,, portanto:
FO,pS‘#QJ :¢A90y<(1 - Si,j))) + Ayt{voi+1/2,j o Uoi—1/2,j} (4 84)

+ Axt{voi,j+1/2 - Uoi,j—l/g} B Axyt(qo)”""l.
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onde as velocidades nas interfaces para as direcoes x e y para agua e 6leo sao dadas por:

L= ~T, (s, ) (pHLJ Di,j

v = —Ty(s, ) Pit15 — Piy
z+l/2,] 0i41/2,5 o z+1/2,g Az ’

N Dij — Di-14 - Dij — Di-1,5

Uai,l/zyj = —Ta(s?fl/zj) ( ) ’UOi71/2,j - _TO(S?fl/Zj) ( Az ) )
Pij+1 — pm _ Pij+1 — Piyj

o = Tls88ay) (Pt = =Tl ) (P ),

Dbij — pz,]—l - Pij — Pij-1
Ya; ;172 = _Ta(SZ?—l/Z) < Ay ) Voi j 172 = _T"(SZIJ)'—U?) ( Ay > ’

(4.85)

Como visto anteriormente, utiliza-se nesse trabalho o método de Newton para resolver

o sistema. O método de Newton é calculado através de uma equagao do tipo:

F(Apg, Asy) = —Fi + ¢y (50)" (4.86)

onde Ap;, = p"*t—p¥, As, = s* k Fy = F(py,si), F, = F'(pr, si)- I necessério entio
calcular a matriz Jacobiano F”(p, s). A matriz F'(p, s) se caracteriza por ser pentadiagonal

por blocos 2 x 2 do tipo:

ary br I aFa(spr);b _ 3Fa(31;p1);c _ aFo(ShpI);d oF, (517191)
0s; Op.s 0s; dp,

Cr.Jg dI,J
(4.87)
sendo I pertencente ao intervalo [0,..,n x m| e J pertencente a um intervalo de mesmo
tamanho [0, ..,n X m| para um problema discretizado em malha de tamanho i = 0,...,n e
j=0,...,m
O método de Newton exige que seja calculado o valor da matriz jacobiana F’(p, s) em
relagao aos pontos (i,7), (¢ +1,7), (i —1,7), (i,7+ 1) e (i,5 — 1) para todo ponto (i, j)
da malha. Detalhes de como calcular o jacobiano em todos esses pontos estao disponiveis

no Apéndice [B]

4.5 Difusao Numérica dos Métodos

E possivel comparar os métodos apresentados anteriormente através do cédlculo da difusao

numérica gerada por cada um deles [25], [9]. O método de Lax-Friedrichs, por exemplo,
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acrescenta uma difusao de acordo com a equacao abaixo:

O( ), (4.88)

At
onde Am ¢ igual a Az em faces verticais e Ay em faces horizontais. O método de
Nessyahu-Tadmor, por sua vez consegue reduzir a difusao do método de maneira signifi-

cativa. Na Eq. pode-se ver que a difusao desse método é menor que de Lax-Friedrichs.

Am?
At

o2 (4.89)

Outros métodos que detalhamos nesse trabalho e que utilizam a forma semi-discreta
para serem resolvidos nao geram difusao numérica dependentes do intervalo de tempo.

Repare por exemplo, na difusao numérica do método Upwind, onde nao ha dependéncia

do At:

O(Am). (4.90)

Da mesma forma, o método de Rusanov possui uma difusao numérica muito grande,

e comparavel ao método Upwind, dada por:

O(Am). (4.91)

Ja o método de Kurganov-Tadmor em sua forma semi-discreta, além de nao possuir
difusdo numérica dependente do intervalo de tempo, tem um valor muito inferior aos

outros métodos, como pode ser visto na Eq. [£.92}

O(Am?). (4.92)

Podemos considerar outros esquemas numéricos, como o esquema Lax-Wendroff ou
o método de Warming-Beam, também conhecido como Upwind de Segunda Ordem. O
esquema de Warming-Beam [17] funciona adicionando uma corregao da difusao numérica

ao esquema Upwind tradicional:
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O ultimo termo aparece como uma correcao de segunda-ordem tomada no ponto (i—1),
e compensa a difusao numérica gerada pelo esquema de primeira ordem. Esquemas de Lax-
Wendroftf e Warming-Beam sao os unicos capazes de alcancar uma acuracia de segunda
ordem nos suportes (i — 1,4, + 1) e (i — 2,7 — 1,1), respectivamente. Esquemas com
maiores suportes também podem ser utilizados para gerar métodos de segunda e terceira
ordem, veja [26].

O método de Kurganov-Tadmor é formado no suporte (i —1,4,i+1,7+2). No entanto,
os valores da aproximada da derivada sao zerados nos extremos, portanto o método satisfaz
essencialmente uma consisténcia de trés pontos. Maiores detalhes em [9].

O esquema de Warming-Beam nao consegue representar bem as descontinuidades e
pode gerar resultados que nao correspondem fisicamente ao problema, pois assim como o

método de Lax-Wendroff, ele ndo é TVD (Total Variation Diminishing), veja [21].
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5 METODOLOGIA

5.1 Implementacao

A implementacao do método KT utilizou como base um simulador previamente imple-
mentado por [7, [6]. Todos os codigos de todas as versoes foram escritos em linguagens
C/C++ e a solugao do BDF faz uso das biblioteca CVODE (veja [16]) para resolver o pro-
blema hiperbdlico, e PETSc (veja [27]) para a solugdo do problema eliptico. O problema
totalmente implicito é resolvido através de um simulador que utiliza a biblioteca PETSc e
foi implementado por Elisa Portes dos Santos [6]. Esse simulador sofreu adaptagoes para
se adequar aos problemas que serao tratados nesse capitulo. A Tabela Tab. mostra

em detalhes a linguagem usada por todos os métodos e as bibliotecas que cada um utiliza.

Tabela 5.1: Linguagem e Bibliotecas utilizadas nas implementacoes.
Esquema ‘ Discret. Temporal ‘ Discret. Espacial ‘ C/C++ ‘ PETSc ‘ CVODE

Implicito Newton Upwind X X
IMPES Euler Upwind X X
IMPIS BDF Upwind X X X
IMPES Euler KT X X
IMPIS BDF KT X X X

Os tempos foram medidos em ambiente Linux (distribui¢ao Ubuntu 9.10) em uma
maquina com 8GB de memoria RAM e processador Intel Core 17 860 com 2.80GHz. Para
computar os tempos de maneira mais precisa, cada uma das simulagoes foi repetida trés
vezes e consideramos a média desse tempo. O desvio padrao entre esses tempos também
foi calculado.

Para comparar os métodos, dois diferentes experimentos foram realizados. Em um
deles, utilizou-se funcoes de permeabilidade relativa para a agua e 6leo de forma que
a funcao de fluxo fracionario f(s) se tornasse linear, e a velocidade, constante. Dessa
forma, podemos comparar as solugoes numéricas obtidas pelos métodos com a solucao
analitica do problema, que se traduz na simples translagao da condi¢ao inicial. No outro
caso, utilizamos configuragoes bastante conhecidas na area de reservatorio de petréleos, o
Five-Spot e o Two-Spot.

A Norma L2 foi utilizada para calcular o erro gerado por cada um dos métodos,
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seguindo a férmula da Eq. [5.1}

B \/Zi > i(sig—Si)?
> 2.i(5i5)?

, (5.1)

onde s; ; ¢ a solugdo numérica do simulador na posicao (i,7) e §;; a solu¢ao analitica do
problema nessa mesma posicao.

Diferentes tolerancias de erro absolutas foram testadas (1.0e™!, 1.0e™ e 1.0e™?) para
os métodos do CVODE mas os resultados com tolerancia maior que 1.0e™? apresentaram
inconsisténcias (como saturagao negativa) portanto foram descartados e apenas resultados
com tolerancia 1.0e™® foram considerados. Somente o método BDF se comportou de
maneira estavel para qualquer valor de tolerancia, e apenas no caso do fluxo linear para
o Esquema Upwind. Isso é facilmente explicado pelo fato de o Esquema Upwind ser um

método incondicionalmente estavel para fluxos lineares.

5.2 Fluxo fracionario linear

Nessas simulacoes, definimos as seguintes equagoes para as permeabilidades relativas:

krw = S,
(5.2)
ko =1—s.

Além disso, definimos um reservatorio isolado sem pocos, de dimensoes 4 X 4 e sujeito
a uma velocidade v = (v*,vY) constante e diagonal v* = v¥ = 1.

As viscosidades da dgua e dleo iguais a um (p, = p, = 1), saturacao residual do 6leo
e saturagao irredutivel da dgua iguais a zero (s, = s, = 0) com permeabilidade absoluta
(K =1) e porosidade constante (¢ = 1).

Como solucao inicial, geramos uma malha com valores nulos exceto para a regiao com
l<zx<2el<y<2 Apéds ls de simulagao temos um deslocamento diagonal de uma
posicao na malha para x e y. Para esse caso é conhecida a solucao analitica, ou seja,
pode-se comparar a resolucao numérica obtida pelo simulador com o resultado analitico.
A Fig. mostra o deslocamento executado por essa simulagao.

Para cada um dos métodos (KT e Upwind) foram feitas simulagdes com malhas de

trés diferentes tamanhos (33 x 33, 99 x 99 e 297 x 297).
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m Destino

Origem

Figura 5.1: Deslocamento da solugao inicial

5.3 Permeabilidade homogénea

Problemas do tipo five-spot sao conhecidos na extragao de petréleo como reservatérios
com 5 pocos perfurados, sendo um centralizado e outros quatro pocos, cada um em uma
extremidade. Neste exemplo, o poco centralizado é o chamado poco produtor, de onde
se pretende recolher o éleo extraido e outros quatro pogos sao injetores de dgua (veja
Fig. |5.2)). Na simulagdo do problema five-spot definimos as seguintes permeabilidades

relativas para agua e oleo:

2
S — Sai
by = 0.4 [ ———290 )
(1_Sor_8ai)
2
k=08 (i) _
1_Sor_5ai

onde s,; = 0.2 é a saturacao irredutivel da agua e s, = 0.2 é a saturacgao residual do éleo.

(5.3)

A viscosidade da dgua vale 1 (p, = 1.0cp).

: Poco
: Injetor

Poco
Produtor

Figura 5.2: Reservatorio do tipo Five-spot

Dessa vez, foi utilizado um reservatério de tamanho 200 x 200m com altura de h = 20m.
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Em cada um dos pogos injetores sao injetados Q;,; = 100.0m?/dia e produzidos Qproq =
—400.0m?/dia nos pocos produtores. A solucio inicial desse problema é uma malha com
uma saturagao igual ao valor da saturacao irredutivel da agua, ou seja, s;; = s, = 0.2,
Y (z,y) € Q.

Ao contrario do problema linear, o problema five-spot nao possui solucao analitica.
Realizamos, entao, uma simulacao com malha de tamanho 567 x 567. A solugao gerada
foi utilizada como solucao analitica para o problema e com ela os erros das simulagoes
com tamanho de malha (21 x 21,63 x 63 e 189 x 189) foram comparados. O erro relativo
foi calculado através da Eq. 5.1}

Com essas mesmas caracteristicas foram realizadas simulagoes para dois casos, consi-
derando o 6leo com viscosidade relativamente préxima a da agua e com viscosidades altas,
ou seja, com Oleo pesado. Enquanto no primeiro caso a dgua vai empurrando o 6leo para
o poco produtor de maneira gradual, no outro, a dgua consegue abrir caminho e chegar
mais rapidamente no poco produtor, tornando a extragao mais complexa.

O 6leo de baixa viscosidade (u, = 5.0cp), conhecido na industria como éleo leve, foi
simulado em um reservatério com porosidade constante igual a 0.2 (¢ = 0.2) e permea-
bilidade constante igual a 100mD. O dleo pesado, por sua vez, possui alta viscosidade
(110 = 200.0cp) e foi considerado escoando em reservatério com porosidade constante igual

a 0.096 (¢ = 0.096) e permeabilidade igual a 0.9mD.

5.4 Permeabilidade heterogénea

Utilizando as mesmas configuracoes do five-spot, também comparamos os métodos utili-
zando uma malha de permeabilidade heterogénea, ja que nesse caso ocorrem as chamadas
formagoes de dedos [28]. Como esse estudo se aproxima mais de casos reais, é possivel ter
uma visao geral do comportamento dos métodos ao resolverem situagoes mais complexas.

Novamente as Equagoes de Permeabilidade Relativas nao Lineares (Eq. sao uti-
lizadas com os mesmos valores para a saturacao irredutivel da dgua (s,; = 0.2), mesma
saturacao residual do 6leo (s, = 0.2).

Nessas simulagoes um outro modelo de reservatério foi utilizado: um quarto de five-
spot ou two-spot, que nada mais é que uma parcela do five-spot da Fig. [5.2] Nesse caso
existe um pogo produtor e outro injetor, apenas. A Fig. ilustra como fica o 1/4 de
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Poco
Injetor
Poco
Produtor

Figura 5.3: Reservatoério Two-spot

five-spot. O reservatério tem um tamanho de 200 x 200m com altura de A = 20m e
permeabilidade varidvel. No pogo injetor ¢ introduzido Q;,; = 100.0m?/dia de dgua e
produzido Qpreqa = —100.0m*/dia no pogo produtor. Novamente, a solugao inicial é a o
valor da saturagdo irredutivel da dgua, ou seja, s;; = so; = 0.2, V (2,y) € Q.

Da mesma forma que o problema five-spot, nao ha como calcular a solugao analitica,
portanto uma simulacao com malha de tamanho 567 x 567 é tratada como solugao exata
e o erro relativo é calculado através da Eq. [5.1] Novamente, foram utilizadas malhas de
tamanho 21 x 21,63 x 63 e 189 x 189.

Novamente, foram feitas simulages considerando dois tipos de 6leo. O 6leo leve (u, =
5.0cp) foi simulado em um reservatério com porosidade constante igual a 0.2 (¢ = 0.2)
e o 6leo pesado (i, = 200.0cp) foi considerado escoando em reservatério com porosidade
constante igual a 0.096 (¢ = 0.096). Em ambos os casos o campo de permeabilidade

utilizado é o mesmo.
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6 RESULTADOS

Os resultados dos experimentos foram divididos em duas segOes: primeiro apresentamos
uma comparacao dos métodos de discretizagao temporal (IMPES/Euler, IMPIS/BDF
e Totalmente Implicito), sendo que todos utilizam o Esquema Upwind de discretizagao
espacial; para depois apresentarmos os resultados com a discretizacao espacial produzidos
pelo KT. Para cada secao, temos dois tipos de simulagoes: Five-Spot e Two-Spot (ou um

quarto de Five-Spot).

6.1 Meétodos de discretizagcao temporal

6.1.1 Five-Spot

6.1.1.1 Oleo leve

200

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(b)

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(c) (d)

Figura 6.1: Mapa de cores para a saturagao com éleo leve em (a) 6 dias, (b) 100 dias, (c)
200 dias e (d) 600 dias no reservatoério Five-Spot.
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Iniciamos a apresentacao dos resultados através dos experimentos utilizando o re-
servatorio Five-Spot com 6leo leve. A Fig. mostra como é a evolucao da agua no
reservatério apos 6, 100, 200 e 600 dias. Nesse tipo de simulacao a dgua ¢ injetada nos ex-
tremos do reservatério. Através da figura pode-se notar que a agua chega ao poco produtor
entre o centésimo e o ducentésimo dia de simulagao. Assim como em todos os graficos
apresentados neste capitulo, temos trés tamanhos diferentes de malha (21 x 21,63 x 63 e

189 x 189) para cada tipo de método avaliado.

Tempo Total de Simulagéo - Five-Spot

MW Euler ™ BDF M Implicito
2000 -
1853.98
1800
1600
1400 -
1200 -
1046.52
1000 -
800

600

400 -
301.09

200 -
3215 13g5 3432
. 1.09 083 2.00

21x21 63x63 189x189

Figura 6.2: Tempo total (em segundos) de simulacao para resultados com malhas de
tamanho 21 x 21,63 x 63 e 189 x 189.

A Fig. ilustra o tempo total de simulagao em cada método. E f4cil notar que oS
métodos Implicito e Euler Explicito sao os que exigem maior tempo de computagao.

Analisando mais a fundo os tempos de simulacao para o problema Five-Spot, temos,
na Fig. [6.3]a distribui¢ao do tempo de simulagao entre a pressao e a saturagao. Enquanto
para o método de Euler a saturacao é a parte do problema onde se gasta mais tempo,
no método BDF a pressao passa a ser o gargalo. O método Implicito calcula a pressao e
saturacao ao mesmo tempo.

As Figuras[6.4]e[6.5] ilustram o erro numérico da pressao e da saturagdo em comparagao
com uma solu¢ao de malha mais refinada.

Os erros numéricos do método Implicito se destacam por apresentar os maiores valores
na maioria dos casos, aumentando relativamente a medida que a malha é refinada. O

método de Euler chega a apresentar erros menores para a saturagao, apesar de ainda
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100%

90%

80%

70%
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40%

30%

20%
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Relag¢do do Tempo Pressdo/Saturagdo - Five-Spot

M Pressdo M Saturagdo

Euler

21x21

BDF

Euler

‘ BDF

Euler
63x63 189x189

Figura 6.3: Relacao entre o tempo utilizado no processamento da pressao e da saturagao
agrupados de acordo com o método e tamanho de malha.

60

x0.01

50

40

30

20

10

56.74

Erronumérico da Pressdo - Five-Spot

W Euler ® BDF m Implicito

56.59

56.56

38.59

36.73 36.62 36.22

21x21

63x63 189x189

Figura 6.4: Erro numérico dos métodos relativos a pressao.

muito proximos dos erros do BDF. Isso pode ser explicado analisando o proximo grafico

(Fig. onde se apresenta o tamanho médio dos intervalos de tempo dos métodos.

Como o método de Euler utiliza intervalos menores, ele é capaz de resolver o problema

introduzindo erros menores.

Apesar de possuir erros numéricos pouco maiores que outros métodos em alguns casos,

o BDF ainda consegue resolver o problema em menor tempo, portanto pode-se recomen-
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Erro numérico da Saturagdo - Five-spot
W Euler m BDF mImplicito
14

x0.01

1276 1288 1289

21x21 63x63 189x189

Figura 6.5: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

Intervalos de Tempo - Five-Spot
W Euler W BDF M Implicito
30

x1000

25.89 25.89 25.89

21x21 63x63 189x189

Figura 6.6: Tamanho médio dos intervalos de tempo utilizados para resolver a equacao
da saturacdo (em milhares de segundos).

dar, entre esses métodos, o BDF para esse tipo de problema. O método Totalmente

Implicito, ao contrario, produziu erros maiores que os outros métodos.

6.1.1.2  Oleo pesado

Repetimos o experimento anterior utilizando configuragoes diferentes para a viscosidade

do 6leo e a porosidade. Dessa vez, a simulagao ocorre em um reservatorio com o chamado
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6leo pesado. Nesse caso a agua penetra mais facilmente no éleo e chega mais cedo ao pogo

produtor, como pode ser observado na Fig. [6.7}

200

180

160

140

120

100

80

60

40

20

200
180
160
140
120
100
80
60
40
20

0

0

0

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(a)

160
140
120
100
80
60
40
20

0

(b)

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(c)

(d)

0.8

0.2

Figura 6.7: Mapa de cores para a saturacao da adgua com éleo pesado em (a) 6 dias, (b)

100 dias, (c) 200 dias e (d) 600 dias no reservatoério Five-Spot.

30 4

x 1000

21x21

Intervalos de Tempo - Five-Spot com Oleo Viscoso

25.89

W Euler W BDF mImplicito

63x63

25.89

189x189

25.89

Figura 6.8:
turacao.

Tamanho dos intervalos de tempo utilizados para resolver a equacao da sa-
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Tempo Total de Simulag&o - Five-Spot com Oleo Viscoso
W Euler ® BDF M Implicito
6000

5000 - 4919.39
4000 -

3000

2000

998.95

1000
699.66
o 1.98 138 2.00 81.57 25.42 30.60 .

21x21 63x63 189x189

Figura 6.9: Tempo total (em segundos) de simula¢ao para resultados com malhas de
tamanho 21 x 21,63 x 63 e 189 x 189.

A 4gua chega ao poco produtor antes de 100 dias, enquanto no caso anterior ela chegava
apos esse tempo. Além disso, nesse caso temos condi¢oes de CFL mais restritas. A Fig.
mostra que o método de Euler, o tinico método de discretizagao explicito avaliado, evolui
com passos de tempo menores.

Devido a essa maior restricao nos intervalos de tempo, o método de Euler demora
mais tempo que os demais para resolver o problema na maioria das configuragoes, como
pode ser visto na Fig. [6.9) Nessas simulagoes, o método BDF chega & solugdo com os
menores tempos de execugao em malhas mais grossas, porém o método Implicito gasta
menos tempo com a malha mais refinada.

Em relacao aos erros numéricos nao ocorrem grandes diferencas entre os métodos com
6leo leve e 6leo pesado, portanto omitiremos os resultados. Como nas simulacoes com
6leo leve, a saturacgao foi a computacao mais custosa para o método de Euler enquanto a

pressao foi mais custosa para o método BDF.

6.1.2 Two-Spot
6.1.2.1 Oleo leve

Nessa subsecao serao comparados os métodos de discretizagao temporal em reservatorios

do tipo Two-Spot. A Fig.[6.10|mostra como a dgua percorre o reservatorio em 10, 250, 500
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e 1000 dias. Nesse caso foi utilizado um campo de permeabilidade que varia espacialmente,

o que causa a formagao dos chamados ”dedos”, como pode se observar.

0.8

0.7

0.6
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(b)

0.3

0.2

0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

(c) (d)

Figura 6.10: Mapa de cores para a saturagao da dgua com dleo leve em (a) 10 dias, (b)
250 dias, (c) 500 dias e (d) 1000 dias no reservatério Two-Spot.

Tempo Total de Simulagdo - Two-Spot
W Euler ® BDF mImplicito
1400
1315.74
1200
1000
800 -

600
400

31684 55130
200

- 47.11
0.40 0.72 2.42 8.14 - [
0 T
21x21 63x63 189x189

Figura 6.11: Tempo total de simulagao.
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Nessas simulagoes a relacao do tempo de resolugao entre os métodos (Fig. [6.11]) ficou
semelhante ao caso Five-Spot com 6leo leve. Novamente o método BDF conseguiu resolver

os problemas em menor tempo, além de manterem relagoes proximas aos casos anteriores

de tempo entre o calculo da pressao e da saturagao, como mostra a Fig. [6.12]
Relag¢do do Tempo Pressdo/Saturagio - Two-Spot
M Pressdo M Saturagdo

100% -
90%
80%
70% -
60% -
50%
40%
30% -
20% -
10% -
0%
BDF ‘ BDF

Euler BDF Euler Euler

21x21 63x63 189x189

Figura 6.12: Relagao entre o tempo utilizado no processamento da pressao e da saturagao
agrupados de acordo com o método e tamanho de malha.

Como esperado, os intervalos de tempo do método Euler foram os menores, e os
intervalos do método Totalmente Implicito, os maiores. Os erros numéricos mantiveram
a mesma propor¢ao dos casos anteriores. Omitiremos entao esses resultados para tornar
mais facil a leitura.

Vale ressaltar, no entanto, que considerando erros muito proximos e tempos inferiores
do método BDF, ele pode ser considerado como o método que melhor resolve o problema

nesse tipo de simulagao entre os métodos avaliados.

6.1.2.2 Oleo pesado

Em simulacoes com reservatérios do tipo Two-Spot e permeabilidade variavel no espago
é importante verificar também a influéncia que caracteristicas do éleo e do reservatorio,
como viscosidade e porosidade respectivamente, exercem sobre as condigoes de CFL. A
Fig. [6.13| mostra como ocorre uma simulacao com éleo pesado e baixa porosidade nos
intervalos de 10, 250, 500 e 1000 dias. Repare que ao utilizar 6leo pesado, novamente, a

agua chega ao poco produtor com menos de 250 dias, ao contrario do caso com 6leo leve.
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Figura 6.13: Mapa de cores para a saturagao da agua com 6leo pesado em (a) 10 dias,
(b) 250 dias, (c) 500 dias e (d) 1000 dias no reservatério Two-Spot.

Tempo Total de Simulagéo - Two-Spot com Oleo Viscoso
M Euler ® BDF M Implicito
6000

5000 4855.11
4000
3000

2000 -

1001.54
1000

626.46
2.04 1.16 2.10 80.67 25.78 34.28 .
0

21x21 63x63 189x189

Figura 6.14: Tempo total (em segundos) de simulagao para os diferentes métodos.

Novamente comparamos os tempos, erros e intervalo de tempo de cada um dos métodos
de evolugao no tempo. A Fig. apresenta o tempo de simulacao total dos métodos.

Nota-se uma grande diferenca entre os tempos do método de Euler em relagao aos outros
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Relag3o do Tempo Pressdo/Saturagdo - Two-Spot com Oleo Viscoso
M Pressdo M Saturagdo

‘ BDF ‘ BDF ‘ BDF

Euler Euler
21x21 63x63 189x189

100%
90% -
80% -
70% -
60% |
50% -
40% -
30%
20% -
10% |
0% -

Euler

Figura 6.15: Relagao entre o tempo utilizado no processamento da pressao e da saturagao
agrupados de acordo com o método e tamanho de malha.

métodos. E importante ressaltar que essa caracteristica se repetiu em simulacoes com
6leo pesado, onde o método de Euler obteve um tempo de simulacao de ordem superior a

todos os outros.

Erro numérico da Pressdo - Two-Spot com Oleo Viscoso

W Euler ® BDF ® Implicito
25 A

x0.01

22.19 2231 22.50

15

10.24 10.14 .
10

21x21 63x63 189x189

Figura 6.16: Erro numérico dos métodos relativos a pressao.

Na Fig. [6.15] é possivel comparar o total de tempo gasto com a saturacao e com a
pressao. Naturalmente, a medida que se refina a malha, o tempo relativo de solucao da

saturacao aumenta. Além disso, novamente ocorre uma proporcao de tempo maior gasto
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Erronumérico da Saturagdo - Two-Spot com Oleo Viscoso

M Euler M BDF ®EImplicito
12

x0.01

10.28 10.29 10.34

189x189

Figura 6.17: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

no calculo da saturagao para o método de Euler, ao passo que o método BDF demora

mais tempo no calculo da pressao.

Intervalos de Tempo - Two-Spot com Oleo Viscoso

W Euler m BDF mImplicito
100 +

x 1000

%0 - 8631 8631 86.31

21x21 63x63 189x189

Figura 6.18: Intervalo de tempo dos métodos.

A Fig. [6.16] mostra o erro numérico da pressao obtido pelos métodos. Ja na Fig. [6.17],
temos o erro numeérico da saturagao. Podemos observar que nao ha grande diferenca entre
os erros numeéricos dos métodos de Euler, BDF e Implicito.

O tamanho dos intervalos de tempo sao mostrados no grafico da Fig. Novamente



86

os métodos que utilizam esquemas implicitos (BDF e Totalmente Implicito) evoluem mais
rapidamente, como era de se esperar.

Como todos os métodos analisados apresentaram erros numéricos similares, tanto para
a pressao quanto para a saturacao, basta analisar o tempo de simulagao para notarmos

que o método BDF se saiu melhor que os demais também nesse caso.

6.2 Discretizacao no espaco

Como ¢ um método de segunda ordem, o KT é menos difusivo que o Upwind. Para visuali-
zar essa diferenca mais claramente, foi realizado um experimento com uma funcao de fluxo
linear, como descrito na Se¢ao [5.2] Nas outras se¢Oes na sequéncia serdo apresentados os

resultados do KT para os mesmos testes realizados com o Upwind.

6.2.1 Funcao de Fluxro Linear

A Fig. ilustra a solucao desse tipo de simulagdo. A partir dela é possivel comparar
visualmente a difus@ao numérica gerada pelos métodos Upwind e KT, ambos usando o
método BDF'. Facilmente podemos ver o método Upwind com bordas mais arredondadas
que o KT, além de possuir valores menores nas bordas, caracterizando uma deformacao

causada pela sua difusao numérica. No KT também ocorre uma deformacao na forma

4 1
a5 09
08
3
0.7
25 06
2 05
15 0.4
03
1
02
05 o4
0 0
0 05 1 15 25 3 35 4

by

original, porém em menor magnitude.

0 0.5 1 1.5

(a)
Figura 6.19: Comparagao da difusdo numérica gerada pelos métodos (a) Upwind/BDF e
(b) KT/BDF.

Através da Fig. pode-se observar o tempo de execucao em simulacoes com fluxo

linear para os métodos KT e Upwind. E f4cil observar que o método KT é mais demorado
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Tempo Total de Simulagdo - Linear
B Upwind EKT
700

640.40

600

500 -

400

300

Lt 68.79

a1 14.64

Euler BDF

99x99 297x 297

Figura 6.20: Tempo total (em segundos) de simulagao para os diferentes métodos.

Erro Numérico - Linear

B Upwind EKT

o
=]
=]

x

45 43.19 43.21

32.89 32.96

Euler BDF Euler BDF

99x99 297 x 297

Figura 6.21: Erro numérico dos métodos com fluxo linear.

que o método Upwind, como era de se esperar. Também observa-se que a resolucao através
do método de discretizacao temporal Euler foi mais custosa em relacao ao esquema BDF.

A Fig. [6.2]] mostra o erro numérico da saturacgao e a Fig. [6.22] mostra o tamanho do
At médio para os casos avaliados. Os métodos de Euler e BDF produzem erros numéricos
muito semelhantes, sempre com o KT produzindo erros menores. Os maiores intervalos
de tempo ajudam a entender porque o método BDF conseguiu resolver o problema em

menor tempo. Também notamos que o Upwind consegue evoluir em passos de tempo
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Intervalos de Tempo - Linear

B Upwind EKT

w
o
S

x0.00001
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240.96

200 -

165.56

100

10.00 10.00

, HEEEEE

Euler

1000  10.00
I

BDF Euler

99x99 297x297

Figura 6.22: Tamanho dos intervalos de tempo utilizados para resolver o problema linear
(x0.00001).

maiores que o KT nessa simulacao.

Pode-se fazer uma andlise mais justa entre os métodos Upwind e KT se os compararmos
através de simulagoes com erros numéricos semelhantes. Tomando por exemplo, o método
KT/BDF com malha de 99 x 99, tem-se um erro de 24.38 x 10~2. O método Upwind/BDF,
por sua vez, com malha de tamanho 297 x 297 tem erro de 32.96 x 1072, ou seja, o método
KT/BDF produz erros menores que o método Upwind/BDF mesmo quando resolvido com
uma malha mais grossa. De fato, o método Upwind necessita de uma malha mais refinada
(de tamanho 891 x 891) capaz de gerar um erro préximo (25.6 x 1072) ao obtido pelo
método KT com malha de tamanho 99 x 99. No entanto, nesse caso o Upwind demora
um tempo de mais de 6 minutos e meio para computar essa solugao enquanto o KT leva
14.64s.

Concluindo, temos, para uma malha de mesmo tamanho, o método KT gerando um
erro menor em maiores tempos de simulacao que o Upwind. Quando temos um erro
semelhante, no entanto, o KT é capaz de processar o problema de maneira mais rapida.

Podemos mostrar que o KT é mais custoso que o Upwind através do niimero de aces-
sos feitos a memoria, multiplicacoes e divisdes que ocorrem durante a sua computacao.
Considerando os célculos que sao feitos em ambos os métodos (fluxo fracionario, derivada
do fluxo fraciondrio e velocidade) como um acesso, temos no KT para cada ponto calcu-

lado: 40 acessos (24 das velocidades e derivadas, e 16 dos fluxos), 32 multiplicagdes (16
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das derivadas, 12 dos fluxos e 8 das velocidades) e 20 divisoes (16 das derivadas e 4 dos
fluxos). O Upwind, por sua vez realiza 12 acessos (2 pressoes * 4 fluxos + 4 saturagoes),
4 multiplicagoes e 2 divisoes.

Nos casos seguintes fazemos uma comparacao das solucoes obtidas por Euler e BDF
do método KT. Esses métodos sao comparados por sua vez, com a resolucao do método
Upwind através do esquema BDF, que obteve melhores resultados nas simulagoes da se¢ao
anterior. Nos graficos, os resultados do método Upwind /BDF serao tratados apenas por

Upwind por questoes de simplicidade.

6.2.2 Five-Spot

6.2.2.1 Oleo leve

Tempo Total de Simulagdo - Five-Spot

W Euler ® BDF mUpwind
14000 -

12000 11889.30
10000

8000 -

6000 -

4000

2000

788.21

301.09
2.67 1.93 0.83 165.07 3303 13.85

21x21 63x63 189x189

Figura 6.23: Tempo total (em segundos) de simulagao.

Nas avaliagoes de fluxo nao linear para reservatérios do tipo five-spot, o método de
Kurganov-Tadmor também foi avaliado para os mesmos dois métodos de evolugao no
tempo (Euler e BDF). Como pode-se observar na Fig. o método de Euler foi, em
todas as simulagoes, mais lento que o BDF e o Upwind/BDF.

Através da Fig. pode-se analisar onde se gasta mais tempo na resolucao dos
problemas. Comparando proporcionalmente a parcela do tempo gasto entre pressao e
saturagao pelo método KT /BDF com o método Upwind/BDF notamos que no primeiro

um maior tempo ¢é despendido calculando a saturacao do que no segundo.
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Relagdo do Tempo Pressdo/Saturagdo - Five-Spot
M Pressdo M Saturagdo

100% -
90%

80%
70%
60%

50% f i b1
20%
30%
20%

10% -

0% - o
Euler BDF Upwind Euler BDF Upwind Euler BDF Upwind

21x21 63x63 189x189

Figura 6.24: Relagao entre o tempo utilizado no processamento da pressao e da saturagao
agrupados de acordo com o método e tamanho de malha.

Erronumérico da Pressdo - Five-Spot

M Euler W BDF M Upwind

x0.01

60 - 58.06
57.81 56.59

50

40 - 37.91 37.65

36.62

30 -

19.14

18.90

20 18.33

10

21x21 63x63 189x189

Figura 6.25: Erro numérico dos métodos relativos a pressao.

Com relac¢ao aos erros numéricos, (Fig. e Fig. , observa-se que os erros da
pressao sao menores para o método Implicito, sem apresentar grandes diferencas, entre-
tanto. Nos erros da saturagao ja é possivel observar uma superioridade do método KT,
que consegue produzir menores erros que o Upwind com ambas as formas de discretizagao
temporal (Euler e BDF).

O método KT /BDF, corroborando os resultados do problema linear, produziu erros
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Erro numérico da Saturagéo - Five-spot

W Euler ® BDF mUpwind
14 -

x0.01

12.88

21x21 63x63 189x189

Figura 6.26: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

Intervalos de Tempo - Five-Spot

W Euler ® BDF m Upwind
18 -
16.49

x 1000

21x21 63x63 189x189

Figura 6.27: Tamanho dos intervalos de tempo utilizados para resolver a equacao da
saturacao (em milhares).

menores que o método de Upwind/BDF com malha mais refinada para a saturagao. Além
disso foi capaz de obter melhor tempo se observarmos a comparacao com erros semelhan-
tes. O método KT /BDF foi resolvido em 33, 03s com malha de 63 x 63 enquanto o método
Upwind/BDF é resolvido em 301.09s com malha mais fina.

A Fig. mostra o tamanho dos intervalos de tempo. Como esperado, o método de

Euler, possui os menores intervalos. O método BDF' utilizando esquema Upwind possui
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maiores intervalos que o BDF com esquema KT na malha mais refinada e menores em

malhas mais grosseiras.

6.2.2.2 Oleo pesado

As simulagoes do método KT em reservatério Five-Spot com éleo pesado produziram re-
sultados semelhantes aos resultados anteriores, com menores tempos para o Upwind/BDF

e maiores tempos para o KT /Euler, na maioria dos casos.

Tempo Total de Simulagdo - Five-Spot com Oleo Viscoso

W Euler W BDF MW Upwind
40000 -

35000 33543.27

30000

25000

20000

15000 -

10000

5000

1762.73
998.95
7.22 3.16 138 444.19 49,01 25.42

21x21 63x63 189x189

Figura 6.28: Tempo total (em segundos) de simulagao para os diferentes métodos.

Para uma analise minuciosa de tempo total de simulagao na Fig. |6.28 e dos erros
numéricos da pressao na Fig. [6.29|é recomendavel que comparemos os métodos através da
proximidade dos erros numéricos. Tomando os resultados do KT com malha de tamanho
63 x 63 e o Upwind com malha 189 x 189 temos que o KT é 1.78 vezes mais impreciso.
Ao mesmo tempo, o KT resolveu o problema vinte vezes mais rapido. A mesma analise
pode ser feita para malhas de 21 x 21 com o KT e 63 x 63 com o Upwind. Nesse caso, o
KT ¢ 2.38 vezes mais impreciso, porém 8 vezes mais rdpido. E admissivel afirmar que o

KT novamente foi superior ao Upwind utilizando uma malha 9 vezes mais grossa.
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Erronumérico da Saturago - Five-Spot com Oleo Viscoso

W Euler W BDF MUpwind

x0.01

21x21 63x63 189x189

Figura 6.29: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

6.2.3 Two-Spot
6.2.3.1 Oleo leve

Nessa subsecao serao apresentados os resultados para escoamentos em reservatorios do tipo
Two-Spot com 6leo leve. Iniciaremos a demonstracao dos resultados comparando os tem-
pos totais de simulacao através da Fig. Nessas simulagdes o método Upwind/BDF é

capaz de resolver o problema em menor tempo, assim como aconteceu nos casos anteriores.

Tempo Total de Simulagdo - Two-Spot
W Euler W BDF ® Upwind
2000
1883.86

1800
1600 -

1386.12
1400 386

1200

1000 -

600

400 -
291.70

200 -
28.95 44.83
5 234 % 13.90
0.7 072 e N

21x21 63x63 189x189

Figura 6.30: Tempo total (em segundos) de simulagao para os diferentes métodos.
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Erro numérico da Saturagdo - Two-Spot

M Euler W BDF mUpwind
14

13.21

x0.01

21x21 63x63 189x189

Figura 6.31: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

Novamente os métodos que utilizam o KT possuem uma predominancia de tempo na
resolugao da saturacao, ao contrario do método Upwind/BDF, que demora mais tempo
computando a pressao. Os erros numéricos produzidos pela saturacao podem ser vistos
na Fig. [6.31}

Nessa simulagao, novamente o método KT (quando resolvido em conjunto com o BDF)
produz erros de saturagao menores que o método Upwind/BDF, mesmo ao compararmos
malhas mais grossas do KT com malhas mais refinadas do Upwind. Voltando ao grafico
dos tempos (Fig. podemos observar que além disso, nesses casos o método KT /BDF
consegue ser mais rapido que o método Upwind /BDF.

Através da Fig. também podemos comparar os métodos numéricos de discre-
tizagdo temporal através de simulagoes com erros semelhantes. O método KT /Euler com
malha 63 x 63 tem erros proximos ao método Upwind/BDF com malha de mesmo ta-
manho. Ao analisarmos os tempos dessas simulagoes, notamos que o BDF consegue ser
superior ao Euler mesmo quando se utiliza o Upwind para evoluir a solug¢ao no espaco e

o Euler utiliza o KT.

6.2.3.2 Oleo pesado

Nessa subsecao serao apresentados os resultados para escoamentos em reservatérios do

tipo Two-Spot com 6leo pesado, mais viscoso que no caso anterior.
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Tempo Total de Simulagdo - Two-Spot com Oleo Viscoso
W Euler ® BDF m Upwind
60000 -

53891.14

50000 -

40000 -

30000 -

20000

10000

2768.80

10.39 330 116 81915 g656 2578 626.46

21x21 63x63 189x189

Figura 6.32: Tempo total (em segundos) de simulagao para os diferentes métodos.

A Fig.[6.32) mostra o tempo total de simulagdo dos métodos. Como pode ser observado,
em todos os casos o método KT /Euler exigiu mais tempo que os outros métodos, com
o método Upwind/BDF sendo o menos custoso. Nesse tipo de simulagao, devido as
caracteristicas dos fluidos e do reservatorio, as condi¢oes de CFL restringem o tamanho
do intervalo de tempo de maneira significativa. Assim, é possivel observar o quanto os

métodos explicitos (como Euler) sofrem com essas limitagoes.

Relagdo do Tempo Pressdo/Saturagdo - Two-Spot com Oleo Viscoso
M Pressdo M Saturagdo

100%
90%
80%
70% -
60% - 2 2
50% 8 1 5. 66

40% -

30%
20%
10%

0% - o
Euler BDF Upwind Euler BDF Upwind Euler BDF Upwind

21x21 63x63 189x189

Figura 6.33: Relagao entre o tempo utilizado no processamento da pressao e da saturagao
agrupados de acordo com o método, tamanho de malha.
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Erro numérico da Pressdo - Two-Spot com Oleo Viscoso
M Euler W BDF mUpwind
25

23.29

x0.01

21x21 63x63 189x189

Figura 6.34: Erro numérico dos métodos relativos a pressao.

A relacao entre os tempos de simulacdo da pressao e da saturacao é mostrado na
Fig. [6.33] Novamente pode-se observar que a saturacao é o fator determinante no tempo
de simulacao para os métodos que utilizaram o KT, assim como no caso do 6leo leve.

Os erros numéricos da pressao e da saturacao sao apresentados na Fig. e na
Fig. 6.35] respectivamente. Novamente, nos erros da saturagao é possivel observar que os
métodos que utilizam o KT conseguem obter melhores resultados com malha mais grossa
em relacao ao método Upwind/BDF. No caso do erro da pressao, existe maior semelhanga
entre os resultados, o que é justificavel, ja que todos os métodos utilizam o mesmo método
para resolve-la.

Exemplificando, o KT produz um erro de 4.11 x 1072 com malha de 63 x 63 e precisa
de 44.83s para ser resolvido. O método Upwind, por outro lado, produz um erro de
4.95 x 1072 em malha de tamanho 189 x 189, e é resolvido em 291.7s. Pode-se dizer,
entao, que nesse tipo de simulacao, o Upwind precisa de seis vezes mais tempo para
produzir um resultado quase tao preciso quanto o KT.

Na Fig. |6.36| sao apresentados os intervalos de tempo médio de cada um dos métodos.
Novamente, os métodos resolvidos pelo BDF (tanto KT quanto Upwind) possuem maior
intervalo de tempo, como esperado. Esses resultados também esclarecem quantitativa-
mente como o método explicito de Euler sofre mais com as condigoes desse experimento

que os métodos implicitos de discretizagao temporal.
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Erro numérico da Saturagdo - Two-Spot com Oleo Viscoso
M Euler ® BDF m Upwind
12

x0.01

10.29

21x21 63x63 189x189

Figura 6.35: Erro numérico dos métodos relativos a saturacao.

Intervalos de Tempo - Two-Spot com Oleo Viscoso

W Euler m BDF M Upwind

x 1000

35 33.76

21x21 63x63 189x189

Figura 6.36: Intervalo de tempo dos métodos.

Encerrando os resultados, apresentamos um resumo dos tempos e erros dos métodos
numéricos avaliados nesse trabalho através das Tabelas e

A Tab. mostra de maneira sucinta o tempo total de computagao (em segundos) dos
métodos utilizados para solucionar o problema nao-linear em todos os tipos de simulagoes
utilizadas nesse trabalho.

Na Tab. temos uma comparacao de todos os erros numéricos da saturacao em

todas as simulacoes com malhas de 63 x 63. Além disso, temos os resultados obtidos com



Tabela 6.1: Resumo dos tempos de computacao em segundos.

98

Pocos ‘ Oleo ‘ Malha ‘ Up/Euler ‘ Up/BDF ‘ KT/Euler ‘ KT/BDF ‘ Implicito
5 Leve 63 x 63 32.15 13.85 165.07 33.03 34.32
5 Leve 189 x 189 | 1853.98 301.09 11889.30 788.21 1046.52
5 Pesado | 63 x 63 81.57 25.42 444.19 49.01 30.60
5! Pesado | 189 x 189 | 4919.39 998.95 33543.27 1762.73 699.66
2 Leve 63 x 63 8.14 13.90 28.95 44.83 47.11
2 Leve 189 x 189 316.84 291.70 1883.86 1386.12 1315.74
2 Pesado | 63 x 63 80.67 25.78 819.15 66.56 34.28
2 Pesado | 189 x 189 | 4855.11 626.46 53891.14 2768.80 1001.54

Tabela 6.2: Resumo dos erros numéricos da saturacao com malha 189 x 189 em relacao

ao erro do KT/BDF com malha 63 x 63. Entre parénteses a relacao

Erro do método

KT/BDF
Pocos Eive—Spot /Five—Spot rFvvo—Spot ,Two—Spot

. Oleo Leve Oleo Pesado Oleo Leve | Oleo Pesado

63 x 63 | KT/BDF 1.13 1.61 3.99 2.71
KT/Euler | 3.75 (3.31x) | 1.97 (1.22x) | 8.38 (2.10x) | 4.11 (1.52x)
189 x 189 KT/BDF | 3.44 (3.03x) | 1.95 (1.21x) | 4.45 (1.12x) | 4.11 (1.52x)
Up/Euler | 6.77 (5.97x) | 3.12 (1.94x) | 8.89 (2.23%) | 7.33 (2.71x)
Up/BDF | 6.91 (6.10x) | 3.13 (1.94x) | 8.96 (2.25x) | 7.34 (2.71x)
Implicito | 6.91 (6.09%) | 3.37 (2.09%) | 8.97 (2.25x) | 7.33 (2.71x)

a utilizagdo do método KT/BDF com malha de tamanho 63 x 63 em destaque. Entre

parénteses, a frente do erro de cada método pode-se observar a relacao entre o erro do

método utilizado (malha de 189 x 189) e o erro do KT /BDF com malha nove vezes menor.
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7 CONCLUSAO

Modelos que simulam o escoamento bifasico de fluidos em meios poroso sao constituidos
por sistemas de equagoes diferenciais parciais em duas variaveis (pressao e saturagao),
que representam o estado dos fluidos no reservatério ao longo do tempo. O problema
pode ser visto como um sistema com uma equacao eliptica acoplada a uma hiperbdlica.
Mostramos como essas equacoes sao deduzidas a partir de conceitos fisicos. Ao mesmo
tempo, mostramos que resolvé-las é outro grande desafio. Intimeros métodos de resolugao
foram propostos ao longo dos anos. A contribuicao deste trabalho é comparar diferentes
métodos de discretizacao temporais e espaciais.

Uma das formas utilizadas para tratar o sistema de equagoes é através de um método
de discretizacao Implicito, capaz de evoluir a pressao e a saturacao ao mesmo tempo.
Outras formas utilizadas envolveram técnicas de desacoplamento, através das quais é
possivel dividir o sistema em diferentes equagoes. Essas equagoes foram resolvidas através
de um sistema implicito-explicito (IMPES/Euler) e implicito-implicito (IMPIS/BDF).

Com o objetivo de comparar os métodos, utilizamos quatro tipos de simulacao. Dois
tipos de configuragoes de pocos foram utilizadas e para cada uma deles, dois tipo de dleo:
leve e pesado (mais viscoso). Em reservatdrios com quatro pogos injetores, utilizamos um
campo de permeabilidade homogéneo, enquanto em reservatorios com um pogo injetor
utilizamos um campo de permeabilidade heterogéneo. Essa diferenca se fez evidente nos
graficos, onde ocorre a formacao de ”dedos”em pocos com permeabilidade heterogénea.

Através dos resultados e estudos feitos, foi possivel comparar os métodos e indicar
aquele mais indicado para resolver cada tipo de simulacao. Entre os métodos utilizados
para resolver a discretizacao temporal, Euler Explicito foi mais rapido que o esquema
totalmente implicito em grande parte das simulacoes. Nas simulacoes onde o CFL é muito
restritivo (com éleo pesado), no entanto, o método totalmente implicito foi sempre mais
rapido que o método de Euler Explicito. O método BDF pode ser considerado o melhor
entre os avaliados, pois foi 0 mais rdpido em todas as situagoes avaliadas e produziu erros
muito préximos aos dos outros métodos.

A solugao numérica no espago utilizou em primeiro lugar o Upwind, um método classico

de primeira ordem de discretizacao espacial, que se baseia na direcao de propagacao dos
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fluidos. Apesar de antigo, ¢ um método amplamente utilizado para a solucao de escoamen-
tos, se caracterizando principalmente pela sua simplicidade. O método Kurganov-Tadmor,
outro utilizado neste trabalho, é um método central de segunda ordem, desenvolvido re-
centemente, e que incorpora avangos de métodos anteriores para produzir resultados com
maior confiabilidade. Devido a esses detalhes, acaba sendo um método mais custoso
computacionalmente.

O método KT, por sua natureza, ¢ um método que produz erros numéricos menores.
Mostramos que isso ocorre devido a sua menor difusao numérica, ao transportar os fluidos
entre pontos da malha. Essa maior precisao vem com um custo: o KT é um método mais
custoso computacionalmente e demora mais tempo para resolver um mesmo problema em
comparacao ao Upwind.

Em todos os casos simulados, o método KT se mostrou bem eficiente, resolvendo
o problema introduzindo erros numéricos menores que o método Upwind. No entanto,
devido a sua robustez, demorou sempre mais tempo em sua solugao. Fizemos também uma
analise mais apurada para comparar os métodos, utilizando erros numéricos semelhantes.
Através dessa comparacgao, o Upwind chegou a ser mais de seis vezes mais lento que o KT,
ja que, para produzir os mesmos erros numéricos, o método KT pode utilizar em grande
parte dos casos uma malha mais grossa, e assim chegar a solu¢ao mais rapidamente.

Esse trabalho indica que existe uma relagao de proporcionalidade entre erros produzi-
dos por cada um dos métodos e o tempo de computagao para cada um deles. Dependendo
dos objetivos buscados, um desses dois critérios pode se sobrepor ao outro. Esse trabalho
pretente contribuir nesse processo de decisao, a partir do momento que quantifica essas
medidas para os métodos avaliados.

E conveniente ressaltar que o método KT produz erros menores em condigoes onde
se tem a liberdade de utilizar uma malha mais grosseira de resolucao. Ha situagoes, no
entanto, que nao necessitam de resultados precisos, ou que exigem o uso de malhas mais
refinadas, como quando se tem um campo de permeabilidade detalhado ou mesmo para
resultados mais definidos no espaco. Nesses casos, o uso do KT pode nao ser viavel,
devido ao seu maior tempo de computacao. Um estudo desses casos pode determinar se
outro método seria mais aconselhavel.

Métodos explicitos estao sujeitos as condigoes de CFL, o que praticamente inviabiliza

o uso desse tipo de resolugao em simulagoes mais complexas. Para exemplificar o pior
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caso, o método de Euler chegou a ser aproximadamente 19 vezes mais lento que uma outra
solucao utilizando o BDF, no caso de um reservatério Two-Spot com 6leo pesado.
Apesar da razao do erro do KT ao se refinar a malha seja maior em compagcao a razao
do método de Euler, nenhum dos resultados obteve uma diminuicao dos erros esperada
pela teoria. Porém, investigagoes a cerca desta diferenca serao feitas em novos trabalhos.
Em trabalhos futuros, pretendemos evidenciar melhor a diferenca entre os dois métodos
realizando experimentos em campos de porosidade variavel no espaco. Além disso, é
possivel estender essa analise para outros métodos, como o KT de terceira ordem. Outro
objetivo é utilizar o método KT em problemas de ajuste de histérico de reservatorios de
petréleo, ja que nesse tipo de simulacao tanto o tempo de computacao quanto a precisao
sao fatores cruciais. E possivel analisar os efeitos de se utilizar o método KT a fim de
determinar se uma maior precisao na solucao do problema direto é capaz de produzir
melhores resultados no problema conhecido como inverso, assim como determinar se o

uso de malhas menos refinadas auxilia na resolu¢ao de problemas envolvendo otimizagoes.
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APENDICE A - INTERVALO DE
TEMPO DO METODO DE EULER

Considerando a Eq. (discretizada no tempo e no espago) com velocidade v positiva

em todas as interfaces, é possivel reescrevé-la como:

e S (f(sn‘l)vn = f(sT ) +
gbe 4,5/ 7i+1/2,5 i—1,7/%i—1/2,5
Atn,l+1 Atn,l-l-l
oAy )= 0
Sabe-se também que V.v = ¢; e, novamente substituindo o operador gradiente discreto

da Eq. [4.2] resulta em:

(A.1)

n,l
4y -

I 1
<f(521)“2j+1/2 — f(sij)vi )0

1 n n 1 n n n
Ar (Ui+1/2,j - Uzel/z,j) + A_y (Uz‘,j+1/2 - Ui,jfl/2) =4 - (A.2)
tn’l+1
Multiplicando tudo por 5 f (SZ;Z), chega-se a Eq. |A.3}
Atn,l+1 i . .
SAT f(su) (Ui+1/2,j - Uz‘—l/Q,j) +
Atn,l-{-l nil n n Atn,l+1 . (AS)
N f(%g) (Ui,j+1/2 - ,Ui,jfl/2) :Tf(si,})qzt .
Ja a Eq. provém da subtracao da Eq. em Eq.
n n Atn’l+1 n,l n,l n
s — gl oAz (f(sw) - f(siiu)) Vi_1/2,1
Atn’l+1 I ! Atn,l—l-l l ; (A4)
oy (O = FG0) e == (" = fGiat).

Agora, é preciso analisar a parte calculos com pocos. Considerando inicialmente o
caso onde nao héa pocos, ou seja, o lado direito da Eq. ¢é nulo, utilizando o Teorema

do Valor Médio, temos:

Atn,l—i-l Atn’l+1
nl+l _ on,l 1— / n L / n
S S ( d)A.T f (Sl)vz—l/Q,j ¢Ay f (SQ)Uz,j—l/Q) + A
Atn’l+1 Atn,l+1 ( ' )
/ @,l n,l

/ (SI)U?—1/2,J'51—1,]‘ - Wf/(SQ)UZj—I/QSi,j—D

OAx
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para algum s; e so. Assim, se:

At"’l+1 Atn,l—H

/ n /
1- oAz f ()01 — oAy F(82)075 179 >0, (A.6)

garantimos que:
mln{sz 1,57 ”7 S 1} <s MH < maX{Sl-‘,—l]?SILJl7SZ]l+1 (A7)

No entanto, onde a velocidade nao é positiva em todas interfaces, a condigao da Eq.

deve ser reescrita como:

n,l

> o el < 1 (A8)

onde o indice m indica as interfaces com fluxo entrante, Am ¢é igual a Az em faces
verticais e Ay em faces horizontais. Além disso, s, esta situado entre a menor e a maior
saturagao do bloco e seus vizinhos no instante (n,l). Na implementagao, o esquema

utilizado é reescrito como:

maz f'(sm Z

m

!vm\ < p1, (A.9)

onde 0 < p; < 1 é um parametro a escolher e o maximo é tomado entre a menor e
a maior saturacao de cada bloco e seus vizinhos, cuja interface seja de fluxo entrante no
bloco, ou seja, velocidade positiva nas interfaces a esquerda e negativa nas interfaces a
direita. A analise da Eq. serve também para blocos com pogos produtores.

Em blocos com pogos injetores, admite-se que nao ocorra fluxo entrando. Nesses blocos

também ocorre que a vazao total é igual a vazao de dgua q; = q,.

At”’l+1
A 3 (1 — f(s Ifj)) . (A.10)
Entao At™*! precisa obedecer a:
n At nd /s n n
Sijjl + p2( (b) (qayl(l - f(‘gz,’yl))) <1l- So,res; (All)

onde p; é um parametro a ser determinado e s, é a saturacao residual do dleo.

E necessario que (At)™! satisfaca as condicoes dadas pelas Egs. e . Obe-
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decendo a essas restrigoes, pode-se garantir que os valores da agua serao sempre valores
admissiveis, dentro dos limites estabelecidos pela saturacao residual do 6leo e da saturacao

irredutivel da agua (s, e su;, respectivamente).
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APENDICE B - CALCULO DO
JACOBIANO

E necessario calcular as derivadas de F;, em relacao a saturacao da agua. Essa derivada

. oFr
sera tratada como a = :
0s,
oF
0= 5 = 08y Ay Vi (00,08) — Dayef (s)ai ™, (B.1)
onde
—T;(Sf)(&), S€ Sup = Sij»
Os, Vs = e v (B.2)

0, caso contrario.

Portanto, a derivada a ¢é calculada da seguinte forma:

a :¢Awy + Ayt[(asa (Uai+1/2,j) - asa (Uai—1/2,j)]
+ Aftt[<asa (Uai,j+1/2> - (asa (Uai,j—l/z)] - (Amytf/<si»])q?+l)pmd )

(B.3)

onde os valores das derivadas da velocidade multiplicada pela saturacao sao dadas por:

Piv1,5 — pw
351-,3- (Uai_'_l/g’j) - a Z+1/2j ( 9

p — Di— 1,7
asi,j <Uai71/2.,j> - a S 1/2,] ( )

Pij+1 — pw
851-4 (Uai,j+1/2) - a Z]+1/2 ( )

_ / pl,] pl:.] 1
asi,j (vaiﬁjfl/g) - _T ,] 1/2 ) :

(B.4)

Vale lembrar que, pela Eq. [B.2] os termos T,(s) s6 aparecem se s = s,,, enquanto
os termos T, (s) aparecem sempre. Além disso, o tempo — f'(s; ;)¢ aparece apenas em

células com pogos produtores.



A derivada de F, em relagao a pressao da dgua é chamada b =

0F,
Opo

b = = Amych.(apo’Ua)

:Ayt{<apova¢+1/z,J> (apovaz 1/2J)} + Axt{(apovauﬂ/z) (apova” 1/2)}

sendo as derivadas da velocidade pela pressao nas interfaces dadas por:

u 1
apovai+l/2,j - _Ta( 141—)1/2]) (_M) )

apovai,j—l/Q ==

Sendo ¢ = 8 a derivada de F, em relagao a s,:
Sa
OF,
c= = —0Ayy + Ayt Vi (05,00)
0s,
QSAJ:y + AytKas” z+1/2,j) - (asi,jv%fl/g,j)]
+ Afﬂt[(a&.]UOz ]-&-1/2) - (asljvoz J— 1/2)] + Awytf/(si7j>%7

sendo as derivadas da saturagao e velocidade do dleo dadas por:

(0

Si,j

Di+1,5 — Pi
,Uoz+l/2,g) = _T(;( Z+1/2j) ( J j

Pij — Di—
(aslj 04— 1/2])_ l 1/2] < 2 1j)

Vo

Si,j 'LJ+1/2) - ’L_]+1/2

(a <p1]+1 — Dijj

_ / Dij — Pij-1 ng 1
(aslj 1j—1/2> - _T ”Lj 1/2
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(B.5)

(B.7)

(B.8)
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OF,
opo

No caso das derivadas de F, em relacao, a p,, tem-se d =

OF,
8 = Amych.(ngUD)
Do (B.9)

:Ayt{(api,jvoi+1/2,j) (angvoz 1/2])} + Amt{( Di,j Ol]+l/2) - (api,jvoi,j—l/z)}7

d:

com as derivadas de 0 e similares dadas por:

pz]UO i+1/2,5

-1
apz ]U01+1/2,j = H—l/Q,J A_l‘
1
ap‘jv i—1/2,5 1 (_)
i,j 0i—1/2, S /2,5 Az
B.10
. (B.10)
81%; 012 ,g+1/2 A_y
1
api,jvoi,j—l/Z = _T( iji— 1/2 A_y

E necessario calcular as derivadas em relagao aos termos (i + 1,7), (i — 1,7), (¢,7 + 1)
e (i,7 —1). Adotando a notagdo a1, Gi—1;, @;j+1 € @;j—1 para esses pontos, respec-

tivamente, tem-se as derivadas de F, em relacao a saturacao nesses pontos da malha:

0F, Di+1,j — Dij
Qit1,5 = = Ay |:<asi+1,jvai+l/2,j):| = Byt [ Ta(s Z+1/2J> (% 7

Qit1,j

OF, Dij — Di-14
Qi—1,5 :S o = _Ayt [(asifl,jvaifl/zj)] = _A |: T/( i— 1/273) ( } Ax : ’
gz;,j (Bll)
- a . ' Pij+1 — Dij
OF, Pij — Pij-1
am-_l :Sai’j71 = _Azt |:(asi7j_1vai’j,1/2)] = _A |: Té( i,j— 1/2) ( ’ Ay : ’

De maneira similar, para as derivadas de F,, em relagao a pressao p nos pontos (i+1, j),
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(i—1,9), (i,5+1) e (i,5 — 1), tem-se:

O0F,

biv1; = = Ay [(apm,jvam/a,j)} = Ay

Oit+1,j

. 1
—Ta(si—fl/zvj) <E):| ’
_0F,

u 1
bty = = =Byt | Gy, 1ya,)| = — B [—Ta@ﬂ/zﬂ (_A_xﬂ
A

OF,
bijr1 = = Ay [(api,j+lvai,j+l/2)i| = Qgt |~

" 1
byt = = = (Bt )] =~ | Tl ) (50 )|

Novamente, é necessario calcular as derivadas de F, em relacao a saturagao s:

OF, w Dit+1,j — Pij
Ci—‘rl,j :as = Ayt |:(8si+l,jvoi+1/2,j>i| = Ayt |:_T0,<S’L‘€1/27]) ( : JAZ‘ : ’
Qit1,5
OF, w Pij — Di-14
Cio1j =a = —Ay [(881'714“0171/2,1)} = —Ay |:_T(;(Sip1/2,j) ( ’ Ax Ik
A;—1,5
OF, u Pij+1 — Dij
Cij+1 :8Sai,j+1 = Ay [(asi,j+lvoi,j+1/2)i| = Bat [_Té(sifi?“ﬂ) ( Ay 7
OF, u DPij — Pij—1
Cij1 :83— =—-Ay [(851-,#1”01-,]-71/2)} =—-Ay {_Té(slg—lm) ( ’ Ay : :
Qg,5—1
J (B.13)
Finalmente, calcula-se as derivadas de F, em rela¢ao a pressao p:
OF, u !
dit1, T Opor,, Bu [@pi“’f'voi“/“)] = Bu {_TO(S”])”Z”) (A_x)} ’
OF, u L
di_1 :ap — = —Ay [(apiilijoiil/m)} =—Ay |:_T0<Sifl/2,j) (_E)} ’
a; y . (B.14)
dz‘,j-i—l :8]? R = A:ct [(api,j+1voi,j+1/2)] = Axt |:TO(Si,§+1/2> (A_y)} ’
0i,j+1
OF, u L
di,j—l —m = _Axt [(8101',3‘71”01',3;1/2)] = _Axt |:_TO(Si’§1/2) (_A_y)} .



