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Resumo

Como € bem conhecido, os campos quanticos estudados na TQC satisfazem o principio de lo-
calidade segundo pontos do espago-tempo. Entretanto, os principios da fisica também admitem
campos quinticos que satisfazem a uma condicdo de localidade determinada por strings !, as
quais sdo semi-retas no espago-tempo partindo de algum ponto (evento) e se estendendo em
alguma direcao do tipo espaco. Devido a esta no¢do de localidade via string, dizemos que tais
campos possuem localizagcdo do tipo-string. Por outro lado, nos referimos aos campos cuja lo-
calidade ¢ caracterizada por pontos do espaco-tempo, dizendo que eles possuem localiza¢ao do
tipo-ponto ou que sdo puntiformemente localizados. O interesse na localizagdo do tipo-string
estd na possibilidade de campos com tal localiza¢do apresentarem um comportamento UV, isto
é, em altas energias, menos singular do que os campos com a localiza¢do do tipo-ponto, per-
mitindo assim a obtencao de mais modelos interagentes com localizagao do tipo-string. Campos
livres com localizacdo tipo-string ja foram obtidos para vérios tipos de particulas [1, 2], a par-
tir dos quais pode-se construir modelos interagentes. No entanto, para realizar esta tarefa, ou
seja, construir modelos com interacdo a partir do campo livre, deve-se fazer uma anélise da
func¢ao de dois pontos do campo livre correspondente. Neste ponto se faz necessario o uso de
certos conceitos e instrumentos - por exemplo: suporte singular, wave front set e scaling de-
gree - na andlise da funcdo de dois pontos. Neste texto procuramos introduzir estes conceitos
e instrumentos. Além disso, consideramos um modelo de campo escalar livre com localizagao
do tipo-string para uma particula massiva com spin nulo, para o qual apresentamos e procu-
ramos analisar a estrutura de singularidades da funcdo de dois pontos correspondente, dando

uma interpretagdo em termos de strings.

'Nota: O termo string aqui mencionado nio se refere 2 Teoria de Cordas (String Theory). Esta observagio se
faz necessaria devido a grande popularidade da Teoria de Cordas.



Abstract

As is well-known, the quantum fields studied in QFT satisfy the principle of locality according
to points in space-time. However, the principles of physics also admit quantum fields that
satisfy a condition of locality determined by strings®, which are rays (semi axes) in space-
time starting from some point (event) and extending in some space-like direction. Due to this
notion of locality via string, we say that such fields are string-localized. On the other hand,
we refer to fields whose locality is characterized by points in space-time, saying that they are
localized on points. The interest in string localization is the possibility that fields with such
kind of localization present a less singular UV behaviour, that is, at high energy, than that of
fields localized on points, and then permitting the construction of more interacting models.
String-localized free quantum fields have been constructed for many particles types [1, 2], from
which one can construct interacting models. However, in order to do this, that is, to construct
interacting models from the free fields, it is necessary to analyse the two point function of the
corresponding free fields. At this point we have to use some concepts and tools - for example:
singular support, wave front set and scaling degree - to analyse the two point function. In this
text we introduce these concepts and tools. Moreover, we consider a string-localized free scalar
quantum field model for a massive spin zero particle, for which we present and analyse the
singularity structure of the corresponding two point function, giving a interpretation in terms of

strings.

ZNote: The term string mentioned here does not refer to String Theory. This observation is needed due to the
great popularity of String Theory.
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Introducdo

Os campos quanticos estudados na TQC satisfazem o principio de localidade segundo pon-
tos do espago-tempo. Entretanto, os principios da fisica também admitem campos quanticos
que satisfazem a uma condicao de localidade determinada por strings do tipo espaco. Antes de
mais nada, enfatizamos que o termo “‘string”’ aqui ndo se refere a Teoria de Cordas (String The-
ory). Strings sdo semi-retas no espaco-tempo partindo de algum ponto (evento) e se estendendo
em alguma direcao do tipo espaco. Devido a esta noc¢do de localidade via string, dizemos que
tais campos possuem localizac@o do tipo-string. Por outro lado, nos referimos aos campos cuja
localidade € caracterizada por pontos do espaco-tempo, dizendo que eles possuem localizagdo
do tipo-ponto ou que sdo puntiformemente localizados. O interesse na localizacdo do tipo-
string estd na possibilidade de campos com tal localizacdo apresentarem um comportamento
UV menos singular do que os campos com a localiza¢do do tipo-ponto, permitindo assim a
obtencdo de mais modelos interagentes com localizacao do tipo-string. Lembrando que o termo
UV (ultra-violeta) diz respeito a altas energias ou, equivalentemente, a pequenas escalas. Além
disso, existem certos tipos de particulas que ndo possuem campo livre puntiformemente lo-
calizados, ao passo que campos livres com localizag¢do do tipo-string ja foram obtidos para tais
particulas, além daquelas que possuem modelos de campos livres com localizac¢do do tipo-ponto
[1, 2]. Assim, a partir dos campos livres, pode-se construir, através da abordagem perturbativa,
os modelos interagentes correspondentes. No entanto, para construir modelos com interacdo a
partir dos campos livres, deve-se fazer uma andlise da funcdo de dois pontos do campo livre
correspondente. Neste ponto se faz necessédrio o uso de certos conceitos € instrumentos - por
exemplo: suporte singular, wave front set e scaling degree - na anélise da func¢do de dois pontos.
Neste texto procuramos introduzir estes conceitos e instrumentos. Além disso, consideramos
um modelo de campo escalar livre com localiza¢do do tipo-string para uma particula massiva
com spin nulo, para o qual apresentamos e procuramos analisar a estrutura de singularidades da

funcado de dois pontos correspondente, dando uma interpretacdo em termos de strings.

Antes de introduzir o conceito de campo quantico com localiza¢do do tipo-string, vamos
recordar o conceito de campo quantico. Isto servird tanto para fixar as ideias quanto para com-

preendermos melhor os conceitos de localidade.

Para definir um campo quintico precisamos especificar um espaco de Hilbert .7, cujos
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vetores descrevem estados do sistema, € uma representa¢cdo unitdria do grupo de Poincaré, isto

¢, um homomorfismo

U:P — UX)
(a,A) — Ula,A): 5 — H (1)

que associa a cada transformacao de Poincaré (a, A) € & um operador unitdrio U (a,A) : & —
H, em que % () é o grupo, com a operagdo bindria de composicdo de fungdes, dos op-
eradores lineares unitarios U : 77 — 7. Além disso, assumimos a existéncia de um vetor

Q € J, que descreve o estado de vacuo, satistazendo a seguinte propriedade
U(a,AN)Q=Q 2)

para toda transformacao de Poincaré (a,A) € 2.

Um campo quéntico ¢ € uma distribui¢do que associa a cada fungdo de teste f € Cy (R4, C)
um operador ¢@(f) : # — ., o qual descreve um observavel!, satisfazendo as seguintes
condigdes:

1) Localidade
[o(x),0(x)] =0 3)

quando x e x’ sdo causalmente separados, isto &, (x —x')? < 0.

2) Covariancia do campo,
U(a,A)9(x)U(a,A)”" = p(Ax+a) )

para toda transformacio de Poincaré (a,A) € & e todo x € R*. As equacdes acima devem
ser entendidas no sentido de distribui¢des. Vamos nos referir a esta definicio de um campo
quantico como puntiformemente localizada ou com localiza¢do do tipo-ponto para distinguir
da defini¢do mencionada a seguir, na qual se diz que campo quantico possui localizacdo do

tipo-string.
Agora, vamos introduzir o conceito de campo quantico com localizacao tipo-string. Seja
H={ecR*e.e=—1} 5)

A string, com origem em x € R* e direcdo do tipo espaco e € H, é o subconjunto Sxe C R4
definido por
Sx,e:{x+te;t>o} (6)

IDevemos observar que, em certos casos, 0 campo nao € observavel. No entanto, em tais casos, assumimos que
campos observaveis podem ser obtidos a partir de ¢.
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Observemos que uma string Sy . se transforma da seguinte forma

(a7A>(SX,€) = Sa+Ax,Ae @)

sob uma transformacdo de Poincaré (a,A) € &?. Em palavras, a string Sy, ¢ transformada na
String Sy Ax, Ae, cOM origem (a+ Ax) € R* e diregio do tipo espaco Ae € H, pois Ae-Ae =
e-e = —1. Para constatar isto, basta notar que (a,A)(x+te) =a+A(x+te) =a+Ax+A(te) =
(a+Ax)+1Ae.

Um campo quantico com localizacdo tipo-string ¢ é uma distribuicdo que associa a cada
funcio de teste f : R* x H — C um operador ¢(f) : # — J#, satisfazendo as seguintes
condicoes:

1) Localidade segundo strings

[¢<x76)7¢(x/76/>] =0 )

quando S, e Sy ./ s3o causalmente separados, isto &, (y — y')? < 0 quaisquer que sejam y € Sx.e
ey €Sy
2) Covariancia

Ula,A) @(x,e)U(a,A)"! = o(Ax+a,Ae) )

para toda transformagio de Poincaré (a,A) € & e todo (x,e) € R* x H.

Nosso interesse € analisar a chamada fun¢do de dois pontos. No caso de um campo quantico

¢ com localizagdo do tipo-ponto, a fun¢do de dois pontos € definida por

w(x,x') = (Q,0(x) o(x) Q) (10)

J& para um campo quantico com localizag¢do do tipo-string ¢, a fungdo de dois pontos é definida
por
wix,e,x',e) = (Q,0(x,e) p(x', ') Q) (11)

No caso de campo escalar livre para uma particula massiva de spin zero, a funcao de dois pontos
¢ dada por

p—ip-(—)

W) = @) [ dp (12)

R0 20(p)
onde w(p) =/p*+m?ep=(p°,p) = (®(p), p). Nosso interesse é considerar um modelo de

campo escalar livre com localizagdo do tipo-string para uma particula massiva de spin zero, o

qual foi introduzido em [2] e cuja fun¢do de dois pontos € dada por

. /
e_lp'(x_x )

w(x,e,x',e) = 2m) ¢! lim dp

A e Pt pe—inperie) P
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1 Fundamentos Matematicos

Usaremos as notagdes tradicionais N, Z, QQ, R e C para designar o conjunto dos nimeros
naturais, inteiros, racionais, reais e complexos, respectivamente. Para ser mais preciso, R denota
o corpo ordenado completo dos nimeros reais ¢ C designa o corpo dos nimeros complexos.
Além disso, quando nos referirmos as propriedades topoldgicas de R, fica subentendido que
se trata da topologia usual sobre a reta real R, isto €, a topologia obtida a partir da relacao de
ordem em R !. Consideremos agora o produto cartesiano R”, onde n € N 2. O conjunto R”
munido das operagdes de soma de vetores e produto por escalar, definidas respectivamente por,

+:R"xR" — R”

(x,y) = X+)’=(X1+y1,---,xn+yn)
Vx = (x1,.sXn), Yy = (V15 -9n) ER" €

S RxR" —» R”

(a,x) — o-x=0ax=(0x],...,0x,)

Vx = (x1,...,x,) € R",Va € R, constitui um espago vetorial, sobre o corpo dos niimeros reais,
de dimenséo n. Indicaremos por ¢; € R" o i-ésimo vetor da base candnica {ej, ez, ...,e, } de R”,

sendo e; = (x1,...,X,) caracterizado por: x; = 1 e x; = 0,V # i. Donde,

n
X=(X],.yXp) = Zx,-ei
i=1
Sobre o espago vetorial R” temos o produto interno usual, dado por,
(,):R"XR" — R

(x,y) = <x7y>:éxiyi

'Um subconjunto A C R é aberto se, e somente se, para todo a € A, existe € > 0 tal que (a — &,a+¢&) = {x €
Ria—e<x<a+e}={xeR;|x—a| <&} CA, onde |x| = max{x,—x} Vx € R.
ZPara um conjunto X qualquer, defini-se X" indutivamente por X! = X e X"*! = X" x X.
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Vx = (X1, .y Xn),y = (V1,---,¥n) € R”", do qual obtém-se a norma euclidiana

|l2:R" — R

1

x o |IX||2=\/<X=X>=(ixi2>

Vx = (x1,...,Xx,) € R". Embora a norma euclidiana tenha um maior apelo geométrico, em geral

¢ mais conveniente utilizar a norma da soma || [|; : R” — R ou a do méximo || ||~ : R" — R,

sendo
n
Ixlly =} Jxil
i=1
Ixlle = max{|xi[:i=1,...,n}
Vx = (x1,...,x,) € R". De agora em diante usaremos a notacdo || || : R” — R para nos referir a

uma norma qualquer em R", isto se justifica pelo fato de que todas as normas sio equivalentes
em R". Dado um ponto a € R” e um nimero real r > 0, a bola aberta de centro a e raio r é o
subconjunto B(a,r) = {x € R";||x—a|| < r}, a bola fechada de centro a e raio r é o subconjunto
Bla,r] ={x e R",

{x e R™;||x—al|| = r}. A forma geométrica de cada um dos subconjuntos B(a,r), Bla,r] e S[a,r]

x—al|| <r}, e por fim, a esfera de centro a e raio r é o subconjunto Sla, r] =

depende da norma || || : R” — R, no entanto, devido a equivaléncia das normas, a topologia
obtida a partir de qualquer norma em R” é a mesma, a saber, a topologia usual T={A C R";Va €
A,3r>0:B(a,r) C A}. Em palavras, um subconjunto A C R” é aberto(A € 7) se, e somente se,
todo ponto a € A € centro de uma bola aberta contida em A. Como C pode ser construido como
o produto cartesiano R? = R x R munido das operacdes de soma -+ : R x R? — R? e produto

.: R? x R? — R? de ndmeros complexos, dadas, respectivamente, por

(a,b)+ (x,y) = (a+x,b+y)
(a,b)-(x,y) = (ax—by,ay+bx)

quaisquer que sejam z = (a,b),w = (x,y) € R%. Assim, temos z = (x,y) = (x,0) + (0,y) =
(x,0) - (1,0) 4 (y,0) - (0,1) ou, usando o abuso de linguagem ao escrever x = (x,0), temos
z=x+1y, onde 1 = (1,0) € o elemento neutro da multiplicacdo em C e i = (0, 1) é a unidade
imagindria em C (i = (0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1). Observemos que (x,0) = x-(1,0) e
(0,y) =y-(0,1), onde - indica o produto de um escalar x € R por um vetor em R?. Ou seja, ao
escrever 7 = (x,y) = x + iy, podemos olhar para x = x 1 e yi = iy como o produto de um escalar
em R por um vetor em R?, ou como produto de niimeros complexos, por meio da identificacio

(isomorfismo) f: R — {(x,y) € C;y = 0}, dado por, f(x) = (x,0). Denotamos x =Re(z) e
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y =Im(z), por parte real e parte imaginéria de z = x + iy, respectivamente, e por 7 = x —iy 0

complexo conjugado de z = x+iy. Temos z+w =Z+Ww,Zw=2w, |z| =1Z|,|z|* =22, Vz,w e C

eportanto, 0 =0=z—z=z+ (—z) =2+ (~z) = (—Z)Z—Z,VZECG1:T:Z(%):Zmj

Z
@ = %,‘v’z € C—{0}. Tendo isto em mente, munimos C da topologia usual de R?, a qual
denomina-se topologia usual em C. Da equivaléncia das normas em R?, segue-se que qualquer
norma induz a topologia usual em C. E comum utilizar a norma || || : C — R em C proveniente
do médulo || : C — R, em que |z| = [x+iy| = v/x2+ 2. Isto &, ||z]| = |z] = v/*2 + 2, e vemos

que se trata da norma euclidiana em R2.

1.1 Nocoes sobre relatividade restrita

Nosso objetivo aqui € dar as nocdes bdsicas, e introduzir as notagdes, sobre os conceitos
relacionados ao espago-tempo no contexto da relatividade restrita ou especial. A descricao do
espaco-tempo no caso geral usa o conceito de variedade. Para ser mais preciso, o espagco-tempo
€ descrito como uma variedade M de quatro dimensdes. Tendo isto em mente, vamos nos referir
a variedade M como o espaco-tempo. Os pontos p € M do espago-tempo M, os quais descrevem
“idealmente” fatos ou acontecimentos, sdo denominados eventos. Dizemos idealmente pois,
na realidade, o melhor que podemos dizer sobre um dado acontecimento, por exemplo, um
eclipse ou a colisdo de um elétron com um positron, € a regido e o instante aproximado em
que ocorre. E sabemos que esta limitacdo se deve tanto a dificuldades técnicas no processo de
medida quanto a principios fundamentais da natureza, revelados pela mecanica quantica. Para

um referencial inercial, um evento p € M é descrito por um ponto x = (x°, x!,x?,x*) € R*, com

K= ct,x! =x, X2 = ye X = z, onde ¢ € o instante em que o evento ocorreu, ¢ € a velocidade da
luz no vécuo e x,y,z sio as coordenadas cartesianas do evento. E muito comum usar a notagio
x = (x°,x) € R, onde x é denominado quadri-vetor, x” é chamado de parte temporal do quadri-
vetor x e x = (xl,x2,x3 ) € R é chamado de parte espacial do quadri-vetor x. Assim, em um
referencial inercial, um evento é caracterizado pelas suas coordenadas x*, e referir-nos-emos a
um ponto x € R* como evento de agora em diante. Dados dois eventos x,y € R*, o intervalo

entre eles € definido por

As® = (2" =y — (! =y = (P =) = (P —y)? (1.1)
ou usando notacio x = (x,x) = (ct,x) ey = (3°,y) = (ct’,y), temos

As? =2 (1—1")? — (x—y)? (1.2)
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ou ainda, usando a conven¢do de soma de Einstein, podemos escrever

As® = Nuy (K = y*) (x¥ —yY) (1.3)
onde
1 0 0 O
O -1 0 O
n=a=| 0 000 (14
0 0 0 -1

¢ a métrica de Minkowski. Considerando a funcdo bilinear, também chamada de produto de
Minkowski, - : R* x R* — R, dada por

(x,y) = xy =nuyatyY =00 —x-y (1.5)

0

quaisquer que sejam x = (x%,x),y = (°,y) € R?, podemos escrever o intervalo entre x e y como

As? = (x—y)- (x—y) = (x—y)? (1.6)

A importancia do intervalo reside no fato de que ele é um invariante relativistico, ou seja, 0 in-
tervalo entre dois eventos ndo depende do referencial inercial, embora seja comum introduzir o
seu conceito apods terem sido dadas coordenadas. O sinal do intervalo entre dois eventos possui
um significado muito importante. Para ser mais preciso, dados dois eventos x,y € R?*, temos
uma e somente uma das possibilidades: (x —y)? >0 ou (x—y)? <0 ou (x—y)?> = 0. E cada um

desses casos recebe uma denominagio especial, a saber,

1) Quando (x —y)? > 0 diz-se que a separagio entre os eventos x e y é do tipo tempo. Neste
caso, um dos eventos pode ser a causa do outro. Existe um referencial inercial em que estes
eventos ocorrem na mesma posicdo, ao passo que ndo ha um referencial inercial no qual estes

eventos sejam simultdneos, dai a nomenclatura.

2) Quando (x—y)? < 0 diz-se que a separagio entre os eventos x e y é do tipo espaco. Neste
caso, nenhum dos eventos pode ser a causa do outro, e por isso, diz-se que estes eventos sao
causalmente separados. Além disso, existe um referencial inercial em que estes eventos sao
simultaneos, porém, ndo hd um referencial inercial no qual estes eventos ocorram na mesma

posicao.

3) Quando (x —y)? = 0 diz-se que a separagio entre os eventos x e y & do tipo luz. Nova-

mente, um dos eventos pode ser a causa do outro. Neste caso, existe um referencial inercial no
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qual estes eventos sdo simultaneos (ou ocorrem na mesma posicao) se, e somente se, x = .

Consideremos agora um outro referencial inercial, no qual, o evento p € M é representado
pelo ponto x’' = (x0,x’!,x’?,x’3) € R*. Sabemos, pela teoria da relatividade restrita, que a relagio

entre x e X' é dada por uma transformacao de Poincaré

P(a,A):R* — R*
x = X =Pla,AN)x=a+Ax (1.7)

onde a € R* descreve translacdes no espaco-tempo e

A:RY - R*
x = Ax (1.8)

¢ uma transformacdo linear, chamada transformacdo de Lorentz. Além da linearidade, uma
transformagio de Lorentz A : R* — R* é caracterizada pela propriedade de preservar o produto

de Minkowski, isto €,

(Ax)-(Ay) =x-y (1.9)

quaisquer que sejam x,y € R*. Assim, em particular, uma transformacio de Lorentz preserva o

intervalo, pois

(Ax—Ay)* = (Ax—Ay)- (Ax—Ay) =
(A=) (Ax=y) = (x=y)-(x—y) = (x—y) (1.10)

e por conseguinte, vemos que uma transformacio de Poincaré P(a,A) : R* — R* também

preserva o intervalo, ja que
P(a,A)x—P(a,A)y=(a+Ax)—(a+Ay) =Ax—Ay (1.11)

E muito comum escrever as expressoes acima em termos de coordenadas. Como uma transfor-

macdo de Lorentz A : R* — R* ¢ linear, sabemos que existem tnicos A%, tais que
(Ax)* = A x¥ (1.12)
Assim, para uma transformagio de Poincaré P(a,A) : R* — R* temos

(P(a,A)x)* = a" + A, x¥ (1.13)
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Dados x,y € R* quaisquer, temos

(Ax)-(Ay) —x-y=Nuyv (AX)* (Ay)Y —Ngp x%yP =

assim, vemos que uma transformacio linear A : R* — R* preserva o produto de Minkowski se,

€ somente se,

(Muv NG Ay —Tap) x* P =0 (1.14)

para todos x,y € R*. Logo, A : R* — R* é uma transformacio de Lorentz se, e somente se, A4,

satisfazem
Muv A'g Al = Nop (1.15)

Para um terceiro referencial inercial, no qual o evento p € M é representado pelo ponto x” € R?,
a relagdo entre x” e X’ é dada por X/ = P(a' ,A")x' = d' + A'X'. Como x' = P(a, ) x, segue que
X" =P(d ,N)x =P(d',A")P(a,A)x. Vamos determinar agora a composta P(a’,A')P(a,A) :
R* — R*. Temos x"* = a* + A'H,x/V = a* + A%, (a¥ + AV x*) = ™ + A%, 0¥ + (A'F, AY) x2,

isto €,
KM =a* A+ (A AY) X (1.16)
Além disso, lembrando que 1y A'y, A‘b = Ngp € Nuv AK, A"b = Ngp, temos
M (A A% ) (A", AT) = (g A, A7) Ay AT, = e Ay ATy =

Portanto, a composta de duas transformagdes de Poincaré € uma transformacao de Poincaré, e
vale
P(d ,A)P(a,A) =P(d +Na,NA) (1.17)

onde (A'A)y = A5, AV, e (N a)* = A',a". O conjunto de todas as transformagdes de Poincaré
P(a,A) : R* — R* forma um grupo com respeito & composicio de fungdes, isto é , a operacio
bindria do grupo consiste em tomar a composta das fun¢des. Este grupo é chamado de grupo de

Poincaré e denotado por 2, o qual é um subgrupo do grupo das fungdes inversiveis f : R* — R*.
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1.2 Funcoes de teste

Antes de prosseguir, lembremos que dados um conjunto X qualquer e um espaco vetorial
V sobre um corpo K, podemos construir um novo espago vetorial .7 (X;V). Seja .# (X;V) =
VX o conjunto de todas as fungdes f : X — V, definimos entdo a soma de fungdes (vetores),
+: Z(X;V)x Z(X;V) = F(X;V), e o produto de escalares por fungdes, - : K x .7 (X;V) —

F (X;V), respectivamente por,

(f+e)lx) = fl)+glx), VxeX
(- f)(x) = a fx), VxeX

quaisquer que sejam f,g € Z(X;V) e a € K. Como exemplos rotineiros desta construgao,
temos o espaco euclidiano R" = % ({1,...,n};R), lembremos que R é um espaco vetorial sobre
si mesmo, e o espaco das matrizes M de ordem m x n, R™ = 7 ({1,....m} x {1,...,m};R)

cujos elementos M;; sdo niimeros reais.

Definicao 1.1. Seja f: X — C uma funcdo definida num subconjunto X C R". Diz-se que
f:X — C ¢ continua em a € X se, e somente se, para todo niimero real € > 0 existir um
niimero real 0 > 0 tal que |f(x) — f(a)| < €, desde que tenhamos x € X e ||x —al| < 8. Se
f : X — C for continua em todos os pontos de X, dizemos que [ é continua, ou que f é uma
fungdo de classe C° em X. Escrevemos C(X;C) = C%(X;C) para denotar o conjunto de todas

as fungoes continuas f : X — C.

Uma fungdo f : X — C continua em um ponto a € X C R" ¢ limitada numa vizinhanga
deste ponto, isto €, existem & > 0e M > 0 tais que |f(x)| < M,Vx € XNB(a,d). Para ver isto
tomemos € = 1 > 0, obtemos entdo um nimero 6 >0 tal que x € X, ||[x—al| < 6 = |f(x) —
f(a)| < € = 1. Pela desigualdade triangular, temos que x € X, |[x—a| < 8 = |f(x)| = |f(x) —
Fl@)+ £(@)| < 1£() — £(@)] +|f(@)] < e+ [f(@)] = 1+ (a)]. Ou sea, x € X, |x—af < & =
|f(x)| <M,onde M =1+ |f(a)| > 0.

Sejam X CR"e f =u+iv:X — C,istoé, f(x) =u(x)+iv(x), Vx € X, as funcdes u,v: X —
R sdo denominadas parte real e parte imaginaria de f : X — C. Assim, f : X — C continua em
um ponto a € X se, e somente se, u,v : X — R sdo continuas em a € X. De fato, suponhamos
que f : X — C seja continua a € X, entdo, dado € > 0 arbitrario, existe 6 > 0 tal que x €
X,|[x—da|]| <8 = |f(x)— f(a)| < &. Como f(x)— f(a) = [u(x) —u(a)] +i[v(x) — v(a)], temos
u(x) — u(@)] < |F(x) ~ f(@)] e [v(x) — v(@)] < |f(x) ~ f(@)], ¥x € X. Logo, x € X, |x —al| <
6 = |u(x) —u(a)| < |f(x) = fa)| <ee|v(x) —v(a)| < |f(x) — f(a)| <&, o quesignifica que

u,v: X — R sdo continuas em a € X. Reciprocamente, se u,v : X — R sdo continuas em
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a € X, entdo dado € > 0 arbitrério, existem 8 >0e & > 0 taisque x € X, ||[x—a| < § =
lu(x) —u(a)| < €/2,ex e X,||x—al < & = |v(x) —v(a)| < €/2. Pondo § = min{d;,6,},
segue-se que |[x —al| < 6 = ||[x—a| < die|x—a| < &, pois § < ;e < &,. Portanto, pela
desigualdade triangular, x € X, ||[x —al| < § = |f(x) — f(a)| = |[u(x) —u(a)]+i[v(x) —v(a)]| <
lu(x) —u(a)| + |i|[v(x) —v(a)| = |u(x) —u(a)| + |v(x) —v(a)| < €/2+¢€/2 = €. Isto mostra que

f:X —>Cécontinuaema € X.

Proposicao 1.2. Se as funcoes f,g : X — C sdo continuas em a € X, entdo também sdo
continuas em a € X as funcoes f+g,af,fg:X — C, onde a € Ce (f+g)(x) = f(x)+
g(x), (a f)(x) = o f(x),(f8)(x) = f(x)g(x),Vx € X.

Demonstra¢do. Com efeito, dado € > 0 arbitrério, existem §; > 0e &, > 0 tais que x € X, ||x —
all < 61 = |f(x) —fla)| <€e/2,exeX,|x—al < & = |g(x)—g(a)| < €/2. Pondo 6 =
min{d;,5,}, segue-se que |[x —a|| < 0 = |x—a| < die|lx —al < &, pois § < Jed <
&. Portanto, pela desigualdade triangular, x € X, ||x —a|| < 6 = [(f+g)(x) — (f+g)(a)| =
|[f (%) +8(x)] = [f(a) +8(a)]| = [[f (x) = fa)] +[g(x) —g(a)]| < |f(x) — fla) | +]g(x) —g(a)| <
€/2+¢€/2 = €. Isto mostra que f+ g : X — C é continua em a € X. Consideremos agora
of : X —C,se a=0entio a f(x) =0,Vx € X, e portanto, qualquer que seja € > 0, ter-
emos | f(x) — o f(a)] =0 < € desde que x € X,||x —a|| < 8, sendo § > 0 arbitrario. J4
se o # 0, procedemos como segue, seja € > 0 qualquer, da continuidade de f: X — C em
a € X, segue-se que existe & > 0 tal que x € X, ||x —al| < § = |f(x) — f(a)| < €/||. Logo,
xeX,||x—a|l| <é = |laf(x)—oafla)|=lallf(x)—fla)] < |a|® = €. Vemos assim que
af:X — Cé continua em a € X. Analisemos agora a fun¢do fg: X — C, para comecar
existem & > 0 e M > 0 tais que |f(x)| < M,Vx € XN B(a,d). Seja entdo € > 0 arbi-
trario, como f,g : X — C sdo continuas em a € X, existem 0; > 0 e & > 0 tais que x €
X,lx—all < & = ()~ f(a)] < £/2(M + lg(a)]), e x € X, | x —al| < & = |g(x) - g(a)] <
€/2(M + |g(a)|). Pondo 6 = min{dy, 51,8, }, temos que, usando a desigualdade triangular,
x€X,[lx—all <& = |(fg)(x) = (fg)(a)| =|f(x)g(x) — f(a)g(a)| = |f(x) g(x) — f(x)g(a) +
£(x)8(a) - f(a) g(@)] < |F)llg(x) — g(@)| + 1£(x) — f(@llg@)] < Mlg(x) — gla)] + |£(x) —
fla)|lgla)] < MW +1g(a)| m < £+ 5 = ¢&. Portanto, a fungdo fg: X - Cé

continuaema € X. O

Como consequéncia do que acabamos de mostrar, segue-se que, se as fungdes f,g: X — C
sdo continuas, entdo as funcdes f+ g, f,fg : X — C também sdo continuas. Concluimos
que o conjunto C°(X;C) C .Z (X;C) de todas as fungdes continuas f : X — C é um subespago
vetorial de .7 (X;C).
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Para tratar das derivadas parciais de uma funcdo f : X — C, em que X C R”" € aberto,
vamos utilizar o conceito de limite de uma fun¢do definida em um subconjunto de R”. Seja
X C R", diz-se que a € R" € um ponto de acumulacido de X se, e somente se, para todo r >
0 existe um ponto x € X — {a} tal que |[x—a| < r, ou seja, (X —{a}) N B(a,r) # @. Em
palavras, podemos dizer que a é um ponto de acumulacdo de X quando existem pontos de X
arbitrariamente préximos de a € R". Denota-se o conjunto de todos os pontos de acumulagdo
de X por X'.

Definicio 1.3. Sejam X CR", a € X', isto é, a é ponto de acumulacdo de X, e f : X — C. Diz-se
que f possui limite oo € C quando x tende a a, e escrevemos lim,_,, f(x) = a se, e somente se,

para todo € > 0 existe 8 > 0 tal que x € X —{a},|x—a| <6 = |f(x) — | < €.

Proposi¢io 1.4. Seja f: X — C, com X CR". Sea € X/, lim,_,, f(x) = ot e lim,_,, f(x) = B,

entdo o0 = .

Demonstragdo. Dado € > 0 qualquer, existem 0 > 0e & > 0 tais que x € X — {a}, |[x—a| <
0 = |f(x) —al|<eg/2exeX—{a},|[x—a|l| <& = |f(x)—B| < &/2. Tomando & =
min{d;,5,}, como 6 < §; e & < &y, segue-se que x € X — {a},|[[x—al| <0 = |f(x) — o] <
€/2e|f(x) — B| < €/2. Portanto, pela desigualdade triangular, temos que x € X — {a}, ||x —
a| <6 = |a—B[=la—fx)+f(x) - Bl <[a—f)|+|f(x) - Bl <&/2+¢&/2=€. Ou
seja, |a — B| < €, e sendo € > 0 arbitrério, temos necessariamente |@ — | =0, donde ¢ — f =
0= a=p. O

Proposicio 1.5. Sejam X CR", a€ X' e f =u+iv:X — C. Assim, existe o limite lim,_,, f(x)
se, e somente se, existem os limites limy_,, u(x) e limy_,,v(x). E, no caso afirmativo, temos

lim f(x) = limu(x) 4 lim v(x) (1.18)

X—a xX—a X—a

Demonstracdo. De fato, suponhamos que lim,_,, f(x) = @ = k+il, entdo, dado € > 0 arbi-
trdrio, existe 8 > 0 tal que x € X — {a},||x —a|| < 6 = |f(x) —a] < &. Como f(x) — o =
[u(x) — k] +i[v(x) — 1], temos |u(x) —k| < |f(x) —a| e |v(x) —I| < |f(x) — o], Vx € X. Logo,
xeX —{a},||lx—a|l <8 = Julx)—kl <|f(x)—a|<ee|v(x)—I <|f(x)—al <e. Logo,
temos lim,_,,u(x) = k e lim,_,,v(x) = [. Reciprocamente, suponhamos que lim,_,,u(x) =k
e limy_,,v(x) = 1. Assim, dado € > 0 arbitrdrio, existem 8, > 0 e &, > 0 tais que x € X —
{a},|[x—a| < & = |u(x)—k|<€/2,exec X —{a},|x—al < & = |v(x)—1] < &/2. Pondo
0 =min{d;, 5}, segue-se que ||[x—a| <& = ||[x—a| < die|x—al < &, pois § < §ed < 5.
Portanto, usando a desigualdade triangular, segue que x € X — {a}, [[x—a| < d = |f(x) — (k+
i) = |[u(x) — k] +ilv(x) = 1] < |u(x) —k|+ |i||v(x) = 1| < €/2+€/2 = €. Isto mostra que
limy_q f(x) = k+il. 0
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Seja f: X — C, onde X C R" e a € X’. Suponhamos que exista o limite lim,_,, f(x) = «,
e consideremos a fungdo f : X U{a} — C, dada por, f(x) = f(x),Vx € X —{a} e f(a) = a..

Afirmamos que f é continua em a € X U{a}. De fato, dado & > 0 arbitrario, existe 8 > 0 tal

quex € X —{a},|lx—all <& = |f(x) —a| < e. Mas, como |f(a) — f(a)| = 0e | f(x) ~ f(a)| =

|f(x) — |, Vx € X —{a}, concluimos que x € X U{a},|[x—a| <0 = |f(x)— f(a)| < €. Isto

mostra que f ¢ continua em a € X U {a}. Por outro lado, se f : X U{a} — C é continua em a €

X', entdo existem os limites lim,_,, f(x) e limy_,, f(x), com lim,_,, f(x) = lim,_,, f(x) = f(a),
onde f : X — C coincide com f em X — {a}, isto é, f(x) = f(x),Vx € X — {a}. Com efeito,

seja € > 0 qualquer, entdo existe 8 > 0 tal que x € X U {a},|[x—a| < & = |f(x) — f(a)| <

€. Em particular temos que x € X — {a},|[x —a| < 0 = |f(x) — f(a)| < €. Lembrando que

() = fla)| = |f(x) = fa)], Vx € X —{a}, segue que x € X —{a}, [lx—af| <& = |f(x) -

fla)| =|f(x) — f(a)| < €, 0 que prova nossa afirmagdo. Com isto, podemos provar o seguinte

resultado.

Proposicao 1.6. Sejam X CR", ac€ X' e f,g: X — C funcdes que possuem limite quando
X tende a a, com limy,_,, f(x) = @ e limy_,,g(x) = B. Entdo f+g,vf,fg:X — C também

possuem limite quando x tende a a, onde y € C. E temos,

lim(f+g)(x) = a+p (1.19)
lim(yf)(x) = ro (1.20)
lim(fg)(x) = ap (1.21)

Demonstragdo. Consideremos as fungdes f,g: X U{a} — C, definidas por, f(x) = f(x), g(x) =
g(x),Vxe X —{a} e f(a) = a, g(a) = B. Como vimos, f,8: X U{a} — C sdo continuas em
a, e portanto f+2,7f,fg: XU {a} — C também sio continuas em a. Logo, existem os lim-
ites limy_q(f + ) (x) € limy_a(f + ) (x), pois f + g coincide com f+ g em X — {a}, isto é,
(f+8)(x) = (f+8)(x),Vx € X — {a}, com

lim(/+8)(x) = lim(7+8)(x) = (F+)(a) = f(a) + &(a) = @+ B

X—a

Também existem os limites limy_q(Y f)(x) e limy_(7f)(x), pois ¥/ coincide com yf em

X —{a},isto é, (vf)(x) = (yf)(x),Vx e X —{a}, com

lim (y f)(x) = lim (vf)(x) = (v.f)(a) = vf(a) = yor

xX—a Xx—a

E por fim, existem os limites limy_q(fg)(x) e limy_q(fg)(x), pois fg coincide com fg em
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X —{a},istoé, (fg)(x) = (fgf) (x),VxeX —{a}, com
lim (£.) () = lim (F)(x) = (7) (a) = 7(a) §a) = o
OJ

Definicao 1.7. Seja f : X — C, em que X C R" é aberto. Tomemos um ponto a € X e um
natural i € {1,...,n}, a i-ésima derivada parcial de f : X — C neste ponto, denotada por %(a)
ou (0;f)(a), é definida pelo limite

(1.22)

caso este exista.

7z

Um resultado imediato € o seguinte. Seja f =u+iv:X — C, em que X C R" € aberto. J&
que,
fla+te))— f(a) u(a+te)—u(a) .via+te))—v(a)

= “+1
t t t

paratodot € R — {0} tal que (a+te;) € X, segue-se da proposicado (1.5), que a i-ésima derivada
parcial de f =u+iv:X — C existe em a € X se, e somente se, existem as i-ésimas derivadas

parciais de u,v: X — Rema € X. E, caso valha uma das hipéteses, temos (d;f)(a) = (du)(a) +

i(9)(a).

Proposicao 1.8. Sejam f,g: X — C, em que X C R" é aberto. Se as i-ésimas derivadas
parciais de f,g : X — C existem em a € X, entdo existem as i-ésimas derivadas parciais de

f+egaf . fg: X —>CemacX, onde a € C. Evale

ar+el@ = S+ (1.23)
o) (@) = a{g—g@} (1.24)
A(fe)l (@) = [j—fu] ¢(a) + f(a) B—gm] (1.25)

Demonstra¢do. Notemos que, como X é aberto, podemos encontrar r > 0 tal que [t| < r =
flattei)—f(a)

(a+te;) € X. Consideremos as fungdes p,q: (—r,r) — {0} — C, dadas por p(t) = :

eq(t) = w. Assim, como as i-ésimas derivadas parciais de f,g : X — C existem em

a € X, temos lim, o p(t) = %(a) elim; oq(t) = g—i(a). Temos (f+g)(a+te;) — (f+g)(a)=

fla+te;))+gla+te)— fla)—gla) = fla+te;)) — f(a) +g(a+te;) —g(a), donde
(f+8)latte) —(f+g)(a)

t

=p(t)+4q(1), Vi e (=rr)—{0}
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como (o f)(a+te;)) — (af)(a) = o f(a+te;)) —a f(a) = a[f(a+te;) — f(a)], obtemos
(af)(a+te) = (e f)(a)

t
também temos (fg)(a+te;) — (fg)(a) = fla+te)gla+te;) — f(a)gla) = fla+te)gla+
te;) — fla+te;) g(a)+ fla+ttei) g(a) — fa) g(a) = fla+te;) [g(a+te;) —g(a)] +[f(a+ter) —
f(a)]gla) = [f(a+1e;) — f(a) + f(a)] [g(a+te;) — g(a)] + [fla+te) — f(a)] gla) = [fla+
tei) — f(a)][g(a+1e)) — g(a)] + f(a) [g(a+tei) —g(a)] + [f(a+1ei) — f(a)] g(a), e segue que

(fg) <a+re;~> —UO@ _ 1 re)q(t) + ga) ple) =

=p(1)q(t) 1+ f(a)q(t) +gla) p(t) , Vi € (=r,r)={0}

=ap(t), Yt (—nr)—{0}

Como lim,_,o¢ = 0, usando a proposi¢ao (1.6) nas equagdes acima, obtemos o resultado. [

Se a i-ésima derivada parcial de f = u+iv: X — C existir em todos os pontos de X, entdo

podemos definir, devido a unicidade do limite, a fun¢do i-ésima derivada parcial

oif = —fX - C
o0x;
d
xr—>a—)];(x)

E como (9;f)(x) = (du)(x) +i(div)(x), Vx € X, também estdo definidas as i-ésimas derivadas
parciais diu,d;v : X — R das fungdes u,v : X — R. Se este for o caso, podemos prosseguir
indagando sobre a continuidade e a existéncia das derivadas parciais da fungéo o;f = dju—+idv:
X —C.

Suponhamos que existam, em todos os pontos de X, a i-ésima derivada parcial de f = u+
iv:X — C,paratodoi € {1,...,n}. Nesta situacéo estdo definidas as n derivadas parciais d;f =
diu+idyv: X — C. Quando todas estas n funcdes sido continuas, isto &, d;f € CO(X;C), Vi €
{1,...,n}, dizemos que f : X — C é uma funcio de classe C! em X. Escrevemos C ' (X;C) para

designar o conjunto de todas as fungdes f : X — C de classe C!' em X.

Como ja vimos, a continuidade de d;f = diu+idyv : X — C é equivalente a continuidade
das fungdes diu,dyv : X — R. Assim, as n derivadas parciais d;f : X — C sdo continuas se,
e somente se, as 2n derivadas parciais diu,d;v : X — R sdo continuas. Lembremos que uma
fungdo real u : X — R de classe C! em X, ou seja, cujas derivadas parciais sio continuas, é
diferencidvel e portanto é continua. Disto, concluimos que uma funcéo f : X — C de classe C'

em X é continua, ou seja, f € C%(X;C). Logo, temos C'(X;C) c C°(X;C).

Prosseguindo indutivamente, dizemos que f = u+iv: X — C é uma fungio de classe C**!
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em X, quando existem, em todos os pontos de X, todas as derivadas parciais de f: X — C, e
todas as n fungdes d;f = du+idjv: X — C sido de classe C¥ em X. Dado um nimero natural &,
escrevemos CX(X;C) para denotar o conjunto de todas as fungdes f : X — C de classe C¥ em
X.

Afirmamos que C¥(X;C) ¢ C¥!(X;C) para todo k € N. Jd vimos que isto é verdade
para k = 1. Como hipétese de inducao, supomos a veracidade deste resultado para k € N, isto
é, CK(X;C) c CK1(X;C). A partir desta hipétese, vamos mostrar a validade do resultado
para (k+ 1) € N, a saber, C¥1(X;C) c C¥(X;C). Seja f € C*¥*!(X;C) qualquer, logo, por
definicdo, existem, em todos os pontos de X, todas as derivadas parciais de f : X — C, e todas
as n fungdes d;f : X — C sdo de classe C¥ em X. Assim, pela hipétese de indugio, segue-se
que todas as n funcdes d;f : X — C sio de classe C¥~! em X. Portanto, como existem em
todos os pontos de X, todas as derivadas parciais de f : X — C e todas as n derivadas parciais
d;f : X — C sido de classe C¥~! em X, temos, por definicdo, que f € C¥(X;C). Isto significa

que CH1(X;C) c C¥(X;C), e encerramos a demonstragio.

Finalmente, diz-se que f : X — C é uma func¢ao de classe C* em X em X, quando é uma
funcdo de classe C*¥ em X para todo k € N. O conjunto de todas fungdes de classe C* em X é
denotado C*(X;C). Logo, C*(X;C) = N;enC¥(X;C) C --- c C¥(X;C) C --- c C1(X;C) C
CO(X;C).

Vamos mostrar agora que se f,g € CK(X;C) entdo f+g,af,fg € CKX;C), qualquer
que seja o natural k € N. Sejam f,g: X — C, em que X C R” € aberto. Ja vimos que a
continuidade de f e g acarreta na continuidade das funcdes [+ g, f, fg: X — C, onde o € C.
Suponhamos que existam em todos os pontos de X, as i-ésimas derivadas parciais de f,g
X — C. Nesta situagdo estdo definidas as i-ésimas derivadas parciais 9;f,d;jg : X — C. Assim,
pela proposi¢ao (1.8), segue que as fungdes f+ g, f, f g : X — C possuem a i-ésima derivada
parcial em todos os pontos de X. E portanto, estdo definidas as i-ésimas derivadas parciais
di(f+g).di(af),di(fg): X —C, com

[Pi(f+ )] (x) = (dif)(x) + (dig)(x)
[Pi(a )] (x) = a(d:f) ()]
Pi(f)](x) = [(9f)(x)]g(x) + f(x)[(dig)(x)]
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para todo x € X. Ou seja, temos

di(f+g) = (dif)+(dg) (1.26)
dlaf) = a(dif) (1.27)
di(fg) = (df)g+f(dig) (1.28)

Assim, se f,g € C'(X;C), concluimos pela proposi¢io (1.2) e das equagdes (1.26), (1.27) e
(1.28), que f+g,af,fg € C'(X:C), onde & € C. Isto mostra a validade do resultado para
k = 1. Suponhamos (hipétese de inducio) que se f,g € C¥(X;C) entdo tem-se f +g,a f,fg €
Ck(X;C). Sejam f,g € CK1(X;C) c C*¥(X;C), logo, por defini¢do, as 2n funcdes 0;f,d;g :
X — C sdo de classe C* em X. Assim, pela hipétese de inducio aplicada as equagdes (1.26),
(1.27) e (1.28) conclui-se que as 3n fungdes 9;(f +g),di(a f),d;(fg) : X — C sdo de classe CK
em X. Portanto, pela definicio, segue que f+ g, & f, fg € CK1(X;C).

Como consequéncia do que acabamos de mostrar, segue-se que, qualquer que seja k € N, o
conjunto C¥(X;C) C .Z (X;C) de todas as fungdes f : X — C de classe C¥ em X é um subespaco
vetorial de .# (X;C). E assim, C*(X;C) = (ien Ck(X;(C) ¢ um subespaco vetorial, pois é a

intersecao de subespacos.

Dada uma fun¢do f =u+iv: X — C, com X C R" aberto, sabemos que f € de classe Cck
em X se, e somente se, u,v : X — R sdo de classe C k'em X. E como a ordem das derivadas
parciais de ordem menor ou igual a k de uma fungfo real u : X — R de classe C* em X podem
ser trocadas, concluimos que o mesmo vale para fungdes complexas f : X — C de classe C*
em X. Assim, dada uma n—upla de inteiros ndo-negativos o = (a;, @, ..., 0, ), vamos usar a

seguinte notacao
0%f =0/102--- 9% f (1.29)

onde @; é o niimero de vezes em que se toma a i—ésima derivada parcial e |a| = o1 + 0 +- -+

o, € a ordem da derivada d*f.

Definicao 1.9 (Suporte). O suporte de uma funcdo f : X — C, definida em X C R", é o fecho,
relativamente ao subespago topoldgico X de R", do subconjunto {x € X; f(x) #0} C X, o qual
¢ denotado supp f.

Definicao 1.10. Seja X C R”" aberto, escrevemos C’g (X;C) para denotar o conjunto de todas
as funcées f : X — C de classe C* em X cujo suporte supp f é compacto, relativamente ao
subespago topologico X. As fungoes f € C3(X;C) = Mien C’g (X;C) sdo chamadas fungdes de
teste. Utiliza-se também a notagdo 9(X) = Cy’(X;C).
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Proposi¢do 1.11. Sejam X C R" aberto e k € N. Entdo C§(X;C) C CX(X;C) é um subespago
vetorial, e consequentemente C§(X;C) = ien Ch(X;C), sendo a intersegdo de subespagos, é

um subespaco vetorial.
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1.3 Distribuicoes

Agora iremos introduzir o conceito de distribuicdo. Para ser mais preciso, vamos tratar de
distribui¢des com valores complexos, isto €, aplica¢des u : Cy’ (X;C) — C que associam cada
funcdo de teste f € Cy’ (X;C), definida em um aberto X C R” ndo vazio, um nimero complexo
u(f) € C. No entanto, para dizer que uma funcdo u : C;(X;C) — C é uma distribuigdo, de-
vemos fazer mais algumas exigéncias sobre u, a saber, u deve ser linear e continua. Ao dizer
que uma fungdo u : Cy'(X;C) — C é linear, fica subentendido que tanto o dominio de u quanto
seu contradominio possuem estrutura de espaco vetorial. Como vimos, o conjunto Cy (X;C)
formado por todas as fungdes de teste f : X — C definidas em um aberto X C R” constitui um
espacgo vetorial, sobre o corpo dos niimeros complexos, com as operagdes usuais de soma de
fun¢des e produto de um escalar por uma funcio. Além disso, C é um espago vetorial sobre si

mesmo. Assim, dizer que uma fungdo u : C3'(X;C) — C ¢ linear significa que

u(A f+g) = Au(f)+u(g) (1.30)
quaisquer que sejam f,g € C5(X;C)e A € C.

Agora nos resta o problema da continuidade, ou seja, devemos dizer o que significa afirmar

que uma fungdo u : C;(X;C) — C é continua.

Dada uma fungdo de teste f € C5(X;C) qualquer, temos f(X) = {0} U f(supp f). De
fato, dado z € f(X) entdo existe x € X tal que z = f(x). Caso x € supp f temos z = f(x) €
f(suppf) e se x ¢ supp f entdo z = f(x) = 0. Logo f(X) C {0} U f(suppf). Agora seja
z € {0} U f(suppf), entdo z € {0} ou z € f(suppf). Se z € f(suppf) temos claramente
z€ f(X), pois supp f C X. Jase z € {0}, isto é, z=0, afirmamos que z =0 € f(X). Se isto ndo
fosse verdade, terfamos f(x) # 0 para todo x € X e portanto supp f = X. No entanto, isto é um
absurdo pois X C R" € aberto ndo vazio e supp f é compacto. Mas o Unico subconjunto de R”

que ¢é aberto e compacto é o conjunto vazio. Logo temos {0} U f(supp f) C f(X), e portanto
FX)={0}Uf(supp f).

Como f € Cy(X;C) é continua e supp f é compacto, segue-se que f(supp f) C C é com-
pacto. Assim, concluimos que f(X) = {0} U f(supp f), sendo a unido finita de compactos,
¢ compacto e portanto limitado, ou seja, existe M > 0 tal que |f(x)] < M,Vx € X. Logo, o
conjunto {|f(x)|; x € X} C R possui supremo. Além disso, jd que d*f € C§(X;C) desde que
;xeX}.

f€Cy(X;C), concluimos que existe o supremo sup,cx |(d%f)(x)| =sup{|(d*f)(x)
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Portanto, podemos definir

|l :Co(X;C) — R
[ o= |f!a28161§|(3°‘f)(X)| (1.31)

Sejam X C R" um subconjunto aberto e f € C7’(X;C) uma fungao de teste. Dado um

subconjunto compacto K C X, k€ Ner > 0seja
Bk (f.k,r) ={g € Cq(X;C)ssupp(g—f) CKelg— fla <r,Va: |a| <k}

Definicdo 1.12. Seja uma fungdo u: C7(X;C) — C, em que X C R" é aberto. Dizemos que u
é continua em f € C5(X;C) se, e somente se, para todo € > 0 e todo subconjunto compacto
K C X, existemk € Ner > 0 tais que g € Bk (f,k,r) = |u(g) —u(f)| < e, isto é, u(Bx(f,k,r)) C
B(u(f);€). Quando u: C§(X;C) — C € continua em todos os pontos f € Cy(X;C), diz-se que

u é continua.

Proposicao 1.13. Sejam X C R" um subconjunto aberto, um niimero complexo A € C e u,v :
Cy(X;C) — C fungdes continuas em f € Cy(X;C). Entdo, as fungoes (u+v),(Au),(uv) :
Cy(X;C) — C, definidas por

(u+v)(g) = u(g)+v(g) (1.32)
(Au)(g) = Aul(g) (1.33)
(uv)(g) = u(g)v(g) (1.34)

para toda g € C5(X;C), também sdo continuas em f € C3(X;C).

Demonstragcdo. Sejam € > 0 e K C X (compacto) arbitrdrios. Seja

| €
M_mln{1,2<1+|M+yu(f)|+lv(f)|)}

. £ 1. .
disto segue que M >0, M <leM < AT E da ultima desigualdade obtemos
M<E MM < S e (1+u(f)|+v(f)])M < §. Usaremos estas desigualdades abaixo. Como u
e v sdo continuas em f € C§'(X;C), existem k1,ky € N e r,r, > 0 tais que g € Bx(f,ki,71) =
|l/t(g) _u(f)l <M €gc BK(f7k27r2) = ’V(g) —V(f)| < M. Notemos que g € BK(fakhrl) =
u(g)l = lu(g) —u(f) +u(f)] < |u(g) —u(f)] + [u(f)] <M +[u(f)| < 1+ [u(f)|. Ponhamos

r=min{r;,rn} >0 e k =max{k;,ka} € N. Assim, g € Bg(f,k,r) = supp(g—f) CK e

|g— fla < rparatodo @ com || < k. E em particular, temos |g — f|o < r < r] para todo o com

lo| <ky <kelg— fla <r<rparatodo o com || < ky < k. Ou seja, temos g € Bx(f,k1,71)
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egc BK(f7k27r2)'
Assim, dada g € Bk(f,k,r) qualquer, temos

(e +v)(g) = (u+v)(f)] = lu(g) +v(g) —u(f) —v()] <

< Julg) — u(f)| + v(g) —v(f)| < M+M < §+§:

enquanto que para A u temos

(A ) () — (Ru)(f)| = [Au(g) — Lu(f)| =
= A|u(g) —u(f)| < |A|M < g <€

e por fim, para uv temos

|(v)(g) = (uv)(f)] = lu(g)v(g) —u(f)v()] =

= |u(g) v(g) —u(e)v(f) +u(g) v(f) —u(f)v(f) <

< |u(g) v(g) —u(g)v() + u(@)v(f) —u(F)v(f)] =
(

= |u(g)] Iv(g) =v(N)| + u(g) —u(F)| v(f)]
< |u(@) M +Mv(f)| < (1+[u(f)IM + |v(f)|M
= (L+[u(H+ (DM <

N

<€

N,

com isto mostramos que as fungdes (u+v),(Au),(uv) : C5(X;C) — C sdo continuas em f €
C3(X:C). 0

Definicdo 1.14. Dado um aberto X C R", uma distribuicdo em X é uma fungdo u: Cy (X;C) —

C linear e continua. O conjunto de todas as distribuicoes em X é denotado por 9'(X).

Proposic¢ao 1.15. Seja X C R" aberto. Entdo, o conjunto 9'(X) de todas as distribuicoes em
X é um subespago vetorial do espago F (C§(X;C);C) de todas as fungdes u: Cg(X;C) — C

com as operacoes usuais de soma de funcoes e produto de um escalar por uma fungdo.

Demonstracdo. Este resultado € uma consequéncia imediata da proposicao (1.13) e do fato de
que soma de fungdes lineares € linear e o produto de um escalar por uma fun¢do linear também

¢ linear. ]

Proposicdo 1.16. Seja X C R" aberto e u : C5(X;C) — C uma fungdo linear. Entdo, u :

Cy (X;C) — C é continua se, e somente se, é continua em 0 € Cg(X;C).

Demonstragdo. Se u € continua, entdo sua continuidade em 0 € Cy (X;C) é uma consequéncia

imediata da defini¢do. Suponhamos agora que u seja continua em 0 € C(X;C). Seja f €
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Cy(X;C) uma fungdo de teste qualquer. Mostraremos que u € continua em f € C7(X;C).
Sejam € > 0 e K C X, um subconjunto compacto, arbitrarios. Como, por hipétese, u é continua
em 0 € Cy(X;C), exitem k € N e r > 0 tais que g € Bx(0,k,r) = |u(g) —u(0)| < &, isto &,
u(Bk(f,k,r)) C B(u(f);€). Seja g € Bg(f,k,r) qualquer, entdo temos supp(g— f) C K e
|g — flo < r para todo o com || < k. Portanto, temos h = (g — f) € Bg(0,k,r). Assim, segue
que |u(g—f)—u(0)| < &, e como u é linear temos |u(g) —u(f)| = |u(g— f)| = |u(g—f—0)| =
lu(g — f) —u(0)| < €. Logo, u é continua em f € Cy’(X;C) e como f ¢ arbitraria, concluimos

que u € continua. [

Proposicio 1.17. Seja X C R" aberto e u: C5(X;C) — C uma fungdo linear. A fim de que
u:Cy(X;C) = C seja uma distribuicdo é necessdrio e suficiente que para todo compacto

K C X existam k € N e C > 0 tais que

u(H)I <C Y, sup|(d%f)(x)| (1.35)

|or| <k xeX

para toda fungdo de teste f € C;(X;C) com suporte contido em K.

Demonstragdo. Suponhamos que u : C;(X;C) — C seja uma distribuigdo. Assim, u é continua
em 0 € C5(X;C). Fixemos € = 1, isto &, fixamos o aberto B(0,1) = {z € C; |z| < 1}, o qual é
uma vizinhanga de u(0) = 0. Seja K C X um compacto qualquer, entdo existem k € N e r > 0 tais
que g € Bx(0,k,r) = |u(g)| = |u(g) —u(0)| < € =1, em outras palavras u(Bk(0,k,r)) C B(0,1).
Tomemos um nimero real C > 0 tal que C > %

Seja f uma funcao de teste com suporte contido em K. Suponhamos que f seja nao nula, donde

conclui-se que sup, .y |(9°f)(x)| = sup,cx | £(x)| > O e portanto

Y. sup|(9”f)(x)] = sup|f(x)| >0
| <k xeX xeX
Pondo s = Y| |<k SUPsex [(0% ) (x)| > 0, vemos que sup,cx [(d%f)(x)| < s para todo & com

|| < k, e por conseguinte

Lsupl@2)) <1

S xeXx
para todo a com |a| < k. Assim g = % f € uma fungdo de teste com suporte contido em K e

satisfaz
11 1
sup|(0%g)(x)| = == sup|(d*f)(x)| < 5 <7
xeX Cs xeX C

para todo o com || < k. Mas isto significa que g € Bg(0,k,r) e portanto temos |u(g)| < 1.
Como u : C3(X;C) — C ¢ linear, temos |u(f)| = |u(sCg)| = |(sC)u(g)| = sClu(g)| < Cs, ou
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seja,

u(f)| <C Y, sup|(d*f)(x)]

o<k xeX
Se f =0 a desigualdade acima € claramente satisfeita. Portanto, a condi¢do da proposi¢cdo é

necessaria.

Nossa tarefa agora serd mostrar que a condi¢do € suficiente, ou seja, que tal condi¢do acar-
reta na continuidade de u. Para isso basta mostrar que u ¢ continua em 0 € C7(X;C). Seja

€ > 0 arbitrario. Dado um subconjunto compacto K C X existem k € N e C > 0 tais que

u(f)| <C Y, sup|(9*f)(x)]

|or| <k xeX

para toda fungdo de teste f € C’(X;C) com suporte contido em K. Tomemos um niimero real

-1
r<é€ (C Z 1>
la|<k

Seja f € Bg(0,k,r) arbitrdria, entdo supp f C K e sup,y |(d%f)(x)| < r para todo o com

r > 0 tal que

|| < k. Logo, temos

u(Hl<C Y swpl@fl<c Y r=

|| <k ¥€X || <k

r)r )

ou seja, |u(f) —u(0)| < e. Como € >0 e K C X (compacto) sdo arbitrdrios, conclui-se que

u:Cy(X;C) — Cé continua em 0 € Cy'(X;C) e portanto é continua. O

Definicao 1.18. Seja u uma distribuicao em um aberto X C R". O suporte de u, denotado por
(suppu), é o subconjunto de X definido pela seguinte condicdo. Diz-se que x € X — (suppu)

quando existe uma vizinhanga V de x tal que

u(f)=0 (1.36)
para toda fungdo de teste f € Ci5(X;C) cujo suporte esteja contido em 'V, ou seja, supp f C V.

Definicao 1.19. Seja u uma distribuicdo em um aberto X C R". O suporte singular de u,
denotado por (singsuppu), é o conjunto satisfazendo a seguinte condig¢do. Temos a € X —
(sing suppu) se, e somente se, existe uma vizinhang¢a aberta V de a e uma funcdo g :V — C de

classe C*™ tal que

u(f) = /V dxg(x)f(x) (137)
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para toda fungdo de teste f € C5(X;C) com suporte contido em V, isto é, supp f C V. Neste

caso diz-se que u “é uma funcdo” em'V.

Proposicio 1.20. Seja u : Cy(X;C) — C uma distribuigdo em um aberto X CR" eh: X — C
uma fungdo de classe C* em X. Entdo, a fungdo (hu) : C5(X;C) — C definida por

(hu)(f) =u(hf), VfeCyX;C) (1.38)

€ uma distribuicdo em X C R".

Demonstragdo. Notemos inicialmente que hu estd bem definida ji que i f € C§(X;C) quais-
quer que sejam f € C5(X;C) e h € C*(X;C). Agora, dadas f,g € C5(X;C) e A € C, temos

(hu)Af+g)=u(h(Af+g) =u(Ahf+hg) =
u(Ahf)+ulhg) =Au(hf)+u(hg)=A[(hu)(f)]+ (hu)(g)

ou seja, hu € linear. O]

Seja u: Cy(X;C) — C uma distribuicdo em um aberto X C R”, com suporte suppu com-
pacto. O cone X(u) é o subconjunto de R" — {0} caracterizado da seguinte forma. Temos
N ¢ X(u) se, e somente se, existe uma vizinhanca conica V (o adjetivo conica significa que
A& €V quaisquer que sejam £ € V e A > 0) de 1 para a qual vale o seguinte: para cada k € N,
existe Cy > 0O tal que

(&) < Ce(1+]1E)* (1.39)

para todo & € V. Agora, dado um ponto x € X, consideremos o seguinte subconjunto

Zo(u) = () E(fu) (1.40)

JeLy

sendo a intersegdo tomada sobre todas as fungdes de teste f € Ly, onde L, = {f € C§(X;C); f(x) #

0}.

Definiciio 1.21. Seja u : C5(X;C) — C uma distribui¢ao em X, com X C R" aberto. O sub-
conjunto WF (u) C X x (R"—{0}), definido por

WF(u) ={(x,§) € X x (R"—{0}); § € Zu(u)} (1.41)

€ denominado wave front set de u.



34



35

2  Funcdo de dois pontos

Podemos agora apresentar a fun¢do de dois pontos por meio do conceito de distribuicao.
Seja 7 um espaco de Hilbert, cujos vetores descrevem estados do sistema, e consideremos

uma representacao unitaria do grupo de Poincaré, isto é, um homomorfismo

U: P — )
P(a,A) — U(a,A): H — A @2.1)

do grupo de Poincaré & no grupo % () dos operadores lineares unitarios U : 7 — .

Supomos também a existéncia de um vetor Q € J#, que descreve o estado de vacuo, tal que
U(a,A)Q=2Q (2.2)
para toda transformac@o de Poincaré P(a,A).
Seja E o conjunto dos pontos do tipo espaco, isto &,
E={ecR%e.e<0} (2.3)

Uma string € um subconjunto Sy, = {x+tee RY: ¢ > 0}, onde e € E. Consideremos o aberto
X=RY‘xEe C5(X;C) o espago vetorial das funcdes de teste f : X — C definidas no aberto

X =R? x E. Um campo quantico escalar com localizacdo do tipo-string é uma distribuicio
0 Co(X:C) = £(2) 2.4)

onde .Z(2) é o conjunto dos operadores lineares T : Dr — ¢ cujo dominio Dy C 7 é um
subespaco do espaco de Hilbert 7Z e contém um subespaco ¥ C 7 denso em .77, ou seja,
9 C Dy C A paratodo T € £ (). Ao dizer que ¢ : C5(X;C) — £ (Z) é uma distribuicao,

queremos dizer que ¢ € linear, ou seja,

e(Af+g)=r0(f)+o(g), VfgeCs(X;C),VAeC (2.5)

e que ¢ é continua no seguinte sentido, quaisquer que sejam ®, ¥ € 7, afunc¢do ugp g : C5’(X;C) —
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C dada por

upw(f) = (@,0(f)¥), VfelX;C) (2.6)

¢é continua. Além disso, ¢ satisfaz as seguintes condicdes:

1) Localidade segundo strings
[9(f) 9(g)] =0 2.7)
ou seja, ¢(f) e ¢(g) comutam, quando
Fr= U Swe ¢ L= U Sve (2.8)
(x,e)esupp f («',e)esuppg

sdo causalmente separados, isto é, (y —y')? < 0 quaisquer que sejam y € Srey € S
2) Covariancia

Ua, M) @(f)U (@A) " = ¢(fan)) (2.9)
para toda transformag@o de Poincaré P(a,A) etoda f € C§(X;C), sendo fi, a)(x,e) = f (A~ x—
A ta,A e).

Dado um campo quéntico ¢ : C5’(X;C) — £ (2), a fungdo de dois pontos correspondente
¢ a distribuicdo w : C’(X;C) x C5(X;C) — C dada por

w(f,8) = (2,0(f) p(g) Q) (2.10)

quaisquer que sejam f, g € C5’(X;C). No caso do modelo de campo escalar livre com localiza-

¢ao do tipo-string para uma particula massiva de spin zero obtido em [2], temos

) flxe)g(¥ €)

— ki dp | dxdedx de'— 2.11
WU 8) SRR, fo P fufrdede de s e e p-dvie) D
onde k = (27)~?*!, ou usando a notacio tradicional
—ip-(x—x)
w(x,e,x',e') = (2m) "4 lim c (2.12)

d
e—0t JRd-1 p2w(p)(p~e—i£)(p-e’+i8)

em que ®(p) = \/m ep=(p°p) = (o(p),p). A fungio de dois pontos (2.11) satisfaz
a condicao de localidade segundo strings, este fato ¢ mostrado em [2]. Além disso, a funcdo de
dois pontos (2.11) é uma distribuicdo (veja[4]-Theorem 1X.16), pois € o valor de contorno da
funcdo holomorfa w(x —iy,e —in,x' +iy',e’+in’)emy,y',n,n’ €V,,onde V, = {x e RY; x-
x> 0,x° > 0}. Agora vamos reescrever a expressio acima de uma forma que nos possibilitard

determinar a estrutura de singularidades da fun¢do de dois pontos w com uma interpretagdo em
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termos de strings. Dado um nimero complexo z =x+iy € C, com y > 0, temos

1 1 o0 -
LS S / dse™ (2.13)
Z X+ 0
Assim, levando em conta que € > 0, temos
1 / " dsel-petios (2.14)
p-e—Ii€ —p-e+i€ 0
e
— / dse!Petie)s (2.15)
p-e +ie 0

Portanto, podemos escrever

1 / dse —p-e+i€)s / dS/ lpe—l—le)
(p-e—ie)(p-e +ie)

/ / dsds' ¢/=Petie)s gilpe'+ie)s / / dsds ¢/l -petie)st(petie)s)

e por conseguinte obtemos

e_ip'( _ ,)

e~ i (x— X +se—s'e)—€(s+s")
o(p)(p-e—ie)(p-e +ie) // dsds o(p)
Com isto, podemos escrever
o ip(x o ip (e tse—s'é)—e(s+)
/Rdldpm(p)(ne—ls) (p-€ +ie) /Rdl //des 20(p)
:// des// i o ip (=¥ +se—s'e)—e(s+s')
0 Jo Rd-1 20(p)
Em resumo, temos
i ()

_ —€(s+s')
/RdldPZ(o(p)(p-e—ie)(p 7 1ie) // dsds' wo(x—x'+se—s'é)e (2.16)

Portanto, a expressdo (2.11) pode ser escrita como

w(x,e,x',e') = 11r(r)1+// dsds' wo(x—x'+se—s'e)e” £(sts') (2.17)
£—

onde,

—ip-x
wo(x) = (27:)—d+1/Rd1dp ;w(p) (2.18)

¢ a funcdo de dois pontos do campo escalar livre com localizacdo do tipo-ponto para uma
particula massiva de spin zero.
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2.1 Suporte Singular

Nosso interesse é considerar pontos (x,e,x’, ') para os quais se tem (e+e')> <Ooue’ = Ae,
com A € R. Isto nos permite considerar somente o caso ¢ =0 = ¢, Nocasoded =2+1

dimensdes, no qual estamos interessados, usamos o resultado conhecido para (2.18), a saber,

e—m\/)cz—(xo—i.ﬁ‘)2
wo(x) = lim
e=0" 4\ /x? — (x0 —ig)?

oMV —x+2x0¢i+€?
= lim 2.20
wolx) e—-0" 4/ —x2 +2x0¢i + €2 (220

0 que significa que os pontos que estdo no suporte singular da funcdo de dois pontos wgy s@o

(2.19)

ou ainda

do tipo luz. Tendo isto em mente, a expressao (2.17) nos sugere que a possibilidade de um
ponto (x,e,x’, ') estar no suporte singular de w estd relacionado com a possibilidade de ocorrer
(x—x' +se—s'e’')? = 0 para algum (s,5") € R x R, em que R} = [0, +o0). No entanto, isto
significa que algum ponto de A = {x+se—s'¢’; 5,5’ > 0} estd no cone de luz de x’, denotado por
I'(x') = {y € R*; (X —y)? = 0}. Vamos nos referir a este caso, ou seja, quando A NT'(x’) # &,
como sendo um “problema UV (ultra-violeta). O aspecto interessante € que o suporte singular
de w estéd intimamente relacionado com a maneira que o cone de luz de X’ é intersectado por A,
0 que, por sua vez, possui uma interpretagdo em termos das strings Sy, € Sy . Por exemplo,
uma andlise detalhada mostra que o “problema UV”, isto é, ANT(x') # @, acarreta em singu-
laridades nos seguintes casos, e somente neles: (i) quando o evento x estiver no cone de luz de
x’, ou equivalentemente, caso o ponto x’ estiver no cone de luz de x; (ii) quando a string S . (re-
spectivamente Sy /) toca o cone de luz de x' (respectivamente x) tangencialmente. A (Fig.2.1)
ilustra uma situagdo em que ANT'(x') = &. Entretanto o fato de termos ANT'(x') = & ndo asse-
gura um comportamento suave de w, pois deve-se levar em conta também o comportamento de
wo quando s,s" — +oo. Iremos nos referir a este caso, isto €, situagdo em que s,5' — +o0, como
“problema IR”(infra-red)-(infra-vermelho). Novamente, uma anélise detalhada nos mostra que
o “problema IR” resulta em singularidade de w quando, e s6 quando, e e ¢/ possuem a mesma

direcdo e sentido, ou seja, no caso em que ¢ = A e, com A > 0.
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Figura 2.1: Cones-vista em corte, com A = {x+se —s'¢’; 5,5’ > 0}.

Ao analisarmos em detalhe o que discutimos qualitativamente acima vemos que o suporte

singular da fungdo de dois pontos w, restrito aos pontos com ¢ = ¢’0 = 0, é dado por

sing suppw = MUNUN' UN"UO

onde

e, LI e Sygtocatan.I'(x),x ¢ T'(x)}

x,e,x e);e =Le,A#0 e Sy.tocatan.[(x")ou
Sy e toca tan.I'(x)), x ¢ T(x')}

0 = {(xe,x,é);é =Le, A >0} —(MUNUN UN")

em que “e,¢’ L.1.” significa que os vetores e,¢’ € R? sdo linearmente independentes, e “toca
tan.” quer dizer toca tangencialmente. Assim, a expressdo “Sy . toca tan.I'(x")” significa que a

string Sy ., com origem x e dire¢do e, toca tangencialmente o cone de luz I'(x’) do evento x'.

Para determinar o suporte singular de w no caso de d = 2+ 1 dimensdes, vamos reescrever

(2.17),

w(x,e,x',e') = lim / / dsds' wg(x—x'+se—s'e)e” £(sts') (2.21)
£,6—0T
em que
e—m\/m e—rrn/)cz—(xo—iﬁ)2

— 2.22
ws(x) AT/ —x2 +2x98i + 82 471'\/x2 (x0—i6)2 (222)

Para A € C, temos z* = exp[A Log(z)] = exp{A [In|z| +iArg(z)]} = exp[A In|z| +iA Arg(z)] =



40

exp[A In|z|] expliA Arg(z)] para todo z € C—{z=a+ib € C;a<0eb=0}. Assim, para
A € R, temos

|| = [z|* (2.23)
24 = [z|* cos[A Arg(2)] +i|z* sin[A Arg(z)]

Se x> < 0, entdo temos Arg(—x*>+2x°8i+ &%) € (—n/2,7/2) e portanto 3 Arg(—x> +
2x98i+8%) € (—m/4,7/4) paratodo § > 0. Logo, temos

R
V2

1
cos [EArg(—x2 +2x°8i+8%)| >

para todo & > 0, desde que x> < 0. Disto segue que

1
‘e—mx/—x2+2x06i+52 _ e—m|—x2+2x05i+62‘ 2 cos[%Arg(—x2+2x06i+82)] <
1
< e—\%m ‘ —x2+2x05i+52} 2 (2.24)
E levando em conta que ’ —x2+2x98i+ 62‘ > | — x>+ 62| = —x2+6%> —x% com x* <0,
obtemos

’e—m\/m < e_%m\/ |x2| (225)

para todo § > 0, desde que x> < 0. Além disso, para A > 0, temos

(=22 +2x08 i+ 82 = | — x> 4+2x%8i 4 8%} > |2} =
1 1

= < 2.26
(2 120081+ 8204 |2 (2.26)

para todo § > 0, desde que x> < 0. Portanto, para 4,8 > 0, temos

e mv —x2+2x0¢i+e? e*ﬁm |2 5

(—x2—|—2x06i+52)’1 < |x2|3 se x° <0 (2.27)

Lema 2.1. Dados A,B,C € R, consideremos a fungio f: R x R = R, com R = [0,+e0),
definida por f(s,t) = As* +2Bst +Ct? para todo (s,t) € R x R{. Entdo, existem M,N >0
tais que f(s,t) >0 para todo (s,t) € (R} x R} —[0,M] x [0,N]) se, e somente se, A,C >0 e

B> —vAC.

Demonstragdo. Suponhamos que existam M, N > 0 tais que f(s,1) > 0 para todo (s,7) € (R x
R{ — [0,M] x [0,N]). Afirmamos que A,C > 0. Com efeito, se fosse A < 0 (ou C < 0), en-
tdo terfamos f(2M,0) = A(2M)* < 0 (f(0,2N) = C(2N)? < 0) com (2M,0) € (R{ x Rf —
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[0,M] x [0,N]) ((0,2N) € (R§ x R} — [0,M] x [0,N])), contradizendo a hipétese. Portanto,
devemos ter A > 0 e C > 0. Assim, temos dois casos, a saber, A=0o0u A > 0. Se for A =0,
entdo teremos B > 0 = B > —/AC. De fato, se fosse B < 0, entdo teriamos feM — 2 75 1) =

2B(2M — 2B) +C=4BM — ZB 5 +C=4BM <0,com2M — 2 2M > M, o que contradiz
a hipétese. Consideremos agoraocasoA >0.SeB>0=B > —\/R e ndo temos mais nada a
mostrar. Assim, suponhamos que B < 0. Como f(s,t) = As> +2Bst +Ct> = A [s2 428 st} +
CrP=A [(s+§t)2— B—ztz] +CR=A(s+B0) —B21cr=A(s+81) + (C ) 2,

afirmamos que C — % > 0. De fato, se fosse C — sz < 0, entdo terfamos f(—22N,2N) =
(C ) (2N)? < O com (—32N,2N) € (R§ x R{ — [0,M] x [0,N]), o que é um absurdo.
Logo, temos C— 5~ >0=AC> B> = |B| < VAC= B> —AC.

Suponhamos agora que A,C >0 e B > —/AC. Consideremos as duas possibilidades A = 0
e A > 0, separadamente. Se A = 0, entdo teremos B > —\/R = 0, e portanto f(s,t) =
As*+2Bst+Ct? > 0 para todo (s,t) € Rf x R{. E em particular, vale f(s,t) > 0 para todo
(s,1) € (R§ x RJ —[0,M] x [0,N]), quaisquer que sejam M,N > 0. Seja agora A > 0. Se
tivermos B > 0, entdo segue que f(s,¢) > 0 para todo (s,t) € R(J)“ X Rg. Ja se for B < 0, pro-
cedemos como segue. Como vimos acima, temos f(s,f) = A (s—l— 1—31‘)2 + (C — B—2> 1. Assim,
comoB>—\/ReBgO,temosog—ng/R:>BZ<AC:> C:>C—— 0. Logo,
f(s,r)=A (s+§t)2 + (C— %2) t> > 0 para todo (s,t) € R{ x R(J)F. E em particular, temos
f(s,t) > 0 para todo (s,7) € (R} x Rj —[0,M] x [0,N]), quaisquer que sejam M,N >0. [

Proposi¢do 2.2. Seja f: R} x R — R definida por f(s,t) = As*+2Bst+Ct? onde A,B,C €
R. Dados a,c > 0, entdo, existem M,N > 0 tais que f(s,t) > as>+ ct* para todo (s,t) €
(R§ xRy —[0,M] x [0,N]) se, e somente se, A>a,C>ceB>—/(A—a)(C—c).

Demonstragdo. Seja g : Ry x R — R definida por g(s,t) = f(s,t) —as* —ct* = (A—a)s* +
2Bst + (C —c)t*. Dizer que existem M,N > 0 tais que f(s,t) > as®>+ ct? para todo (s,t) €
(R§ xR —[0,M] x [0,N]) equivale a dizer que existem M,N > 0 tais que g(s,7) > 0 para todo
(s,1) € (R§ x Ry —[0,M] x [0,N]). E pelo lema (2.1), isto equivale a dizer que A —a > 0,
C—c>0eB>—\/(A—a)(C—c). O

Coroldrio 2.3. Seja f: R} x R} — R definida por f(s,t) = As* +2Bst +Ct? onde A,B,C €
R. Entdo, existem a,c,M,N > 0 tais que f(s,t) > as®+ ct* para todo (s,t) € (Rf x R —
[0,M] x [0,N]) se, e somente se, A,C >0, e B> —+/AC.

Demonstragdo. Sejam a,c,M,N > 0 tais que f(s,t) > as*+ct? para todo (s,1) € (Rf x R{ —
[0,M] x [0,N]). Entdo temos A >a >0,C>c>0e B> —/(A—a)(C—c). Assim, temos
O<X,é 1=0< (1—%),(1—%)<1. Logo, \/(A—a)(C—c):\/A(l—%)C(l—%):
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VAC,/1-%)(1-&)<VAC=B>—/(A—a)(C—c) > —VAC. Agora, suponhamos que
A,C>0,eB> —+V/AC. Caso B< 0, entdo —vAC <B<0=0< —B < +/AC, e assim teremos
0< \;Tic < 1. Ja quando for B > 0 teremos JTEC < 0. Assim, pondo R = max {0, \;T%}’ vemos
queO<R<1leR2> \/’T'%. Tendo isto em mente, escolhamos A satisfazendo R < A < 1, donde
0<(l-=A)<1.Sejama=(1—A)Aec=(1—A)C,entdotemos 0 <a<Ae0<c<C. Além
disso, como A —a=AA e C—c=AC, segue que \/(A—a)(C—c) = VAZAC = AV/AC >
RVAC > —B, ou seja, B > —\/(A —a) (C —¢). Portanto, existem M,N > 0 tais que f(s,t) >
as®+ct? para todo (s,7) € (R x R —[0,M] x [0,N]). O

Corolario 2.4. Consideremos

—(x—xFse—se) =y —2se-y+25e -y—sPe* +2s5e- —(5)*()?

ondey=x—x"ee? (¢)? <0. Assim, existem a,c,M,N > 0 tais que
—s?e* +2s5'e-e — () () = as* +c(s)?

para todo (s,s') € (R§ x Ry —[0,M] x [0,N]) se, e somente se, e-¢' > —+/e*(e')>. Para
e=(0,e), ¢ = (0,¢), temos e-¢ = —e-¢' , & = —e* e (¢)? = —&*

ed > —JE @V = VIV = —[ellle]| & e-¢ < [elll¢

a,c,M,N > 0 com a propriedade acima quando, e s6 quando ¢ = A e com A > 0.

. E assim, —e-¢e =

, OU seja, ndo existem niumeros

Logo, para e = (0,¢) e ¢ = (0,¢) tais que e- ¢’ < ||¢||||€']], existem a,c,M,N > 0 tais que
—s?e* 4+ 2s5'e-e — () () = as* +c(s)?
para todo (s,s") € (Rj x Ry —[0,M] x [0,N]). Portanto, teremos
2

—(x—x +se—s'e) >y —2se-y+25¢ -y+as*+c(s)

desde que s > M ou s’ > N. Além disso, a partir da expressdo acima, podemos obter A,B,R > 0

tais que
As>+B(s)? se s, >R
—(x—xFse—se)P > As? se s>R (2.28)
B(s')? se §'>R

Vemos, a partir das expressoes (2.27),(2.28) e (2.17), que na regido (]RaL X ]Rar) —{(s,s") €
(]Rar X Rar) ;5,8 < R} o integrando possui uma majorante integravel, devido ao caimento ex-
ponencial. Assim, s6 temos que analisar a integral no compacto [0,R] x [0,R] C (RJ x R).
Fica claro também que sé temos que analisar integral em uma vizinhanga V C [0,R] x [0,R] C

(R$ xRY) do conjunto dos pontos (s,5') € (R§ x R{) com (x—x"+se—s'e’)? =0, j& que no
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conjunto ([0,R] x [0,R] —V) C (R} x R{) o integrando possui uma majorante constante.

Vamos considerar o casoem que e-¢' =0,e-e=—e-e=—1,¢ -/ =¢ -/ =—1ey" > 0.
E com isto mostrar como se trata o caso UV. Para ser mais preciso, vamos considerar o caso

ilustrado na figura abaixo.

\J so@

Figura 2.2: Caso UV.

Considerando a fungio & : (0,%0) x [0,2x] — R?, dada por h(r,0) = (so + rcos 6, s, +
rsin @), notemos que /1| (g . (0,27) * (0,) x (0,27) — h((0,0) x (0,27)) € um difeomorfismo,

temos
/ dsds' ws(x—x +se—s'e') e €T =
([r1,r2]%[0,27])
—mr/r2—(9—i§)?2 / .
= drdOr e —&(so+rcosO+s)+rsinf) _
[r1,72]x[0,27] 47-;\/,,2 (y —15

e MV f( 715) / '

- de drr e —&(so+rcos 0+sp+rsin )

027]  Jlrin] 47r\/r (YO —i68)?

onde y* =x? —x0. Dado z=a+ib € C, temos 7> = (a*> — b*) +i(2ab) e assim 72 — (y° —i §)* =
(a®> —b>— (y°)? 4+ 8%) +i(2ab+2y°§). Disto, segue que, quaisquer que sejam 5,€ >0e 6 € R,

a funcdo Z :D — C, onde D

5.,6,0 5,e,0

={z=a+ibeC;a>0eb> —yOT‘S},deﬁnidapor

5,6,0

e ( ) o E(s0+2008 O+s5(+2sin O) (2.29)

7 =
e = A ap
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€ holomorfa. Assim temos

e ™M 2—(0-id)? , )
/ drr e —£&(sp+rcos O+s,+rsin @) _
[r1,m2) 47'5\/}"2 y —16
N =T |
=— dty (¢ o E(s0Fy(t) cos O+s5+(t)sin0) 2.30
Jo @ O10) s 2.30)

onde 7 : [0, 1] — C é definido por y(t) =y + rpe’.

O

Figura2.3: D; ., ={a+ibeC;a>0eb> —yOTS}, ri=y —rger,=y"+r.

Assim podemos escrever

/ dsds' w5(x—x/—|—se—s'e')e*‘g(s“/) =
([r1,r2]x[0,27])

e~V (Y0P =(0—i6)?

_ do dt v (¢ —&(s0+7Y(t) cos O+sy+y(r)sin@) _
/[0,2n] [0,7] Y0r) 4/ y(t))2— (0 —i8)? ¢
—m 2_(y0—ié
_ _/ do dl‘)/( ) [‘y(t)] v y e —&(so+7(r) cos O+sy+y(t) sin ) (2.31)
[0,27] % [0,] 47r\/ — (0 —i8)?

Agora vamos mostrar que o integrando em (2.31) possui uma majorante integravel, a saber, uma
constante, independente de € > 0 e 0 > 0, desde que sejam suficientemente pequenos. Como

¥(t) =y +rge'’, vt € [0,7], temos

YO =0 =i8)* = [y(t) =y’ +i8][y(1) +)" ~id] =
= [roe'" +i8][2y° +rge’’ — i8]
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e assim
[[y()]? = 00 —i8)* = |roe" +i8 ] [2° +roe — iG]
Agora, levando em conta que 0 < rp < Y e tomando 0 < § < 2, obtemos

ro=|roe" +i8—id| < |roe" +i8|+i8| <|roe' +ib|+ 2 =

=2 <|rge" +id| <ro+8 < 2rg (2.32)
e também

2y = 12y0 4 rgel’ —id —rgel' +i8| <
<2)%+rge" —id|+ro+8 <2y +rget —id|+)0+ %
< ]2y0—|—r0e”—i5|+y0—l—y70 =
:>y70<|2y0+roei’—i5|<2y0+ro+6<4y0 (2.33)

Logo, se 0 < § < 7, temos

1
20 <o) = 60 = 18)* < 8% (234)

para todo ¢ € [0, 7]. Agora, de () = O + rge'’ segue que ¥(t) = irge’, e portanto temos
YO <Y +r0<2y’ e [Y(0)]=ro (2.35)
para todo ¢ € [0, ]. E por fim, tomando 0 < € < 1, obtemos

| —&(so+ y(t)cos O + s+ y(t)sinB)| <
< € (so+|y(t)||cos O] + 5o+ |y(2)] | sin6]) <
<& (so+2y" +s+25°) < s +sh+4y° (2.36)

quaisquer que sejam ¢ € [0,7] e 6 € [0,27]. A partir das desigualdades obtidas acima, e das
propriedades das funcdes poténcia e exponencial, conclui-se que o integrando em (2.31) possui
majorante constante, desde que 0 < 6 < %0 e 0 < € < 1. Os outros casos se trata de forma
andloga. Isto é, para a vizinhanga V C [0,R] x [0,R] C (IR(J)r X RS’) do conjunto dos pontos
(s,5") € (R xRY) com (x —x'+se—s'e’)?> = 0, escolhemos coordenadas apropriadas € en-
tdo encontramos uma majorante integravel, por exemplo uma constante. Observando que isto
pode ser feito desde que o evento x ndo esteja no cone de luz de x’ ou quando a string Sy,

(respectivamente Sy /) ndo tocar o cone de luz de x' (respectivamente x) tangencialmente.



46

2.2 Wave Front Set

Uma vez obtido o suporte singular de w, o qual nos fornece os pontos singulares da fung¢ao

de dois pontos w, a proxima tarefa é determinar o wave front set de w, que, por sua vez, nos

d4 a informacgdo a respeito das direcdes em que w possui comportamento singular.

O fato

importante € que a partir do suporte singular de w e das propriedades da funcdo de dois pontos

w relacionadas com invariancia de Lorentz determina-se o wave front set de w. Comecemos

com a transformada de Fourier de w,

w(k,§, &) = /dxdede’ i(kxtGetehe) yy(x e, e!) =
:wa(k.k—mz)e(ko)s(g (km )k)e(k.g)é(zj’—(k’f)

m2

k)6 (—k-&')
O suporte de w é
{(k,E,E")sk-k=m*ky>0,& =Ak, &' =LAk, A,1" >0}
Isso implica que wave front set de w, WF (w), satisfaz
WF(w) C (RPxR? xR?) x {(k,&,E") € Vio x Vi x V5 E,E || k}.

onde Vi = {k€eR¥*; k> >0ek’>0}eV_={keR3; k> >0ek’ <0}

(2.37)

Seja (x,e,e’ k,E,E") € WF(w) N (R? x H? x R? x R? x R?), com H? = {(e,e') € E x

E; e’ = (¢/)° = 0}, entio, fazemos a seguinte conjectura!,

=0=¢"-¢, se (x,e,e') €0,
ja para M,N,N' e N" temos k> = 0,kg > 0, E = Ak, E' = —A'k, A,A' >0¢e
k] |x, E=0=¢&, se (x,e,e/) €M,
k||Ptx, l———zx, A =0, se (x,e,e) EN—N',
L ,_ex / /
k||Pyx, A =0, A :W, se (x,e,e’) EN —N,
e
uma das duas possibilidades acima se (x,e,e’) e NNN',
e-é e-x
k||Plx, A — = A+ == 0, se (x,e,e’) e N".

'A demonstragdo desta conjectura vai ser apresentada no artigo a ser publicado em breve.

(2.38)

(2.39)
(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)



47

3  Conclusao e perspectivas futuras

Em contraste com o estudo usual feito na TQC, aqui buscamos analisar campos quanti-
cos com localizacdo do tipo-string. Mais especificamente, e ainda no contexto geral, estamos
interessados na estrutura de singularidades das fun¢des de dois pontos de campos livres com
localizacdo do tipo-string. E temos duas razdes para isso. A primeira, é que modelos livres de
tais campos ja foram obtidos para vérios tipos de particula. Em segundo, a obtencdo de modelos
interagentes a partir dos campos livres correspondentes, através da abordagem perturbativa, ex-
ige a andlise das singularidades das fun¢des de dois pontos dos campos livres. Tendo em mente
esse objetivo geral, consideramos, no caso de d = 2+ 1 dimensdes, um modelo de campo es-
calar livre com localizacdo do tipo-string para uma particula massiva de spin zero, buscando
analisar a estrutura de singularidades da funcdo de dois pontos correspondente. Obtemos seu
suporte singular, dando na medida do possivel uma interpretacdo em termos de strings. Além
disso, observamos que o wave front set da funcdo de dois pontos € determinado essencialmente
pelo suporte singular. Ressaltamos que tais resultados sdo parte de um artigo a ser publicado

em breve.

Uma vez obtido o wave front set podemos saber quando € possivel determinar scaling de-
gree, que descreve o grau de singularidade da fungdo de dois pontos. Assim, a futura tarefa
consiste em determinar o scaling degree. Esta andlise da funcdo de dois pontos no caso de
d =2+ 1 dimensdes nos serve como ponto de partida para tratar futuramente o casode d =341
dimensdes. Além, € claro, de termos assim um resultado concreto a respeito de campos com

localizag@o do tipo-string.
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APENDICE A - Topologia e Seminormas

Estabeleceremos aqui alguns resultados de natureza topolédgica. Para tanto, precisamos
relembrar alguns conceitos. Seja X um conjunto qualquer, escrevemos &?(X) para denotar o
conjunto de todos os subconjuntos de X. Dados dois conjuntos X e L, uma familia de elementos
de X com indices em L é uma fungdo f : L — X. Escrevemos (x; ), <z, onde x; = f(A),VA €L,
para denotar uma familia de elementos de X com indices em L, ou simplesmente familia de
elementos de X. Dada uma familia f : L — X, ou (x; ), <z, uma subfamilia desta familia ¢ uma
restricdo g = f|p : L — X de f & um subconjunto F C L, ou seja, g(A) = f(L),VA €F, e
escrevemos (x; ), cr para denotar a subfamilia ¢ = f|r : L — X. Quando L ¢ finito, dizemos
que (xj,)zer € uma familia finita. Caso L =N, a familia (x; ), <; € denominada sequéncia de

elementos de X.

A.1 Espaco Topologico

Definicio A.1. Uma topologia sobre X é uma cole¢io T C P (X) de subconjuntos de X, os

quais sdao denominados conjuntos abertos de X, que satisfaz as seguintes condigoes:

1) O conjunto X e o conjunto vazio & sdo abertos, ou seja, I,X € T.

2) Qualquer que seja a familia (A )1 de elementos (abertos) de T, sua unido também é

um aberto, ou seja, | Jyc Ay € T.

3) Qualquer que seja a familia (Ay) ¢ finita (L € finito) de elementos de T, sua interse¢do

também é um aberto, ou seja, () c Ay € T.

Como exemplos de topologia sobre um conjunto arbitrdrio X, temos a topologia cadtica
{2,X}, cujos tnicos abertos sdo o conjunto vazio e o préprio X, e a topologia discreta Z(X),

na qual todos os subconjuntos de X sao abertos.
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Definicao A.2. Dado um conjunto X e uma topologia T sobre este conjunto, dizemos que o par
(X,7) é um espago topoldgico. E quando se diz que um conjunto X é um espago topoldgico,

fica subentendido que sobre X estd definida uma topologia .

Definicao A.3. Diz-se que um subconjunto F C X de um espaco topologico X é fechado quando
seu complementar X —F = {x € X ;x ¢ F} € aberto.

Proposicao A.4. Dado um espaco topologico X, temos

1) O conjunto X e o conjunto vazio & sdo fechados.

2) Qualquer que seja a familia (F)); ¢ de subconjuntos fechados de X, sua intersecdo

Nacr Fa também é um subconjunto fechado de X.

3) Qualquer que seja a familia (F),) ;¢ finita subconjuntos fechados de X, sua unido |, c; Fj,

também é subconjunto fechado de X.

Demonstragdo. (1) Como X — =X e X —X = I, segue-se que & e X sdo fechados.
(2) Temos

X - (ﬂF;L> =Jx-F)

A€l A€l

para uma familia qualquer (F) ), ; de subconjuntos de X. Assim, se (F) ), for uma familia
arbitrdria de subconjuntos fechados de X, entdo X — (N <z Fy) serd a unido de uma familia
arbitrdria de abertos e portanto um aberto de X. Logo, a interse¢do () <, F) também é um
subconjunto fechado de X.

(3) Agora, temos

X - (UF;L> = (X-F)

A€l A€l

para uma familia qualquer (F) ), <, de subconjuntos de X. Logo, se (F} ),z € uma familia finita
de subconjuntos fechados, conclui-se que X — (U, ¢z Fy) € a interse¢do de uma familia finita
de abertos e portanto é um aberto de X. Isto significa que a unido (J; c; Fj € um subconjunto
fechado de X. ]

A.2 Subespaco topologico

Dado um espaco topolégico X e um subconjunto ¥ C X, ha um modo natural de con-

struir um novo espago topoldgico (Y, 7, ), em que a topologia 7, sobre Y é dada por 7, = {B €
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P(Y);JA € t: B=YNA}. Em outras palavras, os abertos de Y sdo interse¢des de abertos de
X com Y, isto é, um subconjunto B C Y € aberto relativamente ao espago Y se, e somente se,
existe um aberto A C X, relativamente ao espaco topolégico X, tal que B =Y NA. Isto € o que

mostra o resultado seguinte.

Proposicao A.5. Seja (X, 1) um espaco topolégico. Dado um subconjunto Y C X qualquer,
entdo v, ={Be P (Y);3A € 1: B=YNA} é uma topologia sobre Y .

Demonstragdo. (1) Temos @ =Y N eY =Y NX, e portanto &,Y € 7, pois &,X € T.

(2) Tomemos uma familia qualquer (Bj);¢; de elementos de 7,. Obtemos, para cada A € L,
um aberto A; € 7 tal que By =Y NA;. Temos Uy By = Upc Y NAL) =Y N (UperAz), e
como (J, <Ay € T, concluimos que a unido |, ¢; By € 7,.

(3) Consideremos agora uma familia (B));¢; finita qualquer de elementos de 7,. Existem
abertos A, € 7 tais que By =Y NA;. Assim, temos ¢z By = Macr. (Y NAL) =Y N (NacrAr)s
e como (3¢ Ay € T, segue que a interse¢do |J, c; By € 7,. O

Definicdo A.6. Sejam (X,T) um espago topoldgico e Y C X. O espago topoldgico (Y,t,) é

denominado subespaco topologico de X.

A.3 Interior e fecho

Definicao A.7. Seja X um espago topologico. Dado um subconjunto Y C X, diz-se que x € X é

um ponto interior de Y se, e somente se, existe um aberto A tal que x €A CY.

Proposicao A.8. Seja Y C X um subconjunto de um espago topolégico X. Entdo, Y é aberto

se, e somente se, todos os pontos de Y sdo interiores.

Demonstracdo. Suponhamos inicialmente que ¥ C X seja aberto. Assim, qualquer que seja
xeY,temosx €Y CY. E como Y € aberto, vemos que todo x € Y € ponto interior de Y.
Reciprocamente, suponhamos agora que todo x € Y seja ponto interior de Y. Logo, para cada
x €Y, existe um aberto A, C X tal que x € A, C Y. Disto, conclui-se que ¥ C J,cyAx €
UseyAx C Y, donde Y = |J,cy Ax. Com isto, vemos que Y € a unido de uma familia arbitrdria

(Ax)xey de abertos de X, e portanto é um aberto. O

Definicao A.9. Dado um subconjuntoY C X de um espaco topologico X, seu interior, denotado
ou intY, é o subconjunto aberto tal que intY CY e se A C X é um subconjunto aberto com

ACY, entdo A C intY.
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Definicao A.10. Dado um subconjunto A C X de um espaco topologico X, seu fecho, denotado
cly A, é o subconjunto fechado tal que A C cl, A e se I C X é um subconjunto fechado com
A CF, entdo cly,A C F. Quando ndo houver ambiguidade quanto ao espago topoldgico em

relagdo ao qual o fecho é tomado, indica-se o fecho de A simplesmente por clA ou A.

Proposicao A.11. Seja X um espago topologico. Entdo

1) A C X é fechado se, e somente se, A = A.
2) ACB, se ACB.

3) ol (UrerAr) = Uner Az, qualquer que seja a familia finita (Ay ), ¢, de subconjuntos de
X.

4) cl (NrerAr) CNacrAr qualquer que seja a familia (A))jcp de subconjuntos de X.

Demonstracdo. (1) Suponhamos que A seja fechado. Temos A C A, e como A é um subconjunto
fechado tal que A C A, devemos ter A C A. Logo A = A. Por outro lado, se A = A entfio A é
fechado pela defini¢ao de fecho.

(2) Se A C B, temos A C B C B e como B é um subconjunto fechado que contém A, conclui-se
que A C B.

(3) Jd que Ay C A para todo A € L, segue que Uy Ay C UnerAy. Assim, como a unido
finita de fechados € fechado, |J;c; A, é um subconjunto fechado contendo |y, A;. Seja
F C X um subconjunto fechado tal que Uy Ay CF. Como Ay C UyerAu, VA €L, segue
que Ay CF,V2 € L. Logo, temos Ay C F,YA €L, eportanto | J; ;A C F. Isto mostra que
User A € o fecho de Uy Ay

(4) Uma vez que temos A, C A para todo A € L, segue-se que (3. Ay C NperAx- E como a
interse¢do de uma familia qualquer de fechados é fechado, entdo ¢l (N1 A%) C NaerAr. O

A.4 Limite

Seja X um espaco topoldgico. Dado um ponto x € X, dizemos que um conjunto V C X é
uma vizinhanga de x € X quando existe um aberto A tal que x € A C V, ou seja, quando x € X é

ponto interior de V.

Definicao A.12. Seja X um espago topoldgico. Diz-se que uma sequéncia (x,),cn de elementos
de X converge para um ponto x € X se, e somente se, para toda vizinhanca V de x € X, existe
no € N tal que n > ny = x, € V. O ponto x € X é chamado limite da sequéncia (x,),cn, €

escrevemos x = lim,,_so. X;,.
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Definicao A.13. Seja Y C X, em que X um espacgo topologico. Dizemos que a € X um ponto
de acumulacdo de Y C X se, e somente se, toda vizinhanca V de a € X possui um ponto de Y
distinto de a € X, ou seja, (V —{a})NY # @. O conjunto de todos os pontos de acumulagdo

de Y é denominado derivado de Y, e indicado porY'.

Definicao A.14. Sejam X e Y espacos topolégicos. Consideremos um subconjunto A C X, uma
fungdo f:A—Y eum ponto de acumulagéo ade A, isto é,a € A'. Diz-se y €Y é limite da funcdo
f A=Y quando x tende para a € X, e escrevemos limy_, f(x) =y, se, e somente se, para toda
vizinhanga'V de'y € Y existe uma vizinhanga U de a € A’ tal que x e AN(U —{a}) = f(x) €V,
ou seja, f(AN(U —{a})) CV.

A.5 Espaco de Hausdorff

Definicao A.15. Um espaco topologico X é dito Hausdorff se, e somente se, quaisquer que
sejam os pontos x,y € X, com x # y, existem abertos A,B C X, tais quex €A, yE Be ANB =
. Ou de forma equivalente, quaisquer dois pontos distintos x,y € X possuem vizinhancas

disjuntas.

Proposicao A.16. Seja X um espaco topolégico de Hausdorff. Se uma sequéncia (x,),en de

elementos de X é convergente, entdo seu limite é tinico.

Demonstra¢do. Suponhamos que x € X e y € X sejam limites da sequéncia (x,),cn, afirmamos
que x = y. De fato, suponhamos que x # y, como X é um espago topoldgico de Hausdorff,
existem vizinhancgas disjuntas V e U dex € X e y € X, respectivamente. Comox € X e y € X sdo
limites da sequéncia (x,),en, existem ny,ny € Ntaisquen>n; = x, eVen>ny = x, €U.
Seja ng = max{ny,ny}, assim n > ny = n>n; e n > ny, e portanto n > ng implica que x, € V
e x, € U. Ou seja, x, € VNU para todo n > ng. No entanto, isto € uma contradi¢do pois
VNU = &. Logo, devemos ter necessariamente x = y, o que mostra a unicidade do limite da

sequéncia (x,),eN- O

Proposicao A.17. Sejam X,Y espacos topologicos e f : A — Y uma funcdo definida em A C X.
Se Y é um espaco topologico de Hausdorff e existe o limite da funcdo f: A — Y quando x tende

para a € A’ C X, entdo o limite é inico.

Demonstracdo. Sejam y,z € Y limites da fun¢do f : A — Y quando x tende paraa € A’ C X.
Mostraremos que y = z. Com efeito, suponhamos que y # z, assim, como Y é um espago

topoldgico de Hausdorff, existem vizinhangas disjuntas V e U dey € Y e z € Y, respectivamente.
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Ja que y = lim,_,, f(x) e z = lim,_,, f(x), existem vizinhangas Vy,Uy de a € A’ tais que x €
AN(Vp—A{a}) = f(x) eVexcANn(Uy—{a}) = f(x) €U. SejaW = VyNUy, assim W € uma
vizinhancade a € A, e x e AN(W — {a}) acarretaque x e AN (Vo — {a}) ex € AN (Up — {a}).
Portanto, para todo x € AN (W — {a}) temos f(x) € Ve f(x) € U, ouseja, f(x) eVNU,Vx e
AN (W —{a}). Mas isso é um absurdo, pois AN (W —{a}) # @ e VNU = &. Logo, deve ser

y = z, mostrando a unicidade do limite lim,_,, f(x). O

A.6 Funcoes continuas

Definicao A.18. Sejam X e Y espagos topolégicos. Diz-se que uma fungdo f: X — Y é continua
em um ponto x € X se, e somente se, para toda vizinhanca 'V de f(x) € Y existe uma vizinhanca
UdexeXtal que z€U = f(z) €V, ou seja, f(U) CV. Quando f é continua em todos os

pontos de X, dizemos que a fungdo f: X — Y é continua.

A.7 [Espacos métricos

Definicao A.19. Dado um conjunto X, uma pseudométrica sobre X é uma funcdod : X x X — R

satisfazendo as seguintes propriedades:
Dd(x,y) 20,Vx,y€X
2)d(x,x)=0,VxeX
3)d(x,y) =d(y,x),Vx,y € X (simetria)

4)d(x,y) <d(x,z)+d(z,y), Vx,y,z € X (desigualdade triangular)
Quando d(x,y) =0 = x =y, dizemos que d : X x X — R é uma métrica sobre X. Um conjunto

X munido de uma métrica é denominado espagco métrico.

Notemos que se pode ter d(x,y) = 0 mesmo quando x # y. Dado um conjunto X com uma
pseudométrica d : X x X — R, sendo um espagco métrico um caso particular, h4 uma maneira
natural de construir uma topologia sobre X a partir da pseudométrica d : X x X — R, como
veremos logo abaixo. Por este motivo, ela é denominada topologia induzida pela pela pseu-
dométricad : X x X — R, e no caso de um espaco métrico, topologia induzida pela pela métrica

d ou simplesmente topologia métrica.

Proposicao A.20. Seja um conjunto X com uma pseudométrica d : X x X — R, definamos a
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bola aberta de centro a € X e raio r > 0 por B(a,r) = {x € X ;d(a,x) < r}. Entdo, a colegdo
tu={ACX;VYacA,Ir>0:B(a,r) CA}

é uma topologia sobre X.

Demonstracdo. Vejamos que T; é de fato uma topologia. Temos X € 7,4, pois quaisquer que
sejam a € X e r > 0 tem-se B(a,r) C X. Ja se fosse @ ¢ 14, existiria a € @ para o qual ndo
terfamos B(a,r) C &, qualquer que fosse r > 0. O que é um absurdo. Consideremos agora
uma familia qualquer (A ), <, de elementos de 7;. Seja a € |y, Ay arbitrério, entdo a € Ay
para algum u € L. Logo, existe r > 0 tal que B(a,r) C Ay, pois Ay € 74. Disto, conclui-
mos que B(a,r) C Ay C UperAy. Portanto, temos (J, c; Ay € 74. Por fim, tomemos uma
familia (A, ), < finita de elementos de 7,. Seja a € (¢, A, arbitrério, entioa € Ay, VA € L.
Logo, como cada A, pertence a T, existem ry > 0 tais que B(a,r)) C Ay ,VA € L. Seja
r=min{ry; A € L} > 0, o qual existe pois L € finito. Assim, se x € B(a,r) = d(a,x) <r <
ry,VYA €L, donde B(a,r) C B(a,r)),VA € L. Portanto, temos B(a,r) C (3 Az, € vemos
que (e Ay € T4- Logo, 75 é uma topologia sobre X. 0

Observemos que o fato de d : X x X — R ser uma pseudométrica ndo tem influéncia alguma
sobre o fato de 7y = {A C X;Va€A,3r >0 : B(a,r) C A} resultar ser uma topologia sobre
X.

Proposicao A.21. Seja X um conjunto qualquer e D uma cole¢cdo de funcoes d : X x X — R.
Dados a € X, r > 0 e F C D arbitrariamente, ponhamos Br(a,r) = {x € X;d(a,x) <r,¥d €
F}. Entdo,

7, ={A CX;VacA,existemr >0eF C D (finito) : Bp(a,r) CA}

é uma topologia sobre X.

Demonstragdo. (1) Temos X € 7, pois quaisquer que sejam a € X, r > 0 e FF C D, tem-se
Br(a,r) C X. Suponhamos que @ ¢ T, entdo existe a € & para o qual néo vale Br(a,r) C &,
quaisquer que sejam r > 0 e F' C D finito. Mas isto € um absurdo e portanto & € T,,.

(2) Consideremos agora uma familia qualquer (A, ), ¢, de elementos de 7,. Seja a € (U 1A,
arbitrario, entdo a € Ay, para algum u € L. Logo, como Ay € T, existem r > 0 e F C D, finito,
tais que Br(a,r) C Ay. Disto, concluimos que Br(a,r) C Ay C Uy Ay. Portanto, temos
UrerAr € 7.

(3) Por fim, tomemos uma familia (A;);c. finita de elementos de 7,. Seja a € ;< A; arbitrério,
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entdoa € A;, Vi€ L. Logo,como A; € 7,,Vi€ L, paracadai € L, existem r; >0e F; C D, em
que F; é finito, tais que Bf,(a,r;) C A;. Ponhamos r = min{r;; i € L} > 0, o qual existe pois L é
finito, e F' = (J;c; Fi. Ja que L é finito e todos os subconjuntos F; sdo finitos, segue que F' € finito,
além de ser ndo vazio. Seja x € Br(a,r) arbitrrio, temos entdo d(a,x) < r,Vd € F. Assim,
dadoi € L, temos d(a,x) <r,Vd € F;, pois F; C F = J;c Fj. Ouainda, d(a,x) <r<r;,Vd €
F;, o que significa o seguinte x € Br,(a,r;). Como i € Le x € Bp(a, r) sdo arbitrarios, concluimos
que Br(a,r) C Br(a,r;) para todo i € L. Logo, temos Br(a,r) C (\icrBF,(a,ri) C NicLAi» €

vemos que [ ;cr Ai € T,. [

A.8 Seminorma e espacos normados

Definicao A.22. Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K, onde K =R, ou K = C. Uma

seminorma sobre V é uma funcdo s : V — R tal que

1)s(x) >0,YxeV

2)s(ax) =|a|s(x),Va e K,VxeV

3)s(x+y) <s(x)+s(y),Vx,y € V (desigualdade triangular)
O par (V,s) é chamado espago vetorial seminormado. Observemos que pode ocorrer s(x) =0
com x # 0. No caso em que s(x) =0 = x =0, diz-se que s : V — R é uma norma sobre V, e

neste caso diz-se que (V,s) é um espago vetorial normado.

De (2) decorre que s(0) = s(0-x) = |0]s(x) =0e s(—x) = | — 1] s(x) = s(x), Vx € V. Dado
um espaco vetorial V e uma seminorma s : V — R, entdo a funcdo d : V x V — R, definida por
d(x,y) = s(x—y),Vx,y € V, ¢ uma pseudométrica sobre V. Além disso, se s : V — R é uma
norma entdo d : V x V — R é uma métrica sobre V. Com efeito, temos d(x,y) = s(x—y) >
0,Vx,yeV.Comos(0)=0es(—x)=s(x),VxeV, temos d(x,x) =s(x—x) =s(0) =0, Vx e
Ved(x,y)=s(x—y)=s(y—x)=d(y,x),Vx,y € V. Agora, d(x,y) =s(x—y) =s(x —z+z—
y) <s(x—z)+s(z—y) =d(x,2) +d(z,y), Vx,y,z € V, isto é, vale a desigualdade triangular.
Com isto mostramos que d é uma pseudométrica. Consideremos agora o casoem que s : V — R
¢ uma norma, assim se x,y € Ve d(x,y) =0 = d(x,y) =s(x—y) =0 =x—y=0=x=y.

Ouseja, d : V xV — R € uma métrica.
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A.9 Compactos

Uma cobertura de um conjunto X é uma familia de conjuntos (A )¢y tal que X C Uy cp Az
Dada uma cobertura (A ); <z de um conjunto X, uma subcobertura desta cobertura é uma sub-
familia de (A ), ¢z que também é uma cobertura de X. Sejam X um espago topolégicoe A C X,
uma cobertura aberta (A; ), <7 de A é uma cobertura de A por subconjuntos abertos de X, ou

seja, todos os elementos da familia (A} ), <7 sdo subconjuntos abertos de X e A C Uy Ay-

Definicao A.23. Seja X um espago topologico. Diz-se que um subconjunto A C X é compacto
se, e somente se, toda cobertura aberta (A ) cr de A possui uma subcobertura finita, ou seja,

existe um subconjunto F C L finito tal que A C |y crAj.

Proposicao A.24. Seja K C X um subconjunto compacto de um espago topologico X. Se F C K

€ fechado, entdo F é compacto.

Demonstracdo. Notemos que X — F € um aberto de X, pois F' C K € fechado. Consideremos
uma cobertura (Ay ); <z qualquer de F por abertos de X. Dado x € X arbitrariamente, temos
x€Foux¢F,ouseja,x € F ClJyc Ay oux e (X —F). Isto significa que X C (UperAp)U
(X —F), e como K C X, temos em particular K C (UycAy) U (X —F). Vemos assim que 0s
subconjuntos abertos Ay e (X — F) cobrem o subconjunto compacto K. Em outras palavras,
afamilia f: LU {Ag} — Z(X), dada por f(A) =A;, VA e€Le f(A) = (X —F) =A,,, em
que Ao ¢ L !, é uma cobertura de K. Logo, existe J C LU {4y} finito tal que K C {J;;A;, e
portanto temos K C Uy ;A3 C (Upes,Ar)U (X —F), onde Jo=Jse Ag ¢ J e Jo=J —{Ao}
se 4o € J. Notemos que Jy C L e Jy C J € finito, qualquer que seja o caso. Como F C K,
segue que F' C (Upey,Ar) U (X — F), donde obtemos I C Uy ey, Ax- Ou seja, (Ay)aey, € uma

subcobertura finita da cobertura aberta (A ), <, de F. Portanto, F C K é compacto. [

Proposicao A.25. Seja X um espaco topologico de Hausdorff. Se K C X é compacto, entdo K
€ fechado.

Demonstracdo. Se K = X, entao o resultado € imediato. Consideremos entdo K # X, neste caso
(X —K) # 2. Sejay € (X — K) arbitrdrio, portanto, para todo x € K, temos x # y, pois y ¢ K. E
jé que X é um espaco topoldgico de Hausdorff, para todo x € K existem abertos Ay, B, tais que

y € By, x € Ay e A, N By = @. Disto, temos que K C [J,cxAx, 0u seja, (Ay)rck € uma cobertura

'Notemos que isto sempre é possivel, para ser mais preciso, dado qualquer conjunto L, existe um objeto que
ndo estd em L. Para observar este fato, consideremos E = {x € L; x ¢ x}. Temos E C L, mas ndo vale E € L. De
fato, suponhamos que se tenha E € L e analisemos as consequéncias desta hipétese. Temos duas possibilidades
mutualmente excludentes, a saber, E € Eou E ¢ E. Se E ¢ E entfio temos E € E, e se E € E entdo temos E ¢ E.
Assim, em qualquer caso, chegamos a uma contradigao.
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aberta de K. Como K C X é compacto, existe um subconjunto finito F' C K tal que K C |, Ax.
Além disso, como K ¢ finito, segue que (),cp By € aberto, e y € (,cr Bx. Notemos também que
Nier Bx C (X —K). De fato, se assim ndo fosse, existiria z € (,cpBx tal que z ¢ (X — K), e
portanto z € K C [J,epAx. Logo z € A, para algum x € F, e como z € ()< By, terfamos entdo
7 € AxN B, para algum x € F. Mas isto € uma contradicdo, pois AN B, = &, Vx € K. Logo,
temos (e Bx C (X —K). Portanto, temos y € (e Bx C (X —K) com (< By aberto, ou seja,
y € (X — K) é ponto interior de X — K. E uma vez que y € (X — K) arbitrério, concluimos que

todos os pontos de X — K sdo interiores e portanto X — K € aberto. Logo, K C X é fechado. [

Proposicao A.26. Dado um subconjunto K CY C X de um espaco topologico X, entdo K é
compacto em relagdo ao espaco topologico X se, e somente se, é compacto com respeito ao

subespaco topologico Y.

Demonstragdo. Suponhamos que K seja compacto em relacido ao espago topoldgico X. Seja
(Bj) ez, uma cobertura de K por abertos de Y, isto é, By € 7,, VA € L. Assim, paracadaA € L,
existe um aberto A, € 7 tal que By =Y NA,. Logo,

KCUB;L:UYQA;L UAA«
A€L A€L A€L

ou seja, (Aj)rer € uma cobertura de K por abertos de X, e da compacidade de K relati-
vamente ao espago topoldgico X, segue-se que existe um subconjunto finito F C L tal que

K CUjpercr Ay . Mas, como K C Y, temos

K C U YﬂAl U B;t
AEFCL AEFCL

ou seja, (By ) crcr € uma cobertura finita de K por abertos de Y. Portanto, K é compacto em

relac@o ao subespaco topolégico Y.

Agora, suponhamos que K C Y C X seja compacto em relacio ao subespago topoldgico Y.
Seja (A} )2 ez uma cobertura de K por abertos de X, isto é, Ay € 7,V A € L. Assim, para cada
A €L, temos By =Y NA) €1,. Além disso, como K CY e K C [J; 1Ay, temos

K C U(YﬁAl): UBA
A€L A€L

mostrando que (Bj ), <7 € uma cobertura de K por abertos de Y. Portanto, pela compacidade de
K relativamente ao subespago topoldgico Y, existe F C L finito tal que K C (Jycp(Y NAy) =

Ujcr By, € assim,

Kc |Jnay) c (A,
AEF AEF



59

em outras palavras, (Aj)jcr possui uma subcobertura finita, a saber, (A;)jcr. Com isto

mostramos que K é compacto em relacdo ao espago topoldgico X. [
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