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Women love us for our defects. If we have
enough of them, they will forgive us everything,
even our intellects.

Oscar Wilde



RESUMO

Estudamos um defeito tipo deslocacdo com simetria esférica. Encontramos a métrica para um
meio contendo uma unica deformacdo deste tipo. Para isso, calculamos o vetor deslocamento
por meio da teoria linear da elasticidade e usando o esquema da teoria geométrica de defeitos, na
qual o meio € caracterizado por objetos geométricos tais como curvatura e tor¢do, encontramos
as componentes do tensor métrico. Calculamos também outras quantidades geométricas como
os tensores de Riemann e Ricci, e o escalar de curvatura bem como as componentes do tensor
momento-energia. Em todas estas quantidades aparecem fungdes &, indicando divergéncia na
superficie onde estd localizado o defeito. Fora desta superficie, 0 meio possui uma geometria
euclideana. Resolvemos as equacdes geodésicas radial e no plano para a regido externa ao
defeito e observamos que, mesmo localizado, ele exerce influéncia sobre 0 movimento nesta
regido.

Palavras-chave: Trajetdrias, Deslocagdo, Simetria esférica.



ABSTRACT

We study a dislocation defect with spherical symmetry. We find the metric for a medium con-
taining a single deformation of this kind. For this, we calculate the displacement vector through
the linear theory of elasticity and using the scheme of geometric theory of defects, in which the
medium is characterized by geometric objects such as curvature and torsion, we find the com-
ponents of the metric tensor. We calculate also other geometrical quantities as the Riemann and
Ricci tensor, and the scalar curvature as well as the energy-momentum tensor. In these quan-
tities, 6-functions show up, indicating divergence in the surface where the defect is located.
Outside this surface, the medium has an Euclidean geometry. We solve the geodesic equations
for the outer region to the defect and we observed, despite being located, its influence on the
movement in this region.

Keywords: Trajectories, Dislocation, Spherical symmetry.
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1 INTRODUCAO

A fisica é uma ciéncia baseada na experimentagcdo. Isto significa que as teorias fisicas
devem ser corroboradas pela observagdo ou evidéncia experimental. Sendo assim 0s nossos
modelos, os quais s@o representacdes dos fendmenos mais fundamentais construidos numa lin-
guagem matemadtica, t€ém que descrever realmente algum fendmeno na natureza. Apesar disso,
nem sempre uma confirmagdo factual do modelo em determinado momento € possivel, o que
nao impede que o trabalho do fisico tedrico seja feito porque este pode ocorrer de duas maneiras:
modelos podem ser criados para um conjunto de observacdes ou fatos experimentais conheci-
dos; ou também podem ser criados mesmo ndo havendo confirmacdo experimental sendo que
no futuro passardo pelo crivo da experiéncia. A histdria da fisica é cheia de ocorréncias dos

dois tipos e 0 exemplo mais conhecido do segundo tipo € a Teoria das Cordas.

Na sua atividade, o tedrico tem liberdade para criar modelos quaisquer, contanto que exista
consisténcia logica interna e que esteja de acordo com os modelos j4 bem estabelecidos pela
evidéncia experimental. O exemplo mais comum desta atividade € a juncdo de duas ou mais
teorias dando origem a uma nova com uma capacidade muito maior para abordar os problemas e
com previsdes que ndo havia antes. Citaremos como exemplo a Teoria Geométrica de Defeitos
[1] a qual trata de meios com defeitos, especialmente cristais, utilizando um formalismo ge-
ométrico, mais precisamente o da gravitagdao com tor¢do. Esta abordagem no estudo de cristais
deformados, embora ndo sendo dnica [2], tem suas vantagens em relacdo a tradicional Teoria
da Elasticidade, por exemplo, nela € possivel abordar distribui¢des continuas de defeitos além

de usar o robusto formalismo da Geometria Diferencial.

O uso deste modelo geométrico tem sido frequente no tratamento de muitos problemas fisi-
cos, como por exemplo, a equagdo de Schrodinger na presenca de defeitos foi considerada em
[3, 4, 5] e o espalhamento de fonons em meios deformados foi estudado em [6, 7]. O problema
de uma deslocac@o com simetria cilindrica foi estudado [8] e aplicado em nanotubos com dupla
camada [9]. Seguindo essa linha, estudamos neste trabalho o problema de uma deslocacdo com

simetria esférica. Encontramos a métrica para um meio contendo um defeito com esta carac-
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teristica, calculamos algumas quantidades geométricas como os tensores de curvatura e de Ricci

e estudamos as equacdes geodésicas.

O trabalho estd dividido na seguinte maneira: no capitulo dois apresentamos os principais
resultados da teoria linear da elasticidade que foram utilizados neste trabalho, especialmente
a equacdo para o estado de equilibrio de um meio ndo submetido a acdo de forcas externas;
no terceiro capitulo introduzimos brevemente alguns conceitos da teoria de cristais, em partic-
ular a no¢do de deslocacdo que € um defeito bastante comum em cristais; no capitulo quatro
colocamos de forma sucinta a teoria geométrica de defeitos e suas principais caracteristicas;
no quinto capitulo construimos um defeito com simetria esférica no material e determinamos
varias quantidades geométricas para 0 mesmo como também resolvemos, para 0s movimentos
radial e no plano equatorial, as equagdes geodésicas na regido externa ao defeito; seguindo este

capitulo vem as conclusdes e perspectivas.
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2 TEORIA DA ELASTICIDADE

A teoria da elasticidade € a drea da fisica que estuda a mecanica dos meios deformaveis, 0s
quais depois de removidas as forcas que produzem deformacdes, recuperam sua forma inicial.
Todos os materiais possuem, até um certo limite, a propriedade da elasticidade, ou seja, se as
forcas externas que produzem deformacgdes na estrutura do material ndo ultrapassam um certo
limite, as deformacdes desaparecem com a remog¢ao das forcas. Na teoria da elasticidade, a es-
trutura molecular de que s@o constituidos os corpos nao é considerada. Nesta teoria, considera-
se que a matéria constituinte dos corpos eldsticos é continuamente distribuida por todo o seu
volume de tal forma que uma pequena por¢do do corpo possui as mesmas propriedades fisicas

do corpo inteiro [10, 11].

A passagem de uma estrutura discreta para uma continua, isto é, a substituicdo da rede
molecular por um meio continuo, implica uma mudanga radical na descricdo do material a
qual passa de uma abordagem microscOpica para uma macroscopica, € requer novos conceitos,
termos e relacdes [12]. Por este motivo, a teoria da elasticidade encontrou algumas dificuldades
no inicio de seu desenvolvimento. De um lado havia a teoria da estrutura molecular dos corpos
de Newton, e de outro a representacao desses corpos por meio de um continuo mateméatico no
qual € possivel obter distancias infinitesimais. Diante disso, os primeiros trabalhos em teoria
da elasticidade receberam muitas criticas e tiveram sua validade questionada. Mas o fato de até
mesmo um volume muito pequeno do material conter um nimero muito grande de moléculas,
permitiu aos pesquisadores ultrapassarem esta barreira conceitual ligando o espaco continuo
da representacdo matematica a estrutura discreta dos corpos solidos. Isto tornou possivel a
aplicagdo das técnicas matematicas a esta nova drea da fisica. O sucesso da teoria da elasticidade
na resolucao de problemas importantes fez todas aquelas dividas, referentes a justificacao fisica
dos métodos utilizados, desaparecerem. Por isso € dito que a teoria da elasticidade é baseada na
hipétese da estrutura continua dos s6lidos, embora esta seja somente uma hip6tese de trabalho
[13].

A teoria da elasticidade se desenvolveu em um importante ramo da fisica matemdtica na
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primeira metade do século XIX. Antes disso, os cientistas dos séculos XVII e XVIII, como
Galileu Galilei, E. Mariotte, R. Hooke, J. Bernoulli, L. Euler, C. A. Coulomb e outros, tra-
balharam a teoria de curvas e flexdes em barras elasticas finas. No inicio do século XIX, J.
L. Lagrange e Sophie Germain resolveram o problema de curvas e vibragdes em placas eldsti-
cas finas. Os fundamentos da teoria da elasticidade foram estabelecidos pelos franceses A. L.
Cauchy, C. L. M. H. Navier e S. D. Poisson, que derivaram as equacdes diferenciais bdsicas
desta teoria. Nos séculos XIX e XX, a teoria atraiu a atencao de muitos outros pesquisadores,
0s quais, ao lado dos fundadores, contribuiram muito para seu estabelecimento como ciéncia,
dentre eles podemos citar M. V. Ostrogradsky, G. Lamé, B. P. E. Clapeyron, B. de Saint-Venant,
G. Green, J. C. Maxwell, Lord Kelvin (Sir W. Thomson), Lord Rayleigh e outros. Para uma

apresentacdo histérica completa, ver [14].

2.1 O TENSOR DE DEFORMACAO

Quando submetidos a acao de forcas aplicadas, os corpos sélidos exibem deformacgao mu-
dando sua forma e volume. A deformacao sofrida por um corpo pode ser descrita matematica-
mente da seguinte maneira: seja a posicao de um ponto qualquer do corpo definida por seu vetor
posicdo r = (x', x>, x*) em um sistema de coordenadas. Quando o corpo é deformado, todos os
pontos, em geral, sdo deslocados. Sejam r(x') e r/ (xi/) os vetores que definem as posicdes do
ponto antes e depois da deformacdo, respectivamente. O deslocamento deste ponto devido a

deformacio € dado pelo vetor r’ —r, denotado por u:

/

W =x" —x, (i=1,2,3). (2.1.1)

O vetor u € chamado de vetor deslocamento.

Quando um corpo € deformado, a distancia entre seus pontos também muda. Sejam P e Q
dois pontos préximos. Se o vetor que os liga antes da deformacao for dx’, depois da deformagio
serd dx' = dx! +du'. Se a distancia entre eles antes da deformac@o era dl, depois dela sera dl’.
Como dul = g—)’j,idxk, temos

ou' ou' du’

dl’* = dI* + 27— dx'dxX* + =
+ oxk o + oxk ox!

dxdx!, (2.1.2)

com a repeticdo dos indices indicando uma soma. O segundo termo pode ser colocado na forma
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simétrica

o o
axk =~ oxi
l/2

) dxdx*. (2.1.3)
No terceiro termo, trocamos i <> [, entdo dI'“ assume a forma

dI” = dI* 4+ 2gpdx‘dx", (2.1.4)

onde o tensor &, é definido como

1 /ou  du*  dul du
tk==|=—+=—+=—==5 - 2.1.5
k=5 (axk T o T ox axk) (215)
O tensor g € chamado de tensor de deformacdo. Da defini¢do, ele € simétrico:
Eik = &, (2.1.6)

e € o objeto geométrico responsavel pelo estado deformado do corpo.

Na prdtica, as deformacOes sdo pequenas. Isto significa que a mudanga na distancia en-
tre pontos do corpo € pequena se comparada as dimensdes deste, ou seja, as extensoes rel-
ativas (dx’ — dx')/dx!, sdo pequenas diante da unidade. Se um corpo é sujeito a pequenas
deformagdes, todas as componentes do tensor de deformagao sdo pequenas e, em geral, para
este tipo de deformagio, o vetor deslocamento também é pequeno [15]. Neste caso, u’ e suas
derivadas sdo pequenos e pode-se desprezar em (2.1.5) o dltimo termo. Assim, para pequenas
deformacdes, o tensor de deformacdo é dado por

1 /dut  Jut
Sl'kzz (W—FW) . 2.1.7)

A teoria baseada na defini¢cdo de g; dada por (2.1.7) € chamada de teoria linear da elastici-
dade [12]. Nesta teoria, o principio de sobreposi¢do € valido, ou seja, o deslocamento causado
por um conjunto de forcas atuando no corpo € igual a soma daqueles causados pelas forcas

individuais [16]. Para um tratamento da teoria ndo-linear da elasticidade, ver [17].

2.2 O TENSOR DE ESTRESSE

Em um corpo ndo-deformado, o arranjo das moléculas corresponde a estados de equilibrio

térmico, e todas as partes do corpo estdo em equilibrio mecanico. Quando ocorre a deformagao,
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o arranjo das moléculas € alterado e o corpo deixa seu estado original de equilibrio, neste
momento surgem forcas as quais tendem a trazer o corpo ao equilibrio. Estas forcas internas
que surgem no corpo deformado, sdo chamadas de estresses ou tensdes internas. Se nao existe

deformacdo, ndo ha tensdes internas [15].

Consideremos a forga total em alguma por¢ao do corpo. Primeiramente, forca total € igual
a soma de todas as forcas sobre todos os elementos de volume nesta por¢ao do corpo, isto &, ela
pode ser escrita como uma integral de volume [FdV, onde F ¢ a for¢a por unidade de volume e
FdV ¢ a forca sobre o elemento de volume dV. Segundo, as for¢as com as quais as vérias partes
da porcao do corpo considerado atuam uma sobre as outras devem se cancelar pela terceira
lei de Newton, portanto a forga total resultante deve ser zero. A forca total pode, portanto,
ser considerada como a soma das forcas exercidas sobre a dada por¢ao do corpo pelas por¢des
vizinhas a ela. Assim, estas for¢as atuam sobre a superficie desta porcao e a forga resultante
pode ser representada como a soma das forcas atuando sobre todos os elementos de superficie,

isto €, uma integral sobre a superficie [15].

Assim, para qualquer por¢do do corpo, cada uma das trés componentes [ F;dV da forca
resultante de todas as tensdes internas pode ser transformada em uma integral sobre a superficie.
Entdo, o vetor F; deve ser a divergéncia de um tensor de segunda ordem,

80,-k

Fi=F&

(2.2.1)

Assim, a forca sobre qualquer volume pode ser escrita como uma integral sobre a superficie

fechada limitando o volume:

/ FdV — / 9% s — ]{ inday. (222)
oxk

O tensor o;; ¢ chamado de tensor de estresse ou de tensdo. De (2.2.2), o da; € a i-ésima

componente da forgca sobre o elemento de superficie da.

No equilibrio, as tensdes internas em todo elemento de volume tem que se balancear, isto

€, F; = 0. Assim, as equacdes de equilibrio para um corpo deformado sdo:

8c7ik .
Sg =0 (2.2.3)

Se o corpo estd em um campo gravitacional, a soma F 4 pg, das tensdes internas e a forca

gravitacional (por unidade de volume) tem que se anular. p € a densidade e g € a aceleracdo da
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gravidade. Neste caso, as equagOes de equilibrio sdo [15]:

X 4 pgi=0. (2.2.4)

2.3 AS EQUACOES DE EQUILIBRIO

Para corpos sélidos isotrépicos, ou seja, corpos cujas propriedades eldsticas sdo as mesmas

em todas as direcoes, o tensor de tensdo, em termos do tensor de deformacao, é dado por [15]

E o
Oik = Ttro (Sik+ e 8115,~k) , (2.3.1)

onde E € o mddulo de extensdo ou moédulo de Young, e ¢ € a razdo de Poisson, que dd a

razdo da compressao transversal pela extensdo longitudinal. Estas quantidades sdo dadas pelas

expressoes
OKu
= 232
3K+ i1 (2.3.2)
(3K —2p)
o=_——F. 233
2(3K+u) (23.3)

onde K é o médulo de compressdo hidrostatica e i € o médulo de rigidez. K e u sdo sempre

positivos, e o varia entre —1 (para K =0) e % (para u = 0), assim

1
—-1<0o< 7 (2.34)
De (2.3.1) temos
80—1’]( . Eo 86;, E 88ik (2.3.5)
oxk  (14+0)(1-20) dx'  1+0 dxk’ o
Substituindo (2.3.5) e (2.1.7) em (2.2.4), obtemos as equagdes de equilibrio na forma
E o%u' E d%u!
. = 0. 2.3.6
2(1+0) (072 T 2(1+0)(1—20) axioxd | P (2.3.6)
Estas equacdes podem ser escritas em notacdo vetorial. As quantidades gi—,’f)lz sd0 as compo-
nentes do vetor Au, com A =V -V o operador laplaciano, e g—)‘zj =V -u. Assim, as equacdes
de equilibrio tornam-se
2(1+o
Au+ 1 _ZO_V(V-u) = —pg%. (2.3.7)
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E dtil transformar (2.3.7) usando a identidade V(V -u) = Au+V x (V x u), entio

1-20
2(1-o0)

1+0)(1—20)
E(l1—-o0)

V(V-u)— Vx (Vxu)= —pg( (2.3.8)

Escrevemos as equagdes de equilibrio para um campo gravitacional uniforme pois esta €
a forca mais comum em teoria da elasticidade. Quando a deformacao € causada somente por

forgas aplicadas a superficie do corpo, as equagdes de equilibrio tornam-se:

(1-20)Au+V(V-u)=0. (2.3.9)

2(1—0)V(V-u)— (1 —206)V x (Vxu) =0. (2.3.10)

Para um tratamento completo da teoria da elasticidade ver [10, 11, 13, 14, 15, 17].
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3 DEFEITOS EM CRISTAIS

A cristalografia € uma ciéncia que estuda a estrutura da matéria na escala atomica deter-
minando, classificando e interpretando as estruturas geométricas dos solidos, em particular os
cristais. Um cristal € um sélido tridimensional cuja estrutura microscopica € caracterizada por
uma repeticdo periddica do arranjo de atomos. Tal periodicidade na estrutura atbmica afeta
varias propriedades macroscépicas. Propriedades fisicas como dureza, condutividades elétrica
e térmica, indice de refracdo, dependem da orientagdo. Propriedades independentes da orien-

tacdo sdo chamadas de isotrdpicas e as dependentes de anisotropicas [18].

Um arranjo periddico perfeito da estrutura atdmica ndo existe em cristais reais. Todo cristal
¢ mais ou menos desordenado. Esta desordem é chamada de defeito estrutural. Muitas pro-
priedades como condutividade elétrica e propriedades mecanicas dependem dos defeitos na
estrutura. Estes defeitos podem surgir por varios motivos. O mais importante € por movimen-
tos dos atomos devido as agitagdes térmicas. Impurezas e vacancias também sdo desordens.
Um outro tipo de defeito de fundamental importancia nas propriedades fisicas dos cristais sdo
as deslocagdes, defeitos lineares que sdo translacdes ou deslocamentos de uma parte do cristal
com relacdo a outra parte. Portando, deslocacdes sao defeitos associados a quebra de simetria

de translacdo do arranjo cristalino [2, 18].

3.1 DESLOCACOES

As primeiras indicagOes para a existéncia de deslocac¢des ocorreu no século XIX no estudo
de deformacdes em metais. Em 1907, Vito Volterra, investigando o comportamento eldstico de
meios homogéneos e isotropicos, considerou as propriedades eldsticas de um cilindro que tinha
sido cortado e deformado como mostra a Fig. 3.1. As configuracdes (b) e (c) correspondem a

deslocacdes laterais, edge dislocations, e (d) a uma deslocacdo tipo hélice, screw dislocation.
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As configuragoes (e), (f) e (g) foram chamadas de desclinagdes [16, 19].

Figura 3.1: Um cilindro (a) inicialmente cortado e deformado, de (b) a (g), para produzir seis tipos de

distor¢des como proposto por Volterra [16].

Em 1934, a deslocagdo lateral, mostrada na Fig. 3.2, foi proposta por Orowan, Polanyi
e Taylor para explicar diferencas entre os resultados experimentais e tedricos do estresse em

cristais. Em 1939, Burgers estudou a deslocacao tipo hélice, Fig. 3.3 [16].

a8
DOSSeE
(D¢
Q».»‘. > "e.f-'o &)

S A A ¢
PO —0—0—0O0—O
R

5 A
O C—O

Figura 3.2: Deslocagio lateral em um cristal [16].

O desenvolvimento da teoria de deslocacdes pode ser dividida em trés periodos. No primeiro,
até 1950, a teoria foi desenvolvida para configuragdes de simples deslocacOes, geralmente lin-
has de deslocacdes em meios continuos isotrépicos infinitos. Este periodo é marcado pelos

trabalhos de Orowan, Polanyi, Timpe, Taylor, Burgers, e outros. No segundo periodo, de 1950
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a 1965, foi feito um extensivo trabalho na teoria de defeitos principalmente a tentativa de for-
mular teorias para distribui¢cdes continuas de deslocagcdes. Para citar alguns nomes, Kroner,
Eshelby, Kondo, Nabarro. No terceiro periodo, a partir de 1965, a geometria diferencial tornou-
se uma parte integrante da teoria de deslocacdes. Ainda na década de 1950, Kondo estabeleceu

a relacdo entre teoria de deslocagdes e geometria ndo-riemanniana [2].

7
]
/

Figura 3.3: Deslocagio tipo hélice em um cristal [16].

As deslocagdes podem ser vistas como defeitos topoldgicos, pois a presenca delas altera a
topologia do meio. Os defeitos topoldgicos estdo associados a quebra de simetrias. Um defeito
topoldgico em geral € caracterizado por uma regido central (um ponto ou uma linha), onde certa
ordem € destruida, e por uma outra regido onde algum parametro associado a ordem varia no
espaco. Defeitos topoldgicos possuem diferentes nomes dependendo da simetria quebrada e do
sistema em questdo. Em hélio superfluido sdo chamados de vértices, em cristais periddicos sao

deslocagdes, e em cristais liquidos desclinagdes [2, 20].

3.2 O VETOR DE BURGERS

Outras formas de deslocacdes podem ser construidas através de um esquema desenvolvido
por Burgers e mostrado na Fig. 3.4. Consideremos qualquer curva fechada no material: (a)
fazemos um corte ao longo de qualquer superficie limitada pela linha; (b) deslocamos o material
de um lado desta superficie por um vetor b relativamente ao outro lado, o vetor b € chamado de

vetor de Burgers [21].
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Figura 3.4: Método para gerar deslocagio em um material. Um corte ¢é feito ao longo da superficie limitada

pela curva. O material de um lado da superficie do corte € deslocado em relagdo ao outro lado por um vetor b [21].

Consideremos um circuito fechado, By, em um cristal ideal cuja orientacdo pode ser es-
colhida arbitrariamente, e um circuito imagem em um cristal deformado (Fig. 3.5). Para cada
passo, ao longo do circuito, feito na rede do cristal sem defeito, um passo correspondente sera
feito sobre o circuito imagem no cristal deformado. Se os sitios na rede original sdo denotados
por Xx,, 0s pontos imagens serdo denotados por X, +u(x,), onde u(x,) é um deslocamento. Em

cada passo, o ponto imagem move-se de uma forma levemente diferente do original.

edge dislocation Burgers’ vectors b =YAu=#0

Figura 3.5: Defini¢do do vetor de Burgers b. Na presenca de deslocagio, a imagem de um circuito o qual é

fechado em um cristal ideal ndo se fecha em um cristal com defeito [22].

Enquando o circuito By é fechado no cristal ideal, no cristal com defeito o circuito imagem
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permanece aberto. Esta diferenga é dada por um vetor b(x), o vetor de Burgers
Y Aui(xy) =¥, (3.2.1)
By

onde Au'(x,) sdo os incrementos no vetor deslocamento passo a passo. O procedimento inverso
também pode ser feito: considerar um circuito fechado, B, em um cristal deformado e o circuito

imagem em um cristal perfeito.

Se considerarmos o processo no limite continuo
/ du'(xg) =1b'. (3.2.2)
B

O circuito B € chamado de circuito de Burgers. Na Fig. 3.6 temos um circuito de Burgers em

uma deslocacdo tipo hélice.

screw dislocation

Figura 3.6: Vetor de Burgers em uma deslocagio tipo hélice [22].

Para um tratamento mais completo ver sobre este assunto ver [16, 22].



23

4 TEORIA GEOMETRICA DE DEFEITOS

O papel desempenhado pela geometria na fisica € grande e o exemplo mais conhecido é
a Teoria Geral da Relatividade. Como ja foi dito, sua importancia também foi percebida por
fisicos ao estudarem solidos com defeitos. Desde entdo, a descricao geométrica de defeitos em
s6lidos tem atraido muita aten¢do nos ultimos anos [2]. Nesta abordagem, a tor¢cao é um objeto

geométrico que desempenha um papel central.

A torg¢do foi introduzida por E. Cartan em 1922 como uma tentativa de modificar a Teoria
Geral da Relatividade, permitindo o espago-tempo ter tor¢cao além da curvatura riemanniana.
Ele relacionou a tor¢do a um momento angular intrinseco da matéria [23]. Cartan foi influen-
ciado pelos trabalhos dos irmaos Cosserat (1909), os quais, estudando s6lidos, consideraram os
pontos de um meio eldstico como tendo tanto rotagdo como graus de liberdade de translagdo.
Nos anos 50 a torcao foi introduzida na teoria de cristais com defeitos sendo relacionada com

as deslocacoes [24]. Aspectos cldssicos e quanticos da tor¢ao podem ser vistos em [25].

Uma dessas abordagens geométricas € a Teoria Geométrica de Defeitos [1]. Neste modelo,
o cristal é considerado como um meio elastico continuo possuindo uma estrutura de spin. A
geometria do espaco é de Riemann-Cartan, na qual existe curvatura e tor¢do ndo nulas. Se
o campo do vetor deslocamento possui descontinuidades, entdo existem defeitos na estrutura

eldstica do material. Defeitos como deslocagdes correspondem a tor¢ao nao-nula.

Nesse esquema, as deformidades do meio funcionam como fontes de curvatura e torcao.
Defeitos na estrutura de spin sdo chamados de desclinagdes e correspondem a curvatura rie-
manniana nao-nula. Quando o meio possui somente deslocagdes, a curvatura € nula e a tor¢ao
¢ diferente de zero, configurando entdo um espago de absoluto paralelismo porque o desloca-
mento paralelo de vetores ndao depende do caminho. A densidade superficial do vetor de Burgers

€ entdo identificada com o tensor de tor¢ao [26].

A Teoria Geométrica de Defeitos, devido as suas caracteristicas, aborda tipos diferentes de

deformacgdes em materiais sob um unico aspecto, o geométrico. Além disso, ela permite tratar
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tanto as configuracdes de defeitos individuais quanto as distribui¢des continuas de defeitos, as
quais ndo podem ser descritas dentro da Teoria da Elasticidade, bem como obter os resultados
desta tltima na aproximacao linear [27]. Outro fato € a analogia que pode ser feita entre os
problemas em gravitacdo e em matéria condensada, uma vez que existe uma equivaléncia entre
a gravitagcdo tridimensional com tor¢do e a teoria de defeitos em sélidos, ou seja, qualquer
solugdo para a gravitacdo tridimensional possui uma interpretagdo na Teoria da Elasticidade

[1].

4.1 ASPECTOS MATEMATICOS GERAIS

Apresentaremos brevemente algumas no¢des matemadticas utilizadas neste trabalho, espe-

cialmente a notacao tensorial. Um tratamento completo pode ser visto em [28].

Um tensor de tipo (p,q) e ordem p + g é relativamente a um sistema de coordenadas

x!,...,x", um conjunto de quantidades Tl{ 1"1.'] ? definidas em cada ponto do espaco. Sob uma
i
/ / . .
mudanga de coordenadas x* = x* (x!,... x"), estas quantidades se transformam da seguinte
maneira:

. N . .
ox" dx'rdx)t dxla i i,
oxit dxlr gx/i Qs I

./
i
-/

J1

4.1.1)

)
.lp .
gy —
‘jq

A métrica ¢ um tensor de segunda ordem covariante simétrico g,y (x) = gyu(x) e ndo-
degenerado (detg,, # 0), que se transforma sob mudangas de coordenadas x* — x“/(x) de

acordo com (4.1.1) Sl gy
x* dx
Suwv = Ok’ axv/gliv- 4.1.2)

Em um espaco euclideano com coordenadas cartesianas, a métrica € dada por

gij = 6ij. (4.1.3)

Por meio da métrica é possivel definir o produto interno de vetores (X,Y)
(X,Y) =X"Y"guy. (4.1.4)

Dada a métrica, podemos construir sua inversa, g"", tal que g"Vgy, = 3# .

Uma conexdo, em um sistema de coordenadas, dada pelo conjunto de quantidades I";,” (x)



25

que se transformam da seguinte maneira,

4.1.5)

. 8xp/( p8x“ oxV 02xP )
u’v’ 9

~ oxP Y oxH oxY + dxt dxv'

¢ dita ser afim. Através da conexdo € possivel construir um tipo de derivada, chamada de

derivada covariante V, de tensores da forma

VTl = OuTp! T Tt e = Tp PTG = (4.1.6)

Para escalares, V¢ = dy,@. O fato relevante é que a derivada covariante introduz um indice

tensorial.

Da parte anti-simétrica de (4.1.5) podemos construir um tensor chamado de tensor de tor¢ao
T‘uvp = Fuvp _Fv‘up (4.1.7)

Em geral, a conexdo I';” nao possui simetria em seus fndices nem estd relacionada a métrica
guv- Estes objetos sdo definidos de modo completamente independente. Se sdo dadas a métrica

g e a conexdo afim I', dizemos que uma geometria afim foi definida no espaco.

Dada uma geometria afim, podemos construir um tensor chamado de nao-metricidade Qy,vp

definido como a derivada covariante da métrica

—Quvp = Vugvp = ugvp —Tuv’8op —Tupgvo- 4.1.3)

A combinacao
Vugvp+Vv&pu —Vpguv

produz a expressao para a conexao afim com todos os indices abaixados:
1
5 (Tuvp — Tvpp + Touv) +

1
LCuvp =Tuv 8op = D) (augvp +vgpu — apgu\/) +
1
+§ (qup + Ovpu — Qp,uv) . 4.1.9)

Para definir uma geometria afim num espago, € necessario definir trés tensores: métrica, tor¢ao
e ndo-metricidade. Estes tensores sdo especificados de maneira arbitrdria e sdo todos indepen-

dentes.

H. Weyl, tentando unificar gravitacdo e eletromagnetismo, propds uma ndo-metricidade do
tipo
Ouvp = Wugvp, (4.1.10)

onde W, foi identificado por Weyl com o potencial eletromagnético, assumindo tor¢do nula.
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Se sdo dadas a métrica, a torcao e a ndo-metricidade na forma (4.1.10), dizemos que uma

geometria de Riemann-Cartan-Weyl € definida no espaco.

Se a ndo-metricidade € nula (Quvp = 0) € a torgdo € diferente de zero, uma geometria de

Riemann-Cartan é dada. Neste caso, a conexdo € dada por

1

1
Tuvp = 5 (dugvp +vgppu — dpguv) + 3 (Tuvp — Tvpu +Tpuv) - (4.1.11)

9|

Esta conexdo € dita ser métrica porque a derivada covariante da métrica é zero.

Se a tor¢do é nula (Tyy” = 0) e a ndo-metricidade é da forma (4.1.10), uma geometria de

Riemann-Weyl é dada.

Se tanto a ndo-metricidade quanto a torgdo sio nulas, temos Qyp =0 e T,y =0, e con-
sequentemente obtemos uma geometria de Riemann. Neste caso, a conexao € simétrica e dada
a partir da métrica:

- 1

Esta conexdo é chamada de conexdo de Levi-Civita, ou simbolos de Christoffel.

Uma linha geodésica é uma curva x*(¢) tal que um vetor tangente sempre permanece tan-
gente sob transporte paralelo ao longo da curva. Com o parametro ¢ escolhido ao longo da

curva, uma linha geodésica é definida pelo sistema de equacdes
i = —TypHVxP, (4.1.13)

onde o ponto indica deriva¢do com relagado a ¢.

Um outro objeto importante € o tensor de curvatura, dado por

Ruvp® = 9ulvp® —Tup™ Ty % — (1 43 v). (4.1.14)

A contragdo do tensor de curvatura produz o tensor de Ricci, R;pv” = Ryy. Na geometria
riemanniana, o tensor de Ricci € simétrico nos indices: Ry = Ryy,. Também podemos construir

o escalar de curvatura R = R, vg"".

Com o tensor de Ricci e o escalar de curvatura escrevemos as equacdes de campo de Ein-
stein
1 dnG
R”V_ERg”V = TTNV’ (4115)

sendo G a constante de Newton, c a velocidade da luz e 7}, 0 tensor momento-energia, respon-

savel pelo conteido material.
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Na Teoria geométrica de Defeitos, a geometria é de Riemann-Cartan e, por defini¢do, os
tensores de torcdo e curvatura sdo iguais as densidades superficiais dos vetores de Burgers e de

Frank ! respectivamente. Assim, de (3.2.2),

/dx“&uui(x) :bii//dx“dva#vi, (4.1.16)
c S

onde S é qualquer superficie limitada pelo contorno C [26]. Dessa forma, as deslocagdes atuam
como fontes de tor¢do no meio, uma vez que a presenga delas € indicada pela existéncia de um

vetor de Burgers diferente de zero.
Se o meio contém somente deslocagdes, a tor¢io pode ser escrita em termos das triadas ey’
Tuv' = dyey' — dvey', (4.1.17)

onde elas satisfazem a relagdo

Suv = eu'ey'dij, (4.1.18)

com detey,’ # 0. As componentes inversas e/, satisfazem

0ij=e!ie¥ jguv. (4.1.19)

Para mais detalhes do formalismo usado na Teoria Geométrica de Defeitos e como ela se

relaciona com a Teoria da Elasticidade, ver [1, 26].

'Nzo iremos abordar aqui o vetor de Frank porque ele estd associado a um outro tipo de defeito, chamado de
desclinagdo, que aparece em cristais liquidos e estd associado a deformidades na estrutura de spin.
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5 DESLOCACAO COM SIMETRIA ESFERICA

5.1 APRESENTACAO DO PROBLEMA

A partir de agora iremos tratar o problema de uma deslocagdo com simetria esférica do

ponto de vista da teoria linear da elasticidade.

Consideremos um espaco euclideano tridimensional R?, meio el4stico infinito homogéneo
e isotropico, com coordenadas X, yi, i =1,2,3. A métrica euclideana é denotada por §; =
diag(+,+,+). A varidvel bdsica na teoria da elasticidade é o campo do vetor deslocamento
u (x), x € R, o qual mede o deslocamento de um ponto no meio eléstico. Na auséncia de forcas

externas, a equacgdo que descreve o estado de equilibrio do meio eléstico € a (2.3.9):
(1-20)Au+V(V-u)=0.

As condi¢des de contorno para (2.3.9) serdo dadas pelo problema a ser resolvido.

A deslocacdo esférica é mostrada na Fig. 5.1. Esta deslocacdo é produzida da seguinte
maneira: cortamos uma casca esférica do meio material localizada entre as duas esferas de
raios ry e rp, (r; < rp), e movemos as superficies do corte uma em dire¢do a outra colando
em seguida. No estado de equilibrio, a superficie onde ocorreu a identifica¢do terd um raio p.
Apresentamos um caso onde parte do material foi removido. O contrdrio também pode ser feito

(adicionar material ao meio).
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Figura 5.1: Deslocagio produzida ao ser retirado material da casca esférica e posterior identificacdo das

superficies esféricas de raio r; e rp com a superficie de raio p.

O problema sera formulado e resolvido em coordenadas esféricas (r, 0, ¢) devido a simetria.
Denotaremos as componentes do vetor deslocamento em coordenadas esféricas por u”,u®,u?.
No nosso caso, u? = u? =0 por simetria, € a componente radial, #”, depende somente do raio
r,u” = u"(r) = u(r). Na nossa notacio, o ponto com coordenadas y’, depois da deslocagio, foi
movido para o ponto com coordenadas x’. Denotamos por y = (v, 8, ¢), em coordenadas esféri-
cas, as coordenadas antigas e por x' = (1,0, ¢) as novas coordenadas. Somente a coordenada
radial muda apds a deslocac@o y — r, os angulos ndo sao alterados. Dessa forma, teremos para

a mudanga das coordenadas a expressao
Vo= xt =y ul(x), (5.1.1)

com o vetor deslocamento sendo a diferenca entre as coordenadas novas e as antigas, u'(x) =
x' —y'. As componentes do vetor deslocamento devem ser funcdes das novas coordenadas

porque na presenca de deslocacdes as coordenadas antigas y* ndo cobrem todo o espago [8].
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5.2 RESOLUCAO DO PROBLEMA

Para resolver (2.3.9) no nosso problema, vamos escrever o laplaciano da componente radial

do vetor deslocamento, a Unica ndo-nula, e a divergéncia em coordenadas esféricas:

1 2
Au| = r—28r(r28ru) — i (5.2.1)
1 2
V.ou= r—28r(r u). (5.2.2)
Assim, substituindo (5.2.1) e (5.2.2) em (2.3.9), encontramos
Lo Pouy— 2u| +0, | Lo,
(1-20) = - (r ,u)—r—zu + 0, = (r-u) | =0. (5.2.3)

Se, no primeiro termo de (5.2.3), calcularmos a derivada e depois agruparmos os termos, en-
contraremos

1 ’ 2 1 ’

r_gar(” orut) — r_zu =0, r—zar(’” u)| .
Entdo, (5.2.3) resulta em

(2—20) {a, [%8,(}’2@] } =0. (5.2.4)
Como o # 1, de (2.3.4), temos

1
o | —=0,(rPu)| =0. 525
[rz (r ”)] (5.2.5)
Entdo, a solucdo geral de (5.2.5) € da forma
C C
u(r) = ?lr—l— r_22 (5.2.6)

com Cj e C; constantes de integracao.

A expressdo (5.2.6), € a solucdo geral para o vetor deslocamento, quando este possui so-
mente a componente radial, na teoria linear da elasticidade. Quando existem deslocagdes no
meio, o vetor deslocamento apresenta descontinuidades [26], sendo assim, de (5.2.6), obtemos
duas solucdes para o nosso caso, a saber, uma solucao interna e outra externa a superficie es-

férica onde ocorreu a identificacdo.
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5.2.1 A Solugdo Interna

Para encontrarmos a forma explicita da solucao interna, devemos estabelecer as condi¢des

de contorno que o vetor deslocamento deve satisfazer. As condi¢des sao

limu(r) =0, (5.2.7)
r—0
lim u(r) =p —ry. (5.2.8)
r—p—

A condigdo (5.2.7) é para que ndo tenha deslocamento na origem. J4 a condigdo (5.2.8),
vem de (5.1.1) pois r = p quando y = r; no processo de identificacdo. Assim, de (5.2.6) com as

condicdes (5.2.7) e (5.2.8), encontramos os valores das constantes de integracao

C1:3<p_r1>7
p

G, =0.

Dessa forma, encontramos como solucio para a regido interna

ing (1) = (p ; rl) o 0<r<p. (5.2.9)

5.2.2 A Solug¢do Externa

Para a solugdo externa, as condicdes de contorno sao

lim u(r) =0, (5.2.10)
o0
lim u(r)=p—rs. (5.2.11)
r—pt

A condigdo (5.2.10) € necessaria desde que assumimos que o defeito ndo exerce efeito algum
no infinito. A condicdo (5.2.11) também vem de (5.1.1), pois r = p quando y = r; no processo

de identificacdo. Entdo, de (5.2.6) com as condig¢des (5.2.10) e (5.2.11), encontramos
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Entdo a solucdo externa é da forma

2(p _
Uext () = —w, p <r<oo. (5.2.12)

5.2.3 A Descontinuidade em u

Das solugdes (5.2.9) e (5.2.12), podemos encontrar a descontinuidade do vetor desloca-
mento u na superficie de identificacao,

Hm wp(r) — M wey(r) =rp—ri =1. (5.2.13)
r—p- r—pt

Chamamos de [ a espessura da casca esférica de material que foi retirada (ou adicionada, de-

pendendo do caso) do meio.

De (5.2.13), vemos que na superficie de identificacdo, as derivadas laterais de (5.2.9) e
(5.2.12) coincidem, esta continuidade da derivada do vetor deslocamento é garantida pelo teo-

rema de Weingarten [22], portanto

dutin (1)
dr

_ Aoy (7)
dr

(5.2.14)

r—p~ r—p+t

Entdo, de (5.2.9), (5.2.12) e (5.2.14), encontramos o valor do raio da superficie de identificacdo

no estado de equilibrio,
2rp 411

3

Diferentemente do caso cilindrico [8], este valor ndo é a média aritmética de | e r».

. (5.2.15)

Vamos escrever u em termos de [ e p. Para isso, usamos (5.2.15) e (5.2.13) e encontramos

-2
=P (5.2.16)
3
r = % (5.2.17)
Entao, as solugdes (5.2.9) e (5.2.12) ficam na forma
21
Uit (1) = 51’, 0<r<p, (5.2.18)
/ 2
tou (r) = — P p<r<oo. (5.2.19)

372’
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5.2.4 A Métrica Induzida

Agora, vamos calcular as componentes da métrica induzida pela deslocacdo. Antes da

deformacdo, a métrica, em coordenadas esféricas, era dada por
s 2 2.2
gij = diag(1,(y)~, (y)"sin”0). (5.2.20)

A deformagio causa uma mudanga na métrica g;;, dada por

vk oyl _

8ij = Wﬁgkl' (5.2.21)

Como as coordenadas angulares nio mudaram, x> = y? = 6 e x> = y> = ¢. Portanto, as compo-

nentes da métrica induzida serdo

_ (% ’ (5.2.22)

8rr = Ir s 2.
go0 = ()7, (5.2.23)
809 = (y)*sin 6, (5.2.24)

com g;; = 0 para i # j.

De (5.1.1), a transformacao da coordenada radial € escrita na forma
y=r—u(r). (5.2.25)

Assim, de (5.2.22), (5.2.23), (5.2.24) e (5.2.25), obtemos

g =(1—u)?, (5.2.26)
goo = (r—u)?, (5.2.27)
8op = (r—u)?sin* 6. (5.2.28)
E o elemento de linha serd dado por
ds® = (1 —u')2dr* + (r —u)*(d6? +sin® 6d ¢?). (5.2.29)

Como u é descontinua em p, vamos escrever os elementos de linha para cada regido sepa-

radamente. Assim, de (5.2.18), para a regido interna teremos

) 2
dspy = (1 — %) [dr* +1*(d67 + sin> 0d¢?)), (5.2.30)
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ou seja, a métrica induzida interna é conformalmente plana globalmente, pois ( — %) é

in 20\? _
g,(j )= (1 - 5) &ij- (5.2.31)

constante. Neste caso, temos

Para a regido externa, e de (5.2.19), o elemento de linha serd dado por
2 2
21p? Ip* ,
ds2y = (1-2E2) a4+ (1425 ) (462 +sin2 0d92). (5.2.32)
3r 3r
Esta métrica ndo é conformalmente plana. Tanto para (5.2.30) como para (5.2.32), as compo-
nentes do tensor de Riemann (4.1.14) s@o nulas, ou seja, o0 meio € plano. Isto ocorre porque
nestas regides ocorreram difeomorfismos entre estes dominios e o espago euclideano, e como
este ultimo possui curvatura nula, o mesmo deve acontecer com estes dois dominios. Somente

na superficie onde ocorreu a identificacdo € que a curvatura ndo € nula. Passaremos agora a

mostrar esta dltima afirmacao.

Primeiramente, voltemos as expressdes para o vetor deslocamento (5.2.18) e (5.2.19). Pode-

mos escrevé-las numa tnica forma por meio da funcao de Heaviside

I, se r>p,
H(r—p)z{

0, se r<p,

na seguinte maneira

21 Ip?
onde

H(p—-r)=1—H(r—p).

Também temos as seguintes propriedades de H(r — p):

dH(r—p)
dl’ - 5(r p)?
) (o1
dH(p—r)
— = o(r—p).
Entdo, derivando (5.2.33), encontramos
du(r) , . 2] 21p?
Friat (r) = 3pH(p r)+ 32 H(r—p)—18(r—p). (5.2.34)
Chamando de v(r) a quantidade
21 21p?
HHP =)+ S H—p)
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ficamos com

u'(r)=v(r)—18(r—p). (5.2.35)

Agora, substituindo (5.2.33) e (5.2.35) em (5.2.29), definimos a métrica para um meio com

uma deslocag@o com simetria esférica como
ds? = (1 —v)%dr* + (r—u)*(d6? +sin® 0d¢?). (5.2.36)

A componente g, deve ser colocada desta forma, sem o termo com &(r — p), para que o vetor

de Burgers possa ser escrito como uma integral de superficie [8].

5.2.5 Algumas Quantidades Geométricas

As componentes da métrica (5.2.36) sdo

gr = (1=, (5.2.37)

806 = (F—M)Z,

g9 = (r—u)*sin?@,

com inversas

1
g = T (5.2.38)
1
g% = e (5.2.39)
1
¢ = — (5.2.40)

(r—u)2sin’ 0
Sendo g o determinante do tensor métrico g;;,

V]gl=10=v)(r—u)’siné. (5.2.41)

Os simbolos de Christoffel de segundo tipo sdo dados por:

o
= 58" (9jgmk + Okgmj — Omgjk) » (5.2.42)
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com Fijk = Fikj. Entdo, para a métrica (5.2.36), temos

V/

U =~y (5.2.43)
[Mop = —H[(l—v)ﬂé(r—p)L (5.2.44)
Mgy = — g__v”))z [(1—v)+18(r— p)]sin26, (5.2.45)
M, — (riw (1= V) +18(r—p)], (5.2.46)
%y = —sin@cosh, (5.2.47)
o, - (rim (1= v)+18(r—p)], (5.2.48)
Mgy = Z:’;g (5.2.49)

As componentes do tensor de Riemann para a métrica (5.2.36), com as componentes tendo

todos os indices abaixados, podem ser escritas na forma

R0 = —l(l”—l/t) [5/(r—p)+ (1‘}_/v)5(7‘—p):| , (5.2.50)
Ryprg = —Il(r—u) [5'(r—p)+ (1‘}_/v)5(r—p)] sin” @, (5.2.51)
Repey = —I(r—u)? [(1 EV)S(r—p)+ (1_1 )262(r—p)] sin?0,  (5.2.52)

com &'(r—p)=doé(r—p)/dr.

As componentes do tensor de Ricci sao dadas por:

Rypg = R“vuﬁ. (5.2.53)
Entdo, para a métrica (5.2.36):
21 , v
R, = _(r—u) 6(r—p)+(1_v)5(r—p) : (5.2.54)
Roo = == )3{( v)(r—u)d'(r—p)+
+ [V (r—u)+2(1-v)*] 8(r—p)+
+1(1=v)8%(r—p)}, (5.2.55)
! /
Ryp = —m{(l—v)(r—u)fs (r—p)+

+ [V (r—u)+2(1 —v)z} o(r—p)+
+1(1 —v)8%(r—p)}sin’ 6. (5.2.56)
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O escalar de curvatura R é dado por:

R=R*,. (5.2.57)
Entao
41 ,
R = “r—wra _V)3{(r—u)(1 —v)o'(r—p)+
+ (=W + (1=v)] 8(r—p)} -
212 5
52(r—p). (5.2.58)

C(r—u)2(1—v)2
O tensor de Einstein é dado por:

Guv = Ryv — zguvR. (5.2.59)

G, = e [2(1=v)8(r—p) +18*(r—p)], (5.2.60)
Ges = égr vb)‘l{ (r—p)+(1_/v)5(r—p)1, (5.2.61)
Gop = EY b)ll[ ‘(r p)—l—(l—_/v)S(r—p)} sin” 6. (5.2.62)

As componentes do tensor momento-energia 7y, na abordagem da Teoria Geométrica de

Defeitos, podem ser escritas na forma

1 1
—5Tuv = Ruv = 38uvR (5.2.63)
Entao:
21
T, —= “ap [2(1=v)8(r—p) +18*(r—p)], (5.2.64)
21(r !
oo = ) 8r—p)+ 8 —p)]. (5.2.65)
21(r !
Tpo = ﬁ[s’( p)+(1‘iv)5(r—p)} sin® 6. (5.2.66)

Como afirmamos anteriormente, a curvatura do meio s6 é diferente de zero na superficie de
identificacdo, as deltas de Dirac que aparecem em todas estas quantidades geométricas indicam

1SS0.

Para compreender esses resultados, devemos observar que, em geral, para uma fungio f(x)
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continua em X, temos

X0+&€
/x F0)8(x—x0)dx = f(xo)-

0—E
Entdo, se por um lado, d(x —xp) é uma distribui¢do bem definida, quantidades como H(x —
X0)0(x — xp) sdo ambiguas. Em outras palavras, a integral [ f(x)d(x — xp)dx ndo € definida

se f(x) é descontinua em xo, pois lim f(x) # lim f(x). Entdo, deltas de Dirac multiplicadas
X=Xy x%xaL

por fungdes descontinuas sdo ambiguas. Quantidades como 6 (x — xp)0(x — xp) também se
enquadram nessa categoria. As expressoes (5.2.64), (5.2.65) e (5.2.66) contém varios termos
ambiguos. Em [8], esses termos puderam ser cancelados, o que ndo acontece aqui. Isso indica
problemas potenciais para a abordagem dentro da Teoria Geométrica de Defeitos. Desse modo,

¢ conveniente e suficiente nos restringirmos a abordagem da Teoria da Elasticidade.

5.2.6 Geodésicas

Para a regido interna, de métrica (5.2.30), o fator conforme € constante e por isso pode ser

cancelado na conexdo (5.2.42):

Frge = - (5267)

Iy = —rsin’0, (5.2.68)
1

%, = - (5.2.69)

%y = —sinBcosh, (5.2.70)
1

0, = = (5.2.71)
cos O

ey = " (5.2.72)

Sendo assim, as geodésicas (4.1.13) sdo triviais. Elas correspondem as retas euclideanas em

coordenadas esféricas.

Fo— r6?>—rsin’0¢% =0, (5.2.73)

" 2 . .

6 + Zi0—sinOcosO$? =0, (5.2.74)
r

. 2. 0 ..

§ + Zip+2°2796 =0. (5.2.75)
r sin

Uma quantidade a significa uma derivada em relacdo ao paramentro afim 7, @ = %.

Para a regido externa, de métrica (5.2.32), o mesmo fator ndo pode ser cancelado nos sim-



39

bolos de Christoffel:
I, = (3,»361—');,))7 (5.2.76)
Moo = %, (5.2.77)
[y = (g J;ip 2>) sin 6, (5.2.78)
% = %, (5.2.79)
%, = —sin@cosH, (5.2.80)
I, = %, (5.2.81)
Mg — :jg (5.2.82)

Para esta regido, as geodésicas sdo

6lp> r(3r3—|—lp2)9 r(3r +1p?)

. ,
B = 2.

P+ r(3r3—21p2)r (33 —2ip?) (3 —21p7) sin?@¢% =0,  (5.2.83)
. 20r-2p?) ,

TGty 0T = 2.84
0 B3+ 1p?) 70 —sinB cos ¢ 0, (5.2.84)
5 2(37° —2Ip?) , cos@

TRt P 2.
¢ r(3r3 +1p?) o+ G‘P 0. (5.2.85)

Vamos considerar somente o movimento radial, isto é, para 0 e ¢ constantes. Dessa forma,
s6 ficamos com uma equagdo

6lp* 2
—_ 7 =0. 5.2.86
+ r(3r3 —21p?) d ( )

Esta equacgdo pode ser resolvida da seguinte maneira: dividimos por 7 e integramos pelo método

de fragdes parciais. Entdo

AP
f= 5.2.87
"7 35 Y (5.2.87)
onde A é uma constante de integracdo dada explicitamente por
3r3 —21p?
A= (#) , (5.2.88)
o

com 7y e gy a velocidade e a posicao iniciais.
Com uma simples integracdo de (5.2.87) encontramos

lp2



40

3r8+lp2>

—_A - _
ondeax=—-5efl= <3r(3)

Na Fig. 5.2, ¢ mostrada a curva radial para (5.2.89).

Figura 5.2: Curva radial com [ =100, rp = p = 2—(3)3 e 7p = 50.

Préximo ao defeito, a curva difere da reta, mas longe do defeito ela tende para uma reta

como € esperado.

Antes de investigar Orbitas mais gerais, podemos obter uma informacao interessante de
(5.2.83). Considere 7+ = 0. Isso significa uma 6rbita numa casca esférica superficial (ou num

circulo num caso mais particular). Fazendo 7 = 0, temos
6% +sin6¢ = 0.
Esta relacio proibe 8 # 0 e ¢ # 0. Entio o movimento restrito a uma casca esférica superficial
nao é possivel. Se 7 = 0, entdo a particula deverd estar em repouso.
Fazendo 6 = % (9 = (), movimento no plano, obtemos

6lp> 2 r(3r’ +1p?)
r(3r3 —21p?) (3r3 —2Ip2)

(
2(3r —21p?) .
r(3r3_+ 1p?) i =0. (5.2.91)

$> =0, (5.2.90)

o+
5

A equagio (5.2.91) pode ser resolvida dividindo por ¢ e integrando pelo método das fracdes

parciais. Entdo
. Brt
¢ = BRI (5.2.92)
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onde B é uma constante de integracdo dada por

. (3r2 +1p?%)?
PG (52.93)
"o
com ¢y e ro a velocidade angular e a posicdo iniciais.

Na Fig. 5.3 ¢ mostrada a comparacao de (5.2.92) para os casos com defeito, a, e sem

defeito, b, para as mesmas condi¢des iniciais.

oo |
SRR
F II \
0.005 \
EoLs
k L) 1
.oooos| Y
ﬂ [ Yo
0.003 F \\
[ @
0.002 | AN \
N ",
s AN .
0.001 :_ b ) .
20 40 60 20 100

Figura 5.3: Comparacio de ¢ para os casos com e sem defeito onde I =2, p =7/3,r0 =3 e #p=2. Acurvaa

€ para o caso com defeito.

Substituindo (5.2.92) em (5.2.90), obtemos

6lp? 5 B

T Gr 2 T BR—2p) 3R 1Y)

(5.2.94)

Numa regido distante do defeito, onde > > Ip?, ¢ ~ r~2 e (5.2.94) pode ser aproximada para

20p? , B?

T T

(5.2.95)

Na Fig. 5.4, ¢ mostrada a curva para (5.2.94).
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Figura 5.4: Curva radial com [ = 100, rg = p = 2—(3)3 e 7p = 50.

Mais uma vez notamos uma desaceleragao nas proximidades do defeito e uma leve aceler-
acdo, devido a velocidade angular nao nula, a medida que a particula se afasta dele como pode

ser visto nas Fig. 5.5 e Fig. 5.6. Longe da superficie de identificacdo a curva tende para uma

reta, Fig. 5.7.
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Figura 5.5: Curva radial com [ = 100, rp = p = % e 7p = 50.
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Figura 5.7: Comparagio de r para os casos sem defeito, a, e com defeito b, com [ =2, p =7/3,r9 =3 e iy = 2.

Nesta regido a curvatura € nula, portanto o espaco é plano, mas mesmo assim o defeito
exerce uma influéncia na geometria do meio como pode ser visto nestas curvas. O defeito
mesmo estando localizado na superficie onde ocorreu a identificagcdo altera a geometria do meio

influenciando nas trajetdrias das particulas livres.
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Neste trabalho estudamos um meio com um defeito, conhecido como deslocagdo, possuindo
simetria esférica. Resolvemos a equagdo para o estado de equilibrio na Teoria Linear da Elas-
ticidade e encontramos o vetor deslocamento. Na presenca de defeitos o vetor deslocamento
possui descontinuidades. Encontramos a métrica para o tal meio e a dividimos em duas partes,
cada uma descrevendo uma regido. Para a regido interna a métrica € conformalmente plana, e a
curvatura € nula em ambas. Escrevemos também a métrica para o espago inteiro, considerando
a superficie onde estd localizado o defeito, e obtemos descontinuidades nas componentes do
tensor métrico bem como curvatura ndo-nula. As componentes dos tensores de Riemann, Ricci
e momento-energia dependem de fungdes §(r — p) e sua derivada 6’'(r — p) como também de
produtos do tipo 52(r — p). Estes resultados levam a ambiguidades porque ndo é bem definido
este dltimo produto nem o produto de fun¢des & por uma fungdo descontinua, no caso o vetor
deslocamento u. Este resultado ndo aparece se a simetria € cilindrica [8], 14 todos os termos
ambiguos sao cancelados. Resolvemos as equagdes geodésicas para os movimentos radial e
no plano equatorial, na regido externa, e observamos que o defeito mesmo localizado exerce
influéncia sobre o movimento de particulas livres. Um proximo passo no trabalho seria re-
solver o mesmo problema inteiramente dentro da Teoria Geométrica de Defeitos e comparar
os resultados. Também pode ser feito um estudo sobre a influéncia deste tipo de defeito com
simetria esférica na equag@o de Schrodinger [9] e como ele modifica os niveis de energia de

uma particula livre.
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