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RESUMO

A teoria relativistica da gravitacao é uma ferramenta fundamental para a compreensao da cos-
mologia moderna. Ela descreve a dinamica do campo gravitacional ao longo do espago-tempo.
Dentre os possiveis modelos de universo, um dos mais comuns é o descrito pela métrica de
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Esta métrica pode ser escrita em termos do
tempo conforme e descreve um universo homogéneo e isotrépico. Neste trabalho investiga-
mos os campos de Dirac ndo massivos neste modelo de universo. Os resultados mostram uma
compatibilidade entre as equacdes de Dirac e a métrica de FLRW. Os efeitos do parametro de
Immirzi junto com os férmions podem ser descritos em termos de um fluido perfeito usual in-

termedidrio entre a poeira e radiacdo.

Palavras-chave: 1. Gravita¢do e Cosmologia. 2. Campo de Dirac. 3. Parametro de Immirzi.



ABSTRACT

The general relativity theory is fundamental tool for understanding the modern cosmology.
In this work we investigated the massless Dirac fields in the Friedamm-Lamaitre-Robertson-
Walker universe. The metric is written in terms of conformal time which describes a homo-
geneous and isotropic universe. We show that the effects of Immirzi parameter along with the
fermions can be described in terms of a usual perfect fluid intermediate between dust and radi-
ation.

Keyword : 1. Gravitation and Cosmology. 2. Dirac Field. 3. Immirzi Parameter.
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1 INTRODUCAO

Um dos primeiros trabalhos que abordam a relagdo entre a teoria da Relatividade Geral
(RG) com a teoria de Dirac foi publicado em 1929 por H. Weyl [1]. Nele, apresenta-se as
equagdes de campo levando em conta o spin do elétron com a ajuda da teoria de Dirac. O pro-
cesso de acoplamento da teoria de Dirac com a gravitagdo Einsteiniana ¢ feito através de uma
constante de acoplamento. A lagrangiana total do sistema € dada pela soma do termo devido ao
campo gravitacional com o termo referente ao campo fermionico [2]. Alguns trabalhos inves-
tigam o comportamento de férmions ndo massivos no espago-tempo curvo [3, 4]. Kerlick [5]
considerou que a interacdo spin-spin representa um papel importante no processo de produgdo

de pares de particulas no Universo jovem .

O campo fermidnico é muitas vezes examinado como possivel ingrediente relacionado ao
processo de expansao acelerada do universo. No caso massivo, este campo pode ter sido respon-

savel pelo processo de inflagdo do universo jovem e pode ser interpretado como energia escura

[6].

O acoplamento entre o campo de Dirac e a RG pode ser visto em [7]. A transi¢do acelerada-
desacelerada no universo primordial € investigada a partir da andlise da dindmica do campo
fermidnico dentro do contexto da teoria de Einstein-Cartan, e a curvatura do espago-tempo
¢ também descrita pelo campo de torcdo. O termo associado ao spin do campo fermidnico
contribui para o regime acelerado ao passo que a massa do férmion se comporta como um

campo de matéria, o qual é responsavel pelo regime desacelerado [8].

Nesta dissertacao, estudamos o campo de Dirac no modelo de universo de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW). Neste capitulo, veremos as principais idéias basicas que
ajudaram a formular a teoria RG. No capitulo 2, os fundamentos mateméticos da teoria RG
sao apresentados. No capitulo 3, apresentamos os principais aspectos da cosmologia relativista
e alguns parametros fundamentais da cosmologia moderna. No capitulo 4, apresentamos o

formalismo matemdtico da teoria de Dirac e mostramos os resultados do estudo do campo de



10

Dirac no modelo cosmolégico de FLRW. Finalmente, apresentamos as conclusdes no capitulo

5 e algumas demonstra¢cdes matemadticas uteis sdo apresentadas nos apéndices.

1.1 PRINCIPIOS DA RELATIVIDADE

Em 1905, A. Einstein formulou a teoria da Relatividade Especial (RE) partindo dos seguintes

postulados:

Postulado 1: Os observadores inerciais sdo equivalentes para a formulacdo de todas as

leis fisicas.

Postulado 2: A luz propaga-se no vdacuo com uma velocidade finita c, para todos os obser-

vadores inerciais.

Este segundo postulado trata-se do principio da invaridncia da velocidade da luz. Observador
inercial € um observador em repouso num referencial inercial [9]. Este é um sistema de referén-
cia onde as particulas livres se movem com velocidade uniforme segundo linhas retas no espago-
tempo ou permanecem em repouso. Um dos pressupostos subjacentes a teoria da Relatividade
€ que o espaco e o tempo tornam-se uma unica entidade, diferente da fisica newtoniana. Esse
espaco-tempo quadridimensional € munido de uma métrica que caracteriza um espago plano em
RE. Como podemos ver, esta teoria ndo inclui a interagdo gravitacional. Outro aspecto impor-
tante dessa teoria é que o tempo deixa de ser absoluto e o conceito de simultaneidade deixa de
existir. A teoria da RE trouxe consequéncias fisicas importantes como a dilatagdo temporal e a

contracdo das distancias quando relaciona observadores em diferentes referenciais inerciais.

Em 1915, A. Einstein formulou a teoria da RG, a qual descreve a interacdo gravitacional.
Esta teoria estende a equivaléncia das leis fisicas para todos os observadores, e ndo para uma
classe privilegiada (os observadores inerciais) como em RE. A teoria da RG deve manter as leis
da fisica invariantes sob transformacdes de coordenadas. As equagdes que descrevem os fend-
menos fisicos devem ser apresentadas na forma tensorial ja que os tensores possuem elementos
invariantes sob transformacdes de coordenadas. Este € um principio importante conhecido como

principio de covaridncia.

A teoria da RG € capaz de fazer uma conexdo entre referenciais acelerados e o campo gra-
vitacional. Esta conexdo é garantida por um principio bésico que é o principio de equivaléncia,

o qual diz que um sistema de referéncia inercial nio acelerado imerso num campo gravitacional
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uniforme € equivalente a um sistema de referéncia uniformemente acelerado na auséncia de um
campo gravitacional. Outro principio importante € o principio de Mach, segundo o qual cada
particula do Universo exerce uma influéncia sobre todas as demais particulas [11]. Todas essas

1déias serviram de base para a construcao dessa teoria.

Na RG, o espago-tempo torna-se uma quantidade dindmica. Esse espaco-tempo quadridi-
mensional possui uma métrica que caracteriza um espago riemanniano. O aspecto mais impor-
tante dessa teoria consiste na capacidade que ela tem de relacionar a estrutura geométrica do

espaco-tempo com a distribuicao de matéria nele contida.

No préximo capitulo, veremos o ferramental matematico da teoria da RG. Esta teoria tem

importante aplicacao no estudo da cosmologia moderna que serd tratada no capitulo 3.
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2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS DA
RELATIVIDADE GERAL

2.1 CONCEITOS BASICOS

Em relatividade, o espago-tempo € constituido pelo conjunto de todos os acontecimentos
fisicos. Esse espaco-tempo pode ser representado por uma variedade diferencidvel Rieman-
niana. O conceito de covaridncia implica numa descri¢do fisica independente do sistema de
coordenadas escolhido. As quantidades fisicas sdo representadas por objetos geométricos na

variedade riemanniana.

Consideremos dois pontos vizinhos P e Q que pertencem a variedade Riemanniana. As
coordenadas destes pontos sdo x* e x* +dx* | respectivamente. Esses dois pontos definem
um vetor infinitesimal f@ . Suas componentes num outro sistema de coordenadas sdao Xk
e XM 4+dx" . Aleide transformacao entre esses sistemas de coordenadas € tal que podemos

escrever

oxH

dx* = EY

dx". (2.1.1)

Consideremos um campo vetorial A" no sistema de coordenadas x* , associado com o

ponto P, chamamos de tensor contravariante de primeira ordem a quantidade

: u
AM) = aa’;v AY (%), (2.1.2)

que se transforma sob mudanca de coordenadas. Podemos representar um tensor contravariante

de segunda ordem na seguinte forma:

B dx M 8x,"AaB

AN ) = 5 AT )

(2.1.3)
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De maneira andloga, um tensor covariante de segunda ordem se transforma como

Ix%* dxP
/ /
Ay (x') = N _&x’VAaB (x). (2.1.4)
Existem objetos que possuem tanto indices covariantes como contravariantes, sdo 0s tensores

mistos. Definimos um tensor misto de terceira ordem na forma:

XM 9xS x*
AR () = ﬁmax_/a‘qgl (). (2.1.5)

De maneira geral, o produto tensorial de dois tensores resultard em tensores de ordem superior

[10]. Entdo, podemos escrever

A'ul.“‘unvl...vn (X)-Cal,_‘asﬁlmﬁt (x) — D'ulm‘unvl.uvn .0 ﬁl'“ﬁt (x) (2.16)

s

No espaco Riemanniano, veremos um novo conceito de derivada. Essa derivada deve man-
ter a covariancia da teoria, logo ela se comportard como um tensor. Diferente da derivada usual
no espaco plano, este novo objeto € chamado de derivada covariante. Consideremos aqui a
abordagem geométrica para a construcdo da derivada covariante. Considere um campo vetorial
AH(x) no espago plano. Assumimos que um conjunto de vetores iguais (paralelos) em cada

ponto do espago pode representar esse campo. Em coordenadas cartesianas, temos dA* =0 .

A construg¢do do campo A*(x) consiste no transporte paralelo do mesmo, que é descrito

pela relacdo
JAR

dxV

A relacdo (2.1.7) ndo € covariante, ou seja, ndo vale para um sistema arbitrario de coordenadas.

(2.1.7)

No sistema de coordenadas esféricas, por exemplo, as componentes de dois vetores paralelos

ndo serdo necessariamente iguais entre si, ou seja, dA* /dx¥ #0.

Busquemos uma nog¢do covariante de transporte paralelo. De acordo com a Figura 2.1, de-
pois de transportado paralelamente ao longo do segmento dx" , as componentes A* definidas

no ponto P sofrem uma alteracéo caracterizada por 0AH .
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A (x + dx)
A () = A(x)+0X (x)

P dxH

Figura 2.1: O vetor A* sofre uma alteragio §A* quando é transportado paralelamente ao longo de um

segmento infinitesimal.

Suponhamos que a quantidade 0A* seja proporcionala AY e dx% . Isso pode ser expresso
através da equacgao
SAH = dx*9) AP +TH ), AP dx*, (2.1.8)

onde o objeto T",; € a conexdo afim e depende do ponto P . Este objeto € responsével
por fazer a conexdo entre dois pontos. A conexdo pode ser escrita em termos das derivadas da

métrica através da relagao

1
oy = Eg“ﬁ (9pgpr +928pp — Ip&pa) - (2.1.9)

Quando a conexao € expressa desta forma, ela é conhecida como simbolos de Christoffel. Este
objeto € simétrico, I'*,, =T*,, , uma vez que em nossa teoria ndo consideramos a tor¢o,
[12].

Considere a quantidade A’™(x+ dx) —A*(x) = §A*(x) . Temos
AM(x+dx) — A*(x) — 8AH (x) =0, (2.1.10)

que ¢ equivalente a
A (x+dx)—A*(x)  O0AH(x)

= 2.1.11
dxV dxV 0, ( )
0AH
Y +F’uvap =0. (2.1.12)

A equagdo (2.1.12) diz que uma determinada quantidade que expressa uma variagdao do vetor

A ¢ identicamente nula. Essa quantidade € a defini¢do de derivada covariante,
VvA'u — avA‘u _‘_Fﬂvap’ (2.1.13)

onde dy = d/dx". Ela é sempre nula para um campo de vetores paralelos em qualquer sistema
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de coordenadas.

A nossa discussdo estd baseada no espaco quadridimensional. Entdo os objetos aqui re-
presentados sdo acompanhados por indices gregos que variam de 0 a 3. A quantidade g,y €
chamada de métrica do espaco-tempo e estd relacionada com a distancia infinitesimal entre dois

pontos. E natural exigimos que a métrica seja covariante, ou seja,
Vaguv =0, (2.1.14)

que também é conhecida como condi¢do de metricidade. A distancia entre dois pontos no
espaco-tempo € chamada de intervalo, e deve ser invariante sob transformag¢des de Lorentz

[13]. Tal intervalo invariante, em coordenadas cartesianas, ¢ dado por
ds? = di* — (dx* +dy* +dz?). (2.1.15)

Estamos usando o sistema de unidades no qual ¢ = 1. Os sinais sdo definidos dessa forma por

conveniéncia. Considerando o espago-tempo quadridimensional, definimos as coordenadas

M= (0 xh %, %) = (e, +x, 4y, +2), (2.1.16)

Xy = (x07x17x27-x3) = (Ct7_x7 =Y _Z)' (2117)

De fato, a quantidade ds* é um invariante, pois temos
3 3
ds* =Y g"Vdxydx, =Y dx*dx, = dt* —dx* —dy* —dz’, (2.1.18)
uv=0 u=0

que é exatamente a relacdo (2.1.15). O produto interno das quantidades x* e x; € um

invariante escalar. Podemos escrever x;, em funcdo da métrica g,y na seguinte forma
\
x”:g“v.x . (2.1.19)
O tensor métrico em coordenadas cartesianas pode ser escrito na forma de uma matriz diagonal:

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 -1 O
0O 0 0 -1

guv = (2.1.20)
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A forma contravariante (g"") é dada por

1 0 0 0
0 -1 0 0

gV =
00 1 0 (2.1.21)
00 0 -1

Donde g“"g“ A2 =0", . Amétrica gy, contém informagdes da geometria do espago-tempo.
Na variedade riemanniana, a métrica g,y se transforma de acordo com [11]

B ox% JxP

g;,w(x/) = ax—/”wgaﬁ (x). (2.1.22)

Seja A*Y um tensor de segunda ordem definido no espago-tempo. Sabemos que sob as

transformagdes x* — x’* | suas componentes satisfazem

ax’t ox"v

AMY = P o (2.1.23)
A equagdo acima pode ser escrita na forma matricial:
ARV = AR ATPRA, Y. (2.1.24)
Note que A" = (A", ). Em notagéo matricial, temos
A = AAAN. (2.1.25)
Tomando o determinante da equagdo acima, obtemos
det(A) = det(A)*det(A), (2.1.26)
ou, escrito de outra forma,
det(A) = 8_);' 2d.el‘(A).

A equacg@o acima mostra que o determinante de uma matriz nio € apenas um escalar que sa-
tisfaz ¢'(x') = ¢(x) , mas sim uma densidade escalar de peso 2. A diferenga é a presenga do
determinante da matriz A na lei de transformacdo. Com base nessa relagdo podemos considerar
amétrica g, e escrever det(g) =g =det *(A)g, ou seja,

\/_—g,:‘ ox

x| /. 2.1.27)
ox'

Dizemos que a quantidade /g € uma densidade escalar de peso 1.
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2.2 TENSOR CURVATURA

Consideremos o operador comutador para duas derivadas covariantes que atuam sobre um

vetor qualquer A* [14]. Temos

[Va, VA" = ARM ) o, (2.2.1)
onde
RMpap = 0aly g = OpT% o + T3 T — il (22.2)

O objeto RH; ;5 € conhecido como tensor curvatura ou tensor de Riemann (ver Apéndice A).

Para o espacgo plano, temos [V, V,B]A“ =0, ou seja, curvatura nula, R* Aaf = 0.

Outra maneira de escrever o tensor de Riemann €

R,u)Locﬁ :guvvaaﬁ- (2.2.3)

O tensor de Riemann possui as seguintes propriedades de simetria:

Rurap = Rapur (2.2.4)
Rurap = —Rapap = —Rurpa = Rapupas (2.2.5)
Rupap +Rupra+Ruapr =0. (2.2.6)

Esta ultima relac@o é conhecida como primeira identidade de Bianchi. Chamamos de tensor de

Ricci a quantidade resultante da contragcdo do tensor de Riemann, ou seja,

Ry :g”o‘RMaﬁ, (2.2.7)
que € equivalente a defini¢ao
Ry ERTMB. (2.2.8)
O tensor de Ricci € simétrico
Ryp =Rgy. (2.2.9)
Também podemos escrever
R”ﬁ = g“”RaB, (2.2.10)

que € o tensor de Ricci misto.

O escalar de Ricci, ou escalar de curvatura, € uma quantidade escalar obtida através do trago
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do tensor de Ricci
R=g"PRyg=RPp. (2.2.11)

Outra relagdo a qual o tensor de Riemann satisfaz é
VaRurap +VeRuina +VaRyrgy =0, (2.2.12)

que € conhecida como a segunda identidade de Bianchi [11]. Como consequéncia dessa relacdo,
temos também
VﬂR/lﬁ _VﬁR/ln +V7/Ryl[3n =0. (2.2.13)

A partir do tensor de Ricci e do escalar de curvatura, definimos o tensor
1
Gaﬁ = Raﬁ — EgaﬁR, (2214)

que € denominado tensor de Einstein. E como consequéncia das identidades de Bianchi, pode-

mos escrever
VsGoP =0. (2.2.15)

2.3 TENSOR ENERGIA-MOMENTO

Partimos de uma agdo de qualquer sistema fisico dado na forma integral

S = / Ay/—gd*x, (2.3.1)

onde A ¢ a densidade lagrangiana. A integracdo se estende sobre todo espaco quadridimen-
sional [14]. Esta integral ¢ dada numa regido infinita contida entre duas hipersuperficies no
espaco-tempo Riemanniano. A a¢do (2.3.1) é um invariante escalar, o que implica que tal quan-

tidade ndo deve mudar sob transformagdes de coordenadas.

O objeto T?F ¢ definido na forma
2 &S
V—808ap

Este objeto é conhecido como tensor energia-momento (EM). Este tensor € simétrico, TP —
The

T —

(2.3.2)
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O tensor EM descreve a matéria. Ele contém informacdes sobre massa, momento e energia.

Em nossos estudos, o tensor EM torna-se diagonal, pois consideramos as coordenadas de um

observador que se move com a matéria (co-mével). No préximo capitulo, veremos como este

tensor ird descrever um fluido perfeito, esse € um aspecto indispensdvel a compreensao da

cosmologia.

2.4 EQUACOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Consideremos a acdo de Einstein-Hilbert

1
Sey = —E/d4x\/—gR7

(2.4.1)

onde Kk = 16wG. Podemos derivar as equagdes de campo dessa agdo ao considerarmos as cor-

regdes até primeira ordem para a métrica gq5, R ¢ /—g,
8ap = 8ap +ap

1
\ /_g/: q/_g (1+§h) ,
onde h=hgg g% . Para as conexdes, temos

A A A
T =Th, +0T%,,

podemos escrever a variagdo da conexdao como

1
SFﬁV e Eg/kr(vﬂh\/f + Vvh'uf - thuv),

onde o 8pa = hyp, . Essa variagdo resulta na mudanga do tensor de Ricci:

R’aﬁ =Ryp + ORyp.

Podemos escrever
SRop = V(8Thg) — Va(8TF)).

O escalar de curvatura 6R ¢é dado por

OR = gocﬁ 6R(xﬁ —haﬁRaﬁ,

(2.4.2)

(2.4.3)

(2.4.4)

(2.4.5)

(2.4.6)

(2.4.7)

(2.4.8)
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e, de acordo com (2.4.7), temos
SR = —h"PRop + 8PV, (8T%5) — 8P Va(8T,). (2.4.9)

Levando em conta que

5rg,L = %Vﬁh, (2.4.10)

podemos escrever
| 1
SR = ~h"PRop + 5VaVph™ — O, (2.4.11)

onde [1=V V" € o operador D’ Alembertiano definido na variedade munida da métrica g4.

Supomos que a acdo pode ser escrita como uma soma de dois termos, ou seja, a acdo total €
a contribui¢do do campo de matéria mais a acdo do campo gravitacional que é dada por (2.4.1).

Considerando a variacdo da agdo total, temos:
0S =088+ 0Sen, (2.4.12)

onde S§,, € a acdo que corresponde a matéria. De acordo com a equacgdo (2.3.2), podemos

escrever
8Sy, = —% / d*xy/=gT % hyp, (2.4.13)
e a variacdo da acdo de Einstein-Hilbert € dada por
5Spy — — - / d*x/—g [lhR B Ry + 2,V ghP 1Dh] . (2.4.14)
K 2 2 2

Reescrevendo a equacao (2.4.12), temos,

1 1
55= 1 / dx/ =8| R~ WP Rogg + 3 VeV ™

1 K
_ Emh—ET‘xﬁhaﬁ] (2.4.15)

E importante notar que os termos das derivadas totais na equacio acima sdo reescritas na forma

de integrais de superficie onde exigimos que /4 |5, = 0 . Entdo, temos:
1
Raﬁ — EgaBR = SEGTaﬁ, (2416)

onde k= 167G . Este conjunto de equacdes € conhecido como equagdes de Einstein. Portanto,

da equacdo (2.2.14), podemos escrever,

Gaﬁ = 871'GTaﬁ. (2.4.17)

Como podemos ver, este € um aspecto muito importante da teoria da RG. Estas equacdes de
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campo associam o contetido material-energético (lado direito da eq.) com a estrutura geométrica
(lado esquerdo da eq.) da variedade que define o espago-tempo em questdo. Devido a essa

eficécia, tais equacdes serdo usadas nos proximos capitulos em aplicagdes em cosmologia.
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3 COSMOLOGIA RELATIVISTA

3.1 O PRINCIPIO COSMOLOGICO

O principio cosmolégico € um dos principios basicos da cosmologia moderna [11]. Este
principio diz que, em larga escala, o Universo pode ser considerado espacialmente homogéneo
e isotropico. Isso que dizer que o Universo possui as mesmas propriedades em todos os pon-
tos e em todas as direcdes do espaco. A isotropia € a invariancia em relacdo as rotacdes e a

homogeneidade € a invariancia em relacdo as translagdes.

Este principio foi estabelecido como base da teoria, mas algumas evidéncias observacionais
o favorecem como, por exemplo, a descoberta da radiacdo césmica de fundo em 1965 por Pen-
zias e Wilson. Segundo os célculos, esta radiacdo tem uma temperatura de aproximadamente
2,7 K e é considerada isotrdpica. Atualmente, aceita-se a hipotese de que essa radiacao seja um
resquicio do Universo primordial. Embora este principio seja vélido, hoje existem modelos de

Universo anisotrépico e ndo homogéneo, mas estes casos nao serdo discutidos.

3.2 POSTULADO DE WEYL

A esséncia desse postulado estd na suposi¢ao de que toda a matéria presente no Universo
compdem um fluido que pode ser considerado perfeito (auséncia de interagdo entre as molécu-
las). No Universo em grande escala, os aglomerados e os superaglomerados de galdxias se
comportam como moléculas de um gés perfeito. Os aglomerados de galdxias se movimentam
como particulas fundamentais. Suas trajetdrias sdo descritas por geodésicas que nunca se inter-

ceptam, a0 menos que seja em um unico ponto no passado ou no futuro. Essas geodésicas sdo
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ortogonais a uma familia de hipersuperficies do tipo espago (as geodésicas sao ortogonais aos

planos tangentes as hipersuperficies).

O Universo evolui no tempo, ele € homogéneo e isotropico apenas no espaco. Com esse
pressuposto, podemos pensar num modelo geométrico para o Universo caracterizado por uma
folheagao de hipersuperficies homogéneas e isotrpicas que evoluem no tempo. Essa familia de
hipersuperficies podem ser parametrizadas por um parametro chamado de tempo cosmoldgico

(Ilembrando que cada hipersuperficie tridimensional sdo parametrizadas por trés parametros).

3.3 ESPACO COM CURVATURA CONSTANTE

Atendendo a todas essas exigéncias que vimos até agora, o elemento de linha da métrica é
dada na forma
ds* = dr* —a(t)*g;;(x)dx'dx’) (i,j=1,2,3), (3.3.1)

onde a func¢do a(t) € o fator de escala, o qual determina as distancias na hipersuperficie espacial

num dado instante t. Estamos adotando o sistema de unidades em que ¢ = 1 (velocidade da luz).

Outra exigéncia que deve ser satisfeita € que a curvatura em qualquer ponto na hipersuper-
ficie deve ser constante. Matematicamente, um espaco com curvatura constante é caracterizado
pela equacdo

Ropen = K(8ac8pn —gangﬁg), (3.3.2)

onde K € a constante de curvatura [11]. Em torno de um ponto num espaco tridimensional
isotrépico, a simetria € esférica nas vizinhancas desse ponto. O elemento de linha que descreve

este espaco com curvatura constante ¢ dada na forma

dr?
2 _ 2102 2 2
A combinacdo dessa relagdao com (3.3.1), fornece-nos o elemento de linha da métrica para a

cosmologia relativista

2
ds? = dt* —a*(1) <1d+2)—|—r2(d92+sen29d¢2) : (3.3.4)
— K1

A constante k pode assumir os valores +1, -1, ou 0. A equagao (3.3.4) é conhecida como métrica

de Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker (FLRW). Para k = +1 teremos um espago topoldgico

cilindrico, para k = 0 temos espaco topolégico plano e para k = -1 o espaco € hiperbdlico.
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3.4 AS EQUACOES DE FRIEDMANN

Sabemos que a cosmologia moderna parte do principio cosmoldgico € que para atender
este principio o elemento de linha da métrica é dado pela equagdo (3.3.4). Como ja foi visto,
no postulado de Weyl considera-se a existéncia de um fluido perfeito. A matéria contida no
Universo pode ser descrita em termos do tensor EM, T, , 0 qual esta presente no lado direito
da equacao de Enstein

Gop = 8TGTyp. (3.4.1)

A melhor aproximacdo para o tensor EM para descrever a métrica do Universo atual é dado na

forma
Taﬁ = puauﬁ, (3.4.2)

onde p ¢ a densidade média de massa para a matéria [15]. Mas outras formas de massa e
energia estdo presentes no Universo. A propria radiacido césmica de fundo que permeia todo o
Universo pode ser descrita por um tensor EM de um fluido perfeito. Logo, a pressdao ndo € nula,
para essa radiagdo térmica temos p = p/3 . A forma geral de 7,5 para um fluido perfeito €

dada por
Top = (P + p)uaup — gapp- (3.4.3)
Assumimos um sistema de referéncia co-movel, as quadrivelocidades das particulas sdao dadas

na forma
u® = (1,0,0,0). (3.4.4)

Ap6s resolvermos as equagdes de Einstein (ver apéndice B), chegamos em duas equacdes inde-

pendentes. Uma, em relacdo a parte temporal e a outra em relac@o a parte espacial. As equacoes

sao 5
a k
© 2
. K
224 L 4 = — 8aGp. (3.4.6)
a a a
Se dividirmos (3.4.5) por 3, teremos a equagdo que descreve a evolucdo temporal do fator de
escala: 5
a k8
— + — = znGp. 3.4.7
2t =370p (3.4.7)

Se substituirmos a equacao (3.4.7) em (3.4.6), teremos

P {p+ lp} , (3.4.8)
a 3
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As equacoOes (3.4.7) e (3.4.8) sdo chamadas de equagdes de Friedmann, as solucOes destas
equagdes sdo conhecidas como modelos de Friedmann. Se multiplicarmos a equagdo (3.4.7)

por a’ e diferenciarmos com respeito ao indice temporal, teremos

871G 871G
2aii — %p n %cﬁp +2ad, (3.4.9)

substituindo (3.4.9) em (3.4.8) e rearranjando os termos, obtemos
. a
p+35(p +p) =0, (3.4.10)

que € considerada uma equacgao de conservacao de energia. A equacgdo (3.4.10) também pode

ser obtida diretamente da conservacao do tensor energia-momento, VoT* =0 com a=0.

3.5 ALGUNS PARAMETROS COSMOLOGICOS

Nas primeiras décadas do século XX, o astronomo Edwin Powell Hubble estudou a radiagao
emitida por galdxias distantes. Ele observou que o comprimento de onda dessa radiac¢do sofria

variagdes. Essas variacdes eram consequéncias do efeito Doppler.

Hubble notou que os comprimentos de onda da radiagdo sofriam um deslocamento para
o vermelho. Ele concluiu que as galdxias estavam se afastando entre si. A velocidade de
distanciamento € proporcional a distancia entre as galdxias. Essa relacdo € conhecida como lei
de Hubble.

Podemos expressar a lei de Hubble na seguinte forma:
z~H(t)d, (3.5.1)

onde z € o redshift (desvio para o vermelho) e H(t) é o pardmetro de Hubble que caracteriza
a taxa de expansio do Universo, d € a distincia entre as galdxias. O parametro de Hubble é

definido em termos do fator de escala a(t),
H=2 (35.2)
a

Outro parametro importante € o parametro de desaceleracao,

i

s (3.5.3)

q=
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o qual mede a variagdo da taxa de expansao do Universo. Escrevendo a equacdo (3.4.7) em

termos do parametro de Hubble, temos

8nG k
onde
8nG
a2 P (3.5.5)
€ o parametro de densidade da matéria e
k

€ o parametro de curvatura. Através do sinal de k podemos prever a geometria 3-D do universo:

P <Pc— Q<1 4—k=—1<<—aberto,

Pp=p.+— Q=1 > k =0 <— plano,

p>pe+—Q>1<¢—k=+1<+— fechado,
onde p.=3H?/87G, que é obtido fazendo k = 0 na equacio (3.5.4).

Embora existam outros modelos de Universo, 0 modelo cosmoldgico padrao € a base da
cosmologia moderna. Acredita-se que o Universo possua uma idade de aproximadamente 14
bilhdes de anos e € considerado isotrépico, homogéneo e espacialmente plano. Segundo dados
observacionais, o Universo estd experimentando uma fase de expansdo acelerada. Existem
inumeros trabalhos que exploram esse cendrio sob a luz da RG com campos extras. No proximo
capitulo, investigaremos o campo de Dirac acoplado minimamente com o campo gravitacional

lancando mao de todas as consideragdes que fizemos neste capitulo.
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4 CAMPO DE DIRAC

4.1 OS ESPINORES DE DIRAC

Os espinores de Dirac descrevem particulas de spin 1/2. A teoria dessas particulas € uma
teoria relativistica, pois a equacdo de Dirac € invariante sob transformac¢des de Lorentz [13]. No
espaco curvo, a teoria de Dirac tem que satisfazer dois grupos de transformacdes, o de Lorentz e
o de transformacdes gerais de coordenadas (difeomorfismos). A equagdo de Dirac € escrita com
o uso de dois tipos de indices, um em relacdo a invariancia sob as transformagdes de Lorentz e

outro em relacdo a invariancia sob difeomorfismos.

O objeto matemdtico que serd usado para descrever 0 nosso espago serao os vetores e“y ,
denominados de tetrada ou vierbeins, onde o indice latino varia de 1 a 4. As tetradas servem
como vetores de base para constru¢do de vetores covariantes por difeomorfismo e covariantes

de Lorentz, ou seja,

A :Aae““, 4.1.1)
e

A :A“e““, 4.1.2)
onde

A‘u_ :Aaeau, (4.1.3)
e

A“ :A“eaﬂ. 4.1.4)

As expressoes (4.1.3) e (4.1.4) s@o simultaneamente consistentes, tal que,

A9 = ApePHe,. (4.1.5)
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Substituindo (4.1.4) em (4.1.3) obtém-se as seguintes condi¢des:

A (4.1.6)

e’ yeay = guv- “4.1.7)

O objeto N9 é a métrica de Minkowski do espago plano.

4.2 FORMALISMO MATEMATICO

4.2.1 Conexao de Spin

A derivada covariante que definimos anteriormente atua nos indices de coordenadas. No
espaco riemanniano, a simetria de Lorentz estd definida no espago tangente em cada ponto do
espaco. A derivada covariante em relagdo as transformagdes de Lorentz vai atuar nos indices
relacionados ao espaco tangente. Esta derivada covariante devera satisfazer os dois grupos de
transformacoes, difeomorfismos e o de Lorentz. A descri¢cdo de particulas de spin 1/2 no espago
curvo requer a introducao dessas derivadas. A nova expressdo para a derivada covariante sera

dada na forma

VuAY = A" — 0%y A, 4.2.1)
ou
ViAa = dyAa+ 0 auAp. (4.2.2)
O objeto @y, € dado por [16]
0Py = 1 |P%uety — %Iyl o+ e Ine’y — eIy + ebve“’lew&lecv
Ve eudety|. (4.2.3)

Este objeto € a conexdo de spin, (ver apéndice C). A conexdo de spin € uma quantidade antis-

o A . ab __ . ba
sunetrlca, ou s¢ja Q] u= w u -



29

A derivada covariante da tetrada e“, pode ser escrita como
Viea = dueq — e’ q —Thue’p, (4.2.4)

que € a derivada com respeito as transformacdes de Lorentz e transformagdes gerais de coorde-

nadas (difeomorfismos).

4.2.2 Derivada Covariante de um espinor

A transformacgdo de Lorentz infinitesimal de um espinor (que é uma matriz coluna) € dada
por .
Sy = iw“bﬂcabwdx“, 4.2.5)

onde o, € definido na forma _
l
Ou = E[Fa,l“b], (4.2.6)

onde I’y e I, sdo as matrizes de Dirac no espago plano. Para essa teoria consideramos
a quadricorrente fermidnica YI“y . O campo de Dirac no espaco curvo é representado por
quantidades com indices em relacdo as transformagdes gerais de coordenadas e também das
transformacoes de Lorentz, entdo podemos escrever de forma mais geral as matrizes de Dirac

no espago Curvo.
Yu =e“ula 4.2.7)

4.3 CAMPO FERMIONICO

A ac¢do que estamos considerando contém o campo gravitacional e os campos de Dirac.

Esta acdo € escrita como
1 i, _ _
S = /d4x\/—g [ — ER—F E(y/y“Vuw— Vuuyty) — 64, J% |, (4.3.1)

onde K = 871G, e a constante O é dada por

_ 3k B?
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e as quantidades J* e J,; sdo definidas como

1
JH = ——yTsY vy, (4.3.3)
= ISy

O campo de Dirac junto com a teoria de gravitagdo representam um papel importante, uma vez
que o campo fermidnico descreve um tipo de matéria. O acoplamento spin-spin € descrito pelo
pardmetro f. A inclusdo desse pardmetro na agdo (4.3.1) foi proposta por Perez e Rovelli
[17]. Esta acdo é equivalente a acdo de Einstein-Hilbert na presenca de tor¢cdo. O pardmetro
B é conhecido como pardmetro de Barbero-Immirzi (BI). Este parimetro determina a forga da

interacao quadrifermidnica.

Consideramos apenas os aspectos classicos do campo de Dirac ndo massivo no modelo cos-
moldgico espacialmente plano FLRW na presenca do parametro BI. Esse parametro € descrito
por um termo presente na acdo de Holst [18]. Ele € introduzido sob perspectiva da gravidade
quantica nao perturbativa e representa um novo parametro sem dimensdo que vem de teoria

mais fundamental.

A acdo para o campo gravitacional com o termo de Holst pode ser representada da seguinte

forma

1 1
Sw = /d4x\/—_g[—R—|— Eeaﬁ“vR"‘ﬁ“V , (4.3.5)

onde kK =167G, £,p,, €o0 tensor antissimétrico de Levi-Civitae & o pardmetro BI, positivo
e real. Em RG sem tor¢@o esse parametro ndo afeta a equagdo dinmica porque €qg WRO‘/S i

desaparece devido a simetria ciclica do tensor de Riemann, ROBRV | pavBu | pauvB — (.

O efeito do parametro BI pode ser estudado por diferentes procedimentos de acoplamento
[17]. Em [19, 20], uma familia de dois parametros ndo minimamente acoplados pode ser con-
siderada separadamente. Em [21] estd mostrado que o pardmetro BI ndo tem nenhum efeito se
for absorvido dentro de pardmetros ndo minimos. De acordo com [22], o pardmetro BI pode
ter efeito dindmico ndo trivial, mesmo sem o campo de Dirac, desde que seja tratado como um
campo escalar. J4 em [23], usa-se uma lagrangiana modificada com o termo de Holst e o campo

de Dirac para mostrar que o parametro BI ndo tem nenhum efeito.

O objetivo agora € derivar as equagdes de campo a partir da variagdo da agdo (4.3.1)
com o campo de Dirac ndo massivo e com o termo de interacdo quadrifermidnica. Escrevemos
estas equagdes para o tensor energia-momento na forma diagonal. A solug@o encontrada € tal

que descreve um fluido intermediario entre poeira e radiacao.
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4.3.1 Procedimento e solu¢ao

Usaremos o mesmo procedimento do capitulo 2. Consideremos a correcdo até primeira
ordem para a acdo (4.3.1) . Essas corre¢des sdo escritas da mesma maneira que em (2.4.2) e

(2.4.3), ou seja,

Suv — g;w:guv—{‘huv,
gt = gV —pHv, (4.3.6)

h
¥ = VEt5VE

onde i = h* ;. Apenas as contribui¢des em primeira ordem em A*Y serdo mantidas. Podemos

escrever as tetradas como

a=e"a+ Ehaﬁeaﬁa

e sabemos que J'*Jj, = JHJ,. O que significa que 6(JPJp)/Sg"" = 0, e J'J), tem contribuigdo

nula em h*B. Considerando a parte cinética da acdo de Dirac (4.3.1), temos
Sy = / d*xy/—gLy = % / d*xy/ =g (W' Vuy —Vuur'y). (4.3.7)
Fazendo a expansdo desta equagdo e considerando ¥, = ¥, + %hpvyp, temos
Sp— S, = % /a’4x\/—_g(1 + %h) [l/‘/(}/v + %hpv'}’p> Juy(gh" —h')
- 117(% + %hpv7p> Oy o (g"’ — i)
QN )Y )
b0 o (gt 51 we — )], 438)

ficando apenas com os termos de primeira ordem em /Y. Podemos expressar a conexao de
spin na forma

0%, =0, + o™, (4.3.9)
Substituindo em (4.3.8), temos
i 1 1 _ _
Sk = Stz / d*xy/—g {5guva (WY ¥ =V ¥ v) } Y

+ %/d4x\/—g[l[_/’)/#6abl[/+ VoY vl Ao®,. (4.3.10)
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Podemos escrever A p (ver Apéndice D) na forma

Ao, = % (V5 (P hay ) =V (e Phay ) } 4.3.11)

No termo envolvendo A @ 1, aquantidade multiplicada por hqy € simétrica em relagdo a o e
a . Devido a essas propriedades de simetria ndo haverd contribui¢io deste termo na expressao

(4.3.10), pois ele € identicamente nulo.

As equagdes de Dirac sdo obtidas quando variamos a acdo (4.3.1) com respeito aos campos
de Dirac y e vy,
iv*Vyy =200"Tsy,y, (4.3.12)

iV, Uyt = —20J49Tsy,, (4.3.13)
onde F5 = iF0F1F2F3.

A lagrangiana L € escrita como

(W"VW V) — 6,0k, (4.3.14)

e a equacgdo de Einstein € expressa em funcdo dessa lagrangiana da seguinte maneira

K

I _ 1
Gap =5 Tap = 4K (V¥ ¥ = VP V) - 5 K8apL, (4.3.15)

onde ¥ Vp) significa 1 5 (YaVp +7¥8Va). Agora, usando a equagdo (4.3.9), obtemos a equagdo
. 0 .
Gap = (w( Ve)¥ =V ¥) — 5 K8aplul", (4.3.16)
que corresponde a seguinte equacio para o tensor energia-momento :
i, _ _ 0 "
Tap = 7 (V1aVe)¥ = VgV ¥) = 5 8ap/ul". (4.3.17)

Para a métrica de FLRW o lado esquerdo da equag@o (4.3.16) € nulo (Gop = 0) para @ # B.
Como consequéncia, temos Ty = 0 para a # 3. Para expressar essa condi¢éo de consisténcia,

€SCrevemaos

I, _ _ ) .
T;; = 1 (VY Vyw—=V,unmy) =0, i#], (4.3.18)
I, _ _

A equacgdo (4.3.18) ¢ satisfeita devido a identidade I';ToI"; +I";I)I'; = O para i # j (ver

Apéndice E). Para calcular as derivadas covariantes para os espinores, usaremos as relacoes

i ) o }
V“l[/:aul[/—f—iwabu(fabl}/, VuIV:aw—Ew“buwcab, (4.3.20)
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onde a quantidade ®? u € a conexdo de spin, a qual j4 foi definida em (4.2.3). A quantidade oy,

¢ escrita em termos das matrizes de Dirac no espago de Minkowski. As tetradas sdo definidas

como .
e’y = (a(n),0,0,0),
e'y = (0,a(n),0,0),
e, = (0,0,a(n),0),
e’, =(0,0,0,a(n)).

Estamos usando a métrica FLRW em fung¢do do tempo conforme df = a(n)dn,
ds® = a>(n)[dn? — dx* — dy* — dZ?], (4.3.21)

onde a(n) € o fator de escala em fung@o do tempo conforme.

Agora, calculemos as derivadas covariantes para os espinores usando as relacoes (4.3.20).

As componentes ndo nulas das conexdes (4.2.3) sdo dadas por

C()Oll = 60022 = (0033 = a—, (4.3.22)
2a
© /
0 = 0 = 00 = - L (4.3.23)
2a

onde a = da /dn. Assim, as derivadas covariantes dos espinores para it = 0 sdo
Vo = doy + %a)“”ocabl// = doy. (4.3.24)
E sabemos que as conexdes ®“?( sdo nulas. Para u = 1 temos
Viy = 81w+%w“blcabw, (4.3.25)

como os espinores s6 dependem do tempo, as derivadas ordindrias com relacdo aos indices

espaciais sao nulas.

Podemos usar os resultados (4.3.22), (4.3.23) e escrever

a/

5 Lol vy, (4.3.26)
a

Vll//:—
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analogamente, para t =2 e y = 3:

a/

Vzl]/ = — F0F2 Y, (4327)
2a
a/
V3l// =——1ol3 Y. (4328)
2a
De uma maneira mais geral podemos escrever
a/
V,‘l[/ = ——F()Fil//, (4.3.29)
2a
onde i = 1,2,3. Analogamente, para ¥ obtemos
a/
Vo =adyyr, Vi¥r= %1/71"01"[. (4.3.30)

Usaremos a relagio V,[yy*y] =0, conhecida como lei de conservagdo da corrente.

Lembramos que a derivada covariante tensorial de um objeto qualquer € dada por (2.1.13):
V A% = 0,A% + T AF, (4.3.31)

onde o objeto I'¥, € a conexdo afim ou conhecido como simbolos de Christoffel e sdo dados
por (2.1.9):

Iy = %go”[f?xgva +0vgxr — rguv]. (4.3.32)
Podemos escrever

Vu[Fy* vl = ou[Wry* vl + Tpu [0y vl (4.3.33)

Faremos os cdlculos para u =0,1,2,3 uma vez que (4.3.33) pode ser escrita como

Vu [y ] = Vo[’ v + Vi Wy vl + Vo[ Wy v + V3 [py vl (4.3.34)

De acordo com a métrica (4.3.21), os simbolos de Christoffel ndo nulos sdo dados por

/

a
T =T0 =T =T = Pt (4.3.35)

como ja sabemos, J;[Yy*y] =0 parai= 1,2, 3. Substituindo esses resultados em (4.3.34)

temos
(WY W] + T [ W7 W]+ T0, (W7 w] + T (W w] + T [wy w] = 0.

Entao, p ,
_ o d
an V7Vl = 4wyl (4.3.36)
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Substituindo 7° = éFO na (4.3.36) e usando a regra de Leibniz, temos

L oy - Cproy) = a4 1rty)
adnww ag‘l’ Y= az‘l/ Yl
logo, a equacdo na sua forma final sera
_ 3d
W0y) = 2 [gTy]. (4.3.37)

Voltamos na equacao (4.3.19) e em torno dessas condi¢cdes podemos escrever, usando a notagao
(4.2.7) .

/
aPTid0y — VLY —adoliy + SPLy =0 (i=1,2,3), (4.3.38)

o que significa que podemos escrever
' =9y (i=1,2,3). (4.3.39)

A equacdo (4.3.37) também pode ser obtida diretamente das equacdes de Dirac junto com os
resultados (4.3.29) e (4.3.30). A equacdo (4.3.39) € uma condi¢do necessdria de consisténcia.
Podemos supor uma soluc¢do do tipo ¥ = f(1n)x, em que o espinor de Dirac é escrito em
termos de uma func¢do real de 1 e de um espinor constante. Se voltarmos nas equagdes de
Dirac e multiplicarmos (4.3.12) por Iy pela esquerda, teremos, apds algumas manipulacdes

matematicas, a seguinte equacdo de movimento
, 3d _ _
v+ Zt[/ = —2i0al \['sT 'y (yT'sT,y), (4.3.40)

analogamente para (4.3.13) multiplicando por I’y pela direita, teremos

0 3d _
v+ 7= 2i0aPpTsTTo(YsTay). (4.3.41)
Para investigar a relacdo entre os parametros de densidade e pressdo com o parametro de
Immirzi, seguiremos o mesmo procedimento que foi realizado para obter as equagdes de Fried-

mann na secdo 3.4. Voltemos nas equagdes de campo (4.3.16) para calcular a componente

temporal e a componente espacial. Podemos escrevé-las da seguinte forma

i _ _ 0
Goo = EK(‘I%V()V/— Vouyy) — Emzfu] H (4.3.42)
i _ 0 -,
Gi; = EK(W%VHV—V:'W%‘I’)JFEW Jo, (4.3.43)

nota-se que nesta equagio ndo hd soma de indices. Sabemos que G*, = —R. Calculamos o
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trago de Gy usando (4.3.42) e (4.3.43), obtemos entdo,

o _ )
G0 = %K (T Voy — VoY y) — 5KJ2 (4.3.44)

. i . 0
G = ZK(I//)/’V,-I[/—VI'W’)/'I[/) +51<JZ, (4.3.45)
aqui também ndo h4 soma de indices. Podemos escrever GY% + Z?ZI G';=GH u» entdo faremos

a soma das duas equacdes acima e obtemos

“R= iK(W‘Vw—VuW”W) + oK (4.3.46)

Usando as equacdes de Dirac (4.3.12) e (4.3.13), escrevemos

R=—-20xJ>. (4.3.47)

Por outro lado, usando a métrica (4.3.21), temos que R = —64" / a’, ja que

3 2
Goo = =, (4.3.48)
a
© " 2
2
Gi=——+%. (4.3.49)
a a

De acordo com (4.3.47), podemos escrever

6 /!
2 20kd*)R. (4.3.50)
a

Combinando as equacgdes (4.3.42) e (4.3.43) com (4.3.48) e (4.3.49), teremos

3d" 6 272 i - !
3 = —yka J —I—ZKa(l//FOI// —y'Tyy), (4.3.51)
24" 2 0
LD - Zkd (4.3.52)
a a 2

Direto da manipulagdo das equacdes (4.3.51), (4.3.52) e (4.3.50) seguem as seguintes relacoes:

ii{a(l]‘/f‘oyﬂ —WToy) = 40Kkd* 1>, (4.3.53)
2
7
T oka (4.3.54)
a 2

A equacdo (4.3.53) nos mostra que para o parametro de Immirzi diferente de zero, a quantidade
YToy' — W'Tyw ndo deve desaparecer. Por essa dltima condi¢do, vemos que o ansatz Y =
f(n)x é descartado. A equagdo (4.3.54) nos mostra que J# deve ser um vetor tipo-tempo, ou

seja, J2 > 0. A equacio (4.3.50) pode ser expressa em termos da coordenada temporal com a
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ajuda de (4.3.54), temos

% — —5k0J2. (4.3.55)

Essa relagdo indica uma tipica contribui¢do oriunda da matéria ordindria (que nao induz expan-
s@o acelerada). De fato podemos expressar o tensor EM na forma padrdo para descrever um
fluido perfeito (3.4.3),

Tuv = (p + p)upuy — pguv, (4.3.56)

e para nossa métrica, temos que a quadrivelocidade é da forma uy, = (a,0,0,0). Calculamos a

componente temporal de (4.3.56), sabemos que ela € dada por

T, = p-3p, (4.3.58)

onde T#, é o traco da equagdo (4.3.56).

Podemos combinar estas equagdes com (4.3.54) e (4.3.51) para expressar p e p da seguinte

forma
7 2
p=5067, (4.3.59)
1
p= EGJZ‘ (4.3.60)

Dessa maneira, o parametro de Immirzi junto com o campo de Dirac ndo massivo produz o
efeito de um fluido perfeito caracterizado pela equagdo de estado p = p /7, que pode ser con-
siderado um fluido intermedidrio entre radiagdo (p = p/3) e poeira (p = 0). Esse desvio em
relagdo a p = p/3 € devido a presenca da quantidade J*. A lei de conservagio da energia de

um fluido perfeito tem a forma
pr3p+pt=0, (vereg. (3.4.10) 4.3.61)
a

onde p pode ser dado pela equacéo de estado p = p /7. Se escrevermos p = wp, com w = 1/7,

obtemos
b 3(14w)d (43.62)
g = 3.
Inp =lIna 30+ 1, (4.3.63)
p ~a 30, (4.3.64)

a—24/7‘

Para o fluido que estamos considerando teremos p ~ Podemos usar a equacdo de

Friedamman (3.4.7) para k = 0 e verificar de que maneira o fator de escala a ird depender
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do tempo ¢. Nesse caso temos

(g)z - %p. (4.3.65)

De (4.3.64) sabemos que p = p,(a/a,) 2*/7 , substituindo este resultado na equacio acima
teremos ‘

(g)z - MTGpo (f) T (4.3.66)

Finalmente, fazendo a, =1 e resolvendo a equagdo (4.3.66) para a, teremos que a ~ 17/12,
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5 CONCLUSOES

Nesta dissertacdo apresentamos um estudo sobre a teoria de Dirac em cosmologia. Em par-
ticular estamos estudando o campo de Dirac no universo de FLRW.
A agdo que descreve o nosso sistema contém o campo fermionico minimamente acoplado e
sem massa, além de um termo de intera¢do quartico, no qual, a constante de acoplamento f3
estd associada ao parametro de Immirzi [17].
Apresentamos também as equagdes de Dirac apds variar a acdo de nosso sistema, estas equacoes
contém o parametro de Immirzi. Mostramos a equagao de Einstein e o tensor energia-momento
contendo os campos de Dirac e as equagdes de movimento para esses campos. A classe de
solugdes tais que as componentes espinoriais sdo expressas através de uma fungdo real de n é
descartada pelas relagdes de consisténcia.
A equagao (4.3.54) mostra-nos que J* deve ser um vetor tipo-tempo. Mostramos que o parametro
de Immirzi junto com o campo de Dirac ndo massivo se comporta como um fluido perfeito in-

termedidrio entre poeira e radiacao.
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APENDICE A - TENSOR DE RIEMANN

O tensor curvatura € um objeto importante no espago Riemanniano. Ele contém termos de
derivadas segunda, quadrado das derivadas da métrica e se mantém covariante. Neste apéndice

iremos deduzir a forma para o tensor de Riemann.

Partimos do comutador das derivadas covariantes do objeto A* e usando (2.1.12), temos

Entao

a(VpAH) =T (V2AH) +TY  (VpAY) —

Ip(VaAl) +Tqp(VeA!) —T 5 (VaAT) =

Ja(FpA* +TY jAY) —Th o (9pA* + T, A%) +T%  (IpA* +T55A%) —

Ip(JaAM +T% A*) + T 5 (A" + T A") — T4 (GuAT +TH,A") =

A
=A R'u/lotﬁv

RMjap = 0l g — OpT o + T Tap —TipTas (A0.1)

Onde R*,qp € o tensor de Riemann.
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APENDICE B - EQUACOES DE FRIEDMANN

Neste apéndice obteremos as equacdes de Friedmann para a métrica FLRW.

O intervalo que nos fornece a métrica cosmologica FLRW é dada por

dr?

2 2 2
ds“=dt“—a m

+r*(d6? + sen*0d¢?)| (B.0.1)

onde as componentes diagonais dos tensores métricos covariantes € contravariantes sao

dados por
2
goo=1, gn= U=k gn=—d’r’, gx=—a’r’sen’6, (B.0.2)
c
2

00 1 (1—kr) 1 1
=1 = -/ = = B.0.3
8 , 8 612 , 822 6121"27 833 azrzsenze ( )

As componentes ndo nulas para os simbolos de Christtofell, equacao (2.1.10), em relacdo a

métrica dada sdo:
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ad
0 _ 0 _ .2 0o _ -
I, _—(l—kr2)7 5, = aar®, I35 = aar

25en’0,

a
1 12 13 _
Lo —on—r3o—av

kr (B.0.4)
F%l = (1—/(7‘2)7 l—%zz—r(l_krz), F%3=—r(l—kr2)sen29,
F%z = F% = %, F%z = —senBcosH, F%3 = cotgh.
As componentes do tensor de Ricci para as conexdes ndo nulas sdo dadas por
Ry = _3%
a
R [adi +24* + 2k]
1n =
(1=kr%) (B.0.5)

Ry, = r? [ac’i +24% + 2/{]

Ry = r?ai+ 24?4 2k]sen®6.

Supondo a homogeneidade e a isotropia do universo, o escalar de curvatura é dado por
R = gOORoo +g'"Ryy + g22R22 + g33R33, (B.0.6)
e entao:

2
@ |k } . (B.0.7)

R=6 a +—5+
N a 612 612
Havera duas equacdes de Einstein independentes, uma em relacdo a componente temporal
e a outra em relacdo a componente espacial. Usando a equagdo (3.0.5)
1
ROCB — EgaﬁR = 875TO¢[37 (B08)

onde Typ € o tensor energia-momento para um fluido perfeito dado pela equagio (3.0.7).

Agora, resolvendo o lado esquerdo de ( B.0.8 ) para a componente temporal, teremos
-2
a k
Goo=3—5+3—>, (B.0.9)
a a
para o lado direito de (B.0.8) :

Too = (P + p)uouo — pgoo = P- (B.0.10)
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Entao,
3% 435 = 87p. (B.0.11)
a a
Para a componente espacial, temos que

at ok

i
(;I.J.:25_|_a_2_|_;7 (B.0.12)
logo,
.. .2
k
244 “_2 + = —87p. (B.0.13)
a a* a
Da equacdo (B.0.11), escrevemos
2
a dnp k
= _ = B.0.14
a? 3 a?’ ( )
substituindo (B.0.13) em (B.0.11) :
a 1
—=—A4n(p+=p]. (B.0.15)
a 3

As equacdes (B.0.14) e (B.0.15) representam a evolucdo temporal do fator de escala e sdao

conhecidas como as equagdes cosmologicas de Friedmann.
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APENDICE C - CONEXAO DE SPIN

Para mostrar a relacio (4.2.3), multiplicamos (4.2.4) pela tetrada e.* e usamos e.%e’y =

5.7 , entdo obtemos a conexdo na forma mais geral, ou seja, com a parte antissimétrica:

1 1
0, = 5(eb“aﬂeam —e"Ipe’y) — Erﬁm (eP%ey —e1%e?)). (C.0.1)

Substituimos nessa tltima equacdo a quantidade F’gm = %gp"(g(m’“ + 8opu,0 — 8auc) -
Consideramos, também, a relacio

gl =eP 1, (C.0.2)
entdo, a equacgdo (C.0.1) em termos das tetradas sera

1
a)“bu = 1(eP¥Iue’y —e““aﬂeba) — Eepae“0[8u (e’ cean) +

da(€“seay) —8G(eaaea”)](ebae“p — eaaebp). (C.0.3)

Ap0s algumas manipulagdes matematicas, temos a relagdo para a conexao de spin (4.2.3):

o, = : [P0y e o — ¥ el o+ % Dgely — "% ey + ebvealecualecv

e P ecudyeyl. (C.0.4)
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APENDICE D - VARIACAO DA CONEXAO DE SPIN

Partimos da seguinte equacao:

1 1
wabu = Z {eaaa'ueba + eapebarpa‘u} — Z {ebagueaa +ebp€aarpa”} i (DOI)

usando o fato que

1

AT% )y =V h% ) — EV“huv. (vereq. (2.4.5)) (D.0.2)
Temos que
1 1
a)/ab‘u _ wabu + Z {_Eh(xﬁeaﬁ aueb(x} ) (D.0.3)
207 yepy = —Ipe oy + e pTP gy (D.0.4)

1
2Awab‘ueba - wab”haﬁebﬁ - Eau(haﬁeaﬁ)
1
—Ehpﬁe“ﬁrpau + e ATP oy, (D.0.5)

se multiplicarmos (D.0.5) por e¢* e depois trocarmos ¢ por b, teremos

1 1
2007y = Sh*Peaey TPy — Shppe*ePTP oy
+ AT oy, (D.0.6)
onde
1 1
Ehaﬁeboﬁueaﬁ = Ehaﬁebaeapfpﬁu — w“cuecﬁhaﬁeba. (D.0.7)

Os termos com as conexdes I podem ser escritos como

1
sh*Pebqes TPy, _thﬁebaeaﬁrpau =

(haPgopT%pu  — hppTP ) &%e™. (D.0.8)
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O objeto Aw?’,, deve ser antissimétrico em a e b , mas o termo entre parénteses é simétrico em
u

o e 3. Logo teremos
1 1
Aoy = "¢ p AT oy — e % p AT o, (D.0.9)
por fim, usando (D.0.2) , temos

1 1
Awab“ — Vﬁ {Zebﬁeaahau] _ VB [Zeaﬁebahau] . (D.0.10)
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APENDICE E - MOSTRANDO QUE A EQUACAO (4.3.17)
E IDENTICAMENTE NULA

Nesta se¢do mostraremos que as condig¢des de consisténcia para T;; = 0 na secdo (4.3)

satisfaz uma identidade. Sabemos que o tensor EM com o campo de Dirac € dado na forma
if_ _ 0 "

Tap =7 [W?’(avﬁ)vf— VYY) V| — 58ap! u- (E.0.1)

Entdo supondo aa =1 e B =2, teremos g, =0,
i _ I _

T = Zl[/’}/l Vzl]/+ Z‘V}’ZVI v, (E.0.2)
ou usando as equagdes (4.3.18) e (4.3.19) teremos
i i/

ga 1;/[—1“11“01“2]1//+ ga 1//[—F2F0F1]1// =Ty, (E.0.3)

ou
I/ _
—ga W[F] I'olr + F2F0F1] v =Ti. (E.0.4)

Entao, sabendo que I'jT'oI» = —I»IpI"; temos naturalmente que
i _
—ga y Tl + ol |y =0. (E.Q0.5)

Concluimos que 7;; =0 para i # j, assim a equagdo (4.3.18) se anula naturalmente.
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