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Resumo

As quatro forcas fundamentais da natureza conhecidas sao: a forca gravitacional,
a eletromagnética, a forca fraca e a forca forte. As trés dltimas sao regidas por
aspectos da chamada teoria quantica de campos. O grande interesse da teoria
de cordas consiste no fato de que acredita-se que a mesma pode unificar a forca
gravitacional com a mecancia quantica. Sendo portanto, uma candidata a formar
a famigerada teoria da unificacao dessas forcas fundamentais. Com essa motiva¢ao
em mente, nessa dissertacao abordamos as agoes de cordas de Nambu-Goto, Born-
Infeld-Nambu-Goto e Dirac-Born-Infeld-Nambu-Goto de cordas bosonicas como
sistemas vinculados. O nosso principal caminho para estudar esse assunto fasci-
nante da fisica teoérica é o conhecido método de Dirac para a andlise de vinculos.
Palavras-chave: Cordas bosonicas. Sistemas vinculados. Invariantes por parame-
tros.



Abstract

The four fundamental forces of nature are known: the force gravitational, the
electromagnetic, the weak force and strong force. The three latter aspects are
governed by the so-called quantum field theory. The great interest in string theory
is the fact that it is believed that it can unify the gravitational force with quantum
mechanics. Being thus a candidate to form the notorious theory of unification
these fundamental forces. With this motivation in mind, this dissertation discusses
the actions of the Nambu-Goto strings, Born-Infeld-Nambu-Goto and Dirac-Born-
Infeld-Nambu-Goto bosonic string as bound systems. Our main way to study this
fascinating subject in physics is the known theoretical method for analysis of Dirac
links.
Keywords: Bosonics strings. Constrained systems. Invariant for parameters.



Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas, a teoria de cordas vem levantando possibilidades de realizar
uma juncao prospera entre a Mecanica Quantica (MQ) e a Relatividade Geral
(RG), assim como, fornece indicios de que a unificacdo das quatro interagoes fun-
damentais que conhecemos: gravitacional, eletromagnética, fraca e forte, pode ser
possivel mediante um modelo mais simples do que as propostas atuais de nenhuma
eficacia. Essas possibilidades, evidentemente, dependerao de resultados experimen-
tais no futuro que comprovem a existéncia das cordas.

Atualmente, a fisica esta sustentada sobre duas colunas de conhecimento. Uma
relacionada aos sistemas de escala atomica, para os quais as teorias da M(Q tém
modelos que os descrevem, e a outra voltada aos sistemas de escala astrondmica,
para os quais a teoria da RG aborda com bastante sucesso. Outra teoria bem
popular, que une a MQ e a RG, é a chamada Loop Quantum Gravity. Além disso,
acredita-se que a geometria nao-comutativa traz uma ferramenta matemética para
descrever a fisica da escala de Planck. Sao teorias que confirmam resultados fisicos
no limite classico. Foram bem sucedidas em suas previsoes e confirmadas no ramo
experimental.

Apesar disso, essas duas ciéncias antagonicas nao sao compativeis por enquanto
mediante os conhecimentos atuais de teoria de campos. E a unificacao dessas
grandes teorias é importante para a evolucao das pesquisas fisicas, mesmo porque
existem exemplos na natureza que desafiam a compreensao atual da fisica tedrica.

Nas formulacgoes teoricas, por exemplo, para os buracos negros e para as condicoes
iniciais do universo, é necessario uma altissima concentracao de massa em espagos
diminutos e, inevitavelmente, isso confere uma forca de gravidade tao grande que
esmildca a matéria até a particulas cujas as regras de interacao sao quanticas.
Sao condicoes fisicas que determinam fendémenos relativisticos e quanticos em um
mesmo sistema, o que exige um modelo unificado dessas duas teorias.

O uso desses conhecimentos estao relacionados ao sistema de estudo. Se for o
macrouniverso, na escala do visivel, o estudo da RG tem alto grau de precisao em
sua descricao dos fenomenos celestes. Se tomarmos porém regioes do espaco-tempo



bem pequenas na escala do comprimento de Planck, o espaco-tempo é pertubado
por efeitos quanticos garantidos pelo principio da incerteza. Ainda em regioes onde
nao existiria matéria e a gravidade seria classicamente nula, a M(Q garante que,
concentrando atencao em escalas ainda menores do espago-tempo, existem efeitos
quanticos.

Nesse quadro, é completamente caotico descrever equacoes de movimento que
atendam os principios quanticos e relativisticos. No universo do microcosmo, até
ao final da década de sessenta, acreditdvamos que as particulas fundamentais da
matéria eram os proétons, elétrons e néutrons. Mas experiéncias em aceleradores
de particulas, nessa época, revelaram que os proétons e néurons sao particulas
compostas. Esses componentes sao denominados “quarks"e sao dois, o quark up e
o quark down. Além isso, outras experiéncias de colisoes de matéria, sob energias
ainda mais elevadas, mostraram novas particulas fundamentais que, junto com as
primeiras, formam as trés familias de particulas de matéria dentro de um padrao
de classificacao. Essas experiéncias confirmaram também a previsao teodrica da
anti-matéria, de Paul Dirac (1928). Essas verificacoes apotaram que ainda havia
muito o que aprender sobre a estrutura da matéria.

Os esforcos na pesquisa em esclarecer a natureza das particulas fundamentais da
origem & Eletrodinamica Quantica (EDQ), mais tarde denominada Teoria Quan-
tica de Campos (TQC). Ela engloba a Cromodinamica Quéntica que estuda os
quarks e as interacoes fortes e a Teoria Quantica Eletrofraca que esta relacionada
as forcas fraca e eletromagnética.

Através da TQC ou eletrodindmica quantica conseguimos atribuir ao féton seu
papel de particula minima do campo eletromagnético e especificar sua interagao
com particulas de carga elétrica. Especificamos, também, quanticamente, os glu-
ons, particulas transportadoras da forca forte e os bdosons da forca fraca, como
transportadores da forca fraca. Ao conjunto dessas teorias das particulas funda-
mentais e suas interagoes convencionou-se o nome de Modelo Padrao das Particulas
Fundamentais.

A partir da década de 80 as teorias das interagoes (forte e eletrofraca) foram
submetidas a muitas experiéncias e apos atribuirem valores numeéricos a varias
propriedades das particulas, mediante os recursos experimentais, muitas previsoes
se revelaram em concordancia com resultados medidos. Atualmente, entetanto,
persistem o problema para unificar a gravidade com a teoria quantica de campo.

A teoria de cordas recebe atualmente bastante atencao da fisica teorica, uma
vez que ofererece perspectivas para a unificacdo da RG com a M@, assim como
respostas para as questoes do Modelo Padrao, mesmo para a principal questao, a
unificacao das quatro interagoes fundamentais.

Como dissemos acima, a teoria de cordas oferece apenas perspectivas de solucao,
nao a propria solucao. As equacoes de movimento da teoria, em sistemas fisicos,
ja sao aproximacoes, o que implica solucoes aproximadas. Nao existe ainda con-
firmacao de resultados ja conhecidos, como por exemplo, as massas e as cargas



das particulas fundamentais entre outros exemplos. E isso é motivo para muitos
pesquisadores considerarem a teoria de cordas como uma teoria nao-fisica, mas
uma formulacao matematica elegante do que poderia ser a realidade natural das
particulas fundamentais.

Nessa dissertacao apresentamos um carater introdutério dessa teoria. Abor-
damos seis a¢oes que descrevem as cordas bosonicas, a de Nambu-Goto (NG), a de
Born-Infeld-Nambu-Goto (BING), a de Dirac-Born-Infeld-Nambu-Goto (DBING)
e as mesmas acopladas a um determinado campo escalar. Analisamos os vinculos
de cada uma das acoes mediante o critério de Dirac.

No capitulo 2 comecamos com um estudo na particula relativistica livre como
sistema vinculado, usando o critério de Dirac. No capitulo 3 iniciamos com as
cordas bosonicas através da acao de NG, mas, encontrando as equacgoes de movi-
mento para a corda mediante outra acdo (Agdo de Polyakov) equivalente a NG.
Em seguida comecamos com o estudo das seis acoes para a corda como sistema
vinculado. O capitulo 5 encerra a dissertagao com as conclusoes e perspectivas. A
parte final é reservada para os apéndices que tém por objetivo esclarecer alguns
assuntos gerais que consideramos “espinhosos.



Capitulo 2

Particula Relativistica Livre como
Sistema Vinculado

O estudo da particula relativistica tem por finalidade, aqui, introduzir conheci-
mentos importantes para um estudo preliminar das cordas bosonicas.

As equagoes de movimento da particula livre, na mecanica classica, podem
ser obtidas com o principio da minima acao (Apéndice B). Definimos a ac¢ao da
particula livre como sendo o funcional

to
Spula(t)] = [ Lia(t). #(0)]dt, (2.1)
1
onde x;(t) é a posigao da particula no espaco tridimensional (i=1,2,3) e
, dx(t)
t) = . 2.2
1) = = 22)

Sob o aspecto matematico, esse espaco é real onde a métrica é a usual, ou seja,
a distancia infinitesimal dl entre dois pontos é

dl = \/(dz1)? + (d2)? + (dis)?. (2.3)

A funcao lagrangeana, nesse caso, é

Lprla(t), ()] = 5 mla:(t)]". (2.4)

Determinando a variacao dessa agao (Apéndice B),

to
5Spr = [ dt SL(¢) (2.5)

t1

Jt



e impondo a a¢ao minima,

0Spr, =0 (2.7)
encontramos

Z;(t) = 0. (2.8)

que ¢ a equacao da particula livre nao relativistica. Essas equacoes serao invari-
antes mediante as transformacoes de Galileu,

x;(t) = Rijllj (t) + 'Uit + CL’J'O (29)

t'=1t+to (2.10)

onde x} e x; sdo coordenadas de referenciais inerciais que estao em um movimento
relativo a velocidade constante v;. xy e ty sao constantes reais e R;; ¢ uma ma-
triz real ortongonal. Nessa estrutura entao a particula nao relativistica fica bem
determinada.

O estudo da particula relativistica livre (PRL) é realizado em um espaco vetorial
métrico, o Espaco de Minkowski. As coordenadas desse espaco que descrevem a
trajetoria da particula sao definidas como

X*r), p=0,1,2,3 (2.11)

sendo X°(7) = ct(7) a coordenada temporal e X'(7), i = 1,2, 3, as coordenadas
espaciais,

Xt(r) = (X°(r), X} (7), X*(r), X3(r)), (2.12)

X*(r) = (ct(r), X} (1), X*(7), X*(7)) . (2.13)

O 7 é um parametro de evolucao da particula e ¢ é a velocidade da luz. Por
conveniéncia adotamos X*(7) = X*.

As coordenadas (2.11) obedecem as regras de transformagoes de Poincaré,
Xt =AM, XY+ ot (2.14)

onde A*, sdo elementos de matriz, quantidades constantes. Observe que X°(7) =
ct também atende as transformagoes de (2.14). Mas ¢ e 7 sdo constantes para
essas transformacoes. A,* sao os elementos da matriz transposta da matriz dos
elementos A*,, ou seja,

AF = (AP (2.15)



Definimos que o elemento de linha ds nesse espaco como

ds = /N dX+rdX", (2.16)

ou

ds = \JdX,dX" = \/edf® — (dX1)? — (dX?)? — (dXP)2, (2.17)

onde 7),,, &€ a métrica do espago de Minkowski,

1 0 0 0
lo -1 0 o0
=170 0 =1 0
00 0 -1
Em (2.17),
dX, = 0 dX" = (cdt, —dX", —dX?, —dX?), (2.18)

ou seja, 1), tem a propriedade de levantar e abaixar indices dos vetores e o elemento
de linha ds é invariante pelas transformacgoes de Poincaré. A métrica obedece a
seguinte regra de transformacao

Tox = AM,OAV/\”;UW (219)

Definindo n* como a inversa de 7),,,, verificamos que
0P npn = PPN LAY A1y (2.20)
oy = AN, (2.21)

ou seja, a matriz de Lorentz transposta é a sua inversa,

A=A (2.22)

Antes de prosseguirmos, se faz necessario definirmos algumas convencoes. Um
quadrivetor qualquer como A", no espaco de Minkowski, que tem regra de transfor-
macao de Lorentz ¢ denominado como um wvetor contra-variante. Um quadrivetor
B, é denominado como um wvetor covariante e tem a seguinte regra de transfor-
magao

B, = \,*B". (2.23)

Objetos de dois ou mais indices como 77, F{ obedecem as regras de trans-
formacoes

TP = AP AP, T (2.24)
R = AN AP FO*, (2.25)
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e sao chamados de tensores.

Vamos encontrar as equacoes de movimento para a PRL com o uso do principio
da minima agao, como no caso nao-relativistico. A acao dessa particula é tomada
como sendo proporcional a um elemento de arco da “linha de mundo", que é a
trajetoria da particula no espaco-tempo de Minkowski,

b
St = —a/ ds, (2.26)

a qual pode ser explicitamente escrita (Apéndice D) como

Spri = —mc /Tf dT\/nWX“X”, (2.27)

onde
. G
Xt = . 2.28
dr ( )
A agdo (2.27) é invariante por reparametrizagao
T=7(T) (2.29)

e nas transformacoes de Poincaré, (Apéndice D).

Uma vez que a lagrangeana de (2.27) é

Ly = —mey X2, (2.30)

escrevemos o momento conjugado de X* como

0L,
p, = ot 2.31
= (231)
XH
P, = —mc——, (2.32)
p 5o
onde P* = P*(7). Desse resultado encontramos
P? = P,P" = (mc)*. (2.33)
Interpretamos que (2.33) é o vinculo primario da teoria,
¢1 = P? — (me)?* =~ 0, (2.34)

por ser o primeiro vinculo encontrado diretamente da relagdo do momento (2.31).
A igualdade “ ~ ” é denominado de igualdade fraca definida, com o objetivo de



informar que podem existir fungdes dinamicas da teoria que nao comutam com
¢1 nos parénteses de Poisson (Apéndice C). Por isso a igualdade fraca assinala
também a inconsisténcia da quantizagdo canonica para sistemas vinculados [16].

Aqui podemos também ja classificar ¢; como um vinculo de primeira classe
(VPC) (Apéndice C), ou seja, como o tnico vinculo primério da teoria

{¢1,01} = 0. (2.35)

A hamiltoniana desse sistema vinculado sera

Hprl - HC + )\1¢1 (236)

prl

onde \; = A\ (X, P) é também uma funcdo dinamica da teoria denonimada mul-

tiplicador de Lagrange (Apéndice C). A hamiltoniana canonica, Hg,;, de (C.8),
é
HE, = P,X" — L. (2.37)
Inserindo (2.30) e (2.32) em (2.37), H, fica
HE,y = 0. (2.38)
Entao a hamiltoniana é simplesmente
Hyy = M[P? + (mc)?). (2.39)

Com os resultados (C.17) e (C.18) escrevemos as equagdes de Hamilton da PRL

Pu = xn TMgxu (2.40)
- OHS, . 0
Xt o= ey 2 2.41
op, loP, (2.41)
que, usando (2.34) e (2.38) resulta em
P, = 0, (2.42)
Xt = —2)\P" (2.43)

Observe que (2.42) confirma o fato de a particula estar livre. Veja também que
a equacdo (2.43) esta arbitraria por conta da fungdo Ay = A\ (X, P) que nao con-
hecemos.

A invariancia por reparametrizacao permite-nos escolher

XY =71, (2.44)



. Entendemos também que (2.44) é um vinculo,

P =X"—7=0.

(2.45)

Juntos ¢; e ¢o formam um conjunto de vinculos de segunda classe (VSC)

(Apéndice C),

{o1,02} = {P°+ (me)*, X" -7}

{¢1; ¢2} = QPH{PWXO}
{¢1,2} = —2P°
{1,002} = —2mc #0,

A nova hamiltoniana fica

Hyp = M1 + Xagpa.

(2.46)

(2.47)

Verificamos agora se existem vinculos secundérios com a condicao de consisténcia
(Apéndice C), ou seja, uma vez que os vinculos regem o movimento da particula,

por consisténcia, esses vinculos devem ser conservados ao longo do tempo,

¢1%0
{$1,H} =0
M 60,01} + 2o {01,602} + 2~ 0

—2>\2PO ~ 0

0
A {2, d1} + Ao {2, P2} + ;;2 ~ 0
2)\1P0 — 1 ~ O

10
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1
2P0

Assim, ¢; e ¢ nao revelam vinculos secundéarios, por consisténcia. Portanto os
tnicos vinculos da teoria sao

o P? + (me)? =~ 0, (2.51)
¢ = X' —7=0. (2.52)

Sendo a tultima relagao referente a uma escolha arbitraria de parametrizacao.

Note que, nas consisténcias, indentificamos os multiplicadores de Lagrange \;
e Ag, 0 que implica em equacoes de movimentos nao artbitrarias para a teoria.
Isso significa que bastou apenas um vinculo arbitrario de segunda classe para
encontrarmos equacoes explicitas para o sistema.

A hamiltoniana da PRL, (2.47), com os valores (2.48) e (2.50) e as relacoes
(2.51) e (2.52) fica explicitamente

1
Hprl = ﬁ

e as equagoes de Hamilton (2.42) e (2.43),

[P? + (mc)?]. (2.53)

P, = 0, (2.54)
. PH
Xr o= - (2.55)
De (2.32) encontramos
X
Py = —me—L. (2.56)

VX

Impondo o calibre 7 = X% = ¢t em (2.56)

Pp= - (2.57)

Aqui

—\ 2
dx\* dxrdxv  (dx°\* (dX
cdt |~ " edt edt — \ edt cdt |

impondo o calibre 7 = ct,
9 o 2
ax\’_ | (X
cdt ] cdt | 7



(5 ()

onde ¥ é a velocidade da particula em relacao ao tempo ordinario. Inserindo o
resultado acima em (2.57)

e (2.59)
Y=
o qual em (2.55) implica
dX
p,=—= 3 (2.60)
#\2 dt
yi-0)
ou seja, encontramos o quadri-momento da particula, onde
Myl = (2.61)

Nesse capitulo verificamos os vinculos da teoria da PRL e encontramos a
equacao de movimento para a particula mediante a primeira etapa do método
de Dirac, que é identificar os vinculos da teoria e constituir um conjunto de VSC.

O VPC da teoria da PRL determina que a sua acao seja invariante mediante
determinadas transformacoes, denominadas transformagoes de calibre |?]. Nessa
acao sao as transformacoes de parametros. A escolha de um parametro particular
7 = XY imp6s no sistema uma fixacdo de calibre, que permitiu encontrarmos a
solucao do sistema.

A segunda etapa do método é constituir o parénteses generalizado de Poisson
ou parénteses de Dirac para a quantizacao do sistema vinculado. Essa segunda
etapa, porém, nao foi objetivo dessa dissertacao nem para a PRL e nem para as
cordas.

O que faremos a seguir ¢é realizar todo esse procedimento nas teorias descritas
pelas acoes expostas ao longo dessa dissertacao.

¢ a sua massa relativistica.
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Capitulo 3

Introducao a Teoria de Cordas

3.1 Histoérico

Os estudos que provocaram o conceito para a teoria de corda vieram de outras
intencoes. Em 1968, o fisico italiano Gabriele Veneziano, do CERN, descobriu
que a aplicacao de uma determinada expressao matematica, a funcao gamma de
FEuler, para sistemas sob interacoes fortes resolvia alguns problemas a respeito.
A func@o ndo tinha (ou ainda ndo tem), entretanto, uma justificativa para a sua
aplicabilidade as interacoes fortes. As consequéncias dessa funcao no meio fisico
ainda seria melhor investigado em anos posteriores.

Os primeiros trabalhos sobre a teoria das cordas foram divulgados em 1970, por
Yoichiro Nambu, da Universidade de Chicago, Holger Nielsen, do Instituto Niels
Bhor, e Leonard Susskind, da Universidade de Stanford. Na época, tentavam en-
tender, justamente, a aplicacao prospera da féormula de Euler sobre os problemas
da forca forte. Demonstraram que se as particulas fossem tomadas como peque-
nas cordas vibrantes e unidimensionais, as suas interacoes seriam perfeitamente
justificadas com a formula de Euler. Elas deveriam ser pequenas o suficiente para
estarem de acordo com as observagoes experimentais.

O desenvolvimento dessas pesquisas, com particulas sob altas energias, nos anos
seguintes, revelaram entretanto que as previsoes desse modelo estavam erradas. E
isso proporcionou um abandono da teoria no meio académico a partir de 1980.

Alguns pesquisadores, como Michael Green, John Schwartz e Joél Scherk persi-
stiram porém em prosseguir com o estudo da teoria de cordas. Demonstraram que
certas vibracoes das cordas correspodem exatamente as propriedades da particula
mensageira “hipotética"da gravidade, o graviton. Esses resultados incentivaram o
retorno da pesquisa em teoria de cordas em muitos centros académicos.

Além disso, um outro incentivo importante as pesquisas com cordas, sao 0s
trabalhos do pesquisador Edward Witten, divulgados em 1995. Nesses trabalhos,
Witten demonstra que as cinco descrigoes possiveis da teoria de cordas (Apéndice
A) podem ser deduzidas de uma sé teoria, a teoria M, em onze dimensoes.
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3.2 Cordas BosoOnicas

A idéia central da teoria de cordas é que uma corda é um elemento fisico uni-
dimensional cujas oscilacoes representam uma particula fundamental. As vérias
particulas fundamentais conhecidas hoje seriam na verdade cordas e o modo de
vibracao de cada uma delas seria diferente uma da outra e determinaria a carac-
teristica especifica de cada particula. Nesse trabalho serd utilizado entretanto a
acao da corda para particulas bosonicas.

Enquanto uma particula traca uma trajetéria imaginaria unidimensional no
espaco-tempo, chamada “linha de mundo"da particula, a corda, durante seu movi-
mento, esboca uma superficie de caminho no espaco-tempo chamada "superficie
de mundo".

A acao da corda foi pensada para ser proporcional & superficie de mundo.
Essa superficie de duas dimensoes, em um espaco-tempo de dimensao qualquer, é
parametrizada por dois parametros. Nesse raciocinio, Nambu propoem que a acao
para uma corda bosonica é

2 2 2
so T e [ (XY (2 ()
c Jx 0 or Odo or do

onde X = X(7,0) sao as coordenadas da corda no espaco-tempo de Minkowski,
T parametro temporal, ¢ parametro de comprimento ao longo da corda, esses
parametros sao denominados sao denominados como coordenadas internas da corda.
O T ¢é a tensao da corda, tem dimensao de forca e é constante aqui. Os limites
de integragao, m e 0, do parametro o se referem as pontas de uma corda aberta e
sao assim adotados por conveniéncia. A acao serd invariante as transformacoes de
Poincaré e por reparametrizagio (Apéndice D),

(7,6) — (1,0) (3.2)

A acao é reescrita, simplificadamente, como

S— —Z /f ar [ o /(X X0~ (RO (3.3)

ou ainda,

S:/:de/Oﬁdo L, (3.4)

onde

L=V X — ey (3.5)
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¢ a lagrangeana da teoria e

0X
X=7- (3.6)
e
, 00X
X'=o (3.7)

As equacbes de movimento da corda serao encontrados com o principio de
Hamilton sobre a agao relativistica (3.4),

s / o / [ac 0(X") , OL D(3X") 55)

oxwr Ot oxXr Oo

onde
- Xt A(5XH)
XH = = .
0 d or or (3:9)
e
X O(5X™M)
/M p— p—
OXM =5 o (3.10)

Leaﬁ

Pode-se reescrever as quantidades 2% € 3x7

Ccomo

pro 0L _ T (XXX, - (02X, 5.1
OXI (XX (X2

oL T (X X)X, - (X)2X'
P = e = T —F (3.12)
0X c \/(X X2 — (X)2(X)?

e usar essa notacdo em (3.8)

58 = / dT/ da[ 5XM> Pga((sxu)]. (3.13)

b 0o

Continuando a busca das equagoes de movimento da corda, agora a partir de
(3.13)

B O(PIOXF)  O(PISXY)  (dPT  IPI\
55-/d7’d0[ b ) ox (3.14)
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Uma vez que a evolucao de 7 implica na evolugao do tempo 9X°/97 # 0,

IXH(1p,0) = 0XH(1y,0) =0, (3.15)
a variacao se torna
(T m o(PgoX*) opP.  OP; u
55_/n dT/O dal (S ) ex (3.16)

e quando 05 = 0, o segundo termo de (3.16) deve ser zero para qualquer valor de
0X* entre 7; e Ty,

oP;  OP]
SE =0, (3.17)

que ¢ a equagao de movimento para a corda relativistica, onde P e P7 sao dados
por (3.11) e (3.12) respectivamente.

O primeiro termo de (3.16) devera ser analisado de acordo com as condi¢oes de
contorno para a corda. Se for aberta, aquele termo se refere ao comportamento
das pontas dessa corda. As pontas poderao ser fixas ou livres com um certo grau
de liberdade. Quando for fixas, (3.16) implicara em

SXH(r,0) =6 X"(1,m) =0 pu#0, (3.18)

que é a condigdo de contorno de Dirichlet. Se as pontas sao livres (3.16) implica
em

P.=0 (3.19)
a chamada condicao de contorno de Neumann.

Para uma corda fechada nao ha necessidade de imposicao de condicoes de con-
torno. Nesse caso X#(7,0) = X# (7, 7).

Voltando a equagao de movimento (3.17), poderiamos encontrar sua solugao a
partir dela, mas a tarefa é muito dificil. Uma saida alternativa e eficaz é partir
de uma acao equivalente a acdo de Nambu-Goto e encontrar novas equacoes de
movimento mais simples e também equivalentes as equacoes (3.17). Se trata da
acao de Polyakov (Apéndice F),

T (7 i Wg 0XH 0XY
Sp:—;/r dT/O dov/—g g°°

Do dob

(3.20)

onde g*%(7,0) é a métrica da superficie de evolugio da corda de coordenadas,

o = (0%, 0') = (1,0), (3.21)
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onde a = 0, 1; para ¢ = 7, o' = 0. A agao S, ¢ invariante pelas transformagoes

desses parametros, pelas transformagoes de Lorentz e, também, pela transformagao
de Wyel (Apéndice F),

gm/ - Q(T7 W)g;wa (322)
onde Q(7,w) é uma funcao de escala.

As equagoes de movimento serao encontradas a partir da variacao da acao de
Polyakov (3.20) através das coordenadas X* = X*(1,0),

0.5,
et (3.23)
que implica em,
T 0 0 0
__ I /5 408 X 7 xv _
2 /deU g9 dXA (T, 0") <3aa (7.0) Oob (7 OMW) 0
T 0 oxv oX* 0
- s af 14 o v ! —
5 /dea V=99 N {Gaa [050(0 — ")) 907 + 907 DoP (050 (o )]} 0,

—T/dea {\/_go‘ﬁg)a(;‘ aiﬁ [5(0—0’)]} =0,

—T/drdo' {—5(0 — 0")0ye <\/—_gg°‘ﬁgXﬂ> + Do ( (0 — o' )v/—=gg" 58)“)} =0,

o que implica nas equacoes

s (V79 5700) s () =0 (3.20)

0
VG ) e () (3.25)
o=0,01
para o caso das cordas abertas. Nas cordas fechadas temos apenas a equagao
(3.24).

Para simplificar essas equacoes, pode-se escolher uma métrica de superficie
plana na superficie de evolucao da corda. Para isso é necessario usar a simetria de
Weyl (Apéndice F) da acao de Polyakov,

Portanto, pode-se escolher

9ap = T, 0)1ag; (3.26)
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onde 7, 3 ¢ uma matriz dois por dois,

-1 0
Tr=\ 0 1

com (o, 3 =0,1) e elementos 1oy = —1, m11 = 1 € o1 = Mo = 0.
Em (3.25) e (3.26) resulta em,

P?X  9*°X
— =0 3.27
oT2 Jo? ’ ( )
onde,
oOXH
= (Om =0, (3.28)
para cordas abertas e
XM(r,0) = X*(1,0 + ), (3.29)

para cordas fechadas.
Sao equagoes de onda em uma dimensao que portanto tem a solucao geral,

XHMr,0)=X(T—0)+ X7 +0). (3.30)

Explicitamente as equagoes para as cordas abertas

1 1
Xi(r,0)=5d"+ —=p'(r—0) +

= p,—in(t—o) 1
5 5T Z ahe cos(no)  (3.31)

2 VT n;éO

1 1
X¥r,0) = =¢" + —=p"(t+ o) +

5 5T Z— ate™ M) cos(no)  (3.32)

2 V 7T ,n?éo

onde p* é o momento total total da corda,
P = / Ph(7, 0)do (3.33)
0

e ¢*, o constantes de integragio. E o correspondente momento canonico PH(7,0),
é

PH(T,0) =

e

[p“— > ake™ cos(2no)| . (3.34)

n=—oo
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Para o caso da corda fechada, a equacao geral de movimento é

o

1 p
XY (r,0) = =¢" + T —0) ate?in(r=o) 3.35
d( ) 2q 2T7T( Zﬁ 7%5:0 ( )
Xb(r o) = st 4 L (4 o) + X e (3.36)
¢ 2 2T 2vrT 12

Com a acao de Polyakov em (3.20) verificamos que a teoria de cordas é singular,

ou seja, a lagrangeana densidade dessa acao, £,, ¢ singular pois detaxug;u =0
(Apéndice C). Esse resultado revela que a teoria tem vinculos. Os quais vamos,

alids, analisar em algumas ac¢oes especificas para corda no proximo capitulo.
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Capitulo 4

Cordas Bosonicas como Sistemas
Vinculados

A partir daqui, analisamos seis agoes para a corda bosonica, a de Nambu-Goto
(NG), a de Born-Infeld-Nambu-Goto (BING), Dirac-Born-Infeld-Nambu-Goto (DB-
ING) e as mesmas acopladas com um determinado campo escalar, a ser especifi-
cado mais a frente. Todas essas acoes sao invariantes por reparametrizacao e por
transformagoes de Lorentz (Apéndice D). As agdes portanto descrevem o movi-
mento das cordas bosénicas fechadas, X*(7,0) = X*(7,0 + ), no espago-tempo
de Minkowski d-dimensional, onde d = 26.

Vamos abordar essas acoes com o objetivo de indentificar seus vinculos, me-
diante o critério de Dirac. Faremos isso através da transferéncia do formalismo
lagrangeano para o formalismo hamiltoniano das teorias.

4.1 Os vinculos da Acao de Nambu-Goto

Comecgamos com a ja apresentada agao de NG,

S, = _:C /f dr /U " o= det (00 X H05 X 0y,
Si = 0 [ @ J(X xR - (KR
S5 = _7;/ dPor/(X - X7 — (X)2(X7)2,
S, = /d2a£1, (4.1)
(4.2)
onde
Mo = diag(1,—1,...,—1,—1), (4.3)
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v = 0,1,2,...,(d—1), (4.4)

e
T — .
Lr=——y/(X - X7 = ()X, (45)
c
como a densidade de lagrangeana da agao. Considere a notacao,
- DG ox"
XH = X" = . 4.6
o’ or (46)

Aqui, 0% = (¢°,0') = (7,0), sao os parametros que descrevem a superficie de

mundo.

Em busca do formalismo hamiltoniano para a teoria via criterio de Dirac, cal-
culamos o momento conjugado a coordenada X*(7,0),

0L,
I, = —, 4.7
Ny (4.1)
XXX 2X
n, - T ICCXIX, 0P s
¢ [(X - X")? ~ (X) (X7)2]1/2
De onde podemos encontrar as relacoes,
Im-xX = 0,
T2
2 2
Im* = —C—z(X’). (4.9)
Dos quais encontramos dois vinculos,
le - H'X/z()a
,  T° N2
¢y = 1I +§(X) ~ 0. (4.10)

Eles sao portanto os vinculos primdrios da teoria, pois sao os primeiros a serem
encontrados de imediato ja da relacao (4.7). Vamos a seguir verificar os parénteses
de Poisson entre esses vinculos.

Antes, especificamos que os parénteses de Poisson fundamentais da teoria sao
U+Tf o) OIl”(r,5)

X¥(r, ), T (7 / :
XH(r.0) o)} = {8X’Y (1,6) OIL,(1,0)

oOXH(r,0) OII"(t,0)

oIl (1,5) 0X"(r,0)

(4.11)
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onde a integral em o esta entre os limites de uma corda fechada, X*(7,0) =
X*(r,0 4+ m). Completando o calculo de (4.11),

o) = [ {LE20) )

(X o), (60} = [ do i 45(0 — 2)6(5 — o)},
o que implica em,

{XH(7,0),11"(1,0)} =n"6(0c — 7) (4.12)

{X*(1,0), X" (1,0)} = {1I*(r,0),11"(1,0)} = 0. (4.13)

Adotando uma notagao menos carregada de dados podemos reescrever esses resul-
tados como

{X*(0),I1"(6)} =n*0(0 — 7) (4.14)
{X*(0),X"(0)} = {T*(0),11"(5)} = 0. (4.15)

Entao os parénteses de Poisson entre ¢, e ¢ ficam,

{61, 02} = {Il(0) - X'(0), TI*(5) + %(X'(ﬁ))2}7 (4.16)

C

o que implica em

{01.02} =2 |T(0) - TI(E) + 5 X'(0) - X'(@)| 80 —a), (417
{61, 2} = 220" (0 — ) = 0. (4.18)

Ou seja, ¢1 e ¢y sao vinculos de primeira classe (VPC) (Apéndice C).
Outro modo de verificarmos que existem vinculos de primeira classe no sistema
é calcularmos a determinante da matriz dos parénteses de Poisson

Cmn = {¢m7¢n}7 m,n = 172
dos vinculos encontrados até aqui (Apéndice C). E na teoria de NG

det(Crpn) = 0, (4.19)
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ou seja, de fato existe ao menos um VPC nessa teoria.

Os VPC de uma teoria determinam que exitem invariancias de calibres (Apéndice
C) nessa teoria, ou seja, suas solugoes gerais serdo arbitrarias em funcao do tempo
[6].

O nosso objetivo aqui e nas demais agoes sera encontrar as equagoes de movi-
mento dos sistemas e, em seguida, fixar os calibres com escolhas de vinculos ar-
bitrarios no sistema, de modo que o conjunto total seja de vinculos de segunda
classe (VSC), ou seja det(Cyyp) # 0.

A determinacao das solugoes explicitas da teoria de NG mediante os VSC, como
no caso da particula, depende de encontrarmos os elementos da matriz inversa
de C,.,. Aqui e nas demais acbes deixaremos isso para trabalhos posteriores,
quando também encotraremos os parénteses de Dirac desses sistemas vinculados
para construirmos o formalismo quantico dessas teorias.

A seguir calculamos a dinamica do sistema, via formalismo de Hamilton em
sistemas vinculados.

A hamiltoniana densidade da teoria é entao

Hi = He + ui1 + uz0a, (4.20)

onde u,, = un(q,p), m = 1,2 (¢ e p sendo os campos e os momentos da teoria)
sao os multiplicadores de Lagrange. A hamiltoniana candnica H, é

H, =T, X" — L, (4.21)
mas, de (4.5),

M, = I1,X" + ZWX CX7)2 — (X)2(X7)2. (4.22)

— Z [(X'X/>X/u_<X,)2Xu} 7 f L YN\2  (Y)2( Y2
He = {_ ¢ [(X-X")?— (X)z(X/)z]m}X + g \/(X X')?2 — (X)3(X')2 (4.23)
ou seja,

H.=0. (4.24)

A hamiltoniana densidade da teoria sendo entao,
Hl == U1¢1 + qubg. (425)

Observe que esses vinculos nao trazem outros secundarios, por consisténcia,
u Ty .
¢2 - {¢17H1 } ~ 07
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u {¢2, 01} + u? {02, 02} = 0,

Uy {¢27 ¢1} ~ 07
que de (4.18) implica em

¢51 = ¢ = 0, (4-26)

b1 = ¢y & 0. (4.27)

onde a hamiltoniana total, H; é

o+
HT = / HT do. (4.28)

g

Para deixar mais explicito a dinamica do sistema encontramos suas equacoes
de movimento de Hamilton,

OHT
0, X+ = L— uy X+ 2u,ITH,
o1,
OHT T2
—aTHu = aXL :8U[U1Hu+2U2§X/“],
OHT
87-U1 = ! :O,
Opu,
OHT
O = =T X' =10,
1
OHT
(9Tu2 = ! :O,
OPus
OH{ ., T° .
“Opu = G- =TC 4+ (X) = 60, (4.29)

onde os momentos conjugados a u; e uy sao definidos como p,, e p,, respecti-
vamente. Observe que as equacoes de Hamilton dessas novas variaveis expressam
os vinculos da teoria, ou seja, o sistema tem movimento determindo pelo seus
vinculos. A partir daqui buscamos determinar a fixagao desse calibre dos VPC,

mediante escolhas arbitrarias de outros vinculos que sejam de segunda classe com
os anteriores [6]. Aqui escolhemos os seguintes,

¢3 = X2%07
61 = T, ~0. (4.30)
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Com esses novos vinculos (vinculos de calibre), a teoria tem agora o seguinte
conjunto,

¢1 = H-X/%(L

S T
Py = H—I—CQ(X) ~ 0,
¢3 = X2%07
61 = I, ~0. (4.31)

Os vinculos acima formam um conjunto de VSC, como é verificado com os
parenteses de Poisson, C.,, = {¢m, dn}, 08 quais sdo os elementos da matriz dos
vinculos,

014 = —C41 == —H# (5//(0' — 5'),
023 == —032:—4H'X(5(0—5'),
T2
024 = —042 = -2 072 X/# 5”(0' — 5’),
034 = —043 =—-2 Xﬂ (5(0’ — 5’) (432)

cujo o determinante da metriz C' desses elementos nao nulos é

det C = 16I1*[I1 - X]*[6(0 — 5)6(0 — 5))? (4.33)

O determinante nao nulo de C,,,, implica em podermos, mais tarde, encontrar-
mos as solucoes explicitas das equacoes de movimento da teoria de NG e formalizar
sua quantizacao, mediante a técnica de Dirac.

Portanto, encontramos os vinculos priméarios da teoria da acao de NG. Em
seguida, com o acréscimo de outros de vinculos de calibre, encontramos o conjunto
de VSC.

Como ja foi destacado no fianl do capitulo 2, a solucao geral das equagoes de
movimento mediante o critério de Dirac nao sera feito aqui. Os calculos porém,
nesse sentido, serao objetos de estudos em trabalhos posteriores, assim como a
quantizacao de Dirac para a teoria.
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4.2 A Acao de NG com o Campo Dilaton

Nesse item temos a acao de NG acoplada ao valor esperado de um campo escalar
que descreve uma particula escalar sem massa, o dilaton, .

Como dissemos na introducao, a teoria de cordas descreve as particulas de um
modo geral com os seus modos de vibragoes. Dentre essas particulas estao os
escalares sem massa. Uma delas é o dilaton, ¢.

No modelo da teoria de cordas para o universo primitivo o campo dilaton é
acrescentado a acao da corda a fim de proporcionar uma dinamica consistente nos
primeiros instantes do universo primitivo [17]. Isso porque é uma consequéncia
fundamental da teoria de cordas que a interacao gravitacional seja descrito pelo
sistema acoplado da métrica e o dilaton.

Uma propriedade importante do dilaton é que seu valor esperado informa sobre o
acoplamento das cordas. O acoplamento de uma teoria é um nimero admensional
que diz respeito ao potencial de interacao dessa teoria. Um exemplo disso é a

constante de estrutura fina do campo eletromagnético, o = 4;;.
O valor esperado do campo dilaton é definido como
e?X) (4.34)
onde ¢(X) tem valores diferentes em diferentes campos.
A acao é dada por
T . .
Sy = — - / Poe=?\ /(X - X2 — (X2(X7)2, (4.35)
c
ou
Sy = / &0 Lo, (4.36)
onde L, é a lagrangeana da teoria,
T . -
Lo = ——e (X - X7 — (X)X, (437)

C

O procedimento que se segue é 0 mesmo como na acao anterior. Escrevemos a
hamiltoniana da teoria, encontramos os vinculos priméarios e com os vinculos de
calibre obtermos um novo conjunto de VSC.

Os momentos canonicos IT, e m conjugados respectivamente a X* e ¢ sao

Lo OLe T (XXX, = (X)X,
g OXH & [(X . X/)2 — (X)z(X/)z]l/Q’
oL
=g (4.38)
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Observe que ¢(X) é um novo campo na superficie de mundo da corda, por isso
estudamos também sua dinamica.

A acao Sy descreve entao uma teoria de trés vinculos primérios

(;1 = 1= 07

¢ = II-X'~0,

T2 22 —20 (V2

o3 = 1I —1—026 (X)) = 0. (4.39)
Onde o determinante, da matriz dos elementos dos parénteses de Poisson, é nulo,
pois temos aqui VPC. (Apéndice C).

A densidade hamiltoniana canonica é entao
H; =T1- X +7d — Ly =0, (4.40)

a qual é novamente nula, usando (4.37) e (4.38). Assim, a evolucao dinadmica do
sistema é novamente determinada pelos vinculos,

H3 = 0161 + vada + V33, (4.41)

onde os v, sao os multiplicadores de Lagrange, tal que m = 1,2,3. O vinculo ¢,
nao traz outro secundario, por consisténcia.

As equacdes de Hamilton entdo ficam,

OHT
0, X" = 2 — 0 XM 4 2usITH,
o1,
OHY
9,11, = aXi = — 0y (voll, + 2u3X', T?e?%),
OHT
Orp = 871-2 =y,
OHT T2 _
—o.m = 8g02 = -2 U3 g€ (X2,
oOHT
O;v, = 2 =0,
' Opu,
OHT ~
_aﬂ'ﬂ-’vl = ayf =T = ¢1 ~ 07
OHT
O-vy = 2 =0,
’ OPu,
OHT ~
—0,my, = 81}; =1 - X' = ¢y~ 0,



87—1)3 =

- a’rp vy T

Os vinculos de calibre serdo

OHT

de modo que o novo conjunto total de vinculos

&
?2
b
&
@5
e

sao de segunda classe.

O que os parénteses de Poisson, {¢,,, ¢, } = Cpn, nao nulos verificam,

G =
Cro

Cy; =
Cs =
C~(35 =
C~'45 =

=0,
OPus
OH; 2 2 7
=12+ —e2(X)V2=¢3~0
Jvs +026 (XT)" = &5
d~>4 = X2%07
?5 = H;%(L
ps = ¢=0.
=0,
= II-X'"=0,

—C3 =2

T2
I + ge_Z“”X’z ~ 0,

X? =0,
/N

1T, = 0,
p ~ 0.

T2
c2

= —d(oc — ),

e X" §(o — o),

—052 = _HH 5”(0’ — 5’),
—043 =—4I1- X (5(0’ - 5’),

2

T
—Cs3 = —2—¢ ¥X'"(0 — 7),
c

—Csy = —2 XH5(0 — &).
onde o determinante da matriz C' desses elementos niao nulos é

det C = 16I1*[I1 - X*[6(0 — &)]*[6" (0 — &)]%.

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

Como no caso anterior, verificamos aqui os vinculos da teoria da acao de NG,
agora com o campo dilaton. Por conta desse novo campo um outro vinculo,p; =
7 =~ 0, de segunda classe, ¢ acrescentado a teoria.

A invariancia de calibre novamente permite-nos acrescentar funcoes que confere
ao conjunto total de vinculos serem de segunda classe.
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4.3 A Acao de Born-Infeld-Nambu-Goto (BING)

Nesse item a acao de NG esta ajustada com a teoria eletromagnética de Born-Infeld
(BI). Essa teoria foi formulada com o objetivo de atribuir a uma carga pontual
energia eletromagnética finita, ao contrario da teoria de Maxwell que prevé energia
infinita [8].

A acdo de BING é definida por

T
53 — —E /dQO' \/—det(aaX“agX”nW + Faﬂ)a (447)

onde F,3 é a representacao tensorial do campo de Maxwell na superficie de mundo.
A acao serd invariante no calibre

0A = Oye, (4.48)
onde 0F,3 = 0 nesse calibre, pois,
Fog = 0uAg — 03A,. (4.49)
Mais explicitamente,
T
S = —— | do V= det(0, X195 X 1, + 0aAg — 5As)
T [, . . _
Si = = [ do VXX (X - (A - A
c
Sy = / &0 L. (4.50)
onde
T = . .
Ly = — (X X0 = (R0 — (A - A2
v = 0,1,2,...,(d=1); a,0=0,1
' oXH oxH . 0A; 0A
[V — . [ — . — L /I = 7Y
X 5 X =5, Al_aT, Ao_ag. (4.51)
Os momentos conjugados sao
qo_ 0L T (X - X)X, — (X)X,
L0 X (020 (A - A
I % =0
0Ay
oo Ok T A A (4.52)

AL (X - X2 — (XX — (A - Ay
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onde IT,, 7 e 7! sd0 os momentos conjugados respectivamente a X*, Ay e A;. Os
vinculos primarios sendo trés,

91 = 7T0%0
6, = II-X'~0

T
b = I+[(x)+—

J(X)? ~ 0, (4.53)

tais que formam um conjunto de VPC. Indicam portanto que além das duas in-
variancias por reparametrizacoes, a acao de BING manifesta também invariancia
de calibre para o campo eletromagnético.

A hamiltoniana densidade canonica é
HE = I1-X +7°Ag + 7t Ay — Ls, (4.54)
He = w1+ A — Ay). (4.55)
Entao a densidade de hamiltoniana total é

HY = 7'+ A)— A) + 57+ s, IT- X'
T2
+53[I1* + ((7)* + 0—2)()(’)2]. (4.56)

onde s,, sao os multiplicadores de Lagrange, tal que m = 1,2,3. Os momentos
conjugados aos multiplicadores sendo p;, .
As equacgoes de Hamilton serao,

0. X" = gﬁi = 5o X" + 2 s311",
~0,11, = gi{ = — 0 [soll" + 2 53 X"((m")* + Z)],
0. Ay = %ZgT = s,
OHT
—o.m" = aA‘Z =0,
0.A, = %ZZET = Aj + 2 s3m (X')2,
OHT
o.nt = aAi =0,
OHT
Ors1 = Gpj -
O = aazfp — 10 =0, ~0,
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OHT

0-59 = =0,
’ Ops,
OHT
—0ps, = 5 =1 X'=6,%0,
52
OHT
0,83 = 3. =0,
’ OPss
OHT T2
—0rpsy = asj =1 + [(7')* + = J(X')? =63 ~ 0. (4.57)

Essas equacoes de movimento que preservam os vinculos do sistema ao longo
do tempo. Apenas o vinculo ¢, por consisténcia, fornece um vinculo secundério,

0 = {00, H]} =0,=7"=0. (4.58)

A teoria possui entao quatro vinculos, 61, 65, 05 e 6,, 0s quais permanecem de
primeira classe.

Por conta dos VPC a teoria tem invariancia de calibre. A fixacao vem de

escolhermos outros quatro vinculos de calibres, sendo dois deles ja usados na teoria
de NG,

0 = X’=0
96 = H/ =~
97 = Al ~0
98 = A(] ~ O, (459)
tais que o novo conjunto,
91 = 7T0 ~ O,

92 = H'X’%O,

72

bs = TP+ [(x')" + F)(X)* ~0,

0, = 7=~ 0,

6; = X*~=0,

0 = II, =0,

0, = A =0,

b = Ay=~0, (4.60)

seja de vinculos de VSC. Os parénteses de Poisson que verificam isso, {6,,,6,} =
M, sao,
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Mg = _M81:_5(U_5)7

M25 = —M52:—2X'X/ (5(0'—5'),
M26 = _M62 = _HH 5”(0' — 6’),
M35 = —M53:—4XH(5<0'—5')7
T2
Mg = —Mg=—-2X -1[x")?+—]8(c—0),
C
M37 = —M73 = -2 (X/)2 ’7T1(5(O' — 6'),
M47 = —M74 = —5<O' — (5’),
M56 = —M65 = -2 X" 6/(0' - 5’) (461)

onde o determinate da matriz M desses elementos nao nulos é

det M = 161111 - X]?[6(0 — 7)]*[6 (0 — &)]*[0(0 — &)]%. (4.62)

Observamos que na agao do BING o campo eletromagnético implica em um
novo vinculo priméario, 7° ~ 0 e outro secundario, 7'/ ~
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4.4 A Acgao de BING com o Campo Dilaton

Nesse sistema a acao de BING esta acoplada ao campo dilaton,

T
St = = [ @ e det(@u X0 X + Fa)
T
Sy = - /dQU e_‘p\/—det(aaX“agXVnW + 0, Ap — 03Aa),
Si = - [ oe e (X X2 = (XX = (i = 4y,
&
Sy = / Lo L. (4.63)
onde
T . - -
Li= e (X X002 = (X)(X0)2 = (A — A2 (1.61)

Os momentos canonicos de £,

no_ 9L T, (X X)X], — (X')*X,
CooX e X - (R0 - (- Ay

ﬂ'o = % = O’
dA,

o= a—L;A‘:Ze_‘p A — Ay ’
0A, c \/(X-X’)2—(X)2(X’)2—(Al—A’O)2

S (4.65)

99

onde. Aqui, IT,, 7% 7' e 7 sdo momentos canonicos conjugados respectivamente

aos campos X*, Ay, Ay e .
Os vinculos primarios da teoria entao sao
91 = T= 0,
_ 0
92 = T = O,

63 = H'X/%(),
2

T !
0y = I+ [(7h)?+ ge—w] (X")? =0, (4.66)
onde 91 e 54 sao de segunda classe
{él, 54} = —2[1’[2 + (WI)Q(X’)Q]. (4.67)
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Ou seja, a acao de BING com o campo dilaton ja manifesta duas invariancias de

calibre.

Com esses vinculos construimos a densidade de hamiltoniana total da teoria

HT = HS + t10, + 120 + 1305 + 46y,
onde
Hj:H-X+7TOA0+7r1A1+7Tgb—£4
ou, usando (4.64) encontramos que
HS = T Aj,.
A densidade hamiltoniana fica entao, usando os vinculos de (4.66),

2

T
HI =m'Aj+ty m+to 70+t IT- X+t [T+ (712 + e ) (X))

2
onde t,,, sao os multiplicadores de Langrange, tal que m =1,2,3,4.

As equagdes de Hamilton do sistema serao

OHT
0, X" = L — t, XM 4+ 2 11",
o11,
OHT %
0.1, = aX‘L = —0,[tsIT, + 2 t, X" ((7")? + =° 2],
OHT
a7'140 = 8#3 = 1a,
OHT
- 7_ﬂ_O — 4 _ —7T1/,
0A,
OHT
a7'141 = aﬂ-éll - AIO + 2 t4 ’]Tl()(/)z7
T
0A, ’
OHT
8790 = 87';1 :t17
OHT T°
—87-7'(' = a; = -2 t4072€ ZSD(X/)Q,
OHT
oty = L =0,
' aptl
OHT ~
—0:py, = @tf =7 =0, ~0,

(4.68)

(4.69)

(4.70)

(4.71)



OHT

Oty = =0,
2 aptg
OHT ~
_ant2 - 82’:; - 7T0 - 92 ~ 07
OHT
Orty = L =0,
’ 8pt3
OHT ~
_ant3 = 8t; =H-X’=03%O,
OHT
Oty = at4 =0,
4
OHT T _
—0Orprs = atf =P+ [(7')* + e 2| (XN =0, ~0. (4.72)

onde os p;, sao os momentos conjugados das variaveis t,,.

As equagoes das novas variaveis (os multiplicadores de Lagrange) revelam explici-
tamente os vinculos primarios da teoria. A condicao de consisténcia sobre os vin-
culos revela que apenas 6, gera o vinculo secundario de primeira classe 65,

05 =0y = {0y, H } = "' ~ 0, (4.73)
Entao o conjunto total de vinculos primérios e secundario é
él = T 0,
9~2 = ’/TO ~ 0,

s = II,- X' =0,

T
94 = H2+((7T)2+7
05 = ' ~0. (4.74)

Observe que existem agora, nesse conjunto, trés VPC, dois primarios 6, e 65 e um
secundario, ;.

Anexamos entao, ao conjunto dos trés VPC, os seguintes vinculos de calibre,

b = I, ~0,
97 = Alz(),
s = Ay=~0. (4.75)
O novo conjunto
él = WWO,
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_— ON
92 = T NO,

b, = I, - X' =0,

95 = 7T1/ ~ O,
?6 = H;L ~ Oa
97 = A1 ~ 0,
9~8 = Ay=0,

T
94 = H2+ ((7T)2+7

(4.76)

sendo de VSC. Os elementos nao nulos da matriz desses vinculos nos parénteses
de Poisson, {0,,,0,} = M, sdo

My = — My
MQS = _M82
M?)G = _M63
M46 = _M64
M75 = _M57

217 + (7)) *(X)Jo(0 — 7),

~5(0 — 5),

—I1,0" (0 — &),

211°X,,0" (0 — 7)),

—0(o0 — o). (4.77)

onde o determinante da matriz M desses elementos é

4

det NI — 47;4@—490[5(0 )0 — 5)5(0 — &) (4.78)

Nesse item vimos que a acao de BING com o campo dilaton tem um novo
vinculo primario de segunda classe, m &~ 0. Mas, como no caso do item 4.3, essa
agao descreve a teoria com trés VPC, sendo um secundario.
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4.5 A Acao de Dirac-Born-Infeld-Nambu-Goto (DBING)

Nessa teoria temos o acréscimo do campo de Kalb-Ramond & acao de BING. O
campo de Kalb-Ramond, B,g, ¢ um campo de de calibre anti-simétrico original-
mente introduzido para descrever o processo de interagao entre objetos estendidos
unidimensionais [15]. E analogo ao campo de calibre A, de Maxwell, portanto,
responsével fisicamente por atribuir a corda a propriedade de carga.

A acao de DBING é escrita como

T
S5 = = [ o \=det( XD X 1+ Fag),
T [
Sy = — [d V= det(0. X195 X 1, + Fap — Bap)
T
S = / &0 \/~det(0n X0 X 1y + 0aly — I5Aa — Bap)  (4.79)

onde d’c = drdo, 0* = (0°,0') = (1,0), Fap = Fap — Bap. O tensor F,g
representa o campo de Maxwell,

Faﬁ = aaA@ - aﬂAau (480)

tal que A,(X*(1,0)) é o campo de calibre da teoria de Maxwell na superficie de
mundo.

O tensor B,g = Bag(X(T,0)) esta também em funcao das coordenadas internas
da corda.

Escrevendo a acao mais explicitamente,

S5 = — [ @K X02 — (XpP(XR — 2 of 12

= —Z /dQJ\/(X X2 — (X)2(X')2 — f2 4+ 2bf — 12,
= =T [ (XX = (R (7 -0
- /d% Ls, (4.81)

onde

L = — (X X (XPXP (bR, f=A -4y (482)

0 b
moe (1 5)
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Em busca do formalismo hamiltoniano da teoria, calculamos os momentos con-
jugados dos campos X,,, A, Ay e b,

OLs T (X - X)X, — (X)X,

HN = g - — = - }
OX! (XX — (XP(X) — (f — b2
— %:O,
0A
o L T b
A e (XX - (XX = (7~ b
S ‘2‘%:0. (4.83)

Usando esses resultados, chegamos aos vinculos primarios

Y1 = m=0
vy = 10
by = T-X'~0
T2
e = P4 [(n')° + g](X/)2 ~ 0, (4.84)

0s quais, ja sao de primeira classe.

Para construir o formalismo hamiltoniano comecamos com a densidade de hamil-
toniana canodnica

Hg = H'X+F0A0+7TIA1+7T(,6—£5 (485)
onde usando as equacoes para os momentos fica

HE = 7 (A)—b) (4.86)

A densidade de hamiltoniana total sendo entdo escrita como

HT = Hg + W1¢1 + u)2¢2 + u)l/)g + w¢4 (487)

HE =7t A) — 70 4+ wi Ty + wor® + wsll - X'

TQ

c2

Fwa I + ()2 + =) (X)?. (4.88)
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As equagoes de Hamilton sao,

0. X"
—o,11,
0, Ag
—0, 7
0. A
_ T7T1
0:b

—Or T
O0,wq
—0:puy
O-wo
—0rPuy
0-ws
—0rPuy

8Tw4

- antU4

onde observamos os vinculos primarios como equacoes de movimento.

Apenas o vinculo 1, por cosisténcia, gera um vinculo secundério,

s = 1py = {4y, HT} = -7 = 0.

OHT
o1,
OHT
OXH
OHT
omY
OHT
0A,
OHT
on!
OHT
0A,
OHT
o,
OHT
0b
OHT
Opusy
OHT
Owq
OHT
OPus
OHT
Ows
OHT
sy
OHT
Ows
OHT
s
OHY

8w4

= ng,“ + 2 M4HH7

= —OalwsIl, + 2 w X"((7')* + )],

= Wa,

= Ay + b+ 2wy (X')?

=0,

T2

= I+ () +
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Como o conjunto dos vinculos sao de primera classe, a teoria confirma a sua
invariancia de calibre. Cabendo entao sob a andlise de Dirac fixarmos os calibres.

Os vinculos de fixagao serao

Entao o namero total de vinculos da teoria é

Y =
Yy =
Y3 =

Yy =

Y5 =
Ve =
Y7 =
Vs =
Yy =
Yo =

v = X*=0,
v, = II'=0,
Py = A1 =0,
Yy = Ag=0,
Yo = b=0. (4.91)
=2 0,
0~ 0,
II- X' ~0,
I + [(7')? + T—Z](X’)Q ~ 0
c? ’
'~ 0,
X? =0,
IT' =~ 0,
A =0,
Ay~ 0,
b=~ 0. (4.92)

As relagbes acima formam um conjunto de VSC. Tomando {¢,, ¥} = Q. con-

ferimos isso,

Ql,lO -
Q29 =
Q3,6 =
Qs7 =
Que =

Q4,7 =

Qus
Qs
QG,? =

—d0(o0 — o),

—6(o —a),

2 XX (0 —0),
~1I, §" (0 — o),
4T X §(0 — ),

2 X'H((rh)? + 22) §" (o0 — &),
—2 (X")?7! (0 — ),
—d(oc —7),

-2 X* (0 — o). (4.93)
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onde o determinante da matriz () desses elementos é
det Q = 16IT°[I1 - X]*[6(c — 5)]%[0(0 — 7)) (4.94)

Além dos demais vinculos das acoes anteriores, o acréscimo do campo B, na agao
DBING gera um outro vinculo primario m, ~ 0. Com os acréscimos dos vinculos
de calibres, a teoria pode entao ter equacoes definidas para a corda.
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4.6 A Acao de DBING com o Campo Dilaton

A acdao de DBING com o campo dilaton, ¢ é dada por

S5 = —fracTe [ doe /(X X2 = (X)X~ (Ag — 45— b)2
Sg = / 2oL,
onde a lagrangeana é
Lo= —Ze-w\/ (X - X/)2 — (X)2(X")2 — (Ag — A} — D). (4.95)

Comecando o formalismo hamiltoniano, escrevemos os momentos conjugados

0 OLg T _, (X - X)X, — (X)X,
= 0 = ——€ = - - ’
p OXH c \/(X~X’)2—(X)Q(X’)2—(A0—A’O—b)2
™ = a—ﬁ.G =0,
0Ap
al = 8—46:;6_“’ A Ay b ,
AL (X X - (X202 — (Ag — Ay — b2
Ty = % = 07
0b
0L
= — =0 4.96
0s quais implicam nos vinculos priméarios de primeira classe
12;1 = T 07
?2 = Tp =~ 07
¢3 = 7T0 ~ 07

dy = 1I-X'~0,
2

s = H2+[<w1)2+£

3 e 2)(X")? =~ 0. (4.97)

A densidade hamiltoniana total HZ pode entdo ser escrita como
He = MG+ lihy + lothy + Ists + Litha + lsids, (4.98)
onde
He = - X+ 74y + 7' Ay + mpb + 7b — L,
= ' (A)+b). (4.99)
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Aqui ' = 7! (7,0), Ay = Ag(7,0) e b =b(7,0).

Aplicando (4.99) e os vinculos ¢ em (4.98) a densidade de hamiltoniana total
fica escrita como

HE = 7 (A +b) + L + LIl + 137 + 101 - X'+

2

5[ + ((7')* + jc;e_Qw)(X’)Q] (4.100)
As equagdes de Hamilton serao
o. X" = ZIH{EE = [, X" + 205114,
0. 11" = gi{ = — 0y [LaTT" + 205 X" ((7")? + 7;@—290)],
0-A) = 88[71:?? = I3,
—0,m° = %Zip = -7,
0.A, = %If = Aj + b+ 257t (2')?,
OHT
oyt = (9Ai =0,
OHF
0:b = 87T(Z =y,
—O0rmy = Ggl:g = 7T1,
o0 = U,
—o,m = 8(;{5 = 2l5€2262¢(X’)2,
OHT
Ol = 3]9161 =0
—0p, = 8;{5 =7 =1 ~0,
OHT
Ol = 3292 =0
—0rp, = 855 =m =1y~ 0,
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OHT

Oply = =0,
’ (9]913
OHT -
—0.p1, = 8[: =70 =15 ~ 0,
OHT
oly = 6 —o,
! (9pl4
OHT -
—0p, = > =I-X'=1y~0,
oly
OHT
Ols = 6 —o,
° 3]915
oHT 1?2 -
—0rpy, = 6l56 =112 + [(n1)? + C—ze—Q‘P](X’) = 15 ~ 0. (4.101)

Requerendo a conservacao temporal desses vinculos primarios, encontramos vin-
culos secundéarios com )y

Jo =y = (o, HY} = 7 % 0 (4.102)
e com zﬁg,
br =y = {0, HI} =7 ~ 0 (4.103)

Esse tltimo sendo irrelevante por ser consequéncia direta de (4.102). Portanto fica
vélido, entre os dois vinculos secundarios acima, o vinculo 1;6. A teoria possui entao
seis vinculos 11, U9, V3, 14, V5 € g de primeira classe. Esses VPC proporcionam
a invariacia de calibre da teoria.

Os vinculos de calibres sendo,

v = X%m0,

vs = II'~0,

7;9 = A =0,

1/;10 = Ay ~0,

1211 = b=0,

Y1 = @0 (4.104)

O conjunto total de vinculos da teoria entao é

wl = m=U,
¢2 = Tp = 07
¢3 = ﬂ-o ~ U,



Yo = T1- X' =0,

G = PP+ ) =0,

02
1@6 = 771%0,
v = X?=0,
vy = II'~0,
7;9 = A1 =0,
1210 = Ay=0,
1;11 = b=0,
Vs = ©=0. (4.105)

Todos VSC, conforme observamos nos parénteses de Poisson, ¥y, ¥n} = Qmn,
abaixo,

Q175 = 2e¥ (0 —0),
Ql,lz = —5(0 - 5),

an = —5(0 - 5)7

Q&IO = —0(0c—0),

Quz = —2X-X'"6(c—0),

Q4,8 = II* §(oc —a),
Qs = 4X-T6(0—06),

- T2 -
Qss = 2 XM[(r')* + ?6_290] d(o —0),

C~25,9 = =2 (X/)Wl 6(c —5),
Qﬁzg = _6(0 - 5-)7
Qrs = 2 X" (0 —5). (4.106)

onde o determinante da matriz () desses elementos é

det Q = 161111 - X)*[6(0 — &)]*°[6(0 — &)]*. (4.107)

Como vemos a teoria de Sg é bem semelhante a anterior, mas com um vinculo a
mais por conta do campo dilaton. Sob essas condigoes a teoria pode ter equacoes
de movimento definidas pelo método de Dirac.

45



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas Futuras

Como observamos, a teoria de cordas é uma teoria vinculada. Observamos isso
nas agoes de NG, BING e DBING, os quais revelaram os mesmos vinculos com o
acréscimo de outros oriundos dos campos acoplados, o dilaton, o kalb-Ramond e
o eletromagnético. Em cada teoria encontramos, no critério de Dirac, vinculos de
primeira e com vinculos de calibre arbitrarios obtemos um conjunto de vinculos
de segunda classe.

Em trabalhos posteriores poderemos encontrar os parénteses de Dirac dos VSC
dessas teorias para as escrevermos sob as regras de quantizacao de sistemas vin-
culados.
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Apéndice A
As cinco teorias de corda

Até meados da década de noventa havia um consenso de que existiam cinco al-
ternativas para descreverem a teoria de cordas. Hoje se sabe entretanto que essas
alternativas sdao cinco modos diferentes de estruturar uma mesma teoria. As cinco
possiveis descricoes da teoria sao

e Teoria de corda bosoOnica

E a formulacio da teoria que tem apenas bosons. Como nao ha férmions na
teoria, ela nao descreve a matéria. Ela inclui as cordas abertas e fechadas
e precisa de 26 dimensoes no espago-tempo para sua consisténcia. Portanto,
além de nao descrever o nosso universo padrao, precisa de muitas dimensoes
extras

e Teoria de corda do tipo I

Ela descreve bosons e férmions. As interacoes de particulas incluem super-
simetria e grupo de simetria SO(32). A teoria ¢ valida em 10 dimensoes do
espaco-tempo.

e Teoria de corda do tipo 1I-A

Essa versao da teoria inclui supersimetria, cordas fechadas e abertas. As
cordas abertas estao conectadas as D-branas. Os férmions nao sao quirais.

e Teoria de cordas do tipo 1I-B

E a teoria de corda do tipo II-A, mas com férmions quirais.

e Teoria de corda hetero6tica
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Essa teoria tem a supersimetria e apenas cordas fechadas. Tem um grupo de
calibre chanada Fg x Eg. Essa versao da teoria admite diferentes nameros de
dimensoes (10 e 26).

48



Apéndice B

O Principio de Hamilton, os
Formalismos Lagrangeano e
Hamiltoniano e a Quantizacao
Canonica

B.1 As Equacoes de Euler-Lagrange

Seja um sistema de x;(t) coordenadas independenttes. O principio de Hamilton
determina que o sistema evolui ao longo de uma trajetoria z;(t) para a qual S[(t)]
tem um minimo

55(e(1)) = | G Lixi(t), ()] = 0. (B.1)

t1

Nessa condicdo, a trajetoria x;(t) satizfaz as equacoes de Euler-Langrange

oL d (0L

Definimos S como um funcional, ou seja, S associa a cada fun¢ao de x(t) um
ntmero indicado por S[(t)]:

S:x(t) — R (B.3)

2(t) — S[(1)]. (B.4)

Sendo L(z;(t), #;(t)) uma funcao admitindo derivadas parciais continuas até
segunda ordem em todos os seus argumentos, entao,

Slantt)) = [ Dlaa0) (0t (5.5

t1
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é um funcional.
O funcional S[(t)] para a variagao de x(t) é

Slai(t) + 6 ()] = /t t dt |L(x;(t) + 0mi(t), & + (63:))] (B.6)
Slxi(t) + 6x:(t)] = /t dt [L( A(b), xz(t))—l—g)iéxi
- gi((s@) +0 ((%g?)] , (B.7)
Slxi(t) + 0xi(t)] :/ dt{[gi +jt (gf)] ox;
e (gL bz, ) + L(a(t), d4(t)) + O ((5:@-)2)} , (B.8)

onde dx;(t1) = dx(t2) = 0. Entdo

S(xi(t) + dwy(t)) — S(t) = /t2 gt [8L

0x;
—jt (25 )] szi(t) + O ((62)2). (B.9)
Definindo
S(wi + 0x;) — S(x:) = 08 + O ((0mi(1))?) , (B.10)

onde 05 é a parte linear de dz;,

t2 oL d (0L
o [Far[2 4 (28 B

Através de teoremas do calculo funcional, que ndo abordaremos aqui, é pos-
sivel provar que para o funcional S[z(t)] ter uma varia¢do minima, S[z(¢)] = 0, é
necessario que x;(t) satisfaga as equagoes

oL d (0L

para o caso das coordenadas, z;(t), independentes.
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Podemos reescrever (B.12), admitindo que L = L(g;, ;, g, 4;), onde os ¢; = ¢;(t)
e ¢, = ¢,(t) sao coordenadas. Iniciamos com

oL d (0L
- — =0 B.13
onde as derivadas parciais e temporal se comutam, entao
0 (dL oL
il B =0 B.14
d4q; ( dt ) 9q; ( )
0 | 0L oL oL
— |=¢ + =G| — = =0, B.15
dqi L‘?qj 704 j} dqi (B.15)
0*L 0*L oL ., OL
Giaa T4z mn t 50 —5-=0 B.16
104;0q; 7 04:0q;  Oq; ' g (B.16)
Mas ¢ # j, assim,
0*L 0*L oL
b 9¢:0q; 7 9¢0q; g (B.17)
B.2 O Formalismo Hamiltoniano
Faremos um breve resumo do formalismo hamiltoniano.
Comecamos cosiderando a expressao de dL,
oL oL oL
dL = dg; + —d — B.18
S (Sean+ Sai) + (B.15)

Inserindo a definicao de momento conjugado a ¢;, ou seja,

oL
P = B.19
P d4q; ( )
escrevemos (B.18) como
oL
dL = Z < -dg; +pldqz> e (B.20)
Usando as equagoes de Euler-Lagrange em (B.20) temos
L
dL = Z pidg; + pidg;) + o (B.21)

=1
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Observe que

N N N
Zpidqz‘ =d <Z piQi) - Z ¢idp;, (B-22)
i=1 i=1 i=1

que introduzido em (B.21) traz

N N . oL
d <Z Pigi — L> = > (Gidp; — pidg;) — Edt- (B.23)
1=1 ]

=1

A quantidade

H = (é Pidi — L) (B.24)

é uma funcao de ¢;, p;,t. H é a chamada func¢ao hamiltoniana. Com isso podemos
escrever que dH é

N (0H OH oH
dH = —dg; + —dp; | + ——dt. B.25
;<8qu+8pip>+8t (B.25)
Analisando as relagoes (B.23) e (B.25) vemos

OH
li = B.26
Gi=5 (B.26)

OH
= — B.27
b=, (B.27)

as quais sdo as Fquacgées de Hamilton do movimento. Como (B.23) vem das
equacoes de Fuler-Lagrange, as equagoes de Hamilton descrevem de fato a evolugao
temporal do sistema.

Observamos entao que o formalismo lagrangeano é desenvolvido no espac¢o de
configuragoes, um espaco de N coordenadas generalizadas. As equacoes de Euler-
Lagrange nos dizem que a evolucao temporal do sistema é dada por N equagoes
diferenciais de segunda ordem. O formalismo hamiltoniano esta desenvolvido no
espaco de 2N-dimensional, onde existem N ¢;’s e N p;’s coordenadas. E o chamado
espaco de fase. O sistema evolui em 2N equacoes diferenciais de primeira ordem,
as equacoes de Hamilton.

O formalismo hamiltoniano tem um papel importante na transicao da mecanica
classica para a mecanica quantica, no tocante a quantizacdo canonica. E o que
vamos conferir a seguir.

A evolugao temporal de uma certa quantidade dindmica A(g;, ¢;), definida no
espaco de fase, é

A 0A
a2 (22 92 22 B.2
di Z <8qi 5t o) T o (B.28)

d 8A> 0A
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Com o uso das equacoes de Hamilton obtemos

dA 0AO0H 0AO0OH 0A
E B z,: (aQi Op; a Op; 3%‘) i E’ (B.29)
dA 0A
= {AH (B.30)
onde
0AOH 0AOH
)= EZ: (3%‘ Ip; N Op; an‘) (B.31)

é conhecido como parénteses de Poisson entre A e H.
Com essa definicao, podemos escrever que uma variavel dinaimica F' como

. OF oF
904t 9P (B.32)
que no uso das equacoes de Hamilton se torna

o OFOH _OFOH

= — B.33
dq; Opi  Op; 0g;’ ( )
F={F H} (B.34)
ou seja, as equagoes (B.26) e (B.27) podem ser escritas como
pi={pi, H}. (B.36)

Como veremos na proxima secao, uma regra de quantizacao pode ser construida
mediante a relagao (B.30) com outra que define a evolugao temporal de um oper-
ador quantico.

B.3 Fundamentos da Quantizacao Candnica

Na Mecanica Quantica (M(Q), obtemos informagoes de uma particula através de
seu estado quantico ¢ (7, t), que é um vetor de um espaco vetorial especial chamado
Espago de Hilbert. As informagoes fisicas reais dessa particula sao representados
pelos obejetos matematicos chamados operadores A que operam no espaco vetorial

de ¥
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AY = arh, (B.37)

onde a é a informacao da medida de uma grandeza fisica.
A equacao de estado quantico ¢ de uma particula de massa m é,
oo o L0
_%ﬁ (T’, t) + V(T>¢<T7 t) = Zh§¢(ru t)7 (B38)
a chamada Equagao de Schrodinger [Erwin Schrodinger (1887-1961)].
Para sistemas conservativos,

- 0
onde H é o operador hamiltoniano do sistema conservativo,
A oo
H=—— ). B.4
2m Or? + V() (B.40)

Podemos, a partir de (B.32) e (B.34), obter como o operador A evolui com o
tempo.
Derivando (B.32) em relagao ao tempo,

d, - d
5 (Av) = . (av), (B.41)
A L0y da o
onde usando (B.34) temos
0A A, da,  a .
So+ ZhY = S+ Y, (B.43)
0A 1, da
S+ (AHY — Hay) = — o, (B.44)
ou, usando (B.32),
0A 1, .. - da
51? + %(AHw — HAY) = Ew, (B.45)
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A 1 . - da

considerando que da/dt deve ser decorrente da atuagao do operador dfl/ dt sobre
1, podemos concluir que a evolucao temporal do operador A é

OA 1.. .~ dA

Como adiantamos acima, as relagoes (B.42) e (B.30) sugerem que as relagoes
quanticas devam ser obtidas das analogas classicas por substituicoes do tipo
1 . -
1
onde {A, B} esta definido como em (B.31).
A analogia acima é suportada por dois resultados. O primeiro é que os parén-
teses fundamentais de Poisson

(B.47)

{gi,pj} = 6, (B.49)
{ai,q;} =0, (B.50)
{pi,p;} =0, (B.51)

que possuem os anadlogos entre os operadores & e p. O segundo se refere as ex-
pressoes algébricas envolvendo parénteses de Poisson, semelhante ao caso dos co-
mutadores:

{AvB} = _{B’A}7 (B52)
{A+B,Cy={A,C}+{B.C}, (B.53)
(A {B,C}} + {C.{A, B}} + {B,{C, A}} = 0. (B.54)

Essas regras de quantizacao canoénica estao vilidas para sistemas sem vinculos.
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Apéndice C

Elementos de Sistemas Vinculados.
Tratamento de Dirac

C.1 Vinculos

Os vinculos sao limitacoes impostas a um sistema fisico de modo que as posicoes e
os movimentos de seus constituintes tem limites. Um sistema entao sera vinculado
quando algumas de suas varidveis forem dependentes de outras varidveis desse
sistema.

Os vinculos estao determinados de varias maneiras, mas podemos de inicio
classificd-los em vinculos holénomos e nao-holonomos. Dado um sistema vincu-
lado com ¢y, g2, g3...qN varidveis (coordenadas generalizadas), se os vinculos forem
holénomos, poderao ser expressos na forma

fla1:q2,¢3.-.qn, 1) =0 (C.1)

onde t é o tempo.

O método para se livrar dos vinculos é direto nesse caso. Usa-se a equacao
(C.1) para eliminar as variaveis dependentes. E as equagoes de movimento serdo
entao independentes.

Se ndo se apresentarem como (C.1) serao conhecidos como vinculos nao-holéno-
mos. Estes terao um tratamento especial quando for o caso.
C.1.1 Os Vinculos Primarios e Secundéarios

Para estudarmos sistemas vinculados é conveniente iniciarmos o estudo a partir do
principio da minima acao no fomalismo lagrangeano. Em seguida transferiremos
a analise do sistema para o formalismo hamiltoniano, a fim de obtermos todos
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os seus vinculos e ainda nesse formalismo estudaremos a técnica de Dirac para
encontrar equacoes de sistemas vinculados.

As equacoes classicas de movimento poderao ser encontradas a partir do princi-
pio de hamilton na acao

5= [" Dlato), do)a (©2)

1

onde L(¢;(t),q:(t)) é a lagrangeana do sistema, i = 1,2,3,..., N e ¢; = dg;(t)/dt.
A condi¢ao do principio de hamilton sobre (C.2) sao as equagoes de Euler-

Lagrange,
d (0L OL
dt <aqi) “og Y (C3)

as quais podem ser escritas como

, oL . 0L oL
o404, " Y0400 0q;

—0. (C.4)

Em (C'.4), observamos que as aceleragoes poderao ser unicamente determinadas
se a matriz 0°L/0¢;0¢; for inversivel, ou seja, se

0L )
det S C.5
(0%0% (C5)

nao for nula. Nesse caso as equacoes de movimento serao unicamente obtidas.
Caso (C.5) tenha o determinante nulo, as aceleragbes nao serao unicamente
determinadas e as equacgoes de movimento serao funcgoes arbitrarias do tempo.
Abordaremos esse caso ao longo do capitulo.
O primeiro passo para o formalismo hamiltoniano é definir o momento canonico
da teoria

pi(t) = ai[/(q@‘di)- (C.6)

No caso do determinante (C.5) ser nulo, vemos em (C.6) que nao é possivel obter
relagoes inversas das velocidades ¢;(t) como fungoes tnicas dos p;(t). Os momenta
portanto nao serao todos independentes, antes alguns deles estarao em relacoes de
vinculos como

Om = ¢m(q7p)a (C7)

onde m = 1,2,3,..., M. Terfamos, a principio, M relacoes de vinculos em N
coordenadas generalizadas, onde M < N. Esses vinculos, obtidos diretamente de
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(C.6), sao os chamados vinculos primérios (VP) do sistema. Os VP estardo
inseridos nas equagoes de movimento através do formalismo hamiltoniano.
Introduzimos entao a hamiltoniana canénica como

H.=q¢p' — L, (C.8)
a qual, de fato, mostra H,. como uma funcao de p’ e ¢;, veja que,

OL

- 4 oL
5Hc - 2(5 ! 1(5 .i - 7(5 ’i - 75 i C9
G0P' + 100 = 5-0di = 5 -04 (C.9)
mas com a definicao (C.6), dH, fica

- JL
0H, = q¢;0p" — 0q;. C.10
@op' = 504 (C.10)

Os VP sao inseridos na hamiltoniana como
H=H +u"¢,, (C.11)

onde H,. é a hamiltoniana canonica de um sistema sem vinculo. As funcoes u™ =
u™(q,p) tém o nome de multiplicadores de Lagrange. As fun¢oes u(q,p) surgem
da necessidade de definirmos a transformagao de Lengendre do espago-(q, ¢) para
a superficie ¢(q,p) = 0 do espago-(q, p,u) como

% = G, (C.12)
Y

Po= ge e, (C.13)
u™ = u"(q,q). (C.14)

Usando o principio variacional na hamiltoniana (C.11), aplicando o resultado(C'8),

to
6 [ (gpi—H) =0, (C.15)
t1
to
t1
encontramos as equacoes de movimento
0H., OPm
T— m d
: OH, O
i = —u" 3 1
P 9¢; " O (C.18)
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De modo geral, as equagoes (C.17) e (C.18) podem ser escritas como (Apéndice
B)

F={F H}+u"{F ¢n}. (C.20)

onde F' é uma variavel dindmica qualquer e as chaves { , } representam os parén-
teses de Poisson em relacao as variaveis canonicas ¢; e p;,
oF 0G  0F 0G
dq; Op;  Op; Oq;

{F.G} = (C.21)

Podemos examinar uma consequéncia das equagoes (C.20). Por consisténcia, os
vinculos primarios devem ser fixos em rela¢do ao tempo. Logo, escrevendo (C.20)
com ¢,, no lugar de F', temos

bm =0, (C.22)
e a condicao de consisténcia implica

{bm, HY + 0™ {dpm, oo } = 0. (C.23)

Se {¢m, pm} # 0, encontramos relagoes independentes dos u,, (g, p)’s envolvendo
os p’s e 0s ¢'s. Se {¢m, Py} = 0, podemos encontrar relacoes entre p e ¢ que
confirmem os VP. E se nao forem encontrados novos vinculos ap6s o uso da con-
sisténcia em todos os VP, esgota-se a busca. Mas quando as relagoes encontradas
ficam independentes dos VP, elas se configuram como novos vinculos do sistema,
os vinculos secundarios, (VS).

A consisténcia é aplicada também aos novos vinculos. E continuamos nessa
tarefa até encontrarmos somente relagoes para os u™(q,p)’s. Classificando os VS
como ¢,, temos

¢, =0, r=M+1,...M+ R, (C.24)

onde R é o numero total de VS. Essa classificacao se justifica uma vez que a difer-
enca entre os VP e VS se resume tao somente nas suas origens. Convencionamos
entao que os VP e VS sejam classificados como

os =0, s=1,.M+R=2S5. (C.25)
Podemos a partir daqui adotar uma nova igualdade para (C.25),
¢s =0, (C.26)

onde “x"é chamada de “igualdade fraca". Isso é necessario por considerar que os
parénteses de Poisson entre algumas variaveis dinamicas e ¢s nao serem idénti-
camente nulas. Esse simbolo para a igualdade deixa indicio de que existe incon-
sisténcia para uma quantizacao canonica de sistemas vinculados.
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A hamiltoniana (C.11) sera reescrita como
Hp ~ H, + u’¢y, (C.27)

a chamada hamiltoniana total, Hy. Em termos da Hrp, as equacgoes de movi-
mento sao lidas como

F ~{F Hr}. (C.28)

Como ja dissemos, a disting¢ao entre VP e VS nao tem importancia fisica. Uma
outra classificacao de vinculos é mais ttil na determinacao do perfil de um sistema
vinculado: os vinculos de primeira classe e os vinculos de segunda classe.

C.1.2 Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Um vinculo Q(p,q) =~ 0 serd de primeira classe (VPC) quando seu paréntese de
Poisson com todos os vinculos da teoria for fracamente zero,

{Q.¢;} =0, j=1,..J (C.29)

Em caso contrario, o vinculo serd de segunda classe (VSC). Entao o vinculo
Q(gq,p) = 0 é VSC se existir ao menos um vinculo da teoria tal que os parén-
teses de Poisson nao sejam fracamente zero com Q(q,p) ~ 0.

Os VPC sao geradores de tranformacoes de calibre. Uma transformacgao de
calibre é aquela que conserva as variaveis dinamicas de um sistema através de
mudanca abitraria seu referencial ao longo do tempo. Uma consenquéncia disso
é que as equacoes de movimento de um sistema vinculado serao arbitrarias no
tempo, desde que tenha VPC.

C.2 Os Parenteses de Dirac

Os parénteses de Dirac sao usados para o tratamento dos VSC’s. Dados duas
variaveis dinamicas quaisquer A e B, os parénteses de Dirac entre elas serao

{Av B}* = {A’ B} - {A> Xa}Caﬁ{Xm B} (0'30)

onde os vinculos y, sio VSC e a matriz C*° ¢ a inversa da matriz Cos = {Xa, X5}
Pode-se demonstrar que o parénteses de Dirac entre um VPC, ¢;, e uma variavel
dinamica ¢ igual ao correspondente parenteses de Poisson dessas quantidades, veja,

{¢j7 B}* = {gbj?B} - {¢j7Xa}Caﬁ{Xﬁ?B}

60



mas {¢;, xa} = 0 e assim,

{¢j>B}* = {¢ij}‘

Se tomarmos um VSC, x,, demonstra-se que

{Xua B}* = {Xw B} - {Xqua}Caﬁ{Xé’?B}

{X/u B}* - {le B} - C,uacaﬁ{X@ B}

{XW B} = {X/u B} - 65{Xﬂ7 B}
onde usamos que C,,C*’ = 55 , logo

{X,u’ B}* = {Xw B} - {Xlu B} (C'Bl)

{xu, B}* =0, (C.32)

para qualquer variavel dinamica B da teoria. Com esses parénteses entao pode-se
descrever qualquer equacao de movimento de um sistema vinculado, seja com VPC
ou com VSC. Assim os VSC podem ser tomados em suas igualdades fortes, ou seja,

Xp = 07 (033)

e estas se tornam meras identidades que expressam algumas varidveis conodnicas
em termos de outras.

C.2.1 Fixacao de Calibre

Vimos até aqui que um sistema mecéanico vinculado pode ter VPC e VSC. Com os
VPC, a teoria do sistema manifesta invariancia de calibre, o que confere equacgoes
de movimento com funcoes arbitrarias do tempo. A presenca dessas funcoes nos
diz que nem todas as variaveis da teoria sao realmente fisicas. Essa arbitrariedade
é removida pela fixacao de calibre. Isso é feito escolhendo-se uma superficie de
vinculos Ey, ~ 0 tais que essa quantidade seja igual ao nimero de VPC, ¢; =~ 0 da
teoria e que garanta

det{Ey, ¢;} # 0. (C.34)
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A condigao acima expressa que os vinculos ¢;, Ej formam juntos um conjunto de

VSC.

Assim, nao resta VPC na teoria, o que garante equacoes nao arbitrarias para o
sistema vinculado.

A seguir, apresentamos exemplos de teorias vinculadas nos quias encontramos
os vinculos primérios e fixamos os calibres. Sao os casos da Particula Relativistica
Livre e da Corda Bosonica Livre.

C.3 As Equacoes de Hamilton do Sistema Vinculado

Comecamos com a minima acao

5tbﬁL:Q (C.35)
)
Em funcao da hamiltoniana,

5tmﬁ%%—H):Q i=1,..,N. (C.36)
Mas, H = H. — A\ ¢,, entao

[ i+ didpi — 5H~ Nab6,) =0 (C37)

onde a =1, ..., M. Seguindo entao,

ta . . OH., OH. 0,
dt | —pidq; + Giop; — 0q; — 0pi — Na—=—0¢;
/t1 ( Di0q; + q;0p Y q ap; p X q
9,
—Ag——0p; | = 0. .

Com garantia de teorema, podemos entao escrever as equacoes de Hamilton do
sistema vinculado como

OH, 00
_ A\,
dq; * dg;

Di = (C.39)

OH, 0P
R A )
Ip; * Op;

i (C.40)
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Apéndice D

As Invariancias das Acoes da PRL,
de NG e BING

Por definicao uma acao é um funcional que atribui varias funcoes que podem descr-
ever uma trajetoria de movimento a um nimero. Dentre as trajetorias possiveis no
espaco-tempo, a que implicar na minima acao sera a linha de mundo da particula.
Essa trajetoria tem a mesma interpretacao para todos os observadores inerciais, to-
dos determinarao o mesma intervalo dr = ds/c entre dois eventos dessa trajetoria,
onde

ds® = —dt> + dX"* + dX? + dx?° (D.1)
ou
ds® = n,,dX"dX". (D.2)

Por isso é conveniente que a acao seja proporcional a ds,

S = a/ds, (D.3)
S = ca/dr (D.4)

Uma acao tem a dimensao de energia-tempo

L2 ML
=M_T= .
[S] = M— T

(D.5)

Considerando que a dimensao de 7 é de tempo, o tem dimensao de M L/T, veloci-
dade vezes massa. A massa é a da propria particula e a velocidade é ¢, velocidade
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da luz, implicando em o = mec. Consideramos ¢ porque ela é invariante as trans-
formacoes de Ponicaré.
Portanto, a agdo da PRL de massa m pode ser, com o uso de (D.5)

S = mc/ds. (D.6)

Usando (D.2) nessa agdo vemos

S =mc N dXHdX". (D.7)
J v/

Aplicando a integral sobre um itervalo de tempo [7;, 7¢]

S = mec /Tf X1 Xvdr. (D.8)

onde querfamos chegar.

D.1 A Invariancia por Reparametrizacao na Acao da PRL
Seja a acao
§ = me / XX a7, (D.9)

Escrevendo explicitamente,

S = mc/A (djﬂ d;{“)d% (D.10)

- dX*dr dX,, dr\ dF
_ ar @A, aT ) a7 D.11
S mc/« ir 7 dr d%)deT’ (D-1)

- | dXrdX, (dr\?|dF
= = (ZD) | Z24 D.12
5 mc/J [ a7 dF (d%) ]dT - (D-12)

- oo [ dXrdXY

S = mc/n U — dr. (D.13)
S=35. (D.14)
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D.2 A Invariidncia de Poincaré na Acao da PRL
A transformacao de Poincaré é
XM= ALXY b (D.15)

onde A# é a matriz de transformacao de Lorentz e b* uma constante de translacao.
Vamos mostrar primeiramente a invariacia de Lorentz,

~ Tf LU LV
S = mc/ \nwX X dr. (D.16)

§ = me / VXX dr, (D.17)

S=me[” ANXY) (A, XP)dr, (D.18)
[V (ae,)

S = mc/ ! VA, X XPdr, (D.19)

o que implica em

§ = me / LN X\ Xedr, (D.20)

S = mc/ ! X, Xrdr = S. (D.21)
ou seja, a acao da PRL é invariante pelas transformacoes de Lorentz.

A translacao fica diretamente demonstrada, uma vez que a acao depende de
derivadas de X*.

D.3 A invaridncia por reparametrizacao da acao de NG

A partir da equagao (4.1) podemos ver isso rapidamente,

T
S = - / Lo\ /—det(9, X195 X,.),

- -
_ _T/d20\/_det<8a 0X4 050X,
C

] 0o® 05> doP do
— _Z / d%’?j’\/—det(@Xﬂ&Xu),
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mas
Ao = \g‘;jd%,

entao

i -
S = 1 [y aa@xe5,x,),
S, = 8.

E também direto verificar a invariancia de Lorentz da acdo de NG.

D.4 A invaridncia por reparametrizacao de BING

Basta iniciarmos de sua lagrangeana L3, em (4.51)

Ly = \/—det(0.X105X,,) + 0aAs — A,

O primeiro termo da raiz se transforma como na acao de NG. O termo do campo
de calibre sofre a transformacao sob a condicao de

o A
A, = 22 4, (D.22)
05
Portanto, fica direto observar que a langrangeana se transforma como
05| 5
Ls=|—|L D.23

e com a transformacao de d?c a acdo Ss fica invariante por reparamentricao.
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Apéndice E

A Invariancia por Reparametrizacao
de uma Acao Geral

Com a inten¢ao de demonstrar a invariacia por reparametrizacao da acao de NG,
verificamos a invariancia por reparametrizagao das agoes de um modo geral.
Seja uma agao geral dada por

S = / d"\ L [qﬁ()\),aa)\gzé()\)] (E.1)

onde ¢(\) é um escalar que esta definido num espago de n parametros, A", (v =

1,...,n).
Uma transformacao infinitesimal de reparametrizacao serd representada como

58 = /d”)\ L(d(A /d”/\ L(6(N), 8,6(N), (E.2)

onde

Ao = Ao + €a. (E.3)

E para escrever d" )\ em termos de d" )\, temos do teorema do calculo que

INg
"Na = " E.4
W dt((%)dxa, (E.4)
d" Mo = det (6} + 0eg) d" Ao (E.5)
A"\ =~ (14 8%ez)d™ . (E.6)
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Colocando em (D.5), encontramos

55:/wu(ﬁ—£+m%@ (E.7)

55:/WA®L+W%D. (E.8)

O calculo do primeiro termo, dL, fica

0L = L($(N), Dad(X)) = L(D(A), Batd()) (E-9)

mas a forma da func¢ao L nao varia na transformacao de reparametrizacao, essa
funcao é escalar, entdo L = L e

0L = L($(N), 0a(N)) = L(B(N), Dad(N)) (E.10)
oL, ~ ~ 0 -
L= 55 (60) = 6N + - LBu0(N) ~ 2u0(N) (E.11)
oL oL
0L = a—gbégb + 0(8a¢)5(aa¢) (E.12)
mas ¢ é escalar também, logo
o(N) = ¢(\) (E.13)
0 = $(X) — ¢(A) =0 (E.14)
5(0u6) = 8u5(3) — 56 (515
0 0
= 2500 = 500 (E.10)
N 0 0
= S 2500 — 570 (E17)

— (82 35 ) Fr00) - e (B.18)
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o0\ 0 9
g (w)“ma oW

Utilizando os resultados (E£.12), (E.14) e (E.18) temos

L9 AL 9
N D)D) ONF

0L =

o que implica em (E.3) ser

B «
5S:/d”)\ < Oe OL 09  Oe L).

— +
0N D(0a®) ONg O
Assim, a invariancia por reparametrizacao determina que

Oe Oe oL 0¢
AL =53k~ o D(ON*P) ONg

seja zero para 0.5 = 0.
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Apéndice F

A acao de Polyakov e a sua

equivaléncia com a Acao de
Nambu-Goto

Apresentamos nesse apéndice a acao da corda bosonica por Polyakov, equivalente
a acao de NG. Falamos também de suas invariancias. Em seguida verificamos a
equivaléncia entre as acoes.

F.1 A acao de Polyakov e sua invariancias

Uma agao alternativa e mais conveniente do que a de NG, para se trabalhar
com a teoria de cordas, é a acao de Polyakov. Embora muito conhecida como
acao de Polyakov, ela foi introduzida primeiramente por S.Deser e B.Zumino e
independentemente por L.Brink, P.Di Vecchia e P.S.Howe (em Physics Letters
B65, pgs 369 e 471 respectivamente). Alexander Polyakov a usou para quantizar
a teoria de cordas (em Physics Letters B103 (1981)207).

A acdo é escrita como

T
Sy = —5/deJ\/—ggo‘ﬂﬁaX’”@ﬁXymwa (F.1)

onde g,3 ¢ uma métrica da superficie de mundo da corda que se move no espago-
tempo de Minkowski e g°” sua inversa. Aqui /=g ¢ a raiz quadrada do valor do
determinante de g,gs.
A acao de Polyakov tem trés simetrias: a invariancia por reparametrizacao, a
invariancia por transformagao de Poincaré e a invariancia de escala ou de Weyl.
A invariancia por reparametrizacao ja foi demonstrada no apéndice anterior.
Podemos porém expressa-la nessa acao. Desde que

_ o ogroe?

957 = pex ger P (F.2)
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XH(7,5) = XM(7,0), (F.3)
a invariancia se mantém. Observando também que de (F.2)
g =1Jg (F.4)

onde J = gg—i e g—det g,5 e do calculo ¢ possivel demonstrar que

d7ds = J 'drdo. (F.5)

As quntidades /=g drdo e g*# = 0,X"93X" serdo, entdo, invariantes as
reparametrizacoes (7,6) — (7,0). O que mostra a simetria de S, nos parametros.

A seguir, escrevemos a invariancia de Lorentz da acao de Polyakov. A trans-
formacao de Lorentz, e sua forma infinitesimal, fica

SXH = at XY+ b, (F.6)

onde bV & constante e a,, = 1,, a’ , é antissimétrico e constante. Sob essa
tranforamcao, dgas = 0.

Verificamos a invariancia da a¢ao mediante a lagrangeana da agao, L,, omitindo
a tensio e o termo /—gg*’,

L, = —;aaX“aﬁaX”n,w,
0L, = —0a0X"0300X" 1 — 0aX 000 X" N,
= —0u(a" \XM)050X "N — 0a X" 00(a” x X )y,
= —\0uX"050X" — a,00aX"050X*,
= —u0aX050X" — a,00,X"050X*,
= —a,00.X"050X" — a,0a X 030X",
= 0.

onde na tltima igualdade usamos a antissimetria de a,,.
A transformacao de Weyl, tem a seguinte forma,

g = () g (F.7)
onde w(7, sigma) ¢ um escalar. Usando os resultados

det(AB) = detA detB (F.8)
det(aA) = det(al,A) = a"detA (F.9)
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para o espaco de duas dimensoes, vemos que

g = detg®® = det(e“™?) g, (F.10)
g = e*detg®”, (F.11)
g = e*yg. (F.12)
o que significa
V=99 =\ —e*ge g% = \/=g¢°". (F.13)

Por isso a agao de Polyakov é invariante para as transformacoes de Weyl.

F.2 A equivaléncia entre as acoes de Polyakov e Nambu-
Goto

Para demonstrarmos a equivaléncia entre a acoes de Polyakov e NG, consideramos

a variacao da acao de Polyakov em relacdo ao tensor métrico da superficie de

mundo.
Seja entao a agao de Polyakov,

T 3
S = —5/dea\/—ggo‘ﬁﬁaX“@gX”nW (F.14)

onde 9, = 0/0¢*, a =0, 1.

Entao,

T gaﬁ —1/2 1/2
= —— 2L _(— — Sa*P
5 Q/dm[ 5 (=) 09 + (—9)"dg
X 00 X"05X ., (F.15)

mas 69 = g(g™dgx,),

T s
651 _§/d7—d0' l_'g2<_g)1/2gAp59Ap+ (_9)1/2(59&5]

X0, X"03X,, (F.16)
. T gaﬂ Ap af o
0S = —3 drdo+/—g —79 Sgrp +09°7 | 0, X 05X, (F.17)
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T g’ A\
08 = —E/dea\/—_g —79,\p59 P+

af

975( M gap) + (590‘[3] 0 X"05X,,, (F.18)

— Z ﬁ Ap
63——2 drdo\/—g |— 5 909 "+

+09°7] 0. X" 05X, (F.19)

T af
08 = —§/d7'dax/—g l—gQQ)\ﬁg’\p@aX“@@Xﬂ—l—

0. X"05X,09°"] (F.20)

T of
65 = -3 / drdo/—g l—QQg,\paaX“agX,ﬂ-

+0, X"0,X,] 697 (F.21)

As equacgoes de movimento em relacao a métrica da superficie de mundo impli-

cam em 53&56 =0 ou
—;gaﬁgApaaX”ﬁgXﬂ + 0hX"0,X, =0 (F.22)
ou
; 9% 90p0a X" 05X, = 0 X"0,X,.. (F.23)
Calculando o determinante da matriz,
det {;ga’ggkpaaX“(%XM} = det{X"9,X,.}, (F.24)
i (970aX+95X,.)" det(ga,) = det{,X"0,X,,}, (F.25)

onde o espaco é bidimensional, o, 5 = 0, 1.
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Calculando a raiz quadrada da relacao acima, vemos

1
5V 9900 X 05X, = \[~det (9,X70,X,), (F.26)

onde g = det g,.
Substituindo o termo da direita de (F.26) em (F.14) obtemos

T
§=—3 / drdo\[/—det (0, X1D,X,,). (F.27)

Se tomarmos os valores «, f = 0,1 em (F.27) e calcularmos o determinante da ma-
triz, obtemos exatamente a acao de Nambu-Goto, o que demonstra a equivaléncia.
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