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Resumo

Como sao bem conhecidos; os campos quanticos estudados na TQC satisfazem o princi-
pio de localidade segundo pontos do espaco-tempo. A eles, referem-se como campos que
possuam localizacao do tipo-ponto ou que sao puntiformemente localizados. Nesta dis-
sertacao, serd feita a construcao de campos quanticos livre de Dirac, com localizacao
"tipo-string”. Em contraste aos campos usuais, que vivem em ponto do espago-tempo,
estes vivem em semi-reta que comeca num certo ponto do espaco de Minkowski e se es-
tende até o infinito numa certa direcao tipo-espaco. Tal localizacao é permitida pelos
principios da fisica quantica relativistica, dado que os campos admitem a construcao de
observaveis locais. O interesse na localizacao tipo-string deve-se ao fato de ser uma lo-
calizacao menos forte, que implica um comportamento menos singular nas altas energias,
apresentado pelos campos quanticos com localizacao tipo-ponto. Com isso apresentarao
um melhor comportamento UV. Com essa localizagao menos forte, pode-se, entao, criar
mais modelos interagentes. Campos livres com localizacao tipo-string ja foram obtidos
para vérias particulas [1, 2|, a partir dos quais podem se fazer modelos interagentes .
Para construir modelos interagentes vindos do campo livre, deve-se fazer uma
andlise da funcao de dois pontos do campo livre correspondente. Tal analise, porém, nao
serd feita nesse trabalho, visto que nao é o objetivo do estudo em questao. Nesse trabalho
foi construido o campo quantico livre de Dirac com localizacao tipo-string, em que foram
verificadas a equacao de Dirac e a relagao de covariancia. Definiu-se sua densidade de
corrente e verificou-se que esta se conserva. Por ultimo, definiu-se a funcao de dois pontos
para localizacao tipo-string, que pode ser verificada a localidade do campo tipo-string.

Palavras chaves: Covariancia, Localidade, Campo Quéantico Tipo-string
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Abstract

As is well known, quantum fields studied in TQC satisfy the second principle of locality
of space-time points. To them, refer to fields that have location-point type or that are
located punctate. In this dissertation, will be the construction of free quantum fields
Dirac, with location-type "string". In contrast to the usual fields, living in space-time
point, they live in semi-straight line beginning at a certain point in Minkowski space and
extends to infinity in a certain space-like direction. This location is permitted by the
principles of relativistic quantum physics, since the fields admit the construction of local
observables. The interest in location-string type is due to the fact that a location is less
strong, which implies a less singular behavior at high energies, described by quantum fields
with point-type location. With this present an improved UV behavior. With this location
less strong, we can then create more models interacting. Free fields with location-string
type have been obtained for several particles |1, 2|, from which they can make interacting
models.

To build models from the field interacting free, one must make an analysis of
the function of two points corresponding free field. This analysis, however, will not be
done in this work, since it is not the objective of the study. In this work we construct
a quantum field-free Dirac-string type with location, which was verified in the Dirac
equation and the ratio of covariance. We defined its current density and found that it is
conserved. Finally, we defined the function of two points for location-string type, which
can be verified the location of the string-type field.

Keywords: Covariance, Locality, Quantum Field type-string
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Introducao

Nesse trabalho, buscou-se construir um campo quantico livre de Dirac com
localizacao tipo-string, cuja motivagao é verificar que uma localizacao desta forma, pos-
sivelmente, admite interagoes, resultando em novos modelos da TQC. Os campos usuais,
que possui localizagao do tipo-ponto ou que sao puntiformemente localizados, nao ad-
mitem essas interagoes, seja em construcao pertubativa ou nao-pertubativa.

No capitulo 1, sera feita uma revisao de conceitos que servirao de ferramentas
uteis para o desenvolvimento do trabalho. Conceitos como Grupos de Lorentz, Poincaré,
SL(2,C), Representagoes, Recobrimento e Espago Fock.

No capitulo 2, serd introduzido o que é uma Teoria Quantica de Campos e os
motivos que levaram ao seu desenvolvimento. Além disso, serd especificado o que é um
campo no esquema conceitual da teoria de campos e o que é preciso para definir um campo
quantico. Sera feito um estudo de campos quanticos com localizacao tipo-ponto na respec-
tiva ordem: campo quéantico livre escalar e campo quantico livre com spin s arbitrario.
Esses campos devem satisfazer algumas exigéncias. A partir de sua construcdo serao en-
contrados exemplos de soluc¢oes para certas representacoes de SL(2,C) para particulas
com spin % Também sera verificado o Teorema de Spin Estatistica|9| e, por altimo, seré
apresentado o teorema de Bisognano- Wichmann para o caso de campos quanticos com
localizacao tipo-string[10], de forma a se preparar para a construcao do campo quantico
com localizagao tipo-string com spins %, desenvolvida no proximo capitulo.

No capitulo 3, serd construido o campo quantico tipo-string que é o principal

objetivos nesse trabalho. Para isso, seguird o estudo uma estratégia: Primeiro, encontrar

xi



Introdugao xii

a forma do campo com seus respectivos intertwines. Pode-se verificar que eles nao sao
completamente fixados pela relacao de covariancia, como sao no caso de campos com
localizacao tipo-ponto, em que as solucoes sao unicas modulo constante. Em seguida,
achar as solugbes para o intertwiner u(p,e) via a relacdo de entrelacamento com suas
respectivas representacoes. Por fim, fazer uso do teorema de Bisognano- Wichmann|10]
para se encontrar a solu¢ao para o intertwiner v(p,e). De posse dessas solugoes, pode-se
escrever, de forma explicita, o campo quéntico tipo-string ¢;(z, €). Com o campo quéantico
Dirac tipo-string, verifica-se alguns modelos.

No capitulo 4, sera definida a funcao de dois pontos para o campo tipo-string,
w(z,e;2’,€') e de posse dessa funcao pode-se tirar a condicao de causalidade dos campos.

Finalmente, no capitulo 5, serao discutidos os resultados e apresentados os

objetivos futuros com relacao ao trabalho desenvolvido.



Capitulo 1

Ferramentas

Nesse primeiro capitulo, serd apresentada uma breve revisao de conceitos como, gru-
pos particulares, recobrimento, representacao e o Espaco Fock para que, apoiados neles,

consiga-se desenvolver o trabalho proposto.

1.1 Grupos SL(2, C), Lorentz e Poincaré

O Grupo SL(2,C), é parecido com o grupo SU(2)'e ao grupo de Lorentz?, cuja importan-
cia é muito grande nos estudos de representacao do grupo de Lorentz para particula com
spin % +N.

O grupo SL(2,C) € o grupo formado pelas matrizes complezas 2 X 2 de deter-

minante iqual a 1.

1.1.1 Grupo de Lorentz

Considera-se o espaco-tempo quadridimensional dotado com a métrica de Minkowski

proveniente do produto interno.

g(x,y) = 2%° — 370 @ty (1.1)

!Grupo das matrizes unitarias 2 x 2 com determinante igual a 1

2yeremos na proxima secio



1.1 Grupos SL(2, C), Lorentz e Poincaré 2

Nota-se que a métrica esta em relagao a um sistema de coordenadas, a saber "coordenadas
de Lorentz ou inerciais". Contudo, a métrica nao depende dos sistemas de coordenadas.
Dado A, que aqui serd denominado como transformacoes de Lorentz , que rep-
resenta uma transformacao entre sistemas de referéncias inerciais que preserva a estrutura
causal e nao envolve dilatacoes. O grupo de todas as transformacoes de Lorentz do espaco
de Minkowski, ¢ denominado de Grupo de Lorentz. Pode-se também dizer que o grupo
de Lorentz® ¢ o grupo de isometrias linear desta métrica (1.1)..
Depois da escolha de uma origem e de um sistema de coordenadas
= (2% 21, 2% 23), ele £ pode ser identificado pelo grupo O(1,3). £ = O(1,3), que é o
grupo de todas as matrizes 4 x 4 (A € Mat(R,4)) e que satisfazem: A1 = nATy™!
det(A) = £1
Para n lé-se: n:=n(3,1) = diag (1,—1,—1, —1) denominado métrica de Minkowski.

Sera introduzido o El, subgrupo de L, que recebe o nome de grupo de Lorentz
proprio ortécrono ou grupo de Lorentz restrito. E um subgrupo de Lorentz de mapas
lineares de R* que preservam a forma bilinear (1.1) e também deixa o cone positivo
invariante {x € R*: 2° >0 e g(z,7) >0 e det(A)+1} = L.

Ll usado na sub-secgao (1.1.3)

Ll = {A € L|det(A) +1 e sinal deAd > 0}

1.1.2  Grupo de Poincaré

O conjunto de transformacoes no espago de Minkowski, constituido de todas
as translagoes e a transformagoes de proper Lorentz e seu produto, formam um grupo 771,
chamado de grupo de Poincaré proprio, ou grupo nao homogéneo de Lorentz que repre-
senta o grupo mais geral de transformacoes do espacgo-tempo, que mantém os intervalos
invariantes, e, hoje, na Fisica, considera que o 731 representa uma simetria da natureza(na

auséncia de campos gravitacionais) . Sua agao no espago-tempo é interpretada como uma

30Onde vamos usar o simbolo £ para grupo de Lorentz



1.1 Grupos SL(2, C), Lorentz e Poincaré 3

transformacao de Lorentz, seguida de uma translacdo cujos elementos sao constituidos
por pares de translagdo e uma transformagao homogénea, denotado por g := (b, A), que

induz transformacao de um quadrivetor:

’g:xl—>x’:b+/\x.‘

Acima, b é um vetor quadridimensional e A € EL
Uma transformacao (b', ') seguida por outra (b, A), é equivalente a uma tnica

transformacao dada pela regra de multiplicacao de grupo.

(b, A) (', A) = (b+ AV, AN)

Em particular,

(b,A) = (b,1)-(0,A)

1.1.3 Recobrimento do Grupo SL(2, C) sobre o grupo Lorentz

Ha uma identificacdo natural entre o espaco-tempo R* e o espaco das matrizes
(2 x 2) complexa hermitianas, Mat(C,2)" dada por :
R* <— Mat(C,2)"

A 0 = o 2+t —ia? .
Risz—az=2"+2-0=) zto, = € Mat(C,?2)
ot +x? 20+ 28
com og := 1. Podemos verificar que: x = z*

Nota-se que:

det(z) = (2% + 2%)(2® — 23) — {(a! —iz?) (2! + ix?)}

= (@) = (@) — (22 — (2%)) =z -2 =a?

Usando esta identificacdo , pode-se definir uma acdo de SL(2,C) no espago-tempo de
Minkowski A — A(A) : SL(2,C) — L, (observe que ainda sabemos que A(A) pertence
a L) através do mapa: SL(2,C) x Mat(C,2)" — Mat(C,2)" dado por:

z— AzA* =2 = AN(A)x (1.2)




1.1 Grupos SL(2, C), Lorentz e Poincaré 4

x— AzA* € Mat(C, 2)h’ R4 *E)Mat((:, 2)h

A(A)i \LA-A*

R <2 Mat(C, 2)"

A(A)z := tnico 2’ com 2’ = AzA*, ou seja, A(A)z = &~ (AzA”)

Observa-se que é utilizado o fato de que A, A* € SL(2,C) e que det(A) =
det(A*) = 1, tem-se que det(AzA*) =det(A)det(z)det(A*) = x?. Isso implica em
(A(A)z)* = 2.

Percebe-se que a métrica é preservada portanto A(A) € L.
Com isso, vé-se que a agao de SL(2,C) no espaco-tempo de Lorentz preserva a

métrica de Lorentz. Em outras palavras ,SL(2,C) atua isometricamente sobre o espago-
@

tempo. Assim tem-se um mapa bem definido SL(2, (C)/—\>SO(1, 3) , de fato um homo-
morfismo de grupo.

O grupo de Lorentz é composto pela uniao de quatro componentes conexas,
L = El U Ei ULl ULt como a aplicacdo de SL(2,C) — L & continua e como
o grupo SL(2,C) é conexo e contém a unidade logo o recobrimento deve ser sobre a
componente Li pois é a tunica das componentes conexas do grupo de £ que contém a
unidade (detA =1 e Ag® > 0) portanto tem-se:
SL(2,C) — LT
A — A(A)

Observagao: Na notacao que usaremos A = A(A)

Lema 1.1.1. Com isso, pode-se representar as transformagoes de Lorentz proprias através
de elementos de SL(2,C) em que os Boost sao dados pelos elementos de sua pré-imagem
no recobrimento por matrizes € SL(2,C) e as rotagdes sao dadas pelos elementos de sua

pré-imagem no recobrimento por matrizes do subgrupo SU(2) de SL(2,C), como segue.
2% 5 Ny(t)

€5 s Ri(«)
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Isso mostra que o mapa SL(2,C) — Ei é sobrejetor.[8] Tem-se também que o nicleo

deste mapa é {£1 }, portanto, L = SL(2,C)/Z, [6].

O mapa SL(2,C) — L] define um recobrimento de £1. Como SL(2,C) é
simplesmente conexo[3], o SL(2,C) é o grupo de recobrimento universal do grupo Ei.

Da equacao 1.2 verifica-se facilmente que:

A(A)r = A 1gA (1.3)

1.2 Representagoes de dimensao finita do Grupo SL(2,
C)

Primeiro serdo colocados os aspectos da representacao de SU(2) em que a
representagao D® age em (C?)®2 (para entender o termo de produto tensorial simetrizado

ver equacao (1.18)) na seguinte maneira:
Defini¢ao 1.2.1. i)D*(A)u; Qs -+ @5 Ugs = Auy Ry - -+ @5 Augs (Dimensao: 2s + 1).

Teorema 1.2.2. A representacio de SU(2) satisfaz: D' @ D2 = Dlsi=s2l @ Dlsi=s2#1l g
.. @ Dlsits|

Pode-se notar que D? é unitario.

Como D*(A) preserva a norma num espaco de (C?)®?* dimensional, a norma
sera preservada em um subespago menor. Mostra-se que D*(A) é unitaria em um vetor

da forma: u; @ uy ... ® ugs em (C?)®2

Demonstracao. ||D*(A)u; @ ... ® ugsl| = [|[Aur @ ... @ Augs|| = [|Auq]| ... || Auss|| =
Nugll .. sl = [lur @ ... @ ugs|| . Para A € SU(2) O



1.2 Representac¢oes de dimensao finita do Grupo SL(2, C) 6

Pode-se estender a representacao D* de SU(2) para SL(2,C), observando que
elas nao sao unitarias.
Representagao (nao unitdria) de SL(2,C): Considere as representagoes de SL(2,C)
)D:=A— A
i)D:=A+— A
i) D= A (AY)"!
iv) D= A (A9 = ((A)71)

0 1
Lema 1.2.3. Dado ¢ := este satisfaz: (AY)™! = €A™t o que mostrard

-1 0

que 1) e i) sao equivalentes, consequentemente serd visto também que a ii) e ) sao

equivalentes.

Demonstragao do lema (1.2.3).

a
Demonstracao. Dado, A € Si(2,C) tal que A=
c d
d —b d —b
A7l = det(A)™! mas det(A) = 1 portanto A~! =
¢ a —c a
0 1 a b 0 —1 d —c
cAe 1= =
-1 0 c d 1 0 —b a
d —c
(At)—l —
—b a

Comparando as matrizes obtidas acima, tem-se:

(A~ =cAe! (1.4)

Com isso, mostra-se que i) = iii), se aplicar o conjugado em ambos os lados

da equacdo 1.4, isso dara que (A*)™' = ZA¢7! em que se mostra que ii) = v).

Sera definida a representacao de SL(2,C) da seguinte forma:



1.2 Representac¢oes de dimensao finita do Grupo SL(2, C) 7

Definicao 1.2.4.

Essa representagio age em (C?)®:% ® (C?)®?*na seguinte maneira:

Definicao 1.2.5.

D(jk)(A) PUp @ @ U DV Ry - R Vg, = Aug g -+ Qg Aug; R Avy Ry -+ - Q5 Avog

-~ ~\~

sitmetrizado simetrizado
(1.7)
A representacdo irredutivel DU*) de SL(2,C) satisfaz:
DUK(A) = DUR(A) e DUR(A)* = DUF (A% (1.8)

Pegue-se um T' € (C?)®% @ (C?)®2*) de acordo com a expressao abaixo e aplique-se a

representagao sobre ele.

T — E : Trl-..rzjrl---rzké‘m ®s e 6T2j ® 67'“1 ®s . o 61;%.

r1<rgj
71 <Tog

DUk (AT = Z Tttt Ag @) - A, ® A8y, @y -+ Ay, =

r1ST;

T1<Tok

Usando o fato que Ae, = Z A’és, tem-se:
S

(4,k) — T10T25T1 T2k A ST s2; A1 ... A2k = = =
DYV (AT =) T AP ATIALY - AR ® €y B €y B €y,

T2k

$1°+°82j81° 82k AT1 r25 AT1 AT2k 5 > > L5
E 15152 AgADAG L ASNE ®s €y @ €y B Ery,

52k

Portando vé-se que :

DUR)(A) « Trieragi iy Tsvesagdison AT, A2 AT AT2
: S1 77 7S

52k
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1.2.1 Representacoes irredutiveis unitarias de ﬁl

Tendo-se 751 = R* x SL(2,C) o grupo de recobrimento universal de 731, se
tivermos duas transformacoes de Poincaré seguidas, de acordo com a regra de multipli-
cacao, tem-se:

(a,A)(a', A") = (a+ A(A)d’, AA")

SL(2,C) — L1
A — A(A)
O objetivo aqui é construir a representacao irredutivel unitaria de ﬁl com energia
positiva, para isso faga-se o seguinte:
Ua) :=Ula,1) =: "

acima, a - P = a"P,

U(A):=U(0,A)

Lema 1.2.6. O operador quadrimomento ird se comportar como um vetor e o mesmo 6o

quadrado ird comutar com a representacao irredutivel unitdria de 731 com 1880, tem-se:

UAPUA™)=A"'P onde P= (PP, PP
[U(a, A), P*] =0

com P> == P-P = Zu P,P" Onde P, , operador vetor de energia-momento, o gerador

das translagoes na direcao ji.

Seja |p, a > "auto -vetor"(generalizado) simultaneo de (Fy, Py, Py, Ps)
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P,p,a >=p,lp,a >

e H, auto espaco simultaneo de P com auto valores p = (po, p1, D2, p3), Hp = span{|p, o >

ya=1,2 ..}

Lema 1.2.7. i) Através do Lema 1.2.6 nds temos, U(A) : H, — Hay

ii) espectro de P ¢é invariante sobre £1 ,isto € , p € specP = Ap € specP.

De acordo com o Lema 1.2.6, tem-se que U(a, A)P? = P?U(a, A), mas uma
representacao U de um grupo G em um espaco vetorial V' é dita ser uma representagao
irredutivel para operadores se valer a seguinte propriedade: os tnicos operadores
B :V — V tais que BU(g) = U(g)B para todo g pertencente a G sdo da forma
B = c1[6]. Como U(a,A) é uma representagio irredutivel, conclui-se que P? € CI.
Como se quer energia positiva tem-se P2 = m?21,m > 0,py>0, isso implica que,
specP = H ou H ou {0}. Daqui para frente serd denominado de concha de massa o
H :={p:p*=m? p>0}.

Observe que se pode também chegar ao mesmo resultado fazendo o uso do Lema de
Schur ver (A.3.2) para chegar que P? € CI. Nesse caso, tem-se AU(g) = U(g)A com
A € C1, pelo Lema de Schur.

Pegue o caso em que se tem uma particula em repouso na concha de massa e

com energia positiva, ou seja, estando em p. Com isso tem-se:
p € specP = HI p=(m,0,0,0)

Hy = span{|p,a >, a=1,...,N}

Para todo p € H, fixa A, € SL(2,C) tal que A(A4,) : p — p, ver equagao(1.12) e (1.13).
Com H,: B.O.N. definida por |p,a >:= U(A4,)|p,a >€ H,, se aplicar a representagao
irredutivel U(A) em [p,« > e com alguns calculos, consegue-se chegar & importante rep-
resentacao irredutivel unitaria para particulas com massa m > 0 e spin s arbitrario.

U vive em H com valores em C?**! ou seja, ¥ : Hf — C?st1,
m ) Y m
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(U(A,a)¥)(p) = e“?D*(R(A,p)) ¥ (A 'p)

D? & representacao irredutivel de SU(2). Aqui esta se identificando,
ATTAAN-, = R(A,p) (1.9)

R(A,p), chamada de rotacao de Wigner que deixa invariante o p. Vale observar que
R(A,p)~! = R(A™, A7"p).
2s+1
Esta sendo usada a seguinte notagao: ¥(p) = Z Ui(p)ér «— Vi(p) =

k=1
componente k do vetor ¥(p) € C**!

Serd utilizada a medida invariante de Lorentz na concha de massa H,,:

Em w(p) 1é se:
wp) = VIp[*+m?

E defini-se

HOm) = L2(H dp(p), CH)

I iP= [ duto) | v) I

m

Com isso, tem-se:

| U IP= [ duto) | 0 D) 1= [ duthr) | 96) 1= [ dute) | 90) 1= @ I

Acima foi utilizado o fato que D? (R(A,p)) é unitaria.

Ficando com a Representacao irredutivel unitaria (m,s) dada da seguinte forma:

(U(a, A)T)(p) = e"*D*(R(A,p))¥(A™'p) (1.10)

A representacdo acima é chamada de representacao de Wigner.
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1.2.2 Representacoes Covariantes

D? possui uma extensao para as representacoes de SL(2,C) , onde iremos

trabalhar com duas delas, a saber D9 (A) e D©*)(A). Aqui
D(O’s)(A)ul Ry oo Qg = Ay @ .. A,

Primeiro, faz-se para ,D%(A) := D& (A)
Ao definir (VU)(p) := D®(A,)¥(p) tem-se

(VU(A))(p) = D*(A,)(U(A)V)(p) =

— D*(4,)D*(R(A, p)) U(A~'p) = (U (A)VT) (p)

Com isso, vé-se que V ¢ um operador de entrelacamento? entre as represen-

tacoes U(a, A) e U0 (a, A), da seguinte forma:
VU(a, A) = U (a, A)V

Fazendo ® = VW, chega-se a seguinte representacao covariante:

Ut (A)¥(p) := DI (A)T(A~'p) (1.11)

Como V' deve ser unitario, calcula-se o produto escalar para obter V unitario:

(R A P

= [ o) 100 = [ du) | D) =

4Seja G um grupo e VieVs dois espagos vetorias(sobre o mesmo corpo) onde atuam duas representacoes
G : HyeH, respectivamente em VieV,. Um operador W : Vi — Vs tal que WHy(g) = Ha(g)W ,para
todo g € G, é dito ser um operador de entrelacamento de HieH, estes operadores sao conhecidos na

literatura como intertwiners.
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A equagao acima ¢ valida quando A, = A7,

Tem-se das equagdes (1.2) e (1.3) que, p := A(A))p = A,pAs e p= A 'pA~!

Mas por defini¢do p = (p°,p) € R, p := p’T 4+ p- 7, e p := p°I — - G, portanto,

p=7"1 =mle 5 = "1 =ml entdo fica-se com p=mA,Ar e p=mA* AL
Escolheu-se uma raiz VP da matriz p e de forma anéloga para p e defini-se:
A, = \/% = A (1.12)

A= [ = (An) (1.13)

Um exemplo para \/% ver (2.121). Portanto tem-se um novo espaco de Hilbert dado por;

1910 = [ duto) < %), D (2 ur) >

m

Hiso)={V: H} — C** || v l|(s,00< 00}

(U (a, A)T)(p) := e“PDEO(A)T(A"p) (1.14)

Agora, para a representacdo D) (A) = DO (A1)
Definiu-se: (WW)(p) := D&Y(C,)¥(p), em que a matriz C, deve ser determinada.

Com isso, tem-se:
(WU (A))(p) = DO (C,) DO (AT AAN-1,) U (A" p)

(U AWT) (p) := DO (A)WT) (A p) = DO (A)DED(Cy 1) (A p)

Para que as duas equacdes a cima sejam iguais, com D) (A) = D&Y (A*1) ¢ necessario
que se tenha & seguinte condicao:

D(S’O)(Cp)D(S’O)(A;IAAAAP) = DAY DEO(Cy -1, que implica:

CLA Ay 1y = A0y,



1.2 Representac¢oes de dimensao finita do Grupo SL(2, C) 13

Assim, pode-se facilmente verificar que para tal igualdade ocorrer , deve-se ter:

Cp=A"

e~

Com isso, tem-se: A;QAAA—l = A*TATL | se e somente se, A*pA = A=1(A)p ver equagio

A-1p’
(1.3).

Proposicao 1.2.8.

satisfaz:

WU (a, A) = U (a, AW

A representacao covariante é:

U(O’S)(A)\I/(p) _ D(S’O)(A**l)\I/(Aflp)

Se W é isométrico ou (U®*) unitaria) tem-se , || ¥ ||?>=|| W—1¥|?
(W) (p) = DO(A,)¥(p)

19 = [ o) | W0 = [ duto) | DAY ) =

m

19 1= [ du(e) < %) D)D) >
Como A2 = £ fica-se com:

I iP= [ duts) < ¥). D Eyu() >

m

Agora, o espago de Hilbert é dado por:

190 = [ dnte) < w).D(E)9() >

m
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Hios) = {V: Hf — C* || U |(0.9< 00}

(U@ (a, A)T) (p) := e P DEO (AW (A~ p) (1.15)

Visto as representagoes covariantes do grupo SL(2,C) tem-se um caso que é a represen-
tacao de Dirac:
S(A) == DEO(A) @ DO3)(A)
A 0
0 At
Com espago de Hilbert da seguinte forma:
D _
H” =Hagn@Hp

y={(W,90) ¥ € Hag, 0 € Hy))

N

1 1
27 2

I, o7, =1 1P o+ 1 ello s

SIS
N
¥y
5
E
V
-

| @I, = [ dulp){< 0). DHA00) > + < (o), D

U@ @)@ = | | e
0 A
(U, AY)(p) = €7 - (DG & DOL)(4) - W(Ap) (1.16)
Com
W(p) = b(p)
©(p)

Com V¥ : H} — C*

1.3 Espaco Fock

Outro conceito importante para esse trabalho é do espaco de Fock, que em
mecanica quantica, é um sistema algébrico (um espaco de Hilbert) usado para descrever
um estado quantico com um nimero varidvel ou desconhecido de particulas. Tecnica-

mente, o espaco de Fock é o espaco de Hilbert preparado como soma direta dos produtos
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tensoriais dos espacos de Hilbert para uma particula. H' é definido como o estado de
uma particula e H'® = H' @ H' @ ... ® H .

A fim de introduzir os subespacos relevantes para a descricio de bdsons e
férmions, definiu-se o operador projetor de simetrizagao ou anti-simetrizagao sobre o es-

paco de Fock. Primeiro definiu-se:

U (M1 @ ... ® b 1= €(M)pr-11) @ ... @ Pr—1(n) (1.17)

Para todo ¢4, ..., ¢, pertencente ao espaco de Hilbert. Agora pode-se definir o operador
projetor de simetrizagao ou anti-simetriza¢do. Sua imagem sao tensores totalmente (anti)-

simétricos.

Definicao 1.3.1. Portanto, tem-se o operador de simetrizacio ou anti-simetrizacao:
€ 1 €
ES = HZUn (m) (1.18)

O Espaco de Fock é definido da seguinte forma:
o0 o0
He = @Eﬁ?—[?” = E° @H1®”para n>2 (1.19)
n=0 n=0
Hic .= HYHY = C (vacuo Q = (1,0,0,.....); o espago Fock para bosons temos € = 1 e
para férmions e = —1 .
Descrevem-se duas algebras de observaveis associados bosons e férmions, res-
pectivamente. Ambas sao definidas com o auxilio de particula e operadores "aniquilagao"e
"criacaosao apresentadas como se segue. Para cada ¢ pertencente ao espaco de Hilbert,

pode-se definir os operadores b(¢)) e b*(¢), em H® ver equagao (1.19) da seguinte forma:

Definicao 1.3.2.

b(@ (¢1 X...Q8 ¢n) = \/ﬁ(¢7 ¢1)¢2 &R... ¢n

Tem-se a restricao de,

b(¥)2 =0

V()1 ® ... Q¢ = vVn+ 1Y Q1 ® ...,
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Com isso, finalmente definiram-se os operadores aniquila¢do a(v)) e criagao
@ () :
Definicao 1.3.3. "Aniquilador/ Criador”
a(y) = Eb(¢)E°
a* () = Eb"(¢) E
E< (anti-) simetrizador, ver equagdo (1.19).

Verifica-se, facilmente, que,
a(y) = Eb(¢) E° = b(y) E*
a’(y) = BV () E° = Eb°(¥),

porque b(¢)) deixa o subespaco de Hilbert simetrizado ou anti-simetrizado invariante. Note
que os mapas ¢ — a(1)) sdo anti-lineares , mas os mapas ¢ — a*(¢) sao lineares.|5]
As relacoes de comutacao que ligam os operadores aniquilacao e criacao sao

da seguinte forma:

[a(¥), a*(9)]+ = (¥, )1

[a(v), a(¢)]+ = [a” (1), a"(#)]+ =0
[A,B]+ :== AB — eBA , com € = —1 para férmions e € = +1 para bosons.
Em L*(RY,du), onde du ¢ alguma medida em R”, pode-se definir as dis-

tribuigoes a*(p) e a(p) como:

www;/W@@@w@ (1.20)

o) = [ dup)TF)a(r) (1.21)
Onde ¥(p) é o complexo conjugado de ¥(p). Os quais satisfazem as seguintes relagoes:|[5]

No caso de bosonico, € = +1

0" @) = 27) - 55— ), H = @) B! (1.22)



1.3 Espaco Fock 17
No caso fermionico, e = —1
{on(P), a" (D)} = 20(7) - 0wl — D, H = D E-H! (1.23)
n=0

Note que estamos usando as defini¢oes [A, B = AB—BAe{A, B} = AB+BA
Onde: H! estado de uma particula, E* operador que simetriza(+) e anti-

simetriza (—) respectivamente.



Capitulo 2

Campos Quanticos

2.1 Introducao

A Teoria Quantica de Campos é a aplicacao conjunta da mecanica quantica
e da relatividade especial aos campos que fornecem a estrutura teérica usada na fisica
de particulas elementares. Em particular, a teoria quantica do campo eletromagnético e
a de Dirac, conhecida como eletrodindmica quantica (tradicionalmente abreviada como
QED, do inglés "Quantum Electrodynamics"), é a teoria com alguns modelos verificados
experimentalmente com maior precisao na Fisica. Resumidamente, pode-se dizer que a
teoria quantica dos campos é uma teoria criada com o objetivo de descrever os campos
de forma quantizada (na denominagao mais antiga se chama segunda quantizagao que é
uma das varias abordagens para a constru¢ao de um modelo quantico). Por outro lado, a
mecanica quantica lida essencialmente com a quantizacao da matéria e da energia. A teoria
quantica dos campos considera cada espécie de particulas que compoem a matéria como
excitagoes de um campo fundamental. Os Campos que transmitem forcas entre particulas
de matéria também possuem excitacoes fundamentais que podem ser interpretadas como

particulas.

A origem da teoria quantica dos campos é marcada pelos estudos de Max Born

e Pascual Jordan, de 1925, sobre o problema da computacao da poténcia irradiada de um

18



2.1 Introducao 19

adtomo em uma transigao energética.

Em 1926, Born, Jordan e Werner Heisenberg formularam a teoria quantica
do campo eletromagnético desprezando tanto a polarizacao como a presenca de fontes,
levando ao que se chama hoje de uma teoria do campo livre. Para tanto, usaram o
procedimento da quantizagao canonica.

Trés razoes principais motivaram o desenvolvimento da teoria quéantica dos
campos:

i) A necessidade da uma teoria que lidasse com a variacao do niimero de particulas;
Pois experimentalmente podemos criar particulas, um exemplo é na colisao de um elétron
com positron onde se tem a criacao de fotons.

ii) A necessidade de conciliagdo entre as duas teorias: mecanica quantica e a relatividade;
iii)A necessidade de lidar com estatisticas de sistemas de muitas particulas.

Um campo, no esquema conceitual da teoria dos campos, é uma entidade com
infinitos graus de liberdade, cujo estado de mais baixa energia é denominado vacuo (£2),
correspondente ao estado de auséncia de particulas.

Com mais detalhes, o campo quantico ¢ vive em R* com valores operadores
em H, ou seja, ¢ : "R* — {operadores em#}". Portanto, para definirmos um campo
quantico, devemos especificar um espaco de Hilbert H, cujos vetores descrevem os estados
dos sistemas e uma representacao unitaria do grupo de Poincaré. Nesse caso, o espaco de
Hilbert deve apresentar as seguintes especificagoes:

i) U(a, A), representagdo unitaria de ﬁl . spec(P) = {(po,...,p3) : pu €
specP,} C V= {p*>>0,p° > 0}.

Como a energia deve ser positiva em qualquer referencial, e devido a covar-
iancia de Lorentz, o espectro deve ser em V.

ii) O estado de vacuo denominado por H® = CQ, Q =: vetor vacuo; que satisfaz a
seguinte propriedade, U(a, A)Q2 = ), para todo (a, A) € ﬁl implicando que P, = 0.
[P = 1 5U(te)li=o]

H°® — auto-espaco de P com auto-valor 0.
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O campo quantico (), no caso escalar, deve satisfazer as seguintes exigéncias:

Covariancia:
Ula, A)p(z)U(a, A)™ = ¢(a + Ax) (2.1)

Causalidade:
[p(z), o(y)] =0 (2.2)

se (z — y)? < 0 (intervalo entre dois eventos no R*, denominado de tipo espago)

No caso de um campo quantico com spin s arbitrario, sendo D(A) uma rep-
resentagdo nao unitaria finita de SL(2,C) , = D(A);j, com i,j = {1,..., N}, o campo
@;(x) ird se transformar conforme a representagdo D da seguinte forma:

Covariancia:

Ula, A)p;i(x) ZD ”gpj (Az +a) (2.3)

E também deve satisfazer a relacao de Causahdade:

Causalidade:
[i(2), 0;(y)] = 0 (2.4)
[pi(x), ¥5(y)] =0 (2.5)
se (z —y)? < 0 (intervalo entre dois eventos no R*). Observe que as equagoes acima
devem ser entendidas no sentido de distribuicao. Os campos acima sao denominados

campos quanticos com localizacao tipo ponto.

Se exigir que ¢ seja observavel localizado em x, tem-se:

p() = p(z)". (2.6)

Se p(x) & C1, entdo ¢(x) deve ser distribuigao.|7]
S(RY) > f. Com isso, tem-se que o campo quantico ¢ é uma distribuigdo que associa a

cada fungao de teste f um operador p(f) : H — H. Logo, tem-se que:

o(f) = / d f () (z)

DCH:o(fi) ..o(fn)QeD (2.7)
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Vetores dessa forma geram o H.

Note que:
o(x) = p(x)* isso implica que (/)" = () (2.8)
Especifica-se aqui, o conceito de um campo quantico com localizacao tipo-
string.
Sendo: e€ H:={ece€R*:e-e=—1}, e = (' e). A string, com origem em

z € R* e dire¢do do tipo espago e € H, é o subconjunto S, . C R* definido por
Sze={x+te;t >0} (2.9)

O campo quantico com localizacao tipo-string ¢ é uma distribuicao que associa
a cada fungao de teste f : R x H — C um operador ¢(f) : H — H, e este deve
satisfazer as seguintes condigoes:

Covariancia:
N
Ula, A)gi(z,e)U(a, A)™' =Y D(A™)ip;(Az +a,Ae), com A=A(A)  (2.10)

j=1
para toda transformacao de Poincaré P(a,A) : R* — R*,

Causalidade:

[oi(z, €), 05(a’,€)] = 0 (2.11)
Se S, e S o sd0 causalmente disjuntos, isto ¢, (z —2')? < 0 quaisquer que sejam z € S, .
ez € Sye.

Primeiramente é necessario fazer um estudo de campos quanticos com locali-
zacao puntiforme, obedecendo a seguinte ordem: campo quantico livre escalar e campo
quantico livre com spin s arbitrario. Feito tal construcao, parte-se para a construcao no
caso do campo quantico com localizacao tipo-string.

No entanto, deve-se especificar que, em um campo livre, particulas podem ser
criadas e destruidas através de dois operadores: o operador criagdo (a*) e o operador
aniquilacado(a). Ambos ja foram definidos no subitem (1.3.3).

Os operadores criacao e aniquilagao, que agem sobre a funcao de onda , res-

pectivamente simbolizando a criacao e a aniquilacao de particulas dotadas de momento,
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possibilidade exigida pela relatividade, agem sobre os estados de um tipo especifico de
espaco de Hilbert, chamado espaco de Fock ver equacdo (1.19), criam e destroem as
particulas. Entretanto, tem-se uma restricao af2 = 0, o que quer dizer que nao pode

haver aniquilagao sobre o vacuo, ja que nesse caso nao ha particulas a serem aniquiladas.

2.2 Campo Quantico Livre escalar

O campo livre escalar é caracterizado por:

i) (D + m2)<,0(x) = 0 equagao de Klein- Gordon , ou alternativamente por,
ii)p(x)Q € H! = H™Y = Representacio unitaria irredutivel de ﬁl correspondente a
massa m > 0, e spin s = 0, estado de uma particula.

Tem-se entao:

(U(a, A)p(2)Q) (p) = € (p(x)Q2) (A 'p). (2.12)

(U(a, A)p(x)U(a, A)_lQ) (p) = (go(a + Ax)Q) (p). (2.13)

Fazendo z = 0 e A = 1 nas duas equagées (2.12) e (2.13), pode-se concluir que

((@)Q) (p) = e Pv(p) com |v(p) = (£(0)2) (p).
Facilmente se percebe através das equacoes (2.12) e (2.13), quando se faz

a = 0 que, (p(2)Q)(A'p) = (p(2)Q)(p), obtém-se e A y(Ap) = ¢ Py(p). Com

=

isso, chega-se a equacao.
v(ATp) = v(p),  pEH (2.14)

Como ﬁl age transitivamente em . , fica-se a conclusao de que v(p) é uma constante

- . 2 _d—1 .
e que, por convencao, faze-se a constante igual® a (27)” 2 , obtendo com tudo isso a

"Podemos também a partir das equagdes (2.12) e (2.13) verificar que e~ (¢ (z)Q)(p), logo ¢ inde-

pendente de z, por esta razdo fizemos tal definicao para v(p).
2tal escolha da constante é feita de forma a satisfazer a relacdo canodnica de comutacdo

[(0,2),5(0,y)] =id(x —y)
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seguinte equacao na dimensao 4 do espago-tempo:

(p(2)Q) (p) = (27m) 26" = (27) 2 / du(q)e (a* (q)Q) (p) (2.15)

Com p € H.
Mas como se espera que ¢*(z)2 # 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-
Schlieder [9] (Teorema 4.3) isto implica ¢*(x) = 0, com isso, defini-se ¢(x) da seguinte

forma:

[SI[9)

o(z) == (2m)" / du(g)éa*(g) + A, (2.16)

e deve-se ter AQ = 0. Porém A*Q) # 0, e devido ao Teorema de Bisognano- Wichmann
[11, 12], tem-se ¢*(z)Q2 € H!. Portanto aplicando o adjunto na equacao (2.16), pode-se
encontrar o A. Assim, tem-se ¢*(x)§2 = A*Q), deve-se entdo encontrar o ¢*(z)<2.

Tem-se agora:

(U(a, A)p™(2)Q2) (p) = (" (2) Q) (A 'p). (2.17)

(U, A)e* (@)U a, A)2) (p) = (¢"(a + Ax)) (). (2.18)

Fazendo x = 0 e A = 1 nas equagdes (2.17) e (2.18) pode-se concluir que (¢*(z)Q)(p) =
e Pu(p) com |u(p) = (#(0)2)(p).
Facilmente se percebe através das equagoes (2.17) e (2.18), quando se faz a = 0

que, (¢*(2)Q)(A™p) = (¢*(2)RQ)(p), obtém-se A ' Py(A-1p) = e#Py(p). Com isso,

chega-se a equacao.

w(A=lp) = u(p), peH;. (2.19)

Como £1 age transitivamente em M, | fica-se com a conclusao de que u(p) é uma constante
que, pela mesma justificativa anterior, serd igual a constante no caso de v(p), obtendo

com tudo isso a seguinte equagao na dimensao 4 do espago-tempo:

(M9

(¢"()Q)(p) = (2m) 267 = (27)" / dp(g)e’™ (a* ()2 (p) (2.20)
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Com p € H;. De acordo com a equagao (2.20), tem-se que:

A=)} [ dulge *alo

Com isso, chega-se:

(p(2)Q)(p) := (2m) 2 / du(q)e" (a* (¢)Q)(p) + e (a(q) Q) (p)

E obtém-se o campo quantico livre escalar:

p(x) = (21)72 [ du(p){e™a*(p) + e " a(p)}

A equacao acima é uma forma simbolica, pois o significado é:

p(f) = a*(Ef) + a(ES)

Y

Ef = o(f)Q = V21 - fA|H$ = a*(Ef)Q uma aplicacio linear, Ef = ¢*(f)Q

}_\H+ = a(Ef)Q2 uma aplicagdo anti-linear e o(f) = [ dzf(z)p(z).

Tem-se:

-~

com d sendo o valor da dimensao espaco-tempo.

Usando as equacoes (1.20) e (1.21), tem-se:

o(f) = a*(Ef) + a(E) = / du(p){a* (n) E

com d = 4 obtém-se a seguinte equacao.

Fw) = (2m)4 / & f (2)e™,

f(p)+alp)Ef(p)}

o(f) = / dr' f () (2m) 2 / du(p){eP*a* () + e~P*a(p)}

24

(2.21)

V2T

(2.22)

(2.23)

Note que se conseguiu criar o campo escalar livre, simplesmente através de

exigéncias feitas no comego. Vale aqui mencionar que a solucao é tnica pelo teorema de

Jost- Schoroer [9](Teorema 4.15), em que se teve somente uma constante livre e que, por

convencao, fez-se tal constante igual a (27)72.
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Com o campo, serd verificada a covaridncia e condicao de causalidade, mas,
antes disso, serd visto o comportamento dos operadores criagao e aniquilacao sobre

transformagoes definidos pelas equagoes (1.20) e (1.21).

Wmmw@wmﬂr%iLM@wmmmmw@wmﬂrl (2.24)

mas, |5
Ula, A)a*(®)U(a, A)~' = a*(U(a, A)®) = (2.25)
=/w@@@w®@f®=/M@W%m%MW) (2.26)

Fazendo A~'p = ¢ e umas pequenas modificagoes, pode-se comparar as equagoes (2.24) e
(2.26), e obter-se:
Ula, A)a*(p)U(a, A)™' = P2a*(Ap) (2.27)

De forma anéloga, pode-se fazer para o operador aniquilacao.

Ula, A)a(@)U(a, 4" = [ du(p)B)U (e, Aalp)U(a, 4 (2.28)
U(a, A)a(®)U(a,A)~" = a(U(a, A)®) = (2.29)
— [ )0 D) pap) = [ dutpye ™ TETpa(p (2:30)

Fazendo A~'p = ¢ e umas pequenas modificagoes, pode-se comparar as equagoes (2.28) e
(2.30) e obter-se,
Ula, A)a(p)U(a, A) ™" = e=r2a(Ap) (2.31)

Agora, esta-se preparado para mostrar a covariancia (2.1) e causalidade (2.2).

Demonstracao. Covariancia

Ula, A)p(2)U(a, A)~" = U(G’A)(%)_?’/du(p){e”"”a*(p) +e " a(p)}U(a, A)~! = (2.32)

= (27r)_3/d,u(p){eip'xU(a, A)a*(p)U(a, A) e P U(a, A)a(p)U(a, A) '} = ... (2.33)
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Através das equagoes (2.27) e (2.31) e de simples substitui¢oes de varaveis, sera obtido a

relacao de covariancia.
o= (2m)7? / du(p){e? Aot (p) 4 e~ P Bt g(p)} = p(Az + a). (2.34)
O

Agora sera mostrada a causalidade, mas para tal sera definido o que se chama
de "funcao'"de dois pontos. A partir dela, serd conseguido verificar a causalidade.
A "Func¢ao"(Distribuigdo) de dois pontos para o campo escalar é definida

através da seguinte equacao.
wa(z,y) = (U p(x)e(y)) e pela covariancia 2.1, é facil ver que: (2.35)
wa(x,y) = wo(Ax + a, Ay + a) (2.36)
Demonstracao. Pode-se escrever, usando a equagao (2.1) que,
wa(Az + a, Ay + a) = (L U(A)p(z)U(A) U (A)p(y)U(A) Q) =
= (Q,U(A)p(x)p(y)U(A)7'Q) = ...
Agora, usando o fato de que U(a, A)Q2 = Q, para todo (a, A) € 731 tem-se
= .. (2 p(@)e(y)Q) = wa(z,y)
O

Escreve-se a fungao de dois pontos da seguinte forma ws(x,y) = wa(x—y,0) :=
w(z — y). Com isso, vé-se que em particular a "funcdo"de dois pontos, s6 depende de
x — gy, por isso serd escrito wy(z,y) = w(zr — y)

Escrevendo de forma explicita a "funcao"de dois pontos, tem-se:
(Q,gp(x)gp(y)Q) = (2%)_3/d,u(p) /du(q) (Q,e_ip'ma(p) . eiq'ya*(q)Q) = (2.37)

= (2m)~? / dp(p)dp(q)e” P99 (Q, a(p)a*(q)R) = (2.38)
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= Cn)* [ dulp)gm e T Q) (0] - ¢ @ar)) = (239)
= (2m)? / du(p) 223(% e~ Pr=av) (2w (p)3(F — §)) = ... (2.40)

Utilizou-se a medida j& definida anteriormente e também utilizou-se a equagao (1.22),

com isso chegou-se a fun¢ao de dois pontos.

cowg(xyy) =w(r —y) = (27r)_3/du(p)e_ip’(x_y) (2.41)

Pode-se, agora, calcular o comutador [p(z), p(y)] para verificar a condi¢ao de causalidade
equagao (2.2).

Causalidade:

[o(2), 0(y)] = (2m)~* / du(p)du(q) [eP*a* (p)+e P a(p), eVa*(q)+e " Ya(q)] = (2.42)

= (2m)~° / dp(p)dp(q){e™ " [a" (p), alq)] + e T a(p), a" (q)]} (2.43)
Mais uma vez, pode-se utilizar a equacao (1.22) e obter.
[p(2), o(y)] = (2m) 7 / dp(p){e 0 — eV}, (2.44)
Note que obteve-se o seguinte resultado.
[o(x), o(y)] = wlz —y) —w(y — ). (2.45)
Portanto, para ter a condi¢ao de causalidade satisfeita, deve entao ter, para (z —y)? < 0.
iNz—y)=wlr—y)—wly—x)=0 queimplica w(z—y)=w(y—x) (2.46)

Pode-se encontrar a condicao de causalidade de uma forma mais simples,
levando em conta que todos os comutadores relevantes sdo miultiplos da 1 ( ver equagio
(2.42)) tem-se que [¢(x), p(y)] = cl, e ¢ é dado pelo valor esperado do comutador. Seré

calculado o valor esperado no estado do vacuo e tera entao:

Mostra-se a equagao (2.46).
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Demonstracao.

B —y) = (20 [ dutp)e e e} — (2 020) [ du(psentp- (@) = (247

— (2m)%(2i) / dy(p)sen]—p- (z — y)] = (2.48)

Sendo p = (w(p),p) e z = (2%, x) e y = (y°,y). Primeiro, sera calculado para z° e y°

iguais a 0, com isso, fica-se com:

d*(p)
2w(p)

iNO0,z—y) =w(0,z—y)—w(0,y—x) = —(2%)_3(22')/ sen[p-(x—y)] = (2.49)

= (21)73(2i) / jz)((i))sen[—p- (z — )], (2.50)

se faz uma mudanca de variavel de +p — —p tem-se

(27)*(20) / dQL(_;)))sen[p~ (- y). (2.51)

e usa-se que d°(—p) ¢ igual a d*(p). Logo, obtém-se

(27)~3(2i) / gw((];)) senp - (z — ). (2.52)

Comparando esta ultima equagao com a equagao (2.49) implica que w(0,x —y) —w(0,y —

x)=0.Sex—y#0.

Observa-se que, para A € El, tem-se iA(0,x —y) = iA(A0,x — y)), 0 que,
pela covariancia, fica facilmente determinado ver equagao (2.36), implicando a invariancia
sobre transformacao de Lorentz.

Para completar a demonstragio, tem-se que para (z — y)* < 0 existe A, z =
x —y tal que, x — y = A(0, 2), logo iA(z —y) = iA(A(0, z)) = 0. Com isso, finaliza-se a

demonstracao. O]

2.3 Campo Quantico livre com spin s arbitrario

Durante esse desenvolvimento, serd utilizada a representacao de Wigner, ver

equacao abaixo, no espaco de uma particula H!.

(U(a, A)p)(p) = €™ D* (R(A, p)) p(A(A)'p).
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Sera feita de forma semelhante a feita no caso do campo livre escalar. Sera
exigido que ¢;(2)Q € H' = H™*) representacdo unitéria irredutivel de 751 correspondente
a massa m > 0 e spin s arbitrario.

Tem-se entao:

(U(a, A)pi(2)Q),(p) = €7 D% (R(A, p)) (05 (2)Q)r(A(A)"'p) (2.53)

(U, A)pi(@)U(a, A7), 0) = DA (p5(a + A0 (p).  (254)

Fazendo A = 1 e z = 0 nas duas equagbes (2.53) e (2.54) pode-se concluir que
(0i(2)Q), (p) = €P v (p) com k= —s...sei=1,...,N.e

vik(p) = (i (0)Q) (p).

Portanto, tem-se:

(i(2)Q) (p) = €T vin(p) = / dp(q)e" ™ v (a; (9)D)r(p), (2.55)

com p € H.

Mas, como se quer ¢} (z)Q2 # 0, pois de acordo como Teorema de Reeh-
Schlieder|9](Teorema 4.3), isso implica ¢} (z) = 0, com isso, defini-se o ¢;(x) da seguinte
forma:

pia) = [ du@)e i @) + A (2.56)
Deve-se ter AQ) = 0. Porém A*Q2 # 0, e devido ao Teorema de Bisognano- Wichmann
[11, 12], tem-se entao o} (x)Q2 € H!. Portanto, aplicando o adjunto na equagio (2.56)
pode-se encontrar o A. Tem-se (¢} (2)Q)r(p) = (AFQ)k(p), logo deve-se entdao encontrar
(07 () (p)-

Tem-se agora:

(Ula, A)g; (2)Q) (p) = €7D (R(A, p)) (5 (2)Q)r(A(A) "'p) (2.57)
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(U, At (1)U (0, 4)7'Q), () = Dy(AT) (95 + A)), (p). (258)

Fazendo A = 1 e x = 0 nas duas equagOes (2.57) e (2.58), pode-se concluir que

(07 (2)Q) ,(p) = €P"up(p) com k= —s...sei=1,...,N. e

uik(p) = (7 (0)2)x(p)-

Portanto, tem-se

(7 (2)9) () = €7 ua(p) = / du(q)e™ua(q)(a; (@))e(p), (2.59)

com p € H;t. De acordo com a equagao (2.59), tem-se que:

A; = / dp(q)e” " uq(q)ai(q),

Com isso, obtém-se:

(pi(z))r(p) = / dy(q)e" v (a; () Q)x(p) + e “ua(q)(a(q)Q)x(p)

E, em consequéncia o campo quantico livre com spin s arbitrario:

pi(z) = [ du(p){e™ vir(p)ai(p) + e~ uin(p)ar(p)} (2.60)

A equagao (2.60) é uma forma simbolica, pois o significado é:

— — ~ =

p(f) = a*(Ef) + a(Ef).

Aqui tem-se F uma aplicacao linear da seguinte forma:

E:D(R*) @ CN —s H™?)

— — ~ —

(e(f)Vr(p) =: (Ef)e(p) = ve(p) fi(p) = ai(Ef)Q, (2.61)

e E uma aplicacao anti-linear da seguinte forma:

E: DR @ CN —s 1)

—

((1)°Q), () = (EN)x(p) = up) [ (p) = af(E)O (2.62)
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Aqui esta-se a seguinte definicao:
i) = [ degioyer

Também tem-se: o(f) := Z/dxfz(x)gpz(x)
Agora fazendo o uso da equagao (1.20) e (1.21), obtém-se

2s+1

=3 / dn(p){ax ) (B D) + anp) Efp)) (2.63)
k=1
Utilizando a defini¢ao de F f e E f, chega-se a seguinte equacao.
o(f) = Z / drfi(x) / dp(p){e® v (p)a’r(p) + e " ug(p)ax(p)}  (2.64)

Os v(p) e u(p) devem ser determinados, ja adiantando que eles serdo operadores
que irao fazer o intertwiners entre representacoes e estao fixados pela covariancia.
Sera visto o comportamento dos operadores criacao e aniquilacao sobre trans-

formacdes.
Ve A" (@)U (0,47 =3 [ Ul A p)U @A) (269
mas, equacio [5], tem-se
U(a, A)a*(®)U(a, A)~" = a*(U(a, A)D) =
= Zk: / dp(p) (U(a, A)®), (p)ax*(p) = Zk: / dp(p)e™* (D*(R(A, p))®), (AMA)"'p)ar*(p) =

(2.66)
=3 [ duto)e D (RO DA D) ) = . (2.67)

Pode-se fazer uma mudanca de varidvel de p = A~!p e pequenas manipulacoes algébricas

e obtém-se:

=) / dp(p) @1 (p) D*(R(A, Ap))iwe™a* (Ap). (2.68)

Comparando as equagoes (2.65) e (2.68), conclui-se que:

Ul(a, A)ay*(p)U(a, A)~t = D*(R(A, Ap))ne™a*(Ap). |, (2.69)
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com A = A(A).

Da mesma forma pode-se fazer para o operador aniquilacao.
Ula, A)a(@)U(a, A = 3 / Ap(p)B(P)U (0, Dar(p)U(a, A)F (2.70)
k

mas, tem-se:

U(a, A)a(®)U(a,A)~" = a(U(a, A)®) =

=3 [ ) e, 09), plast) = 3 [ o) DCRCA ] st =
k

(2.71)
= Z / dp(p)e™"*D*(R(A, p)) @A™ p)au(p) = (2.72)

Pode-se fazer uma mudanca de varidvel de p = A~!p e pequenas manipulacoes algébricas

e obter

Z / dp(p)Pre " D*(R(A, Ap)) yar(Ap) (2.73)

Comparando as equagoes (2.70) e (2.73), chega-se a:

Ula, A)a(p)U(a, A)~t = e P2 Ds(R(A, Ap)), ai(Ap) |, (2.74)

com A = A(A).

A partir da construcao acima , serao encontradas as relacoes de intertwiners
dos operadores u(p) e v(p), e algumas solugdes para ambos. Primeiramente, a partir da
defini¢ao de covariancia e do ¢;(z), serdo encontrados os intertwiners.

Pega-se a equacao (2.60) e coloca-se no lado esquerdo da equagao da covariancia

(2.3), tem-se:

U@ )Y [ dul) e oalpas () + e P un@a@Ue A = (273)

> / du(p){e™ vk (p)U (a, A)ar* (p)U(a, A) ™" + e 2ug (p)U (a, A)ax(p)U (a, A) ™ (p)}
(2.76)
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Utilizando as equagoes (2.69) e (2.74) fica-se com,

)3 [ dn e D) D RA AP e o (Ap) e up)e DR Ap))an(Ap)

(2.77)
Pegando a equagao(2.77) e fazendo p = Ap, obtém-se:

> / dp(p){e” M vy (A p) D*(R(A, p))wwar* (p)+e~ P Ao+ uy (A p) D> (R(A, p)) () }
k,l

(2.78)

Aqui resolve-se o lado direito da equagao (2.3).
pi(Az +a) =) / dp(p){e® N Vv (p)ar”(p) + e TN Vu(plan(p)}  (2.79)
k

Portanto tem-se:

ZD Digi(Aeta) = 3 DA™y 3 / dp(p) {e” D (p)ar (p)+e ATV (p)ay(p)} =

(2.80)
- Z / dp(p){e™ A DA v(p)ar’(p) + e P A I DAY s (p)an(p)} (2.81)

Fazendo comparacao entre as equagoes (2.78) e (2.81) , obtém-se as relagoes de inter-

twiner(entrelacamento) para os operadores u(p) e v(p).

ZD Divie(p) = vin(A'p)D*(R(A, p)) (2.82)

k

ZD(A_I)ijuyk Zuzk “'p)D*(R(A,p))y, (2.83)

Para se achar os v(p) e u(p), serdo reescritas as equagoes acima (2.82) e (2.83) de uma

outra forma, que sao facilmente demonstradas. Utilizou-se o fato de que R(A,p)~! =

R(A™Y, A~ 1p).

Z D(A)ijujn(A Z wi(p A, D))k (2.84)

Z D(A)ijvje(A"p) =Y va(p)D*(R(A, p)),, (2.85)

l
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com A = A(A). Acha-se, agora, o u(p) e o v(p). Identifica-se o u(p) e v(p) como uma
aplicacao linear de C***! —— C¥, seguindo a estratégia.

Seja ug := u(p), recordando que, p = (m,0,0,0) ; tem-se

u(p) = u(Ayp) = D(A,)u(p) = D(A,)uo

Para A € SU(2), identificado como R e p, identificado como p, o wu, satisfaz a equacao
(2.84), com
D(R)UU = UQDS<R)

para todo R € SU(2). Com isso, vé-se que ug ¢ o intertwiner de D*, para D com restri¢ao
a SU(2).
Assim é facil mostrar que se ug satisfaz a equacdo acima, u(p) iré satisfazer a

equacao (2.84). Assim:
ulp) = D(A) 10 = DOy 2 g (2.56)

Agora para o v(p), seja v := v(p), tem-se

v(p) = v(App) = D(Ap)v(p) = D(Ap)vo

Para A € SU(2), identificado como R e p, identificado como p, o v, satisfaz a equagao

(2.85) da seguinte forma,

D(R)’UO = UQDS(R)

para todo R € SU(2). Utilizou-se o fato de que para nossas representacoes vale que

D*(R) = D*(R). Reciprocamente se v, satisfaz D(R)vy = voD*(R) o v(p) satisfaz a

equagio (2.85). Tem-se:
o(p) = D(A,) w0 = D(4/ £) -y (2.87)

Dado o uy satisfazendo D(R)uy = uyD*(R), pode-se achar v, satisfazendo

D(R)vg = v9D*(R). Veja o esquema abaixo.
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Vo

D(R) <" Ds(R) £ ps(R)

Com isso, pode-se ver que vy := ug o D*(g)

vg 0 D*(R) = ug o D*(g) o D*(R) = up o D*(¢R) = (2.88)
= ug o D*(Re) = ug o D*(R) o D*(e) = (2.89)
= D(R)ougo D*(e) = D(R) o (2.90)

Utilizou-se o fato de que eR = Re, ver equagao (1.4), com isso v(p) = D(A,) o vy =

D(A,) ougo D*(e), o que nos leva a obter:

v(p) = u(p) o D*(¢) (2.91)

Se D é irredutivel v(p) é tinico modulo constante.

2.3.1 Exemplos de solugoes para os intertwiner para certas Rep-

resentacoes.

Acha-se agora, o uy para os casos em que D = D&Y e D = D5 com
u(p) € Mat(2s + 1)
Sabe-se que o ug satisfaz: D(R)ug = uoD*(R), primeiro faz-se o caso em que D = D0

mas deve-se observar que D% (R) = D*(R), portanto fica com a seguinte equacio:
D*(R)ug = ugD*(R) — up = cl , pois D? é irredutivel. (2.92)

Pelo Lema de Schur ver (A.3.2).

Agora, para o caso em que D = D% observa-se o fato de que D(S’O)(R*_l) =

D*(R*™1), tem-se entdo:

uyD*(R) = D(R)uy = D (R* ug = D*(R*Hug (2.93)



2.3 Campo Quantico livre com spin s arbitrario 36

Mas como R € SU(2), R é unitério, portanto R*~! = R. Obtém-se novamente pelo Lema
de Schur:
ug = cl ,pois D? é irredutivel, (2.94)

escolhendo ¢ = 1, tem-se a solugao:

Vé que se D|SU(2) é irredutivel, tem-se ug e vy fixados modulo constante o que implica
que u(p) e v(p) estao fixados modulos constante, portanto tem-se duas constantes em

aberto.

2.3.2 Teorema de Spin Estatistica

A seguir, mostra-se o Teorema Spin Estatistica: [p;(z), p;(y)]e =0, se z e

y sao causalmente disjuntos. Vale ressaltar que, no sentido de estatistica, tem-se:

+1, se Simétrico, Bésons

—1, se antisimétrico, fermions

¢i(z) dado pela equacao (2.60) e usando a notagao A para indicar a matriz transposto

A.
e il = 2m) 3 [auto) [dute) (e munouoon 0).a@). 4299
+ e Py (p)ua(g)lak(p), ar(q)le}
Pode-se fazer uso da equacao (1.22) e obtém-se:

i) 0 = 1) [ ) e} =
(2.96)
=(2m)7*) / du(p){e” " (ulp)o(p)’),; — e (upo(p)’),} = (297)
Usando as equacdes (2.91) e (2.92) e considerando o caso de D = D0 tem-se: u(p) =

DEO(A,) € (p) = DIV (Aye) = DIV ey ) = DI, ™),

u(p)o(p) = DO (A,) DO (A1) =
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_ D(S’O)(APA;1€t) _ D(s,O) (St)

37

Considerando o caso em que D = DO temse: u(p) = DEO(A) e v(p) =

D0 (Ax~le) = DO (eA,),
u(p)o(p)’ = DA ALe") = DEON(A;T A e!) = DO
com isso, mostra-se que para os dois casos:

(U(P>U(P)t)i~ = DS<5t)ij

J

Lema 2.3.1. A sequinte relacao € satisfeita:

D(s,ﬂ) (gt)

I
—
|
—_
N
[\~
)
S
»
=
—
™
~
~—
<~

Demonstracao.

D(S»O)(gt)t(u ® - Qu) = ety @ ety = (-D*¥(Eu®---) = (—1)28D(S’0)(€t)(u @ -

Utilizou-se o fato de que ' = —¢ e D(A)" = D(A"), obteve-se entao:

(u(p)v(p)') .. = D*(e");s = (=1)*D*(e")y

Jt

Utilizando a equagoes (2.98) e (2.99), obtém-se que:

[i(x), QOj(y)]e = (27T)_3D5(5t)ij fd/ub(p){e_ip'(x_y) _ 6(_1)286ip-(x—y)}

(2.98)

(2.100)

Para se ter campos localizados, deve-se ter comutador ou anti-comutador igual a 0 para

r e y causalmente disjuntos, logo com € = (—1)%, tem-se:

[pi(x), 0;(y)]e = D*(") i (x — y)

satisfazendo a condicao de localidade.
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2.3.3 Campo de Dirac

Deve-se relembrar que a representacao de Dirac é definida da seguinte forma:

D=
N

S(A) ;== DEY(A) @ D2 (A).

Agora sera utilizada a seguinte definicao D(O’%)(A) = A*7!, portanto, tem-se:

A 0

S(4) = §
0 A*

u(p) deve satisfazer S(A)u(A™'p) = u(p)R(A, p),ver equagao (2.84), com A € SL(2,C).

assim, ug = u(p), deve satisfazer S(R)uy = uoR ver equacao (2.84) com A € SU(2)
identificado por R, p — p, para todo R € SU(2). Escreve-se ug : C* — C*, como
A

Uy = , com A, B : C* — C?, tem-se da equagio S(R)uy = ugR a seguinte
B

conclusao RA = AR e RB = BR o que leva a seguinte solucaio A = al ¢ B = f1;

portanto a solucao geral é:

A, 0 al al,
u(p) = S(Ap)ug = N = X (2.101)
0 A, A1 BA,”

Para o v(p), tem-se que deve satisfazer S(A)v(A~'p) = v(p)R(A, p), ver equagao (2.85),
com A € SL(2,C). Tem-se que:

Neste caso, vy = v(p), satisfaz S(R)vy = wR, para todo R € SU(2). Escreve-se vy :

-~

A ~ _
C?+—— C* comovyg=| _ |,com A, B:C?+— C? tem-se da equagiao S(R)vy = voR
a seguinte conclusao RA = AR e RB = BR o que leva a seguinte solucao A=acte

B= B\et; portanto a solucao geral é:

A, 0 ae’ aAye @etA;_l
v(p) = S(Ap)vo = 1 =1 - = (2.102)
0 A7 pe! BA, '€ Bet AL
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Para se achar as constantes a, 3, @ e E, serd utilizada a condicao de causalidade ver
equagao (2.4).
Observe que para o campo quantico de Dirac, foi usada a seguinte notacao
Aplicando a condicao de causalidade:
(W@ B @)} = n) 3 [ dule) e (oo ai(v). nla)} +
k
+oa(p)uji(g)e® De W ay(p), aj (q)} =

(2m)” Z/ p{e ™ (wlp)o(p) )iy + e (w(p)ulp) )i} - (2.103)

Usando as equagoes (2.101) e (2.102), e o fato que A, 2 % e A2 = %, tem-se:
Qe 046 €
A(p) Matriz com entradas em p. (2.104)
a%e Bﬁe
e
Qe

B(p) Matriz com entradas em p.  (2.105)
e ﬁb’e

— (2m) / u(p){ Ay (p)e= "= — By(p)eir e} = (2.106)
20)° [ dulp)A(i0n)e 7 — By(-i0)er ) (2.107)

Logo, tem-se a condigdo de localidade satisfeita se vale, B;;(—10,) = A;;(i0,). Isso leva

ao seguinte:

{Wi(2), ¥;(y)} = Aij(iax)(Qﬂ)_?’/du(p){e_ip'(x_y) — P = Ay (i0,)iA (. y).
(2.108)
Portanto, precisa-se de B(p) = A(—p) para a condigdo de causalidade ser satisfeita,

levando através das equagoes (2.104) e (2.105), tem-se

Calculando {V;(z), U*;(y)} ver equacao (2.5):
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{i(z), U"5(y)} = 2m)* ) / dp(p)dp(a)  {e™ " unw(p)euz(q)0md,(p, q) +

k
+eP ik (p)e Y 051(q)0ra0u () } =

{Wi(2), U75(y)} = (2m) / du(p){e” " i (p)Ti(p) + e v (p)Tir(p)} =

(2.109)
= (2m)7° / du(p){e”" " (ulp)u*(p)); + e (0(p)o* ()} = - (2.110)
o]’ ap ~ .
u(p)u*(p) = " _ | =1 A(p) Matriz com entradas em p. (2.111)
ag  |BPL
apL o as |\ . |
v(p)v*(p) = _" | =C(p) Matriz com entradas em p. (2.112)
ap  |BPPL
Como antes, precisa-se de a(p) = —A\(—p), para a condicao de causalidade ser satisfeita,

com isso através das equagoes (2.111) e (2.112) obtém-se:

af = —fa  vém da equacdes 2.104 e 2.105 ii)aB = —af  ii)|f| = 8] w)|a| = |«

(2.113)
A relagao 7) ja implica a causalidade {¥;(x), ¥;(y)} = 0, e as relagbes ii7) e iv) sdo triviais,
portanto tem-se duas liberdades e uma solugao de i) e ii) é&: a =a =1, = 163 = —1.

Com essa escolha, tem-se

p
. —~ 1 1 m p 0 1 1
u(p)u*(p) = == _ = | = —(F+m)"  (2.114)
1 £ m\ p m 1 0 m
E
N 0 1
1 0
De forma anéloga, fica-se com,
L[ —-m p 0 1 0
(p) = — - =—(p— 2.115
vipip) = —(#—m)y (2.115)
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Portanto:

(2m)~°

{Wilz), ¥%5(y)} =

= {00 P+ ) (2m) / du(p){e Py — vy

Com isso, obtém-se:

{04 (), 5 (0)} = (Sl —y)"),, ondeS(x —y) = (i P +m)idr(z —y).

e
A
u(p) = !
A;l
A et
v(p) = g
—A;lﬁt

41

/ du(p){(P+m)A eV 1 (g — m)7 e VY = (2.116)

(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

Com isso, consegue-se determinar o campo quantico com spin s = % da equacao (2.60).

Note que os u(p) e v(p) satisfazem algumas relagoes, ver apéndice (B).

2.4 Teorema de Bisognano- Wichmann

Apresentam-se, a seguir, algumas ferramentas que serao usadas no Teorema:

Destaca-se uma solugao particular para o A,.

Lema 2.4.1.

/D _1 Pot+pst+m  p1+ipe
Ap — = = (2m(p0 + m)) 2, .
m p1+ P2 Po—Dp3+m

A transformagao j esta definida da seguinte forma:
ji=diag(—1,-1,1,1) = (2%, 2", 2%, 2%) — (—2°, —2*, 22 2?)
Recordando a representacao redutivel unitaria que é da forma:

U(A)¥(p) == D*(R(A, p))¥(A(A)"'p),

(2.121)
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utilizando a mesma faz-se a extensdo para a representacdo U(j), através da seguinte

proposicao.

Proposigao 2.4.2. (U(j)V)(p) := D*(io3)¥(—jp) ,

que ird satisfazer:

Lema 2.4.3. Tém-se as sequintes relacoes:
i)A_jp = O'lApO'1
ii) R(A, —jp) = o1R(01 A0y, p)oy

Demonstra-se o Lema 2.4.3:

Demonstragao. Utilizando a equagao (2.121), e 0 01 = , tem-se:

1 po—p3s+m  p;+ips
alApal = (Zm(po +m)) 2 i )
p1+1p2  pot+p3st+m

por outro lado tem-se,—jp = (po, p1, —p2, —p3) portanto:

A, = (2m(p0 n m))_% Po—PpP3s+m  p1+ips
p1+ip2  po+p3t+m

Logo mostra-se 7). Agora, ¢ mostrado 7).
R(A, —jp) = A:;pAAfA(A)—ljp = ...

Usando a primeira parte do Lema 2.4.3 e o fato que j2 = 1, tem-se: —A"ljp =

—j(jA715)p, com isso, obtém-se:
e T O-lAljlo-le-lAUlA_la'lpo-l = UIR(UIAUI7P>017

ficando assim mostrado todo o Lema (2.4.3). O
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Para completar, demonstra-se a Proposi¢ao (2.4.2).

Demonstragao. A i) é facilmente verificada, portanto mostra-se somente a i7). Tem-se

(TGUAU () 0) (p) = D*(ios) (U(AU ()1 ¥) (—jp) =

= D*(io3) (D*(R(A, —jp))U(j) W) (=A~1jp) = D*(ios) D*(R(A, —jp)) D*(ics) W (jA™ jp) =

= D*(io3) D*(R(A, —jp)) D*(—ios) ¥ (jA~" jp)

Por outro lado, tem-se:

U(jA7)¥(p) = D*(R(jAj,p))¥(GA™"jp),

portanto, deve-se mostrar que D*(io3)D*(R(A, —jp))D*(—ic3) = D*(R(jAj,p)).
Usando o Lema 2.4.3 i) e o fato de que jA™'j = o01A oy, tem-se que

D*(R(A, =jp)) = D>(01R(01 A0y, p)o).

Logo,

D?(io3)D(R(A, —jp))D*(—io3) = D*(iozo1)D*(R(01 Aoy, p))D*(—ioy03) = ...
Usando o fato de que io30; = ic, e —ioj03 = i€ , tem-se:
... =D*(eR(0y Aoy, p)e ) = ...,
e por ultimo, utilizando a equagao (1.4), obtém-se:
.. = D*(R(01A01,p)) = D*(R(jAj, p)).
Com isso, demonstra-se a proposi¢ao. Observe que se esta denotando A(A) por A. n

E para finalizar, denota-se o Boost de Lorentz na dire¢ao x! por A;(t), agindo

como coshtl + sinhto; nas coordenadas z° e z?,

cosht sinht 0
Ai(t) == | sinht cosht 0 |,
0 1
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t — A4(t) é holomorfa e tem-se:

A ()|win =17 (2.122)

Feito isso, ja se estd preparado para continuar o trabalho. O Teorema de
Bisognano-Wichmann para o caso de campos com localizagdo puntiforme[l1, 12| ndo sera
colocado. Somente serd colocado o Teorema Bisognano-Wichmann para o caso de campos
quanticos com localizacdo tipo-string [10], que é o interesse no presente trabalho.

Seja Wy := {|2°| < 2'}, cuja a forma geométrica ser4 de uma cunha (figura

2.1). Assim como seu complemento causal W7,

Figura 2.1: cunha

Vale mencionar que a transformacao j faz a reflexao na "borda'"de W; e que
Ay (t) deixa Wi invariante. Tem-se que A;(t) := e27". Com isso, U(A;(t)) = €K1 o que
implica U(A;(t +is)) = e 1e7*K1 Como nao ¢ limitado, observa-se que o dominio de

U(A;(t)) nao é todo o espaco de Hilbert. Tem-se o seguinte teorema:

Teorema 2.4.4. Bisognano- Wichmann para localizacao de campo quéntico tipo
string.
Seja,suppf C Wi, supph C Wi 0 H,(h = h(e)) isso implica que p;(f,h) €

localizado em Wj.
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i)p(f,h)Q € domU(A(2)), para todo z € R + i[0, 7]
1) U(A1(2))pi(f, h)Q € holomorfa em z € R+ i(0,7), e
YU ()0 (A1 (2) e (F. 1) = il f, 1)

Tem-se também, que dado W, := {—|2° > z'}.
Seja, suppf C W, supph C W, N H,(h = h(e)) isso implica que p;(f,h) ¢

localizado em W,.
)o(f, h)Q2 € domU(A1(2)), para todo z € R — [0, ]

iU (A1(2))pi(f, h)Q2 € holomorfa em z € R —i(0,7), e

@)U (§)U(A1(2))[s=—inpi(f, 1)Y= cpi(f, h)*2



Capitulo 3

Construcao do campo quantico tipo

string fermiénico

3.1 Introducao

Nesse capitulo, serd construido o campo quantico tipo string que é um dos
objetivos nesse trabalho. Para tal, serd seguida a seguinte estratégia: primeiro sera en-
contrar a forma do campo com seus respectivos intertwines em que serd visto que tais nao
sao completamente fixados pela relacao de covariancia como eram no caso puntiforme, em
que as solucoes eram tnicas modulo constante; depois serao achadas as solugoes para o
intertwiner u(p, e) via a relacdo de entrelagamento com suas respectivas representacoes.
Em seguida, serd feito o uso do teorema de Bisognano- Wichmann para se encontrar a
solugdo para o intertwiner v(p, e) e, de posse dessas solugoes, pode-se escrever de forma
explicita o campo quantico tipo string o;(x,e). Por fim, serd calculada a fungao de dois
pontos w(x,e;z’,€’). De posse da mesma, pode-se tirar a condi¢io de causalidade dos

campos.

Relembrando que um campo quantico com localizagao tipo-string ¢ é uma
distribuigao que associa a cada fungio de teste f : R* x H — C um operador ¢(f) :

H — H,com H:={e€R*:e-e=—1}, em que tal deve satisfazer algumas condi¢oes

46
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j& descritas na introducao do Capitulo 2.

Sera feito um raciocinio analogo ao caso de campo livre com localizagao pun-
tiforme, portanto, exigiu-se que p;(z,e)) € H! = H™* representa¢ao unitaria irredutivel
de ﬁl correspondente a massa m > 0, e spin s arbitrario.

Devido ao fato de U(a, A)Q2 = 2, tem-se:

(Ula, A)pi(,€)Q), (p) = ™D (R(A, p)) (0;(x, )Q)r(A(A)"p) (3.1)
(U(a, A)pi(z, e)U(a, A)_lﬂ)k(p) = Dij(A7) (pj(a + Az, Ae)Q)k(p). (3.2)
Fazendo A = 1 e x = 0 nas duas equagbes (3.1) e (3.2), pode-se concluir que

(pi(z,€)Q) () = P vi(p,e) com k= —s...sei=1,... N e

vie(p; €) == (i(0,€))i(p).

Portanto, tem-se

(pi(z,€)Q)  (p) = Pvir(p, €) = / dp(q)e’™vi(q, )(ai ()Q)x(p), (3.3)

com p € H.f,

Mas como sera querido ¢} (z, )2 # 0, pois de acordo com o Teorema de Reeh-
Schlieder [9],(Teorema 4.3) isso implica ¢} (z,e) = 0, serd definido p;(z,e) da seguinte
forma:

gl e) = / dyi(@) ™ valg, e)at (q) + A, (3.4)

E A, =0, porém A;Q # 0, e devido ao Teorema de Bisognano-Wichmann para o caso
de campos quanticos com localizagao tipo string [10], tem-se ! (x,e)2 € H'. Portanto,
aplicando o adjunto na equagio (3.4), pode-se encontrar A. Tem-se: (oI (z,e)Q)x(p) =
(A5.Q)(p), logo devemos entao encontrar nosso (¢} (z,e)Q)x(p).

Tem-se agora:

(Ula, A)p; (z,)),(p) = e D% (R(A, p)) (¢ (, €) Q)i (A(A) "'p) (3.5)
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(U(a, A)gi (2, €)U(a, A)7'Q) () = Dij(A~1) (¢} (a + Az, Ae)Q), (p). (36)
Fazendo A = 1 e © = 0 nas duas equagoes (3.5) e (3.6), pode-se concluir que
(goj(x,e)ﬂ)k(p) = eP%yy(p,e) comk=—s...sei=1,...,N.e

uir(p, €) := (7 (0, ) (p)-

Portanto, tem-se:

(0] (2,€)Q) . (p) = " uir(p, €) = / dp(q)e"™ualq, e)(ai () (p), (3.7)

com p € H;}t. De acordo com a equagao (3.7), tem-se que:

A = / du(g)e " ua (g, e)an(g),

Com isso, obtém:

(i(z,e)Q)k(p) = / dp(q)e’™vi(q, e)(ai (@) )k (p) + e “ualq, €)(a(q))r(p)

E obtém-se o campo quantico tipo-string com spin s arbitrario:

gi(z,e) = [ du(p){e® v (p, e)aj(p) + e P u(p, e)ar(p)} (3.8)

A equagao (3.8) é uma forma simbolica, pois o significado é:

— — ~ =

p(f) == a*(Ef) + a(Ef).

Aqui tem-se E uma aplicacao linear da seguinte forma:

E:DRY @ CN —s Hme)

— A~

((HQw) = (EPk(p) = var(p, ) fi(p) = af(EPIQ, (3.9)

e E uma aplicacao anti-linear da seguinte forma:

E: DR @ CN —s {0
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— ~

w<rﬂu@w:uwn@w:axﬁaﬁ@wz@uwxz (3.10)

Utilizando as seguintes defini¢oes: fl = [dazfi(z,e)e e o(f) = [dzfi(z,e)pi(x,e)
Fazendo o uso da equagao (1.20) e (1.21), obtém-se:

~ =

wﬁzjwMMWWMENm+%@Eum (3.11)

Utilizando a definicao de F f e B f, chega-se a seguinte equacao:

—

p(f) = / dz fi(,e) / dp(p){e™ vir(p, e)a’k(p) + " ui(p, €)ar(p)} (3.12)

Os operadores de entrelacamentos v;(p, €) € u;x(p, €) estao relacionados pela relacao de

covariancia, como serd visto na segao seguinte.

3.2 Propriedades dos intertwiners

Utilizando as equagoes (3.1) e (3.2) com'a = 0, pode-se tirar a relagao

intertwiner v(p, e):

D*(R(A, p))u(pi(w,e)i(A™"p) = D(A™)y; (¢;(Az, Ae)Q), (p) (3.13)

Resolvendo o lado esquerdo da equagdo (3.13), tem-se:
D*(R(A, p))u(pi(x, e)2u(A™'p) = €7 D*(R(A, p))v(A~'p, €)u
Agora, o lado direito da equagio (3.13) tem-se:
D(A™Y);e™M 0 (p, Ae) i
Portanto, deve-se ter,

D*(R(A, p))ue™ P (A" p, )i = DA™y o(p, Ae),

1Questdo de comodidade, porém pode ser feito da mesma forma para a # 0 , que o resultado serd o

mesmo.
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o que leva a:
DS(R(A7p))klU(A_1p7 e)il = D(‘A_l)ijv(p? Ae)jka

Usando o fato que R* = R* = R, tem-se, D*(R(Ap)u =

D*(R(A-1,A~'p)),,, e fazendo a troca de A — A~ e A~'p — p obtém-se a seguinte

equagao, com v(p, €), identificado como uma aplicagao linear de C**! — C¥.
D(A)o(A™'p, A7 e) = v(p,e) D*(R(A, p)) (3.14)

Agora sera encontrado o intertwiner u(p,e). Para isso, serdo utilizadas as

equagoes (3.5) e (3.6) com? a = 0.

(U(0, A)"(, 0)U(0, A)7'Q) ,(p) = Y D(A-1)5( (A, Ae)), () (3.15)

J=1

Resolvendo o lado esquerdo da equagao (3.15), tem-se:

D*(R(A, p))(#} (z, )Q)i(Ap) = e 7" D (R(A, p))au(A~p, €)

Agora, para o lado direito da equagio (3.15) tem-se:

D(A—l)ijeip/"mu(p, Ae) i

Portanto, deve-se ter:

NPT DY (R(A, p))wu(ATp, e)q = D(A1);e™ "u(p, Ae)

O que leva a,

D*(R(A, p))u(A~tp, e)u = D(A™)iulp, Ae)jx,

2Questao de comodidade, porém pode ser feito da mesma forma para a # 0 , que o resultado serd o

mesmo.
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consequentemente, tem-se a seguinte equagao:
u(A_lp, e)ile(R(A,p)_l)lk = D(A_l)iju(p, Ae)j, = ...
Utilizando o fato de que R(A4,p)~' = R(A™', A™!p), tem-se:
o= u(A T pe)u DY (R(AT, A )i = D(A™Y)iulp, Ae) i

Fazendo A~! — A, depois fazendo Ap — p, obtém-se a seguinte equagao, com u(p, ),

identificado como uma aplicacao linear de C**! — CV.
D(A)u(A™'p, A e) = u(p, e) D*(R(A, p)) (3.16)

Achando u(p, e), que esté associado ao operador destruicao através da relagao
de entrelacamento, serd feito de modo bem parecido ao caso puntiforme, portanto, faz-se
a seguinte estratégia: Seja wug(e) := u(p,e). Pegando a equagdo (3.16) e aplicando em

ambos os lado o operador D(A™1), fica-se com,
u(A™'p, A™e) = D(A u(p, e) D*(R(A, p)).

Substituindo A™'e com e ,em seguida A~ com A, e p com p, obtém-se a seguinte equagio:

u(p,e) = D(Ap)uo(A,'e) (3.17)

Através dessa equagdo, pode-se achar a relagdo para wug(e). Pega-se a equacdo (3.17) e
substitui-se na equagao (3.16), aplica-se pela esquerda em ambos os lados o operador
D(A;l) e faz-se a mudanca de Agle para e, pode-se facilmente chegar a seguinte equacao

com A € SU(2) identificado por R e fazendo p = p:

D(R)ug(R™'e) = ug(e)D*(R),| para todo R € SU(2) (3.18)

Pode-se, agora, achar a relacao para v(p, e) que esta associado ao operador criagao através
da relacao de entrelagamento, serd feita de forma analoga feita para u(p,e), faz-se a
seguinte estratégia: Seja vo(e) := v(p,e). Ao pegar a equacao (3.14) e aplicar em ambos

os lado o operador D(A™') fica-se com,

v(A™p, A™le) = D(A™)u(p, e) D*(R(A, p)).
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Substituindo A™'e com e ,em seguida A~ com A, e p com p, obtém-se a seguinte equagio:

v(p,e) = D(A,)ue(A; " e) (3.19)

Da mesma forma, pode-se, com essa equacao, achar a relacdo de entrelacamento para
vo(e). Pega-se a equacgdo (3.19) e coloca~se na equacao (3.14), aplica-se pela esquerda
em ambos os lados por D(A;l) e fazendo a mudanca de A;le para e, pode-se facilmente

chegar & seguinte equagdo com A € SU(2) identificado por R e fazendo p = p:

D(R)vg(R™'e) = vy(e)D5(R)|, para todo R € SU(2) . (3.20)

3.3 Exemplos de solucoes para o intertwiner associado
ao operador de aniquilacao para certas Represen-
tacoes.

Sera definido e(e?) := (€°,0,0, /1 + (e°)?) de acordo com a equagao (3.18),
pode-se escolher o caso de uma rotagao em torno do eixo 3, o qual ird deixar invariante o

€, com isso, tem-se que R~'¢ = €. Entdo, chega-se para s = % a seguinte equacao:
R3(CU)’LLO(E) = U0<€)R3(W) (321)

Com R3(w) = €57, através da equagio (3.21), tem-se que o ug(€) ira comutar com o3,
Pode-se facilmente ver que uy(€) tem que ser da forma de uma matriz diagonal, portanto

tem-se:
up(e) := = ap(e”)1 +a(e’) - o,onde a(e) =c(e”)e(e?) (3.22)

E e =: (e°,€). Com isso, tem-se que Re = (e°, Re), portanto, para se ficar de acordo com

a expressao (3.18), tem-se que definir:

uo(Re) := Rug(e) R (3.23)
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Para todo e da forma e = Re a equagdo (3.23) define uy(e) para todo e € H.
Deve-se verificar se a equagao (3.23) esta bem definida, ou seja, é independente

de R e de acordo com a equagao (3.18) ele satisfaz ug(Re) = Rug(e)R™.

Demonstracio. Se Re = Re, temos @ = R™!Re, portanto, R-1R = R3(w). Da equagao
(3.21) vem, R~'Rug(e) = uo(€)R'R, se e somente se, Rug(€)R™* = Rug(e)R™* que
implica uo(ﬁé) = ug(Re). Com isso, verifica-se que a equagao (3.23) estd bem definida e

satisfaz ug(Re) = Rug(e)R™. O

Logo tem-se ug(e) = R(ao(e”)1 +c(e®)e(e?)-0) R = ag(e®)1 +c(e) Re(e) o,
e pode-se usar o fato de que Re(e’) = e, e adicionando e subtraindo c(e”)e” chega-se a

seguinte equagao:
uo(e) = f1(e®)1 + fa(eV)e - o + c(e?)e” — c(e”)e” (3.24)

Através dessa ultima equacgao, pode-se definir nossas soluc¢oes para ug(e).

ug(e) := f(e”)1 +g(e”)e ou wug(e) := f(e°)1 + g(e®)e (3.25)

Segundo o Teorema de Bisognano-Wichmann t — ug(A(t)e) deve ser analitica em R —
i(0,7), o que implica que as fun¢oes f e g sao analiticas em R — iR™.

Assim, fica~se pronto para colocar a solu¢ao para u(p,e), através das solugoes
encontradas para ug(e).
Para o caso Dz utilizando o fato de que (Aj'e)? = 2 e a equagdo (1.2), tem-se
ut(p, e), dado da seguinte forma ver equacao (3.17).

u*(pe) = D(A)ug (A;"e) = Apfo(—F) + g (—D)ed; (3.26)

p m

E para o caso, D(O’%), utilizando o fato de que (A

S'e)? = Z£ e a equagdo (1.3) tem-se

u~(p, e), da seguinte forma,ver equagao (3.17).

u™(pie) = D(A,)uy (4e) = A f(=0) + (=), (3.27)

m
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Outra solugao de interesse é a solu¢ao para o campo de Dirac, S(A) := DGOg

D2 portanto de acordo equagao (3.17), tem-se:

u(p,e) := S(Ap)uo(Aljle) (3.28)
E
ug (e) A 0
uple) = ° e SA) =" 1
ug (e) 0 AL~
De acordo com a solucdo para ug(e), tem-se: ug (A 'e) = fi((A;%)?) +

94 ((A,1e)) A, e e ug (A, %) = F((4,"€)°) + g-((4,"€") A, Te, com isso:

u(p,e) == 4, 0 . f((Ae)?) + g4 (A, 1)) A e _
) 0 A’I‘D_l f_((AIjle)O) +g—(<A;1€O));1p?—1/€

Apf((A71e)%) + Apg (A, 16)(;)Afi (3.29)
A (A 1)) + A tg- (A1) Ay Te

Mas, usando equacdo (1.2)e (1.3), e fato que (A

~le)0 = <2 obtém-se:
p m

(3.30)

As funcoes f,, g, f_ e g_ sdo holomorfas em R — iR*

3.4 Construcao do intertwiner associado ao operador
criacao via teorema de Bisognano-Wichmann

Sera achada a solu¢do para o operador v(p,e), ndo utilizando a equacio de
entrelagamento, mas sim através do Teorema de Bisognano-Wichmann ver (2.4.4), isso
para evitar que se tenha mais 4 funcoes arbitrarias, pois teria-se que relacionar um total
de 8 funcgoes arbitrarias para ter a localidade do campo, o que é muito dificil de se fazer.

Assim, justifica-se a maneira escolhida para achar o v(p,e).

(U(A1(t))pi(z,€)2)k(p), & holomorfa para R + (0, 7) (3.31)



3.4 Construcao do intertwiner via teorema de Bisognano-Wichmann. 55

(ONWU (AL e=ini (2, €)Q)), (p) = c(0i(x, €)Q) . (P) (3.32)
Usando a covariancia equagao (3.6), tem-se:
(U(AL ()¢5 (2,€)9)  (p) = Diz(Ar(—1)) (5 (A1 (t)z, A1 (t)e)), (p) (3.33)

Como visto, na secao 3.2, tem-se que: (gpf (x, e)Q)k(p) = eP%y(p, ), substituindo esta

na equacao (3.33), obtém-se:
(U(A:(8)¢i (@, )2)  (p) = Dig(Ar(=))e™ Oz (p, Ar (t)e) (3.34)

Pegando o lado esquerdo da equagao (3.32), e aplicando a Proposigao (2.4.2) tem-se:

(UG U (AL li=imp; (2, €)Q))  (p) = 7P D* (i) D(Ar (=) ijuzi(—7ps M (t)e) i=in
(3.35)

Pelo lado direito da equagao (3.32), relembrando, tem-se que:

(pi(z,e)),(p) = € vi(p, €) (3.36)

Tem-se, de acordo com a equacado (3.32), se fizer a extensdo para t = im deve-se

ter as equacgoes (3.35) e (3.36) iguais modulo uma constante, portanto sera obtido:

P (p, ) = P2 D3 (i53) 1 D( A1 (—1))ijusi(—ip, A (£)e) |1—ix (3.37)

Por hipotese para nossas representacoes, vale o fato de que D(A) = D(A), portanto

D(Ay(—t)) = D(A(—t)) e que D(Ay(—1)) |i=—ix= D(A1(=1)) |s=ix com isso, consegue-se

obter a rela¢do para o v(p,e) em fungao do u(p, e).

vn(p,e) = ¢ {D(Al(—t))u(— i, Al(t)e)} liein D (i )11 (3.38)

Pode ser escrita, fazendo o uso da equagao (2.122) da seguinte forma:

0(p,e) = ¢ { DA [ie—ir u(—p. je) D" (i) } (3.39)

Com isso, pode-se encontrar a solu¢do de v(p,e) para os casos em que, D =
DGO D =DO03eD=5:=DEYqgDO3) em funcio dos resultados encontrados para

as solucdes de u(p, e).
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3.4.1 Para D = D2* e a solugio u*

_tog iToq|

Tem-se que: D(A;(—t)) |_ir=e 2 | ;=€ 2z =io;. Entdo, de acordo com

a equagao (3.39), tem-se:

vt (e) = cioyug (je) Dz (ios) = cioyug (je)ios,
mas ver equagao (3.25) tem-se, ugj (je) = f+((je)°)1 +g+((je)°)je, que equivale f, (—e°)1
+ g+(—€%)je, com isso obtém-se:

0§ (€) = —cor (f (~e)1 + o (~€")(Ge) ).

usando o fato de que :0y2 = (—jx)oy,® com isso, tem-se o1(je) = (—j%e)o; como 5% =1,

encontra-se oq(je) = (—e)oy.

Portanto, o vy (¢) = —cf(—e)o103 — cg, (—e°)(—e)o103, mas usando o fato
que 0103 = —ioy = —¢, obtém-se:
v (e) = cfp(—e)e + cgi (=€) (ze)e (3.40)

Com isso, fazendo o uso da equacao (3.19), obtém-se v*(p,e) =
DGO (A i (ATle) = eAyfi((—AT'e)%)e + cApgi((—A1e)?)(— A e)e. Pode-se, mais
uma vez, fazer o uso das equacdes (1.2) e (1.3), e a relagao (A;'e)? = <2 tem-se:

—LD)e+egi (=) (z0)4;

U+(p7 6) - CApf-‘r(

Fazendo o uso da equagao (3.26), obtém-se:

vT(p,e) = cut(p,—e)e|, ¢ = uma constante. (3.41)

3.4.2 Para D = D% e a solugao u~

De acordo com a equagao (3.39), tem-se:

vy (€) = CD(O’%)(ial)ua(je)D%(iag) = —cioyuy (je)ios,

3Ver Apéndice C
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—

mas, ver equacao (3.25), tem-se ug (je) = f_((je)))1 + g_((je))(je), que equivale a

(=1 + g_(—e)je, com isso, obtém-se:

vy () = cor (f-(—€e”)1 + g_(—€°)je)os,

—_——

usando o fato que':017 = (—jx)oy, tem-se oje = (—j2e)o; como j? = 1, encontra-se
O'lje = (—6)0'1.

Portanto, o vy (e) = ¢(f-(—€°)1 + g_(—€®)(—€))o103, mas usando o fato de

que 0,03 = —i0y = —&, obtém-se:

vy (e) = —c(f- (=M1 + g_(—€")(—e€))e = —cugy (—e)e (3.42)

Fazendo o uso da equagao (3.19), obtém-se v~ (p,e) = D(O’%)(Ap)vo_(Aljle) =

—cAS (f- (A" e)")1 +g_(—Ate)’(— Ay te))e. Pode-se, mais uma vez, fazer o uso das
equacao (1.3), e a relagdo (A, 'e)’ = 2 tem-se:

VT (pre) = —c(4, (=) 4 g (== D)(=E) 4, )e.

Agora, fazendo o uso da equagao (3.27), obtém-se:

v (p,e) = —cu~(p,—e)e|, ¢ = uma constante. (3.43)

Portanto, o v(p, e) fica fixado em func¢ao do u(p, e), da seguinte forma:

U+ (p7 _6) 1 0 .
v(p,e) = c £ =c u(p,—e)-e, qualquer que seja o u(p, —e).
u”(p,—e) 0 -1
(3.44)
3.4.3 Para Dirac, S = D&Y @ D3 e a solugio u
De acordo com a equagao (3.19), tem-se:
v(p,€) == S(A,)ue(A,e) (3.45)

4Demonstracao é andlogo ao caso o2 = (—jx)o; feita no apéndice C.
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vg () Ap 0
vo(e) := B e S(4,) = B
v, (€) 0 Aj

De acordo com as solugoes encontradas acima para vg (e), vy (e) ,tem-se:

A 0 S (AT ) + g (— A7) — A5 Te
v(p,e) = R T |-e=
0 A e (A1) — g (A1) A te
A AT ol AT\
—ef (A VA — cg-((— A1) A A Te
Mas usando equagao (1.2)e (1.3) e fato que (A, 'e)? = £, obtém-se:
v(p,e) :=c- el A = g (=)ed € (3.47)
s g (s

E as fungoes f,, g4, f— e g_ sdo holomorfas em R — /R*

3.5 Modelos para nosso Campo Quantico Dirac tipo-
string

Conseguiu-se determinar o Campo Quantico Tipo-String com spin s = % arbi-
trario ver equacao (3.8) com as respectivas solucoes para u(p,e) e v(p,e) que era um dos
objetivos no presente trabalho.

Com essas solugdes para u(p,e) e v(p,e), defini-se p = > p* e 7' =

, com YV = ,eo0s 0; comt = 1,2,3 as matrizes de Pauli, com

o9 = 1. Fica-se com p na forma matricial:

0
(3.48)

o I3

p
Serao analisados uns casos importantes, em que D corresponde a representacao de Dirac

S.
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Para o caso em que se estiver em um ponto da concha de massa H,! e,

(B = —gr(BS) e f(E5) = fo () + 222g, (29) (3.49)

Terao as seguintes equacoes satisfeitas.

(¥ —m)u(p,e) =0 (3.50)

(¥ +m)v(p,e) =0 (3.51)

Essas equagoes (3.50) e (3.51) sao facilmente verificadas.’

Agora, verifica-se a equagao de Dirac para o Campo Quéantico Tipo-String.

(i @ —m)¥;(z,e) =0.

Demonstracao.

(i § —m)Ty(w,e) = (2m) 2 / du(p)(i 9 —m){e™ vin(p, e)ag(p) + e~ uir(p, €)ar(p)},

mas PeP? =i PePT e Pe”PT = —i pe T com isso, tem-se:

(i P—m)Wi(x,e) = (2m) "2 / dp(p){e™" (= P—m)var(p, €)ai(p)+e~ " (P—m)uan(p, e)ar(p)}

Usando as equagoes (3.50) e (3.51), obtém-se:

(i d—m)¥;(z,e) =0 (3.52)

Portanto, o campo satisfaz a equacao de Dirac, se e somente se, as condigoes feitas pela

equacao (3.49) forem satisfeitas. O

Definindo: u(p,e) = u*(p,e)yo e v(p,e) = v*(p,e)y, tém-se as seguintes

relacoes satisfeitas:

u(p,e)($—m) =0 v(p,e)(+m) =0 (3.53)

>Ver apéndice (C)
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Vale, aqui, fazer uma pequena observacao: u;,(p,e) # u(p, e);, o mesmo vale para v(p, e),

e u;(p,e) é conjugado da componente ik de u(p,e), e u(p,e),, é a componente ik de

u(p, e).

Para o caso equacdo da (3.49), Ap e A;l dados de acordo com as equacoes
(1.12) e (1.13), u*(p,e) ¢ o adjunto da equagao (3.30), v*(p,e) é o adjunto da equagao
(3.47) e por fim, estar em um ponto da concha de massa H,' .

Define-se:

Ui(z,e) = (V;(z,)"%) = (2m) 2 /H L du(p) {e’i”'“ak(p)v(p, e)yi + e eag(p)u(p, e)ki}7

tem-se a seguinte "equacao de Dirac":

Demonstracao. Tem-se que,

Portanto tem-se,

U@ )i 7 5) = (2m) /

Hy,

Nlw

= Cr) [ a0 {er e o) B+ e )0 P =

usando a equagao (3.53), tem-se:

N|w

—m(2m)” /H+ d.(p) {e—ipwak(p)?](p’ € + e "aj(p)u(p, 6)’“} B

= —mV,(z,e)
Fica assim mostrado a equacao (3.55). O

Proposicao 3.5.1. Dado

Up(z,e) = [ f(t) AU(x + te)dt (3.56)
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este ird satisfazer a covaridncia equacao (2.10), e ird coincidir como uma de nossas

solugoes quando se estiver em um ponto da concha de massa H e

f-=1+=0 ¢ g.(3)=9-(3F) = fpe) (3.57)

Sera mostrada, a seguir, que a relagao (3.56), satisfaz a covariancia ver equagao

(2.10) com a = 0.
Demonstracgao.
A) / f(t) 4V (x +te)dtU(A)~ =
= /f(t) dU(A)VU (x +te)U(A) tdt =

- / F(8) ¢S(A) "W (Ax + tAe)dt —

Antes de continuar, devem-se notar que, devido a equacao 1.2 tem-se, Aa = AaA* e Aa =
A*1GA™Y, pode-se facilmente verificar que Ae = S(A) £S(A)~!, portanto, gS(A)~! =
S(A)~! Ke, com isso,

-1 / £(#) AeW(Az + the)dt —

S(A)"' (A + Ae) (3.58)

Assim, fica mostrado que a relagdo (3.56) realmente satisfaz a covariancia (2.10).
Agora, é possivel ver que realmente [ f(t) ¢¥(x + te)dt, coincide com uma de
nossas solucoes.
Tem-se que:
Wiz + te) = (2m) 2 / _ du(p) {7 ag (p)oi(p) + e T ag (p)ui(p) }
Hp,
com isso, obtém-se:

(z,e) =¢ / dtf(t / (p){e? e v (p)ag(p) + e~ P e uy,(p)ar(p)}

Usando o fato da transformada de Fourier f(w) = [ f(¢)e”™"dt, tem-se:

Uy(x,e) = / d.(p)e?* f(—p-€) gvin(p)ap(p) + e P f(p-e) duu(p)ar(p)
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Identificando v(p,e) = f(—p-e) dvu(p) e u(p,e) = f(p-e) ¢uw(p), tem-se:

Uy, = [ e D)) + i, danly

Com
_ eA!
u(p,e)=f(p-e)| _
€4p)
e
. —eA!
v(p.e)=f(-p-e)-c| _ €
€A,

Observe que u(p,e) coincide com a equagdo (3.30) se f(p-e) = g4(52) = g_(5£), e
f+ = f- =0, 0o mesmo ocorre no caso de v(p, e) que ird coincidir com a equacao (3.47)
se f(=p-e) =g, (L) =9 (=), e fr = f- =0. Com isso ¥y(z,e) ird coincidir com

nossa solugao ver equacao (3.8). ]

3.5.1 Covariancia para nosso Campo tipo String

Deverao ser achadas as relagoes de covariancia para o campo tipo string, mas

para tal precisa-se, primeiro, mostrar a seguinte relacao:

S(A" )0 = 105(4) (3.59)
) B A1 0 I
Demonstragao. Tem-se, S(A*™") = e A=
0 A I 0
Portanto:
1o A0 0 I 0 A1
S(AT ) = : = (3.60)
0o A I 0 A 0
Por outro lado, tem-se:
. 0 T A0 0 Al
7 5(A) = : = (3.61)
I 0 0 At A 0

Portanto, comparando as equacoes (3.60) e (3.61), verifica-se a relagao dada pela equagao

(3.59). 0
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Munido dessa informacdo equagio (3.59) e da relagdo de covariancia equagao
(2.10), pode-se trabalhar com a representagio de Dirac (D(A) = S(A) := D2° @ D%3)

tem-se as seguintes relacoes:

U(A)U*(z,e)U(A)™ = U*(Ax, Ae)S(AH)* (3.62)
U(A)U(z,e)U(A)! = U(Ax, Ae)S(A) (3.63)
U(A)Y(z,e)¥(x,e)U(A) = U(Az, Ae)¥(Ax, Ae) (3.64)

Demonstram-se as equagoes (3.62), (3.63) e (3.64).

Demonstragdo. Primeiro a equacao (3.62), tem-se da covariancia U(A)¥(x,e)U(A)~! =

S(A Y)W (Ax,Ae), portanto se pegar o adjunto nos dois lados, tem-se:
(U(A)¥(z,e)U(A))" = (S(A™H)W(Az,Ae))", usando o fato de que U(A) é uma
representacao irredutivel unitaria de SU(2), o que deixa com U(A)~! = U(A)*, obtém-se
que U(A)U*(x,e)U(A)~" = U*(Ax, Ae)S(A* 1) ficando mostrada a equacdo (3.62).
Agora para UG dU(A)" = UAW(@,e00(A) " —
U(A)¥*;(z,e)U(A)~4Y;. Usando a equacio (3.62) fica-se com a seguinte relacao

U(A)‘IJ*J(CL’, €)U(A)_1’}/jl'0 = ‘Ijj*(AI, AG)S(A*il)’)/jZ'O.

Pode-se agora usar a equacio (3.59) e obtém-se U(A)U(x,e)U(A)~" = U(Az, Ae)S(A),
ficando mostrada a equagao (3.63).

Agora para  U(A)U(z,e)¥(x,e)U(A)""  podese introduzir  en-
tre W(z,e) e WU(z,e) uma identidade 1 = U(A)"'U(A), ficando com
U(A)¥U(z,e)U(A)U(A)U(z,e)U(A)~".  Pode-se, nesta, utilizar a equacio (3.63) e

a covariancia equagio (2.10) e obtém-se,

U(A)Y(z,e)¥(x,e)U(A)" = U(Az, Ae) ¥ (Az, Ae),

ficando assim demonstrada a equagao (3.64). O
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3.6 Densidade de corrente

Pode-se também definir a densidade de corrente j*(x, e) através do campo tipo-string, da

seguinte forma:

g (xye) = Uz, e)y U (z, e): (3.65)

J

: ¢ 0 Wick-Ordering, que faz uma ordenacao entre o operador a e a*. A densidade de

corrente obedece a seguinte equagao:

U(A)j*(z,e)U(A)"" = Ats*(Az, Ae) (3.66)

Demonstracao.

U(A):V,(z, e)yiV;(z,e):U(A) " = ...

j
Novamente ser4 introduzida uma identidade 1 = U(A)~'U(A), na equagao acima e fica-se

com: ...=:V;(Az, Ae)S(A)YES(A™Y) W, (A, Ae):, como tem-se

Ke = S(A) ¢S(A)~
isso leva a
S(ANS(AT!) = ALy,

portanto fica-se com,

U(A):V,(z, e)yiV;(z,e):U(A)" = A5 (Ax, Ae)

J

Ficando mostrada a equagao (3.66). O

Vale observar que, com isso, mostra-se que devido a equacdo (3.64) o
U(z,e)W¥(x,e), se comporta como um escalar e da equagao (3.66) que j*(z,e) é um vetor.
Usando a equagao de Dirac para o caso do campo quantico tipo string, ver

equagao (3.52) e a equagao (3.55), pode-se de forma facil verificar a equacao que segue.

0ujt(z,e) = - \If(:p,e)(% + é)lll(a:,e) =0 (3.67)
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Demonstracao.

aﬂj“(l’, 6) = aﬂ (‘1/(27, 6)7/#\1/(‘777 6)) =

= (0,9(x, )7 W(x, ) + V(z, )" (9,9 (x,¢)) =
= U(z,0) PU(x,e) + U(x, ) PU(z,¢) = ..

Sera feito o uso das equacoes (3.52) e (3.55) e encontra-se:

o =1mV(x,e)¥(z,e) —im¥(x,e)¥(x,e) =0



Capitulo 4

Funcao de Dois Pontos

Calculando as "funcoes"de dois pontos para o caso do Campo tipo string,

define as das seguintes formas:

wii(x,e;a’ €)= (Q, Vy(x,e) ¥ (2, e)Q) (4.1)

wij(x,e; 2 €)= (Q, ¥;(x,e)V; (2, €)Q) (4.2)

Com tais definicoes para as "funcoes"de dois pontos, enunciam-se alguns Lemas e com

suas respectivas demonstragoes.

Lema 4.0.1. As funcdes de dois pontos terdo as sequintes formas explicitas.

wilz.eia ) =0 [ Ao {eT o W)} (03)

Hy,

wymease) = a2 [ 4o e @) W)} @

H,

Lema 4.0.2. Os u(p,e) e v(p,e) obedecem as sequinte relagoes:

v(p, e v(p,e) = S(A v (Ap, Ae')v(Ap, Ae)S(A) (4.5)
v(p, € )v(p, e) = S(Ar(im))u(—jp, je')u(—jp, je) S(Ai (i) (4.6)
u(p, eJu(p, €') = S(Ai (im))v(—jp, je)v(—jp, je') S(Ai (i) (4.7)
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Acima
iO'l 0

S(A;(im)) == (4.8)

0 —iO‘l

Demonstra-se o Lema 4.0.1.

Demonstragao. Primeiro a equagao (4.3).

Usando a defini¢do de ¥(z, e) ver equagao (3.54), fica-se com:

U(a’ e) = (UL (2, e)l,) = (2m) 72 / dp(q){e " va(q, €)v0;a(q)+e " uu(q, €)70a; (q)}
(4.9)

Tem-se portanto que
(Q,U;(x,e)V, (a2, e)Q) = (U (x,e)Q, (2, e)2) = ...
Usando o adjunto da equagao (3.8), tem-se:

=) / dy(p) / dpi(g) (P (0 )l (p) 0 €47l (g, €0yl ()Q) = (4.10)

=20 [ duto) [ dulle P untp O i 0.0 (@2 a7 @) = (@11

= (2m)~° / dp(p) / dp(q)e” " u(p, €)' u(q, ¢),; (2, ar(p)a; (¢)2) (4.12)

Pode-se usar a equagao (1.23) e verifica-se que:

(W7 (x,e)2, W (!, e)) = (277)S/du(p)/eip'(xxl)uik(p, e)u(p, e’)kj = (4.13)

=0 [duty) [ utp ), (4.14)
Ficando assim mostrada a equagao (4.3).
Agora, a equagao (4.4).

Tem-se que

(Q, W, (z, )W (', )Q) = (U, (z, )72, Q, U (2!, Q) = ...
Usando a equagcdo (3.8), tem-se:

=) / dy(p) / A0 P o[ O vy, ) (af (D), al(@)) = (4.15)
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— (2 / ay(p) / A(@)e P op (9, O v, ) (L a(D)a()Q) = (4.16)

Usando novamente a equagao (1.23), verifica-se que:

(Vo (z,e)72.Q, U (', €)Q) = (27?)_3/du(p)v(p, ) Vik(p, €) = (4.17)

=20 [ dulp) (vl olp,)), (4.18)

Ficando assim mostrado a equagao (4.4). O
Partindo para demonstracao do Lema 4.0.2

Demonstra¢ao. Para a primeira relagao, sera utilizada a equacao (3.14), portanto tem-se:

v(p,e) = S(A)v(A™p, A~te)Ds(R(A, p)) ', com isso fica-se com:

o(p. Yo = S(AW(A"p A=Y DR DI RAD | w(A~p, Ale) 54
(4.19)
Usando o fato que D* ¢ unitario e S(A*)717? =~%5(A)~! ver equagio (3.59), tem-se:

v(p,e)v(p,e) = S(A) (A p, A ) u(Ap, A te) 425 (A7) (4.20)

Substituindo A por A7, obtém-se a equagao (4.5), ficando mostrado a primeira parte do
Lema 4.0.2.

Para a segunda parte, serd usado o teorema 2.4.4 de Bisognano-Wichmann,
ver equacdo (3.39), e o fato que wv(p,e) = v*(p,e)y’, tem-se: wv(pe) =
S(A;(im))u(—7jp, je')D*(ios), com isso fica-se com:

v(p, € )v(p,e) = S(Ai(im))u(—jp, j¢') D* (io3) D* (ios) u* (—jp, je) S(Ai (im))™y"  (4.21)

Agora usando a equacao (3.59) e o fato que para as representacoes (1.8), vale D*(ios)* =
D#(io%) o que implica D*(io3)* = D*(—io3) tem-se, D*(io3) D*(—ios) = D*(1 ), portanto,

obtém-se:

v(p, ¢ )o(p, e) = S(Ai(im))u(—jp, je')u* (—jp, je)y"S(Ai (im)) (4.22)



4.1 Covariéncia 69

Obtendo entdo a equagao (4.6), ficando assim mostrado a segunda parte do Lema 4.0.2.

Para terminar, serd mostrada a equagao (4.7) do Lema 4.0.2. Através do
teorema de Bisognano-Wichmann (2.4.4), pode-se verificar de forma analoga feita para o
v(p,e), ver equagao (3.32), porém, trocando os ¢*(x,e) e ¢(x,e) de lugar que o u(p,e)

serd dado da seguinte forma:

u(p,e) = =S(As(im))v(=jp, je) D*(ios)

e lembrando que u(p, e) := u*(p, €)7°, tem-se que:
u(p, e)u(p, ¢') = S(Ai(im))v(—jp, je) D* (io3) D* (ios) v (—jp, je') S (Ar (im))7°  (4.23)

Agora usando a equacao (3.59) e o fato que para as representacoes (1.8), vale D*(ios)* =
D#(io%) o que implica D*(io3)* = D*(—io3) tem-se, D*(io3) D*(—ios) = D*(1 ), portanto,

obtém-se:

u(p, e)ulp, ¢') = S(Ai(im))v(=jp, je)v"(—jp, je')7"S(Ai(im)) (4.24)

Obtendo entao a equagao (4.7), ficando assim todo o Lema 4.0.2 demonstrado. O

4.1 Covariancia

Sera feita a relagao de covariancia das "funcoes'de dois pontos definidas pelas

equagoes (4.1) e (4.2).
Proposicao 4.1.1.
wi;(z,e;2', €') = S(A)1S(A™) jswrs (Az, Ae; Ax', Ae') (4.25)
wi;(z,e;a',€) = S(A1(im))ir S(A1 (1)) sjwsr (52, j€'s jx, je) (4.26)

Demonstracao. Primeiro equagao (4.25), tem-se:

wij(z, 62", €) = (QW)_B/dM(p)/e_ip'(m_x,)(v(p» e )u(p, 6))ji
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usando equagao (4.5), tem-se:

wij(z, e;2',¢) = (2m)° / dp(p)e @8 (A v (Ap, Ae')o(Ap, Ae),, Si(A) =

4.27)
= S.:(A)S; (Al)(27r)3/du(p)eip'(x”‘"l)vsm(Ap, AeYo(Ap, Ae), (4.28)
Fazendo Ap = p, obtém-se:
Su()5(ANEN [dulp)e P A AT, (029
D)
wrs(Ax, Ae; Az’ Ae') == (27?)_3/dp(p)e_ip/\'(x_wl)vsm(p, Ae)v(p, Ae),..
Portanto temos obtido:
wij(z,e;2' €)= Spi(A)S)s (A wrs(Ax, Ae; Aa', Ae') (4.30)

Mostra-se a equagdo (4.25). Sera mostrada a equagao (4.26).

Tem-se do Lema 4.0.1 ver equagao (4.3) que,

w0, ¢) = (2m) /

H,

4 (@) {7 ulp,e) ulp. )y }

Usando equagao (4.7), tem-se:

wij(w,e;a’ ) = (2m)7° / du(p)e™ TS (AL (im))ir Vrm (=, G0 (=D, €)1y S (Ar(im)) 55 =

Hi,
(4.31)
= S(A ) S (A1) 20)° [ e (. TG (432
H’UL
Fazendo —jp = p, obtém-se:
S(A;(im))iS(A; (2’7?))5]-(27T)’3 / . d#(p)e’ipj'(x/"”)vrm(p,je)v(p,je’)ms (4.33)
H’"L

w5 e) = (2 [ Aol PO (o)l
Hp,

Portanto, tem-se obtido equagao (4.26), completando a demonstracao da Proposi¢ao 4.1.1.

O
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Pode-se também mostrar a (4.25), somente usando o fato da covariancia dos
Campos tipo-string , W(z,e) e W(a/, e):

Demonstragdo. Pode-se introduzir na equagio (4.2) uma identidade U(A")U(A) = 1

entre os campos quanticos, e relembrar o fato de que U(A), é unitaria e tem-se:

wy(e,e52,€) 1= (@, il VU (AU (A)py (', €)) (434)
Usando a relagao de covariancia dos campos equagoes (3.13) e (3.63) tem-se:
wy(z, 62’ ¢) = (QU(A™)Si(A)pr(Ax, Ae) Sjs (A )pa(Ax', AdYU(A)Q)  (4.35)
Agora usando o fato de que U(A)Q2 = Q , obtém-se:
wij(z, 52, €') = 5,i(A)8js(A)(Q, o (A, Ae)p, (A, Ae')2) (4.36)
Assim, consegue-se mostrar novamente que:

wij(z, e;2',€') = Spi(A)Sjs (A" wrs(Az, Ae; Az’ Ae') (4.37)

Acima, wrs(Az, Ae; Ax', Ae') = (Q, o (Ax, Ae)ps(Az’, Ae’)Q) O

4.2 Localidade

Corolario 4.2.1. Serd utilizada para indicar o Boost na direcio x a sequinte notagdo:

A1 (t) por Ay.

wi;(z, e; j A, jAe") = (S(Al(iﬂ))S(Al(t)))ir (S(A1(—t))S(Al(m)))sngr(x', es N _jz, A_yje)
(4.38)

Demonstra¢ao. Usando a equagao (4.26), tem-se:
wz’j(% €§jAtl'/ajAt€/) = S(Al(iﬂ))imS(Al(iﬂ))njwﬁm(jj/\tiflajjAtGI;jfEan) (4-39)

Usando o fato jj = 1, tem-se entdo que a equagdo (4.39) pode ser escrita da seguinte

forma:

S(A1(i7))im S (A1 (i) ) njwam (A, Aie's jz, je) (4.40)
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Pode-se agora utilizar a equagio (4.25) com A = A"

Wam (M2’ A’ gz, je) = S(A™H) o S(A) rwse (27, €'s A_yja, A_je) (4.41)
Juntando as duas equagoes (4.40) e (4.41) encontradas tem-se:

wii(z, e; j A, jAe) = S(A1(im))im S (A1 (i7) ) S(A™) 5 S (A) e wsy (2, € Ayjz, Ay je)
(4.42)

= (S(A44(im))S(A)),. (S(A_I)S(Al(m)))sngT («',¢; Ayjz, A_yje)
(4.43)

]

Para se ter satisfeita a condigcao de localidade para campo quantico tipo-string,

deve-se ter para S, . e Spv o causalmente disjuntos,

0= (@ { Wi, €), U@, ) } Q) = (@ Wil €)W, (@, €)) + (2, W5 (', ) Wi{,e)2) = ...
(4.44)
Utilizando as equagoes (4.1) e (4.2), tem-se:

= wij(z, ;7' €') + wi;(z, €, 7', €) (4.45)

Proposigao 4.2.2. Que ¢ equivalente a dizer: Se S, . e Sy e 5G40 causalmente disjuntos

deve-se ter:

wi (@, e, €') = —wy (2, e's 2, €) (4.46)

Demonstragao. Por hipotese existe um W : S, . € W, S, o € W’ o que implica que deve-
seter,v € Wye e Wy(:=W—a(W)NH)ex' e W e € W,(:=W —a(W')NH). Devido
a covariancia pode-se supor x,e € Wy; 2/, ¢’ € W/. A figura 4.1 nos permite visualizar o
Wj e o seu complemento causal W7, com seus respectivos strings.

Para t € G, onde G = R + i(0,7) tem-se partes imaginarias de
JMNx’ jAe'  A_ijx, A_;je todas pertencentes a VT, cone de Luz positivo, portanto os

dois lados da equagao (4.38) sao holomorfas para ¢t € G, e sao iguais para t = i.
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Figura 4.1: cunha

Aplicando as condigbes impostas acima na equagao (4.38) e o fato de que A;(Lim) = 7,

pode-se verificar a condigao de Localidade.

Wi, e A’ jAie’) = (S(AL (i) S(ALim)), (S(AL(—im))S(Ar (i) e (0 €3 Asrfir, A ir)
(4.47)
w2, ) = (SCAm)S (A (im))),, (S(AY(=im)) S (A i) wsr (' €' 5%, %)
(4.48)
=—1 (51',,« e (S(Al(—lﬂ'))S(Al(lﬂ')))S] -

16,5, o que é facil verificado através da defini¢do da representacio j e da equagao (4.8),

Usando o fato que j2 = 1, (S(Al(m))5<f41(m)))

ir

tem-se:
wi;(z,e;2' e') = =10;,1 d55ws-(a', €5z, €) (4.49)
Que por fim obtém-se:

wi(w,e; ', €') = —wy; (2, €' 2, ) (4.50)

Com a equagao (4.50) verifica-se a Localidade para o Campo Quéntico Tipo String Fer-

mionico desejado. []



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas Futuras

Nessa dissertacao, apresenta-se a construcao do campo quantico livre de
Dirac localizado tipo-string com a solugao mais geral possivel, onde tem-se apenas qua-
tro fungoes arbitrarias em aberto a saber f., g., f_ e g_. Verificou-se sua localidade e
covariancia. Com perspectivas de a partir de tal campo construido, fazer estudos sobre
modelos interagentes. Um primeiro passo seria a interagao do mesmo com um campo
eletromagnético classico. Também pode-se notar que se g, =g =0e f, = f_ igual uma
constante, serd retornado ao caso de campo com localizacao tipo-ponto. Um fato ainda

nao verificado é que parece que na construcao pertubativa o campo perde sua localidade.
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Apéndice A

Grupo, Recobrimento e Representacao

A.1 Grupo

Defini¢ao A.1.1. Um conjunto G consistindo dos elementos a,b,c,... G = {a,b,c,...} =
{G,*} € chamado de Grupo para uma dada operagio —(*), se seus elementos satisfazem
? s sequintes propriedades:

a) Para todo a,b € G,axb = c € G (Condi¢io de Fechamento);

b) Para todo a,b,c € G, (axb) x c = ax (b c) (Condi¢cio de Associatividade);

¢) 3 e € G, tal que:Para todo a € G,axe = exa = a (e é chamado de Elemento
Unidade);

d)Va € G,3a7" tal queaxa ' =al'xa=-e (a"' é chamado o Elemento Inverso de

a)

A.2 Recobrimento

A.2.1 Espacgo Topolégico

Primeiramente precisa-se de definir o que é um espaco topololdgico.
Topologia: Uma colecao 7 de subconjuntos de X, ou seja, 7 C P(X) , é dito ser uma

topologia em X se os seguintes requisitos forem satisfeitos:

I6)
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1.0eT e XerT
2.SceAct e BeTtentao ANBeET

3. Se I é um conjunto arbitrario de indices e A, € 7 para todo A\ € I entao U Ay

Ael
também é um elemento de 7. Onde P(X) denota-se a cole¢do de todos os sub-conjuntos

de X.

Defini¢ao A.2.1. Um espago topoldgico é um par (X, 7) onde X é um conjunto nao-vazio

e CP(X) € uma topologia em X.

Deixe X ser um espaco topoldgico: Um espaco de recobrimento de X consiste
em um X e um mapa continuo p de X sobre X que satisfaz uma certa exigéncia de
suavidade muito forte. A teoria de espaco de recobrimento é importante nao somente em
topologia, mas também em disciplinas relacionadas com geometria diferencia , a teoria de

grupos de Lie e teoria de superficies de Riemann.

Definicao A.2.2. Um aplicacao p : X — X chama-se aplicagao de recobrimento(ou,
simplesmente, recobrimento) quando cada ponto © € X pertence a um aberto V.C X

tal que p~ (V)= U U, € uma reuniao de abertos U,, dois a dois disjuntos, cada um dos

quais se aplica poc;" p homeomorficamente sobre V. Cada aberto V desse tipo chama-se
uma vizinhanc¢a distinguida. O espaco X chama-se um recobrimento de X e, para cada
z € X, o conjunto p~t(z) chama-se de fibra sobre x.

Uma aplicacao de recobrimento p : X — X éum homeomorfismo local' de X sobre X.

Onde X € um espago topologico.

Se X e X tem uma estrutura de grupos e p ¢ um homomorfismo?, entao dizemos

que p : X —» X é um recobrimento de grupos.

!Cada ponto x € X tem uma vizinhanca aberta V tal que f(V') é aberta e f mapea V topologicamente

sobre f(V).

2 Homomorfismo de grupos é uma funcio entre dois grupos que preserva as operacoes binarias. Sejam
(G,x) e (H,-) grupos , e f uma func¢do de dominio G e contra-dominio H. Entao f é um homomorfismo

de grupos se, e somente se para todo, z,y € G, f(xxy) = f(z)- f(y) -
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A.3 Representacao

No campo matematico da teoria da representacao, representacoes de grupos
descrevem grupos abstratos em termos de transformacgoes lineares de espacos vetoriais;
em particular, eles podem ser usados para representar elementos de grupo como matrizes

assim como a operacao do grupo pode ser representada por multiplicacao de matrizes.

Definicao A.3.1. Uma representacao de um grupo G em um espaco vectorial V é uma
aplicagao que a cada g € G associa um operador linear inversivel D(g) : V. — V de
modo que devem ter as sequintes propriedades satisfeitas:

1. D(gh) = D(g)D(h), Para todos g,h € G.

2. D(g7Y)= D(g)~' ,Para todo g € G.

3. D(e) =1 e: elemento unitdrio de G e I: operador identidade em V.

A.3.1 Representacao irredutivel e unitaria

Antes de definir as representacoes irredutiveis e as representacdes unitarias,
nos devemos primeiro definir o subespago invariante. Seja U(G) uma representacao de G
sobre o espago vetorial V', e V; um subespago de V' com a propriedade de que: U(g)z € V;
para todo z € V] e g € G, ou seja, U(G)V; C V3. Vi é dito ser um subespago invariante
de V' em relagdo U(G).

Um subespago invariante é chamado de "irredutivel"quando o subespaco nao
contém nenhum subespaco invariante nao trivial em relagdo a U(G). Exemplos de subes-
paco invariante trivial de V' em relacao a U(G) sdo quando o subespago é o proprio espaco
V' e quando o subespaco consiste apenas do vetor nulo. Representacoes irredutiveis: Uma
representagao U(G) sobre V' é irredutivel se ndo houver nenhum subespago invariante ndo
trivial em V com relagao ao U(G). Caso contrario, a representacao ¢ redutivel. Neste
ultimo caso, se o complemento ortogonal do subespaco invariante é também invariante
com respeito U(G), a representacio é dita ser totalmente redutivel.

Como as transformacoes de simetria sao naturalmente associada com operado-

res unitarios (que preservam a probabilidade), as representagoes unitarias desempenham
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um papel central no estudo de simetria de grupos. Representacao Unitdria: Se o espaco
de representagao de grupo é um espago com produto interno, e os operadores U(g) sao
unitarios para todos os g pertencentes a GG, entdo a representacao de U(G) ¢ dita ser uma

representacao unitaria.

A.3.2 Lema de Schur

Lema A.3.2. Se U; e Uy sdo duas representacoes irredutiveis de um grupo G em espacos
vetoriais Vi e Vi, respectivamente, e A : Vi — Vo um entrelacamento de Uy e Us, ou
seja, AU1(g) = Us(g)A para todo g € G, entdo ou A € inversivel ou A = 0. Caso A
seja inversivel e Vi e Vo sejam espacos vetoriais complexos de dimensao finita, entao A €

unico, a menos de uma multiplicacao por um escalar.
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Relacoes dos operadores de

entrelacamento no caso puntiforme.

Para tais relacoes, tem-se as seguintes defini¢oes:

p=> p = ( ’ a”) (B.2)

ng:(? B) (B.3)
p 0

Os o, com p = 1,2,3 sdao as matrizes de Pauli. Com isso, tem-se as seguintes relacoes

satisfeitas:

wp)e (P = —(F+m), w1 = —(F—m) (B4
(#—m)u(p) =0, ($+m)v(p)=0 (B.5)
u*(p)y ulp) =2, v*(p)Y v(p) = -2 (B.6)

pr pr
u*(p)y° " u(p) = 2—, (" u(p) = 2— (B.7)
u*(p)y v(p) =0, v*(p)y ulp) =0 (B.8)
u*(w(p),p)v"(w(p), —p) =0, v*(w(p),p)u"(w(p),—p) = (B.9)
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Apéndice C
Demonstracao de equacoes utilizadas.

Primeira a relagao utilizada na pagina 55, o1z = (—jz)oy

Demonstragdo. Tem-se que 012 = 01(2%0 + z'0oy + 2?09 + 2303 que & igual a: 2% + 2! +
220109+ 230105. Por outro lado temos: (—jz)or = (—jalog — jatoy — jaloy — jados)o =
—jaoy — ja' — jatosoy — jadozoq mas usando o fato de que 0,05 = —0j04(i = 1,2,3) e j :
(20, 2!, 2%, 2%) — (—a°, —a', 2%, 2%) tem-se que, (—jz)oy = 2%01 + &' + 2°0105 + 201 03.

que ¢ igual a oyx. ficando assim demonstrado. O]

Equagoes (3.50) e (3.51) Primeiro a equagao (3.50)

Demonstracao.
0 Apfr(58) + g+ (5R)eA !
O pf+(m) 9+ (57 )e _ 1)
p o0 J-(58) + g-(SP)eA
Usando as equagbes (1.2) e (1.3), o fato de que T + z = 22° e que pAS' = mA, e
pA, = mAJ!, temos:
mf_(S2)A, + g-(52)( — meA;' + 2p - eA,) B ©.2)
mf(S2)AT + g, (S2)(— meA, + 2p - eAt)
Agrupando os termos e colocando a m em evidéncia, obtém-se:
C(5B) + g (2)2B) A, + g (B)(—e) At
e A g ()04, .
p
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Ficando mostrada a equagao (3.50) para nossas exigéncias feitas pela equacao (3.49).

Agora a equagao (3.51) Neste caso vamos usar que, v(p,e) = cy’u(p, —e)e,

0 1
onde 7° = e o fato de que py° = —° p. Com isso temos

0 -1
po(p,e) = c Py’u(p, —e)e = —cy” pulp, —e)e,
agora usando o fato verificado anteriormente de que pu(p, —e) = mu(p, —e), temos:
—mey u(p, —e)e = —mu(p, e)

Ficando mostrada a equagao (3.51) para nossas exigéncias feitas pela equagao

(3.49). O
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