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RESUMO

Nessa dissertacao, apresentamos dois formalismos consistentes para tratar a dinamica de sistemas
vinculados: o procedimento de Dirac[15], baseado num algoritmo que substitui os parénteses de
Poisson por outra estrutura semelhante, e o método simplético[17], fundamentado na deformacao
da estrutura simplética do espaco de fase. Aplicamos esses formalismos tanto em exemplos simples
quanto em problemas concretos de fisica tedrica, como o modelo de Proca e o campo eletromag-
nético. Estudamos também as simetrias apresentadas por sistemas vinculados de primeira classe.
Apresentamos uma prova da conjectura de Dirac[3] e mostramos que um contra-exemplo apresentado

na literatura[2] é consistente com a conjectura .

Palavras-chave: Simetrias. Vinculos. Dirac. Simplético.



ABSTRACT

In this dissertation, we have presented two consistent formalisms to treat the dynamics of constrained
systems: the Dirac procedure[15], based on an algorithm that replaces the Poisson brackets by
a similar structure, and the symplectic method[17], based on the deformation of the symplectic
structure of the phase space. We have applied this formalisms to both simple examples and concrete
problems from theoretical physics, such as the Proca model and the electromagnetic field. We also
studied the symmetries generated by first class constrained systems. We have presented a prove of
Dirac’s conjecture[3] and showed that a counter-example found in the literature[2] is consistent with

the conjecture

Keywords: Symmetries. Constraints. Dirac. Symplectic.
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1 Introducao

C.N. Yang e R. L. Mills[55], em seus estudos sobre Spins Isotépicos, foram os primeiros a
conciliar, de maneira consistente, a relagao entre a invariancia de fase global da funcao de onda e
a velocidade finita de propagacao de informacao, que deu origem as teorias de calibre, de ampla
importancia em teorias fisicas modernas, como a Eletrodinamica Quantica (QED) e a Cromodinamica
Quantica (QCD). O crescente interesse em estudé-las levou os fisicos a perceberem que elas podiam
ser formuladas em termos de Lagrangeanas possuindo simetrias locais. No entanto, a quantizacao
desses sistemas apresenta problemas especiais, ja que existem infinitas solucoes para as equagoes de
movimento que sao fisicamente equivalentes. Alguns métodos de quantizacao foram desenvolvidos
para modelos especificos, como o formalismo de Gupta-Bleuler, para o campo eletromagnético[59], o

formalismo BRST[60] e a formulacao funcional de integrais de caminho[56]

No entanto, seria interessante desenvolver um formalismo geral, que englobasse todas as
teorias de calibre. Motivados por esse objetivo, descobriu-se entao que todas elas pertencem a
classe de sistemas singulares, caracterizados pelo fato de que, entre as equacoes de Euler-Lagrange,
incluem-se equacoes algébricas entre as coordenadas e as velocidades. Essas relacoes diferem daqueles
vinculos conhecidos na mecanica, pois sao intrisecos as equacoes de movimento, e nao impostos
externamente. Logo, um entendimento profundo da quantizacao de teorias de calibre requer um

estudo das propriedades de sistemas vinculados

Dirac[15], estudando campos gravitacionais na abordagem canonica, e P.G. Bergmann[61]
foram os primeiros a fornecer uma andlise coerente e sistematica de teorias vinculadas, particularmente
aquelas que possuiam simetrias de calibre. Uma formalismo mais moderno, utilizando a geometria
simplética do espago de fase, foi desenvolvido recentemente por Faddeev e Jackiw [16], baseado na

abordagem de Sudarshan[62], e uma modificagdo desse mecanismo foi proposto por Barcelos-Neto e

Wotzasek[17].

Essa dissertacao é dedicada ao estudo da dinamica cléssica de sistemas vinculados. Tem como
principal alvo os estudantes de graduacao ou pés-graduagao que estao iniciando sua pesquisa em
teoria quantica de campos; mais especificamente em quantizacao canonica. Tentaremos apresentar
os principais conceitos de maneira mais clara possivel e ilustra-los com um nimero extensivo de
exemplos e aplicagoes. Isso permitira ao leitor absorver a parte tedérica e desenvolver uma certa

pratica na resolucao de problemas, que lhe sera 1til quando for estudar problemas de seu interesse.

A dissertacao estd organizada da seguinte maneira: No capitulo 2 apresentaremos, de
maneira geral, o conceito de simetrias, concentrando-se na importancia que elas tiveram (e tem)
no desenvolvimento de teorias fisicas. Mostraremos que o Teorema de Noether encarna a relagao
entre matematica e fisica, estabelecendo uma conexao entre simetrias da Lagrangeana e quantidades
conservadas. Em seguida, discutiremos Lagrangeanas singulares, onde verificaremos que sistemas
com simetrias de calibre fazem parte dessa classe de Lagrangeanas. Desenvolveremos, também, um

algoritmo para revelar todas as simetrias apresentadas por esses sistemas. Por fim, faremos uma



rapida introducao a fisica de particulas, mostrando que a invariancia de calibre implica na interacao

entre campos.

No capitulo 3 apresentaremos a formulacao Hamiltoniana de sistemas vinculados, baseado
no trabalho de Dirac. Nesse formalismo, estudaremos uma classificacao sistematica dos vinculos
em primarios e secundarios, de primeira e segunda classe. Construiremos uma estrutura apropriada
para sistemas vinculados que assume o papel dos parénteses de Poisson nas equagoes de Hamilton.
Mostraremos que os vinculos de primeira classe sao os geradores das transformacoes de calibre, e
desenvolveremos uma formula para obter os parametros de transformacao. Apresentaremos o método
de quantizacao canonica e a maneira de contar o niimero de graus de liberdade desses sistemas. Por

fim, alguns exemplos e aplicacoes serao utilizados para ilustrar o formalismo desenvolvido.

Capitulo 4 sera destinado ao formalismo simplético, que é um método alternativo para lidar
com sistemas vinculados. E uma abordagem baseada em Lagrangeanas de primeira ordem, através
da deformagcao da estrutura simplética. Estudaremos brevemente o formalismo de Faddeev-Jackiw,
caracterizado pela diminuicao sistematica das varidaveis canonicas, de forma a obter o espago de fase
reduzido. Passamos entao para o formalismo simplético modificado, inicialmente desenvolvido por
Barcelos-Neto e Wotzasek, e levemente transmudado aqui, e mostramos, de forma semelhante a
Montani[54], que ele é equivalente ao formalismo de Dirac. Por fim, apresentaremos uma possivel
demonstracao, com auxilio do formalismo simplético, da conjectura de Dirac, e analisaremos um

contra-exemplo apresentado na literatura.

A dissertacao apresenta cinco apéndices. No Apéndice A, revisamos alguns conceitos de teoria
classica de campos. Apéndice B possui alguns conceitos de equacoes diferenciais ordinarias. Ja no
Apéndice C, introduzimos alguns conceitos relacionados a teoria de grupos. Apéndice D apresenta
uma revisao de sistemas nao vinculados. Por fim, no Apéndice E estao varios exemplos e aplicagoes

das teorias desenvolvidas ao longo da dissertacgao.



2 Simetrias e Teorias de Calibre

Uma das ferramentas conceituais mais importantes em fisica tedrica é a nogao de simetria.
Embora todos tenhamos uma nocao intuitiva do que significa algo ser simétrico, a ciéncia requer

uma definigdo mais rigorosa. A definicdo mais usada foi dada pelo matematico Herman Weyl[13]:

Um objeto é dito simétrico se, apds efetuada uma certa operagao sobre
o objeto, ele permanece igual ao que era antes da operacao ser realizada.

Essa operagao é chamada simetria do objeto

Vamos considerar um exemplo:

Vamos ilustrar a utilidade da equivaléncia das leis fisicas em diferentes referenciais inerciais com
o seguinte exemplo: vamos determinar o campo elétrico e o campo magnético gerado por uma
particula puntiforme com velocidade constante @ e carga elétrica q. Esse é um problema longo, que
tem como base a modificacao dos potenciais ¢ e A para incluir o efeito de propagacao da informacao
eletromagnética com velocidade finita, para depois aplicar um extenso cédlculo vetorial para obter
o campo elétrico e o campo magnético[36]. No entanto, podemos obter uma solugao exata desse
problema de forma simples, desde que se escolha um referencial no qual a particula se encontre
na origem deste, cujo campo gerado é simplesmente o campo elétrico estatico de uma particula
puntiforme. Utilizamos entao as leis de transformagcao para obter os campos correspondentes no

referencial original.

No referencial de repouso, temos

=g 7 o/
B = e B=0 (2.1)

1 .
onde 7’ = (2 + y* + 2)2. Em coordenadas cartesianas, temos

/ /

E/ . q x E/ . q y
T 3 - 3
47eg (x/Q + y/2 + 2/2)5 v 4d7eq (l.IZ + y/2 + 2/2)5
q Z
E; = 3 (2.2)
47T€0 ($/2 + y/2 + z/2>§
Aplicando as leis de transformagao do campo elétrico e magnético, obtemos[31]:
—ut
E:c: QV(‘T u> 3 B:t:()
dmeo[V?(x — ut)? + y2 + 2%)2
E, - qvy _ %:_%@
Ameg[y? (@ — ut)? + y? + 222 c
E. — = ;. B.——E, (2.3)
dreo[y?(x — ut)? + y% + 22)2 c
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Como pode ser observado, obtivemos as equagoes (2.3) que descrevem o campo eletromagnético
gerado por uma particula carregada em movimento utilizando somente a equivaléncia das leis do
eletromagnetismo em diferentes referenciais - em exemplo de como a presenca de uma simetria em

um determinado problema pode ser 1til para facilitar o estudo desse.

2.1 Teorema de Noether

Na se¢ao anterior discutimos o conceito de simetria e vimos alguns exemplos de como ela esta
presente na descricao da natureza. Nessa secao, aprofundaremos o nosso conhecimento de simetrias,

mostrando que elas estao profundamente relacionadas com a existéncia de leis de conservacao.

Uma lei de conservacao diz que alguma quantidade X na descricao matematica da evo-
lucao de um sistema permanece constante ao longo do movimento, ou seja, X é um invariante.

Matematicamente, a taxa de variacao de X se anula

dX
e 0 (2.4)
Essas quantidades sao ditas conservadas. Elas sao frequentemente chamadas de constantes do
movimento e sao muito uteis para simplificar a solu¢ao de alguns problemas
Por exemplo, a homogeneidade do tempo: A homogeneidade do tempo significa invariancia das leis
da natureza em sistemas isolados em relacao a translagoes temporais, isso é, em t + t; elas tém
a mesma forma que em t. Isso é expresso matematicamente pelo fato de que a Lagrangeana nao

depende explicitamente do tempo:

Logo
dL oL oL
dt zz:(‘?q,q +zz:8qzq ( )
Utilizando as equacgoes de Euler-Lagrange
d (0L oL
il — =0 2.7
i (aq;-) 84 (27)

encontra-se L 1 /oL 5L y oL
i~ i (57) o= i (i)

o d 0
L
el i— —L| =0 2.8
dt (Z 404, > (28)
Isso expressa a conservacao da quantidade

. OL .

que representa a energia total do sistema (fungado Hamiltoniana)
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Esse exemplo ajudara a apreciar melhor a esséncia do Teorema de Noether.

Teorema de Noether:

Se as equacoes de Euler-Lagrange sao invariantes sob uma transformacao de coordenadas
(t,q) — (t'(t),q (g, 1)), entdo existe uma integral do movimento, isto é, uma quantidade
conservada dada por Q = Y, %5qi + (L - g—;) ot

Uma demonstracao detalhada pode ser encontrada em [46]

As leis de conservacao fundamentais sao casos particulares do teorema de Noether, o que
revela o seu poderio e sua generalidade. Vamos mostrar isso em um exemplo
Vamos utilizar o teorema de Noether para mostrar que a invariancia das leis fisicas sobre translacao
temporal e espacial implicam na conservagao da energia e do momento. Para isso, considere

primeiramente um deslocamento puramente temporal, ou seja, uma transformacao da forma

' =t+e

4 = g (2.10)
Substituindo na expressao para a quantidade conservada Q, temos que

(L_Zg@ - (L_Zg;@ (2.11)

% %

¢ uma constante , corroborando o resultado (2.8)

Considere, agora um deslocamento puramente espacial, tal que as transformagoes sao da forma

=t

Substituindo na expressao encontrada para (), temos que

oL
> a4, = constante (2.13)

%

que é a conservacao do momento conjugado total

2.2 Transformagoes de Calibre

Ja vimos até o momento que as simetrias observadas na natureza fazem um importante
papel na construcao de qualquer teoria descrevendo um sistema fisico. Para que nossa teoria

seja consistente, a Lagrangeana que descreve o nosso modelo deve apresentar todas as simetrias
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observadas. Por outro lado, nem todas as simetrias da acao podem ser observadas na natureza. Esse

¢é o caso das simetrias de calibre, que comecaremos a explorar a partir de agora.

Transformacoes de calibre pertencem a classe de sistemas vinculados, cuja dinamica ¢é obtida
a partir de Lagrangeanas denominadas singulares (a ser definida abaixo). Teorias derivadas a partir
desse tipo de Lagrangeanas sao muito importantes, pois acredita-se que todas as interacoes da

natureza sao descritas por teorias de calibre.

Antes de prosseguirmos, apresentaremos um exemplo de um sistema que apresenta simetria
de calibre, para ilustrar a necessidade de estudar esses sistemas com cautela.

Considere a agao

ta 1. . .
S = ) dt (261% + q1q2 + ChQQ) (2.14)
1

Vamos obter as equacoes de movimento a partir do principio variacional:

to
0=0S= /t dt (G16G1 + ¢10g2 + @201 + G20q1 + q16G2)
1

t2
0= / dt ([=G1 — G2 + ¢2J0q1 + [¢1 — 1]0g2)

t1

Como as variacoes sao arbitrarias, obtemos a equacao de movimento
@1 =0, (2.15)

cuja solucao é
@1 (t) = ¢ (0) + v (0)t. (2.16)

Observe o que acaba de acontecer. Aplicamos o principio variacional e, no entanto, nao conseguimos

determinar a dinamica de g ! Por outro lado, note que podemos reescrever a acao da seguinte

ta 1 9 d t2 1 .9 to t2 1 .2
$= [ gt Gaw)) = [ (5iD) + ali= [ (50)

Uma vez que Lagrangeanas que so diferem por uma derivada total em relacao ao tempo geram as

maneira

mesmas equagoes de movimento, somos levados a concluir que o sistema equivale a uma particula
livre com um tunico grau de liberdade. A varidvel ¢; nao representa nenhum grau de liberdade fisico

do sistema, é arbitraria e pode ser modificada a vontade, sem perda de significado fisico.

O exemplo acima mostra uma das particularidades de sistemas de calibre: a presenca de
varidveis sem nenhum significado fisico. Nem sempre ¢ possivel (ou desejdvel) eliminar as varidveis
que nao sao graus de liberdade do sistema. Inclusive, j& mencionamos que a presenca delas implica
na presenca de interacao entre as particulas, como teremos a oportunidade de ver. Por essa
razao, necessitamos de um método sistematico para tratar esses sistemas. No restante dessa segao,
mostraremos como é possivel, utilizando um algoritmo, revelar todas as transformacoes de calibre da
teoria. Conquanto nos restringiremos a reproduzir o método apresentado em [3], desenvolveremos

alguns célculos com mais detalhes.
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Inicialmente, apresentamos a definicao de Lagrangeana singular. Para esses fins, considere
um sistema com um numero finito de graus de liberdade, e que sua dinamica possa ser descrita por
uma Lagrangeana L(q, ¢), sendo ¢ = {ql, e } coordenadas generalizadas. O principio variacional

implica nas equacoes de Euler-Lagrange:

d (0L oL
— == == =1,..N 2.1
dt <8q’k> gk 0, k=1 (2.17)

Vamos calcular essa derivada total. Utilizando a regra da cadeia, vem

dt og* gt 8(]’“ 0q‘8qk

Assim, a equacao de Euler-Lagrange pode ser reescrlta da seguinte maneira

N 82 ) N 62 )
jP = — ' 2.18
ou, em notacao matricial
Wq=K (2.19)
onde
9%L 9%L -1
99T 9g1agN q
92L 9%L ~N
84Naql . . . 8qNan q
9L _~N 9L .
oqT i=1 aqzaqlq
K = (2.21)
oL N 0%L
0qN  Lei=1 3q’8qu

Se a matriz W, denominada Matriz Hessiana, for nao degenerada, a sua inversa existe e podemos

colocar o sistema de equagoes diferenciais em forma normal:

i = f(4,9) (2.22)

E um fato matemético que toda equacao diferencial de segunda ordem na forma normal, junto com
as condigoes iniciais ¢*(0) = ¢, ¢'(0) = v}, i = 1,.., N possui solugao tinica. Por outro lado, se a
matriz for nao inversivel, as equacoes de movimento nao tomarao a forma usual, e falamos de um
sistema com Lagrangeana singular

Para investigar as simetrias da acao, isso €, as transformagoes de coordenada que deixam a acao

invariante, considere as transformagoes infinitesimais gerais

q'(t) = ¢'(t) +dq'(t)
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F (1) = 410+ 60°(0) = d(0) = ¢(0) + 00 (1) (223)

para cada i = 1,..., N. Dizemos que essa transformacao é uma simetria se a acao fica invariante
sob essa transformacao, ou seja, se a variagao na Lagrangeana ¢ igual a uma derivada total de uma

funcao que se anula nas extremidades. A variacao da acao é dada por

65 = — [ atlE” (4,4, 0)6q' (2.24)
sendo Ei(o) a derivada de Euler,
d (0L oL
E™g,4,4) = = | 7= | — = 2.25
i (0:4,4) = - (&f) o7 (2.25)

que se anula na trajetéria fisica. Queremos determinar as variagoes nas trajetérias que deixam a
acao invariante. Para esses fins, note que podemos escrever a derivada de Euler em termos da matriz

Hessiana, como ja fizemos antes:

EO =w©®s4 K© (2.26)

Nosso interesse é estudar Lagrangeanas singulares, tal que a matriz Hessiana ¢ singular. Isso implica
que existem vetores nao nulos pertencentes ao nicleo da matriz Hessiana, que dao origem a relagoes
algébricas entre as coordenadas e as velocidades generalizadas. Vamos formular isso de maneira mais

precisa.

Seja N a dimensao do espaco de configuragoes e R o posto da matriz Hessiana. Entao existem
N — R vetores w®*) € RN k =1,...,N — R no nticleo de W tal que

Ww®* =0, k=1,.,N—R (2.27)
Segue que as fungoes definidas por
¢OF = O . 0, ¢,4) = dP - KV(q,4) , k=1,..,N-R (2.28)

s0 dependem das coordenadas e das velocidades generalizadas, e se anulam na trajetoria fisica.
Chamaremos essas fungoes de vinculos originais. E possivel que alguns dos vinculos sejam linearmente

dependentes, isso é, que seja possivel encontrar uma solugao nao trivial para os ¢, definidos por
N-R
S o™ =0 (2.29)
k=1
Se esse for o caso, existem Ny < N combinagoes lineares
N-R
gOno) — 3™ o) (2.30)
k=1

tal que temos, identicamente,

GO0m0) — H0.m0) | FH0) _ . no=1,..., N, (2.31)
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Essas funcoes sao denominadas Identidades de Calibre. Sua importancia serd discutida abaixo. Note
que ja é possivel identificar que as transformacoes da forma

No

0g' =3 eny ()0

no=1

para quaisquer valores de €,,(t), deixam a ac¢ao invariante, ja que

No =
08 = —/dt[EfO)(q,q, §)8q') = ‘/dt[z eny ()77 - EO(q,4,)] = 0

no=1

Apés encontrar as Identidades de Calibre, podemos reduzir os vinculos para um conjunto de Ny

vinculos genuinos (linearmente independentes)

POn0) — GO0 GO [ 1N, (2.32)

sendo {ﬁ(o’”o)}No C {w(mk)}NiR

no=1 k=1

Vimos que os modos zeros da matriz Hessiana geram relagdes algébricas (vinculos) entre as
coordenadas e as velocidades generalizadas. E possivel que existam mais relagoes como estas, que
sao consequéncia de exigirmos uma teoria consistente. Para ver isso, note que, para um sistema nao
vinculado, a dinamica ocorre num espaco de dimensao N. Quando hé a presenca de vinculos, as
coordenadas nao sao mais todas independentes, e a dinamica ocorre num espaco de dimensao menor.
Esse subespaco é definido pelos vinculos. Para que a dinamica permaneca sempre nesse subespaco, é

necessario que os vinculos sejam preservados no tempo, ou seja

d _ _

—¢l0m0) = py=1,..,Np (2.33)

dt

Motivados por essa justificativa, construimos o vetor coluna definido por
E©)
d 4(0,1)
dt
EW = ' (2.34)

i (07N0)

dt
Esse vetor é andlogo ao vetor derivada de Euler: ele se anula na trajetoria fisica. A diferenca é que
ele é definido em uma subvariedade do espaco de configuragoes. Assim como fizemos antes, podemos

escrever esse vetor na forma A¢+ b. Para ver isso, note que

d DOk dpOk)
2 a(0k) 5 <
dat %: g ¢ +§j: ag 7

Logo, podemos escrever EM como

EV =w®i4 KW (2.35)
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sendo
W) K©
¥, 20l g
a¢(0 1) a¢(0 1) e
W — 94’ : ' ©ogN . KW= ' (2.36)
. o O
96(0:0) 96(0.50) 7o
i ) . .

Como antes, procuramos os vetores pertencentes ao nicleo de W), Assim, teremos possiveis
novos vinculos e novas Identidades de Calibre ao contrairmos esses vetores com E(). Os chamaremos
de vinculos de primeira geragao e Identidades de Calibre de primeira geragao, respectivamente. As
Identidades de Calibre de primeira geracao serao da forma

Gm) = ghm) - B 4 Z ALO [70m0) L FO] =0 | py=1,., N, (2.37)

nhnO
no=1

sendo o primeiro termo relacionado a combinacao linear dos vinculos de primeira geragao e o segundo
termo relacionado a uma combinacao linear com os vinculos originais. Apds identificarmos as

identidades de calibre, podemos selecionar um conjunto de vinculos linearmente independentes
o) = gbm) L FD — o | my=1,..., N (2.38)

que utilizamos para construir a matriz Hessiana de segunda geracao W), O processo iterativo

termina quando, para alguma geracao M, temos:

(i) {f; WMz = 5} = {6} ou

(ii) Os vetores pertencentes ao niicleo de W) dio origem somente a identidade de calibre.

Quando um deles acontece, descobrimos todos os vinculos e todas as Identidades de calibre da teoria.

Em cada geracgao [, as Identidades de calibre tem a seguinte forma:

-1 Np
Glm) = gm0 4 3 Z AL glman) L E] = opp=1,.., N, (2.39)

m=0 nm=1
sendo o primeira termo relacionado as combinagoes lineares dos vinculos da geracao [ e o segundo
termo relacionado a combinagao linear dos vinculos das geracoes anteriores. Para nossos propositos,

é conveniente escrever as identidades de calibre como funcéo apenas da derivada de Euler E(©. Com
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esse objetivo em mente, note que podemos seguir de maneira iterativa para escrever E(*) | para cada

geracao s, como funcao de E(O), pois

E© 70
( (0,1) E(O)) ( (0,1) E(o))
d (0, = 4 (0, ~
i (u(o No) E(o)) 4 (u(o No) E(O))
EO — : -1 _ ’ e (2.40)
% (ﬁ(l—l,l) ) E(l—l)) % (6(1—2,1) ) E_'(l—2)>
4 (g(z—l,Nl) . E(l—l)) 4 (ﬁ(l—z,NH) . E(l_Q))
Assim, chegamos numa expressao da forma
N 1 0 -0
G =3y gl CEY =0 (2.41)
i=1 m=0

l ~ . . . .
sendo pgmn ) funcoes das coordenadas generalizadas e de suas derivadas. Segue que a identidade

M N

Z Z e(l’nl)(t)G(l’nl) -0 (2.42)

=0 n;=1

vale para quaisquer funcoes arbitrarias €™ (¢). Podemos aplicar sucessivas regras do produto para
aparecer a derivada de Euler fora da derivada. Para visualizar o procedimento, considere duas
fungoes f(t) e g(t). Entao

1O g ) = 4 (f(t)j;—lg(t)> R

dtm

= CF ()me) p

dt dtm
Prosseguindo dessa maneira, podemos escrever

A dF

S¢EY — — = 2.4

; ¢ B - =0 (2.43)
sendo

N,

> (P et m(2)) (2.44)
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e F uma funcao das coordenadas e das velocidades generalizadas. Conseguimos expressar a variacao
da Lagrangeana
0 .o i
oL = —[E{"(¢,4,)54']

como sendo igual a uma derivada total de uma funcao. Portanto, as transformacoes de coordenadas
sao simetrias e deixam as equagoes de movimento invariantes. Destacamos a importancia das
Identidades de Calibre: elas nao sé foram fundamentais para conseguir achar a forma de d¢°, como
também determinam quantos parametros independentes caracterizam essa transformacao, isso é,

determinam a dimensao do grupo o qual as transformagoes pertencem

2.3 Teorias de Calibre e a Fisica de Particulas

Até agora discutimos apenas alguns resultados que seguem da andlise matemética de alguns
sistemas. Embora tenhamos aplicado o que desenvolvemos em alguns exemplos, pouco conectamos

com a fisica.

Em meados da década de 50, dois fisicos, C.N. Yang da Instituicao para Estudos Avancados da
Universidade de Princeton, e R.L. Mills do Laboratério Nacional de Brookhaven ficaram interessados
na questao da invariancia de fase em mecanica quantica[45]. O que mais os intrigava era que a ideia
da invariancia de fase global nao era compativel com a natureza relativistica de Einstein: para exibir
essa independéncia da fase, era necessario mudar a fase globalmente, pela mesma quantidade em

todo os pontos do espago-tempo:
B(F 1) = () (2.45)

A teoria da relatividade tinha feito grande progresso no contexto de evitar a nocao inquietante
de agao a distancia. A relatividade de Einstein nos diz que nenhum objeto que possua massa-energia
pode viajar mais rapido que a luz, e como a acao de uma forca por um objeto em outro geralmente
requer a troca de energia entre eles, nenhuma forca pode agir instantaneamente em um ponto

remotamente distante do agente

Como essa nocao relativistica poderia se conciliar com o fato de que o valor da funcao de
onda num ponto z do espago-tempo saberia instantaneamente qual a escolha foi feita para a fase da
funcao de onda em um ponto distante 2’7 Informacao nao pode ser trocada instantaneamente entre
dois pontos separados espacialmente. Nada que aconteca no ponto & no instante ¢ pode influenciar

no ponto @' no mesmo instante ¢

Yang e Mills trabalharam na ideia de que nao devemos falar em invariancia de fase global,
pois nem todos os pontos do espaco-tempo estao causalmente conectados, nao tendo sentido requerer
que a fase da fungao de onda mude igualmente em todos os pontos do espaco instantaneamente. Em
vez disso, devemos considerar mudancas de fase locais, isso é, uma fase que varia de ponto a ponto
no espago:

(T, 1) — @ (E, 1) (2.46)
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No entanto, isso apresenta um problema fundamental. A equacao satisfeita pela funcao de
onda envolve uma derivada espacial da fungao. Se tomarmos a fungao de onda original, que satisfaz
a equacao de onda, e mudarmos a fase por uma quantidade que varia de ponto a ponto no espaco,
modificaremos a forma da equacao de onda, nao mais fornecendo uma descricao valida do fenémeno
fisico em estudo. Yang e Mills decidiram entao trabalhar em cima desse problema. Eles esperavam
resolver esse conflito forcando a funcao de onda a ser invariante sob uma mudanca local de fase,
utilizando o seguinte procedimento: Sempre que a fase da funcao de onda muda localmente, a
derivada na equacao de onda introduz um “erro” que muda a equagao, tornando-a nao mais adequada
para a descricao fisica. Eles entao adicionavam o termo relacionado ao “erro”, mas com o sinal

contrario, de forma que os termos se cancelavam e a equagao continuava correta.

Yang e Mills adicionaram um termo extra na equagao que corrigia o “erro” introduzido ao
forcar a equacao de onda a ser invariante sob mudanca local de fase. Assim, o termo adicional era

uma fungao do espaco que tinha como funcao consertar o “erro” para todos os pontos.

Ou seja, pegamos uma equagao de onda que era coerente para descrever fendmenos fisicos e
adicionamos uma func¢ao cuja unica informacao que temos é que ela deve corrigir, em cada ponto
do espaco, o problema introduzido pela derivada do fator de fase dependente da posi¢ao, com o
intuito de forcar a equacao a obedecer uma simetria. O truque que fizemos, por construcao, permite
a nova funcao de onda, modificada por uma fase que ¢é funcao do espago, seja solugao da equacao de
onda, mas se tratar de um equacao diferente daquela satisfeita pela funcao de onda original. Se a
nova funcao de onda satisfaz uma equacao de onda diferente da original, entao deve descrever uma
situacgao fisica distinta.

Entretanto, note que, se descrevermos o campo eletromagnético por um campo vetorial g(f),
o chamado potencial vetor magnético, e uma fungdo ®(), o potencial escalar, a forma das equagoes
de Maxwell permanecem invariantes sob a transformacao

—

A(Z,t) — A(Z,t) + Ve(T, 1)

O(7,1) — B(T,t) — Dye(T,1). (2.47)

Esse incrivel fato foi explorado por Yang e Mills: O fator que deveria ser adicionado, apesar
de introduzir uma nova fun¢ao na equagao, descrevia o mesmo fenomeno fisico descrito pela equacao
original! A mudanca que deve ser feita na funcao para corrigir o erro introduzido ao forgar a equacao
de onda a se tornar invariante sob mudanca local de fase é permitida pela liberdade de escolha dessa
funcao. Para visualizar isso matematicamente, considere a funcao de onda, que obedece a equacao

de Schrodinger:

0 h?
ih %(tx) = —%V2¢(x) + V(z)(z) (2.48)
Entao, apés uma mudanca de fase local, ela fica
iha¢($> = —h—2[V2 — iqA(2)2Y(x) + [V () + h® ()] (z) (2.49)

ot 2m
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sendo 1 da(z)
O(x) = ~ o
Az) = Cllva(g;). (2.50)

Note que a equacao acima é a equacao de Schrodinger na presenca de uma campo eletromagnético
nulo, ja que

B:Vxﬁ:leva:o
q

L1

Ou seja, representa o mesmo sistema fisico descrito pela equacao de Schrodinger para uma particula

num potencial V' (x)

Essa liberdade na escolha da funcao é conhecida como liberdade de calibre (gauge freedom ).
E a partir dessa ideia que surgem as conhecidas Teorias de Calibre, que discutiremos brevemente

agora

Considere uma Lagrangeana L(¢,0,¢), a qual é invariante sob um grupo de Lie G de
transformacoes globais®. As transformacoes dos campos sao dadas por matrizes de uma representacao

deste grupo, que indicamos por S. Assim

¢’ = S¢. (2.52)

Vamos agora considerar as transformagoes locais, isto é, S = S(x). Os termos 0,¢ na Lagrangeana
sdo os responsaveis pela nao invariancia de £ sob as transformagoes dadas por S(x). De forma
equivalente ao que foi feito por Yang-Mills na equacao de Schrédinger, vamos introduzir um campo
vetorial e impor a invariancia da Lagrangeana sob as transformagoes de calibre S(z). Este campo

vetorial é introduzido trocando-se as derivadas por combinagoes da forma
D,=0,+1i9A, (2.53)

em que g é a constante de acoplamento da interagdo (no caso eletromagnético, corresponderia a
carga elétrica e). O campo vetorial introduzido depende da representagao I' da algebra de Lie do
grupo de Lie, de modo que

A= AT (2.54)
em que T sao os geradores da algebra na representacao I'. A algebra é dada por
[T T = ifeeTe (2.55)

O campo A, é dito campo de Yang-Mills.
I Ver Apéndice C
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Vejamos como o campo A, transforma-se sob transformacoes de calibre, utilizando a condigao
de invariancia
(Duo)' = S(x)Dyo. (2.56)
Para o lado esquerdo, temos

0,8 +igALd = 9,(S9) + igAlSo

= (0,9)p + S0, +igA, +igA|, S
= 8{870,9)¢ + 0u0 + igS ' A, Sp} .

Logo
) S{S71(0,8)d + 00 +igS ' A, Sb} = 80,6 + ig Al (2.57)
ou
STIALS = A, + ;aus
ou ainda

1 _
Al =SA,S + 55(8#S)S L (2.58)
Essa é a lei de transformagao para o campo de Yang-Mills sob a transformagao de calibre S(z).

Considerando uma transformagao infinitesimal
S(x) =1+ ige(z)T* (2.59)
temos

arma . e e : i e . :
AT = (1 + zgebTb)AuT (1 —ige’T?) + 5(1 +ige“T*) 0, (1 + ige! TT)(1 — ige"T™)

= AT — igAZTcede + igebTbAfLTC + ;(1 +1ige“T®) (ig(9,e T (1 — ige"T™)
= ACT® + igAS(TT° — T°T")e" — 0,e"T*
= AST® +igA,[T", T*]e" — 0, T*

Considerando que

[T, T¢] = i foe1° (2.60)
entao
AT = AST® — g f** AC T — 9,e"T*
Logo
Al = A% — g P A — 9,e (2.61)
o que implica
0A = (—=0"°0, + gf“bCAZ)eC (2.62)

Essa é a lei de transformagao de um vetor da representacao adjunta da algebra de Lie.
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Obtemos, por construcao, uma Lagrangeana invariante de calibre que automaticamente inclui
a interagao do campo ¢ com o campo de Yang-Mills Af. Como o campo de calibre é uma varidvel
dinamica da teoria, devemos acrescentar ainda um termo cinético £ ligado a dinamica de Aj; na
densidade de Lagrangeana. Este termo cinético, que envolve as derivadas de Aj, deve obedecer a
duas restrigoes: ser invariante de calibre e invariante de Lorentz. Uma forma de construirmos este

termo é fazendo uso da derivada covariante. Para isso, note-se que
[D,, D,]¢ = (0, +1igA,) (0, +igA,)d — (0, +i9A,) (0, + igA,)¢

= auau¢ + Zgau(Au¢> + ZgAua>V¢ - nguAV¢ - 81/au¢ - Zgau(Au¢) - ZgAua,u(b + QQAVAM¢
= Zg(aMAV)¢ + ZgAuau¢ + ZgA,uaV¢ - 92 [A;u Au]qb - Zg<8VAM)¢ - ZgAuaugb - ZgAuau¢
- ig(a,uAv - aVA,u)Qb - 92 [A/.M Azxkb

Pela arbitrariedade de ¢, temos
[Dy, Do) = ig(0uAnu — 0,4,) — ¢°[A, Al (2.63)
lembrando que A, = A4T* e [T* T*] = i f***T, entao
[Dy, D) = ig(0,A% — 0,A0) T — ig” AL AS f*T*

= ig { (9, A5 — 0,A) — igf*e AL AL T

=gk, T"
sendo
Fi, = 0,A) — 0,A; — igf“bCAZA,C/ (2.64)
é facil verificar que o termo
L= —iFﬁyF“W (2.65)
obedece as condigoes necessarias. A densidade de Lagrangeana total é dada por
L6, 00, A3 0uAS) = £(6, D) — - Fly ™ (2.66)

Por fim, vejamos as equagoes de movimento para o campo Af. Utilizando as equagoes de Euler-

Lagrange, temos

b
OL _ 13,0,

9Az ~ "2 A
1 mn v ma An m na
— §gfb FU (8,0 AL + AT 6,,,0m)
— lgfbaannVAn + lgfbmanunAm
2 Y2 K

1 1
— _igfachanAIC/ 4 §gfachb;mAZ
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1 1
— igfachbm?Ai + §gfachbV"Ai — gfachbmyAi‘

Além disso

b
OL 14, OF,

0(0.49) 2" 9(0.A%)

1
= S " (B0, — S008,0")

1 1
— __ faon Z fana — pane
2 + 2

Logo
O, F = g fobe v Ac. (2.67)

Por exemplo, podemos considerar o campo escalar complexo, descrito pela densidade Lagrangeana
L=08,0"0"p —m?¢ ¢ — V(¢*p). (2.68)
E evidente que L ¢ invariante sob uma transformacao global do tipo

¢ — ¢ =eo (2.69)

em que € é um parametro real e e é uma constante real, ou seja, temos uma simetria U(1). Na forma

infinitesimal, temos

0p = iepe

09" = —ieg*e. (2.70)
Consideramos agora uma transformacao local
¢ =g (2.71)

Os termos m?¢*¢ e V(¢*¢) sao obviamente invariantes, pois ¢'* = e~ () ¢* No entanto, a presenca

de termos com derivada 0, faz com que o termo cinético nao seja invariante

Para contornar este problema, vamos introduzir o campo de Yang-Mills A, através da derivada
D, =0, +1ieA,

tal que
D¢ — (D,¢) = e D,o.

A lei de transformagao para A, é dada por (2.61). Em particular, temos f®° = 0. Logo
Au(r) = Al (v) = Au(x) — Oue(). (2.72)

Note-se que uma transformacao deste tipo deixa invariante a teoria eletromagnética. Assim nada mais

natural do que identificar o campo A,, com o potencial vetor do campo eletromagnético A* = (P, A).
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Para completar, devemos obter o termo cinético responsavel pela dinamica do campo eletromagnético.

De acordo com (2.64), temos
F,., =0,A, —0,A, (2.73)
A Lagrangeana total fica

£ = Db (D) —mP66" — V(667) — 3 Fuu P (2.74)

A dinamica obtida para o campo A,,, de acordo com (2.67), é

8, " =0 (2.75)



3 Formalismo de Dirac para Sistemas Vinculados

No final do século XIX e no inicio do século XX foram realizados experimentos cujos resultados
nao podiam ser satisfatoriamente explicados utilizando a Fisica Cléassica. O espectro de radiacao de
corpo negro e o efeito fotoelétrico foram fundamentais para a busca de novas formas de descrever a
natureza, e o resultado foi o desenvolvimento da mecanica quantica. Da mesma maneira, a experiéncia
de Mickeson-Morley foi combustivel para o surgimento da teoria da relatividade especial. Embora
apresentassem ideias controversas, o sucesso dessas teorias em descrever fenomenos conhecidos e
fazer previsoes que mais tarde seriam confirmadas experimentalmente foram fundamentais para sua
aceitacao no meio cientifico. Por essa razao, acredita-se que, para fazer uma descricao adequada
dos fenomenos naturais, devemos utilizar uma formulacao quantica relativistica. A dificuldade estd
no fato que nem sempre é facil criar uma teoria quantica a partir do zero. Diversas técnicas foram
desenvolvidas para contornar esse problema. Uma delas, que abordaremos aqui, é a construcao de
uma teoria classica que, através de métodos de quantizacao, sao transformadas, como uma primeira
aproximacao, em uma teoria quantica. Existem varias maneiras de abordar essa questao, e nesse

capitulo vamos focar na quantizagdo canonica desenvolvida por Dirac[15] e Bergmann [61].

3.1 Sistemas Vinculados: Procedimento de Dirac

Vamos agora verificar a necessidade de um método especial para tratar sistemas singulares.

Seja a Lagrangeana

1
L:E{[x'y+xy]2+x2+y2}. (3.1)
A matriz Hessiana! W;; = % ¢ dada por
02L 9L 2
W= | 9#* 920y | — Yy oxy 3.9
—\oeir 9L | 2| (3.2)
9905 092 ry X
Temos que
detW = z%y* — 2%y* = 0 (3.3)

Logo, essa é uma Lagrangeana singular. As equagoes de movimento sao

wdt Yy ~xY)=1Y
iyt ag) = (3.4)
ydt SUy CCy =X .

Dividindo uma pela outra, obtemos

r_Y
Yy X

L Ver Secao 2.2
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ou

y=+x (3.5)

Substituindo no sistema de equagoes diferenciais (3.4), temos

d, . :
x%(x(j:x) + x(£1)) = £x

isto é y

ou
L6t =1 .
y==xx

Assim, a solucao geral é dada por

v=4/(2/2) +at +b
y==xx
sendo a e b constantes arbitrarias, determinadas pelas condicoes iniciais.

Vamos agora passar para o formalismo Hamiltoniano. Comegamos introduzindo os momentos

canonicamente conjugados

oL oy + 24)
=—=( T
p O Y Y)Yy
oL
invertendo a primeira expressao, obtemos

._ b 1y

T=—=—— 3.9
Z (3.9)

Substituindo na segunda expressao de (3.8), vem

xy x
ﬂ:xy<p2—y>+x2y':p
Yy Yy Yy

Logo, obtemos a relacao algébrica
T—p=0 (3.10)
Y

entre os momentos canonicamente conjugados. Vamos calcular a fungao Hamiltoniana, através da
transformacao de Legendre
H=pr+ny—L

. . 2
P xy 1L fp xy .
Yy Yy 2| \y Yy

no| 8,
OIS
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ou 2 2 2
p T Y
H— _z _Z 3.11
2y2 2 2 (3.11)
As equagoes de Hamilton sao
. OH p
rT = — = —2
P )
: 0OH
= —— =2
b ox
OH
= — = O
Y= or
0H p?
= = 3.12
0 oy Y (3.12)
Das equagoes acima, tiramos que
Yy = constante
L1
= ?x (3.13)
ou
(=5)+ e (5)
r=aexp|—— | +bexp|—
Yy Y
y = constante (3.14)

Note que o resultado é inconsistente com (3.7): A Hamiltoniana nao fornece as equagoes de movimento

corretas.

De acordo com o Apéndice D, os dois formalismos deveriam ser equivalentes. No entanto,

em algum momento nosso procedimento falhou. E possivel constatar, baseado em nosso ultimo

comentério do referido Apéndice, que o procedimento falha por que a troca de varidveis 2

qa(,]_) reduz ordem ( a’ -a) troca de varidveis (

4%, Pa)

nao ¢ bem definida, levando a inconsisténcias. Vamos ver isso agora em mais detalhes.

Como sempre, nosso ponto inicial para discussao ¢ uma agao

S:/ﬁu%® (3.15)

As equagoes de movimento do sistema sao obtidas fazendo a agao estaciondria sob variagoes 0¢"(t)

das varidveis ¢" (n=1,...,N) que se anulam nas extremidades t; e t. Essas equagoes sao dadas por

———— =0 =1,...N 3.16
dt o¢gn  Oq» " T ( )

2 ver (D.88)
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Como antes, podemos escrever como

Wyi =K, i=1,..,N (3.17)
on %L
Wi; = 94 0q" (3.18)
‘ oL L
K = Er qu (3.19)

Vemos que as aceleracoes sao univocamente determinadas em termos das posicoes e velocidades se e
somente se a matriz Hessiana W for inversivel, isso é, se
82

ioF 70 (3.20)

Por outro lado, se o determinante for zero, as aceleragoes nao serao unicamente determinadas e
a solucao das equacgoes de movimento terao funcgoes arbitrarias do tempo. Para visualizar isso,

considere {¢"(t)} como solugdo. Entao, podemos escrever

q"(t) = q"(to) + 14" (to) + t;q’"(to) + ... (3.21)

e, a partir do terceiro termo, a série fica indeterminada. Quando isso ocorre, dizemos que o sistema

é singular

O primeiro passo para passar ao formalismo Hamiltoniano é definir os momentos canonica-

mente conjugados
oL

aq"

Podemos ver diretamente que dizer que a matriz Hessiana possui determinante nulo é equivalente a

Pn = (3.22)

dizer que nem todas as velocidades podem ser escritas como fungoes das coordenadas e momenta, ja

que o determinante da matriz Jacobiana se anula:

82[4 é?pk
det—2 = — et
“Cogoagk ~ ““ag

=0 (3.23)

E importante notar que a nao inversibilidade da matriz Hessiana implica que existirao relagoes
algébricas entre as coordendas e os momenta, chamadas de vinculos. Para ver isso, seja Wy,
(a,b=1,..., Ry = rankW,;) a maior submatriz inversivel de W;;. Isso sempre pode ser arranjado
fazendo, se necessario, uma reordenagao das coordenadas. Podemos entao resolver (3.17) para Ry

velocidades ¢* em termos das coordendas ¢’, dos momenta p, e das outras velocidades ¢

= f"q,pp,¢") a,b=1,. ,Ryw;B=Rw+1,..,N (3.24)

Inserindo essa expressao em (3.22) , chegamos a uma relac¢do da forma

pi = hj(q; pa; 4°) (3.25)
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Para j =a(a =1,..., Ry), essa relagdo se reduz a uma identidade. As equagoes restantes sao

Pa = ha(Qypaa qﬁ) (326)

Mas o lado direito de (3.26) nao pode depender de velocidades ¢”, sendo ainda poderfamos expressar
mais velocidades do conjunto ¢* em termos das coordenadas, dos momenta e das outras velocidades,

o que contradiz a nossa hipotese de rankW;; = Ry . Portanto, temos relacoes da forma

¢a<Q7p) :pa_ha(Q7pa) =0 a:17"'7M:N_RW (327>

A essas relacoes, damos o nome de vinculos primarios. Eles recebem esse nome para enfatizar que as

equagoes de movimento nao sao utilizadas para obter essas relacoes.

E interessante notar que essas fungoes impoem restri¢oes no espaco de fase. Assim, os vinculos
definem uma subvariedade I'p no espago de fase de dimensao 2N — M = N + Ry, onde o sistema

evolui.

Vamos agora derivar as equagoes de Hamilton para sistemas singulares. Para esse fim,

considere a transformacao de Legendre
H,=pi' — L (3.28)

Sendo H. a Hamiltoniana canonica, vale dizer, igual aquela obtida para sistemas nao vinculados. E
facil ver que, assim como no caso nao-singular, H, depende somente de ¢ e de p;. E suficiente tomar

variacoes arbitrarias de ¢', ¢* e p;, dadas por dq'. §¢* e dp;. Logo

) ) oL .. OL _ .
Utilizando a definicao de momento canonico p; = qu“ concluimos que
) oL _ .
0H. = ¢'0p; — o 0q' (3.30)

O que implica que a funcao H, depende apenas de ¢' e de p;.

Partiremos agora para o principio de agao estacionaria, com o objetivo de obter as equagoes

de movimento, mas pelo formalismo Hamiltoniano. Assim

onde usamos integracao por partes e o fato que d¢* se anula nas extremidades. As variacoes dp; e d¢’

sao funcoes arbitrarias do tempo, e portanto a integracao sé sera nula se o integrando o for. Logo

. 9H, OH.\ . .
/- =g — =) 8¢ = 32
<q 95, ) 5pz+< P~ 5 ) 3" =0 (3.32)

Como existem M = N — Ry vinculos que relacionam os p; e os ¢*, as variacoes d¢*, dp; nao sao todas

independentes, e nao podemos dizer que os termos entre parénteses sao igual a zero. No entanto,
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como pode ser visto no Apéndice D, é possivel introduzir M = N — Ry, multiplicadores de lagrange

u” e escrever, de forma andloga a (D.62), as equagoes de movimento

s OH. o 0p,
= Ip; Ip;
—'~—ch—|—Ura¢r
Pi = g’ g’
¢r(q,p) =0 (3.33)

comi=1,...Ner=1,...M .

A primeira dessas equacoes é particularmente importante, pois ela permite recuperar as
velocidades generalizadas ¢' em termos dos momentos p; e de parametros extras u”. Assim, a

inversibilidade da transformacao de Legendre pode ser recuperada ao custo de varidveis extras:

P = gq{. S ¢ = %%: + urg%: (3.34)
u" =u"(q,p) ér(q,p) =0

Voltamos agora as equagoes de Hamilton. Podemos escrever as equacgoes de movimento de
forma mais compacta com auxilio dos parénteses de Poisson, introduzidos no Apéndice D. Elas sao

dadas por
¢ ={dq, He} +u {q' &}

E, de forma mais geral, a evolucao temporal de uma quantidade arbitraria, que seja funcao de q e p,

pode ser escrita como

. Og .. O0g. dg OH, .09 09,  O0g OH., . 0g 0o,

9= 59 + Di = 7 +u ‘ — ~ — U 4
¢~ Op; 9q' Op; dq' Op;  Opi Oq' Ip; 9q'

_ (99 0H. 09 0H, L dg 0¢, g 0,
- \90q¢' dp;  Op; Og dqt dp;  Op; Oq'

ou

g=1{g, He} +u"{g, ¢} (3.36)

Antes de prosseguirmos, é importante fazermos um comentario a respeito de calculos envol-
vendo os vinculos. Nas expressoes (3.35) e (3.36), vimos que, para obter a evolugao temporal de
variaveis dinamicas, precisamos calcular os parénteses de Poisson, definidos em (D.37), de vinculos
com outras quantidades. No entanto, de acordo com (3.27), os vinculos sdo quantidades nulas, e o
calculo do parénteses de Poisson dos vinculos com qualquer funcao deveria ser zero. Essa confusao

ocorre porque o vinculo, embora seja numericamente igual a zero, nao é identicamente nulo em todo
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o espaco de fase. Para evitar esse tipo de confusao, é constume introduzir a notacao “igualdade fraca”
~ para quantidades que se anulam somente na subvariedade definida pelos vinculos. Isso siginifica,
em termos praticos, que calcularemos os parénteses de Poisson dos vinculos antes de iguala-los a

zZero.

Tendo discutido esse fato, podemos escrever a evolugao temporal das fungoes dinamicas de

uma forma ainda mais compacta. Temos que

g=1g,H}+u {g, ¢} = {g, He} +u" {g,0:} + ¢ {g,u"}

e, pela regra do produto, escrevemos
g~{g, H.+u"¢.} (3.37)
O termo H. + u"¢, recebe o nome de Hamiltoniana total Hy. Assim, escrevemos

g~{g, Hr} (3.38)

com Hr = H. + u"¢,. E importante notar que conseguimos escrever a evolucao temporal de forma
semelhante a escrita para sistemas nao singulares. Isso mostra que a Hamiltoniana que corresponde

a Lagrangeana singular L é na verdade Hr, e nao H.,

Para que tenhamos uma teoria consistente, devemos impor que os vinculos sejam preservados
em todos os tempos. Com isso, garantimos que o sistema sempre permanecera na subvariedade fisica.

Assim, devemos impor que a derivada dos vinculos primérios seja zero. Em férmulas, temos

br = {bp, H} + 0 {br, s} =0 7 =1,.... M (3.39)
Para cada uma das M equagoes, trés casos podem ocorrer:
Caso 1: Encontramos 0 = 0, isto é, a equacao é identicamente satisfeita. Se assim for, nao obteremos
nenhuma informacao nova
Caso 2: Encontramos uma equacao que independe dos u’s, envolvendo apenas as coordenadas ¢'s e

os momenta p's, isto é, encontramos um vinculo

xw(q,p) =0 (3.40)

Esses diferem dos vinculos primarios pelo fato de terem sido determinados fazendo uso das equagoes
de movimento, enquanto que os vinculos primarios sao uma consequéncia apenas da definicao dos
momentos

Caso 3: Encontramos restricoes nos u's

Seja K’ o nimero de novos vinculos independentes encontrados, que chamaremos de vinculos
secundérios. O conjunto de todos os vinculos (primaérios e secundérios) define uma nova subvariedade
I de dimensao 2N — M — K'. A condicao de consisténcia da teoria impde que esses vinculos também

satisfacam a condicao

Xk/(Q’p) = {Xk’v HC} + u’ {Xk’a ¢S} ~ 0 k/ = 17 XD K/ (341)
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Devemos entao ver em que caso estamos. Se for o segundo caso, repetiremos o processo até encontrar
todos os vinculos da teoria. O resultado final serd que ficaremos com um certo niimero de vinculos
secundarios K que, junto com os M vinculos primarios, define uma subvariedade I' de dimensao

2N — M — K. Teremos entao o seguinte sistema de equacoes lineares nos multiplicadores de Lagrange

{pr, H} + 0’ {D, 05} =0 r=1,.... M

{Xk7 Hc} + u® {Xk7¢s} ~0 k= 17 s K (342)

A solugao desse sistema linear sempre existe (caso contrério estarfamos trabalhando com uma Lagran-
geana inconsistente). Vamos agora escrever uma solugao explicita para esse sistema. Primeiramente,
vamos introduzir uma defini¢ao:

Definigao: Seja g uma variavel dinamica, funcao dos ¢'s e dos p’s. Chamamos g de funcao de

primeira classe se possui parénteses de Poisson fracamente nulos com todos os vinculos:

{9,0:} =0 r=1,... M

{g,xi}~0 k=1, K (3.43)

Caso contrario, a chamaremos de funcao de segunda classe. Naturalmente, chamaremos de vinculos
de primeira classe os vinculos cujo parénteses de Poisson com todos os outros vinculos sao fracamente
nulos. Os outros vinculos, aqueles que possuem pelo menos um parénteses de Poisson com outro

vinculo nao nulo sao de segunda classe.

Como exemplo, podemos mostrar que a Hamiltoniana total Hr é uma funcao de primeira

classe. Para ver isso, note que

{05, Hr} = {05, He + u" ¢, } = {¢s, He} +u" {95, 0} = 0

{Xka HT} = {Xk7Hc + UT¢T} ~ {X’m Hc} + u” {Xka Qbr} ~ 0 (344)

Antes de prosseguirmos, gostaria de apresentar dois teoremas que serao importantes no desenvolvi-

mento da teoria:
Teorema 1: Se uma funcao GG do espaco de fase se anula na superficie definida pelo vinculos,
entao ela ¢ uma combinagao linear dos vinculos, isto é:

G(q,p) =0|r— G=U"¢, + V"x; (3.45)

Demonstracao: A demonstracao é baseada no fato de que sempre podemos escolher os vinculos
independentes ¢; = (¢, ¢x) como as primeiras M + K coordenadas y; no espaco de fase reduzido
2]

(Y) Ta)
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j=1,..M+K

a=M+K+1,..,2N — (M + K) (3.46)
Nesse sistema de coordenadas, temos G(0,x) = 0, ja que
1 1
Gly.2) = [ LG .w)dt =y, [ Gty )it (3.47)
0 0
onde a notacao F” significa derivada da forma da funcao. Assim
G =g ¢

com

, 1
g = / G'(ty, x)dt
0
Com o uso desse teorema, segue diretamente que, se F' é uma funcao de primeira classe, entao

{F,¢p} =Ulgr + Vﬁxk r'=1,...,.M

{Foxit=Ulo,+Vixi K¥=1,.. K (3.48)

Teorema 2: Sejam F' e G duas fungoes de primeira classe. Entdo {F,G} também é de
primeira classe.

Demonstracao: Considere a identidade de Jacobi
{HF.G} ov) +{G, on}, F} +{{0r, F}, G} = 0 (3.49)
Como F' e GG sao de primeira classe, vem
{F.GY. o0} + {Und, + Vixe, F} + {Un6, + Vixe, G} = 0 (3.50)
Utilizando a regra do produto, temos
{F, G}, 60} + Ul {&r, F} + Vi {x, F} + UL {r, G+ VE {xi, G} = 0 (3.51)
Finalmente, como F' e G sao de primeira classe, temos
{{F,G},p.} =0 (3.52)
A demonstragao da segunda parte, referente ao caso
{F.G} xwt =0 (3.53)

¢é andaloga.
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A distingao entre vinculos primaérios e secundarios nao sera importante para a construcao
da teoria. No entanto, a classificacao dos vinculos como fungoes de primeira e segunda classe tera
consequencias fisicas importantes para o formalismo. Assim, fazemos a decomposicao dos vinculos

em primeira e segunda classe:

¢r:(¢a17¢a1)7 a1:17"'7pl 041:1,---,51

Xk = <¢a27¢a2>7 Ao = 17 ”~7P2 Qg = 17 ~'-7SQ (354)

Os indices latinos a,a’, b, V', ... serao assinalados para os vinculos de primeira classe, enquanto que
os indices gregos «, o, 3, ', ... denominarao os vinculos de segunda classe. Os niimeros nos indices
especificam se eles sao primérios (1) ou secundarios (2). Com essa decomposigao, 0 nosso sistema

linear (3.42) toma a forma
{gbau Hc} + nbl {gbau ¢b1} + k™ {¢a17 ¢Oé1} ~0, am=1..,1~

{(bal?HC} + 77(“ {¢a17 (bal} + l‘fﬁl {¢0417¢ﬁ1} ~0, oa=1,.. S1
{Gazs He} + 1" {ay, $p } + 5 {uy, Gar } = 0,

<

2:1,...,P2

{¢627HC}+77b1 {¢627¢b1}+/€a1 {¢527¢a1} %07 62 = 17"'752 (3‘55>

em que decompusemos os multiplicadores de Lagrange u® = (n*, k*). Como os vinculos de primeira

classe possuem parénteses de Poisson nulos com todos os outros vinculos, ficamos com
{(bal?HC} %0, a; = 1,...,P1

{¢a27Hc} ~ 07 Qa9 = 1, ...,PQ

{¢C¥]7HC}+H61 {¢a17¢61}207 Oél ~ 17"‘751

{¢527 Hc} + K™ {¢527 ¢a1} ~ 0, 52 =1,.., S (356)

A primeira coisa que notamos é que os multiplicadores de Lagrange associados aos vinculos
de primeira classe desaparecem, isto é, permanecem indeterminados. Mais adiante veremos que
esse fato possui um significado fisico importante, relacionado a teoria de calibre. Por hora, com
objetivo de distinguir mais facilmente as duas classes de vinculos, denominaremos todos os vinculos
de primeira classe por

Ym = (¢a1,¢a2), mzl,...,P:P1+P2 (357)

e vinculos de segunda classe por

&= (Payy Pan)y p=1,..,8=51+5; (3.58)
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Nessa nova nomeclatura, escrevemos as equagoes de uma maneira mais compacta

{Ym,H:} =0, m=1,...P

{€, H} + 5 {€u, o} =0, p=1,..,8 (3.59)

Para encontrar a solugao desse sistema (achar os k'), introduzimos a matriz S x S que

consiste nos parénteses de Poisson de todos os vinculos de segunda classe:

{¢a17 ¢ﬁ1}51x51 {(bozm ¢a2}51 ><Sg>
{¢a27 ¢o¢1}52><51 {¢52> ¢Oé2}5‘2><52

de forma que podemos escrever a equagao como

A = ({&u &0}) = (

{6 Het + £ Apa, = 0 (3.60)

Antes de prosseguir, vamos provar duas proposicoes:
Proposicao 1: A matriz A = (A,,) é nao singular.

Demonstragao: Suponhamos que detA = 0. Entao podemos encontrar uma solucao X para

o sistema

AN =0 (3.61)
Com isso, temos

0= {5;17511} A= {glm )‘Vfu} (3'62)

Isso implica que A”§, ou §, ¢ um vinculo de primeira classe, o que é uma contradigao, pela definigao

da matriz A

Proposicao 2: A matriz A = (A,,) possui dimensao par; equivalentemente, o nimero de

vinculos secundarios é sempre par

Demonstragao: A demonstracao que faremos aqui serve, de fato, para qualquer matriz

antissimétrica inversivel. Temos:

detA = det (—AT) = (=1)*detA (3.63)

Se o ntmero de vinculos secundérios S é impar, entao detA = 0, o que é uma contradicao

com a proposicao 1

Podemos entao encontrar sua inversa, que denotaremos por A*. Usando-a na equagao (3.60),

temos

A Het + KM A Ay, = 0 (3.64)

mas, por definicao
AN, = 0Oy, (3.65)
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Assim, para v = aq, temos

KO A —AMH (€, HLY (3.66)

€ para vV = aq, temos

A% [e H} A0 (3.67)

Podemos agora escrever a Hamiltoniana total Hr como
Hr ~ He + 6% ¢oy + 0" Ga, & He — A" {E,, He} Gy + 1" G (3.68)
e com auxilio de (3.67), escrevemos
Hp~H,— A" {{,, H.} ¢, + 0" ¢y, . (3.69)

Podemos também inserir esses multiplicadores de Lagrange, agora determinados, nas equacoes de

movimento, e encontramos

g={g, H} + 1" {9, 00, } + £ {9, ba, }

~{g, He} + 0" {9, ba,} — {9, Gas } AV {&,, He} (3.70)

ou, escrevendo de forma mais simétrica, com auxilio de (3.67),temos
g~{9,He} —{9, 0} A" {&, He} + 1" {9, bar } - (3.71)

Em resumo: vimos que é possivel determinar somente os u's associados com vinculos
primarios de segunda classe. A existéncia de vinculos de primeira classe implica na presenca de
funcoes arbitrarias do tempo, ja que nao é possivel determinar os n®'. Discutiremos o significado
fisico disso mais a frente, embora seja possivel ver que implica em mais de um conjunto de varidaveis

canonicas correspondentes a um dado estado fisico.
Agora, introduziremos uma nova operagao {, } p que toma duas fun¢oes na subvariedade I
do espaco de fase definida pelos vinculos e transforma e outra funcao de I

{},:TxC =T

tal que
{F.Gyp ={FG} —{F &} A" {&, G} (3.72)

Esses novos parénteses, chamados parénteses de Dirac, apresentam as seguintes propriedades:
i) Antissimetria

{F’ G}D - {G7 F}D (373)

ii) Regra do Produto
{F,GH}, ={F,G}, H+G{F,H},
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iii) Identidade de Jacobi

HF.Gyp HYp + {{G, H}p, Fyp + {{H, F}p, Gl (3.75)

iv) Linearidade
{cF+ H,G}, =c{F,G},+{H, G},

{F,cG+H},=c{F,G},+{F, H}, (3.76)

v) O parénteses de Dirac entre uma varidvel dinamica F' e um vinculo de segunda classe é sempre

ZEero
{F.&}p=0 (3.77)

vi) O parénteses de Dirac entre uma variavel dinamica F' e um vinculo de primeira classe é igual ao

parénteses de Poisson entre elas
{F, ym}p = {Fm} (3.78)

vii) Para I’ e G varidveis de primeira classe e R uma varidvel dinamica arbitréria,

A demonstracao das propriedades acima, com excecao da identidade de Jacobi, é bem simples e
direta. Basta usar a definicao dos parénteses de Dirac e as propriedades dos parénteses de Poisson
para verificd-las. Em particular, a propriedade (v) serd muito importante quando discutirmos o

processo de quantizacao. Por isso, fazemos sua demonstragao aqui:
{F.6}p = {F.6} —{F.6} A" {6,6) (3.80)
Lembramos que A,, = {£,,& } e que A* é sua inversa, isso é,
A A =5

Logo
{F7 gu}D = {Fv gu} - {F7 fu} 6Z =0 (381)

Isso implica que todos os vinculos de segunda classe pode ser igualados a zero fortemente
(s@o, a partir de agora, identicamente nulos em todo o espago de fase). Utilizando essa nova operagcao,

podemos escrever a evolugao temporal de uma variavel dinamica por

g~{g,H}p+n1"{9,ba}- (3.82)
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Figura 1 — Orbitas de Calibre

3.2 Geradores de Transformagao de Calibre

Na secao anterior, vimos que as equagoes de movimento para sistemas com vinculos de
primeira classe apresentam funcoes arbitrarias do tempo em suas solugoes, representadas por meio
da existéncia dos parametros indeterminados n* na equagao (3.82). Isso implica que as condigoes
iniciais nao determinam univocamente as variaveis dinamicas em tempos futuros. Dado o estado
inicia f(q(0),p(0)) = f(tp) compativel com os vinculos, o estado fisico do sistema no instante ¢ é
representado pela classe de equivaléncia das trajetorias { f(q(t),p(t)) = f(to + 0t)} que sé diferem
entre si na escolha dos coeficientes {1}, como pode ser visto na fig 3.1. Chamaremos essas trajetérias

no espaco definido pelos vinculos de primeira classe de trajetérias de calibre.

Como essa arbitrariedade nao pode ter nenhum significado fisico, devem existir transformacoes
que transmudem entre as diferentes evolugoes de uma funcao no espago de fase, de forma a nao
afetar os observaveis. Discutiremos nessa secao como essas transformacgoes se relacionam com os

vinculos. Além disso, discutiremos quais dessas transformagoes deixam a acao invariante.

No capitulo 2, apresentamos um algoritmo que tinha como objetivo revelar as transformacoes
que mantinham a acao invariante. Mencionamos que era interessante trabalhar no formalismo

Lagrangeano pois tinha a vantagem de encontrar essas transformacgoes sem estudar outros aspectos
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da teoria. No entanto, se estivermos interessados em estudar outras caracteristicas do sistema, como
sua formulacao quantica, somos levados a trabalhar em outros formalismos, como o Hamiltoniano
ou o Simplético. Por isso, é interessante sabermos também como encontrar as transformacgoes de

simetria nesses formalismos.

Considere uma fungao f(q(t),p(t)) definida no espago de fase, que denotaremos aqui simples-
mente por f(t). Seja conhecido seu valor em ¢y, e queremos encontrar seu valor em um instante

t =ty + dt, sendo dt infinitesimal. Logo
f(to+ 6t) = f(to) + f(to)dt + O[(6)*] (3.83)

Lembrando que a evolucao temporal de uma funcao é dada por seus parénteses de Dirac com a

Hamiltoniana total, temos

f(to+0t) = f(to) + {f, He}p 0t + 0™ {f, ¢a, } Ot (3.84)

Para uma escolha distinta de parametros 7%, segue que

f(to+6t) = f(to) +{f, He} p 0t + 7" {f, ¢a, } 01 (3.85)

A diferenca 0 f entre os dois resultados é, em primeira ordem, dada por

0f =0p" {f, bar} (3.86)

sendo dp™ = dt(n™ —n™) um parametro arbitréario, j& que n® e % sdo arbitrarios. Se considerarmos
as coordenadas, temos
o = e {q', bu, } (3.87)

Se compararmos com a expressao (C.28)
07=1)_ €(Gaq),
a

obtida no Apéndice C, vemos que a agao da matriz iG, em ¢ equivale a a¢ao de {, ¢, } nas coordenadas,
ou seja, os vinculos de primeira classe sao, num certo sentido, os geradores de transformagao de
calibre. Devido a arbitrariedade dos parametros, esperamos que cada vinculo primario de primeira

classe seja, individualmente, um gerador de transformacao de calibre.

Um ponto importante a ser notado é que os observaveis devem ser invariantes sob uma
transformagao entre duas érbitas de calibre, ou seja, devemos ter para todo observéavel O(q,p) a
seguinte relacao

{0,¢4,} =0 VYau

No entanto, a transformagao (3.87) néo é a unica que relaciona as 6rbitas de calibre. Para ver isso,

considere duas transformagcoes infinitesimais consecutivas:

Py, ldy,

f N f”
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=1+ {f dn}
F' =T+ 0" {f o0} + " + 0" {f, Gar} s 0, }

= f +pb1 {f7 ¢b1} + e {f7 ¢b1} + Eblpal {{fa ¢a1}’¢b1}

Podemos realizar as mesmas transformacoes, s que agora na ordem oposta:

b1 ~ pol
€ by 1l P d)al
» f

f ]E//

e temos

=7+ {F on}

=+ {f.ont+p" {f. o0} + e p" {{f, bar}, b0}

A diferenca 6 f = f” — f” é dada, em primeira ordem, por

5f = 2pa1€bl {f’ {(bala ¢b1}}
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(3.88)

(3.89)

(3.90)

Como os p™ e €” sdo parametros arbitrarios, entdo 2p* e também é arbitrario. Assim, temos que

{®a,, p, } também sao geradores de transformacoes de calibre.

Por fim, considere uma variavel dinamica f. Primeiramente, realizamos uma transformacao

de calibre e em seguida evoluimos o sistema com Hrp.
S8 S22 ) 25 p e+ o)
Temos
St +6t) = ['(1) + 8t {f'(t), Hr} , + O[(61)?]
= F(1) + € {F(5), du, } + 0 {F() + € {f (D), 60}, Hrbp
h S+ 61) = F(1) + € {F (), 60} + 0t {f, Hrbpp + €5t { (1), 6w} Hr)

Agora podemos realizar as mesmas operacoes, mas na ordem reversa:
Hrp ay gy
f(t) — f(t+dt) —— f'(t + ot)

Logo
[t +0t) = f(t+0)+ e {f(t+6t), ba,}

= f(t) +5t{f’ HT}D +Ea1 {f(t) +5t{f7 HT}7¢Q1}

Fi(t+0t) = f(t) + 6t {f, Hr}p + € {f(t), a, } + €6t {{f, Hr} , fay }

(3.91)

(3.92)

(3.93)

(3.94)
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A diferenca deve ser uma transformacao de calibre. Assim

5f - €a15t[{{fa HT} ) ¢a1} - {{fa ¢a1} ) HT}]
= " 0t[—{¢a, {f. Hr}} + {Hr, {f, dai }}]

= 2¢"ot {f7 {¢a1a HT}} (395)

Temos entao que {¢,,, Hr} também é gerador de transformacoes de calibre. Mas de acordo com os
teoremas 1 e 2 da pag. 24, temos que, como ¢,, € Hr sao fungoes de primeira classe, os parénteses
de Poisson {¢q,, ¢, } € {¢a,, Hr} podem ser escritos como uma combinagao linear dos vinculos de
primeira classe (Teorema 1 garante que podemos expressar como uma combinagao linear dos vinculos,

e o Teorema 2 garante que somente vinculos de primeira classe aparece). Logo

{¢a17 ¢b1} = U$b17m

{¢a1 ) HT} = ‘/arlnﬁ)/m (396)

Como todos os vinculos de primeira classe aparecem no lado direito de (3.96) (e nao apenas vinculos
primérios de primeira classe), é possivel que alguns (ou todos) dos vinculos secunddrios de primeira
classe também sejam geradores de transformacoes de calibre. Esse fato levou Dirac a especular que
devemos considerar que TODOS os vinculos de primeira classe sao geradores de transformacoes de
calibre. Essa especula¢ao, conhecida como Conjectura de Dirac, foi alvo de muitos estudos ao
longo dos anos e ainda é alvo de algumas controversias. E possivel encontrar nos livros exemplos em
que a conjectura de Dirac parece falhar[2]. Para discutir esse assunto, é necessario um estudo da
geometria simplética da mecanica classica e por isso adiamos essa discusao para o préximo capitulo,
que trata do formalismo simplético. Por hora, apenas diremos que, de fato, todos os vinculos de
primeira classe podem ser considerados geradores de transformacoes de calibre e utilizaremos esse

fato daqui por diante.

A partir de agora, vamos procurar as transformacoes de calibre que mantém a acao invariante.
Veremos que essa imposicao implica numa dependéncia entre os parametros da transformacao, e
obteremos uma forma explicita para essa dependéncia. Também sera necessario, em alguns casos,

alterar os multiplicadores de Lagrange n** por uma quantidade que também obteremos.

Considere a acao

S = / dt (¢'p; — Hr) (3.97)
sendo
Hr = H. 4+ K% ¢a, + 1" Py, (3.98)
e kM = —A“{¢, H .}, embora aqui os chamaremos simplesmente de x*'. Para uma variacao
arbitraria

pi — Di + 0p;
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¢ = q +q" (3.99)
temos

58 = / dat (5 (¢'p:) — 6Hr) (3.100)

Vamos tratar cada uma das variagoes separadamente. Para o primeiro termo, vem:

) (q pz) = pzjt5q + 0p; Cig: 7 (pzéq ) + 0pig’ — pidq’ (3.101)

Em particular, para transformagoes de calibre da forma

6q' = €™ {qi, ’ym} = em%

Ipi
Y
opi = €"{pi,Ym} = _Gmc;qi (3.102)
a variagdo acima toma a forma
y d m OYm dVm
5 t ) — . om>2/m
<qu) dt ( i 6pl-> < at
d OV )
-2 = Moy 3.103
dt( [apl ’YDJFG”Y (3.103)
Considere agora a variagao em Hrp
0Hpr = 0H. + 1" 0¢q, + 0N oy + 0K Poy + K100,
=" {He, Y} + €™ {bay, Y} + K€" {bars Ym} + 0N Gay + 0K Py (3.104)

Note que, como 7,, sao vinculos de primeira classe, os parénteses de Poisson deles com quaisquer
vinculos se anulam fracamente, de forma que{¢,,, ¥} = {®as, Ym} = 0. Além disso, de acordo com
(3.44), {H.,¥m} = 0. Mas pelo teorema 1 da pag 25, temos

{H677m} - A?)’qubal + Bgnlgbal + sz(baz + Dg,f(b@

{¢041,’Ym} Agllmasﬁl Bgim¢a1 Cgfm¢012 Dgim¢a2

{barm} = AGlm®ar + Baln®, + Calbay + Di2bay (3.105)

sendo A B,C e D coeficientes que definem a combinacgao. Inserindo esses resultados na expressao da

variagao da agio (3.100), temos®:

5S — /dt{ éal _em |:lel + nblBgllm + EﬁlBﬁﬂn} a1> Gy + <€-a2 —m {Dﬁf + ﬁle?fm + KﬁlDﬂlm}) ¢a2

= (e [AR 0" AT, KT AG| 0K ) oy — € (O 4" Oty + KOS 00}
(3.106)

Assumimos que os termos de contorno que surge devido a derivada total ndao contribui, isso é, que os €™
se anulam nas bordas

3
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Requerendo que 05 = 0, somos levados ao conjunto de equagoes

oy = e — ™ [Ba + ¥ By, + kP B
¢ = e | D@2 4+ g Dy2, + D |
em |Agt + P AGL, + KPUAGL | 4 0k =0
e [Cor 4 Cp2, + K CE2,] =0

(3.107)

A primeira equacao determina as modificagoes que precisamos fazer nos parametros arbitrarios da
teoria de forma que a variacao das coordenadas mantenha a acao invariante. A segunda expressa
os parametros da transformacao correspondentes aos vinculos secundarios de primeira classe em
funcao dos parametros de transformacao dos vinculos primarios de primeira classe. As duas ultimas

determinam mais condi¢oes nos parametros de transformacao.

Para exemplificar, considere um sistema que possua somente vinculos de primeira classe.

Nesse caso, todos os termos com indices gregos somem, e ficamos com

o't = é = e [ Bt By (3.108)
£a2 [Dag + nbl Dblm} .

Podemos observar, nesse caso, que todos os parametros de transformacao associados aos vinculos

primarios de primeira classe €' sao arbitrarios.

3.3 Quantizacao Canonica de Sistemas Vinculados

Agora vamos discutir o processo de quantizacao de sistemas vinculados. A primeira coisa é
mostrar que quando existem vinculos na teoria, é necessario um tratamento especial na passagem do

mundo classico para o quantico.

Para esses fins, suponha a existéncia de um vinculo na teoria dado por

¢(g;p) =0 (3.109)

De acordo com a prescrigao de Dirac, (D.46), ao passar para a teoria quantica, devemos substituir o

vinculo pelo operador nulo

¢(¢,p) =0 = 6(g,p,) =0 (3.110)
Dai segue que
(4,0 = Ap— pA = A0-04=0 (3.111)
Por outro lado,
A, 9] =in{A, ¢} (3.112)

e, quando calculamos o comutador utilizando (3.111) ele sempre se anula. Os parénteses de Poisson

do lado direito de (3.112) ndo ¢ necessariamente nulo. Isso leva a uma inconsisténcia
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Exemplo: Particula relativistica

Considere a particula relativistica. Ela possui o vinculo*
pup —m* =0 (3.113)

sendo p, momento canonicamente conjugado de x,. Tomando o parénteses de Poisson deste vinculo

com, por exemplo, a coordenada x,, temos
{Tpop” = m*} = {2, 0"}

= {mu?pu}pu +p” {:Cuapl/}

= 0,py + Nup” (3.114)

ou seja
{xu,p2 — mQ} =2p, #0 (3.115)

Foi Dirac quem descobriu a forma adequada de lidar com o problema. Como ja mostramos,
os parénteses de Dirac de uma variavel dinamica com qualquer vinculo de segunda classe é sempre
igual a zero, de forma que a inconsisténcia pode ser removida para sistemas de segunda classe: para
sistemas que possuem somente vinculos de segunda classe, a evolucao temporal de uma quantidade
9(q,p) é dada por

§=1{9,Hlp (3.116)

Nesse caso, em vez de mapearmos o parénteses de Poisson nos comutadores, a escolha correta é

mapear o parénteses de Dirac nos comutadores, através da relacao
A, B] = ih{A, B}, (3.117)

Como {F,€,},, =0, o problema da inconsisténcia desaparece.

Agora, precisamos tratar de sistemas que também apresentam vinculos de primeira classe.
Quando isso ocorre, a evolu¢ao nao toma a forma elegante que aparece em (3.116). De fato, a

evolucao temporal é dada por
g = {gv HC}D + 77a1 {97 ¢CL1}

Estudaremos agora um procedimento para modificar essa estrutura, de forma que obtenhamos,
ao final do procedimento, uma evolucao temporal semelhante a (3.116). A ideia bésica é transformar
um sistema misto (que apresenta vinculos de primeira e de segunda classe) em um sistema de segunda

classe. Vejamos como isso pode ser feito e discutiremos as vantagens e desvantagens do processo.

Como ja vimos, a presenga de coeficientes u's ndo determinados (e consequentemente, a razao

pela qual a evolugao temporal toma a forma (3.82)) é devido a existéncia de vinculos de primeira

4 Para mais detalhes, veja Apéndice E
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classe. Essa indeterminacao é um reflexo da existéncia de variaveis redundantes na teoria, isto é,
tem-se mais varidveis que o numero de graus de liberdade do sistema. Uma maneira de eliminar
essas variaveis redundantes consiste na introducao de condi¢oes complementares sobre as variaveis

dinamicas, denominadas de condigoes de calibre.

As condigoes de calibre devem ser introduzidas na teoria de tal maneira que, ao serem
levadas em conta, fique estabelecido uma correspondéncia entre os estados fisicos e o conjunto
de valores daquelas varidveis canonicas que ficam independentes®. O objetivo das condicoes de
calibre é, portanto, a de remover os elementos arbitrarios da teoria que nao afetam as propriedades
observaveis do sistema, ja que um observavel nao pode depender da escolha aleatéria de parametros

indeterminados

Pelo que vimos, um sistema que apresenta apenas vinculos de segunda classe nao tem
arbitrariedade, e o formalismo que desenvolvemos ¢é tal que os vinculos ficam respeitados, isto é, ja
sao levados em conta pelo uso do parénteses de Dirac. Disto sai a ideia de quebrar a arbitrariedade:
podemos introduzir condigoes de calibre de tal modo que o conjunto total de vinculos (condigoes de
calibre + vinculos de primeira classe) seja de segunda classe, através de um procedimento denominado
fixacao de calibre. Isto é a esséncia da ideia mas, é claro, alguns critérios devem ser obedecidos,

COImo veremos agora.

Um conjunto satisfatorio de condigoes de calibre

Qulg,p) =0 a=1,...,.G (3.118)

deve satisfazer as seguintes condigoes:

i) As condigoes de calibre devem ser atingiveis no sentido de que, dado um conjunto de varidveis
canonicas que nao satisfazem (3.118), deve existir uma transformacao de calibre que leve em um
outro conjunto que satisfaga aquelas condigoes. Esta transformagao deve ser obtida por intermédio

das transformagoes infinitesimais geradas pelos vinculos de primeira classe, isto é, da forma

6q' =™ {q',m}

6pi = €" {pi, Y} (3.119)

Esta condicao garante que (3.118) nao afeta as propriedades observaveis do sistema (que sao
invariantes de calibre). O nimero de parametros independentes €™ é igual ao nimero de vinculos de
primeira classe e o nimero de condigoes de calibre nao pode ser maior que o nimero destes vinculos

ii) As condigoes de calibre devem remover a liberdade de calibre do sistema no sentido que, uma vez

5  Existem outros métodos que nio introduzem vinculos adicionais, mas no trabalharemos com eles aqui
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impostos sobre um dado conjunto de variavies canonicas, nenhum outro conjunto obtido por uma

transformacao de calibre satisfaga aquelas condigoes. Isso significa que as equagoes

0 =€"{Qa,Ym} =0 a=1,...,G (3.120)

devem implicar em €™ = 0, o que s6 é possivel se

det({Qa, Ym}) #0 (3.121)

de modo que o numero de condicoes de calibre deve ser igual ao numero de vinculos de primeira
classe

iii) As condigoes de calibre devem ser preservadas pela evolucao dinamica do sistema. Uma vez dadas
as condigoes (3.118) sobre uma hipersuperficie ¢ =constante, em particular sobre a hipersuperficie
inicial, a evolugao do sistema deve garantir que elas serao véalidas sobre qualquer outra hipersuperficie.
iv) Para os sistemas relativisticos, em particular, as condigoes de calibre ndo devem destruir a

invariancia de Poincaré da teoria.

No caso geral, depois de impostas as condigoes de calibre, tem-se um conjunto de vinculos
de primeira classe ,,, um conjunto de vinculos de segunda classe &, e um conjunto de vinculos de
calibre Q,. Devemos mostrar que o conjunto de todos os vinculos (7, &, a) € de segunda classe.
Para isto € suficiente demonstrar que a matriz cujos elementos sao os colchetes de Poisson de todos

os vinculos tem determinante diferente de zero. Este determinante pode ser escrito em blocos:

{f/ugv} {fw%n} {gana} {@nfv} 0 {Sana}
{'Vmagu} {’7m77n} {'7m7Qoa} = 0 0 {’VmaQoz} :det({fuafu})[det<{7maQa})]27£0

{Qaagu} {Qa,’}/m} {QmQﬁ} {Qav&/} {erym} {QOHQB}
(3.122)

Consequentemente, apés implementar um conjunto completo de condigoes de calibre, ficamos

com um sistema com vinculos de segunda classe.

Escolhidos os vinculos de calibre satisfazendo as condigoes dadas anteriormente, devemos
usar os colchetes de Dirac e, desta forma, teremos uma teoria efetivamente livre de vinculos, no
sentido que todos podem ser tratados como identidades que expressam algumas variaveis dinamicas

em termos de outras.

3.4 Contagem do Numero de Graus de Liberdade

Como ja sabemos, em uma teoria possuindo apenas vinculos de segunda classe nao aparecem
fungoes arbitrarias. Logo, um conjunto de variaveis que satisfaz as equagoes de vinculo determinam
um e somente um estado fisico. Além disso, apds uma fixacao de calibre, temos somente vinculos de

segunda classe, de forma que a contagem ¢é dada da seguinte maneira:
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2x {Nuimero de graus de liberdade} = { Numero de varidveis independentes}

= {Nudmero total de varidveis canénicas} — {Nudmero de vinculos de segunda classe

—{ Ndmero de vinculos de primeira classe} — { Numero de condicoes de calibre}

Como o numero de condigoes de calibre é igual ao numéro de vinculos de primeira classe, te-

mos finalmente

2x {Numero de graus de liberdade} = { Numero total de varidveis canénicas} — { Nu-

mero de vinculos de segunda classe} —2x {Nuimero de vinculos de primeira classe}

Como o nimero de vinculos de segunda classe é sempre par®, vemos que o ntimero de varié-
veis canonicas independentes é também par. Na secao 3.5, quando contarmos o niimero de graus de
liberdade do campo eletromagnético e do campo de Proca, faremos algumas consideragoes sobre o

significado dos graus de liberdade na teoria de campos

3.5 Exemplos e Aplicacoes

3.5.1 - Considere a Lagrangeana

o1, 1 1, Y
Lig,d) = 5#" + iy + (e —y)* = 5@ +dy + o —ay+ 7.

Essa Lagrangeana ¢é invariante sob as transformacoes
oxr=€¢, dy=€—¢

Vamos ver como essa invariancia se manifesta no formalismo de Dirac. Os momentos canonicamente

conjugados sao

px:£:$+y

P, = gg —0 (3.123)

Encontramos o vinculo primario
$1=p, =0 (3.124)

A Hamiltoniana canonica é dada por

Hc :pwft"f‘pyy_l/

1 .1'2 y2

_ _ = _ 2 _ oz g
= pe(Ps — ¥) 2<px Y) = (P — Y)Y 5 Ty =3

Existem algumas excec¢oes, como o boson quiral, que possui apenas 1 vinculo de segunda classe, mas
nao entraremos em detalhes aqui

6



2 2 2 2
2 _ Dz _y 2 _ U _y
=Pz — YPz 2+ypx 9 Yz + Y 2—1-333/ 9
2 2
D T
H, =2 —yp, — —
9 yp 2+33Z/
E a Hamiltoniana total é
2 2
Dz x
HTZE_ypx_?"i_xy_'_)‘py

Além disso, temos os parénteses de Poisson canonicos

{xapm} - {y,py} - 1

e todos os outros igual a zero. Aplicamos a condicao de continuidade para o vinculo ¢

d)l = {pzﬁHT} =0

0={py, (z —pu)y} = {py, v} (@ —ps) =po — @
Logo, encontramos um vinculo secundério
¢2 =Pz — T = 0

Aplicamos também a condicao de consisténcia para ele:

QBQ = {(pac - x)ch} =0
{pe, He} + {a, He} = 0

z? Pi
0= pxaxy_? - xai_ypx

0= {p.,z}y - ; {pa,2?} - ; {w.p2} +y{e.p.}

O primeiro termo cancela com o quarto. Temos também

{pme} =T {vax} + {pz,x}x = -2 {x,px}a: = —2x

{x,pi} = Pz {xapx} + {xapa}}px = 2{$7px}px = 2pa:
Entao

Ozx_pz:_¢2
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(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

(3.129)

(3.130)

(3.131)

(3.132)

Nao temos novos vinculos e o processo iterativo termina aqui. Note que nao determinamos o

multiplicador de Lagrange A, o que sugere que temos vinculos de primeira classe. De fato, o seguinte

calculo mostra que ¢ e ¢9 sao ambos de primeira classe:

{1, 2} ={py, (P — )} =0

(3.133)
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Adotando a notagao da secao 3.1, escrevemos

N =py=0

YVo=py—x=0 (3.134)

Como discutido na secao 3.2, os vinculos de primeira classe sao geradores de transformagoes

de calibre, no seguinte sentido:

0A(g,p) = e {A n} +e{A v} =a{Ap} +ea{Ad (p. —2)} (3.135)

em particular

533':62, 5@/:61

Opz = €3, Opy =0 (3.136)

Vamos procurar as transformagoes que deixam a acao invariante. A relagao entre €; e €3 é

definida em (3.108), com os coeficientes dados em (3.105). Temos

{Hc/}/l} = {Hcapy} =P+ T = _¢2
{H0772} =P — T = ¢2

{11} = {pyapy} =0

{¢1,72} = {py,pe — 2} =0 (3.137)

Comparando (3.137) com (3.105), tiramos que
Dy=1, Dy =-1 (3.138)
e todos os outros coeficientes nulos. Obtemos entdo, utilizando (3.108), a relagao
€y = —€1 + €9

Denominando €3 = €, temos as transformacoes de calibre

oxr=c¢€ dy=¢—c¢

Ops =€, 0py =0 (3.139)
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Se estivessemos interessados em quantizar essa teoria, o proximo passo seria introduzir duas
condicoes de calibre, de maneira que ficissemos com um sistema de segunda classe. Teremos a

oportunidade de fazer isso em outros exemplos. Por hora, seguimos adiante para o préximo exemplo

3.5.2 - Modelo O(N) Sigma Nao-Linear: A partir de agora (neste e nos proximos dois
problemas) vamos estudar sistemas continuos, com um numero infinito de graus de liberdade. Uma

pequena revisao pode ser encontrada no Apéndice A

Em Teoria Quantica de Campos, o modelo Sigma Nao-linear descreve um campo ¢ que toma

valores em uma variedade nao linear. O modelo foi introduzido por Gell-Mann e Levy em 1960 [48].

A variedade tangente T é equipada com uma métrica Riemanniana g; ¢ é um mapeamento

diferencidvel do espaco de Minkowski em T. A densidade Lagrangeana para descrever esse modelo é

1
‘C(Soav usobv )‘) = 59(11)(6/1%0(1)(8“@[)) + AF(SD) (3140)

Um dos modelos mais famosos, de particular interesse devido a suas propriedades topoldgi-
cas[58], é o modelo dado por

1 Az
L= [ el @ @) @en@) + Do @pu@) - 1) (3.141)
Como vocé pode observar, a semelhanga dessa Lagrangeana com (E.47) é notédvel, quando considera-
mos p
¢" = (@), —a" = Bupt(2)
V(g)=0 (3.142)

Escolhemos esse modelo justamente por isso: poderemos comparar cada passo dado e fazer a transigao

de discreto para continuo mais facil.
Considere os momentos canonicamente conjugados

_ 1(9(8#9017)
2 8(00@“)

O la) + 5 o o) = GO (o) =

= 0,0,0"py(1) = Pa(x)

_oc

55 (@)

Ta()

ot
G))

(e

() =0 (3.143)
Obtemos o vinculo primério
¢1(z) =7(x) =0 (3.144)

A densidade Hamiltoniana canonica é dada por

Hola) = 7 (2)6 ()~ L{a) = 7 (@) 1) ~ 37 (@)ma(2) 502" (@)D pul0) > () pu ) 1)
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Hola) = S (@)ma(a) + L (D" (@)@ au(e)) — D (F@pul) ~ 1) (3145
em que usamos a separacao
0,0 " py = 00y — 01" 00y = Ty — 0;0" 0" P4 (3.146)
Logo, a Hamiltoniana total &
tr = [ s { @) + O @)@ an(a) - X7 (e @) - 1)+ olate) ) (@)

sendo €(z) um multiplicador de Lagrange para cada z. Os parénteses de Poisson fundamentais sao
{" (@), m(y)} = 650(Z — 4)
{Mz),7m(y)} = 0(Z — )

e todos os outros nulos. Aplicamos a condi¢ao de consisténcia para ¢; = 0:

={n(x),Hr} =0

o [ oot wheny) ~ ) r(@). M} = 3 [Pyl Wealy) - 03E-)  (3148)

o que implica no vinculo secundario

P2(7) = 5 (¢ (2)pa(r) = 1) =0 (3.149)

que é equivalente ao vinculo (E.53). Aplicamos também a ele a condigao de consisténcia

bale) = 5 48 (2)pule). Hr} = @ule) {*(2). Hr} = 0 (3.150)

Mas, por outro lado, temos

('), Hr) =5 [ @y {o@) P ml)} = [ @) (6" @) ml)} = [ @ 0)0i6E-) = (@)

(3.151)
Inserindo em (3.150), temos o vinculo
¢3(z) = ¢"(2)7ma(2) = 0 (3.152)
De forma anéloga, temos
0 = {¢"(@)ma(z), Hr} = ¢*(x) {ma(2), Hr} + ma(z) {¢"(x), Hr} (3.153)

Ja sabemos, de (3.152), que {¢*(x), Hr} = 7*(x). Vamos ver o outro parénteses de Poisson

(rae), Hr) = 5 [ @y ({ma(e), 920" W)3in(v) } ~ M) {ma(e), & W))}) =
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— /d3 ~Ou(y)005(F — 1) + A(y)en(y)823(T — ) (3.154)

Utilizando integragao por partes na primeira parcela da direita, temos

{mal@), Hr} = [ @y (000u(0)3(@ — 1) + X(0)2a(y)0(F — 7))

= 870, pa(x) + A@)pa() (3.155)

Assim, com auxilio de (3.154), obtemos o vinculo

¢a(x) = 7 (2)ma () + A(@)@a ()" () + " (2) A%pa(x) = 0 (3.156)

Por coeréncia, temos que aplicar a condicao de consisténcia para ¢4 = 0 também. Mas isso
simplesmente determinara o multiplicador de Lagrange ¢, dando uma expressao explicita para ele, o
que nao nos interessa. Vamos calcular os parénteses de Poisson entre os vinculos, para ver quais sao

de primeira e segunda classe:

(61(2), 62(0)} = {m(), 5 (2" W)uly) 1)} =

{¢1(2), d3(y)} = {7 (), " (y)7ma(y)} =
{¢1(2), 0a(y)} = {m(2), 7 (W) 7a(y) + AW)Pa(W) " (W) + " (W) A 0a(y)} = va(y)e®(y) {7(x), Ay)} =
= —0a(y)¢"(W)(Z — §) = —(a(y)¢"(y) — 1)6(Z — §) — 0(T — §) = —0(Z — )
(02(0), 65} = {3 (" @)ale) = 1, Wm0} = T3 [ @hgao), mly)} =
= " (Y)pa(2) {¢ (@), m(y)} = ¢" () a(2)350(T—7) = (" (y)pa(2) = 1)3(7—§) +6(F—7) = (7 —7)
{0a(), daly)} = {;(w“(ﬂf)%(w) = 1), 7 (y)m(y) + Ay)eo(y) " (y) + sob(y)AysDb(y)} -
= 204 ()" (y) {0"(2), m(y)} = 2¢a(2) 7" (y)353(T~7) = pu(2)7(y)3(T~7) = pa(2)7*(2)3(F~F) = 0
{¢3(2), a(v)} = { " (2)7ma(@), 7" (W)m(¥) + AWV () + " (W) AV (y) } =
= 0"(@) {ma(@), \®) o) (V) + " (W) A2 (y) } + ma(2) {2 (2), 7 ()T (v) }
= =2X(y)¢" (%) a(y)0(Z = §) — " (2)pa(y) AV (T — §) — 0" (2) A ¢u (y) (T — §) + 27 ()7 (y)0 (Z — §)

= 4n(2)7a (2)0(7 — ) — " (2)@a(2) AT — ) — " () A%pa(2)0(7 — ¥) (3.157)

Todos os vinculos sao de segunda classe:

f0) = m(e) =0, &lo) = 3@ (@)pale) = 1) =0
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§3(v) = ¢"(2)7ma(2) = 0, &) = 7(2)7a(2) + A()pa(2)9"(x) + ¢" (1) A%pa(2) =0 (3.158)

Vamos obter os parénteses de Dirac. A matriz A, (Z, ) é

(3.159)

/ APz, (T, D) A2, ) = 616(Z — ) (3.160)
é
0 K(Z,9) 0 6(Z = 9)
~K(Z,i] 0 —67Z—7 0
AM(Z,4) = (&) o =9 (3.161)
0 T — 7)) 0 0
—6(Z — 7)) 0 0 0

Os parénteses de Dirac sao dados por

(F().G0)}p = (F(@).00)) — [ d'zdw (F(2).6,(2)) A(2.0) {&(w). G(v)} =

= (F(@), 6} — 5 [ o {(F(@),m(2)} K2 0) {6 (@)en(w), G)} -
— [ @2 (@), ()} " ()ma(2) + M)pal2)6(2) + 0" (DA 2), Glw)) +
by [ o {F (), " (e} K 0) {r(w), Glo) g [ @2 (F (@), 6" (2)eal2)} o ()mal=), Glo)} -

5 [ @2 F @), 0" @malo} e ()eal2), G} +

+/d32 {F(x), 7 (2)ma(2) + M2)@a(2)9"(2) + ¢*(2) A%@a(2) } {7 (2), G(y) } (3.162)
Os parénteses de Dirac fundamentais importantes sao:

{e"(@), e(y)}p -
{¢"(2), pu(y)}p =0 (3.163)

i{e"(x), m(y)}p :
{" (@), m(y)}p = 50(% = ) — /d3zsoc(z>sod(z) {p"(2), me(2)} {"(2), mly) | =

= 00(F —9) — /d32¢6(2)¢d(2)535(f = 2)050(Z = §) = (0 — " (@)pu(2))6(T —5)  (3.164)
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i) {° (), mo (9) }
@) m)lp = [ e mle) (@), eel2)}H (), my) |- [ Eome(2)pal®) {ral@), 672} (), m

= [ @ eme(2)eu(2)55(@ ~ D58 §) — [ @2 Gra2)8(@ ~ DIIE - ) =

= (ma(@) () — " (2)my(2))0(Z — 7) (3.165)

A partir de agora, todos os vinculos podem ser considerados igual a zero em todos os momentos.

Partimos para o processo de quantizagao canonica:
(@) = &%), ma(z) = Ta(2)

Hr = fiy = [ @ {530 @)h(@) + 500" @) @ ¢al0)}

[6%(x), Go(y)] = 0

[7(x), 7o (y)] = ih(Fa(x)Po(x) — @ (2) 70 (2))0(Z — 7) (3.166)
3.5.3 - Modelo de Proca: Vamos considerar o modelo de Proca, que consiste na introdugao de um
termo de massa na Lagrangeana do campo eletromagnético. Deveriamos, é claro, trabalhar com a
Lagrangeana de Maxwell primeiro, para em seguida apresentar modificagoes da mesma. No entanto,
o modelo de Proca, como veremos, apresenta apenas vinculos de segunda classe, o que o torna um
exemplo bem mais facil (ndo hé simetrias, nem a necessidade de fixagao de calibre). Nosso tinico

trabalho é encontrar os parénteses de Dirac.
Considere a densidade Lagrangeana

. 1 2
LIAA) = =7 Fu P + %AHA“ (3.167)

em que A, = A,(x) é um quadrivetor, ou seja, A, = (Ao, A1, Az, A3), e F,, = 0, A, — 0, A,. Os

momentos canonicamente conjugados sao

oL 1 0 1 OF,
o — < = ——— F VF‘MV - _7F,LLV -MV 3168
L Ty A R Y (3.168)
Para calcular essa derivada, note que
OF,, 0
— =—1(0,A,—0,A 3.169

Lembrando que A, = 0yA,, é facil ver que as unicas derivadas nao nulas sao quando aparece o

termo JyA,. Logo

Fu
aa = 867 — 0, (3.170)
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Assim,
o 1 v (50 ca 0 s 1 Oc a0 a0
m = (005 = 000 ) = —5 (F* = F0) = F (3.171)
onde usamos o fato que F'*” = —F"* (antissimetria). Escrevendo explicitamente, temos
™ =F"=0
' =F%=9'A" - A’ (3.172)

A primeira expressao de (3.172) nos mostra que temos o vinculo primdrio
¢ =7"=0 (3.173)

A segunda nos permite escrever as velocidades generalizadas A’ em termos dos momentos 7':

A=A — 7! (3.174)
Os parénteses de Poisson canonicos sao
x) 0m,(y)  om(y) 6Au(x) A o
Atz b= [ = [ @ =0o(7-2)00(7-2) = (-
{ <5A’\ (2) 0ma(z)  6AN(z) Oma(2) : (§=2) = 0,0(F=7)
(An(a / P (z) Ay(y) _0A(y) 0Au(2)) _
5A>‘ (2) oma(z)  0AM2) dma(2)
om,(y)  om(y) omu()
m(z), 3z z) - LS 3.175
(@) m(y)} = / <5AA(2) Sma(z)  0AN2) oma(z) (3:175)
A densidade Hamiltoniana canonica é dada por
i 0 ey 1, m?
Hc = AZ‘TF — L= (&A — 7Ti) T + *F]inj + =T — 714“14“ (3176)
4 2 2
em que o termo iF # F,, foi separado da seguinte maneira
1 1 1 1 1 1 1 1.
~F"E,, =-FY"Fy+ -F"F, FiF; = _-F°Fy+-F'F; = i+ —FYE, 1
A7 B = g B P Py = PP 4 PV Fy = g'mt g FURy - (3177)
Juntando os termos semelhantes, temos
1_. 1 . 2 ,
He= FIF, — Sn'mi - %AMAW — A9 (3.178)

Para obter o tiltimo termo, utilizamos integracao por partes em 9; A7’ e desconsideramos os termos de
borda. Obtemos a Hamiltoniana total através da introdugao dos vinculos por meio de multiplicadores

de Lagrange:
2

1 .
Hy = / P ( FUF; — gmim %AHA’” — A% + >\7r0> (3.179)
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Aplicamos agora a condigao de consisténcia para o vinculo ¢; = 0:

o) = (@)t} = [ o]0 A} + [ {0, -0} =0
(3.180)

Na expressao acima, incluimos somente os termos da Hamiltoniana que tem parénteses de Poisson

nao nulos com 7. Por essa razao, nao incluimos os termos %W’m, que s6 contém termos com 7*, 0s

termos fF W Fy;, os quais sé contém termos com A’, e os termos A", Utilizando a regra do produto

e os parénteses de Poisson canonicos, obtemos

—m? [ dyAnuly) {=°(e), A()} ~ [ dyoin'(y) {=°(). ()} =

m / By Anu(y)o(E — §) + / Pydni(y)o(F — §) = m? Ao(z) + 8 () = 0 (3.181)

Obtemos assim o vinculo secundario
By = m*Ag(z) + O ' (x) = 0 (3.182)
Aplicamos a condicao de consisténcia para ele

P2 = {(mQAo(x) + 8f7rl(x)) ,HT} =0

[ o{ormi@). PP+ [ d3y{awx),—”fAu<y>A“<y>}+m2 | Py {Ao(@). Mw)n)} =

(3.183)
Vamos calcular cada um desses termos separadamente
I) Primeiro Termo:
[ d {ax (@), T M) Figly } 500 [ Pyl Fisl)} F ()
= 0 [ @y i), 004, )} FO () — o / dy {r'(x), 0! Auly)} F¥ ()
508 [ o wf<x>,Aj<y>} Fhi(y) — 208 [ &y w%:c),Ak(w} FH(y)
1 = o i 1, = o\ ji
=59 /dsyayé(:ﬁ —PF"(u) = 50, /d3y<9§-’5(w — ) F"(y)
/ d’yd (T — §)0"j F (y)
=707 F (x) =0 (3.184)

Onde usamos uma integragao por partes da quarta para a quinta linha. Na ultima linha, o resultado
¢ zero, pois 0797 é simétrico nos indices i e j, enquanto que F’ Jt ¢ antissimétrico nos mesmos indices

IT) Segundo termo:

[ {ama:), —njAﬂ(y)A“(y)} = m0r [ dyar(y) {7 (@), A} =m0 [ dya(y)o0(E—7)
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=m20F A'(z) (3.185)

IIT) Terceiro Termo :

m? [ @y {A@) M) W)} = m? [ @yA) {Aole), 7)) = m? [ dyAw)a(@ - 7

= m?*\(z) (3.186)

Finalmente, obtemos a relagao
m2\ +m?9;A' = 0 (3.187)

Note que essa relacao nao é um novo vinculo. De fato, ela determina o multiplicador de Lagrange
A. Por essa razao, nosso algoritmo termina aqui: temos somente dois vinculos na teoria. Como o
multiplicador de Lagrange foi determinado, significa que nao existem fungoes arbitrarias na evolugao
do sistema. Isso é uma indicagao que ambos os vinculos sao de segunda classe. E f4cil confirmar

essa hipdtese: basta calcular os parénteses de Poisson de ¢; com ¢s:

{¢1(2), o)} = {70(2), 07" (y) + m*Ao(y) } = m* {x°(2), Ao(y) } = —m*6(F —§)  (3.188)
De fato, ambos os vinculos sao de segunda classe:
L=7m"=0, &L=0m" +m*Ag=0 (3.189)

Para obter os parénteses de Dirac, calculamos a matriz A, (%, ) = ({£.(2), & }) que é

0 —1
A7, §) = m? (1 O)é(f—m (3.190)
A sua inversa A" (Z, ), definida por
/ 20, (F, 2)AY(Z, ) = 616(F — §) (3.191)
¢é dada por
1 0 1
AM(Z, 1) = — 607 — 1 192
@)= (_1 0) @7 (3.192)

Podemos agora obter os parénteses de Dirac para duas fungoes F(z) e G(x) arbitrarias:
{F(2),Gw)}p = {F(z),GW)} - / @2 (F(2), €4(2)} A" (2, 2) {6,(2), G(v))
= (F(@), Cl)} — — [ {F), 07r'(2) + m? 40(2)} (7 — 2) {=°(=), Cw)}
+ﬁ / &z | F(:E),Wo(z)} 5(7— 2) {07 () + m?Ao(+), Gly)}

ou seja

{F(@), G} p = {F(@), G)} — — [ {F@), 07 (2) + m?Ao(2)} {7(2), 6(0)}



59

+W1L2 / d*z {F(z), 7(2) } {077 (2) + m* Ao (2), G(y) } (3.193)

Vamos calcular os parénteses de Dirac fundamentais:
o “w 1 3 o z, 1 2 0
[A(@), A} = (A" (@), )} = —5 [ @2 {4%(@), 07 (2) + m2A(2)} {x°(2), AL )}

+n12 / d*z { A" (x), 7°(2) } {077 (2) + m* Ao (2), Au(y) }
07 {7'(2), Au(v)}
— Lo {w)m )} 8+ Sor e A ) o

1 > o i Loocin i
= ﬁazy(s(l’ - 9)5377“ - Wai 5(33 - y)ég(su

_ 1 3 z 7 05/ 2 — 1 3 fod bva
- m/d 207 { AP (0), 7' (2)} 895(2 — ) + ﬁ/d 2086(7 — 2)

1 1
= S OUS(T — )8 — —B0(F — )5} (3.194)

m2 Y

Escrevendo explicitamente, temos

{A@), 4,9}, =0

{4@), Aol )}, = 0167~ 7) (3.195

m2 Y
Como ja vimos, os parénteses de Dirac de um vinculo com qualquer variavel dinamica é igual a zero.
Por esse motivo, nao é necessario calcular o parénteses de Dirac de 7°, pois este dard sempre zero, ja

que ™ = 0 é um vinculo da teoria. Logo

{7@), )} = {7} - n}bz / d*z {7'(2), Opm(2) + m? Ag(2) } {7°(2), m5(y) }

+n12 / d*z {7'(2), 7°(2) } {05 7" (2) + mPAo(2), m;(y) } (3.196)
Como {'(z), m;(y)} = {'(x),7°(2)} = {x°(2),7;(y)} = 0, Temos
{7(@), ()}, =0 (3.197)

Por fim, temos

(A, ) = (A4(0), )} — —p [ @2 {A4(), 00 (2) + m? Ao} {(2), w3 (0)

57'6(Z—7) 0

+n12 / 2 { A (), 7°(2) } {05 (2) + mP Ao (2), m;(y) } = 018(Z — ) (3.198)

Ou, explicitamente,
{A°@),7;(p)} =0
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{Al@),mi(n)} ) = 6;6(F - 7) (3.199)
Podemos observar que A’ e ; continuam sendo pares conjugados. No entanto, Ap nao é mais

independente de ;.

Agora que construimos os parénteses de Dirac, podemos igualar todos os vinculos igual a zero,
mesmo antes de efetuar os parénteses deles com outras varidveis dinamicas. Por isso, a Hamiltoniana

total pode, a partir de agora, ser considerada simplesmente a seguinte:

1 .. 1 . 2
Hy — / & <4Fwﬂj — 5T - TZAMA"L> (3.200)

A quantizacgao canonica segue diretamente: Trocamos as varidaveis dinamicas por operadores e os

parénteses de Dirac por Comutadores:

[Ai(@), Ao(w)] = 55 — ) [Al(@), 75(y)| | = i850(F — §) (3.201)

Por fim, vamos calcular o nimero de graus de liberdade que a teoria possui. De acordo com

a prescri¢ao da se¢ao 3.4, o niumero de graus de liberdade é dado por
! 8 ! 2=3
2° 27

3.5.4 - Campo Eletromagnético: Agora que ja vimos em detalhes a quantizacao do campo
de Proca, vamos ver o que acontece quando trabalhamos com massa m = 0. Nesse caso, obtemos a
Lagrangeana de Maxwell, que descreve o campo eletromagnético na auséncia de cargas e correntes.
Muitas das contas serao semelhantes ao modelo de Proca, por isso as contas que eu ja foram feitas

serao simplesmente apresentadas com o resultado final.

A densidade Lagrangeana que descreve os campos eletromagnéticos sem fonte é

1
L=~ FuF" (3.202)

Os momentos canonicamente conjugados sao dados por

7 = [0 (3.203)

Temos o vinculo primario
¢ =m" =0 (3.204)
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e a Hamiltoniana total

1 .. 1 ) .
HT = /dgx (4FU.FZ‘j — 571'1‘71'Z - Ag@i’ﬂ'l + )\71'0) (3205)

Os parénteses de Poisson canonicos sao

{A"(@),m (&)} = 0p0@(@ — &)

(A Ay ={r"m} =0 (3.206)

Utilizamos a condicao de consisténcia para procurar novos vinculos ou determinar . Por razoes

6bvias, encontraremos o mesmo vinculo que encontramos no modelo de Proca, mas agora com m = 0:

¢y = Oim' =0 (3.207)
Curiosidade: note que esta é a lei de Gauss, ja que 7 = E'[6]

Aplicamos agora a condigao de consisténcia para o vinculo secundario ¢» = 0 e nao encontra-
mos nenhuma informacao nova 7. Note que, diferentemente do modelo de Proca, nao conseguimos
determinar o multiplicador de Lagrange A. Isso indica que temos vinculos de primeira classe na

teoria. Os parénteses de Poisson entre os vinculos confirmam isso:

{1(x), d2(y)} = O {=°(@), 7' (y) } = 0 (3.208)

Utilizando nossa nomeclatura, vem que y; = 7° = 0 e v, = 9;7* = 0 Esses vinculos serdo os geradores
de transformagoes de calibre, da seguinte maneira: Seja F'(x) uma varidvel dinamica da teoria. A

transformacao de calibre gerada por 7, e 7, é dada por

0P (@) = [ @y () {F@), 7" W)} + ew) {F@), o7 0)}) (3.200)

Vamos ver em particular, como sao as transformacoes de calibre dos campos A,, m,:
A () = / &y (e1(y) {Au(@), 7 (W) } + e2(1)0) {Au(2), 7' (1) })

= [ @y (W)@ - 7) + )00 - 7))

= d0per(x) — 6,07 €

omu(a) = [ dy () {mul@), W)} + ) {mu(@),7(1)}) =0 (3.210)
De fundamental importancia sao as transformacoes de calibre que deixam a acao invariante. Essa

condicao implica em relacoes nos coeficientes €; e €5, de forma que somente aqueles coeficientes que

7 Isso é facil de ver, observando a mesma condicao de consisténcia j4 realizada no modelo de Proca. L4,

todos os termos tinham como coeficiente a massa m. Portanto, aqui, encontraremos simplesmente a
identidade 0=0



62

obedecem essas relagoes geram transformacoes de calibre que deixam a agao invariante. Para obter

essas relagoes, utilizamos o formalismo descrito na se¢ao 3.2. Assim

{Heoyi(2)} = {He,m'(2) } = =077 () = (= 1)

{H., ()} = {He, o' (x) } = 0 (3.211)

de forma que
Dy =—1,D, =0, (3.212)

Além disso

{o1(z),m(y)} = {Wo(ﬂf),ﬂo(y)} =0

{61(2),72(1)} = {7°(x), 7' (y)} = 0 (3.213)

de maneira que

Dy1=D12=0 (3.214)

Dessa maneira, a relacao entre os coeficientes é dada por
€y = 61(D1 + 7]1D1 1) + EQ(DQ + 7]1D1 2) = —€1 (3215)

Assim, considerando €5 = € um parametro arbitrario, devemos ter e, = —é. Podemos agora substituir

esse resultado nas transformacoes de calibre e obter

6F(2) = [ dy (=éy) {F@). 7 W)} + ely) {Fl), o' (1)} (3.216)

em particular

0A,(x) = =0 é(x) — 6,07 (3.217)
mas €(z) = Ope, de forma que
0A,(x) = —52806(:E) — 5,28?6 = —0,€e(x)
ou
A (z) = Au(x) — Oue(z) (3.218)
que é a transformagao de calibre ja conhecida da teoria eletromagnética

Com o objetivo de quantizar a teoria eletromagnetica, precisamos introduzir as condigoes de
calibre. Existem varias possibilidades, e aqui escolhemos trabalhar com a condicao conhecida como

Calibre de Radiacao, definido por

¢s =0 A" =0 (3.219)
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A primeira coisa a ser feita é verificar se o calibre de radiacao satisfaz os critérios estabelecidos
na secao 3.3. Primeiramente, verificaremos se o conjunto (71, vz, @3, ¢4) é um conjunto de segunda

classe. Para verificar isso, devemos calcular os parénteses de Poisson entre os vinculos:

{61(x), &)} = {w°<x>,A°<y>} = —6®(7 - &)

5:6(7—7)

{3(2), 6a(y)} = {Ao(w), Y A'(y) } = 0¥ { Ao(2), A'(y)} = 0 (3.220)

Cada vinculo possui parénteses de Poisson nao nulo com pelo menos um vinculo, configurando um

sistema de segunda classe.

Em segundo lugar, precisamos mostrar que a condi¢ao de calibre pode sempre ser atingido
por meio de uma transformagao de calibre. Para esses fins, supomos que (Ao, A;) nao satisfaz (3.219),

e facamos a transformagao de calibre

Ay — A=A, — QL/tho(xo, 7) (3.221)
para obter
A,O — 0
A= A, — 0, / dt Ao(z0, 7) (3.222)
Como A’; nao satisfaz a (3.219), vamos fazer outra transformagao de calibre
A, = A", =A,+0 /d?’zlaA’(x Z) (3.223)
g po e Ar|E— 2927 '

Neste calibre,
Alh=0 e A" =0 (3.224)

que ¢é o resultado que queriamos. Logo, o calibre de radiacao sempre pode ser atingido

Em terceiro lugar, temos que garantir que as condicoes de calibre devem ser preservadas pela
evolucao dinamica do sistema, isso ¢, devemos aplicar a condicao de consisténcia para esses novos

vinculos. Temos

‘<>={Ao<>HT}:o
[ &y {0 b= [ @) {Ao(). 7°) } = M) = 0
$alw) = {axA%)HT} 0
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[ ({orai) —imy)ﬂ(y)} {74 @), - M)l ()} ) =0
07 [ dyr () {A' (), 7 0) | = 0F [ dPye()] {A'(@), 7))

0

—0f ' (x) + 07 0L Ag(x) = —do(x) + 07 Dps(z) = 0 (3.225)
Em palavras, a condicao de consisténcia de ¢3 = 0 determina o multiplicador de Lagrange A,

enquanto que a condi¢ao para ¢, é identicamente satisfeita.

Por 1ultimo, devemos verificar que as condigoes de calibre nao destroem a invariancia de
Poincaré da teoria. Aparentemente, essa condicao nao € satisfeita, pois as condigoes de calibre nao
sao covariantes. Na realidade, o que estamos perdendo é a covariancia manifesta, que podemos
recuperar por meios de transformagoes de Poincaré. Por outro lado, é suficiente verificar se a dlgebra
do grupo de Poincaré ¢é satisfeita, a fim de constatar que, embora tenhamos partido de dados nao

covariantes, o resultado final é de fato, covariante. Considere entao os geradores [50]

P [ (St L)

= /d3 r (0" AF)
opi — /dgm ' (17ri7ri + 1F--F”)
2 4"

MY = /d?’x {(ﬂ'jAj — A — 7 (2t — xjﬁi)Ak} (3.226)
Um célculo (bastante) longo, mas direto, mostra que os geradores acima satisfazem a dlgebra do

grupo de Poincaré no sentido dos parénteses de Dirac:
{P*,P"}, =0

{M'Otﬁ7 pu}D _ nuapﬁ _ nuﬁpa

{mr, Mo‘ﬁ}D = —"P M 4 P MO — M 4 e M (3.227)

Agora precisamos calcular os parénteses de Dirac. A matriz A é dada por

0 0 -1 0
0 0 0 070
A (T — 1) = 0O(F — ¢ 3.228
w@=0 =1 0 4 (7= (3.228)
0 =09, 0 0
E fécil ver que a forma da matriz inversa é
0 T —7)

AM(F, ) = (3.229)
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Mas qual é funcao G(Z,¥)? Como A" (Z,y) é a inversa de A, (Z — /), sabemos que elas obedecem

a relagao
/d3zA,“,(f, 2)AYP(Z,4) = 000(T — 7)) (3.230)
Escolhendo = 2 e p = 4, obtemos
/ B206(7 — DG(Z,7) = 6(Z — 7) (3.231)
Aplicando integragao por partes, obtemos
o8 / B2 G(Z,§)8(T — ) = 6(Z — §) (3.232)
ou seja
07 0,G(Z,7) = 6(7 — ) (3.233)

Vemos que G(Z, 1) ¢ exatamente a fungao de Green do Operador Laplaciano 979" [31]
GE,§) = ———— (3.234)

de forma que a inversa é dada por

A" (F, ) = Az =] (3.235)

Agora, calculamos os parénteses de Dirac

{F(2),Gy)}p = {F(2),Gy)} = /d32d32' {F(2),m(2)} 6( = 2) {A°(z'). Gy) }

~ [ a2 o), 05wz )}M{@,’jAk(z’),G(y)}Jr [ = {Fla), ()} 6(z-2) {2°(), 60)}
+ / d*2d* {F(x),0; A'(2) } 47r|51—5’| {07 (=), G(y)}

ou

[F(@),Gy)}p = {Fl), Gly)} - /d?’ >}{A°<z>,G<y>}

~ [ a0 {Fla), 7 (2)) 4W|;_ |ak {ax / @2 {40(2), F@)} {6 (), 7))
b [ e r {A(2), Flo) Ml;_’ag {Gly), 7)) (3.236)

Agora podemos obter os parénteses de Dirac Fundamentais

1) {4 @), 40}, = {A'@), A4,)} — [ @{ 4@, () HA), 450}

Com o0 mesmo raciocinio utilizado no modelo de Proca, nao é necessario calcular os parénteses de Dirac
de 70 e de A°

8
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. / d2d*' 0} { Al (x), 7(2)} mag’{Ak(z'),Aj(y)} + / 2 { A%(z), A'(2) M A; (), 7(2) )
+ / d3zd3z’8,j{A’“(z),A"(x)}47T ’;_ ?|8,j’ {A;(), 7 ()} =0 (3.237)

11) {x'(2),m(y)} = {w'(@),m () —/d?’z{?ri(as),wo(z)}{AO(z),m(w}

0 0

S, m)) + [ @A), 7 @) Hm), 7))

0

1

4|2 — 27|

— / d*z2d®2' 07 {ﬂ'i (z),7'(2) }

0

+/d3zd3z/3,‘j{Ak(z),7ri(x)}Zm|_,1?8;/{7Tj(y),7rk(z')} =0 (3.238)

i {(H@m}, = {46 0] - [ &4 @A) )

) ) 1 /
3 3.9z i i z kot 3 0 7 0
— [ @2 o; {Ai(a), 7 <z>}Wak {A (), /d 2{ A% ) A} {x(0), 7 (=)}
. . 1 /
3..13.19z i 7 ¥4 kit
+/d 2d°2'0;{ A (z),OA O me— E—C {ﬂ(y),;r () (3.239)
Assim, temos
y ) — — 1, ! d pvd 1 Z/ = —
[Ai(0),m ()} = 66(F — ) — 6} / & o 086 (7 — S e LG
. , 1
. 1
— 557 s - — 24
050(7 — ) — 0,0} 77 (3.240)

Apés a fixacao de calibre, todos os vinculos sao de segunda classe, de forma que podemos iguala-los

a zero mesmo antes de calcular os parénteses de Dirac. A Hamiltoniana toma a forma

|
HT_/d3 (F”F o ﬂ) (3.241)

A quantizagao canodnica é imediata:

(3.242)
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O numero de graus de liberdade é dada por:

18 2=2
5 =
Note que interessante: No modelo de Proca, o ntimero de graus de liberdade era igual a 3,

enquanto que o féton possui apenas 2 graus de liberdade. O que significa isso?

Para entender o significado por tras desses niimeros, primeiro temos que definir a expressao
“numero de graus de liberdade”. A defini¢cdo mais comum na literatura indica que o nimero de graus
de liberdade de um sistema é o niimero de varidveis necessarias para determinar o estado de um
sistema fisico num dado instante de tempo. Na Mecéanica Classica, essas variaveis sao denominadas
coordenadas generalizadas. Uma particula pontual pode ser descrita por trés coordenadas, se puder
se mover livremente pelo espaco tridimensional, por duas coordenadas se seu movimento estiver
restrito a uma superficie e por uma tnica coordenada, se estiver limitada a se mover numa dada

curva.

Em teoria quantica de campos, conquanto nao podemos falar em translagao ao longo de
espacos tridimensionais, a definicao apresentada continua vélida. Nesse contexto, nao mais falamos
em coordenadas generalizadas, mas em numeros quanticos (NQ) associados aos campos. E que
“numeros quanticos” seriam esses?. Na Mecanica Quantica, quando estudamos o dtomo de hidrogénio
sob a perspectiva de uma particula sem spin se movimentado em torno de um ntcleo fixo, descrevemos
o sistema por meio de trés ntimeros quanticos”: principal, azimutal e magnético. Eles descrevem a
orbita atomica e a caracterizagao da particula que nela se encontra. Ademais, o experimento de Stern-
Gerlach nos mostrou a necessidade de introduzir um outro niimero quantico para descrever algumas
particulas atomicas: o nimero de spin. Posteriormente, varios outros NQ foram introduzidos nas
teorias fisicas, para descreverem outras caracteristicas, como a cor, em Gluons e Quarks. Atualmente,

esses numeros sao tratados no contexto da Teoria de Grupos, sendo associados a grupos como SU(2)
e SU(3)[56].

Sabemos da Teoria Quantica que uma particula massiva de spin s possui (2s+1) configuragoes.
A explicacao para esse relacao consiste na constatacao de que a invariancia de Lorentz implica na
existéncia de um sistema referencial no qual a particula estd em repouso, de forma que, exigindo a
invariancia de rotacao nesse referencial, é necessério que existam (2s+1) subestados[57]. Se esses
forem os tnicos nimeros necessarios para descrever o estado da particula, entao, por definicao, eles

correspondem ao nimero de graus de liberdade do sistema.

Assim, para o modelo de Proca, temos que o campo de Proca pode ser associado a uma
particula de spin 1, pois
2s+1=3=s=1

Por outro lado, particulas sem massa, como o féton, nao possuem um sistema de referencial no qual

9 A nomeclatura mais empregada é (n,l,m)
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=

X
i

Figura 2 — Campo Eletromagnético sem fontes

estao em repouso: em qualquer sistema de referéncia, a sua velocidade sera igual a velocidade da luz,

de forma que o argumento do paragrafo anterior nao pode ser aplicado.

Nesse caso, malgrado temos uma particula de spin 1, o nimero de graus de liberdade nao ¢é
dado por (2s + 1). Ela esta limitada a duas configuragoes que costumam ser associadas a helicidade
do féton [56]

Sem prejuizo do disposto nos paragrafos anteriores, podemos dar uma interpretacao cléssica
para essa diferenca no nimero de graus de liberdade. O campo eletromagnético, na auséncia de
fontes, é caracterizado por ser uma onda plana, com direcao de propagagao perpendicular a ao plano
onde se desenvolve a sua dinamica, como pode ser visto na fig. 3.2. Essa caracteristica - evolugao
da dinamica em um plano - resulta na existéncia de apenas dois graus de liberdade para o sistema,
nao obstante a existéncia de uma infinidade de planos paralelos que produzem a mesma evolugao

(diferentes escolhas de fungoes de calibre)

Por outro lado, quando introduzimos um termo de massa na Lagrangeana, para obter o
modelo de Proca, quebramos essa simetria existente, de maneira que a evolucao temporal do sistema
nao mais estd limitada a planos perpendiculares a direcao de propagagao, e o sistema possui trés

graus de liberdade



4 Formalismo Simplético para Sistemas Vinculados

No capitulo 3, discutimos o método Hamiltoniano, proposto por Dirac, para tratar sistemas
vinculados. Esse apresenta um método consistente para a revelar todos os vinculos presentes numa
teoria com uma Lagrangeana singular; permite a classificagao dos vinculos em primeira classe,
relacionados com transformacgoes de calibre entre érbitas que representam o mesmo estado fisico, e
em segunda classe, que podem ser implementados para encontrar o espaco de fase reduzido ; além de
substituir os parénteses de Poisson por uma estrutura mais conveniente para tratar as coordenadas e

realizar o processo de quantizagao canonica.

No entanto, como vimos nos exemplos, a obtencao dos parénteses de Dirac envolve o calculo
de um grande nimero de parénteses de Poisson: dada duas funcgoes F' e GG, o parénteses de Dirac

entre eles é

{FvG}D:{F>G}_{F7§M}Alw{€u;G}

ou, no caso continuo,
[F(@@.0,GE0}p = {F@ 0. GE0} — [ d2d {P(7,0),6(5,0} A (2, 2){6,(2,0), G}

Esse calculo todo muitas vezes nao é conveniente, principalmente quando vamos utilizar
métodos numéricos, nos quais é preferencial trabalhar com formalismos matemétimos mais simples,
como matrizes. Em razao disso, outros métodos foram desenvolvidos: O método de integrais de
caminho[2], o formalismo BRST|2,3], mais recentemente, o formalismo simplético[3,14,17,18,19,20],

que discutiremos aqui entre outros

4.1 Formalismo Simplético de Faddeev- Jackiw

Agora direcionamos nosso estudo para sistemas vinculados através do formalismo de Faddeev-
Jackiw. Alguns conceitos e resultados do formalismo simplético serao usados aqui. Por isso,

recomendamos a leitura do tépico D.2

Iniciamos nossa discussao com a Lagrangeana de primeira ordem

LY = a,(Q)Q -~ V(Q) (4.1)

onde o somatorio em a vai de 1 a N. As equagoes de movimento sao dadas de forma similar a

(D.111)
oV

= 8Qa7

Em (D.111), f, era inversivel, de forma que podiamos obter as equagoes de primeira ordem

fa(g)Qb a = 17""N (4.2)

(D.113). Suponhamos agora que f,; seja singular. Seja Ny = N — M seu posto. Entao existem M
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modos-zeros|53]

U.(Q), a=1,..M (4.3)
Aplicando-os em (4.2), temos
0=t = i (1.4)
Temos entao os vinculos oV
qba:vgaQa =0, a=1,...M (4.5)

O método dos multiplicadores de Lagrange, estudado na secao D.1, prescreve que devemos incorporar
os vinculos na Lagrangeana, com auxilio de parametros indeterminados A%, a = 1, ..., M. Jackiw
sugeriu[14] que, em vez disso, utilizemos os vinculos para eliminar o maximo de varidaveis, escrevendo-

as em funcao das outras. Nesse caso, teremos N; coordenadas independentes e escrevemos

LY =4, (Q™)Q™ —V(Q™), b =1,..,N (4.6)

, . . . . . 1

em que o somatério em a; vai de 1 a N;. Agora precisamos analizar se a matriz N; x N; fél,)n
é singular ou nao. No segundo caso, caimos em (D.111), e podemos utilizar o aparato tedrico
desenvolvido a partir dela. Se for o primeiro caso, repetimos o procedimento: procuramos os

1 ) e . .
modos-zero de félg,l, encontramos os vinculos utilizando a expressao (4.4), utilizamos eles para

. 2 s . .
escrever algumas coordenadas em termos das outras, e verificanos se féﬂ)m é singular. Esse algoritmo
acaba quando:

. (L) .
i)A matriz fél b)l ¢ inversivel, para algum L, ou

ii) A matriz féL)

15, € singular e, para algum L, seus modos-zero nao implica em novos vinculos

Note que, quando obtemos o caso ii), o procedimento falha. Isso ocorre porque os vinculos de
primeira classe nao podem ser utilizados para eliminar algumas varidveis em termos de outras', ja
que os vinculos de primeira classe apenas relacionam estados fisicos equivalentes. Eles sao geradores
de transformagoes entre conjuntos de coordenadas que representam o mesmo estado fisico. Como o
formalismo nao apresenta uma maneira consistente de identificar quais vinculos sao de primeira ou
segunda classe, ele s6 deve ser utilizado para sistemas que sabemos ser de segunda classe?. Além

disso, nem sempre é facil utilizar os vinculos para escrever algumas coordenadas em termos de outras.

Esses dois problemas, discutidos no paragrafo anterior, fazem com que esse formalismo,
da maneira que foi apresentado aqui, nao seja um dos melhores. No entanto, ele possui a sua
importancia, especialmente historica, pois foi a primeira tentativa de se usar os vinculos para
modificar a estrutura simplética a fim de obter parénteses de Poisson modificados. O modelo foi
inspiracao para o desenvolvimento do Formalismo Simplético de Barcelos-Neto e Wotzasek e a sua

posterior modificacao, aqui realizada

L TIsso s6 pode ser feito apés a introducio de condicoes de calibre, em que todos os vinculos se tornam de

segunda classe (ver segao 3.4)

Nada impede, é claro, de introduzirmos condigoes de calibre para transforma-lo em um sistema de
segunda classe. No entanto, como o método nao permite separar os vinculos em classes, torna-se uma
tarefa complicada
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Vamos agora estudar alguns exemplos, para compreender melhor as vantagens e desvantagens
do formalismo de Faddeev- Jackiw

Exemplo 4.1-1: Considere a Lagrangeana
L=2iy—z(x+y)
Temos o vinculo p, = 0 e a Hamiltoniana
H = pypy + 2(x 4+ y)

Construimos a Lagrangeana de primeira ordem

LY = poi +pyy + p.i — VO (4.7)
com V) = H. Aplicando o vinculo, temos

LY = pui +pyg— VY (4.8)

sendo VM) = H. Vamos verificar se a matriz fé}z))l ¢ singular ou nao. Temos

Q" = (2,Y, 2, Pz Dy)

Aay, = (P, Py, 0,0,0) (4.9)
de forma que
000 -1 0
000 0 -1
=100 0 o0 (4.10)
1 00 O
010 0

a matriz é singular, com o modo zero ©; = (0,0, 1,0,0), que implica, de acordo com (4.4), no vinculo

oV
= =0 4.11
5, =Lty (4.11)
escrevendo y = —z, e inserindo em (4.8) temos
LY = (p, — py)i — V® (4.12)

em que V® = p2py- Note que, mesmo nao utilizando explicitamente um vinculo para eliminar a
coordenada z, a Lagrangeana (4.12) nao depende dela. Verificamos agora se féz;m possui modos-zero.
Logo

Qa2 = (Ji,px,py)

A, = (pz — Dy, 0,0) (4.13)



tal que

A matriz é singular, e possui o modo zero v = (0,1, 1), que implica no vinculo

ove  ov® 0

Escrevendo p, = —p,, vem
Ly = 2p,i+ p;

Temos agora

Qa3 - (m7pac)

Qq, = <2px> 0)

0 -2
fa3b3 = (2 0 )

Essa matriz é nao singular, e sua inversa é dada por

wbe [ O 12
d _(—1/2 o)

{z,p.} =7 =1/2

que podem ser utilizados para escrever os outros parénteses

de maneira que

obtemos entao os parénteses

{r,y} = —{z,2} =0

{z,py} = —{z,p} = —1/2
{yapar} == {xvpx} = _1/2
{y.p} = (1) {z,p;} = 1/2

{pmpy} = - {pxapx} =0

Exemplo 4.1-2: Considere a Lagrangeana

1 1
L:§:i:2+y:t+§(:v—y)2
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(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Temos o vinculo p, = 0 e a Hamiltoniana

HZ%%—ypx—ZQery
Podemos construir a Lagrangeana simplética
LY = poi + pyy — VO (4.21)
com V© = H. Aplicando o vinculo p, = 0, temos
LY = pyi— v (4.22)

sendo V) = H. Temos agora
Qa2 = (x7 7y7pI)

A, = (P, 0,0) (4.23)
e a matriz fﬁl))l é
00 —1
falb1 =1lo 0 0 (424)
1 0 0

que possui o modo-zero v, = (0, 1,0). Utilizando (4.4), obtemos o vinculo

oV
a9 =p,—2x=0 (4.25)

Escrevendo p, = x, e inserindo em (4.22), temos
Ly =xt=-—x (4.26)

Note que a Lagrangeana resultante é uma derivada total de um termo, de forma que ela é equivalente
a uma Lagrangeana nula. Fica claro que o procedimento apresenta falhas intrisecas na presenca de

vinculos de primeira classe.

4.2  Formalismo Simplético Modificado

No capitulo 3, estudamos o formalismo de Dirac para sistemas vinculados. Naquele procedi-
mento, mantivemos, até o fim, o mesmo nimero de coordenadas do espaco de fase inicial. J& na segao
anterior, vimos um outro formalismo, no qual o espaco das coordenadas ¢é reduzido a cada passo do
algoritmo. Nessa secao, apresentaremos um terceiro procedimento, inspirado no procedimento de

Faddeev-Jackiw, mas que aumenta o niimero de variaveis em cada passo.

Originalmente, o método foi proposto por Barcelos-Neto e Wotzasek em [17]. Nesse artigo,

a proposta era modificar a estrutura simplética f,, introduzindo multiplicadores de Lagrange na
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parte cinética da Lagrangeana, em contraposicao ao método de Dirac, no qual os multiplicadores sao

inseridos na parte potencial.

Alguns problemas, porém, podem ser apontados. Previamente, precisamos ressaltar que
a prescrigao ¢ desenvolvida para Lagrangeanas de primeira ordem. No entanto, isso nao provoca
limitacoes substanciais, ja que sempre é possivel transformar uma Lagrangena de segunda ordem
(que s@o recorrentes nas teorias) em uma de primeira ordem, através de uma substitui¢do do espago
de configuragoes por um espaco extendido (geralmente o espaco de fase), introduzindo varidveis
extras®. O mais comum, embora nao seja necessario, é que essas varidveis extras sejam os momentos
canonicamente conjugados das variaveis originais. Quando isso ocorre, isto é, quando utilizamos os
momentos como varidveis extras, realizamos o seguinte procedimento: i) calculamos os momentos
canonicamente conjugados, ii) realizamos uma transformagao de Legendre, de (¢, ¢) para (q,p) e
iii) definimos uma nova Lagrangeana, nessa novo espago, de forma que as variaveis (¢, p) aparecam
como coordenadas numa Lagrangiana de primeira ordem*. Caso a Lagrangena original (definida no
espaco de configuragoes) seja singular, como definido na se¢ao 2.2, a transformacgao de Legendre
nao sera bem definida, como ja vimos na secao 3.1, ensejando a introducao de multiplicadores de

Lagrange. Estes, por sua vez, aparecerao na parte potencial da nova Lagrangeana.

Em [17], os autores, com o intuito de deformar a estrutura simplética fu, introduzem uma
dinamica para os multiplicadores de Lagrange, eliminando-os da parte potencial e inserindo-os na

parte cinética, da seguinte maneira:

Ls:pq_Hc_ur¢rM)LSZPQ"i_urqbr_Hc

Portanto, ousamos discordar dessa técnica, pelas razoes a seguir expostas:

1) Nao é possivel fazer uma identificagao, em cada etapa do processo, com o método de Dirac.
De fato, o procedimento de Dirac é baseado na construcao dos parénteses que substituem os de
Poisson, sendo aquele definido em funcao deste e dos multiplicadores de Lagrange associado aos
vinculos primérios de segunda classe, e na manutencao dos multiplicadores associados aos vinculos
primérios de primeira classe, até que se faca a fixagao de calibre, se for o caso. Se esses multiplicadores
sao substituidos por outros, que agora apresentam uma dinamica, resta claro que os procedimentos

nao serao equivalentes

2) Tratando, ainda, dos multiplicadores de Lagrange, é mister ressaltar que eles sao introduzi-
dos na teoria com o intuito de garantir que a relagao (q,¢) — (q,p) seja, de fato, uma transformagao
de coordenadas bem definida®. Qualquer procedimento, realizado posteriormente a essa etapa, deve

respeitar essa operagao, sob risco de incorrer em inconsisténcias

3) O procedimento d& origem a um nimero de vinculo, ao final do processo, menor do que

ver D. 90
ver D.96
> ver (3.34)
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aquele obtido no procedimento de Dirac, levando-os a denominar de “vinculos verdadeiros” apenas
aqueles que sao revelados em seu formalismo. De fato, o procedimento ocorre de maneira que, no
fim, so restam vinculos secundérios de primeira classe. Os vinculos de segunda classe existentes sao,
ao longo do processo, incorporados na estrutura simplética, de forma que é automatico o processo
de iguala-los fortemente igual a zero(Em consonancia com o método de Dirac). No entanto, os
vinculos primérios de primeira classe simplesmente desaparecem, de forma que, em algum momento
do processo, houve uma fixagao de calibre nao intencional. Se a teoria apresentar somente vinculos
primarios de segunda classe, nao havera inconsisténcias, ja que os vinculos de segunda classe sao
igualados fortemente a zero no fim do procedimento. No entanto, se existirem vinculos primarios
de primeira classe, teremos dois problemas: i)como os vinculos de primeira classe sdo geradores de
transformagoes de calibre (todos, como veremos na se¢ao 4.3), caso tenhamos interesse em encontrar
as simetrias da teoria ficaremos limitados as simetrias geradas pelos vinculos secundarios de segunda
classe; ii) Caso estejamos interessados em uma forma particular de fixagao de calibre, ndo poderemos

faze-la, ja que o processo ja realizou esse procedimento de forma automatica

Com base nos argumentos apresentados acima, propomos a modificagcao do método de
Barcelos-Neto e Wotzasek, com o intuito de eliminar alguns desses problemas. Nossa proposta é
manter os vinculos primdrios na parte potencial e, simultaniamente, introduzi-los também na parte
cinética. Isso sera feito por meio da adigao de uma derivada total a Lagrangeana e da implementagao
da condicao de consisténcia. E importante ressaltar que esse procedimento (adicionar derivada total
a Lagrangeana) nao implica em alteracao da dinamica do sistema, exceto em teorias que apresentam

problemas de borda (boundary problems), como é comum ocorrer na teoria de cordas.

Levando em conta os pontos apresentados nos paragrafos anteriores, podemos concluir que,
em teorias nas quais seja necessario transformar uma Lagrangena de segunda ordem em uma
Lagrangeana de primeira ordem, e dessa transformacao resultarem vinculos priméarios de primeira
classe, nao é possivel utilizar o método de Barcelos-Neto e Wotzasek, caso estejamos interessados
em encontrar simetrias ou fixar o calibre de uma maneira particular, sendo método apresentado
a seguir mais aconselhavel, sem prejuizo da utilizacao de outros métodos, como o de Dirac. Por
outro lado, caso estejamos trabalhando com teorias em que haja problemas de borda, nao é possivel
utilizar o método aqui exposto, de forma que o leitor deve investigar a possibilidade de se utilizar o

método de Barcelos-Neto e Wotzasek (caso nao incorra na vedagao ja exposta), ou outro método.

Considere entao a Lagrangeana simplética®, andloga a (D.96), mas adaptada para o caso
vinculado (ver segao 3.1)
LY = piq' — Hr = pid' — He — 0 6, (4.27)

onde o somatério em i vai de 1 até N, e em r vai de 1 até M, como em (3.27).

O formalismo ¢ iniciado considerando ¢', p* e os multiplicadores de Lagrange u” como

Como pode ser visto na secao D.2, sempre é possivel fazer uma transformacao de Darboux na maior
projecao nao singular de f,p, de forma que é suficiente considerar esse caso particular
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coordenadas. Nesse caso

Qa = ((TlxNaﬁlxNa ﬁlxM)

Aq = (ﬁlxNaﬁlxNaﬁlxM) (428)

Logo, a matriz f,, é dada por

0N><N —IN><N 0N><M
fég) = [ Inxy  Onxnv  Onxm (4.29)
OM><N 0M><N 0M><M

Essa matriz ¢é singular e possui os modos-zero
7(r) = (01w, 01w, Ar) 1) (4.30)

onde 7(r) é um vetor linha com 1 na r-ésima coluna e zero em todas as outras entradas. Esses

modos-zero podem ser utilizados para obter vinculo, como em (4.4):

=¢,, r=1,.,M (4.31)

Obtemos os mesmos vinculos que ja tinhamos. Vamos mostrar agora como podemos revelar possiveis

novos vinculos, assim como fizemos no procedimento de Dirac.

Como sabemos, podemos adicionar uma derivada total no tempo a Lagrangeana sem alterar

as equacoes de movimento’. Seja entdo
Py d g : .
L.(S?) = piqZ - Hc - UT¢T + %(gbrer) = piqz - Hc - UT¢T + Qbrer + gbrer (432)

Em que €" sao coordenadas extras. De forma andloga ao formalismo de Dirac, exigimos, para que a

teoria seja coerente, a condicao de consisténcia dﬁr = 0. Temos entao
LY = pid' + ¢pé” — Ho — ', (4.33)

Dessa forma, temos

Qa = ((flxNaﬁlxNa ﬁlxM7 glxM)

Qq = (ﬁlxN>61XN>61><M7$1><M) (4-34)
A matriz féz) toma a forma
0N><N _IN><N 0N><M VQS{ e ng%;[
Inxy  Onxy  Onxn Vol .o Vol
s _ | O Oarav Oanar Ot Ol (4.35)
¢ -Vor  —Vor O 0 e 0
~Vour —Vou Oim o - 0

7 Desde que nio haja problemas de borda, como destacamos na introducio dessa secio
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sendo 96 96
V¢T == (aql PR an)
S
Vo, = (8p1 - apN) (4.36)

Agora devemos procurar modos-zero para ver se encontramos novos vinculos. Mas ha um detalhe:

devemos procurar modos-zero da submatriz

Onvxny  —Inxn Onxar
Inxny  Onxn  Onxn
Omxn  Omxn  Onrxmr

~ . 4.37
-V Vo O ( )

~Voéu —Voéu O
e ndo da matriz (4.35). A razao ficard evidente mais adiante. Por hora, note que os modos zero sao

—

U1(7’) = (61><N7 61><N7 ﬁ(r>1><M7 61><M)7

U (r) = (=Vérion: Vorian Orar, 6(F)ixar),  r=1,..,M (4.38)

sendo e(r) = n(r). Os primeiros M modos-zero reproduzem os vinculos iniciais. Os M dltimos

implicam nas relagoes

0=—Vo¢, -VHr+ Ve, VHp+ 85? =
. a¢r aI{T 8@57« a1T—[T o
B dq" Op; Op; 0q' = {0r Hr} (4.39)
ou
{or, He} + X { Dy, 05} = 0, r=1,...M (4.40)

Note que essa condigao é equivalente a (3.39).

Agora podemos entender porque procuramos os modos-zero de (4.37). Se tivessemos procurado
modos zero de (4.35), teriamos encontrado um subespago de {¥>(r)}. Para ver isso, note que, para

Ua(r) ser modo-zero de (4.35), é necessario que

{¢r, 0} =0, s=1,..,M (4.41)

Isso resultaria que a condicao de consisténcia nao seria aplicada para os vinculos que nao satisfizessem
(4.41)

Retomamos agora as condigoes (4.40). Assim como no procedimento de Dirac, podemos obter

um dos 3 casos, ja descritos na pagina 23. Isso implica que teremos K’ novos vinculos(K’ < M)
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Xx - Incorporamo-os em (4.33) por meio de uma derivada total e novas coordenads €, e aplicando a

condicao de consisténcia, temos

com j' somando de 1 a J' = M + K’ e denominamos ¢ = (¢, xi7). Dessa forma, temos

Qa = (JlxNyﬁlxN, ﬁlxM: gli’)

Qq = (ﬁlxN>61><N>61><M7$1><J/) (4-43)
De maneira que
Onvxn  —Inxn Onxyr VoI - Voo,
Inxy  Onxn  Onxny Vol - Vo,
g _ | O Oavav Oarar Oira = Ohra (4.44)
@ Vo1 —Vor  Oixnm 0 e 0
—ngjf —@gby 61><M 0 0

Procuramos entao modos-zero da submatriz

Onvxny  —Inxnv Onxwm
Inxn  Onxnv  Onxn

Ormxv  Omxn Onrxwmr

- . 4.45
-V =V O (4.45)
~Véy —Voéy O
Como antes, os modos-zero sao
v (r) = (ﬁlxN,61><Naﬁ(r)1xM761xM)7
0(7") = (=Vbir1ns Voirns Ovars 8 )y 7 =1, (4.46)
o que implica nas condicoes
{(bjlch}—i_)\s {¢j'7¢8} ~ 07 j/ = 17"'7‘]/ (447)

Temos entao que ver em qual dos 3 casos estamos. A situacao final é que, apds L repeticoes, temos

J vinculos, que sao incorporados na parte cinética da Lagrangiana simplética

L = pid + 636 — Ho— u'o, (4.48)
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e a matriz fL é

Onvsxn —Inxn Onxyr V@& oo Vol
Inxy  Onxn  Onxny Vol oo Vol
f(L) B 0M><N OM><N 0M><M GT/[xl %xl (4 49)
ab -V, _@Qsl 6’1><M 0 Y 0 .
~Vé; —Vé; Oar 0 oo 0

Por construcao, os modos-zero da submatriz associada a (4.49) nao geram mais vinculos.

Logo, utilizamos as relacoes

{p;, H.} + N {oj, 05} = 0, j=1,..J (4.50)
para determinar os multiplicadores de Lagrange A\°. Ja fizemos isso na secao 3.1, e nao repetiremos
aqui. Mencionamos apenas duas coisas: i) os vinculos sdo separados em primeira e segunda classe,
denotados por v, m =1,..., P e §,, p=1,..., S respectivamente; ii) somente os multiplicadores de

Lagrange associados aos vinculos de segunda classe sao determinados, e sao dados por (3.66).
Ficamos entdao com a Lagrangeana simplética®
L .7 -m . a a
LES’ )= pid" + Ym€™ + &ué" — He — 0" oy + Goy A {E,, He} (4.51)

De maneira que

Qa = (JlxN7ﬁ1xN7 771><P1a ngPa gle)

ta = (Frxws 01sens O1xpys Tixps E1xs) (4.52)
e a matriz fL toma a forma
Onxy —Inxn Onyxp, VAL -+ VAL V& -0 V&L
Inyny  Onxn  Onxp @Vf e 67}; @ng e ?55
Opxn  Opxv  Opxp (nglxl 6£1><1 6}7’31X1 6£1><1
Vv =Vyu Op 0 -0 0 -+ 0
= : : Do Do (4.53)

—V’)/p —V’YP 61><P1
V& V& Oixp

Vés  —Vé&  Oixp 0 0 0O -~ 0
Agora que nao ha mais vinculos e ja encontramos aqueles multiplicadores de Lagrange que

podem ser determinados, vejamos quais modos-zero da submatriz sdo também modos-zero de (4.53).

De fato, eles sao apenas
8

ver secao 3.2 para a notacao



U1(ay) = (61><N761><N>ﬁ(a1)1><P1761><M)7 a=1,.., P

—

UQ(m) = (_67ml><N’ v7m1XN761XP17ﬁ(m)1><P)v m = 17 ) P
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(4.54)

Tsso indi 1 o s . teudos d da ol (L) - tvel
SSO 1ndica que, quando o sistema possul apenas vinculos de segunda classe, a matriz fab € 1mversivel.

Vamos explorar esse caso primeiramente. Nesse caso, ela toma a forma

Onwxy —Inun VE oo VE
INxN 0N><N fo e v§§
fCLL+1bL+1 = —V§1 —V& 0 tc 0
~Vés —Vés 0 -+ 0
ou
f _ wanxon M7
ar+1br41 M 0
sendo B
V& V&
M = : :
Vés Vs
Apés um pequeno calculo, temos que a matriz inversa é dada por[54]
fab — wl —w T M(MTw M) T MTw! —w tM(MTw=tM)~1
o (MTw—lM)—lMTw—l (MTw—lM)—l
Seja entao A(q,p) e B(q,p) duas fungdes arbitrarias. Entao, de acordo com (D.124)
0A .. 0B 0A . . 0B
* ab _ ij - ik T, —1 Qv T lj =
{A,B}" = 0,Af*0,B = 8in 90 8in My, (M*w™ M)* M jw 90
Mas, por outro lado,
_ by ;00
(MTw™'M),, = 862%]8@1 ={¢,6}=AL

De forma que podemos escrever
{A7 B}* = {AvB} - {A7§“}Aul’ {SWB} = {A’B}D

Vemos entao que obtivemos os parénteses de Dirac.

(4.55)

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

Caso tenhamos vinculos de primeira classe, temos duas opgoes: i) introduzir condiges de

calibre que satisfacam os critérios estabelecidos na secao 3.3, de forma que o sistema passe a ter

somente vinculos de segunda classe ou ii) utiliza-los para encontrar transformagoes de calibre.

No primeiro caso, nao precisamos discutir nada: o processo é identico aquela ja apresentado

na secao 3.3. O segundo caso serd discutido em detalhes na préxima se¢ao, quando demonstraremos

que todos os vinculos de primeira classe sao geradores de transformacoes de calibre, provando assim

a conjectura de Dirac
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4.3 Conjectura de Dirac

Como mencionamos na secao 3.2, Dirac postulou que todos os vinculos de primeira classe
seriam geradores de transformacao de calibre. Ele se baseou no fato de que {¢,,, ¢, } também sao
geradores de transformacoes de calibre, e que a algebra dos vinculos primérios de primeira classe

nao é fechada, isso é, que
{¢a1 ) ¢b1} - Cﬂbﬂm‘ (462)

No entanto, ele nunca chegou a demonstrar isso. Para piorar a situagao, comecaram a surgir

contra-exemplos, o que poderia ser uma indicacao de que a conjectura de Dirac seria falsa.

Nessa secao, reproduzimos uma demonstracao da conjectura de Dirac, encontrada em [3],
utilizando o formalismo simplético para isso. Na proxima secao, estudaremos em detalhes um dos
contra-exemplos presente literatura e mostramos que, se corretamente interpretado, ele é coerente

com a conjectura de Dirac.

Considere inicialmente o principio da acao

S = / dtL(q, q) (4.63)

Como pode ser visto no Apéndice D, podemos, equivalentemente, partir da acao
g = / dt (pid' — Hr) (4.64)

ja que o principio de Hamilton implica nas mesmas equacoes de movimento para ambas. Por fim,

note que podemos também utilizar a acao

S = [t (pid' + ™ + " — He+ 00, A {6, He} = 1 6, (4.65)
baseada na Lagrangeana (4.51), ja que as equagoes obtidas pela diferenga entre elas sdo apenas
£,=0, Hn=0 (4.66)
que sao as equacgoes de consisténcia.

Assim como na secao 4.2, identificamos

Q(l = ((71><N7]71><N7 ﬁlela ngPa ngS)

Qg = (ﬁlxN>61XN>61><P1>’71><Pagl><5') (467)

€ escrevemos
S = / dt (a,(Q)Q" — Hr) (4.68)

O principio de Hamilton implica que

0=08 = / dLE,5Q° (4.69)
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sendo

E(z = fabe - aaI—IT (470)
que se anula na trajetdria fisica. A matriz f,, é dada em (4.53).

Se encontrarmos uma expressao para 0Q% de forma que
E., Q=0 (4.71)

entdao encontramos as transformacoes de calibre que deixam a acdo invariante’

Para esses fins, considere os modos-zero (4.54) de f,,. Aplicando os m vetores Ua(m) em
(4.70), temos

OV OHp Oy, OHrp

vy(m)E, = —v5(m)0, Hr = o0, 07 04 on

={Hr,vm}, m=1,.,P, (4.72)

em que os indices a variam de 1 a 2N + P, + P+ S, e os indices ¢ variam de 1 a N Por outro lado,

sabemos dos teoremas 1 e 2, localizados na pagina 24, que
{Hr,¥m} = Co o, (4.73)

pois Hr e v, sdo de primeira classe e { Hr, v, } = 0, fracamente, pela condigao de consisténcia.

Além disso, do algoritmo desenvolvido na segao 4.2, temos que os vinculos 7, sao originados

do produto de 7 (a;) , va(m) com J,Hr. Logo

P P
Yoo = Y Aw(a)vi(a1)Ey + > B (m")oy(m"E,, m' =1,.. P (4.74)
a1=1 m/’'=1

sendo A, (a1) e By (m”) coeficientes. Inserindo (4.73) e (4.74) em (4.72), obtemos uma expressao

da forma

(Z [i hne (@1)v(@1) + D G (" )55 (")

m/'=1 |a1=1 m'’'=1

)Ea:O, m=1,..,P (4.75)

. . ~ /
sendo Ay (a1) € gmme (M) coeficientes resultantes da combinacao de CJ" com A, (ay) € By (m”)
Multiplicando essas equagoes por m parametros arbitrarios e somando em m, temos uma expressao
da forma

(Z [i em(a1)vf(a1) + Y €gu(m”)vs(m")

m/'=1 |a1=1 m'' =1

) E,=0 (4.76)

em que €,/ (ay) e €,/(m”) sdo alguns coeficientes Comparando com (4.71), temos as transformagoes

Q= Y {Z e (a)el(a) — 3 em/(m”)vg(m”)] (4.77)

m/=1 |a1=1 m'’=1

9 J4 fizemos algo semelhante na secio 2.3
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As tnicas coordenadas que nos interessam sao, é claro, ¢* e p;. Vejamos como elas se transformam:

= — Z Z e ( 0'ymu Z Z €mr (M) {Pis Yonrr } (4.78)

/ 1 m// 1 / 1 m// 1
Equagoes (4.78) demonstram, assim, que todos os vinculos de primeira classe 7, sdo geradores de

transformacoes de calibre, que deixam a a¢ao invariante

4.4 Contra-Exemplo a Conjectura de Dirac?

Vimos na secao anterior que todos os vinculos de primeira classe, e nao apenas os primarios,
sao geradores de transformacoes de calibre. No entanto, é comum encontrar Lagrangeanas que
aparentemente contradizem esse fato[63]. Nessa se¢do vamos analisar um desses contra-exemplos,
que pode ser encontrado em [2], e mostrar que a confusao ocorre porque o autor considera uma falsa

equivaléncia.
Para esses fins, considere a Lagrangeana

Yy
Lz, y,&,9) = %332 (4.79)

Vamos obter as equacoes de Euler-Lagrange para ela. Temos

oL oL
9L _ e
9 " ox
d
dt(ey &) =0 = €% = constante (4.80)
oL oL 1 .
- = s — = —e’X
Yy dy 2
r.,. .
56%5 =0=2=0 (4.81)
Essas equacoes tem como solucao!®
T = constante
y = arbitrario (4.82)

Vamos agora passar para o formalismo Hamiltoniano. Os momentos canonicamente conjugados

sao
_aL_eyx‘.
Pe =5z =

Devemos tomar cuidado, entretanto, quando y = 400

10
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oL
py=——=0 4.83
Yy 8y ( )
Temos entao o vinculo priméario
o1 =py =0 (4.84)
A Hamiltoniana canonica é dada por
1
H, = §e_yp§ (4.85)
e a Hamiltoniana total é )
Hyp = —e Yp2 + \p, (4.86)

2
sendo A um multiplicador de Lagrange. Aplicamos a condicao de consisténcia para ¢; = 0:

le = {py7HT} =0

2
Pz - L _ I
S b = =5 0 pn Yy = e =0 (4.87)

Em [2], o autor afirma que o vinculo é

$2 =p. =0 (4.88)

Nesse caso, p, = 0 e p, = 0 seriam os dois vinculos da teoria, e ambos seriam de primeira classe.

Eles seriam geradores de transformacoes, no seguinte sentido

oz = {[E, €1y +px€2} = €2

5y = {y, €1Dy + px€2} = €1 (489)

Tanto = quanto y seriam varidveis de calibre, em contradigao com (4.82).
Embora p, =0 e %e*ypi = (0 representem a mesma equacao matematica, eles sao vinculos
distintos. Com base no teorema 1 da pagina 25 sabemos que se os parénteses de Poisson entre duas

funcoes sao nulos, entao eles sao uma combinacao linear dos vinculos. Se escolhemos ¢y = p, = 0

como sendo o vinculo, ficamos com a relagao

1
{py, Hr} = 56_ypx¢2 (4.90)

Por esse motivo, o vinculo verdadeiro é'!

1
G2 = ¢ P, =0 (4.91)

A condicao de consisténcia para ele é

92 = {e_yp9257HT} =0

N[ —

1 ou, se preferir ¢ = e Yp2 =0
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2

Doy A
5 {e y,/\py} = —56 ypi {y,py} = —Ap2 =0 (4.92)

Logo, nao temos nenhuma informagao nova e sé existem os dois vinculos. Eles sao de primeira classe,

como podemos ver no calculo

1 1
{0102} = 5 {pye D2} = e Pl = 92 =0 (4.93)

Logo, ambos sao geradores de transformacoes de calibre, no sentido discutido na secao 3.2

1
0w = {% €1py + Qe_ypi(?z} = e p.€r

1
0y = {y, €1py + 2€_ypi€2} =€ (4.94)

Em particular, queremos encontrar as transformagoes que deixam a agao invariante. Para encontra-las,

utilizaremos o formalismo desenvolvido no fim da secao 3.2. Temos

{He, 1} = {2, ¢1} = — ¢
{Hca ¢2} = {¢2,¢2} =0

{61, 02} = &2 (4.95)

Comparando (4.95) com (3.105), obtemos D} = —1 e D%, = 1, com todos os outros coeficientes

nulos. Inserindo em (3.108), obtemos as relagoes

ég = —€1 + )\62

SA = ¢ (4.96)

Denominando €; = €, temos as transformacoes
oxr =e Ipye

oy = Xe — €

d
-

dt
As equagoes de movimento sao dadas pelas equacgoes de Hamilton

S Xe) — & (4.97)

T = {vaT} = eiypx

y = {ya HT} =A
Pz = {vaHT} =0
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. 1 _
by = {py, Hr} = e Yp?

—e*ypi =0

py =0 (4.98)

Vamos verificar que, de fato, elas sdo invariantes sob as transformagoes infinitesimais (4.97). Considere

outras coordenadas x’ e ¢/, obtidas por meio das transformacoes

¥ =x+0x
y =y +dy.
N =X+

Entao

¥ =x+0r=x+¢c Yp,e
¥ =+ e Vpye — ye Vpye

@' =eVp,(1+¢é— Ne)

' =eYp,(1 —dy) (4.99)

Como a transformacao dy é infinitesimal, 1 — dy = e~%. Logo
i = 6—(y+6y)px - e—y'px (4.100)

Temos também

Y =y+oy=y+Xe—¢

d
i =gt o (e —¢

J = A+ oA=N (4.101)

Logo, as equagoes de movimento s@o invariantes sob as transformagoes (4.97), o que confirma que

ambos os vinculos sao geradores de transformacoes de calibre



5 Conclusao

Nessa dissertacao, fizemos um estudo de sistemas vinculados, baseado na sua dinamica

classica, e na obtencao das transformagoes de simetrias apresentada por esses sistemas

No capitulo 2, demonstramos a importancia das simetrias como ferramenta para desenvolver
conceitos fisicos e facilitar a solucao de problemas concretos de interesse da fisica tedrica. Definimos
Lagrangeanas singulares e apresentamos um algoritmo para revelar as transformagoes de simetrias
presente nelas. Apresentamos, também, uma breve introducao da fisica de particulas, relacionando

as teorias de calibre com o mecanismo de acoplamento minimo

No capitulo 3, estudamos a dinamica de sistemas vinculados por meio do formalismo Ha-
miltoniano de Dirac. Vimos que os parénteses de Dirac sao a estrutura adequada para quantizar
sistemas de segunda classe, e que se o sistema apresentar também vinculos de primeira classe, sempre
é possivel introduzir condigdes externas (de calibre) que permitem a quantizagao desses. Associamos
os vinculos de primeira classe com os geradores de transformacoes de calibre, e desenvolvemos as
equacoes que determinam os parametros da transformacao. Aplicamos a teoria a um grande nimero
de exemplos, selecionados de forma a ter uma variedade de situacgoes, como o campo eletromagnético,

o modelo de proca e a particula numa esfera.

Capitulo 4 foi dedicado a apresentar o formalismo simplético e a introduzir uma modificacao no
método de Barcelos-Neto e Wotzasek. Mostramos que o formalismo modificado permite a manutencao
de todos os vinculos primarios de primeira classe até o fim do procedimento, evitando a perda desses
no inicio do processo, como ocorre no método de Barcelos-Neto e Wotzasek. Vimos, também, que
esse formalismo alterado permite fazer uma correspondéncia, em cada etapa do procedimento, com o

método de Dirac, de forma a corroborar a sua validade.

Por fim, embora controvérsias sobre a validade da Conjectura de Dirac ainda permanecam,
reproduzimos uma demonstragao dessa e vimos que o contra-exemplo, famoso na literatura, nao a

contradiz, se corretamente interpretado.
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APENDICE A — Teoria Cléssica de Campos

Um curso de mecanica classica, no nivél de graduacao, cobre, em geral, os formalismos
lagrangiano e hamiltoniano para sistemas com um numero finito de graus de liberdade. No entanto,
existem diversos problemas mecanicos, como a vibracao de um sélido elastico, que envolve sistemas
continuos, que possui um numero infinito de graus de liberdade. Isso sem mencionar as teorias
modernas, que sao descritas por campos. O conceito de teoria de campos por ser desenvolvido, pelo
menos aproximadamente, tomando o limite de sistemas discretos. Por isso, nao é dificil generalizar a

formulagao da mecanica para esses sistemas. Considere o seguinte exemplo

Exemplo A-1: Considere uma cadeia infinita de massas m igualmente espacadas por uma distancia
a, conectadas por molas com constante elastica k, como mostra a figura A.1 A Lagrangiana desse

sistema é construida de acordo com a prescricao classica:
L=T-V (A.1)
A energia cinética é dada por
L= (A.2)
i
sendo 7; o deslocamente da particula ¢ da sua posicao de equilibrio

A energia potencial é dada por

V=7 Z(mﬂ - 771)2 (A.3)

7

Do | &

de forma que a Lagrangiana toma a forma

1 : . 1 m Mit1 — 1)
L= 5 Ylmi — k(s —m)i)*) = 5 Yo |2 — ka (HEL) (A1)
25 25 a a
No limite continuo, a infinitesimal , temos
m
a
ka —Y
77i+1—77i_>77(1’+a)_77(35):@_ / (A.5)
a a dx
i G i a m

Figura 3 — Sistema Continuo de Massas Iguais Ligadas por Molas
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sendo i a densidade linear de massa e Y o modulo de Young. Dessa forma, a Lagrangiana no limite

continuo é dada por
1
L= 5/ {,mf —Y1n?| dz (A.6)
Nao ¢ dificil, utilizando as equagoes de Euler lagrange, mostrar que a equagao de movimento para
esse sistema é
d*n d*n
oy =Y
dt? dz?
Esse é a equagao que descreve uma onda unidimensional que se propaga com velocidade

—0 (A.7)

Y
v = m (A.8)

A.1 Teoria de Campos no Formalismo Lagrangiano

Vamos agora desenvolver o formalismo para sistemas continuos de forma mais precisa.
Sabemos que a dinamica de sistemas contaveis é descrita por uma fungao L, chamada Lagrangiana,
que depende de um conjunto de coordenadas generalizadas ¢, tal que as equacgoes de movimento

sao obtidas por meio do principio variacional

5/L(qk,q')k:,t)dt —0 (A.9)

que d& origem as equacoes de Euler-Lagrange

d (0L oL
il S Al

Para descrevermos sistemas continuos precisamos especificar uma coordenada para cada ponto
do espaco. Dessa forma, o indice discreto k é substituido pelo indice continuo . Assim, sistemas
com infinitos graus de liberdade serao descritos por campos ¢,(7,t). A Lagrangiana de sistemas
discretos envolve uma soma sobre todos os graus de liberdade, de forma que, para um sistema
continuo, devemos ter um integral espacial de uma funcao £, chamada de densidade Lagrangiana.
Essa deve ter um termo cinético, relacionado com (ﬁa(f, t). Consideramos ainda que o campo s6
interage consigo mesmo numa vizinhaga infinitesimal, de forma que £ deve depender de ¢, (7, 1) e
¢a(Z 4 dZ,t), isto é, de Vo, (Z,t). Consideramos ainda uma possivel dependéncia em Zet. dessa

forma, a acao mais geral é da forma
S:/ﬁL:/ﬁ/ﬁﬂ%¢¢v¢aQ (A.11)
Para encontrar as equacoes de movimento, utilizamos o principio variacional:

o:a/ﬂ%c

R oL oL
0—/dmme%+8%&m+aﬁdeV@ﬂ (A.12)
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Vamos desenvolver o segundo termo. Utilizando integragao por partes, e o fato que o campos devem

se anular nas extremidades, temos

/d4 - /d4 = (a%) 36 (A.13)

Considere agora o terceiro termo. Utilizando o teorema da divergéncia e o fato que os campos se

vgba_/dt]{da V¢a /d4 <V¢a)5¢>

_ —/d4an ( V¢a)5¢> (A.14)

anulam nos extremos, temos

[tz

Finalmente, teremos

o (oL oL
= d4 —|—]-V- ) ) Al
0=/ (am 8t<&m> v (EKV¢0 QJ) o (419
como as variacgoes d¢, sao arbitrarias, devemos ter
oL 0 (0L oL
—— ==V | ===, ] =0 A.16
96, e%&w) (wV%>¢> (410

Em teorias relativisticas, construimos modelos cujas equacoes que descrevem o sistema fisico tomam
a mesma forma em todos os referenciais inerciais. Em outras palavras, construimos nossos modelos de
forma tal que eles sejam invariantes sob transformagoes de Lorentz. A melhor maneira de fazer isso
é tratar tempo e espaco igualmente, isso é, tratar (ct,z") como coordenadas no espago de Minkowski.
Com essa idéia em mente, escrevemos a equacao de Euler-Lagrange para sistemas continuos pela

expressao equivalente

oL oL
0 — =0 A7
“(m&@a> 06 (A.17)
sendo
ot = (2% 2", 2%, 2%) = (ct, 2y, 2) (A.18)
¢ 0 o o0 o0 0
Ou = ori <(9:1:0’ Oxl’ Ox?’ 83:3) (A-19)

Exemplo A.1-1: Considere o campo escalar ¢ e a Lagrangiana dada por

L= @)+ (") (A.20)

sendo

(0,0)(0"¢) = 1,,0"p0" ¢ = 3°Ppd°p — 0' 90" ¢ — ¢ — DD ¢ (A.21)
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Vejamos qual é a equacao de movimento para esse campo. Aplicando as equagoes de Euler-Lagrange:

oL
50,5 = (A.22)
(§]
oL me\ 2
5= (h> s (A.23)
Assim a2
9,0 + (h) 6=0 (A.24)

Essa é a equagao de Klein-Gordon, que descreve (na teoria quantica de campos) uma particula de

spin 0 e massa m

Exemplo A.1-2: Considere o spinor v,

(G
W= V2 (A.25)
V3
Yy
onde 1); sao fungoes e a Lagrangiana
£ = i(he) i) — (me*) o (A.26)
sendo
10 0 01
0 1 0 10
0_ 1_
! 00 —1 7 0 —-100
00 0 -1 -1 0 0 0
0 00 — 01 0
0 0 2 0 0 —1
2 A.27
T o i o 100 0 (A-21)
— 0 0 0 1.0 O

as matrizes de Dirac. Tratamos v e seu ajunto ¥ como campos independentes. Aplicando a equagao

de Euler-Lagrange para 1, encontramos

oL oL

_ oL _ 2
(0u0) =0, 0 ihey" 0,0 — mc™yY (A.28)

Logo
MO — (”;C) Y =0 (A.29)

Essa é a equacao de Dirac, que na teoria quantica de campos descreve uma particula de spin % e de
massa m. Se aplicarmos a equagao de Euler-Lagrange para 1), encontramos a adjunta da equagao de

Dirac:

oL
9(0u1))

= iheyy!, | gi = —mc*) (A.30)
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Assim

i0,7" + <mc> b =0 (A.31)

Exemplo A.1-3: Finalmente, considere os campos A*, = 0,1,2,3, com a Lagrangiana

1 1
T (AN AY AV AR o T AV AV
L 167r<8 AY — 0" A*)(0,A, — 0,A,) + 87TA A (A.32)
Temos or .
péiy
e
oL 1 /me\?
o h) A (834
Assim, as equagoes de Euler-Lagrange leem
2
@@wv—yma+(§)Auﬂ) (A.35)

Essa equacao é conhecida como equacao de Proca. Ela descreve uma particula de spin 1 e massa m.

Comentérios:

(i) Como o termo (O*A” — 9" A*) aparece constantemente na teoria, ¢ comum utilizar a

notacao
Fr = oFAY — 0" A¥ (A.36)
de forma que
1 1 /me\?
Ez—PWFV(>A%V A37
167 p + 8t \ h ( )
¢ 2
@fW+(2ﬂJM=o (A.38)

(ii) Se a notagao parece familiar da formulagao relativistica do eletromagnetismo, isso nao é

um acidente. O campo eletromagnético é um exatamente um campo de spin 1 e com massa m = (

A.2 Formalismo Hamiltoniano

Nosso ponto de partida para trabalhar no formalismo Hamiltoniano é a definicao dos momenta
canonicamente conjugados. De forma andloga a mecanica de sistemas com numero finito de graus de

liberdade, definimos

oL
-

A funcao densidade Hamiltoniana é construida por meio da transformada de Legendre

(A.39)

Ta

H = Z'/Taéa - L (A40)
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e a Hamiltoniana é dada por

H = / BrH(ba, Vba, Ta) (A.41)
A acao é dada por
S = / 7[> Toe — H) (A.42)
Utilizando o principio variacional
- ‘ OH OH OH
Y ! _ Yt _ 7t
0= / a3 (m% +Gubma = 5000 = G50V ) = 5 m)
OH OH . OH
_ 4 IS o _
_/dm%:q o 8¢a+v<a<wa)>]5¢“+ lgba 8%1 m) (A.43)

onde utilizamos integracao por partes e o fato que os campos se anulam nas extremidades. Como as

variagoes d¢, e 0w, sao arbitrarias, devemos ter

. __8H+V< OH >
“ 04 (V¢a)

. OH
= A.44
¢a aﬂ_a ( )
Exemplo A.2-1: Considere novamente a Lagrangiana
1 1 /me\?
= — H —_ — —_— 2
L= 50:000°) ~ 5 (%) ¢
O momentum canonicamente conjugado é dado por
_9 (A.45)
9(¢)
Assim, a densidade Hamiltoniana H é dada por
: 1 , 1 2
H=rh— L= om +00)0'0) + 5 (5) & (A.46)
Logo, as equagoes de Hamilton leem:
. OH
o) = 5= = ()
Ta
OH OH
() = — +V = V?p(z) — m*p(x A .47
0 =g+ 9 (5 ) = Vo) - woto (A7

Na teoria de campos, é comum lidar com funcionais. Um funcional é uma regra que associa
um numero real F[f] a cada fungao f. J& tivemos a chance de encontrar um funcional aqui: a agao

S pega um conjunto {¢,;a = 1,..., N} e leva num numero real

Slo1,-eron) = [ dL(60:0,02) (A.48)
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Por essa razao, a derivada funcional desempenha um papel fundamental. Existe varias maneiras
de definir a derivada funcional (muitas delas melhores do que a que apresentaremos aqui). No
entanto, para nossos fins é suficiente defini-la como o termo de primeira ordem da expansao de
F[f 4 §f] em poténcias de §f. Mais precisamente, seja {x1,...,x,} um ponto de R" e f(z) uma
funcao suficientemente diferenciéwel de n variaveis reais. A derivada funcional de F' em relacao a f

no ponto z, denodada por é definida por

6f’

SF — / "zy siaqsa (A.49)

Exemplo A.2-2: Considere o funcional Identidade, definido por

I[¢a] = ¢a (A50)
Logo
0ul#) = 1| /ﬁwz 2ot (A51)
Para que os dois lados sejam iguais, é necessario que
5[[¢a<g>] 3(7 —
————= =0"(T — %), A52
ou, usando um abuso de linguagem,
60a(¥) _ 3 -
= = 0°(7 — )0, A.53

Exemplo A.2-3: Considere a acao classica. Temos

59 = / d4x§aj Q—fra _ 5;{] o + [éa _ gﬂ 5%) (A.54)

Pela definicao, temos

68 i oH
6¢a " Oda
05 - oH
=g — — A.
0T, ¢ 0T, (A.55)
Assim, nessa notacao, as equacoes de Hamilton tomam a forma
. OH OH
p— 7 = — A.-
R (A.56)

Podemos ainda escrever essas equagoes de outra maneira. Para isso, considere o seguinte
funcional, que pega duas funcoes e leva num numero real:

: §) OY()  OY() 0X(f
XD Y@} = [ @@ (7) 07ald)  30a(3) oma(@

) (A.57)
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Esse funcional é chamado Parénteses de Poisson. Podemos escrever as equacoes de Hamilton em

funcao dele. Para ver isso, considere a seguinte operacao

004(Z) 0 (Z)  d¢pa(T) 57ra :f “s () omp(Y)
(A.58)
onde abreviamos a notacao H(¢.(¥), 0,¢.(¥)) = H(y). De forma analoga, temos
q oM ()
=— A.
{m (), H} = =5 o) (A.59)
Assim, podemos escrever
0a(Z) = {0a(Z), H}
) = (o), ) (A.60)

A.3 Teorema de Noether

No capitulo 2, ja vimos a versao do teorema de Noether para sistemas com numero finito de
graus de liberdade. A generalizacdo para sistemas continuos é direta: Tomamos variagoes arbitrarias
das coordenadas z* e dos campos ¢4, e investigamos quais variacoes que deixam a acao invariante.
Em muitos casos, trataremos apenas de variacoes nos campos, deixando as coordenadas fixas.

Derivaremos o teorema de Noether para essa situagao particular.

Considere a variagao infinitesimal

¢a(7) = pa(x) + 004 (A.61)

Ela implica na variagao da Lagrangiana

oL
0L = L(¢y, 0uds) — L(Pa,0uda) = Z( S + 8#(5@)) (A.62)
A (au¢A))
Utilizando as equacgoes de movimento
oL oL
oy <8(8M¢A)>_8¢A:0 (A.63)

Temos
ﬁ oL or

Se a transformacao for uma simetria da acao, 6L = 0, o que implica que em uma lei de conservacao
local na forma covariante. Para ver isso, seja

_y oL

0,00 (469
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Entao
9,0 =0 (A.66)
ou
80°+V-6=0 (A.67)
Assim y
e 3..00 — 3 0 _ _ 3 O — _ .7
5 | da€" = [ 20,6 =~ [ ¢V - 6=~ 6-da (A.68)

Se a regiao de integragao V' engloba todo o espaco tridimensional e os campos tendem a zero com

suficiente rapidez no infinito, a integral de superficie é nula e
O = / & 0° (A.69)
v

¢ uma quantidade conservada

Por fim, considere que a transformacao infinitesimal é gerada a partir de um conjunto de

parametros infinitesimais (ver fim do capitulo 2). Nesse caso

dpa = ic,Ta (A.70)
Assim
i, (Z _oc > eaT“¢A> =0 (A.71)
A 8(8M¢A) a
Como os parametros da transformacao sao arbitrarios, temos
oL
0 — T =0 A.72
de forma que
oL
= [ d T A3
J / T (%: 5Bodn) ¢A> (A.73)

é uma quantidade conservada

Exemplo A.3-1: Considere novamente a Lagrangiana
L = i(he)py" 0,1 — (mc? )
E fcil ver que a Lagrangiana ¢ invariante sob a transformacao
P — e (A.74)
j4 que ¥ — e 1) e temos

L = i(he) (e )"0, (e ") — (me®) (e ") (") = i(he)y" Ot — (mc? )y (A.75)
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Note que isso nao ocorreria se = 0(x). Essa transformacao é, portanto, uma simetria da agao.

Vejamos qual é a quantidade conservada via teorema de Noether. A forma infinitesimal dessa

transformacao é

W = =g+ iy

V= =y —ify

ou seja
0 = 6y
S = —ib
Assim, temos
oL oL - -
o (0% + 7% = on () =0

de forma que

j = [ @ (i5"0)

é uma quantidade conservada. Essa é a lei de conservacao da carga elétrica.

(A.76)

(A.77)

(A.78)

(A.79)
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APENDICE B — Propriedades de Equagoes Diferenciais Ordinarias

Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDO) aparecem em diferentes contextos na matematica e
na ciéncia, ja que a descricao matematica de variacoes envolve o uso de diferenciais e derivadas. Como
a descricao da dinamica de um dado fenomeno relaciona funcgoes, derivadas e diferenciais, EDO’s
emergem naturalmente no estudo desses sistemas. Nesse apéndice, queremos apenas apresentar
alguns fatos conhecidos da teoria de equacgoes diferenciais ordindrias, que serao 1teis no estudo de

sistemas singulares. Uma abordagem mais profunda e rigorosa pode ser encontrado em [25]

Seja 7 uma varidvel independente e ¢*(7), (a = 1,..., N) N varidveis dependentes. Uma

equagao diferencial ordinaria de segunda ordem é uma equagao da forma
F(¢, ¢, =0 b=1,.,N (B.1)
Se essa equagao puder ser escrita na forma
i* = f*(¢",d") (B.2)
ela é dita estar na forma normal. E um fato mateméatico que
i* = f"(¢",q")
qa(O) — qg (B3)
4*(0)

o
possui solugao unica (Problema de Cauchy)[25]

Podemos trocar equagoes diferenciais ordinarias de segunda ordem por equacoes diferenciais

de primeira ordem introduzindo varidveis extras, v*(7) a = 1, ..., N, definidas por
v =q* (B.4)
Entao, os seguintes sistemas sao equivalentes:

Fo(q,q4,4) =0 F(q,v,0) =0
(q?q) . (¢;v,0) B.5)
vt =q" q

Esse processo é chamado de Redugio de Ordem. Se definirmos 2%(7) = (¢%,v?), teremos um sistema

de equagoes diferenciais de primeira ordem
G'(7,2) =0 (B.6)

que, se puder ser escrito na forma 2 = ¢°(2’/) possui um significado bem definido na geometria
diferencial: ¢*(z?) é um campo vetorial definido na variedade, e buscamos uma curva que tem como

vetor tangente em todo ponto o campo g(z?) como mostra figura B.1 Seja
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Figura 4 — Curva Integral do Campo ¢*(2/)

2= 2= () (B.7)

Essa transformagao é uma mudancga de variavel se o determinante da matriz Jacobiana ¢é diferente

de zero: ‘
det (M) — det (2 20 B.S
et (Myj) = det | o= | # (B.8)
Nesse caso, a EDO pode ser escrita por
i ik D27 -k
G (zj(z’ ), 97" 271 =0 (B.9)
Por fim, considere o sistema de equagoes diferenciais
p* = P*(q,p)
Esse sistema é chamado Hamiltoniano se existe uma fungao H (g, p) tal que
u OH
Q"(q,p) = .
u 0H
P%(q,p) = (B.11)

0qq
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APENDICE C — Teoria de Grupos

Teoria de Grupos é a melhor linguagem matemaética para descrever simetrias. De fato, os dois
assuntos sao inseparaveis, ja que qualquer grupo define uma simetria (uma relacao de equivaléncia)
através de suas drbitas, e qualquer simetria define um grupo. Essa é uma ampla area de estudo
da matemaética, e existem diversos livros dedicados ao assunto[39,40,41,42]. Para nossos objetivos,
nao é necessario um estudo profundo do assunto, mas é necessario a introdugao de alguns termos e
propriedades que serao uteis na nossa discussao. Essa secao é dedicada a introduzir alguns conceitos
e resultados da Teoria de Grupos.

Comecemos com a definigao. Um Grupo é um sistema {C, -}, isso é, um conjunto C' com

"

uma operacao ", que satisfaz as seguintes propriedades:

(i)Fechamento: Se a,b € C, entao a-b e C
(ii) Associatividade: Para todo a,b,c € C, temos (a-b)-c=a- (b-c)
(iii) Elemento nulo: Jde € C' tal que para Va € C temos a-e=¢e¢-a=a

(iv) Elemento Inverso: Ya € C' existe um elemento inverso que chamamos a™!, a=! € C tal

1 1

quea-a - =a "~ -a=¢€

Além disso, se Va,b € C tivermos a - b = b - a (comutatividade), entdo o grupo é chamado

abeliano

O ntumero de elementos de um grupo é chamado ordem do grupo. Naturalmente, denominamos
grupo finito um grupo cuja ordem é finita; caso contrario, diz-se que o grupo ¢ infinito. Um grupo
continuo é um grupo infinito que pode ser caracterizado por um certo niimero de parametros continuos.
O numero de parametros independentes que determinam um grupo é chamado de dimensao do grupo.

Dentre esses grupos, o mais importante para nos sao os grupos de Lie.

Os grupos de Lie sao a teoria mais bem desenvolvida de simetrias continuas, o que os tornam
uma ferramenta indispensavel para grande parte da matematica e da fisica tedrica moderna. Grupos
de Lie sao também variedades diferenciaveis, e portanto podem ser estudados utilizando o calculo
diferencial, ao contrario da maioria dos grupos topolégicos[43]. Uma das ideias principais da teoria
de grupos de Lie é a substituicao de objetivos globais por versoes locais, que Lie denominou grupo
infinitesimal. Nao temos aqui o intuito de desenvolver em detalhes um estudo sobre os grupos de

Lie. Apenas trataremos de alguns aspectos gerais desse assunto.

Antes de prosseguir, vamos ilustrar esses conceitos com alguns exemplos

Exemplo 1: GL(2,R)

O grupo GL(2,R) (general linear group) de grau 2 é o conjunto das matrizes 2 x 2 inversiveis,
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junto com a operacao de multiplicacao de matrizes

C

GL(2,R) = {A: (“ 2) ;detA:ad—bc;AO} (C.1)

Vamos mostrar, primeiramente, que esse conjunto com essa operagao forma um grupo. Temos que

verificar as quatro propriedades da definigao:

(i) Seja A, B € GL(2,R). Entdao AB € GL(2,R) pois

det(AB) = (detA)(detB) # 0

(ii) A propriedade associativa é trivialmente satisfeita, pois o produto de matrizes é associativo.

(iii) O elemento neutro do grupo é a matriz identidade

()

(iv) E conhecido da dlgebra linear que uma condicéo suficiente e necesséria para uma matriz
ter inversa é que seu determinante seja diferente de zero. Logo, VA € GL(2,%),3JA™ € GL(2,R) ja

que
1

=——+#0
detA 7
Portanto, GL(2,R) é um grupo. Além disso, ele é um grupo de Lie, ja possui infinitos elementos

det(A™1)

(matrizes 2 x 2 com determinante nao nulo) e é caracterizado por 4 parametros (as entradas das

matrizes) que variam continuamente ja que a, b, c,d € R.

Exemplo 2: SO(2,R)

O grupo SO(2,R) (special orthogonal group) é um subgrupo de GL(2,R), conhecido como
o grupo de rotacoes no plano. Ele é caracterizado pelo conjunto de matrizes ortogonais com

determinante igual a +1, com a operacao de multiplicacao de matrizes

SO(2,R) = { (COW _3”“0) o [0,27@} (C.2)

sty cosp

A verificacao que ele é um grupo é identica ao exemplo anterior, e pode ser efetuada facilmente. A
diferenca é que agora o grupo é caracterizado por um unico parametro continuo, ou seja, é um grupo
de Lie de dimensao 1. Isso ocorre porque a condi¢ao de ortogonalidade implica em duas equacoes de

vinculos entre as entradas da matriz, e o fato que o determinante ¢ igual a 1 implica num vinculo extra.

Exemplo 3: O Grupo de Lorentz

Uma quantidade importante para a geometrizagao de um espaco vetorial é o elemento de linha,

o qual é invariante mediante certas transformagoes caracteristicas do espaco vetorial considerado.
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Para o espago de Minkowski, esse elemento de linha pode ser escrito como
ds® = n,,dz"dz” (C.3)

onde
+1 sepu=v=0
Mw=4—1 sep=v=i (i=1,2,3) (C.4)

0 se b # v

Esse tensor métrico é conhecido como a métrica de Bjorken-Drell. Existe um conjunto de transfor-

magcoes que deixam a forma do elemento de linha invariante, isso é:
N = AﬁAgnaﬁ (05)
ou , em forma matricial
n=ATnA (C.6)

o conjunto dessas transformagoes, denominadas transformagcoes de Lorentz, junto com o produto de

matrizes, forma um grupo
L(4) = {A;ATnA = ) (C.7)
De fato, note que:

(i) Sejam A e A’ duas transformagoes de Lorentz. Entao AA’ é também uma transformacao
de Lorentz, pois
(AN)n(AN) = (M) (ATnA)A = (N) A" =1
(i1)O produto dos elementos é associativo, ja que o produto usual de matrizes é associativo

(iii) A matriz unidade é o elemento , pois I € L(4) e

I'nI =1

(iv) Por fim, note que todas as matrizes pertencentes a L(4) possuem determinante +1:
det(ATnA) = detn
[det(A)]? =1
detA = +1

Logo elas sao inversiveis e existe o elemento inverso para cada matriz

Esse é o chamado grupo de Lorentz. Ele é um grupo de Lie de dimensao 6. Para ver isso,
note que a condicao ATnA = n fornece 10 equacoes que fazem com que apenas 6 das 16 entradas das

matrizes sejam independentes.

Agora que nos familiarizamos com os grupos de Lie, vamos discutir as representacoes. Mas

antes, um exemplo que vai explorar esse conceito de uma maneira intuitiva
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L1 00 O

RO R1 R2 R3 M1 M2 D1 D2

Figura 5 — Simetrias de um Quadrado

Exemplo 4: Simetrias do Quadrado Dy

Na secao 1.1 vimos que o quadrado possui oito simetrias: quatro rotacoes em torno do
eixo perpendicular que passa pelo centro (0°,90°,180°,270°), duas rotagdes em torno dos eixos que
passam pelo centro e pelos pontos médios das faces opostas (180°) e duas rotagoes em torno dos eixos
que passam pelas diagonais (180°).Vamos chamar essas simetrias de R0, R1, R2, R3, M1, M2, D1, D2
O conjunto

Dy ={R0,R1, R2, R3, M1, M2, D1, D2} (C.8)

junto com a operacao "composi¢ao das operacoes”, que significa realizar uma depois realizar outra, é
um grupo. De fato, vocé pode se convencer, fazendo alguns exemplos mentais, de que a aplicacao de
duas operagoes seguidas também deixa a figura invariante (vocé com certeza nao quer fazer as 8>
possiveis combinagoes! ). A associatividade é direta pois a composigao é associativa. O elemento
neutro é RO. A inversa de R1 é R3 e vice versa, enquanto que para todos os outros elementos, eles
sao igual a propria inversa. Esse é um grupo discreto, que possui 8 elementos. Considere agora
um sistema de coordenadas Oxy, com um quadrado de lado 2[ desenhado tal que seu centro fica na

origem. Assim, as equacoes analiticas do quadrado sao:
r=1, ye[-1]
r=—-l, ye[-1]]
y=1, xe[-1]

y=—1l, xe -] (C.9)

Com o intuito de utilizar ferramentas analiticas para estudar as simetrias, note que podemos utilizar

as seguintes matrizes para representar os elementos de Dy:

R0:<1 0) R1:(0 1) R2:<—1 0) Rsz(o —1)

0 1 -1 0 0 -1 1 0

M1:<_1 O) M2:(1 0) D1:(0 _1> DQ:(O 1) (C.10)
0 1 0 —1 —1 0 10
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Voce pode calcular alguns produtos e verificar que eles realmente implicam nos resultados intuitivos.

Por exemplo, duas rotagoes consecutivas de 90° dao uma rotagao de 180°:

oG

O exemplo acima mostra que ¢ 1til introduzir representacoes de objetos abstratos para tratar
o problema de uma forma mais quantitativa. Temos uma situagao similar quando trabalhamos, por
exemplo, com tensores. Sabemos que um tensor é uma quantidade geométrica que independe da
escolha de um sistema de coordenadas. No entanto, precisamos introduzir coordendas se queremos
realizar os célculos, ja os dados de uma medida experimental sao sempre coletados em alguns

referencial. Vamos desenvolver essa ideia mais formalmente

Seja G um grupo e gi, go, ... € G. Uma representacao D desse grupo é uma aplicacao que

associa um operador a cada elemento do grupo G, ou seja:
91 — D(g1)

g2 — D(g2)

(C.11)

tal que D(g1), D(g2), ... constituem também um grupo, preservando as mesmas leis do grupo (iso-

morfismo entre grupos). Assim
9192 = g3 <> D(g1) - D(g2) = D(gs) (C.12)

Ja vimos no exemplo 4 uma ilustracao disso. Em uma série de teoremas publicados em 1839,
Sophus Lie[44] demonstrou que qualquer grupo de Lie possui uma representacao por operadores
unitarios:

U = exp (z Zajaaxa> (C.13)

em que o, € R (@ = 1,2,..,N) s@o os parametros continuos que descrevem o grupo, e X, sao

operadores hermitianos , chamados geradores do grupo de Lie com N parametros.

Exemplo 5: Geradores do SO(2,R) Vamos determinar quem sao os geradores do grupo SO(2, R).
Sabemos que ele é um grupo de dimensao 1 e, portante, sé possui um gerador, denominado G. Para

determinar quem é o gerador, considere uma rotacao por um angulo ¢ = € infinitesimal. Assim
U=e“a1+ieG (C.14)

Por outro lado, uma rotagao infinitesimal é dada por

U c?se —Sine ~ 1 —e _ 1 0 e 0. 1 (0‘15)
sine  cose e 1 01 —1 0
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0 ¢
o-(*) e

Uma algebra de Lie é um grupo de Lie G sobre um corpo F' junto com uma operagao binaria

Logo

[-,:] : G x G — G denominada Colchetes de Lie (Lie Brackets) que satisfaz os seguintes axiomas

(i) Bilinearidade: V z,y,z € G e V a,b € F, temos

lax 4+ by, z] = alx, z] + by, 2], [z,ax + by] = a|z, x] + bz, y]

(ii) V = € G, temos
[z,2] =0

(iii) Identidade de Jacobi: ¥V z,y, z € G, temos

[$’ [y7 Z]] + [y> [Z’ x“ + [27 [J:a y]] =0

E interessate mencionar que os parénteses de Poisson da mecanica classica, e o comutador da

mecanica quantica sao operagoes binarias que obedecem a essas propriedades.

Os geradores do grupo de Lie satisfazem a uma algebra de Lie. Para ver isso, sem muita

complicacao, considere o produto () envolvendo dois elementos do grupo e seus inversos
Q = exp(iocn G )exp(iasGa)exp(—ian Gy )exp(—iaaGs) (C.17)
Expandindo, vem

1 1

, 1 , 1
(1 —ia1Gy — 504%6‘% + .1 —iaeGy — 50436?3 +..)

=1- Ozl(l/Q[Gl, GQ] + O(Oé?’) (018)

sendo
[G1,Gs] = G1Gy — GGy (C.19)

o comutador entre os operadores G; e GG De acordo com as propriedades de grupos, temos que a

quantidade ) é também um elemento do grupo. Portanto, podemos escrever
Q=exp(iY_ a,G,) =1+ a,G, (C.20)

comparando (C.18) e (C.20), temos

GGl =~ % Ca (C.21)

041042
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De maneira geral, os geradores do grupo de Lie devem satisfazer
(G, Gp] = i fapeGe (C.22)

As constantes fu. (reais) sao chamadas de constantes de estrutura da algebra de Lie.

Exemplo 6: Geradores e algebra do grupo SO(3,R)

O grupo SO(3,R) é o grupo de rotagdes no espago. Por hora, ndo vamos falar em angulos de
rotacao. Vamos caracterizé-lo simplesmente como o grupo cujo os elementos sao matrizes ortogonais
com determinante igual a um. Essa restricao reduz o nimero de entradas independentes de 9 para 3,

isso é, a dimensao do grupo é 3. Vamos utilizar esse fato para encontrar os geradores e sua algebra.

Sejam A um elemento do grupo SO(3,R) e Gy, Gy, G3 os geradores do grupo. Entao

AAT = (140> aqGa + )1+ a,GE + )

=1+i) ay(Go+GY) (C.23)

Para que a condicao de ortogonalidade seja satisfeita, é necessario que os geradores sejam matrizes

antissimétricas

GI = -aG, (C.24)

Assim, a forma geral de i >, a,G, = ia1G1 + iasGs + ia3Gs é do tipo

0 a3 —as 00 0 0 0 i 0 —i 0
iy 0,Go=|—-az 0 a =i |0 0 —i|+iae| 0 0 0|+iaz|i 0 0
¢ a —ap 0 04 0 — 0 0 0 0 0
ou seja, os geradores sao da forma
0
Gy = —i
1 0
0 0 ¢
Go=10 00
—i 0 0
0 —i 0
Gs=1i 0 0 (C.25)
0 0 0

Nao ¢ dificil se convencer de que, da forma que os geradores foram construidos, podemos escrever de

maneira geral

(Ga)bc = _ieabc (026)
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Nesse caso, Vamos ver como fica a algebra do grupo. Seja G, GG, dois geradores. Entao
[Ga, Golimn = (Ga)mp(Go)pn — (Gb)mp(Ga)pn

= —€amp€opn + EbmpC€apn
= €amp€pbn T EbmpEpna
= 0abOmn — 9anOmb + O6n0ma — OpaOmn
= 6am5bn - 5an5bm
= €abp€pmn
= €abp(—1€pmn)
(Ga, Gplmn = i€anp(Gp)mn
Obtemos assim as constantes de estruturas fupe = €qpe

Como tultimo comentéario, suponhamos que os elementos do grupo de Lie em estudo sejam
transformagoes entre coordenadas (o grupo de Lorentz, o grupo das Rotagoes, etc). Sejam ¢, um
sistema de coordenadas obtidos a partir do sistema ¢; por meio dessa transformacao. Utilizando a

representacao unitaria, escrevemos
q = exp(i Z G0 (C.27)
a

Se a transformacao for infinitesimal a, = ¢,, podemos escrever

7= (1+i> eGa)q

ou

0q =1 Z 6a(Gaq_) (028)

Em outras palavras, a variacao infinitesimal é gerada pela agao do gerador na cordenada. Esse fato

serd util no entendimento dos geradores de transformacoes de calibre.
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APENDICE D - Sistemas Nao Vinculados

D.1 Formalismo Cléssico de Sistemas Nao Vinculados

Considere um sistema fisico que queremos estudar. A abordagem moderna para descrevé-lo é
achar uma funcao das coordenadas generalizadas ¢, a = 1, .., N chamada Lagrangeana L da qual
podemos extrair informacoes, como sua equacao de movimento e suas simetrias. Nao quero entrar
na questao da existéncia dessa funcao, nem da construcao da mesma. A partir de agora sempre

supomos que ela existe e que podemos obté-la. O principio de Hamilton diz que

O movimento do sistema do instante ¢; até instante ¢, é tal que a

integral de linha (chamada acdo) S = [;2 Ldr

tem um valor estaciondario para a trajetéria real da particula

Em outras palavras, de todos os possiveis caminhos pelo qual o sistema pode evoluir a partir de
t; até to, ele ird percorrer a trajetéria para a qual a acao é estaciondria. O termo “estacionaria”
significa que a integral ao longo de um dado caminho possui 0 mesmo valor (em primeira ordem)
que a integral ao longo de caminhos infinitesimalmente préximos (isso é, que difere do caminho real

por deslocamentos infinitesimais).

O principio de Hamilton pode ser resumido da seguinte maneira: A evolugao do sistema é tal

que a variacao da integral de linha (acao) S para t; e ty fixos é nula:

55 =6 [ drL(g(r), () = 0 (D.1)

t1

com

0¢*(t1) = 0¢*(t) = 0,(a=1,...,N) (D.2)

Vamos derivar as equagoes de Euler-Lagrange a partir do principio de Hamilton. Temos:

t2 oL oL
_ d Sa® Y D.3
/tl T{aqaq+aqaq} (D-3)
Os deslocamentos sao virtuais, de forma que
d
0" = —dq“ D.4
¢ = 204 (D.4)

Logo

o (0L . OLd,. .,
_/n dT{aqaaq +aq_a%(5q )}

Utilizando integracao por partes, temos

o (0L doL) .. 0L ..
0_/t1 dT{aqa—qua}aq + ggudd I (D.5)
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O segundo termo do lado direito é igual a zero, devido a condic¢ao (D.2). Como as variagoes 0g* sao
arbitrarias, o primeiro termo da direita ¢é igual a zero somente se

oL d oL
0q¢  dtoge

a=1,...N (D.6)

Exemplo 1: Particula nao relativistica sob acao de um potencial

Considere a Lagrangeana

I
L= imq ¢ —Vi(q) (D.7)
Temos
oL oV
oq’ a 9qi
oL ,
- =mg' D.8
g~ M (D.8)
Logo, as equagoes de Euler-Lagrange sao dadas por
doL OL
dt 9¢t  Oq
oV
i = ——— D.9
mg 9 (D.9)
que é equivalente a Lei de Newton
mi = F (D.10)

Exemplo 2: Particula carregada num campo eletromagnético[49]

Sabemos da teoria eletromagnética que o campo elétrico £ e o campo magnético B podem ser

expressos em termo do potencial escalar ®(7,t) e do vetor potencial ff(f’, t) da seguinte maneira[31]

P _ve_ 194
c ot
B=VxA (D.11)

A Lagrangeana para uma particula carregada interagindo com campos elétrico e magnético é dada
por
1 e -
Lzamv —ed+-A-0 (D.12)
c

Como a equagao é simétrica em relagao a x,y, 2z, vamos nos restringir a calcular as equacoes de

movimento para a componente z:

dor _oL
dt v, Oz

As equagbes para as outras componente seguem da mesma maneira. Calculamos:

0L 9% edA
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oL e
Do mu, + . ( )
Assim, a equacao de Euler-Lagrange para a componente x é
d 00  edA edA,
g = —€6— +—— U — — D.15
e 68:1: - c Ox ! c dt ( )

dt
No tltimo termo podemos aplicar a regra da cadeia e obter

dA, 0A, 0A, 0A, 0A,

= . . D.16
i ot T oax Tt eyt Y (D-16)
O termo do meio de (D.15) é escrito explicitamente da forma
A A, A,  OA.
94 g9, 9, 94 D.17
R PR T A T (D-17)

Assim, temos

dmv, _87@_18141 +§ %_GAI e GAI_GAZ
dt ¢\ Ox oy Yy c\ 0z ox vz

=eF, + E(Bgcvy — Byv,)
c

— 1 —
_e <E+17>< B) (D.18)
C x
Expressoes correspondentes sao obtidas para as componentes y e z, de forma que obtemos
i) <E+1*xé> (D.19)
—(mv) =e —U )
dt c

que ¢é a equacao diferencial para uma particula sujeita a for¢a de Lorentz

Existem outros aspectos do formalismo Lagrangiano que é interessante abordar. No capitulo 2,
vimos alguns deles, em particular, a existéncia de simetrias de calibre para Lagrangeanas singulares e
quantidades conservadas via teorema de Noether. Passaremos agora para o formalismo Hamiltoniano
que tem como objetivo obter um sistema de equacoes equivalentes as equacoes de Euler-Lagrange,

mas de primeira ordem.

Para esses fins, considere a funcao H definida por
H=p — L (D.20)

onde p; é denominado momento canonicamente conjugado a ¢, e definido por

oL
-5

Di (D.21)

Essa funcao H é chamda Hamiltoniana. A principio, essa funcao parece depender de ¢, ¢' e de p;.
No entanto, vamos ver que ela depende apenas de ¢ e p. Para isso, considere variacoes infinitesimais

dq*, dq' e dp;. Logo
oL

oq*

) L .
dq' — aqu* (D.22)

dH = p;dq" + ¢'dp; — 9
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mas, de acordo com a definigdo (D.21), o primeiro e o quarto termo se cancelam, e temos

) oL .
dHE:Jdm——a¢d¢ (D.23)

O que mostra que H = H(q, p).

Vejamos agora quais equacoes sao obtidas por meio do principio de Hamilton, utilizando essa

nova funcao. A acgao é definida por

S:/ﬁL:/ﬁ@J—H) (D.24)

Logo, temos

(hﬁS:/ﬁQm¢+&m—aH@hfmd> (D.25)

oq' Ip; b
Utilizando integragao por partes, e considerando que as variacoes sao nulas nas extremidades
8q'(t1) = 0q'(ts) = 0, temos

. O0H ; , OH
0= /dt { (—pi + 8qi> 0q" + (q 0pi> §pz} (D.26)

Como as variacoes dq’ e dp; sao arbitrarias e independentes, obtemos as equacoes de Hamilton

. OH
. OH
= D.27
=5 (D.27)
Exemplo 3: Particula nao relativistica sob acao de um potencial
Considere novamente a Lagrangeana (D.7)
.
L= imq ¢ —V(q)
Os momenta canonicamente conjugados sao dados por
oL
;= — = md; D.28
D= g = M (D.28)
A funcao Hamiltoniana é dada por
. Di m ([ Pi pi
H = piq —szi( )—() () +V(q)
m 2 \m/ \m
pip'
H = Vv D.29
L+ V(a) (D.29)
As equacoes de Hamilton sao

COH oV

oqt aq’

pi =
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- OH Pt
= = D.30
= T m (D.30)
que sao equivalentes as conhecidas equagoes
p=mu
S d
F=—p D.31
77 (D.31)

Exemplo 4: Particula carregada num campo eletromagnético

Ja conhecemos a Lagrangeana (D.12)
1 -
L:fmv2—eCI>+EA-17
2 c

Vamos agora calcular a Hamiltoniana. Como antes, nos restringimos a calcular as equagoes para a

componente x, e estendemos o raciocinio para y e z. Temos o0 momentum canonicamente conjugado

oL e

= = muv, + - A, D.32
b 0vy, s + c ( )

ou seja, escrevendo v, em termos de p,
Uy = Po € - (D.33)

m  mc
Agora, obtemos a Hamiltoniana
S e ™2
Hegio-pn=P—A L g (D.34)
2m

Por fim, vamos analisar uma estrutura que aparece naturalmente no espaco das fungoes do
espaco de fase: Os parénteses de Poisson. Considere uma fungao f = f(q,p,t) das coordenadas, dos
momenta e que pode, possivelmente, depender explicitamente do tempo. A evolugao temporal dessa

funcao pode ser escrita, por meio da regra da cadeia, da seguinte maneira

: of , of ., 0
Fla.p) = i + 0+ 5 (D.35)

Utilizando as equacgoes de Hamilton, temos

= ofoH O0foH  Of
- 9¢' Opt Opt dgt - Ot

(D.36)

Definimos os parénteses de Poisson da seguinte maneira: Seja M o espaco das funcoes definidas no

espaco de fase e F, G € M. Entao os parénteses de Poisson sao uma operagao

{(}:MxM—M



definida por
OF 0G  0GOF

dq* Op; B dq* Op;

Assim, é possivel escrever a evolucao temporal de f como

{FaG}:

- 8f

Os parénteses de Poisson satisfazem as seguintes propriedadaes:
i) Antissimetria

{F.G} = —{G, F}
ii) Bilinearidade
{cF +H,G}=c{F,G} +{H,G}

(F,cG+ H} = ¢{F,G} + {F, H}

iii) Regra do Produto
{FH,G} = F{H,G}+{F,G} H

(FHGY = H{F,G} + {F,H} G
iv) Identidade de Jacobi

({F,GY, HY + {{G,H} ,F} + {{H,F}.G} =0
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(D.37)

(D.38)

(D.39)

(D.40)

(D.41)

(D.42)

Vamos agora discutir o problema de quantizar uma teoria na formulagao Hamiltoniana. Como

acabamos de ver, para uma dada varidvel dinamica f(q, p,t), a evolugao temporal é dada por (D.38).

Vamos recordar como é a evolucao temporal de um dado operador A da mecanica quantica na

formulacdo de Heinsberg. Seja A = AU(0) o operador no instante ¢ = 0. O operador em um

instante ¢ > 0 pode ser obtido por meio da transformacao unitéria
AW () = Ut (1) AU(t)

sendo U(t) o operador unitario

h
Assim, temos
dAH oyt ou oAH)
_ ot t M
G T g UTUAG
1 1 AH)
= ——U'HUU AU + Ut AuUt HU + 0
ih ih ot
1 9 AUH)
_ t
Z,h[A,u HU] + m

(D.43)

(D.44)
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Isso ¢ dA 1 9A
— = A H + o (D.45)

A semelhangas entre (D.38) e (D.45) sugere que as relagoes quanticas devem ser obtidas das andlogas
classicas por substituicao do tipo
q—q
p—=p
Alg,p) = A

{A, B} — Z,lh[fx, B] (D.46)

Dois pontos importantes suportam essas hipétese. Primeiramente, temos os parénteses fundamentais

de Poisson

{¢i,4;} ={pi,pj} =0

{ai;pj} = 6ij (D.47)

que possuem analogos bem conhecidos dos comutadores envolvendo os operadores momento e posicao

(23, 2] = [i, Dj] = 0

[Zi, Dj] = ihd;; (D.48)
Em segundo lugar, temos que a algebra dos Parénteses de Poisson é semelhante a dos comutadores,
de forma que o ultimo também satisfaz as relagoes (D.39)-(D.42)
Exemplo 5: Oscilador Harmonico Unidimensional
A Lagrangeana para um oscilador harmoénico unidimensional é dada por

k
L= %@2 - 52 (D.49)

A Hamiltoniana é obtida calculando o momento conjugado p = mi e fazendo a transformacao de
Legendre. Obtemos

H=—+— .50

om 2" (D-50)

Temos que x e p sao as variaveis canonicas do espaco de fase, de forma que eles satisfazem a relagao

{e,p} =1

{g.4} ={p.p} =0 (D.51)
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Utilizando a regra de quantizacao, obtemos

g, p] = ih
[9,9] = [p.p] =0 (D.52)
Vamos ver como é a evolugao temporal de x e p
1 1 P
P = —[r. H] = PAN
‘_i[ H]_i[ 2 = —k (D.53)
P= P BT g @ 1= 7R :

que sao exatamente as equacgoes do oscilador harmonico

Um aspecto que serd essencial em nossa analise de sistemas singulares ¢ a presenca de vinculos.
Veremos que toda Lagrangeana singular da origem a vinculos. Por isso, apresentaremos aqui o
tratamento de sistemas vinculados com auxilio de multiplicadores de Lagrange. Embora a natureza
dos vinculos sejam distintos (aqui, os vinculos s@o imposigoes mecénicas externas, enquanto que o0s
vinculos que aparecem nas Lagrangeanas singulares sao intrinsecas da teoria), veremos que a forma

de incorpora-los a nossa teoria é muito similar.

Dizemos que existem vinculos quando existem relagoes algebricas entre as coordenadas.
Esses vinculos podem ser classificados de varias maneiras: holonémo, nao-holonémo, reonomono,
escleronomono, etc[46]. Nao queremos entrar nesse merito e chamaremos todas as relades algebricas

de vinculos.

A existéncia de relagoes algébricas entre as coordenadas implica que nem todas as coordenadas
sao independentes, isso é, que o niimero de graus de liberdade é menor do que o niimero de coordenadas.
Quando os vinculos sao simples, podemos simplesmente escrever algumas varidaveis em termos de
outras e construir uma teoria num espago de configuracoes reduzido. O problema é que nem sempre
é possivel (ou desejavel) fazer esse procedimento. Pode ser que a eliminagao de algumas varidveis
suprima alguma simetria interessante do problema que, como vimos no capitulo 2, pode ser ttil para
tirar informagoes sobre o sistema. Buscamos entao outra maneira de lidar com os vinculos de forma

que mantemos todas as coordenadas do problema

Para esses fins, considere s vinculos, que denotaremos por
ba(q) =0 a=1,.5 (D.54)

Temos a acao dada por
S:/ﬁu%@ (D.55)

e o principio de Hamilton implica que

oL d oL\ .,
- L) 5y D.
0= [ o~ diog ) (D.56)
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Pelo fato de termos vinculos, nem todos os d¢° sao independentes. Para levar esse fato em conta,

multiplicamos cada um dos vinculo por um (até o momento desconhecidos) fator A%, e somamos eles
Ao =0 (D.57)

adicionando esse termo a ac¢ao e utilizando o principio de Hamilton, temos

(0L dAL | 06 .
O-/dt(aqi—cﬁaqur)\ aqi>(5q (D.58)

Os parametros \* sao chamados multiplicadores de Lagrange. Eles podem ser escolhidos arbitraria-

mente.

Entre as N quantidades d¢’, apenas N — s pode ser escolhidas arbitrariamente, ja que as
s relacoes algébricas devem ser satisfeitas. Numeramos os d¢° de forma que os s primeiros sao os

dependentes. As outras N — s variacoes d¢° pode ser escolhidas arbitrariamente

Como os parametros A% sao arbitrarios, escolhemos eles de tal maneira que os coeficientes

das s primeiras variacoes dq* se anulem. Isso implica em s equacoes

OL d oL 0¢q .
— — —— 4+ \*—=0 j=1,.. D.59
Dessa maneira, a equagao (D.58) se reduz a

_ [ Ok _dOL 000 5
0=/ dt(aqk g aqk>5q (D.60)

onde o somatério de k vai de s+ 1 até N Nessa equacdo, todos os d¢* sdo independentes e arbitrarias,
o que implica que a expressao no interior dos parénteses devem se anular para todo valor de
k=s+1,..,.N

oL d OL ol

—— —— 4+ \*—=0 k=s+1,..,.N D.61

ogF  dt OgF gk ( )

Esse conjunto de equagoes implica que

OL dOL .00,
a¢  dtog " o

=0 i=1,..,.N (D.62)
Conseguimos obter as equacoes de movimento, mas em compensacao, introduzimos variaveis \“
desconhecidas para o nosso problema

Exemplo 6: Particula restrita a mover-se numa superficie esférica

Considere uma particula sujeita a um potencial V' (7) limitada a mover-se na superficie de

uma esfera. Sua dinamica é obtida por meio da Lagrangeana

L= %(g‘;? F 2+ 22 = Vi, y, 2) (D.63)

junto com o vinculo
2’ +y* 422 = R? (D.64)
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A presenga de um vinculo implica que o ntiimero de graus de liberdade da particula diminui de 3 para
2. De fato, como é uma particula pontual, é coerente que sejam necessario somente duas cordenadas

para descrever um ponto na superficie de uma esfera.

Para obter a dinamica dessa particula, poderiamos utilizar o vinculo para eliminar uma das

variaveis. Por exemplo, poderiamos considerar z como a variavel dependente e escrever

d 2
L($,y):T;l(:t2+y2+<6ﬁ\/R2—x2—l—y2> )= V(z,y,\/R?—22+y?) 2>0
m, .o . d 2
L(m,y)zE(m + 97+ £\/R2—z2+y2 )= V(z,y,—\/R?—224+4y%) z2<0 (D.65)

Outra possibilidade é escrever essa Lagrangeana em coordenadas esféricas
L= %(7‘2 + 72602 + r2sin?0p%) — V(r, 0, o) (D.66)

E, observando que o vinculo se torna
r=R (D.67)

Ficamos com a dinamica determinada pela Lagrangeana

R? .
L= m2 (6% + sin204%) — V(R, 0, ) (D.68)
Podemos também utilizar o método de multiplicadores de Lagrange. Vamos incorporar o vinculo na
Lagrangeana:
m
L= E(xQ + 2+ %) = Viz,y, 2) + Ma® +9° + 22 — R?) (D.69)
As equacoes de movimento ficam
. ov
mi =—— +2\z
Ox
oV
my =——+2\y
dy
ov
mz=——+2\z
0z
2y -RP=0 (D.70)

Podemos perceber que o método dos multiplicadores de Lagrange apresenta algumas vantagens:
i)Permite que encontremos as equagdes de movimento para x,y e z sem necessidade de troca ou
substuicao de variaveis.
ii) Permite obter uma expressao explicita para a forga que restringe o sistema a ficar no vinculo.
Nesse caso, ela é dada por

Frineuo = 2A7 (D.71)

A desvantagem ébvia é que introduzimos um parametro A que nao sabemos o que é. Sera que ele

pode ser determinado? Sera que temos que impor uma condi¢ao externa para determinéd-lo? Se ele
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nao puder ser determinado, o que significa isso? Essas questoes serao abordadas em detalhes na

proxima segao.

Agora que ja fizemos uma revisao superficial das formulagoes Lagrangeana e Hamiltoniana,

vamos analisar alguns desses pontos de maneira mais profunda, isso é, com uma visao de equacoes

diferenciais !. Essa perspectiva nos dard base para discutir as diferencas que existem quando

tratarmos sistemas singulares

Considere, como antes, uma agao

S = / dtL(q", ) (D.72)

O principio de Hamilton 65 = 0 implica nas equacgoes de Euler-Lagrange

d (0L\ oL
4 (8@@) -0 (D.73)

Vamos expandir o primeiro do lado esquerdo utilizando a regra da cadeia:

d(é’L(qb(t),qb(t))) PL ., L,

it B = oord T agogt

A matriz Hessiana W;; é definida como em (2.75)

0?L

Wi | T AR
0¢b0q°

Podemos entao escrever as equacgoes de Euler-Lagrange da seguinte maneira
Wabqb = Ka(Q7 Q> (D74>

em que K, ja foi definido em (2.20)

Vamos introduzir as varidveis[25]

(1), b=1,..,n (D.75)

tal que

(D.76)

ou equivalentemente

Wap(q,0)0" = Ka(q, v) (D.77)

q'd:,va

L ver apéndice B para algumas propriedades
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Se det(Wep) # 0 (sistemas nao singulares), podemos colocar o sistema em forma normal

qbzvb

P = (K (D.78)

O sistema acima nao é necessariamente Hamiltoniano. Vamos realizar a seguinte mudanca de variavel

/a _ _a
qa ;]L(qv) (D.79)
pr = L.

Para verificar se essa relacao é, de fato, uma transformacao de variavel, devemos calcular a matriz

Jacobiana da transformacao

oq'"
dqb =l
’ o L
o Oubdur Was (D.80)

Como estamos supondo det(W,;,) # 0, entdo é uma transformacgao de varidvel.

Com essa transformacao, podemos escrever

. ODa »  Opa . 0*L *L ., d (0L
.= = S D.81
b 8qbv + aub " 0qbavav + dovave’  dt \ 9o ( )
e, utilizando a equacao de movimento, escrevemos
A — 8Z:(q,v)
Pa = "oq (D.82)
q* = v*(q,p)
mas de acordo com a regra da cadeia
oL oL oL ov®
(9. 0(¢:p)) _ 0L{g,;v) | 9L(g,v) 8v"(g.p) (D.83)
0q° 0q® ovb 0q°
o que implica
8L(Q7 U) aL(Q7 U(Q7p)) avb(q)p) 6 b
= — = L — D.84
0 g L aqa< (¢;v(q,p)) —v"(q,)pe) (D.84)
Definindo H(q, p) = v*(¢, p)p» — L(q,v(q, p)), escrevemos
. 9H(q,p)
= ————> D.85
P 2 (D.85)
Temos também 9H (4. p) 5
q,p b
— = —L
o0 op, PV (@:p) = Lig, (g, p)))
“ 0v’(q,p)  9L(g,v) 0v*(g,p
=v"(q,p) + o 0.p) _0la,v) 0vg,p) _ v'(q, p) (D.86)

3pa b apa
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Dessa forma, o sistema de equacgoes diferenciais sao escritas da seguinte maneira

¢ = 9H(q,p)
Opa (D.87)
. __ _ OH(gp)
pd - aqa
com H(q,p) = pav*(q,p) — L(q,v(q, p))
Em resumo:
a reduz ordem, a .a\ trocadewvariaveis a
g (1) R, (g, o) O (7, o) (D.88)

E possivel perceber que a possibilidade de escrever o sistema em forma Hamiltoniana e até

mesmo definir a fungao H depende da possibilidade de poder realizar a troca de variaveis

(¢, v®) Locadevariavers,

q“,Da)

Isso so6 foi possivel por que a matriz Hessiana W, era inversivel. No caso de sistemas singulares,
isso nao ocorre e a passagem para um formalismo Hamiltoniano deve apresentar dificuldades. Essa

questao ¢ abordada no capitulo 3

D.2  Formalismo Simplético de Sistemas Nao Vinculados

O método simplético foi desenvolvido para lidar com Lagrangeanas de primeira ordem. Isso
nao apresenta nenhuma restri¢ao significativa, pois a maioria dos sistemas fisicos de interesse sao
descritos por meio de Lagrangeanas quadraticas que, como veremos abaixo, sempre podem ser

substituidas por uma Lagrangeana equivalente de primeira ordem 2.

Para acostumar com a notacao utilizada no método simplético, desenvolveremos nessa segao

o formalismo para sistemas nao vinculados.

Considere uma Lagrangeana L(q, ¢) de segunda ordem, dada por

N i
L(g,q) = 5Wij(@)d'¢’ = V(a) (D.89)
A matriz W;;(q) corresponde exatamente a matriz Hessiana 8;?1-2 ijj discutida no capitulo 2, como

podemos comprovar tomando a derivada em relagiao a ¢* em ambos os lados de (D.89) e depois em

relacao a ¢’.

Vamos calcular a Hamiltoniana associada. Os momentos conjugados sao dados por

oL 1 o
Pr= e = g Wil)(0d’ + xq") (D.90)

ou
P = Wi’ (D.91)

2 Quando a Lagrangeana nao for de segunda ordem, é necessario avaliar, caso a caso, se é possivel

encontrar uma Lagrangeana equivalente de primeira ordem
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onde usamos o fato que W;; ¢ simétrico nos indices 7 e j. Como estamos considerando inicialmente

sistemas nao vinculados, a matriz Hessiana é nao singular, e podemos inverté-la, para obter

' =W9p; (D.92)
em que W% é a inversa de W,
Wy Wik = gk (D.93)
Assim, temos
H=p" —L=W"Ypp; — ;WijWikpkWﬂpl +V(q) (D.94)
ou
H(q,p) = ;W” (@)pip; +V(a) (D.95)

Definimos a Lagrangeana de primeira ordem, denominada Lagrangeana simplética, por

Ls(q,p) = pid’ — H(q, p) (D.96)

Note que, se considerarmos ¢' e p; como coordenadas (e nao apenas ¢'), essa Lagrangeana é de

primeira ordem. Escrevemos entao®

Ls = Qn Q' — H(Q) (D.97)

com Q; = (¢4, ...,q",p1, ..., pn). Falta somente mostrar que as duas Lagrangeanas sao equivalentes.

Para isso, vamos calcular as equagdes de movimento (Euler-Lagrange) para ambas:

I) Para L(q,q) = s Wi;(¢)d'¢# — V(q):

oL 1 i
87(]’“ = §akVVijq ¢ — oV
oL y
agr ~ "t
d oL
qoT Wi @ + OWi;¢' (D.98)
Assim .
Wi§ + oW — 5a,gvvijq'iqj +0,V =0 (D.99)

IT) Para Ls(Q) = pig* — W7 (q)pip; — V (q):

Primeiramente calculamos as equagoes de Euler-Lagrange para (Q1, ..., Qn) = (¢*, ..., ¢"):

OLg 1 .

o _§ale]pipj — OV

O que fizemos na realidade, é um processo chamado de reducao de ordem. Para mais detalhes, ver
apéndice B

3
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OLs

Assim,
1 -
Pr + §3kW”pz’Pj + 0V =0 (D.101)

Agora, calculamos as equagoes de Euler-Lagrange para (Qni1, ..., Qan) = (P1, -, PN):

OLs

-k ki
- — Wk,
ope p
OLg
—2 =9 D.102
i ( )
Logo,
§" = Whkip, (D.103)
ou
pi = Wyd’ (D.104)

Substituindo essa segunda equacao na primeira, obtemos

d | .
T Wid + 5a,mwVVilqlesq‘s + 0,V =0 (D.105)

Utilizando a regra do produto, o segundo termo pode ser escrito como

]_ .. . .5 ]. i .l -5 1 11 .l -5 ]- 11 -l -5
iakWUVVilqlesq = iak (Wqust) qlq - §W ]Wilakszqlq - §W Jakmﬂ/vjsqlq

1 g.s 1 g.s 1 s 1 i s
= §akVVqulq - EakWslqlq - §akWslqlq = _§aijsqjq (D.106)
De forma que temos
) ) 1 o
Wi + 0Wiid'q' — iakWijq'ZC]] +0V =0 (D.107)

Mostramos entao que as duas Lagrangeanas implicam nas mesmas equacoes de movimento, ou seja,

sao equivalentes.

Apés essas consideracoes, é suficiente supor desde o principio que a nossa teoria pode ser

descrita por uma Lagrangeana de primeira ordem em coordenadas Q%:

Ls = a,(Q)Q" = V(Q) (D.108)
Nessa notagao, as equagoes de movimento sao:
oL .
5 Qi = 0,a5(Q)Q" — 0.V (Q)

OLsg
Qe

= a,(Q)
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d OLg

o0 = @ (D.109)
Dessa forma, temos
9y (Q)Q" — 0aan(Q)Q" + 0,V (Q) = 0 (D.110)
ou
fraQ" = =80,V (Q) (D.111)

sendo fu, = Ouap — Opa,, a matriz antissimétrica denominada matriz simplética. Suponhamos que
ela seja singular. Isso implica que existem vetores nao nilos no nucleo de f, isso é, Ker[f] # {0}

Seja (@) um desses vetores. Entao, aplicando em (D.111), temos
v (Q)0,V(Q) =0 (D.112)

Isso sao relagoes entre coordenadas, ou seja, vinculos. Como estamos supondo um sistema nao

vinculado, f deve ser nao singular, isso é, inversivel. Logo, denotando f% como a inversa, temos
Q" = f*o,V (D.113)

Agora buscamos uma estrutura que possa ser utilizada para o processo de quantizacao. No capitulo

anterior, definimos os parénteses de Poisson no espago de fase (¢, p) por

OF 9G  0G OF
0q* Op; dq* Op;

(F,G} = (D.114)

para que as equacoes de Hamilton
0H

- Op;

5

q

. OH
b= (D.115)

pudessem ser escritas como

¢ ={d H}

pi = {pi, H} (D.116)
De maneira analoga, definimos os parénteses de Poisson no espaco de configuragoes de () por
(@ Q") =r (D.117)

As duas definicoes devem ser compativeis, pois toda Lagrangeana de segunda ordem possui uma
Lagrangeana simplética associada. Assim, o caso em que Q° = ¢*, Q"N = p;, a;, = p;, any; =0 e

V=H,comi=1,...Nea=1,..,2N, como antes. Nesse caso em particular, denotaremos

fab = Wab
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Assim

i — aaj E)ai o 8pj

. Opi o
Y0Q 0@ Ot O¢F
i o E)aj+N _ 86% o @ _ 8pz — 5.
VT 0QT T 0QiN T agt ap Y

. 8aj 8a(i+N) . 3pj 80
Wi+Nj = aQ,H_N -

0 o op

8aj+N 3a7;+N a0 00
NG = 5OHN T G0N~ Bp Oy (D.118)
em termos matriciais, temos
Onxn _]-nxn
Wab = D.119
b (111)(1'1 Onxn ) ( )
Sua inversa claramente é
Onxn 11‘1X1‘l
w® = (D.120)
_]-nxn Onxn
ou
w¥ =0
WIUHN) — si
w(i—l—N)j —§U
wEHMGTN) — (D.121)
Entao os Parénteses Fundamentais sao

{Qi’Qj} = {qi>qj} =w? =0
{Qz”Qj—&-N} — {qz’7pj} — N sid
{QHN,Qj} = {pi,q]} — N _gid

{QiJrN’ Qj+N} = {pi, p;} = wTNGHN) = (D.122)

que coincidem com a definicao no espago de fase. Por fim, note que o parénteses de Poisson entre
duas fungoes quaisquer é dada por

OF0G 9GOF _ _9F8G

FGY="""2_ 277 02241
{56} dq' Op;  Oq' Op; 08(1’ gt *

OF 9G (_1)8G OF _ OF 9G
9 Op 9q' Opi

Op; Op;
B 8Fwij oG n 8Fw
S 0QT 07 0Q)

o oG oF
i(j+N)
dQU+N) + aQ(iJrN)w

vy 0G| OF
0Qi " 9QtD)

TN (G+N) oG

s (D-123)
ou

{F,G} = 0,Fw™0,G (D.124)
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Dessa forma, podemos ver que a equacao de movimento também pode ser escrita em termos dos

parénteses de Poisson:
{Q,V} = 0aQ W0,V = 5§wb“8bV = w9,V = Q° (D.125)

Apds essa breve discussao, podemos concluir que (D.117) é uma boa definigdo para os parénteses de

Poisson no espaco de configuracoes de (). Assim, a quantizacao canonica pode ser obtida por

@

Q. Q" =if* (D.126)

Precisamos agora discutir o caso geral, onde as coordenadas () nao podem ser todas
identificadas com o espago de fase (q,p). Nesse caso, a matriz simplética f,;, ndo necessariamente
assume a forma simples dada por wy,. No entanto, existe um importante teorema, conhecido como

Teorema de Darboux, que pode ser formulado da seguinte maneira:

Seja fu(Q) um tensor obtido de um covetor a,(Q)) por meio da relagao

far(Q) = 0,a5(Q) — Dpaa(Q). Se fu(Q) é nao degenerado,

isso é, se existe uma inversa f°(Q), entao existe uma transformacao de coordenada
Q* — £ tal que fu(&) = wap

A demonstragao geral pode ser encontrado em [51,52]. Uma demonstragao mais direcionada
para nossos fins encontra-se em [14]. Esse teorema nao é trivial, sendo necessario refletir um pouco
para entender as sutilezas. Mas de forma geral, a situagao é a seguinte: Temos uma Lagrangeana

simplética escrita em termos de coordenadas (Q“:

Ls = a,(Q)Q" = V(Q) (D.127)

Nessas coordenadas, a matriz simplética f;,(Q) = a‘ggﬁ?) - a(gg?)

Mas o teorema de Darboux garante que, se f for inversivel, sempre existem coordenadas £* nas quais

assume uma forma complicada.

temos fup(§) = wap. Em geral, basta encontrar essa transformacao de coordenada, o que nao é, em

geral, uma tarefa facil.



APENDICE E — Outros Exemplos e Aplicagoes

E.1 Formalismo de Dirac
Exemplo E.1: Considere a Lagrangeana
L =gz +1)

Os momentos canonicamente conjugados sao

oL . oL |
= = - = s = - =
b ox Yo Dy ay
oL
b 0z
Dai tiramos o vinculo primério
¢1 =Pz = 0

Agora podemos construir a Hamiltoniana canonica

H, = p,&+ pyy + p.2 — L(2,Y, 2, Dw Dys P2) = Paby + 2(x + y)

e a Hamiltoniana total
HT = PzDy + Z(l’ + y) + >\pz

sendo A um multiplicador de Lagrange. Os parénteses de Poisson fundamentais sao

{z.p.} ={v.py} ={z.p:} =1

126

(E.1)

(E.2)

(E.3)

(E.6)

e todos os outros nulos. Para que a dinamica permaneca coerente, aplicamos a condicao de

consisténcia

Q'Sl - {pszT} =0

{p=s2(x +y)y = (@ +y){p-, 2} = 0

que implica no vinculo secundério

Aplicamos também para ¢ = 0 a condicao de consisténcia

¢o ={x+y, Hr} =0

{z +y,0.0y} =0y {2, 0:} + 0 {y. 0y} =0

Temos entao o vinculo secundario

¢3:px+pyzo

(E.7)

(E.8)
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Assim como antes, temos

¢s = {pe +py, Hr} =0

{pe +pys 2(x +y)} = 2({ps 2} +{py, y}) = 0 (E.11)

Obtemos o vinculo

Condicao de consisténcia para ¢4 = 0

¢y = {2z, Hp} =0

Mz,p.} =0 (E.13)
Nao obtemos mais vinculos, e determinamos o multiplicador de Lagrange

A=0 (E.14)

Agora, precisamos determinar se os vinculos sao de primeira ou segunda classe. Para isso, calculamos

os parénteses de Poisson {¢;, ¢;}:
{¢17 ¢2} - {pza‘r + y} — 0

{01, 03} = {p2spe +p2} =0
{01, 04} = {ps, 2} = —1
{60, 65} = {x+ 1,00 + 9y} = {202} + (Y 0y} = 2
{62.04} ={z +y,p:} =0

{¢3, 04} = {pa + 1y, 2} =0 (E.15)

Podemos ver que todos os vinculos sao de segunda classe, ja que {¢1, 04} # 0 e {2, 03} # 0.

Utilizando a notacao apresentada na teoria, temos

51:])2:0, £2Ix+yzo7 63:pz+py:07 54:’220 (E16)

Para obter os parénteses de Dirac, calculamos primeiramente a matriz A

0 0 —1
0 2 0
A, = E.17
# 0 -2 0 0 (E17)
1 0 0 0
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cuja inversa € obtida imediatamente

)

N =

(E.18)

[an]
O vk O O
o O o =

0
0
Podemos encontrar agora os parénteses de Dirac. Para isso, sejam A e B duas funcoes arbitrarias.

Entao

{A7B}D = {Av B} - {A> gu} AR {gl/v B}

={A,B} —{A,p.}{z, B} + ; {A, 2+ y}{p. +py, B} — ; {A,p. +py} {z+y,B} +{A4, z} {p., B}

(E.19)
Logo, os parénteses de Dirac fundamentais sao
1 1
{x7y}D:0> {wa}D:O? {xapx}[):§7 {zapy}D:_ia {wapz}D:O
1 1
{yVZ}D:Ou {yapw}D:_§7 {yapy}p = 57 {yupz}D:O
{z,px}D = Oa {Z>py}D = 07 {vaZ}D =0
{pwupy}[) = 07 {pxapz}D =0
{py,p:}p =0 (E.20)

Como ja discutimos, apds obter os parénteses de Dirac, é possivel igualar os vinculos igual a zero !

Facamos isso
2207 pZ:O, by = Pz, Y= —0

Hp = —p? (E.21)

Assim, o tnico parénteses de Dirac necessario é

{z,pa}p = ; (E.22)

O ntmero de graus de liberdade do sistema é
Numero de graus de liberdade = % Numero total de variaveis candnicas - % Numero de
vinculos de segunda classe = %6 — %4 =1

o que ¢é esperado, ja que todas as variaveis relevantes podem ser escritas em termos de x e p,.

I Como vocé mesmo pode notar, todos os parénteses de Dirac entre z e outras quantidades é igual a zero,
ja que z = 0. De forma equivalente, para p,



A quantizagao canonica é direta:

T, pr— De

Hy = —p;
ik
['xapx] - 2

Exemplo E.2: Considere a Lagrangeana

. ) 1
L=(g2+q)¢ +qis+ = (qi — 2¢2q3 — q§)

2

Os momentos canonicamente conjugados sao

_oL _ _oL
pl_@q'l =q2T4q, pP2= 642 =
_OL _ oL _
p3_aq.3 =dq4, Pa= 8(]4 —

Obtemos entao os vinculos primarios

r=p1—@—q=0, ¢p=p3—q =0

A Hamiltoninana canonica é dada por

) ) . ) 1
H. = pi¢1 + p2go + p3ds + pads — L(q1, G2, 43, Qa, P1, P2, D3, Da) = ) (qi — 2¢2q3 — q?,)

e a Hamiltoniana total é

1
Hpy = —— (qi — 2¢2q3 — qg) +M(p1— @2 — q1) + Xap2 + A3(ps — q1) + Aapa

2

com o0s parénteses de Poisson canonicos

{a1, 0} = {a2,p2} = {a3,p3} = {qu, pa} =1
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(E.23)

(E.24)

(E.25)

(E.26)

(E.27)

(E.28)

(E.29)

e todos os outros zero. Aplicamos agora a condicao de consisténcia para os vinculos primérios:

i) Para ¢; =0
nh={m—@—q,Hr}=0

{P1 — @2 —q, ap2} = =X {qa,p2} =0

Determinamos entao um dos multiplicadores de Lagrange
)\2 - 0

ii) Para ¢o =0
Q'SQ = {p27HT} =0

(E.30)

(E.31)



{pz, (—; (4% — 20205 Q§)>} —{p2 M1 —@2— @)} =0
Obtemos entao
Al =g3
iii) Para ¢35 =0
&3 ={ps —q1, Hr} =0

{p37 <—; (qi — 2¢2q3 — q§>>} —{qu, Aapa} =0
ou
M= —G2— g3
iv) Para ¢4 =0
¢4 = {ps, Hr} =0

1
{p:s; <—2 (QZ — 2¢2q3 — qi))} +{ps, \s(p3 —qu)} =0
Obtemos assim

A3 = —q4
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(E.32)

(E.33)

(E.34)

(E.35)

(E.36)

(E.37)

Vimos que todos os multiplicadores de Lagrange foram determinados. Isso é uma indicagao que os

vinculos sao de segunda classe. De fato, note que
{1, 02} ={p1 — @ —qu,p2} = —1

{61.03} ={p1 — @2 —q1.03 —qu} =0
{é1, 04y ={p1 — @2 — q1,ps} =0
{2, 03} = {p2:p3 — qu, 2} =0
{#2, 04} = {p2,pa} =0

{03, 04} = {p3s — qu,pa} = —1

De fato, todos os vinculos sao de segunda classe. Escrevemos entao

S =p—@—q=0, &L=p=0, E=p3s—qu=0, & =ps=0

Partimos agora para o cdlculo dos parénteses de Dirac. A matriz A é

0 -1 0 0
1 0 0

A, =
a 0 0 —1
0 1 0

(E.38)

(E.39)

(E.40)
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cuja inversa é

(E.41)

]
o o O =
o = O O

Assim, considerando duas funcées A e B, temos

{A7B}D = {Av B} - {A> gu} Ar {gl/v B}

={A,B}—{A,p1 — @2 — @1 } {p2, B}+{A, p2} {p1 — 2 — @1, B}—{ A, p3 — qa} {ps, B}+{A, ps} {p3s — @4, B}
(E.42)

Logo, os parénteses de Dirac fundamentais sao

{o. 2} p =1 {1, 6}p =0, {q,0a}p=0, {q1,p}p =1, {q.p2}p =0, {@.p3}p, =0, {q,ps}p =

{e2:63}p =0 {@2,alp =0, {@p}p=-1 {e@p}p=0, {ap3}p=0, {qps}p=0
{as,01tp =1 {aptp =0, {ap2tp =0, {@ps}p=1 {ap}p=0
{a4,p}p =0, {as,p2}p =0, {qs,ps}p =0, {qu,ps}p=0
{p1,p2}p =0, {p1,p3}p =0, {p1,pa}p=0

{p2,p3}p =0, {p2,;pa}p =0

{ps,p—4}p=0 (E.43)

Apoés obter os parénteses de Dirac, podemos igualar os vinculos a zero:

PL=q+¢q, pp=0, p3=qs, ps=0

1

Hp = 5 (qi — 2¢2q3 — qu,) (E.44)

de forma que, os tinicos parénteses de Dirac necessarios sao

{o,2}p=1 {6}, =0, {q.qu}p =0

{612,(]3},3 =0 {Q27Q4}D =0, {613,(]4}[) =1 (E‘45)

Como podemos ver, os momentos canonicamente conjugados sao apenas artificios matematicos

introduzidos para realizar o formalismo, e nao representam nenhuma fisica.

Calculamos agora o nimero de graus de liberdade do sistema:

Numero de graus de liberdade = %8 — %4 =2
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Pode parecer estranho para o leitor que o sistema apresente somente dois graus de liberdade, ja que
nao temos vinculos entre as quatro coordenadas (qi, g2, g3, g4). No entanto, observando os parénteses
de Dirac, podemos notar que ¢s e g4 fazem o papel de momentos canonicamente conjugados a ¢; e

g3, respectivamente.

Por fim, a quantizagao canonica segue diretamente da nossa prescrigao

G — qi, 93— g3
G — G, Q4 — Qs
3 /.o A A 2
H= _5 ((14 — 24243 — ‘.73)
[G1,G2] =ik [G1,G3) =0, [¢1,44] =0

[@27@3] =0 [@2,@4] =0, [@37@4] =1h (E-46)
E.3: Particula Nao Relativistica na Superficie de uma Esfera

Considere a Lagrangeana (D.63) sujeita ao vinculo (D.64)

1 A
L=5@ 49"+ 2) = V(wy,2) + 5@ +y"+2° = 1) (E.47)

com m = R = 1. Note que, se considerarmos (z,y, z) como as coordenadas, temos um sistema nao
vinculado, isso é, %(332 + 4% + 2% — 1) se torna simplesmente um potencial. Isso ocorre porque o
formalismo de Dirac foi desenvolvido para trabalhar com vinculos provenientes de Lagrangeanas
singulares. Para comunicar os vinculos mecanicos externos ao formalismo, é necessario considerar A

como uma coordenada, de forma que

L=L(z,y,z&,7,% ) (E.48)
Nesse caso, temos
oL . oL
r — == :C7 = 5. —
b oz Py Y Y
oL oL
= — = 2, =2 =0 E.49
== 7% TT 6% (E49)
Obtemos o vinculo primério

Realizando a transformacao de Legendre e adicionando o vinculo prima rio com um multiplicador de

Lagrange apropriado, temos a Hamiltoniana total

1 A
Hy = S04y +0) + V(w,y2) = 5@+ + 22 = 1) +er (E.51)
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E importante resaltar que, da maneira que estamos fazendo, A é coordenada e € é multiplicador de
Lagrange.

Os parénteses de Poisson canonicos sao

{z,p.} ={y.py} = {20} ={\7} =1 (E.52)

e todos os outros nulos.

Vamos aplicar a condicao de consisténcia para o vinculo ¢; =0

¢ = {m, Hr} = —;($2+y2+z2 —D{m, A} =0

o vinculo secundério obtido é

1
b= +y’ +2°—1)=0 (E.53)

Aplicando a condicao de consisténcia a ele, temos

1 1 1 1
e R O AU L A S
de forma que encontramos o vinculo

¢3 = xps +ypy + 2ps =0 (E.54)

A condi¢ao deve também ser aplicada a esse vinculo

0 = {aps, Hr} + {ypy, Hr} + {zp., Hr} (E.55)

Como a Hamiltoniana total é simétrica em relacao a x,y e z, é suficiente calcular um desses parénteses

de Poisson. Os outros seguem de maneira analoga. Vamos escolher o primeiro:

A 1
{xpxa HT} =T {px7v($ayaz) - 5({[}2 + y2 + 22 - 1)} +px {[L’, 2pi} =

=X {px? V(.I', Y, Z)} - $2)\ {pxa 33'} +p§ {%Pw}

oV 2 2
E.
T—— + AN+ p; (E.56)

Logo, obtemos o vinculo

9)% oV oV
r= -1 = a—y—z§+(x2+y2+z2)A+pfc+p§+p2=0 (E.57)

Note que essa relacao é, de fato, um vinculo, ja que aqui A é uma coordenada.

Com o objetivo de escrever essas equacoes de forma mais compacta, introduzimos a notacao
P=aityj+zk, F=pitptpk r=I7, p=Ip (E.58)

Assim, temos

V 2 2
—r— 1A+ p° = .
r " T P 0 (E59)

Ps =
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sendo %—‘; =7 - gradV a derivada direcional em r. Por fim, a condicao de consisténcia para ¢, = 0
determina o multiplicador de Lagrange ¢, sendo a expressao explicita nao importante para nosso

objetivo.

Agora que ja obtemos todos os vinculos, precisamos calcular os parénteses de Poisson entre

eles

{01, 02} =0 {1,031 =0, {¢1, 04} = —1
{#2, 03} =1, {d2,¢4} =0

ov
{03, ¢} = L + r*V?V + 4p° (E.60)

Todos os vinculos sao de segunda classe. A matriz A, ¢é dada por

0 0 0 -1
0 0 1 0
A, = E.61
g 0 —1 0 rol + V2V + 4p? (E61)
1 0 r—22—r2V2V —4p? 0
cuja inversa ¢é
0 r& VAV +4p? 01
oV _ 272 2
—r5e —rVV —4 0 -1 0
AW — TB?" r P (E62)
0 1 0 0
-1 0 0 0

Calculamos entao os parénteses de Dirac

ro + V2V 4 4p?
2

{A, B}, = {A,B} — {A, 7} {r* B} — {A, 7} {—r?; + 12\ + p?, B} +

v
i +TQZZV+4p2 {A,r2}{w,B}+;{A,T2} {7 p, B} _;{Aﬂ:’.ﬁ} {r2,3}+

or

Obtemos os parénteses de Dirac fundamentais

+ {A, —ra—v + 72\ +p2} {m, B} (E.63)

{m7y}D = 07 {ZL‘,Z}D = 07 {177]751:}1) = 1 - 127 {xapy}D = —LL"y, {x’pZ}D = —xz

{yaz}D = 07 {y7pI}D = -1y, {y7py}D = 1 - 927 {yvpz}D = —Yz
{Z>px}D = —Tz, {Zapy}D = —Yz, {Z>pz}D =1- ZQ

{p:mpy}D = YPz — TPy, {p:mpz}p = ZPx — TP2

{py:p:}p = 2py — yp- (E.64)
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Nao calculamos os parénteses de Dirac com A por duas razoes: a)A ndo é uma coordenada real; b)
como todos os vinculos sao de segunda classe, podemos escrever A\ em termos de 7 e p, de acordo

com (E.59),que faremos abaixo

Agora que ja calculamos os parénteses de Dirac, podemos igualar os vinculos a zero, e escrever

=1, 7.p=0
oV

A=r——p>, 7=0
Tor TP T

1
Hp = 5(1)?; +p,+p2) + V(z,y,z) (E.65)

As duas primeiras equagoes de (E.65) sdo vinculos mecanicos reais do problema, indicando que a
particula sempre estd sobre uma esfera de raio 1 e que a velocidade da particula é sempre tangencial?.

As outras duas permite a eliminacao das “coordenadas” A e 7 em fungao de (x,y,2,pz,py.Dz)-

Vamos, como aplicagao, encontrar as equacoes de movimento, e mostrar que elas coincidem

com as equagoes (D.70), com A dado como em (E.65). Temos, para x:

j: = {$7HT}D = ;{xapi}D + ; {xapz}D + ; {%Pg}D :pﬂc(l - 332) _pyxy — D X2 =

=pe — (7 P) = s (E.66)

Além disso

) 1 1
bo = {ps, Hr}p = 5 {pemy} + 5 {pe0?} {00 Vi, 2)},
oV oV ov
= —py(@py = ypa) + p(2pe — wp2) + - (0* = 1) + L (E.67)
Lembrando que o momento angular da particula é dado por L=7x P, podemos escrever
oV >

PxXL=pxFxp=pT—(F p)p=p'T (E.69)
Logo
oV
Do = =g+ x(7- VV — p?) (E.70)

2 Lembre que esse segundo vinculo foi originado da condicdo de consisténcia aplicado ao primeiro. O

fato que a particula fica sempre na esfera implicou que a velocidade é sempre tangencial, o que é bem
coerente
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De forma andloga para y e z, temos

F=p
p=—-VV+ (F-VV —p)F (E.71)
ou , equivalentemente,
F=—VV 4 (7 VV — p*)7 (B.72)

Esse problema é um caso particular do modelo

1. A
L=5q"+V(g)+5(¢ 1) (E.73)
com ¢ = (q,...,¢") Nao é dificil concluir, observando (E.64), que os parénteses de Dirac sao
{¢"a}p =0, {¢".p}p=0—d"w, {p".>o}p=0"%—d"p (E.74)

E.4: A Particula Relativistica A acdo de uma particula livre relativistica de massa m é [47]

S = —m/ds (E.75)

sendo ds o intervalo invariante do espago de Minkowski
ds® = dt* — da* — dy* — d2* = n,, datdx” (E.76)

Podemos parametrizar a curva por um parametro arbitrdrio® 7. Assim, vem

dr? =, i"idr* = i*dr? (E.77)

Substituindo na agao, temos:

S:—m/¢ﬁm (E.78)

Assim, encontramos a Lagrangeana

L=—-mVi? (E.79)

Os momentos canonicamente conjugados sao dados por

oL mi
Embora nao seja aparente, temos um vinculo primério. Para ver isso, calculamos p*:
2 o m:t,u ma* 2
p°=pup = T Vi =m (E.81)

3 arbitrario até certo ponto: entre dois pontos quaisquer da trajetéria 7 deve crescer - ou decrescer -

monotonicamente
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ou seja, temos o vinculo primario
¢ =p*—m*=0 (E.82)
Calculando a Hamiltoniana canonica, encontramos

%a’:“ +mVi2 =0 (E.83)

Hc = puiju - L($7p) = -

e a Hamiltoniana total é dada por

Hyp = \p* —m?) (E.84)
Temos também os parénteses de Poisson fundamentais
{z" z,} =0, {p*,p,} =0, {2V p,} =0 (E.85)

Aplicamos a condicao de consisténcia para o vinculo primario ¢; = 0
¢ = {(p2 - m2>’HT} =0 (E.86)

Como Hpr nao depende de x#, a condigao de consisténcia ¢é satisfeita identicamente. Dessa forma,
nao hé mais vinculos na teoria e nao é possivel determinar o multiplicador de Lagrange. Por essa

razao, o vinculo é de primeira classe *. De acordo com a nossa notacao, escrevemos
y=p*—m?=0 (E.87)

Esse vinculo é, portanto, gerador de transformagoes de calibre. Considere entdao uma funcao F'(t). A

transformacao de gauge induzida por v = 0 é dada por
OF = e{F,(P*—=m?)} = 2p"{F,p,} ¢ (E.88)
Em particular, a transformacao de calibre das coordenadas x* sao dadas por
ozt = 2p" {z" p,} € = 2pte (E.89)
O parametro € fica arbitrario. De fato, vamos verificar que essa transformacao deixa a acao invariante:

L = —mj%éab” . (E.90)

Inserindo (E.89) em (E.90), temos

d : g d d d
oL = pu%@pﬂﬁ) = 2%+ 2epp = 5(27”26) + 6%(292) = E(Qm%) (E.91)
———

0

Isso é, como a variacao da Lagrangeana ¢ igual a uma derivada total, a acao é invariante perante

essa transformagao.

4 Vocé também pode garantir que o vinculo é de primeira classe lembrando que vinculos de segunda classe

SeIpre aparecem el nummero par
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Vamos agora obter uma teoria quantica da particula relativistica. Para isso, utilizaremos o
processo de quantizacao descrito anteriormente. O primeiro passo é implementar condicoes de gauge.

0

Existem varias maneiras fazer isso. Utilizaremos aqui a condicao de gauge z° = 7, que implica no

vinculo

g =1’ —7=0 (E.92)

Precisamos verificar se essa fixacao respeita as quatro condigoes discutidas na secao 3.3. A primeira

condicao é que o conjunto (¢1, @) seja de segunda classe. De fato, temos

{61,0} = {(0* —=m®), (a* =)} = =2 (E.93)

Assim, a primeira condicao é satisfeita. A segunda condicao é que a condicao de consisténcia nao

implique em novos vinculos. Temos
by = {(:UO —T), HT} =A {xo, (p* — mQ)} =2\p" =0 (E.94)

Realmente, a condicao de consisténcia s6 implica na determinacao do valor do multiplicador de

Lagrange A. A terceira condicao é que seja possivel chegar nessa condicao por meio de uma

0

transformacao de calibre. Para isso, suponha que z” nao satisfaga essa condicao. Basta escolher

0

T—
= E.95
(r) =55 (E.95)
que temos
_ .0
2 — 70 =2 +2p° T—2 ) =7
2p°

i ~i i P’ 0

' =3 =2+ (1 —1") (E.96)
p

Por fim, precisamos verificar que a invariancia de Poincaré da teoria nao é perdida. Para isso,

precisamos verificar que as seguintes relagoes sao validas|[25]
{p, p V}D =0

{]\4&57 pu}D _ n#apﬂ _ nuﬁpa

{Mr Me?) = creet (E.97)
onde
pr = pt
MW = ztp” — z¥p" (E.98)
e

Chre? = —ngmpin”® + i — nimln’® + n¥nfnte (E.99)
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Deixaremos isso mais para frente, apds obtermos os parénteses de Dirac.
Agora podemos passar para o calculo dos parénteses de Dirac. A matriz A é dada por

0 —1
A, = 2p° E.100
i p (1 0) ( )

e sua inversa é

2 \—=1 0

AP = io ( 0 1) (E.101)

Podemos agora obter os parénteses de Dirac. Sejam F'(t) e G(t) duas fungoes arbitrarias. Entao

(.6}, = {F.G} - 35 {F. 0 — )} {(a" - 7).}

+2; {F, (2° — T)} {(p2 —m?), G} (E.102)

(F.6}p = {F.6} = 5 (Fn b {a.G} + 55 (. F} (G} (.103)

Os parénteses de Dirac fundamentais sao

{z" 2}, =0
{pu7pV}D = O
p/‘L
{z",p,}, = 6" — 52p—0 (E.104)

Agora temos condigoes de verificar a invariancia de Poincaré da teoria. A relagao {p",p,}, =0 ja

foi obtida. Calculemos agora a segunda relacao:
{MW’pA}D - {xupy’p)\}[) - {xypu’p/\}z) =7 {x“,p)‘}D A {x”,p)‘}D

y pH'p” ppt v
= np” — 0 0 — p'p = 0 = p” — " p! (E.105)

Para facilitar o proximo calculo, calculamos também a quantidade {M m x*}D:

{MW’xA}D - {xupv —zp, x/\}D =" {p”,x)‘}D -z {pM’IA}D
= {ah '} e { ) = e - n“osc;? —nVat +n” x;fA (E.106)

Assim, temos finalmente

{M‘“’,M’\”}D = {M“”,x}‘p” - x”p’\}D =z {M“”,pp}DJr{M’“’,x)‘}Dp —aF {M“” } —{M’“’,x”}Dp)‘
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HpP A VP A
— x)\nuppl/ o x)xnuppu +77Auxupp o n)\l/l,ppu +77V0 pop o nquV pop . nu)\l,ppu _}_nu)\xppp, o np,ul,up)\
v A JTIN IO N
v, A z"p°p w0 PP
+77p x“p + UHOT —n"° po (E107>

Reunindo os termos comuns e cancelando os termos opostos, temos
{Mr M) = N @ — ap”) 4 (@t — ) — (= ) — N (- 2t
ou
{MW, MAP}D = PAMYP 4 PP MPN — gt MY — A M (E.108)

Como ultimo comentdrio, note que, como a Hamiltoniana total é zero, aparentemente qualquer

variavel dinamica é uma constante:

A={A Hr}, ={A,0},=0

A=A (E.109)

No entanto, isso é apenas um mal entendido. O que esta ocorrendo é que a particula relativistica
faz parte de um conjunto de modelos chamados “Sistemas covariantes gerais "[2]. Neles, inclui-se o
tempo entre as variaveis canonicas, e a dinamica é descrita em termos de um parametro arbitrario.
Esse nao possui nenhum significado fisico, e o formalismo é invariante sob reparametrizacao. De

fato, temos

dx,, dzt d7 dx,, d7 dzt dz,, dzt d7 dx,, dzt
Enlgr — [\ = [\ e = [\ S s E.110
dr dr " dr 7 dr di @ dr dr' a7 T (B0

Quando fixamos o calibre, com (E.92), quebramos essa invariancia de reparametrizacao.

Quando isso ocorre, ocorre algo interessante. Note que

A Hamiltoniana real fica sendo Hy — pg ou, nesse caso particular, apenas —py. Podemos entao

escrever as equacoes de movimento

i =~ {atp} = 50 (E.112)

que resultam na dinamica

7' (1) = 2'(0) + =7 (E.113)
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E.2  Formalismo Simplético Modificado

Exemplo E.5: Considere a Lagrangeana

1 1
I = i 2 . < N2
A Hamiltoniana total é dada por
2 2
bz x
Hr = E—Z/px—?+$y+)\27y

Dessa forma, podemos escrever a Lagrangeana simplética
LY = pyi + p,y — Hy (E.114)
Adicionando a derivada total %(pyel) e aplicando a condicao de consisténcia p, = 0, encontramos
LY = poi: + pyij + pyé' — Hr (E.115)

Temos entao

Q" = (7,9, Pu, Dy, A, €1)

aa(Q) = (Pz; Py, 0,0,0,p,) (E.116)
A matriz pré-simplética é
00 -1 0 00
00 0 —-100
m_ (10 0 0 00
fay = 01 0 0 o1 (E.117)
00 0 0 00
00 0 =100
a submatriz
00 -1 0 0
00 0 —-10
L0000 (E.118)
01 0 0
00 O 0
00 0 —-10

possui os modos-zero
v; = (0,0,0,0,1,0)

i = (0,—1,0,0,0,1) (E.119)



O primeiro reproduz o vinculo p, = 0. J& o segundo implica no novo vinculo

_0Hy | 0H;
dy | 0e

0= =P, —

Dessa forma, temos
L§) = pod + pyi + pyé' + (p. — )& — Hr
Assim, vem

Q" = (7,9, Py Dys N, €, €)

aa(Q) = (pxapya 070707py7px - 1’)

. (2
de maneira que a matriz féb) toma a forma

00 -1 0 00 —1

00 0 —-100 O

10 0 0 00 1
f@P=1o01 0 0 01 0

00 0 O 0O0 O

00 0 —-100 O

10 -1 0 0O0 O

Os modos-zero da submatriz

00 -1 0 O

00 0 —-10

10 0 0 O

01 0 0 0

00 0 0 O

00 0 —-120

10 -1 0 0

Sao
U = (0,0,0,0, 1,0,0)
Uy = (O, —-1,0,0,0,1, O)

%y = (—1,0,—1,0,0,0,1)
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(E.120)

(E.121)

(E.122)

(E.123)

(E.124)

(E.125)

Os dois primeiros reproduzem os vinculos ja encontrados p, = 0 e p, — 2 = 0. O ultimo implica

também no vinculo p, — x = 0 Logo, nao ha novos vinculos e nao foi possivel determinar o

multiplicador de Lagrange A. Isso indica que temos vinculos de primeira classe. De fato, (F.12) sao

modos-zero de (F.10), de forma que todos os vinculos s@o de primeira classe.

Exemplo E.6: Considere a Lagrangeana

L =iy —2(z+7y)



A Hamiltoniana total é dada por
Hry = papy + 2(x 4+ y) + Ap:
Dessa forma, podemos escrever a Lagrangeana simplética
LY = pod + py + pot + poér — Hr

Temos entao

Q?{)) = (iL‘, Y, Zapxapyapza )‘7 61)

Q) = (px, py, 1, 0,0,0,0,p.)

A matriz pré-simplética é

0
chb) =

o O O O = O O O
o O O = O O o o
S O = O O O O O
o O O O o o o o
o O = O O O o O

o O O o o O

Os modos-zero da submatriz

o O O = O O o o
o O =R O O O O O

O O O O = O O o
oS O O O o o o o

S O O O O o O
o O O o o O

Sao
U = (0,0,0,0,070, 1,0)

Uy = (0,0,—1,0,0,0,0,1)

O primeiro modo-zero recupera o vinculo primario

OHr 0
aA - pz -
O segundo modo-zero implica no vinculo
_8HT OH7r

=0

0z + 861
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(E.126)

(B.127)

(E.128)

(E.129)

(E.130)

(E.131)



pp=x+y=0
Temos entao a Lagrangeana simplética
LY = pui + pyi + po2 + paés + (x + y)éa — Hr

Identificamos

Q((ll) = (IL‘, Y; 2y Pxy Pys Pzs A, €1, 62)

a(Q) = (Pas Py; P, 0,0,0,0, p., = + 1)

Logo, a matriz pré-simplética ¢é

0o 0 0 -1 0 0 001

o 0 0 0 -1 0 001

o 0 0 0 0 —=-1000

1 0 0 0 0 0 000
=10 1.0 0 0 0 000

o 0 1 0 0 0 010

o 0 0 0 0 0 00O

o 0 0 0 0 —-1000

-1 -1 0 0 0 0 00O

Como antes, procuramos os modos-zero da submatriz

o 0 0 -1 0 0 O

o 0 0 0 -1 0 O

o 0 0 0 0 -—-10

1 0 0 0 0 0 0

O 1 0 0 0 0 O

o 0 1 0 0 0 O

o 0 0 0 0 0 O

o 0 0 0 0 -—-10

-1 -10 0 0 0 O

que sao
v; = (0,0,0,0,0,0,1,0,0)

i = (0,0,—1,0,0,0,0,1,0)

i = (0,0,0,1,1,0,0,0,1)
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(E.132)

(E.133)

(E.134)

(E.135)

(E.136)

(E.137)
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Os dois primeiros apenas reproduzem os vinculos anteriores. O terceiro modo-zero implica no vinculo

0H 0H 0H
v OHr  OHr

Op, Opy OJey =0

¢3:px+py:0

Temos agora a Lagrangeana
LY = pod + pyg + po2 + peéy + (2 +y)éa + (po +py)és — Hr

Cco1m

Q((l2) = (x7y727px7py7p27 )\7 61762763)

a!?(Q) = (pxs Py =, 0,0,0,0,p., =+ y, pu + py)

Assim, a matriz pré-simplética é

o 0 0 -1 0 0 0O0T1TO0
o 0 0 0 -1 0 0010
o 0 0 0 0 —-10000O0
1 0 0 0 0O 0 0001
féz): 0O 1 0 0 0 0 0O0O0T1
o 0 1 0 0 0O 01O0O0
o 0 0 0 0 0 0O0O0O
o 0 0 0 0 —-10000O0
-1 -10 0 0 0 0O0O0O0
o 0 0 -1 -1 0 0O0O0O
Os modos-zero da submatriz
o 0 0 -1 0 0 O
o 0 0 0 -1 0 O
o 0 0 0 0 -—-10
1 0 0 0 0 0 0
o 1 0 0 0 0 O
o 0 1 0 0 0 O
o 0 0 0 0 0 O
o 0 0 0 0 -—-10
-1 -10 0 0 0 O
o 0 0 -1 -1 0 O

sao
v1 = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0)

(E.138)

(E.139)

(E.140)

(E.141)

(E.142)



v = (0,0,—-1,0,0,0,0,1,0,0)
U3 = (0,0,0,1,1,0,0,0,1,0)

vy =(-1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1)
O novo vinculo, gerado por vy, é

OHy OHy  OHy

ox dy Oes =0

9254:2:0

Inserindo esse vinculo em (F.26), obtemos a Lagrangeana
LY = poi + py§ + Doz + pats + (2 + y)éa + (po + py)és + 2é4 — Hy
Logo, vem

Q?S) = (IE, Y, Zapxapyapza )\7 €1, €2, €3, 64)

a®(Q) = (pus Py, P2, 0,0,0,0,p., & + Y, py + Dy, 2)

e a matriz pré-simplética é

0 0 0 -1 0 00100
0 0 0 0 -1 00100
0 0 0 0 0 —-10000 1
1 0 0 0 0 0 00010
0O 1 0 0 0 0 00010
=10 0o 1 0 0 0 01000
0 0 0 0 0 0 00000
0 0 0 0 0 —-100000
1 -1 0 0 0 00000
0 0 0 -1 -1 0 00000
0 0 -1 0 0 0 00000
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(E.143)

(E.144)

(E.145)

(E.146)

(E.147)



Procuramos os modos-zero da submatriz

o 0 o0 -1 0 0 0
o 0 o0 o0 -1 0 0
o o o o0 0 -120
1 0 0 0 0 0 O
o 1 0 o0 0 0 0
o o0 1 o0 0 0 0
o o0 o0 o0 0 0 0
o 0 o0 o0 0 -120
-1 -1 0 0 O 0
o 0 o0 -1 -1 0 0
o 0 -1 0 0 0 0

que sao
v1 = (0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0)

i = (0,0,—1,0,0,0,0,1,0,0,0)
7 = (0,0,0,1,1,0,0,0,1,0,0)

= (~1,-1,0,0,0,0,0,0,0,1,0)

us = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1)
Nao ha mais vinculos: U5 simplesmente determina o multiplicador de Lagrange A

0H 0H
T, 9Hr

apz 864 =0

A=0

Como determinamos A, ele nao é mais uma coordenada, de forma que temos
LY = poii + pyil + po2 + poéy + (@ + y)és + (o + py)és + 264 — Hee

Qt(14) = (:L‘7 Y, vaxapyapz, €1, €2, €3, 64)

a(Q) = (e, Pys P25 0,0,0,p., & + Y, po + Dy, 2)
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(E.148)

(E.149)

(E.150)

(E.151)

(E.152)



Logo

4
£ =

Os modos-zero da submatriz

sao apenas

S O = O O O O

SO O O = O O o o o
o O O O o O

o O O O = O O o o o

o O O O o o o

o O O = O O o o o
o O O O o O

# = (0,0,—1,0,0,0,1,0,0,0)
7 = (0,0,0,1,1,0,0,1,0,0)

vy =(-1,-1,0,0,0,0,0,0,1,0)

s = (0,0,0,0,0,1,0,0,0,1)

S O O O O o o o = =

S O O O O = = O O O

S O O O o o o = o O
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(E.153)

(E.154)

(E.155)

. , ) e
Como ¢ possivel notar, nenhum desses vetores é modo-zero da matriz féb). Portanto, todos os



vinculos sao de segunda classe, e a matriz é inversivel. Sua inversa é dada por

0 0 0 1/2 —-1/2 0 0 =1/2 0
0 0 0 —1/2 1/2 0 0 —1/2 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
~1/2 1/2 0 0 0O 0 0 0 —1/2
w12 —1/2 0 0 0O 0 0 0 —1/2
/o= 0 0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
/2 1/2 0 0 0O 0 0 0 —1/2
0 0o 0 1/2 1/2 0 0 1/2 0
0 0 1 0 0 0 -1 0 0

Podemos entio escrever os parénteses modificados
{9} ={Q"Q*} = =0
{22} ={Q"Q*} = =0
{0} ={Q".Q"} =" =1/2
{w.p,} ={Q" Q) =" =-1/2
{z.p.}" ={Q".Q°} = =0
{v,2} ={Q%Q*} = * =0
{y.p:} = {Q% Q") = =-1/2
(.o} ={Q%Q°} =1 =172
{v.p:} ={Q* Q%) = f* =

*

{py:p:} ={Q°Q°} = =0

Exemplo E.7: Considere a Lagrangeana

) ) 1
L= (g2+q)q1 + quds + 5 (qi — 2q2q3 — q§)

149

(E.156)
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Ela ja é de primeira ordem, de forma que podemos considera-la como a Lagrangeana simplética

1
LY = (g2 + @) + quds + 5 5 (qi — 2¢2q3 — q§) (E.157)
Logo

Q?o) = (1,92, 43, Q)

o = (g2 + 1,0, 4,0) (E.158)

A matriz pré-simplética é dada por

0 -1 0
1 0 0O
E.159
ab 0 0 0 —1 ( )
0O 0 1 O

Podemos ver que essa matriz é nao singular, sendo portanto o tensor simplético. Sua inversa é

0O 1 0 O
-1 0 0 O
[ = 00 o0 1 (E.160)
0 0 -1 0
Assim, os parénteses modificados sao
(o} ={Q".Q} =f2=1
{6} ={Q" Q" =f*=0
(e} ={Q%Q"} =f*=0
{@a} ={Q%Q"} =" =0
{gs, 00} ={@% Q") = =1 (E.161)
E.8: Particula Nao-Relativistica na Superficie de uma Esfera Considere a Lagrangeana
1 ca )\ a
L:§q Qa+§<q QQ_l)
A Hamiltoniana total é dada por
1 A
Hr = ipapa - §(qacﬂz - 1) + €T

Dessa forma, podemos escrever a Lagrangeana simplética

LY = pu® + 7h + mi! — Hy (E.162)
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Podemos entao fazer a identificagcao

Q" = (¢, P, A m e u')

a4(Q) = (7, 01y, 7,0,0, ) (E.163)

Temos entao a matriz pré-simplética fég)

0o -1 0" of o o
I o 0" G 07 oF
m |0 0 0 -1 0 0 -
=|- . 164
T =156 1 0 o 1 (E.164)
0O 6 0 0 0 0
0 6 0 -1 0 0
Procuramos agora os modos-zero da submatriz
0o -1 07 of of
I 0 07 0" 0F
0 6 0 -1 0
S S (E.165)
0O 0 1 0 O
6 0 0 0 0
0 6 0 -1 0
eles sao
171 = (61><N7 61><N7 07 07 ]-7 0)
172 - (61><Na61><Na_1a07071) (E166)
O primeiro modo-zero recupera o primeiro vinculo 7 = 0. O segundo implica no vinculo
OHr OHr 1
0=——F— — = —(¢q, — 1 E.167
L S L= - ) (E.167)
Incluindo o vinculo na Lagrangeana simplética por meio da nova coordenada u?, temos
. 1
Lg) = pa® + A+ wut + i(q“qa —1)4? — Hy (E.168)

Logo
Qa = (q_;ﬁ A? 7T7 6’ u17u2)

- 1,
QG(Q) = (pa 01><N77T707077T7 i(q o — 1)) (E169)



. (2) o
de maneira que a matriz féb) é

0 —-I 07 of oT o 7

I o 0" 0" o" 0" o

0 0 0 -1 0 0 0
=19 ¢ 1 0 0 1 0

0 6 0 0 0 0 O

0 0 0 -1 0 0 0

—¢ 6 0 0 0 0 0

Assim, os modos-zero da submatriz

o —-I 07 of o7

I o0 07 07 oF

0 0 0 —1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 0 0 —1 0

—-¢ 0 0 0 0

Sao0
271 = (61><N7 6‘1><N7 07 07 17 07 0)

172 - (61><N761><N7 _17()’ 07 170)

U3 = (01><N7 q, 07 Oa Oa 07 1)
O novo vinculo, proveniente do terceiro modo-zero, é

2 OH7 n OHr
8pa au2 = {q Pa

0=gq
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(E.170)

(E.171)

(E.172)

(E.173)

Como antes, incorporamo-o a Lagrangeana simplética por meio de uma nova coordenada u?

: 1
LY = poq® + mh + mi! + i(qaqa —1)i® + ¢°pat® — Hr

Assim
Qa = (q_:ﬁ? A77]'7 67u17u27u3>

- ~ 1 a a
aa(Q) = (p» 01><Na7T707077T7 §(q Ga — ]-)7q pa)

(E.174)

(E.175)



A nova matriz pré-simplética é

0 —-I 07 o7 of oF ¢ 7
I o 07 07 oT 07 07 ¢
0 0 0 -1 0 0 0 0
@ 0 0 1 01 0 0
Jab 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
-7 0 0 0 0 0 0
-5 —¢ 0 0 0 0 0 0

Procuramos por novos vinculos, através dos modos-zero da submatriz

0 —-I 07 oT of
I o 0" 0" o
0 06 0 -1 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 -1 0
—¢ 0 0 0
-p —q 0 0

que sao dados por
271 - (61><N7 6)1><Na 07 07 17 Oa 07 0)

= (O1xn; O1xenv;, —1,0,0,1,0,0)
173 = (61><N7 (77 07 07 Oa 07 17 0)

174 - (_q_; ﬁ? 07 07 07 07 07 1)
O novo vinculo, gerado por vy, é dado por

OHr OHr OHr
0= —qg% u :)\aa aa
o TPa, T o el pap

Como auxilio da nova coordenada u*, obtemos

. 1
Lg) = pad® + mh 4w + 5 (000 — )il + q'pai’ + (Aaug” + pop®)ii* — Hr

de maneira que

o 4
Qa = <q7p7 )\7 7T7 67 u17u27u37u )

- 1 a a a a
aq.(Q) = (7, O1xn, 7, 0,0, , §(q Qo — 1), 4"Pays A¢ G0 + pap®)
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(E.176)

(E.177)

(E.178)

(E.179)

(E.180)

(E.181)
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Obtemos assim a matriz pré-simplética

0 -1 07 o" o o ¢" pT A"
I o 0" 0" of 0" 0" ¢" 7
6 0 0 -1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 1 0 0 O
=16 0 0o 0o 0o 0 0 0 o0 (E.182)
6 0 0 -1 0 0 0 0 O
—-¢ 0 0 0 0 0 0 0 O
-5 —¢ 0 0 0 0 0 0 0
-\ - -1 0 0 0 0 0 0
Os modos-zero da submatriz B
o -I oF of of
I o 0" 07 o
0 0 0 -1 0
0 0 1 0 0
0o 0 0 0 (E.183)
0 0 0 -1 0
—-¢ 0 0 0
-p —q¢ 0 0
-\ —-p -1 0
sao
U = (61><N761><N,O,0, 1,0,0,0,0)
¥y = (O1n, 01w, —1,0,0,1,0,0,0)
i3 = (O1xn, 7, 0,0,0,0,1,0,0)
o = (=¢,7,0,0,0,0,0,1,0)
U5 = (—p, 7q,0,1,0,0,0,0,1) (E.184)

Nao ha mais vinculos na teoria. Os 4 primeiros modos-zero recuperam os vinculos anteriores,
enquanto U5 determina o multiplicador de Lagrange €. Logo, temos a mesma Lagrangeana simplética,
mas com a nova identificacao

Qa = (q_:p; >\77T7 u17u27u37u4>

- 1 a a a a
aa(Q) = (7, O1xn, m, 0,7, §(q Ga — 1), 4Py A¢ G0 + pap®) (E.185)
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o que implica na nova matriz

o0 I 0" of of ¢ p" AT

I o 07 07 0 o7 & 7

6 0 0 -1 0 0 0 1

0O 0 1 0 1 0 0 0

G) _ E.186
Jab O 0 0 —-1.0 0 0 0 ( )

—¢ 0 0 0 0 0 0 0

-5 —=¢ 0 0 0 0 0 0

-\ -p -1 0 0 0 0 0

A submatriz
0 —I 07 of
I o 07 o7
0 0 0 -1
0 0 1 0
S (E.187)
0 0 0 -1
g 0 0
7 ¢ 0
g p 1
possui apenas os modos-zero
172 = (GIXN761XN7 _170707 1707070)

173 - (61><N7(T707070707 17070)

174 = (_Cﬁﬁ707070a0707 170)

s = (—p, Aq,0,1,0,0,0,0,1) (E.188)

que nao implicam em nenhuma informacgao nova. Precisamos agora ver quais desses vetores sao
modos-zero de (F.73). De fato, nenhum deles é, de forma que a matriz é inversivel. Todos os vinculos

sao de segunda classe, e a matriz inversa ¢é

0 I-¢¢ —p¢ 0 7 —q" 07 0

1+ pTq—q"p vt 07 —p* 7
P —p*q 0 0 - =X 0 -1

o _ 64 (274 0o -1 0 0 0 (E.189)

—p D 1 0 A+ p? 0 1
q —p A= 0 —p?P-2A 0 -1 0
0 q 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 —1 0 0 0




156

Obtemos assim os parénteses modificados que interessam:
{¢" @} =0, {¢".p}" =05 —a"q, {p". 06} =1"%—q"Ps (E.190)

E.9: A Particula Relativistica Considere a Lagrangeana
L =—-mvVz?

A Hamiltoniana total é dada por
Hp = \p* —m?)

Dessa forma, podemos escrever a Lagrangeana simplética
LY = poi® + pit + (p° — m>)i' — Hy (E.191)
em que a separagao z* = (2%, ) é feita por conveniéncia. Podemos entao fazer a identificagao

Qa = (xou f7p07ﬁ7 )\7 Ul)

aa(Q) = (p07ﬁ7 07 61><37 07p2 - m2> (E192)

Temos entao a matriz pré-simplética fii)

0 Oixs -1  0Oix3 0 0
(_)g;d O3><3 6§x1 _I3><3 ngl ﬁle
m_ | 1 0Ois O Oixs 0 2p°
o =\Gr 1, 01, O OL, 27 (E.193)
3x1  13x3 3x1 3x3 3x1 4P
0 Oixs 0  0Oix3 O 0
0 Oixg —20° -2 0 0
0s modos-zero da submatriz
0 61><3 —1 61><3
05,1 Osxs 0f,, —Isxs 0L,
1 01><3 0 01><3 0 E 194
0 T 01, O 0 (E.194)
3x1  13x3  Uzx1 3x3 3x1
0 01><3 0 01><3 0
O 61><3 —2p0 —Qﬁ 0

Sao0
771 - (0; 61><37 Oa 61><3a ]-7 0)

172 = <_2p07 _zﬁa 07 61><37 07 1) (E195)
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O primeiro modo-zero recupera o vinculo p?> — m? = 0. O segundo nao gera nenhum vinculo novo
e nem determina o multiplicador de Lagrange A\. Como nao temos nenhuma informagao nova,
verificamos se os vetores sao modos-zero de (F.80). De fato, eles sdo, de maneira que o vinculo é de

primeira classe. Vamos entao proceder para a fixacao de calibre®. Escolhemos
2’ —7=0 (E.196)
Incluindo na Lagrangeana simplética por meio de uma coordenada u?, vem
Lg) = poi® 4+ pi’ + (p* — mAu' + (2° — 7) — Hy (E.197)

Logo
Qa = (x07f7p07ﬁ7 )\7u17u2)

aa(Q) = (p07137 0761><3707p2 _manO _7—) (E198)
Temos assim a matriz
0 Oz —1  Oixg O 0 1
0?><1 03><3 (jle _I3><3 ﬁgxl (_)gxl ngl
1 Oixs 0  Oixs 0 2° 0
féi) = ngl I3><3 ngl 03><3 6?><1 215‘11 ngl (E199)
Oixz 0 Oixz O 0 0
Oz —2p° =2 0 0 0
—1 O3 0 Oz O 0 0
A submatriz . B
0 0Oixs —1  Oixs 0
051 O3z 0L, —Isug 0L
1 01><3 0 01><3 0
Of1 Isxs 03,  Osysz 03, (E.200)
0 61><3 0 61><3 0
0 Oixs —20° =27 0
—1 Oixz 0 Oixs O
possui os modos-zero
Q_j‘l = (07 61><3> 07 61><37 17 07 0)
vy = (—=2p°, =27, 0,01x3,0,1,0)
i3 = (0, 01x3,1,01x3,0,0,1) (E.201)

O novo modo-zero serve para determinar o multiplicador de Lagrange \. Obtemos entao a mesma

Lagrangeana, mas com a nova identificagao

> para verificar que essa fixacio de calibre é consisténte, veja secio 3.6.2



de forma que

Qa = (xoa 'fu pOuﬁ? U’17 U2)

aa(@) = (p07p7 07 61><37p2 - m2a xO - 7-)

0 Oixs
=] O
03,1 Isxs
—1 Oixs
Temos que a submatriz
0 Oixs
05,1 Osxs
1 Oixs
051 Tsns
0 Oixs
—1 Oixs
possui apenas os modos-zero
Uy = (—2170,

< ~T ~
O3x1 Osxs O3, —Isxs O3

0 61><3 —2p0 —2}7 0

0 O1x3 0
—1 Oixs
O30 —Isxs
0 O1x3
051 Osus
—2p°  —2p
0 O1x3

_2177 07 61><37 17 O)

U5 = (0, O1x3, 1, 013, 0, 1)
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(E.202)

(E.203)

(E.204)

(E.205)

~ ~ . 3) ., ~ . .
que nao sao modos-zero de (F.90). Logo, a matriz féb) ¢ nao singular, com a sua inversa dada por

O O1><3
021 Osx3
_| 0w
051 —Isxs
0 O1x3
T
1w

0 Oz O
—L Tog 0%,

0 61><3 _ﬁ
Ole 03x3 (_)?;Xl
ﬁ 61><3 0

0 Oixs —ﬁ

{xi,pj}* = 5;

E. 10: Modelo de Proca Considere a Lagrangeana

1
_/3 _
L dx( 1

|
—_

%

o
?4 O*el
- =)

o
@) ’EO‘H

m2
F,, F" + ZAHA“>

(E.206)



A Hamiltoniana total é dada por

1 .. 1 . 2
HT = /dSZL' <4FZ]F’Z']' — *7TZ7T1' m

_m~ o A0q i 0
5 2AMA AaﬂT—l—/\Tf)

Dessa forma, podemos escrever a Lagrangeana simplética

Lg) = /dg.% (71'0140 + 7'('114Z + 7T0’lll> — HT

159

(E.207)

em que as separagoes A* = (A% A) e 1, = (m, T) sao feitas por conveniéncia. Podemos entao fazer

a identificagao
Q"(z) = (A(x), A(w), mo(w), 7(w), A(x), u' ()

a/(l<Q(x)) = (7'('0(37), 'ﬁ'(fﬁ), 07 61><37 07 WO([E)) (E208)
Temos entao a matriz pré simplética fé;)
0 Oixs —1  Opxs 0 0
szl 03><3 ngl _I3><3 ngl ngl
L 1 0O O 013 0 1 L
£ 5) = e 0@ D) (E.209)
’ (_)le I3><3 Gle 03><3 Oij’:xl 03T><1
0 Oixs O 013 0 0
0 Oixs =1 0Oixs 0 0
Os modos-zero da submatriz
0 61><3 —1 61><3 0
051 Osxs 0% —Isxs 0L,
1 0 0 0 0
I RS ) (E.210)
0361 Isxz Ozuq Osxs O3y
0 O1><3 O 01><3 0
0 Oixs -1 0O 0
sao
171(fa :J) = (07 61><37 07 61><37 1a O)é(f - g)
772(f7 g) = (_1761X350761X37071)5(f_g) (E211)

O primeiro modo-zero recupera o vinculo 7y = 0. O segundo implica no novo vinculo

aHT . . aHT aHT ) i
0Q(y) _/ Pyo(E =) DAV(y) ~ DA () = m?A%(2) + Oymy(x)  (E.212)

Incorporando-o na Lagrangeana simplética por meio de uma nova coordenada u?, temos

0= [ dyis(@ 7

L(SQ) = 1o A° + m A" + mout + (m2A° + 9'm;)u® — Hy (E.213)



Logo
Qa = (A07 14'7 700, ﬁ-a )‘7 U17 u2)

a’a(Q) = (7T0a ﬁ-v 07 6)1><3> 07 o, m2AO + alﬂ'z)
Obtemos assim a matriz

Oixs  —1  Opxs 0 0 m?
3x1 03><3 ngl _I3><3 Gle 6§x1 ngl
1 O3 0 Oixg O 1

0
£, ) = Lixs 014 O3k 0L, 05, —VT|6(Z—7)
0
0
0

|
8o
<
X

0 61><3 0 61><3
0 01><3 -1 61><3

)

o O
o O O

A submatriz

0 Oixz —1 Oixs 0
031 Osxs O3y —Isxs 0%
1 61><3 0 61><3 0

07, Tgus 05, 0Og5 O, |6(7—9)

0 61><3 0 61><3 0
0 O1><3 -1 01><3 0
—m2 61><3 0 ﬁ 0

possui os modos-zero

_»1(3_7’7 37) = <O761><370761><37 1707 0>5(f_ g)
HQ(f7 @7) = <_1761X370a61X3707 170)5(5_ g)

Us(Z, ) = (0, V(T — ), m*6(Z — 7), 01x3,0,0,1)
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(E.214)

(E.215)

(E.216)

(E.217)

O novo modo-zero nao implica em novos vinculos, mas determina o multiplicador de Lagrange

A. Logo, obtemos a mesma Lagrangeana simplética que tinhamos em (E.100), com a nova identificacao

Qa = (A()? g? 7T07 7:((_7 ul? u2)

aa<Q) = (7T07 ﬁ.a 07 61><3> 700, m2AO + 8171'1)

(E.218)



de forma que

0 61><3 —1 61><3 0 m?
6?><1 03><3 6?><1 _I3><3 ngl ngl
L 1 Oixs 0 Oz 1 0 L
@y =1 . , | 8@ =)
’ 05,0 Toxs Ol O 0L, —V7
0 Oixz —1 0Oixg 0 0
—m? Opxg3 O \V/ 0 0
Os modos-zero da submatriz
0 Oixs —1  Opxs
ngl 03><3 ngl _IS><3
L 1 Oixs 0 Oiws |
L& 5) = " S EIGESY)

05 Isxs Obq  Osus
0 01><3 —1 01><3
—m2 61><3 0 @

SéO apenas oS vetores
ﬁQ(f, g) = (—1, 61><37 O, 61><3, 1, 0)(5(f — g)

173(57 37) = (0765(5_ g)7m2761X3707 1)5<f_ ?7)
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(E.219)

(E.220)

(E.221)

Por outro lado, nenhum deles é modo-zero de (E.107). Isso implica que os vinculos sao de segunda

. 3 — = ’ ~ . .
classe. A matriz f(gb)<l', /) é nao singular, com inversa dada por

0 —m™2V 0 Opxs 0 —m2
m=2VT 0445 Gle Iy —m 27T 63Tx1
L 0 Oz 0 Oieg -1 0 L
& y) = §(Z —9)
G?;XI _I3><3 (_)ZXI 03><3 ngl szl
0 m—2V 1 61><3 0 m=2
m? O1x3 0 \Y —m~? 0

Obtemos entao os parénteses modificados
{A@), 4} =0, {#F@) 7w} =0, {A%W) 7))} =0

[A(2), Ao(y)} = 5000 —7) {4, 75(0)) = 0503 — )

m2 Y
E.11: Campo Eletromagnético Considere a Lagrangeana

1
L= / & (—4FWF’“’>

(E.222)

(E.223)



Temos o vinculo e a Hamiltoniana total

7T0:O

1 . )
Hr = /d3 ( F”FZJ — 27TZ7T1~ — A%t + )\71'0)
Podemos entao escrever a Lagrangeana simplética
Lg) = /d?)[[‘ (71'0140 + 7'('1‘/4Z + Wou1> — HT

Dessa forma, podemos identificar

aa(@(‘r)) = (7‘(‘0(1'), 7~T($), 0, 6’1><37 0, 7T-0(‘75))

Temos entao a matriz pré-simplética fé;)

0 Oixg —1 Oixg 0 0
(_)?;xl O3><3 (_)?;Xl _I3><3 (_)?xl Ole
1 0 0 0 0 1
) 1x3 1x3 R _a
£l = _. | (T —¥)
szl I3><3 szl 03><3 ngl ngl
0 Oixg 0 Oiez O 0
0 Oixsg —1  Opx3 0 0
A submatriz
0 61><3 —1 61><3 0
051 Osxs 0% —Isxs 0,

1 Oixs 0 Oixs
O3 Tsxs O3q  Osxs
0 Oixs 0 Oixs
0 Oixs —1 Oixs

o
w
Xﬂl o
o
(o9
—~
8y
|
&

o O

possui os modos-zero

o (Z,9) = (0, 61><37 0, 61><3; 1,0)0(Z — )

62(57 ?7) - (_1761><370a61><3a 07 1)5(‘%’_ ?7)

O primeiro modo-zero recupera o vinculo 7y = 0. O segundo implica no novo vinculo

0= /d3yv‘2’( J) aHT /d3y5 aHT = —aHT(a:) = 0'm;(x)

A%y)  0A°
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Incorporando-o na Lagrangeana simplética por meio de uma nova coordenada u?, temos
Lg) = 7T()AO -+ 7TZA1 + Woul + (8Z7rz)u2 — HT (E230)
Logo

Qa = (A07 14’7 700, ﬁ-a )‘7 U17 u2)

aa(Q) = (7T077~T70761><370a7r078i7ri) (E231)
Obtemos assim a matriz

Oixs —1  Opxs 0 0

0
05, Osxs OF,, —Iss OF,, 0i, O,
1 Oixs 0  Oixg O 1 0
fﬁ) - Ggm Isxs Ggm 033 ngl ngl A G (E.232)
0 Oixs 0 Oixg 0 0 0
0 Oixg —1 O3 0 0 0
0 Oixs O \Y 0 0 0

Os modos-zero da submatriz

0 Oixs -1 O3 O
(_)gxl 0353 szl _13x3 6§x1
1 Oixs 0 Oixz 0
05 Ioxs 0L, Ose3 0L, |0(Z—19) (E.233)
0 Oixz 0  Oixs O
0 61X3 —1 61><3 0
0 Oix3 O \Y 0

Sa0
Hl(fu 37) = (0761><370761><37 1707 0)6(:2:_ ZT)

Uo(Z, ) = (—1,01x3,0,01x3,0,1,0)5(Z — 7))

Us(,7) = (0, V&(Z — 7),0, 01 x3,0,0,1) (E.234)

O novo modo-zero nao implica em novos vinculos e nao determina o multiplicador de Lagrange \.
Notamos também que os vetores (E.121) sdo modos-zero de (E.119), o que implica que os vinculos
sao de primeira classe. Com o intuito de realizar a quantizacao canonica do campo eletromagnético,

procedemos para a fixacao de calibre.



Incluindo-os na Lagrangeana simplética por meio de coordenadas u?® e u*, vem

LY = 1A + m Al + myid + (0'm)i? + AP + (8,40 — Hy
Assim
Qa = <A07 g? o, 77(7 )\7 ul> u27 u37 U4>

aa(@) - (71-07 ﬁ? 07 61><37 07 7o, aiﬂ-i? A07 azAl)

A nova matriz pré-simplética, obtida apéds a fixacao do calibre, é

0 Oixs —1 0Oixg 0 0 0 1 0
05 Osxs 0%, —Ises 0L, OF, 0L, 0L, —-V7T
1 0O O 013 0 1 0 0 0
Ohi Tsxs Ofq Osxs 05 05, —V7 05, 05,
=10 0. 0 O 0 0 0 0 0 |6T-9
0 Oixs3 —1 O3 0 0 0 0 0
0 Oixg O v 0 0 0 0 0
—1 Oix3 0 Ois 0 0 0 0 0
0 V 0 (O3 0 0 0 0 0
os modos-zero associados a submatriz
0 Oixg —1  Oixs 0
031 Osxs Ofuy —Tsxs Of
1 Oz 0 Opus 0
05 Isxs 04 Osus 0%
0 Oz 0 Oixs (% — )

0 61><3 -1 6’1><3

0 Oixg O \V/
_1 61><3 O 61><3

-

0 \V4 0 O3

o O O O O

sao

_’l(fv gj) = (0a61X3a 0761><37 17070a 070)5(5_ gj)
2<f7y) ( 1 01><370 01><3707]-70 0 0)6( ?j)
Us(Z, ) = (0, V(T — §),0,0,x3,0,0,1,0,0)

W(Z, ) = (1,01x3,0,01x3,0,0,0,1,0)8(Z — 7)

U5(Z, ) = (0,013, 0, V(S( %),0,0,0,0,1)
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Os dois primeiros vetores apenas recuperam os vinculos 7y = 0 e 9;7* = 0. vy determina o valor

de A%, enquanto vs e vs nao implicam em nenhuma informacao nova. Assim, obtemos a mesma

Lagrangeana simplética ja existente em (E.100), com a nova identifica¢ao

Qa

0 7 ~ 1,2 .3 4
(A A, mo, T, u, u”, u”, u”)

aa(Q) - (7T07 ﬁ-) 07 61><37 7o, 8i7ria AO7 aZAZ)

Logo, a matriz fé;l) é

0 Oixs
05,1 Osxs
1 Oixs
PR
0 Oixs
O1x3
1 Oixs
0 Vv

A submatriz

possui apenas os modos-zero

—

V2

—~

—1 0Oix3 O
05 —Tsxs 03,
0 Oixs 1
05 Osxs 03,
—1 Ois O
0 \Y 0
0 Opxs 0
0 Opxs 0
0 Oixs -1
05 Osus O3,
1 Ojxg3 O
05 Isxs 0%,
0 Opns —1
0 Oz O
—1 O3 O
0 V 0

0
0%

01x3

01x3

1 0
Gg;l __iiT
0 0
Gg;1 Gg;1
o —vy
00 (@—19)
0 0
0 0
0 0
6(Z — 7))

Z,7) = (=1,01x3,0,01x3,1,0,0,0)5(Z — 7))

173(_’\7 37) = <O7 @5(5_ 37)70761><3707 17070)

T4(Z, ) = (1,01x3,0,01x3,0,0,1,0)8(Z — 7))

—

Us

6 ver 3.426

(Z,7) = (0,0,x3,0, =V(Z — §7),0,0,0,1)

(E.240)

(E.241)

(E.242)

(E.243)
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Necessitamos agora verificar se os vetores (E.130) sdo modos-zero de (E.128). De fato, nenhum deles

é, de maneira que a matriz é nao-singular. Sua inversa é dada por

0 O1x3

0 13 0 0 —5(&—1) 0
O3x1 O3x3 0 5(55—??)13x3—VTV4W|%,g\ 0 0 0 _VT4W\% 7]
O1x3 0 O1x3 —0(Z—-9) 0 0 0
fab _ O3x1 —5(5—27)13x3+VTV4W|11.,m 3x1 O3x1 0 _VT4W|% 7 0 0
0 5(Z—7) 0 0 5(F—7) 0
0 0 V7 0 0 0 0
7| Z—7|
5(7—7) 0 0 0 —5(&—1%) 0 0 0
0 = 0 0 0 0 0 0
(E.244)
Podemos entao obter os parénteses modificados importantes nao nulos
/\i A * ~i ~ *
{Ai@), 4} =0, {#(2). %)} =0
{Bi(@), 75} = 016(7 — ) — D0V — (E.245)
), ;Y } =0,0lx —Y)— T S o .
7 J O an i -
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