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Resumo

No espago nao-comutativo de Doplicher, Fredenhagen, Roberts e Amorim (DFRA),
que é uma extensao do espaco DFR, o objeto da nao-comutatividade (/%) é uma variavel
do sistema nao-comutativo e tem um momento canonico conjugado. Nesta dissertacao,
mostraremos que 6% (7,7 = 1,2,3), na Mecanica Quantica Nao-Comutativa (MQNC), é
um operador no espago de Hilbert e exploraremos as consequéncias da chamada “opera-
lizagao”. A algebra DFRA sera construida em um espago-tempo estendido com graus de
liberdade independentes associados com o objeto da nao-comutatividade #%. Mostraremos
as propriedades de simetrias de um espago-tempo estendido x + 6 (D = 10), dado pelo
grupo P’; que tem o grupo de Poincaré P como um subgrupo. O formalismo de Noether
adaptado a tal espaco-tempo estendido x + 6 sera descrito. Uma algebra consistente que
envolve o conjunto ampliado de operadores canonicos sera explicada, o que permitira cons-
truir teorias que sao dinamicamente invariantes perante a agao do grupo de rotacao. Nessa
estrutura também é possivel fornecer dinamica ao setor operatorial da nao-comutatividade
resultando em novas caracteristicas. Uma formulacao consistente da mecanica classica vai
ser analisada de tal maneira que, sob quantizacao, fornecerda uma teoria quantica nao-
comutativa com resultados interessantes. O formalismo de Dirac para sistemas Hamil-
tonianos vinculados é considerado e o objeto da nao-comutatividade 0% tem um papel
fundamental como uma quantidade independente. Em seguida, explicaremos as simetrias
dinamicas nas teorias relativisticas nao-comutativas usando a algebra DFRA. Também
falaremos sobre a equacao de Dirac generalizada, em que o campo fermionico nao depende
somente das coordenadas comuns mas também de #%. A simetria dinamica satisfeita por
tal teoria fermionica serd discutida e mostraremos que sua acao é invariante perante P’.
Na tultima parte deste trabalho descreveremos os campos escalares quanticos complexos
usando esta nova estrutura. Em um formalismo de primeira quantizacao, 6% e seu mo-
mento canonico 7;; sao vistos como operadores que vivem em algum espaco de Hilbert. Na

perspectiva do formalismo de segunda quantizacao, mostraremos uma forma explicita para



os geradores de Poincaré estendidos e a mesma algebra é gerada via relagoes de Heisenberg
generalizadas. Também consideraremos um termo fonte e construiremos uma solugao geral

para os campos escalares quanticos complexos usando a técnica da fungao de Green.

Palavras—chave : nao-comutatividade; mecanica quantica; teorias de calibre



Abstract

In the Doplicher, Fredenhagen, Roberts and Amorim (DFRA) noncommutative (NC)
space, which is an extension of the DFR space, the object of noncommutativity (%) is
a variable of the NC system and has a canonical conjugate momentum. In this disserta-
tion, we will show that 6% (i,7 = 1,2,3), in NC quantum mechanics, is an operator in
Hilbert space and we will explore the consequences of this so-called “operationalization”.
The DFRA algebra is constructed in an extended space-time with independent degrees of
freedom associated with the object of noncommutativity 6. We will show the symme-
try properties of an extended x+6 (D=10) space-time, given by the group P’, which has
the Poincaré group P as a subgroup. The Noether formalism adapted to such extended
x+0 (D = 4 4+6) space-time will be depicted. A consistent algebra involving the enlarged
set of canonical operators will be described, which permits one to construct theories that
are dynamically invariant under the action of the rotation group. In this framework it is
also possible to give dynamics to the NC operator sector, resulting in new features. A
consistent classical mechanics formulation will be analyzed in such a way that, under quan-
tization, furnishes a NC quantum theory with interesting results. The Dirac formalism
for constrained Hamiltonian systems is considered and the object of noncommutativity %
plays a fundamental role as an independent quantity. Next, we will explain the dynamical
spacetime symmetries in NC relativistic theories by using the DFRA algebra. It is also
explained about the generalized Dirac equation issue, that the fermionic field depends not
only on the ordinary coordinates but also . The dynamical symmetry content of such
fermionic theory is discussed, and we will show that its action is invariant under P’. In
the last part of this work we will depict the complex quantum scalar fields using this new
framework. In a first quantized formalism, 67 and its canonical momentum 7;; are seen
as operators living in some Hilbert space. In a second quantized formalism perspective,
we will show an explicit form for the extended Poincaré generators and the same algebra

is generated via generalized Heisenberg relations. We also will consider a source term



Vil

and construct a general solution for the complex quantum scalar fields using the Green

function technique.

Keywords : noncommutativity; quantum mechanics; gauge theories
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Introducao

O LHC (Large Hadron Collider)* é uma das grandes esperangas dos fisicos teéricos, pois
acredita-se que possa haver manifestacoes experimentais a respeito da Fisica na escala de
Planck?, ou seja, nos primeiros momentos do Big Bang. Essa manifestacio poderia levar,
por exemplo, ao fato de que o espago-tempo quadridimensional padrao pode tornar-se nao-
comutativo, ou seja, que o operador quadrivetor posicao x* obedeca a seguinte relagao de
nao-comutagao

[x! x| =i, (1)

onde 6*” é uma matriz real, antissimétrica e constante. Neste espaco nao-comutativo, a
definicao de teorias de campo envolvem operadores de campo que sao funcoes das coorde-
nadas nao-comutativas. Em outras palavras, espera-se que a geometria do espago-tempo,
na escala de Planck, seja nao-comutativa.

Outra constatacao que talvez possa ser encontrada gracas ao LHC é a existéncia de
dimensoes extras. Vamos ver que o espaco-tempo nao-comutativo no qual vamos trabalhar
¢é composto de dez dimensoes, o que nao é desconfortavel em Teoria Quantica dos Campos
(TQC), pois é o mesmo nimero de dimensdes da supergravidade.

Em busca de uma TQC renormalizavel, Heisenberg? sugeriu que poderfamos usar uma
estrutura nao-comutativa para as coordenadas do espaco-tempo nas escalas de compri-
mentos muito pequenos (na escala de Planck) para introduzir um “parametro de corte”
ultravioleta efetivo. Apds conversar com Oppenheimer?, este passou o problema para

o seu aluno de doutorado Snyder, que publicou o primeiro trabalho considerando uma

!Para informagoes adicionais sobre o LHC consulte o site oficial do LHC, http://lhc.web.cern.ch/lhc/.
2Max Karl Ernst Ludwig Planck (1858-1947), fisico alemao, considerado o pai da fisica quantica e um

dos fisicos mais importantes do século XX.
3Werner Karl Heisenberg (1901-1976), fisico alemao, um dos fundadores da Mecanica Quantica.
4Julius Robert Oppenheimer (1904-1967), fisico norte-americano, que dirigiu o projeto Manhattan para

o desenvolvimento da bomba atémica, durante a Segunda Guerra Mundial, no Laboratério Nacional de

Los Alamos, no Novo México.



nao-comutatividade do espago-tempo em 1947 [1] onde sua motivac¢do principal era evi-
tar singularidades em TQC. Atualmente, o problema é motivado pela teoria de cordas
2], pois nesta teoria quando se introduz um campo magnético, a algebra obtida é a nao-
comutativa [3], ou seja, quando cordas abertas tém suas extremidades sobre D-branas na
presenca de um campo magnético constante, teorias de calibre efetivas sobre um espaco
nao-comutativo surgem [3, 4]. Nessas teorias de campo nao-comutativas (TCNC’s) [5],
usamos a Eq. (1). Isto provocou um ressurgimento do trabalho de Snyder.

Snyder introduziu um espago-tempo com cinco dimensoes tendo o SO(4,1) como grupo
de simetria, com geradores M2, que satisfazem a &lgebra de Lorentz®, onde A, B =
0,1,2,3,4 e usando o sistema de unidades naturais, isto é, h = ¢ = 1. Além disso, ele

postulou a relagao entre as coordenadas e os geradores da dlgebra SO(4,1)
xH = aM*™, (2)

(onde pu,v = 0,1,2,3 e o parametro a tem dimensao de comprimento), promovendo as
coordenadas do espaco-tempo a operadores Hermitianos. A relacao mencionada acima

introduz o comutador através da Eq. (1),

[x*,x"] = ia*M" (3)
e as identidades
(M, = (™ = X (4)
e
M M) = (MO — M M M) (5)

que estao de acordo com a invariancia de Lorentz quadridimensional. Dessa forma Snyder
recupera a invariancia explicita de Lorentz perdida em (1), pois 0" é uma constante.
Entretanto, C. N. Yang® [6] mostra logo em seguida (no mesmo ano do trabalho de Snyder)
que os problemas de divergéncia na teoria quantica de campos continuavam presentes no
espago-tempo nao-comutativo de Snyder. Isto provocou um esquecimento do trabalho de

Snyder.

®Hendrik Antoon Lorentz (1853-1928), fisico holandés, que recebeu em 1902 o Nobel de Fisica por seu

trabalho sobre as radiagoes eletromagnéticas.
5Chen-Ning Franklin Yang (1922- ), fisico chinés, que trabalha com mecanica estatistica e fisica de

particulas.



Explicando melhor, o ponto fundamental sobre o espaco nao-comutativo padrao é que
o objeto da nao-comutatividade 6" geralmente é considerado como sendo uma matriz
antissimétrica nas TCNC’s. Isso viola a simetria de Lorentz pois fixa uma direcao em
um sistema de referéncia inercial. A violacao da invariancia de Lorentz é um problema,
pois traz efeitos tais como a birrefringéncia do véicuo [7] (A descricao de tais efeitos fo-
gem aos objetivos deste trabalho). No entanto, ao mesmo tempo nos permite tratar as
TCNC’s como deformacoes de teorias quanticas de campos comuns, substituindo produ-
tos comuns por produtos Moyal, e interacoes de calibre comuns por suas correspondentes
nao-comutativas. Como é bem conhecido, essas teorias carregam sérios problemas como
nao-unitariedade, nao-localizabilidade, nao-renormalizabilidade, mistura UV x IR, etc.
Por outro lado, a invariancia pode ser recuperada construindo-se o espago-tempo nao-
comutativo com 6" sendo um operador tensorial com o mesmo nivel hierarquico que os
x’s. Isso foi feito em [8] usando uma redugao conveniente da &lgebra de Snyder. Tanto
x* e 0" pertencem, nesse caso, a mesma algebra afim. Os campos devem ser fungoes dos
autovalores de x* e 0. O fato de 6" agora ser uma coordenada resolve o problema da
invariancia que era quebrada em (1).

Os resultados que aparecem na referéncia [8] sdo explorados por alguns autores [8-12].
Alguns deles preferem comecar adotando a &lgebra de Doplicher-Fredenhagen-Roberts
(DFR) [14] que estd baseada em principios da Relatividade Geral (RG) e da Mecanica
Quantica (MQ), que usa a equagao (1) como também o desaparecimento do comutador

triplo entre os operadores coordenadas
i, 677 = 0. (6)

Na algebra de DFR ¢é a representacao de Weyl” dos operadores NC que obedecem as
equagoes (1) e (6) e mantém a forma usual do produto Moyal ®, e consequentemente a
forma usual das TCNC’s, embora os campos tenham sido considerados dependentes nao
somente de x*, mas também de 6. O argumento é que muitas medidas precisas da
localizacao no espago-tempo poderiam transferir as particulas teste energia suficiente para

criar um campo gravitacional que em principio poderia confinar fotons. Essa possibilidade

"Hermann Klaus Hugo Weyl (1885-1955), matemético alemao, que desenvolveu suas pesquisas em fisica

tedrica bem como a teoria de niimeros e grupos.
8José Enrique Moyal (1910-1998), fisico matemadtico, que ajudou a estabelecer a formulacio do espaco

de fase da Mecanica Quantica em 1949, além de contribuir para a engenharia aerondutica, engenharia

elétrica e estatistica.



esta relacionada com as relacoes de incerteza do espago-tempo que podem ser derivadas

das equagoes (1) e (6) assim como das condigoes quanticas

0,,0" =0
(5% 0"0,)* = Np, ®)

onde 0, = %GWPUQ”" e Ap é o comprimento de Planck.

Estes operadores sao vistos atuando sobre um espaco de Hilbert? H e esta teoria implica
em dimensodes extras compactificadas [14]. O uso das condigdes (7) nas Refs. [7-12] trouxe
consequeéncias triviais, uma vez que nesses trabalhos os resultados relevantes dependem
do valor de 0% que ¢ tomado como uma média com alguma funcao peso W(6). Eles
usam nesse processo as transformagoes de Seiberg-Witten [3]. E claro que esses autores
nao usam (7), uma vez que suas motivagoes nao estao relacionadas a gravitagdo quantica,
mas com a constru¢ao de uma TCNC que mantenha a invariancia de Lorentz. Este é um
problema fundamental, uma vez que nao ha evidéncia experimental para supor a violacao
da simetria de Lorentz [7].

Uma estrutura interessante para estudar aspectos sobre nao-comutatividade é dada
pela chamada Mecéanica Quantica Nao-Comutativa (MQNC) devido a sua abordagem sim-
ples. H& vérios trabalhos interessantes sobre MQNC [14-29]. Na maioria desses artigos,
o objeto da nao-comutatividade 0% (onde i,j = 1,2,3 e o espaco é Euclidiano), que é
o resultado da comutacao de dois operadores coordenada, é considerado como uma ma-
triz constante, embora esse nao seja o caso geral [1, 8, 12, 14, 21]. Considerar §” como
uma matriz constante quebra a simetria de Lorentz ou simetria de rotacao para teorias
nao-relativisticas, como ja falamos. Em MQNC, o tempo é um parametro comutativo e
as coordenadas espaciais nao comutam. No entanto, os objetos da nao-comutatividade
nao sao considerados como operadores no espaco de Hilbert. Como uma consequéncia, os
momentos conjugados correspondentes nao sao introduzidos. E como é bem conhecido,
isso é importante para implementar a rotagdo como uma simetria dinamica [31]. Como
um resultado, as teorias nao sao invariantes por rotacgoes.

Em um trabalho recente [32] R. Amorim realizou uma extensao da algebra de DFR

para a mecanica quantica nao-relativistica de uma maneira nao-trivial e mantendo a con-

9David Hilbert (1862-1943), matematico alemao, que contribuiu com idéias brilhantes sendo conside-
rado como um dos maiores matematicos do século XX, no mesmo nivel de Henri Poincaré. Devemos a ele,
principalmente, a lista de 23 problemas, alguns dos quais nao foram resolvidos até hoje, que ele apresentou

em 1900 no Congresso Internacional de Matematicos em Paris.



sisténcia. Os objetos da nao-comutatividade (as coordenadas %) foram considerados
como operadores e seus momentos conjugados foram introduzidos. Isto permite exibir
uma algebra completa e consistente entre os operadores num espaco de Hilbert estendido
com seis dimensoes novas e construir operadores momentum angular generalizados, que
obedecem a algebra SO(D), e em uma maneira dinamica, atuando propriamente em todos
os setores desse espaco de Hilbert. Se isto nao for efetuado, alguns objetos fundamen-
tais geralmente empregados na literatura, como o operador coordenada deslocado, deixam
de se transformar perante rotacoes. A simetria nao é implementada de uma maneira
algébrica, onde as transformacoes sao baseadas na estrutura dos indices das variaveis,
mas vem dinamicamente da a¢ao consistente de um operador, como discutido em [31].
Este novo espaco nao-comutativo tem dez dimensoes e agora é conhecido como o espago
nao-comutativo de Doplicher-Fredenhagen-Roberts-Amorim (DFRA).

Esta dissertacao é organizada da seguinte forma: no capitulo 1 veremos a
nao-comutatividade via produto Moyal, abordaremos a mecanica classica nao-comutativa
e a teoria de calibre U(1) nao-comutativa e no capitulo 2 descreveremos os detalhes
matematicos desse novo espaco nao-comutativo. Apds isso, descreveremos o espaco de
Hilbert nao-comutativo e construiremos um modelo de oscilador harmonico para esse novo
espaco. No capitulo 3, exploraremos as bases para o tratamento de sistemas vinculados

no espaco DRFA e trataremos a questao com o formalismo de Dirac!'®

. No capitulo 4
explicaremos as simetrias e os detalhes do grupo de simetria de Poincaré!! estendido.
Além disso, também vamos estudar as caracteristicas relativisticas do espaco de DRFA
e construiremos a equacao de Klein-Gordon!? 13  junto com o formalismo de Noether

15 No capitulo 5, analisaremos os férmions nessa nova estrutura e estudaremos a equacao

de Dirac. Finalmente, no capitulo 6, consideraremos a elaboracao de campos escalares

10Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), fisico teérico britanico, que contribuiu para o desenvolvimento

da mecanica quantica e eletrodindmica quantica.
1 Jules Henri Poincaré (1854-1912), matemaético, fisico e filésofo da ciéncia francés. Estudou numerosos

problemas sobre Optica, eletricidade, telegrafia, capilaridade, elasticidade, termodinamica, mecanica

quantica, teoria da relatividade e cosmologia.
120gkar Benjamin Klein (1894-1977), fisico tedrico sueco.
13Walter Gordon (1893-1939), fisico tedrico alemio.
ou equacao de Klein-Fock-Gordon.

15 Amalie “Emmy” Noether (1882-1935), matematica e fisica alema. Trabalhou nas dreas de teoria dos
anéis e algebra abstrata. Elaborou o Teorema de Noether, que explica as conexdes entre simetria e as leis
de conservagao em fisica tedrica. A maior parte de seu trabalho no entanto, foi centrada no estudo de

algebra.



quanticos complexos e a andlise do termo fonte das teorias quanticas dos campos. Nos
apéndices encontram-se as demonstragoes mais trabalhosas.

Esta dissertacao é baseada no artigo de revisao publicado em [35].



Capitulo 1

Aspectos Gerais da

Nao-Comutatividade via Produto

Moyal

Em 1980, a teoria matematica conhecida atualmente como Geometria Nao-Comutativa
iniciou o seu desenvolvimento com o trabalho de Alain Connes' [36], em que as nogoes
bésicas da Geometria Nao-Comutativa foram introduzidas e aplicadas ao toro nao-comuta-
tivo, o qual permanece como um modelo de espaco nao-comutativo. Seu calculo diferencial
foi generalizado num Congresso ocorrido na cidade alema Oberwolfach em setembro de
1981. Neste mesmo ano, Alain Connes descobriu uma homologia de correntes para a
algebra de operadores [37] que tornou-se conhecida como cohomologia ciclica [38], sendo
desenvolvida em detalhes em um trabalho posterior no ano de 1982 cujo titulo é Geometria
Diferencial Nao-Comutativa [39]. Embora esta nao-comutatividade de Connes nao seja
explorada neste trabalho, o leitor interessado pode encontra-los nas referéncias citadas

acima.

1.1 Produto Moyal

Vamos apresentar nesta secao?, a titulo de tornar este trabalho auto-consistente, uma
versao da nao-comutatividade dada pelo chamado produto Moyal. Este produto tem que

ser consistente com a algebra do espaco nao-comutativo. Vamos procurar, de forma simpli-

L Alain Connes (1947- ), matemdtico francés, especialista em algebra de operadores.
ZVamos seguir as referéncias [40, 41].



ficada, apresentar seu desenvolvimento. Para isso, consideremos uma algebra comutativa

de funcoes em R”, munida do produto usual
(f-9)(x) = f(x)g(), (1.1)
onde vamos supor que todas as fungoes sao de decréscimo rapido no infinito [42], ou seja,
sup(1 + |z |?)Frmt-no|gm 97P f(x) ] < oo, (1.2)

Vk,n; € Z4 e 0; = 52%. A relagdo (1.2) é conhecida como condi¢io de Schwartz.

A condigao de Schwartz implica que toda funcao ¢(x) pode ser descrita pela sua trans-

formada de Fourier®

(k) = / P e o). (1.3)

E fécil notar que ¢(—k) = ¢(k), desde que ¢(z) € R.

Um espago nao-comutativo também pode ser construido por meio da substituicao das
coordenadas locais 27 € R” por operadores hermitianos &7, que satisfazem a relacao
de comutagao definida em (1). Os operadores hermitianos #/ geram uma algebra nao
comutativa. A correspondéncia entre a dlgebra de campos em R? e a dlgebra de operadores
pode ser perfeitamente realizada através da quantizacao de Weyl. E f4cil ver que o produto
Moyal preserva (1), como vamos demostrar daqui a pouco.

Dada uma funcao ¢(x) € D, juntamente com sua transformada de Fourier, dada na
equagcao (1.3), introduzimos o simbolo de Weyl

. . 1 b~ .
Wigl=d = (27T)D/d k ¢(k)exp (ikjal), (1.4)

em que adotamos o ordenamento simétrico de operadores proposto por Weyl onde, por

exemplo, W[eikf”j] = %% A partir da equagao (1.4), notamos que VV[¢] ¢ hermitiano se

o(z) é real. A equacgao (1.4) pode ser reescrita em fungao do operador

~

T(k) = e’ (1.5)

da seguinte forma

~ 1 D ~ ~
R / Pk T(k)(k). (1.6)

Como os z"s sao operadores hermitianos, entao

THk) = T(—k). (1.7)

3Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matemético e fisico francés, que iniciou a investigacio das

séries de Fourier, transformadas de Fourier e lei de Fourier.



Vamos encontrar algumas relagoes algébricas que serao tteis a seguir. Primeiro, vamos
calcular o produto de operadores T'(k)T(k'). Logo, considerando a equacio (1.5), temos
que

A A

T(k)T(K) = es® ¢ihid', (1.8)
Usando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff [47],

edel = eAJrBe%[A’B], (1.9)

temos que

~

TR)T(K) = ekt +ikid! galiksa ik

pilkt+k); 87 —5k;ki[a7 21 (1.10)

Usando a equagao (1), temos que

T(R)T(K) = eb+k)id o= shiki(io™)

ikt —Lk;k;07!

e

A

= T(k+K)e hko" (1.11)
Além disso,
Tr((k) = / Pz (2T (k)

= /dDac <x|eikl£l|x>, (1.12)

onde |r) sdao autofungoes dos operadores 7.

Para calcularmos a expressao acima, precisamos definir certas quantidades. Veremos,
de uma forma mais geral, como podemos definir uma funcao arbitraria de um operador.
Consideremos uma funcao F' de uma variavel z e vamos supor que, em um certo dominio,

I pode ser expandida em séries de poténcias de z
F(z) =) fuz" (1.13)
n=0

Por definigao, a funcao correspondente do operador A é o operador F(A) definido por uma

série que tem os mesmos coeficientes f,,

F(A) = ian”. (1.14)
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Seja |¢p,) um autovetor de A com autovalor a

Alda )= a|¢a) - (1.15)
Aplicando o operador n vezes, obtemos que

A"|¢a )= a"|¢a) - (1.16)

Logo, aplicando a série (1.13), temos que

A)¢a) = an "|¢a )= F(a)|¢a) - (1.17)

Isto nos leva a seguinte regra: quando |¢,) é um autovetor de A com o autovalor a, |¢,) é
um autovetor de F'(A) com autovalor F'(a). Usando este resultado e a defini¢ao da fungao

delta, podemos reescrever a equagao (1.11)
o) = [ )

_ /de ik

(2m)P Ha(kj). (1.18)

Usando as propriedades (1.6), (1.7), (1.11) e (1.18), obtemos

/deT )T(—k;)}
PR KT (T(K)T (~k))

Tr@() () = {

= /
— (271)D / de'a(k')Tr{T(k—k’)e%’%’fff’ﬂ}
_ (2;>D/dl)k¢( 3R DHM K);
= o(k). (1.19)

e este resultado servira como motivagao para a construcao do produto Moyal. Se o operador
d for substituido pelo produto de dois operadores, gz§1g52, em que os operadores Py e D,

sao definidos de forma andloga a ®, o novo campo ¢ estara relacionado aos campos ¢ e



52 através de um produto diferente do usual

(¢1 % o) (k) = (QW)DTT

Di.,iD1.,, = N4 ., %gjlk;;k
— ZW)D/d ko dPk gy (k) o (el .
Tr{T(k + (k» — k))e~ skm(=Rnom"y

~—~

1 i 0jl1.s i _ mn
= =P / AP Pk Gy () (ke )el 30715 7) ¢ 38 (=00,

(2m)
21)P H (5(k» +k — k;)j)
APk G1(k) Galk — k) (R bheats ke

APk (k) o (k — k)e 255k

——

onde (mg)(k) indica transformada de Fourier de (¢ * ¢o) (k).

11

(1.20)

A equagao (1.20) pode ser reescrita de uma forma mais interessante, usando as seguintes

notagoes

Lilk >=kilk > <kl >= o(k),

Ti|lr >= x4|lx > < z|p >= ¢(x),
7iijj
< klz >=
=y

juntamente com a noc¢ao de produto tensorial ® , temos que
Grroak) = [ dPh(< b= lm < k(1 > Bloy >)e "
- /de <k k|® < ke iR (6 S olg, >)
/de dPzdPy(< k — k| < k|)(lz > oy >).

(< 2|® < y))e 2@ (16, > @], >)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

(1.24)
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onde introduzimos uma identidade, a relagao de fechamento, na expressao acima, dada

por
/dDa:dDy(|x >Ry >)(<zl@ <y|) =1. (1.25)
Com isso, segue-se
et 1 J ikl
((bl *¢2)(k) (27T) /de dedDye i(k—k)ja? —ik; Y
e~ 20PN 6 (1Yo (y). (1.26)
Mas, sabemos que
(0% 0n)(w) = [ dhe (915 ) (k) (1.27

Logo, o novo produto entre os campos é dado por

(¢1 % po)(x) = /deeiijj#/dededDye i(k—k)jad —iky)
30700 6 (1) o (y)
= / d%dDy( ( 271)13 / d%eikm‘jm) <(2i)D / dpk,e_m;@f_xj)).
ODOD G, (2)a(y)
= / APz dPysP (z — 2)6° (y — 2)e2?” @O ¢, (1) o (y)
N /dDyéD(y — 2)ex? @O g, () (y)
= 37Oy (2)a(y)

(1.28)

z=y
Portanto,

, (1.29)

=y

(@0 00)a) = exp (3000)(@0) ) n()n()

que ¢é vista como a definicao do produto Moyal. Podemos reescrever o produto Moyal de

uma outra forma,

(1% d2)(z) = ¢1(x) * da(x)

. (bl(x)(bg(:c)—i—Z(%) %{amam...aﬂnqsl(x)}eum.
.9“2”2...9“””"{31,18,,2...3,,n¢2(3:)}, (1.30)

a qual exibe a nao-localidade do produto Moyal, dado que a mesma possui um ntmero

infinito de derivadas.
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A partir deste momento, discutiremos algumas das propriedades mais importantes do
produto Moyal. Usando a expansao
- x
e :Zg’ V z €R, (1.31)
=0

podemos escrever o produto Moyal de maneira anéloga,

61() 6a(e) = G1(2)a(a) + 2070 (1)) + 5 SO 070,061 ()0, () +
7SS0 S 090,0,0661(2) 0,050y 02 (x) + O(6°). (1.32)

E importante notar que ao realizarmos o produto Moyal entre dois campos iguais,
temos uma particularidade: os termos impares em 6, isto é, os que contém produto de n
matrizes ¢ antissimétricas, com n impar, serao nulos devido a antissimetria.

A partir da expansao acima, podemos encontrar a regra de derivacao para o produto
Moyal. Como iremos aplicar as regras de derivacao usual aos termos da expansao, é

imediato que a regra de derivagao do produto Moyal seja dada por

Du(P1 * P2) = (Ouh1) * P2 + 1 * (0ua), (1.33)

que ¢é idéntica a regra de derivacao usual.
Uma situacao interessante, mas esperada, surge ao realizarmos o produto Moyal entre

duas fungoes ¢, e ¢ definidas por ¢ = z* e ¢ = 2¥.
P x ¥ = xta¥ + %G“V@x“aﬂ:”
= Mz + %9‘”’. (1.34)

Percebemos que o lado direito da equacao anterior tem uma parte simétrica e outra

antissimétrica. Deste modo, o comutador Moyal de z* com x" é dado por

[zt 2], = aFxa¥ — ¥ x 2!
7 ‘ 1% Vo ‘ v
= gtz —|—§9 — 'z —59

= o™, (1.35)

que ¢é a relagdo de comutacao dada em (1). Logo, demonstramos que o produto Moyal
preserva a relagao fundamental da nao-comutatividade.
Para tornar o produto Moyal mais familiar, serda descrito a seguir um exemplo bem

simples para o produto entre dois campos. Considere um espago bidimensional (6'? = 6)
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e sejam dois campos ¢; = z! e ¢ = 2? definidos nesse espaco, o produto Moyal entre eles
é dado por
b1 * o =z + 6, (1.36)

e, consequentemente,

(2!, 2%, = 0", (1.37)

onde usamos o fato de que a matriz 02 é antissimétrica, por definicao.
Algo interessante em relacao ao produto Moyal é que apesar de ser nao-local, devido a
existéncia de um numero infinito de derivadas em sua definicao, esta nao-localidade nao

aparece em termos quadraticos da acao. De fato

/ dPrdr(z) * ¢o(z) = / dPkydP ks (k1 ) o (ko) / dP ze®i® 5 2 (1.38)
Utilizando a defini¢ao de produto Moyal, e considerando que
() = / dP ke g (k,), (1.39)
podemos escrever
/deeikix £ eiker de{egawafauyeiklxeikﬂ}
dpx{ei(k1+k2) n %eyuklﬂkzyei(k1+k2)}

dDaje%ewkl”kaei(lirkZ)' (1.40)

|
—— —

Sendo assim

/dDI¢1<I> * ¢2(SL’) = delde?2 2 Dé(Kl —+ k2)¢1<k1)¢2(l{}2> euykluk%

/
_ / Ak dPkadP (€ 6 (ky ) B (k)
/ { / dPk e“ﬂxqsl(kl)}{ / deze“”””&i(kl)}},

(1.41)
segue que
[ Psoria) s ne) = [ Paon@iono
— [ Paoa()n@)
= / dPxpy(x) * ¢ (), (1.42)
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que ¢ o resultado desejado.

Assim como,

/deaugzﬁl (x) * OHoo(x) = /def)“gzﬁl (2)0" po(), (1.43)

em que admitimos o bom comportamento dos campos no infinito, logo, os termos de
superficie sao nulos.

Notamos que, para o caso de exatamente dois campos,
/ dPxp) * ¢y = / dP i (2)go(z). (1.44)
Outras propriedades do produto Moyal que seguem diretamente da definicao sao
F(x)*6(z —y) = 6z —y) * F(y), (1.45)
(fr % d2) x5 = o1 * (¢2 % d3),

= ¢1 * ¢2 * ¢3. (146)

Essas propriedades serao 1teis, como relatado anteriormente, quando utilizarmos o produto

Moyal para construcao de teorias de campos nao-comutativas.
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1.2 Mecanica Classica Nao-Comutativa

Os espagos nao-comutativos sao caracterizados pelas relacoes entre os operadores co-

ordenadas definidos na se¢ao anterior
[x',x7] = ihf", (1.47)

onde o parametro da nao-comutatividade é dado por h6", o qual é real, antissimétrico e
tem dimensao de area.
Como ja discutimos anteriormente, uma nova teoria pode ser construida se mudarmos

o produto usual de funcoes pelo produto Moyal

( * 9)(x) = ep(5690:0,) f(2) 1)y (1.45)

em que f e g sao fungoes de classe C'*° em seus dominios de defini¢ao.

Com base nesta nao-comutatividade, vamos construir os seguintes comutadores

pipjl = 0 (1.49a)
[x',x'] = ihH" (1.49b)
x',p;] = iho! . (1.49¢)

Logo, uma mecanica quantica nao-comutativa pode ser construida, onde 7,7 = 1,2, 3.
Considerando-se a existéncia de uma estrutura simplética [43], que vamos definir
abaixo, consistente com as regras de comutacao (1.49), obteremos as equagdes de movi-
mento correspondentes.
Consideremos um conjunto de variaveis %, com a = 1,2,...,2n, e uma matriz anti-
ssimétrica A% = {£€9,€%}, onde {£¢,£°} representa o paréntese de Poisson® entre £ e &£°
[44]. Dadas duas fungoes de %, F' e G, podemos definir uma estrutura simplética por

OF OF

(F.G) = {6V o g

(1.50)

Dada uma Hamiltoniana H = H (£*), podemos obter as equagoes de movimento usando

essa estrutura simplética. A variacao temporal de £* é dada por

& ={¢, HY, (1.51)
e em geral, para qualquer funcao F definida neste espaco de fase, temos que

F={F H}. (1.52)

4Siméon Denis Poisson (1781-1840), matemdtico e fisico frances.
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Agora, consideremos o espaco de fase dado por £&* = (2%, p;), com i = 1,2,3 e as
regras de comutacao da mecanica quantica nao-comutativa (1.49). A estrutura simplética

consistente com estas regras é definida por

{2 27} = 69, (1.53a)
{«",p;} = 9 (1.53b)
{pi,p;} = 0. (1.53c)

Se F = F(2',p;) e G = G(x', p;), entdo usando (1.53) obtemos os seguintes parénteses

de Poisson modificados

OF 0G ., OF0G OF 0G
WGy = ootk g +iemlg g, +1m ety 50

g 9P 0G| OF OG0T 0G
ot Oxd 7 Ox op; “Op; O
gii OF 0G (8F oG OF 8(}’)

o' Ozt + ozt dp; B Op; Ox*

(1.54)

Dada a Hamiltoniana ’
pip"
2m

H =

+ V(x),

as equagoes de movimento correspondentes a esta nova estrutura simplética podem ser

obtidas. Assim,

v = {a',H}

= {d, % + V(@)

Usando a propriedade dos parénteses de Poisson, {A, B4+ C} = {A, B} +{A, C}, obtemos
P = 2 B2 4 (V@)

Usando a equagao (1.54) e a propriedade dos parénteses de Poisson, {A, BC} = {A, B}C'+
B{A,C}, temos que

- 3V

i = o L+ Pl 400
p] by OV

= 51— 504l
79m + 2m oxJ

_ 0V

T 2m + 2m +6 oxi

p' OV

— + Y —.

m * oxJ

(1.55)
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que ¢é a primeira equacao de movimento. A outra equacao de movimento é dada por,

Di = {pz‘,H}
- {pz,W V()

= {pz, }+{pz7 V(a')}.

Usando as equagoes (1.54), (1.61c) e a propriedade dos parénteses de Poisson, obtemos

que
gy Pingi oy Pig gy OV
pi = {pz,2m}p]+2m{pz,p7} e
1%
= (1.56)

que ¢é a segunda equagao de movimento.

Derivando a equagao (1.55) em relagao ao tempo e usando a equagao (1.56), temos que

0*V

il g OV
m 09 Oz},
, ov 0V
rt = mlY ———i 1.57
e  Ort * axfaxk ( )

Esta ¢ uma reformulacao da segunda lei de Newton®, onde o primeiro termo do lado direito
¢é o termo usual, enquanto o segundo é proporcional a velocidade e depende do parametro
nao-comutativo 0% e também da variacao do potencial externo.

Note que a construgao da segunda lei de Newton nao-comutativa (1.57) foi obtida
através do produto Moyal onde 6% é constante. Nos préximos capitulos, este fator serd
uma coordenada e terd um momento associado a ele. Entretanto, teremos um espago de
nove dimensoes, onde trés serao do espaco de fase e seis pertencentes ao espaco 0% e nessa
formulacao também podemos construir uma formulacao da mecanica classica no espaco

DFRA, mas isso foge aos objetivos deste trabalho.

SIsaac Newton (1643-1727), cientista inglés, mais reconhecido como fisico e matemdtico, embora tenha
sido também astréonomo, alquimista, filésofo natural e tedlogo. Sua obra, Philosophiae Naturalis Principia
Mathematica, é considerada uma das mais influentes em Histéria da ciéncia. Publicada em 1687, esta obra

descreve a lei da gravitagao universal e as trés leis de Newton, que fundamentaram a mecanica classica.
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1.3 Teoria de Calibre U(1) Nao-Comutativa

A agdo que descreve a teoria de calibre U(1) comutativa (teoria eletromagnética de

Maxwell®) é dada por [40, 45]
1 4 %
§=—1 [ dwFuF”. (1.58)

Nosso objetivo inicial é obter a versao nao-comutativa da acao da teoria de calibre

U(1). Considerando-se as propriedades (1.43) e (1.44), temos que

1 v
S = _Z /d4ZEF'u,/F'u

1
= —Z/d4xFMV*F“”, (1.59)

em que tomamos a dimensao do espaco-tempo como sendo quadridimensional.
A diferenga entre a teoria de calibre U(1) comutativa e a ndo comutativa se encontra

no tensor de Maxwell. Como sabemos, o tensor de Maxwell é definido por
—ieF,, =[D,,D,], (1.60)
em que a derivada covariante D, ¢ dada por
D, =0, —ieA,. (1.61)
Assim, sobre um espaco nao-comutativo, temos que
—ieF,, = [D,,D,].
= D,xD,—D,*D,
= (0, —ieA,) * (0, —ieA,) — (0, —ieA,) * (0, — ieA,)
= 8M*8V—ie@u*Al,—ieAM*a,,jL(ie)?AM*A,,—(’9,,*8N+i68,,*AM+
+ieA, * 0, — (ie)*A, x A,
= —ie(0,A, — 0,A,) + (ie)*(A, x A, — A, * A,). (1.62)
Consequentemente,
F.,=0,A,—0,A, —ie[A,, A.. (1.63)

Notamos portanto, que o tensor das tensoes de Maxwell nao-comutativo tem a mesma

forma geral do campo da teoria de Yang-Mills”. De fato, a teoria U(1) nao-comutativa é

6James Clerk Maxwell (1831-1879), fisico e matematico britanico, mais conhecido por unir a eletrici-

dade, o magnetismo e a 6ptica, através das equagoes de Maxwell.
"Robert L. Mills (1927-1999), fisico americano, especialista em teoria quantica dos campos.
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nao-abeliana, em que o campo de calibre acopla consigo mesmo por meio do comutador

Moyal. Esta teoria

nao-comutativa.

também ¢é conhecida na literatura como teoria de Yang-Mills U(1)

A transformacao de calibre A, que deixa a acao invariante, pode ser obtida considerando-

se que a transformacao de calibre da derivada covariante atuando em algum campo car-

regado ¢ deve satisfazer a relacao

(D, xv) =U % D, %, (1.64)

em que U(a) estd relacionado ao grupo de simetria ndo-comutativo U(1), ou seja,

Logo,

U(a) = expx(ia)

1 1
= 1+ia+5ia*io¢+§ia*io¢*ia+... (1.65)
U™ a) = exp * (—ia). (1.66)

De fato, usando a definigdo do produto Moyal dada pela equacao (1.29), temos que

UxU™!

O campo ¢ deve

Logo,

= exp[%ﬁ“”@ﬁaﬁ]em(z)e’ia(y)‘x:y

ge*m(y) +

= [eia(r)efia(y) + %gwaieia(z)a

I l/i A az gz ia(x) —ia(y)
+§§6’“ 59” 0,0, 40 e +...H$:y
[eia(‘t)e—m(y) + %Q“”Qioz(x)f)fja(y)em(m)e_w‘(y) +..] }Py
= [(1+ %Q“Vaﬁa(x)ﬁﬁa(y) + ...)eio‘(”")e_w‘(y)] ‘x:y
i v aT ia(x) —ia
- [exp(§9“ dpa(r)dla(y))e @e (y)Hx:y
= 1. (1.67)
se transformar da seguinte maneira
Y =U*1. (1.68)

(D, xv) = (0, — ieAL) * 1)
= (0, —ieA,) xUxv
= 0U Y+ U0 —ieA, xU %
= 0u(U ) — ie Al U %) (1.69)
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Entdo, usando (1.61) e (1.64) e comparando com (1.69), A, deve transformar-se como
Ax) = Ula)s Au(e) « U\ (z) - é@HU(Q:) U (2)
— @)+ Alo) — 20,U() + U @)
= [U@) * Aul@) — L[Dy # U(e) +ieAy x Uw)]) U (2)
= éU*DM*U‘l (1.70)

Considerando-se, agora, a transformacao de F),,, sob a transformacao (1.70), temos

(esta demonstragao encontra-se no Apéndice A),
Fl,=UxF,xU" (1.71)

Com este resultado, a agao (1.58) ¢ invariante sob a transformacao de calibre (1.70), ou
seja, pela transformagao de F),, dada na equacao (1.71). De fato,

1 4 v
S = —Z/dxFl;V*F’“

= —i/dA‘xU*FW*Ul*U*F“”*Ul
= —i/d‘le*Fw*F“"*U_l
= —%/d‘lew*FW*U_l*U

1 174
= -3 / d‘zF,, F"

= . (1.72)

Nosso proximo passo é obter as equagoes de movimento nao-comutativas. Para fazermos

isso, faremos a variagdo da agao dada em (1.59). Portanto,

1
S = 5[—1 / A" P |
1
= / d*20(F,, F™)
1 174 17
= 3 / d%[((SFW)F“ ) + Fu (§F™)
- e
1
= - / d'zF,, 6 F"™ . (1.73)
Usando as propriedades (1.43) e (1.44), temos que

1
08 = —3 / d*zF,, * SF". (1.74)
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Substituindo a equagao (1.63), obtemos

55 = _% /d4xFW K O(OMAY — 07 A" — je[AM, AY),). (1.75)

Usando a definigao do comutador Moyal ([A, B], = AxB— BxA), resulta em (no Apéndice
A),

6S = — [d*zF,, x0"6A” +ie [ d*xF,, * 0 A" x AY +ie [ d*'zF,, * A"« §A”, (1.76)

onde usamos a antissimetria de F,, (F,, = —F,,).

Iremos, agora, reescrever o termo ie [ d*xF),, * 0A* x+ A” de uma maneira mais conve-

niente. Logo,
ie/d4wa * 0A" x AV = ie/d‘lew x 0AY x A*
= z‘e/d%(—Fw,) x § AV x AF
= —ie / d*zF,, * A" x A", (1.77)
Usando as propriedades (1.43) e (1.44), temos que
ie / d*zF,, * SA" x AV = —ie / d*z A" % F,, x 0 AY. (1.78)
Substituindo (1.78) em (1.76), obtemos
68 = — / d'zF,, x "5 A" — ie / d*z A" % F,, x 6 A” +ie / d'zF,, x A" % 5AY  (1.79)
de onde teremos que
S = /d%c‘?“FW x §AY — ie/d4mA“ * Fl,, %« 0A” + ie / d'zF,, x A" x §A”
= / d'z(O"F,, —ieA" x F,, +ieF,, x A") x § A
_ / d'0(0"F, — ie[ A, Fy,).) # 54", (1.80)

Pelo principio de Hamilton ® sabemos que a evolucao de um sistema da configuracao A para

a configuracao B ¢é tal que a agao é um minimo, ou seja, a variacao da acao é nula. Logo,

8William Rowan Hamilton (1805-1865), matematico, fisico e astrénomo irlandés, que contribuiu no
desenvolvimento da 6ptica, dinamica e algebra. Sua descoberta mais importante em matemética é a dos
quaternides. Em fisica é muito conhecido pelo seu trabalho em Mecanica Analitica, que veio a ser influente

nas areas da Mecanica Quantica e da Teoria Quantica de Campos.



23

da expressao anterior podemos deduzir que as equagoes de movimento nao-comutativas
sao

OMF,, —ie[A* F,]. =0, (1.81)
que pode ser escrita em uma forma mais elegante, usando a seguinte propriedade da

derivada covariante: D, * (F'x G) = 0,(F * G) —ie[A,, F' x G],, como
DF % F,y =0 (1.82)

Vamos verificar a consisténcia desta equagao. Aplicando a derivada 0" a equacao (1.81),

obtemos

0"(0"F,, — ie[A", F,,).) = 0
0"O"F,, — ied"[A" F,], = 0
OOV F,, — ied”[A" Fy]. = 0. (1.83)

Podemos demonstrar facilmente (Apéndice A) que, analogamente ao caso comutativo,
o"o'F,, = 0. (1.84)

Entao, a equagao (1.83) fica
—ied”[A*, F,, ] = 0. (1.85)

Por outro lado,

Q"[A" F,]. = 0(A"%F,, — F,, * A"
= 9"(A"x F,,) — 0"(F, = A")
= AP % Fyy+ AF 5 0F,, — 0"F,, « A" — F,, 0" A"
= [0"A" F). + [AM 07 F). . (1.86)

Vamos analisar cuidadosamente os dois termos da expressao acima. Considerando que
um tensor de segunda ordem pode ser decomposto de modo univoco em dois tensores de
segunda ordem, ou seja,

1 1
Tij = (T + Tia) + 5(Tyy — i), (1.87)

podemos escrever que

OAF = S(OPAR L OUA) (@A A, (1.88)
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onde o primeiro termo é um tensor simétrico e o segundo termo é um tensor antissimétrico.
Ja o segundo termo da equagao (1.86) pode ser reescrito trocando-se p por v e v por p,
isto é,

[AF 0" F,). = [A”, 0" F,,].. (1.89)

Como F),, é antissimétrico, temos que

(A", 0" Flu ] = [AY, 0 (= Fu)l«
= —[AY,0"F,.).. (1.90)

Substituindo (1.88) e (1.90) em (1.86), obtemos

1 1
O'[A* F ] = [E(a”Aﬂ + 0" AY) + 5(8”,4“ —O"AY), Fu], — [AY,0"F.).. (1.91)
Usando o propriedade satisfeita pelo comutador Moyal, [A + B, C|, = [A,C|. + [B, Cl,,

temos que

O'[A* F,). = [%(8”14“ +O"AY), Fu, + [%(a”A” — O"AY), F,], — [AY,0"F,,].. (1.92)

Como (9”A* + 9" A”) é um tensor simétrico e F},, é um tensor antissimétrico, podemos

concluir que [5(9"A* 4+ 9" A”), F,,| = 0, logo,

P[AM Fl. = [S(07AF — 0" AY), F,,] — [A%,0"F,,).

N

1
= [ 50 =07, F,], (A7, 0" F ).
1 14 14 v
= —5[6‘% — 0"A", F,, ] — [AY,0"F ). (1.93)

Usando a equagao (1.63) e a equagao (1.81), obtemos

1
NAY FL). = —§[FW +ie[AM, A", Fule — [A7, ie[AY, F )«
1 v 1 : v . v
= —§[F“ JFule — §[ze[A“,A JFu) —ielAY [AF F ). (1.94)

O calculo detalhado do comutador [F*, F,, |, encontra-se no Apéndice A. Logo,
[F#V’ Fm/]* =0, (1.95)

que é o resultado analogo a versao comutativa.
A equagao (1.94) fica

O"[A", Fule = _%[ie[A“,A”]wFW]*—ie[A”,[A“7Fuu]*]*

A B — el [, F) (1.96)
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Como F),, é um tensor de segunda ordem antissimétrico, podemos escreve-lo como

1
F/,w = §<F;w_Fu;L>~ (197)

Logo,

e y Ay 1
O Bl = —SIAY AL Bl — el A%, (4, 5(F = Fy)LL

ie y e .,
= _E[[AMwA ]*7 F/ﬂ/]* - E[A J I:AM)F[AV]* - [AH’ FVM]*]*
1€ y e ., e,
= _5[[‘4“7 A ]*7 Fuu]* - E[A ) [AM7 F,uu]*]* + E[A ) [AM7 FVM]*]*

e y e, ., e .,
= Sl A Bl = SIAY (A%, Bl + S 1A% (A = FLl).

Sabemos que [A, B], = —[B, Al., logo

e e, ., e .,
A", Buls = =S (1A% A", Bl = S A% (A%, Bulls + S 1AY [Fu, AL (1.99)

Nz

Como [A", [F., A« = —[A*, [F, AY].]+, a equagdo anterior fica

Y e Y e ., e y
A Bul = =S [[A A Flule = A% (A Flulde = S [A% [, A"

iz

iz

- _%(HA“,A”]*, Fywle + [A” [, Fy Lo+ [A", [Fu, AL

(1.100)

Podemos interpretar a expressao entre parénteses no lado direito da equacao acima como

uma identidade de Jacobi nao-comutativa, ou seja,
[[A%, A" ], ol + [AY [AY Fulids + [AY [F, A7« = 0. (1.101)

Portanto,

8[A, F). = 0. (1.102)

Isto significa que (1.85) é apenas uma identidade e nao alguma relagao de vinculo envol-

vendo o campo de calibre A,,.



Capitulo 2

Mecanica Quantica Nao-Comutativa

no espaco DFRA

2.1 A Algebra Nao-Comutativa de Snyder

A Teoria da Relatividade pode ser baseada na invariancia da forma quadratica in-
definida

st = (2" = (@) = (2%)" = (2%)" = —@,a”, (2.1)

para uma transformacao de um referencial inercial para outro. Vamos usar a seguinte
métrica de Minkowski, 7, = (-1,4+1,+1,+1).

Snyder considerou x* como sendo operadores Hermitianos para as coordenadas do
espago-tempo de um referencial de Lorentz particular. Também considerou que os espec-
tros das coordenadas do espaco-tempo sao invariantes perante transformacoes de Lorentz.
Esta iltima afirmacao é claramente satisfeita pelo espaco-tempo continuo comum. Entre-
tanto nao ¢é a tnica solugao. Snyder mostrou que existe um espago-tempo invariante de
Lorentz no qual existe uma unidade natural de comprimento.

Para encontrar os operadores x* que possuem um espectro invariante de Lorentz, Sny-

der considerou a forma quadratica homogénea

—(3/)2 = (%)2 - (y1)2 - (y2)2 - (y3)2 - (y4)2

=~y — (n)” (2.2)

onde o0s ¥'s sdo considerados varidveis reais. Entao os operadores x* sao definidos através

dos elementos infinitesimais de grupo perante os quais (2.2) é invariante. Os operadores
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x* podem entao ser escritos como

0 0
T YL
x m( Y4 oy, Y o > : (2.3)

onde a ¢ a unidade natural de comprimento. Estes operadores atuam sobre fungoes de y,
e ys. Os espectros de x?, onde i = 1,2, 3, sao discretos, mas x" tem um espectro continuo
que varia de -00 a 00.

As transformagoes que deixam a forma quadratica (2.2) e y, invariantes sao trans-
formagoes de Lorentz covariantes sobre wq,¥2,y3 € ¥, € estas transformagoes induzem
transformacoes contravariantes de Lorentz em x*.

Vamos definir operadores adicionais

M = —i< y“ai - y”% ) (2.4)
v u

que sao elementos infinitesimais do grupo de Lorentz quadridimensional. Os dez operado-

res definidos em (2.3) e (2.4) obedecem as seguintes relagoes de comutagao

[x*,x"] = ia*M" (2.5a)
(MM, 5] = (™ — x"n) (2.5b)
(M MOP] = i (Mo — My 4 MY pt? — MY ). (2.5¢)

A simetria de Lorentz SO(3,1) dada em (2.3) foi estendida para a simetria SO(4,1)
determinada na equagao (2.5).

Como os operadores x’ tém espectro discreto, podemos entendé-los em termos de uma
incerteza minima nao-nula nas posigoes. E possivel [33] obter a parte espacial da édlgebra

de Snyder considerando-se uma dlgebra generalizada de Heisenberg [34].

2.2 O Espaco DFRA

A 4lgebra de Doplicher-Fredenhagen-Roberts (DFR) [14], que essencialmente parte de

(1) assim como do resultado do comutador triplo entre os operadores coordenadas,
[x*, [x",x"]] =0, (2.6)

¢ baseada em principios da Relatividade Geral (RG) e da Mecanica Quantica (MQ). Junto
com (1), supoe também que

[x", 6°°] = 0 (2.7)
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e considera-se que o espaco tem dimensoes arbitrarias D > 2. Normalmente x* e p”,
onde uv =1, ..., D, representam o operador posicao e seu momento conjugado. A variavel
nao-comutativa 0* representa o operador da nao-comutatividade, sendo 7, seu momento
conjugado. De acordo com a discussao acima, temos a algebra

x*,p,] = id},

. euy 2.8
[0H, Top] = Z(Sﬂaﬂ’ (2:8)

onde 0", 5 = 0465 — 0,0y, pois a generalizagao do delta de Kronecker é efetuada admitindo-

se que esse operador fique definido pelo seguinte determinante

55 e G
) 5§ ..
i7ek r
e DR 29
ok sk . ok

onde os indices assumem os valores 1, 2,3, ..., N. Logo,

L

5ijkl = . .
& 6

(2.10)

8, = 0,0] — 6,07
A relagao (1) em um espago euclidiano com D dimensoes, por exemplo, pode ser escrita

Ccomo

X'\ x’]=i0" e  [pipj] =0, (2.11)
juntamente com a condi¢ao do comutador triplo (2.6) do espago-tempo padrao, isto é,

[x", 6] = 0. (2.12)

Isso implica que

0", 6" =0, (2.13)
que ¢ facilmente demonstravel. Sabemos que
[0 9°F] = grr P — gosgr (2.14)
Da primeira equacao em (1), temos que

1
o = —[xH x"]. (2.15)
i
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Logo, a equagao (2.14) fica

N R
1 1

1
= = <(X“x” - x”x“)é’o‘ﬁ — QQB(XMXV — X”X“))
1

1
= - <X”X”9aﬁ — xVxH9P — 9P xtxY + 9B X”X“)
1

= %([X”Xl’, 90‘5] + [Qaﬂ,xyx”D

Considerando as propriedades dos comutadores: [A, BC| = [A,B]C+B[A,C] ¢ [BC,A] =
[B, A]C + B[C, A}, obtemos

1
0,07 = = (Ix, 077"+ x[x”, 0°7] + 077 XV + x“[6°7, x1]).
1

Substituindo a equagao (2.12), temos que
[0m,6°P] = 0, (2.16)

que é exatamente a equagao (2.13) e completa a adlgebra DFR.

Recentemente, com o propédsito de obter consisténcia com a Mecanica Quantica, R.
Amorim [32] introduziu o momento canonico conjugado 7,,, supondo por simplicidade
que

[pu,Qm] =0 ) [p;n’]rua] =0. (217)

E bem conhecido da MQ que a identidade de Jacobi obedecida pelos operadores A, B e
C, é dada por
[A,B],C] +[[B,C],A] + [[C, A], B] = 0. (2.18)

Logo, fazendo a identificacao: A = x*, B = x" e C = 7,4, temos que
[x", x"], mag] + [[X", Tap], x| + [[Mag, x"], x"] = 0. (2.19)
Usando a primeira equagao em (2.11), resulta em
(10", Tap] + [X7, Tag], x*] = [[x, map], x"] = 0.
Usando a segunda equacao em (2.8), temos que
—8"0p + (X7, Tap], x| = [, map], x"] = 0

= [[x", map), X"| — [[X", Tap), x| = —5“';5. (2.20)



A solugao, a menos de termos triviais, é dada por

b o
[XM77T015] = _§6ua@pw
pois,
I= [[Xu777045]7xy] - [[XV77TG5]7XM]
onde
1
[XH’ Waﬁ] = _§5chyﬂp’y
e
v Z‘ 14
(X", Tas] = _55 %sPp-
Logo,
] = ié/w v i(;Vp "
- [_5 apPy X ] o [_5 apPps X ]

7 y v
= _5(6#26[13’77)( ] —0 Zﬂ[ppvxub'

Com a primeira equagao em (2.8), teremos que

?

= (i) — % (—iel))
1 y y
= 5028, = 80500,

Considerando que 6" ; = 6405 — 030, temos que

1 14 14 14
I = —S((08) — 056), — (835 — 6502)3%)
1 12 14 14 14
=~ (Gh030Y — S5028Y — 85h0L + 6534,
1 14 14 14 14
= 5 (0h0% — 350k — 835 + 5%)
1

Como 0" Zﬁ apresenta antissimetria em relacao aos indices superiores, temos que

5MZB - _5VZB

Logo,

1 v v
I = _§<5#o¢,8 - (_5#04,8))

1 v 17
= @)
= 5

30

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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Portanto, (2.21) é solugao de (2.20).
Verifica-se que o conjunto inteiro de relagoes de comutagao listadas acima é, de fato,
consistente perante todas as identidades de Jacobi possiveis. Para recuperarmos a comu-

tatividade do espago-tempo, podemos construir o operador coordenada deslocado [16, 24,

25, 28, 46]

1
X! =X 4 507D, (2.25)
que comuta com 7y, 0% e XJ.
Com efeito,
. 1 1
i) X1 X) = [ 50X+ 507D

1 1 1 1
- (o) e ) (e o) o+ )
1 1 1
= xixP + §Xugmp7 + 50’“’pyx9 + Z_lgwpy‘gmpv _
v 1 v
_xPxt Exp(gu Py — §9p7pfyX“ _ ngpvgu P,
1 1 1
= x5 [ 07p, | S [0ps x| + [0, 0,
Usando a primeira equagao de (2.11), obtemos
. 1 1 v v
XX =0 ([ 07, + 07 x ] ) + 5 (107 %]y + 0" [psx)) +
1
+71 (10,07 1D, + 070D, p.)).
Usando a primeira equagao de (2.8) e (2.12), teremos que
. 1 , 1 ,
[(X* XP] = 0" + 50’”(26@‘) + 59‘“’(—155) +
1
+ (([9“”, 0”]py + 6" [py, 077 ])p, + 07 ([6", P4 ]P0 + 6" [P0, py]))-

Usando a equagao (2.13), a primeira equagao de (2.17) e a segunda equagao de (2.11),

1 1
XK XP] = pHP 4 Qe Zpee
7 7
—  Zgmur o _pPr
2 + 2

Como o objeto da nao-comutatividade é um operador tensorial antissimétrico,

[X“,X”] _ %9#9_,_%(_9#0)

= 0. (2.26)
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Com este resultado, demonstramos que a construcao do operador X* recupera a comuta-
tividade do espago-tempo. O uso deste operador afeta os sistemas no qual é usado onde a

coordenada 6" é considerada uma contribui¢ao da nao-comutatividade.
. L.
i). [ X*, s = [X“ + 56’“ py,wag}
1 1, .
= (X“ + 59“”]3,,) Ta — Tap <X“ + 59” p,,)
1 1
= xM'map+ 58‘“’py7ra5 — TapX!" — QWQBG’“’pV
1
= [x", Tap] + 5 [«9’“’py, 7Ta5:| :

Usando a equagao (2.21), teremos que

1 1 » ”
[XH’ Waﬁ] = _iéulBPW + 5 ([9# 771—015]1)11 + 0" [pw Waﬂ])'

Com a equacao (2.8) e a segunda equagao em (2.17), obtemos

i 1/
XP mag] = —50"25Py + (zaﬂaﬁpy)

v 174

= —%5“a5py + %6“a5py
= 0 (2.27)
iid). (X167 =[x+ %eﬂ”py,eﬂ
= (s Lo )t (1 L)
= xMgP + %H“Vplﬁaﬁ — §Fxr — %00‘59‘”’@,
= 07 g [0, 6]
Com a equacao (2.12), teremos que
X, 07 = (16,07, + 6", 6]
Usando a equagao (2.13) e a primeira equagao de (2.17), obtemos finalmente que
(X", 0°P] = 0. (2.28)

O operador coordenada deslocado satisfaz uma relacao de comutagao nao-trivial com

objetos que dependem de p;, que podemos escrever

X", p,] = i (2.29)



pois,

1
[XH> pu] = |:XH + iewyp'ya pui|
w Logm wy Lo
= (¥ 507p ) = 2o (" 507
1 1
- Xupz/ + §Qﬂ7p’ypy - puxu - épl/elwp'y
1
= [Xua pI/] + 5 [euﬂyp’ya pI/:| >
e usando a primeira equagao de (2.8),
u s L (1o 1y
X" P =0, + 5 ([9 ,Py|Py + 0[Py, pu])-

Usando a segunda equacao de (2.11) e a primeira equagao de (2.17), obtemos

(X, p,| =idL.

33
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2.2.1 O Espaco de Hilbert

Com o intuito de introduzir uma base continua para um espacgo de Hilbert geral com
o auxilio das relagoes de comutagao acima, é necessario primeiramente encontrar um con-
junto maximo de operadores que comutam entre si. Por exemplo, vamos escolher uma
base dos momentos formada pelos autovetores de p e . Também pode ser introduzida
uma base formada pelos autovetores de X e 6, entre outras possibilidades. Observamos
que nao é possivel formar uma base que envolva mais de uma componente do operador
posicao X, uma vez que suas componentes nao comutam.

Para esclarecer, vamos exibir as relagoes fundamentais que envolvem essas bases, isto

é, as relacoes de completeza, ortogonalidade e autovalores

XX 0 >=X"X",0> |, 09|1X",0 >=0"X"0 >, (2.30)
P: |p/a 7T/ > = p/i |p/a ﬂJ >, 7Tij |p/a 71'/ > = ﬂJij |p/7 ﬂ-/ >, (231)
< XX, 0 >=0P (X' — X7)§T T (0 — 07 (2.32)

<p T > =0 — )T — ) (2.33)

/ dPX' d7TR0)X 0 < X0 =1 (2.34)
/de/dD(g_l)W’\p’,ﬂ/ ><p,r|=1. (2.35)

D(D—-1)
2

Note que a dimensao D representa as coordenadas espaciais e as coordenadas 6.
Isso pode ser visto claramente das equagoes (2.32) até (2.35).

As representacoes dos operadores nessas bases podem ser obtidas em uma maneira
usual. Por exemplo, as relagoes de comutagao (2.8) até (2.29) e as relagoes de autovalores

acima, a menos de termos triviais, resultam em

0
X/ 9/ ‘X” 077 — X/ 9/ o i Xn 077
< X, 0|pi| X7, 07 > <’|Z_aXz|’>
= —1i 0 < X' 0| X7, 0 >
oxX"
. a D 9 D-1) 99
= _ZaX”’é (X'=X")" =2 (00 —60") (2.36)
e
< X0yl X707 > = —wD(X’—X”)%aD‘%” @—07). (237

O operador 7, que obedece as equagoes (2.8), (2.17), (2.21) e (2.27), pode ser dado por

?
0601

(2.38)

7Tij = —3
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As transformacoes de uma base para a outra sao realizadas pela transformada de

Fourier estendida. Podemos relacionar essas transformacoes com a onda plana através de
<X, 0p", 7 >= Nexp(ip” X' +i7"0") , (2.39)
onde os produtos internos estao representados em uma maneira compacta. Por exemplo,

;1 g
an/ + 71'”0, — pviX/ ‘I’ §7T77ij011] . (240)

Antes de discutir qualquer dinamica, parece interessante estudarmos os geradores do
grupo de rotagoes SO(D). Sem considerar o setor de spin, vemos que o operador momento

angular usual

17 =x'p’ — x7 p’ (2.41)
nao completa a algebra devido a (2.11). E temos que

(2.42)

onde a demonstragao encontra-se no Apéndice B.
Vale ressaltar que as componentes de 1“9 nao sio os geradores do grupo SO(D) nesse

espago de Hilbert estendido. Pelo contrario, o operador
LY = X'p’ — XIp" , (2.43)
completa a édlgebra SO(D)
[LY LK) = 46" LR — 7' L — 6™ LY + i67F LY, (2.44)

cujo calculo encontra-se no Apéndice B.
Para atuar no setor (f, ), o operador momento angular L tem que ser generalizado

para o operador momento angular total
JI =LY — x4+ 67, (2.45)
onde demonstramos no apéndice B que

[Jij’ Jkl] — 5u kI _ st gkt _ 5tk gl + ik gl (246)
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Podemos observar que o operador momento angular total J¥ gera rotacoes em todos

os setores do espaco de Hilbert, ou seja,

]

i). 0X' = K (X% ) = "X, | (2.47a)
ii). op' = %Ekl p’, J¥] = é*py, | (2.47b)
iii). 667 — %ekl 67, 3H) = k0] 4 *a (2.47¢)
). ot = %Ekl (7 JM] = ekn ) 4+ hnt (2.474d)
v). 0x' = %ekl [x', J¥] = €*xy, | (2.47e)

onde a demonstragao de cada equacao encontra-se no Apéndice B.

Podemos observar que na MQNC usual, onde os objetos da nao-comutatividade sao
parametros ou onde o operador momento angular nao foi generalizado, X nao se trans-
forma como um operador vetorial perante SO(D) [16, 24, 25, 28, 46]. A consisténcia das
transformagoes (2.47) vem do fato de que sao geradas através da acao de um operador de
simetria e nao de operagoes baseadas na estrutura indicial dessas variaveis.

E oportuno mencionar que em D = 2 o operador J¥ reduz-se ao L, de acordo com o
fato de que nesse caso 6 ou m tem somente uma componente independente. Em D = 3,
é possivel representar 6 ou m pelos trés vetores e ambas as partes do operador momento
angular tém o mesmo tipo de estrutura, e entao o mesmo espectro. Uma adicao inesperada
de momento angular surge, embora o setor (6, 7) pode levar a um subespago de Hilbert
j = 0. Rotagbes unitédrias sao geradas por U(w) = exp(—iw - J), enquanto que translagoes

unitarias, por T(\,Z) = exp(—iA - p — iZ - 7).

2.2.2 O Oscilador Harmonico Nao-Comutativo

Nesta se¢ao consideraremos um oscilador harmonico com D = 10 dimensoes no espaco
DFRA onde encontramos varias possibilidades de Hamiltonianas invariantes por rotacao
que apresentam o limite comutativo préprio [16, 17, 25, 26].

A expressao, bem conhecida, que representa a Hamiltoniana do oscilador harmonico,

pode ser escrita como

= —X* 2.48
5P T (2.48)
uma vez que X' comuta com X7, satisfaz a relagao canonica (2.29) e se transforma de

acordo com (2.47a). Com esses resultados, podemos construir os operadores de criagao e
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aniquilagao da maneira usual,

Al = @(Xi Zp) e Al @<Xi Zp), (2.49)
2 mw 2 mw

onde A’ e AT? satisfazem a algebra do oscilador harmonico usual e Hy pode ser escrita

em termos da soma dos operadores niimeros N? = AT A’ que tem o mesmo espectro e as
mesmas degenerescéncias quando comparado com a Mecanica Quantica comum [47].

O setor (0, ), no entanto, ndo é modificado por qualquer nova dinamica se Hy repre-
senta a Hamiltoniana total. Como o oscilador harmoénico descreve um sistema proximo a
uma configuracdo de equilibrio, parece interessante também adicionar a (2.48) um novo

termo
1, AR,

H, = — I
o= AT T

(2.50)

onde A é um parametro com dimensao de (comprimento) > e £ é uma frequéncia qualquer.
Ambas as Hamiltonianas podem ser simultaneamente diagonalizadas, ou seja, separada em
setores, uma vez que elas comutam entre si. Portanto, os estados da Hamiltoniana total
serao formados pelo produto direto dos autoestados da Hamiltoniana de cada setor.

Os operadores de criagdo e aniquilagdo, considerando o setor (6,7), sdo definidos,

respectivamente, como

wo Ry o Rt e

que satisfazem a algebra do oscilador

[AY ATK] = gkl (2.52)

\ /AQ 9 + i A /@ grl — ikl
2 AQ AQ
(e )(—H—) (7))
[AQ i i 1
— ij nkl 15, _kl v gkl ikl

> (9 0 AQH T —|—AQ7T 0 +—(AQ>27T T

_eklelj . eklﬂ_lj + 7_(_1{101] o ﬂ_klﬂ_m>

pois,

[Aij> ATkl] =

AQ AQ (AQ)?

AQ( i i 1
— ij pkl kl pij ij pkl iJ kl
2 ([9 A R ot Rl vo UL Ry Vo e L ]>
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Usando a equagao (2.13), a segunda equagao em (2.8) e o fato de que 7 comuta com 7+,
resulta em
Al ATkl _ _‘51j7kl . .51%1]
[ 9 ] 2( 1 /) )
1

— _(5ij,kl +5kl,ij)'
2
Como 0", 5 = 6k} — 50%, podemos escrever que

guvab — gpagvB _ suB gro

6046,;11/ — 5&#561/ o 60[1/55#

VB

Logo,

[Aij’ATkl] — é‘ij,lfl7
e podemos construir os autoestados de Hy, associados com os ntimeros quanticos n' .
Como é bem conhecido, o estado fundamental é aniquilado por A% e sua funcao de onda
no setor (6, m) é

y AQN 25 AQ,, i Q
<0'n" =0,t>= <—> ) exp[ — TQ'Z-JH'”} exp[ —iD(D — 1)Zt : (2.53)
m

No entanto, as fungoes de onda para os estados excitados podem ser obtidas através da

fkl sobre o estado fundamental. Por outro lado, esperamos

aplicagao do operador criacao A
que 2 deva ser tao grande que somente o nivel fundamental desse oscilador generalizado
poderia ser ocupado. Isso gerard somente um deslocamento no espectro do oscilador, que
é AE = %Q, e essa nova energia de vacuo gerard comportamentos inesperados.
Outra situagao relacionada com (2.53) é que ela nos fornece uma maneira natural
para introduzir a fungdo peso W (6) que aparece, no contexto das TCNC’s, em [8, 12].
W(#) é uma funcdo normalizada necessaria, por exemplo, para controlar a integragao
6. Analisando o setor (#,7), o valor esperado de qualquer funcao f(f) sobre o estado

fundamental é

<f0)> = <n"=0tfO)n"=0t>

AQN 252 1 AQ
= (—) ! /dD(D2 )9/ f(@') exrp _79/7"50/7“5

T

/ AT W) £0), (2.54)
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onde

W) = (A—Q>D(D41>exp[ . ATQQ’TSQ’” , (2.55)

7

e os valores esperados sao dados por

<1l1> =1
<07> =0
%<9’76@-j> = <6*>
< QPR > = ﬁé’j’“ < 6? >, (2.56)
onde
1
<6 >= A0

e agora podemos calcular os valores esperados para os operadores coordenadas fisicos.
Pode-se verificar que < x* >=< X’ >= (), mas podemos encontrar contribuicoes da nao-
comutatividade nao-triviais aos valores esperados para outros operadores. Por exemplo,

vemos de (2.56) e (2.25) que
2 2 2 2 2
<X >=< X > +5<9 ><pT >,

onde < X2 > e < p? > sao os resultados da Mecanica Quantica comum para um oscilador
isotrépico em um dado estado. Isso nos mostra que a nao-comutatividade amplia o desvio

quadratico médio para o operador coordenada fisico.



Capitulo 3

Coordenadas Tensoriais na Mecanica

Nao-Comutativa

3.1 Vinculos no espaco DFRA

Todos os operadores introduzidos até agora pertencem a mesma algebra e tém o mesmo
nivel hierdrquico. A necessidade de uma invariancia por rotagao perante o grupo SO(D) é
uma consequéncia desse espago de Hilbert ampliado (DFRA). A invariancia por rotagao,
em uma teoria nao-relativistica, é fundamental se pretendemos descrever qualquer sistema
fisico de uma maneira consistente.

Nas TCNC'’s é possivel obter a invariancia SO(D, 1) também promovendo 6 de uma
matriz constante a um operador tensorial [7-12] como fizemos no capitulo anterior, em-
bora nessa ultima situacao as regras sao um pouco diferentes daquelas encontradas na
MQNC, uma vez que em uma teoria quantica dos campos os operadores relevantes nao
sao coordenadas, mas sim campos.

Agora que estamos familiarizados com a nova versao proposta da MQNC [32] onde os
6% sdao tensores no espago de Hilbert estendido e m;; sdo os seus momentos canonicamente
conjugados, mostraremos nessa secao que uma possivel teoria classica fundamental, sob
quantizagao, pode reproduzir a estrutura algébrica exibida no capitulo 2.

O formalismo de Dirac [48] para sistemas Hamiltonianos vinculados ¢ usado extensi-
vamente para esse objetivo. Como é bem conhecido, quando uma teoria apresenta um
conjunto completo de vinculos de segunda classe =% = 0, a = 1,2,...,2N, os parénteses

de Poisson {A, B} entre duas quantidades quaisquer do espago de fase A e B devem ser
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substituidos pelos parénteses generalizados ou parénteses de Dirac
{A,B}p = {A,B} — {A,Z}A{=" B}, (3.1)

tal que a evolugao do sistema respeita a superficie de vinculo dada por =% = 0.
Em (3.1)
A% = {z* 2 (3.2)

¢ a chamada matriz de vinculos e A;bl é a sua inversa. O fato dos vinculos Z% serem de
segunda classe garante a existéncia de A%. Se essa matriz fosse singular, combinacoes
lineares de = poderiam ser de primeira classe. Para a primeira situagao, o nimero de
graus de liberdade efetivos da teoria é dado por 2D —2N, onde 2D é o nimero de varidveis
do espaco de fase e 2N é o numero de vinculos de segunda classe.

Como o espago de fase é descrito somente por 2D varidveis z', p;, 0% e 7;; onde
D(D —1)

2D =2D +2 5

a introducao dos vinculos de segunda classe gera uma teoria vinculada quando comparada
com a estrutura algébrica dada no capitulo 2. Consequentemente, parece necessario am-
pliar o espaco de fase para 2N varidaveis e introduzir ao mesmo tempo 2N vinculos de
segunda classe. Uma maneira simples de implementar esses conceitos sem destruir a sime-
tria por rotagoes é ampliar o espago de fase introduzindo um par de varidveis canonicas
(Z%, K;), e a0 mesmo tempo um conjunto de vinculos de segunda classe (¥%, ®;).
Considerando esse conjunto de variaveis do espaco de fase, segue por construcao a

estrutura dos parentéses de Poisson fundamentais (ndo-nulos)

{xi>pj} = 5;7
{07, T} = 67,
{Z',K;} = 0 (3.3)

J

e a estrutura de parénteses de Dirac é obtida de acordo com a forma dos vinculos de

segunda classe, assunto que serd discutido a seguir.
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3.2 O formalismo de Dirac no espaco DFRA

Vamos supor que Z* tem dimensao de comprimento L, como . Isso implica que ambos
pi e K; tem dimensao de L™*. Como 67 e m;; tém dimensao de L? e L™? respectivamente,

a expressao para os vinculos ¥' e ®, serd dada por

V' = 7'+ az' + B07p; + v07 K;

se somente parametros adimensionais «, 3, v, p, o e A forem introduzidos e qualquer poténcia
mais alta do que dois nas variaveis do espaco de fase for descartada. E possivel exibir um
grupo inteiro de parametros durante o célculo do formalismo de Dirac. No final dos
calculos, os parametros foram escolhidos com o intuito de gerar, sob quantizacao, a es-
trutura de comutadores que aparece nas equagoes (2.8) até (2.21). Com essa condicao, os

vinculos se reduzem, nessa situacao, a

\I/ = Z —§9Jpj,

¢, = K;—pi, (34)
e a matriz de vinculos (3.2) é dada por

{w, w7} {0, @;}

(A) = ‘
{@, 07} {D;, D}

(3.5)

Calcularemos os elementos da matriz de vinculos acima. O primeiro elemento da matriz é

dado por
: T i 1oy i Lok
i), {v, ¥}y = {Z —59 4 —59 Dr}
1 _ 1 1 .
= {2 = 0", 2} + {7~ 50", 500}

S 1 . . 1 1 . 1 .
= {Zl, Z‘]} + {—591119[, Zj} + {Zl, —iejkpk} + {—58111)[, —§9jkpk}

Usando a equacao (3.3), {Z%, Z7} = 0, temos que
1

o 1 . . Y 1. .
(0w} = {50, 23 + (2" =50} + {50 =507 pi}

1 . 1 . . 1 . 1
= —5911{2% Z'} + {—ﬁeda Z7 yp + {szpk}( - §9jk) + pe{Z", —Eejk} -

1 . 1 . 1 . 1 .
—5911{]% —iejkpk} + {—§9Zl> —§ijpk}]?l-
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Usando a equagao (3.3), {p;, Z7} = 0, {6*, 27} =0, {Z',pp} = 0, {Z%,67*} = 0, temos

que
S 1 . 1 . 1 . 1 .
VRV — __021 __0]]4? __Qzl __ij
{ ) } 9 {pla 2 pk} + { 9 ) 9 pk}pl
1 . 1 . 1 . 1 . 1 .
— __021 __0]]{,‘ __ejk __Hzl __ij
5 ({pz,pk}< 5 )+pk{pz, 5 }>+{ 500 mi| — 5 +
1 . 1 .
+pk{_§6ﬂl, —§6Uk}. (36)

Usando a equacao (3.3), {pi,pr} = 0, {p, 0%} =0, {6%, p.} =0, {6, 67%} =0,
= {U" ¥/} =0. (3.7)
O segundo elemento da matriz é dado por

ii). {9;,®;} = {K;—pi,K;—p;}
= {Ki—pi, K;} +{Ki — pi, —p;}

= {Ki, K;} +{-pi, Kj} +{Ki, =p;} + {—pi, —pj}- (3.8)
Usando a equagao (33)7 {Kzu KJ} = 07 {pza Kj} = 07 {pzapj} = 07

O terceiro elemento da matriz é dado por

ii). {02} = {Z'— S0"m. K —pj}
= {Z'—- 5921191, K} +{Z" - 59111917 —pj}
. 1 . . 1 .
= {Zza KJ} + {_éellph KJ} + {Zza _p]} + {_EQleh _pj} .
(3.10)
Usando a equacao (3.3), {Z;, K;} =05 e {Z',p;} =0,
i i L L
{v,o;t = (5]' + {—59 i, K} + {—59 P, —Dj} (3.11)

1 1 . 1. L
= 05 = 50N p Ko} + {=50" Yo — 50", —pi} + {56, —pj}m
(3.12)

Usando a equagao (3.3), {p, K;} =0, {0",K;} =0, {p,p;} =0, {6% p;} =0,

— {U,®;} = 4. (3.13)
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O quarto elemento da matriz é dado em funcao do terceiro, usando a propriedade de

antissimetria dos parénteses de Poisson
). {®;, W} =—{ &, }. (3.14)
Usando a equacao (3.13), obtemos
— {D;, W} = —¢7, (3.15)
Portanto, a matriz de vinculos (3.2) torna-se

ERE Ui D 0 &

(Aab) _ { } { J} _ A j ‘ (316)
{@;, W7} {D;, @5} -5 0

Note que (3.16) é regular mesmo se 0% for singular. Esse fato garante que o limite comu-

tativo correto da teoria pode ser tomado.

A inversa de (3.16) é trivialmente dada por

-1 0 _5ij
(Ay) =1 _ (3.17)
e os parénteses de Dirac envolvendo somente o conjunto original das variaveis do espaco

de fase sdo

i). {z',p;}p = 6} o i) {o' 2l p = 09
it1). {pi,pj}p =0 o). {09, m}p = 0%,
v). {0,0"Yp =0 o wvi). {mj, matp =0
vii). {z1,0"}p = 0 L widd). {2 T} p = —%5”;;11%
iz). {p;,0"Yp =0 ;o x). {pi, Ttp =0 (3.18)

As demonstragoes dessas relagoes em (3.18) encontram-se no Apéndice C.
Nas equacdes em (3.18), se y” representar as varidveis do espaco de fase e y* os

operadores do espaco de Hilbert estendido, o procedimento de quantizacao de Dirac

1
{y*, y"}p — ;[yA,yB]

resultard nos comutadores em (2.8) até (2.21). Por completeza, os parénteses de Dirac
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envolvendo Z' e K; sdo (Apéndice C),

i) {Z"K;}p=0 i) {2,729 p =0
iii). {Ki K;}p = 0 i) {7 =
v). {K;, 27} p = —55 . i) {Z'pj}p=0
vii). {K;,pjtp =0 o wiid) {20y p =0
i), {2 mabp — %W,;lpj @) {KL 6" =0
xi). {Ki,mlp =0 . (3.19)

As identidades de Jacobi nao-triviais que envolvem os parénteses de Dirac que aparecem

em (3.18) e (3.19) sdo dadas por

7,) J1 = {{l’i,ﬂ'kl}D,ZEj}D + {{ﬂ'kl,l’j}p,xi}p + {{Ij,l’i}D,ﬂ'kl}D,
(3.20)

ii). o = {2, mutp, Z2}p + {{m, Z7}p, 2} + ({27, 2"}p, 7o

sendo ambas nulas.
Para demonstrar as equagoes (3.20) vamos considerar a identidade de Jacobi generali-

zada,

{{A,B}p,C}p+{{B,C}p,A}p +{{C,A}p, B}p = 0.
i). Fazendo A = 2°, B = e C = 27, temos que,
Ji = {{&", 7}, 2’ Yo + {{mw, 'Y 2"y o + {{a7, 2"} o, Tt
Usando a equacio (3.18), {a%, mu}p = —%5iqklpq, {2, 29} p = 07,
L iq j L js i ij
Ji = {—55 1P, ¥} + {55 wbls> ' }p +{—=0", mu}p
1 ; L js i ij
= —50%{pe, o + 50 {ps 2"} — {07, T} p.

E com a equacao (3.18), {z',p;}p = 0%, {67, m}p = 57,

Lig sy Lois (siv s
Ji = —55 Tu(=09) + 55] w(—05) — 6%
1o Ly ij
- §5sz_§5]kl_5]kz
Lo 1
- _§§Jkl_§5jkl'
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Como 6" 5 = k0% — 0j36,, podemos escrever que,

5jikl = 51.511'_5;(%
— (6 - o))

= _5ijkl'
Logo,
Jio= _%5ijkz_%(_5ijkz)
= _%5ijkl+%5ijkl
= 0.
Entao,

{{a", mu}p, 2" }p + {{mu, 2" }p, 2"} p + {{z?, 2"} p, mu}p = 0.
ii). Fazendo A = 2", B = 1 ¢ C = Z7, temos que

Jo = {o", ma}p, 27y p + {{mm, Z7}p, 2"} p + {{Z7, 2"} p, T} -

Usando a equacao (3.18), {2, m}p = —%5iqklpq e a equacdo (3.19), {Z", mu}p =
%5ij}clpja {Zlv xj} = _%eijv
L iq j Lojs L
Jo = {_55 klpq,Z }D+{_§5 kiPs» L }D+{_§9 77Tkl}D

T NS g
= —359 Yalpe, 27} p — ééjkl{psvx }p— 5{9] , Tk} D-

E com a equagio (3.18), {0, mu}p = 07, {2, p;}p = &% e também com a equagao (3.19),

{Z",p;j}p = 0, podemos escrever que,

Lo sy L
S = _§5sz(_5s) - §5jkz
1 1
- §6Jkl - §5j kl
= 0.

Entao,

{{-Tia Wkl}D, Zj}D + {{ka Zj}DﬁL“i}D + {{Zj, xi}DﬂTkl}D =0.

E claro que (3.19) é apenas um conjunto auxiliar, uma vez que devido aos vinculos (3.4),
7' e K; podem ser vistos como varidveis dependentes. Depois de usar os parénteses de

Dirac, esses vinculos podem ser usados fortemente.
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Nessa teoria classica a coordenada deslocada, definida no capitulo anterior
i i Lo

que corresponde ao operador (2.25), também tem um papel fundamental. Pode-se verificar

(Apéndice C) que

i) {X", X}p =0 ;). {Xi7pj}D:5§
o 1 .. '
iii). {X* 2’} p = 59” ;i) {X0"}p =0
i o 1 ..
v). {X*, Tatp =0 ;o Vi), {XZ,ZJ}D:_§9U
vit) {X", Kjkp =65 (3.22)

3.3 Simetrias
O tensor momento angular
JU = X'y — XIp' — 9“7rlj + ') (3.23)

obedece a algebra SO(D) classica, usando os parénteses de Dirac ao invés de comutadores.
De fato,
{J9, Ty p = 61T — LR — 6 4 5 g (3.24)

e como no caso quantico, as transformagoes de simetrias préprias sobre todas as varidveis

do espaco de fase sdo geradas por (3.23). Comegando com

5A = —%ek,{A, Ty (3.25)
temos como resultado que

0X' = einj,

dxt = eijxj,

opi = Eijpj,

007 = €08 +&,.0",

k k
(Sﬂ'ij = € Tgj + 6]' Tk,
) 1 i nik
02" = —€.0%pg,

27
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As ultimas duas equagoes acima também fornecem o resultado correto sobre a superficie
de vinculos. Portanto, foi possivel gerar toda estrutura desejada exibida no capitulo 2
usando os parénteses de Dirac e os vinculos dados em (3.4). Esses vinculos, também como
os parénteses de Poisson fundamentais em (3.3), podem ser gerados pela a¢ao de primeira

ordem
S = / dt Lio (3.27)

onde

Lio=p- &+ K-Z+m-0 — \E"—H . (3.28)

As 2D quantidades A\, sao os multiplicadores de Lagrange introduzidos convenientemente
para implementar os vinculos Z* = 0 dados por (3.4), e H é uma Hamiltoniana. Os

(132

pontos “”entre as coordenadas do espaco de fase representam produtos internos. O mo-
mento canonicamente conjugado aos multiplicadores de Lagrange sao vinculos primarios
que, quando conservados no tempo, geram vinculos secundarios =Z* = 0. Uma vez que
esses vinculos sao de segunda classe, sao automaticamente conservados pela teoria e os
multiplicadores de Lagrange sao determinados no processo.

A expressdo geral para a Lagrangeana de primeira ordem em (3.28) mostra que a
implementacao dos vinculos nesse espago ampliado é um resultado trivial, andlogo ao pro-
cedimento padrao através dos multiplicadores de Lagrange. Para obter uma Lagrangeana
de segunda ordem mais clara, devemos seguir o procedimento padrao e com a ajuda da
Hamiltoniana, integrar sobre as varidveis de momento em (3.28).

Como explicamos anteriormente, além da introdugao da referida estrutura algébrica,
uma Hamiltoniana especifica foi fornecida, representando um oscilador harmonico isotrépico
generalizado, que contempla com dinamica nao somente as coordenadas vetoriais usuais,
mas também com o setor da nao-comutatividade gerado pelas quantidades tensoriais 6 e

m. A Hamiltoniana classica correspondente pode ser escrita mais uma vez como

2 1 AQ?
%X2 —+ ﬂ’ﬂj + 702 s (329)

H=_——p*+
m
que sabemos ser invariante perante rotagoes. Em (3.29) m é a massa, A é um parametro
com dimensao de L™3 e w e (2 sdo as frequéncias. Outras escolhas para a Hamiltoniana
podem ser feitas sem quebrar a estrutura algébrica discutida acima.
O sistema cldssico dado por (3.27), (3.28) e (3.29) representa dois osciladores isotrépicos
independentes em D e @ dimensoes, expressos em termos das varidveis X*, p;, 07 e ;5.

A solucgao é elementar, mas quando se expressam os osciladores em termos de varidveis
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fisicas z?, p;, 09 e T, uma interagao aparece entre eles, com equagoes de movimento
simples. Nesse sentido, o conjunto formador das variaveis nos fornece, no espaco de fase,
as coordenadas normais que desacoplam ambos osciladores.

Portanto, podemos considerar possivel gerar uma estrutura algébrica de parénteses de
Dirac que, quando quantizada, reproduz exatamente a algebra de comutadores que aparece
nas tltimas secoes. Demonstramos que a teoria apresentada ¢é invariante perante a acao
do grupo de rotagdo SO(D) e poderia ser derivada através de um principio variacional.
Uma vez que essa estrutura foi dada, nao é dificil construir uma generalizacao relativistica

de tal modelo. Os parénteses de Poisson fundamentais tornam-se

{z*,p,} = o8
(0", 7o} = 0"

po

(Zn K2} = oF, (3.30)
e os vinculos (3.4) sao generalizados a

1
v= 70— 0,

¢, = K,—pu, (3.31)
gerando uma matriz de vinculo inversivel

(A") = wnwrhAwn ety 0 (3.32)
{or, w7y (@) 0

Para terminar este capitulo, podemos dizer que os parénteses de Dirac entre as variaveis

do espago de fase podem também ser generalizados de (3.18) e (3.19). A Hamiltoniana,

é claro, nao pode ser dada por (3.29), mas pelo menos para a particula livre é identica-

mente nula, como é usual aparecer em sistemas classicos covariantes [48]. E necessario

também para um novo vinculo, que deve ser de primeira classe, gerar as transformacoes

de reparametrizacao. Em uma extensao minima do caso comutativo usual, é dada pela
camada de massa

x=p'+m’=0,

mas outras escolhas sao possiveis, fornecendo dinamica ao setor da nao-comutatividade ou

ampliando a simetria satisfeita pela acao relativistica.



Capitulo 4

Simetrias Dinamicas em Teorias

Nao-Comutativas

Neste capitulo, analisaremos as simetrias dinamicas do espago-tempo em teorias nao-
comutativas usando a algebra DFRA descrita nos capitulos anteriores. Como ja foi ex-
plicado, o formalismo é construido em um espaco-tempo estendido com graus de liber-
dade independentes associados com o objeto da nao-comutatividade 0*. Nessa estrutura,
podemos considerar teorias que sao invariantes perante o grupo de Poincaré P ou perante
sua extensao P’, quando translacoes em dimensoes extras sao permitidas. Vamos neste
capitulo usar o conhecido formalismo de Noether adaptado a tal espaco-tempo estendido
x + 6 [31].

Ainda neste capitulo, generalizaremos o formalismo que aparece em [32] para o caso rel-
ativistico, estudando como as simetrias podem ser implementadas dinamicamente usando
a algebra DFRA. Estudaremos a estrutura algébrica dos operadores coordenada generali-
zados e seus momentos conjugados. Além disso, construiremos as representacoes apropri-
adas para os geradores contidos em P e P’, assim como para os operadores de Casimir.
Algumas agoes na MQNC construidas com esses operadores de Casimir serao introduzi-
das, e apds isso investigaremos a simetria satisfeita por cada uma dessas teorias usando o

procedimento de Noether.
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4.1 Operadores coordenadas e suas transformacoes

na MQNC relativistica

Nas formulagoes usuais da MQNC, interpretadas aqui como teorias relativisticas, as
coordenadas x* e seus momentos conjugados p, sao operadores que atuam em um espago
de Hilbert H satisfazendo as relagoes de comutagao fundamentais dadas no capitulo 2.
Entao, podemos definir o operador

1
Gi = swu L, (4.1)

notando que é possivel gerar dinamicamente transformacoes infinitesimais sobre qualquer
operador A seguindo a regra usual JA = i[A, G4].
Para X", p, e L", dados em (2.25) e (2.43) , com as coordenadas do espago-tempo,

temos os seguintes resultados (Apéndice D),

i), X1 = wh X",
ii). 0py = w,"Pu, (4.2)

iii). SL" = Wt LM 4w’ L

No entanto, as coordenadas fisicas deixam de se transformar de uma maneira apropriada.
Como pode ser visto, a mesma regra aplicada sobre x* fornece como resultado (Apéndice
D),
1 1
iv). oxt = wk (X" + §9p”p,,) - éﬁuyw,,ppp, (4.3)

que é uma consequéncia de 0*” nao ser transformado.

E importante ressaltar que a equagao (4.2) provavelmente quebrard a simetria de
Lorentz em qualquer teoria. A cura para esses problemas pode ser obtida considerando
6" como um operador em H e também introduzindo seu momento canonico 7. O preco
a ser pago é que 6" terd que ser associado com dimensoes extras [7-13].

Além disso, temos que a relagao de comutacao
i v
[XH7 ’/TPO'} = _§5Npo‘pl/7 (44)

é necessdria para a consisténcia algébrica perante identidades de Jacobi. A equagao (4.4)
completa a algebra exibida no capitulo 2, isto é, a algebra DFRA. Podemos entao genera-

lizar a expressdo para o momento angular total, dada em (2.45).
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A estrutura construida acima permite adotar [49]
M" = Xtp" — X"pt — 0"n) + 0"} (4.5)

e considerar esse objeto como o gerador do grupo de Lorentz, uma vez que obedece uma

algebra apropriada (Apéndice D),
M, MP] = i M — inf "M — i® M + in"M°* 4.6
n n n n

Vale ressaltar que o objeto dado na equagao (4.5) gera as transformagoes de Lorentz
esperadas sobre os operadores do espaco de Hilbert. Na verdade, para 0A = i[A, Gg|, com

G, = %wwl\/{“”, teremos que (Apéndice D),

i). oxt = Wk x”,

i), 0XF = wh X,

iii).0p, = w,"Pu,

)00 = W w0,
'U). 577-#1, - W“pﬂ-py + wypﬂ-,ulﬂ
vi). MW = wh MP 4w MM (4.7)

que em principio deveria garantir a invariancia de Lorentz de uma teoria consistente.
Observamos que essa construcao ¢é possivel pelo fato da introducao do par canonico 0" e
7, como varidveis independentes. Esse par permite a construcao de um objeto como MH*”
em (4.5), que gera dinamicamente as transformagoes dadas acima [31] e ndo simplesmente
leva em conta a estrutura indicial das varidveis.

Ao examinarmos a estrutura descrita pela equacgao (4.7), vemos que o gerador de

Lorentz (4.5) pode ser escrito como a soma de dois objetos que comutam entre si,
M = MY+ MY
onde
MY{” = Xtp” — X"p# e ML = —60"7 ) + 67w},
como na adicao usual de momentos angulares. Ambos operadores tem que satisfazer a
algebra de Lorentz. E possivel encontrar representacoes convenientes que reproduzam

(4.7). No setor H; de H = H; ® Hz associado com (X, p), pode ser usada a representagao

matricial usual 4 x 4, Dy(A) = (A*)) tal que, por exemplo

X" = A X"



23

Para o setor de Hs associado com (6, 7), é possivel usar a representagdo de produto

antissimétrico 6 x 6,

Da(A) = (AR A7)

tal que, por exemplo,

0" = AW Ao

A representacao completa é dada por D = D& D,. No caso infinitesimal, A*, = 0¥ 4w, e
(4.7) sao reproduzidas. Existem quatro operadores invariantes de Casimir nesse contexto
e eles sao dados por

C,, = M;*M

Jpw

- NPT
Cj, = €upe MM,

onde 57 = 1,2. Notamos que, embora o espago alvo tenha 10 dimensoes, o grupo de simetria
tem somente 6 parametros independentes e nao os 45 parametros independentes do grupo
de Lorentz em D = 10. Lembrando, esse espaco-tempo D = 10 compreende as quatro
coordenadas do espago-tempo e as seis coordenadas 6.

E possivel implementar a simetria de Lorentz na MQNC seguindo as linhas acima, onde
introduzimos uma teoria apropriada, por exemplo, dada por uma agao escalar. Sabemos,
no entanto, que as particulas elementares sao classificadas de acordo com os autovalores
dos operadores de Casimir do grupo de Lorentz nao-homogéneo. Portanto, vamos estender
essa abordagem ao grupo de Poincaré P.

Considerando os operadores apresentados aqui, podemos em principio considerar

1 1
G3 = EUJW/MMV — a“pu + ébuyﬂuy

como o gerador de algum grupo P’, que tem o grupo de Poincaré como um subgrupo.

Seguindo a mesma regra como a usada na obtencao de (4.7), com G substituida por Gs,
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chegamos ao conjunto de transformagoes (Apéndice D),

i). 0X* = wt X"+ a¥,
ii). 0py = w,"Pu,
iii). 06" = wh 0P + w” 01 + b,
W). 0 = W, Mo + W, Ty,
v). MY = W' MY +w” MJ” + a'p” — a"p¥,
vi). 0OMy” = w! MY + w¥ MM + b7 )Y + bt |

1
vii). 0x' = Wk x" 4 d" + ib“”py. (4.8)

Entretanto, observamos que ha um termo inesperado na tltima equagao em (4.8). Isso
¢ uma consequéncia do operador coordenada em (2.25), que é uma combinagao nao-linear
de operadores que atuam sobre H; e Has.

A agao de P’ sobre os operadores do espago de Hilbert é em algum sentido igual a
acao do grupo de Poincaré com uma translagdo adicional sobre o setor (6#*). Todos os
seus geradores completam uma &dlgebra perante comutacao. Entao P’ é um grupo bem
definido de transformagoes. Na verdade, a comutagao de duas transformacoes completa

uma algebra

[02,01]y = 03y (4.9)

onde y representa qualquer um dos operadores que aparecem em (4.8). A regra de com-

posicao de parametros é dada por

b« JTR
W3 ) =Wy oWy , — Wy W1 s

b, n v ©woo v

a3 = Wy 09 — Wy A7, (4.10)

wo_ o ppv Booppv vooppp v oppp

Vamos examinar a estrutura de simetria dada acima. Se considerarmos os operadores
atuando somente sobre H;, verificamos que se transformam de maneira usual perante o
grupo de Poincaré P em D = 4, cujos geradores sao p* e M}”. Como é bem conhecido,
ele é formado pelo produto semi-direto entre o grupo de Lorentz L em D = 4 e o grupo
de translacao T}, e apresenta dois operadores invariantes de Casimir C; = p? e Cy =

2

s® = s,s", onde s, = %EWP(,M? p? é o vetor de Pauli-Lubanski. Se incluirmos em M;

termos associados com o spin, manteremos a classificacao usual das particulas elementares
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baseadas nesses invariantes. Uma representacao para P pode ser dada pela matriz 5 x 5

AR AP
Dy(A, A= (4.11)
0 1

atuando em um vetor com cinco dimensoes (XI”)

Considerando os operadores que atuam sobre Hs, encontramos uma estrutura seme-
lhante. Chamando o grupo de simetria correspondente de G' que tem como geradores os
operadores 7 e M5”. Como podemos verificar, Cs = n2 ¢ C; = M,"7,,, sdo os operado-
res de Casimir correspondentes. Dessa forma G pode ser visto como o produto semi-direto

entre o grupo de Lorentz e o grupo de translagao T;. Uma representacao possivel usa a

representagao antissimétrica 6 x 6, Do(A) ja discutida, e é dada pela matriz 7 x 7

AUAY B
0 1

D4(A, B) = (4.12)
atuando em um vetor com sete dimensoes (9/;”). Vimos que o grupo completo P’ é apenas

o produto de P e GG, que tem uma representacao matricial 11 x 11 dada por

AR 0 Am
Ds(AA,B) =] 0o A%AY B (4.13)

atuando em um vetor com 11 dimensoes

XH
om
1

Um elemento do grupo precisa de 6 + 4 + 6 parametros a serem determinados e P’ é um
subgrupo do grupo de Poincaré P;g em D = 10. Observe que um elemento de Py precisa
de 55 parametros a serem especificados. Aqui, no caso infinitesimal, quando A vai para a,
B vai para b e A*, vai para 0* +w" | as transformagoes (4.8) sdo obtidas da acdo de (4.13)
definida acima. E claro que Cq, C,, C3 e C, sao os operadores de Casimir de P’.

Entao, uma possivel estrutura algébrica entre os operadores em H foi considerada
e os conjuntos de transformacoes possiveis para esses operadores. A escolha de uma
teoria especifica, no entanto, vai gerar um critério exigente para selecionar entre esses
conjuntos de transformagoes. Teremos entao as simetrias dinamicas da agao. Se a teoria

considerada nao for invariante perante as translagoes @, mas for por transformacoes de
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Lorentz e translagoes z, o conjunto de transformacoes de simetria sobre as coordenadas
generalizadas serd dado por (4.7), mas efetivamente considerando b,,, nulo, o que implica
que P’, com essa condi¢ao, é contraido dinamicamente no grupo de Poincaré. Observe,
no entanto, que m,, serd ainda um operador relevante, uma vez que M,, depende da
representacao adotada. Um ponto importante relacionado com a acao dinamica de P ¢
que ela conserva as condi¢oes quanticas (7).

Consideraremos alguns pontos referentes a algumas agoes que geram modelos para uma
MQNC relativistica com o intuito de derivar suas equacoes de movimento e exibir suas

simetrias na secao 4.3.

4.2 Acoes

Como ja foi discutido anteriormente quando introduzimos a MQNC no espagco DFRA,
as coordenadas fisicas nao comutam e seus autovetores nao podem ser usados com o
intuito de formar uma base em H = H; + Hs. Isso nao ocorre com o operador coordenada
deslocado X* devido a (2.12), (2.13) e (2.26). Consequentemente, seus autovetores podem
ser usados na construcao de tal base. Generalizando o que foi feito em [32], é possivel

introduzir uma base de coordenadas | X', ¢ >= | X’ > ® |0 > de tal maneira que

XX > = X™MX' 0 >

orIX 0> = 0MX0 > (4.14)

que satisfaz as relagoes de ortonormalidade e completeza. Nessa base em dez dimensoes

! nl ” 9 s 4 I w\S6(pn' _ o
<Xl X, 07 > = —i (X = X - 6) (4.15)
€
Il » O o4 ! b 8 6/pn/ 9

implicando que ambos momentos adquirem uma relagao com derivadas. Podemos construir

o operador 7;; com a forma ja vista anteriormente,

Ty = — 0. (4.17)
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Um estado fisico |¢ >, na base de coordenadas definida acima, serd representado pela
fungao de onda ¢(X',0") =< X', 0'|¢ > satisfazendo alguma equagao de onda que vamos
supor que pode ser derivada de uma acao, através de um principio variacional. Como é bem
conhecido, um caminho direto para a construcao de uma teoria quantica livre relativistica
comum € impor que os estados fisicos sejam aniquilados pela condi¢ao de massa na camada

de massa

(p? +m?)|p >=0 (4.18)

construida com o operador de Casimir C; = p?. Na representacao de coordenada, isso
gera a equacao de Klein-Gordon. O mesmo resultado ¢ obtido da quantizacao da particula
relativistica cldssica, cuja acdo ¢é invariante perante reparametrizagao [48], onde o gerador
da simetria de reparametrizacao é o vinculo (p?+m?) ~ 0. A condicio (4.18) é interpretada
como a que seleciona os estados fisicos, que devem ser invariantes perante transformacoes
de calibre (reparametrizagdo). No caso nao-comutativo, além de (4.18), é razoavel supor

também que a segunda condicao
(7 + A)lp >=0 (4.19)

deve ser imposta sobre os estados fisicos, uma vez que também é um invariante e nao é
afetado pela evolugao gerada por (4.18). Em (4.19), A é alguma constante com dimensao
de M*, cujo sinal e valor dependem se 7 é tipo-espaco, tipo-tempo ou nulo. Ambas

equacoes permitem construir uma solugao generalizada em ondas planas

¢u&y)z<xam¢>~em(%%v“+%KwyW),

onde k2 +m? = 0 e K? + A = 0. Na representacao de coordenadas dada pelas equacoes

(4.14) até (4.16), a equagao (4.18) gera apenas a equagao de Klein-Gordon
(Ox —m?*)p(X",60") = 0, (4.20)

enquanto (4.19) gera a equagao suplementar

(o — A)g(X',8) = 0, (4.21)

onde
Ox = 89, , (4.22)

com
O = 8)8(,“ : (4.23)
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Também
1
O = 50" O (4.24)
com
0

Ambas as equacoes podem ser derivadas da acao
!/ / / 1
S = /d4X 450’ Q(0') {5(8”¢6H¢+m2 #?) — A0y — A)gb}. (4.26)

Em (4.26) A é um multiplicador de Lagrange necessério para impor a condicao (4.21).
Q(¢') pode ser visto como uma simples constante 6, ® para manter as dimensdes usuais dos
campos como S deve ser adimensional em unidades naturais, ou como uma fungao peso de
paridade par como a que aparece em [7-12] usada para fazer a conexao entre o formalismo
em D =4+6eousual in D = 4 apds a integracao em €', ou uma distribuicao usada para
impor condigoes adicionais como as que aparecem em (7) e adotadas em [14].

Devemos lembrar que a fungao Q(#) é uma funcao peso invariante de Lorentz que tem

a seguinte normalizacao
/dGGQ(G) =1. (4.27)

Em geral, é considerada como sendo uma funcgao positiva e de paridade par de 0*” tal que
/ d°oQ0)0" = 0. (4.28)

Para a funcao peso invariante de Lorentz de paridade par, temos que

02
/ 5 0.Q(0) 0% g = % (g g% — g™ g (4.29)
onde
< 0% >— / d0Q(0) 0™ 9, , (4.30)

e a funcao peso cai muito rapido no infinito tal que todas as integrais sao bem definidas
8, 11].
Um modelo que nao envolve os multiplicadores de Lagrange, mas dois dos operadores

de Casimir de P’, C; = p? e C3 = 72, é dado por
4 1 36/ / 1 >‘2 v 2 42
S = dXd@Q(@)a{(’)“qb@Mngrza“ 30 +m ¢}, (4.31)

onde A\ é um parametro com dimensao de comprimento, que tem que ser introduzido por

razoes dimensionais. Se ele for igualado a zero obteremos a acao de Klein-Gordon.
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Na proxima segao construiremos as equagoes de movimento e analisaremos o teorema
de Noether derivado para teorias gerais definidas no espaco x + 6, e especificamente para

acao (4.31), considerando ©(#) como uma fun¢ado bem comportada.

4.3 Equacoes de Movimento e Teorema de Noether

Vamos considerar a acao
S= / 442 d00(0) L(&, 0,8, D', 7, 6) | (4.32)
R

que depende de um conjunto de campos ¢°, das derivadas com respeito a z* e 0"/, e das
coordenadas z# e 0*”. De agora em diante, usaremos x no lugar de X’ e € no lugar de ¢’
com o intuito de simplificar a notacao. Os campos ¢’ podem ser funcoes de z# e 9. O
indice i permite tratar ¢ de uma maneira geral. Consideramos em (4.32), assim como em
(4.31), o elemento de integracao modificado pela introdugao de Q(6).

Considerando que S seja estaciondria para uma variacao arbitraria 6¢’ que é nula no
contorno JR da regiao de integracao R, podemos escrever a equacao de Euler-Lagrange

como sendo

oL oL oL
Q(aTy‘ B aa,ﬂ;i) 90,0

Trataremos as variacoes dz#, 60" das coordenadas generalizadas e d¢ dos campos tal

Oy — 0,0 (Q )=0. (4.33)

que o integrando se transforma como uma divergéncia total no espago = + 6, 6(QL) =
0,(2S*) 4+ 0, (2 S*). Entao o teorema de Noether garante que, na camada de massa,

ou quando (4.33) for satisfeita, existe uma corrente conservada (j*, j**) definida por

oL 4
g = 0¢" + Loz,
00,¢"
oL ,
= 0" + LOOM 4.34
J 90,500 ’ (4.34)
tal que,
= = 0,(25") + 0 (2") (435)
é nulo. A carga correspondente
Q= /d3xd69 Q(0) 5°, (4.36)

¢ independente do “tempo” z°. Pelo contrario, se 14 existe uma corrente conservada como

(4.34), a agdo (4.32) é invariante perante as transformagoes de simetria correspondentes.



60

Isso é apenas uma extensdo trivial da versao usual do teorema de Noether [31] com o
intuito de incluir #*” como coordenadas independentes, também como um elemento de
integragao modificado devido a presenga de (#). Note que €2 nao foi incluido na defini¢ao
da corrente (4.34) porque é visto como parte do elemento de integracao, mas esta presente
em (4.35), que é a divergéncia relevante. Também estd dentro da carga (4.36) uma vez
que a carga ¢ uma quantidade integrada.

Vamos usar as equagoes (4.32) até (4.35) no modelo simples dado por (4.31). A equagao

de FEuler-Lagrange resulta em

6S 5 A2 »
%% —Q@O-m")¢p — ?QW(Q@ o)
_ 0 (4.37)
e (4.35) pode ser escrita como
2
= - aﬂ{Q 9 8¢+ % (c%gb@"‘qb + %aaﬁgbaa% + m2¢2) W} (4.38)

0 2
+ aw{Q N2 B+ — (c%qbao‘gb A D00 + m2¢2>68‘“’} .
2 4
Antes de usar (4.38), observamos que a transformacao
1
d¢p = —(a" +w" x") 0,0 — i(b‘“’ + 20" 07) 0@ (4.39)

completa uma &lgebra, como em (4.9), com a mesma regra de composigao definida em
(4.10). A equagao acima define como um campo escalar se transforma no espago = + 6
perante a acao de P’.

Vamos agora estudar uma translacdo rigida (simetria global) em z, dada por

Ot = a,
30" = 0,
Sud = —a" 8,0, (4.40)
onde a* é constante. Vemos de (4.38) e (4.40) que
- 39S
20 =a"0,0 5 (4.41)

é nulo na camada de massa, quando (4.37) for vélida.

Para uma translacao rigida em 6, temos que
ot = 0,
o = ",
S = 5"t (1.42)
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onde 0" é constante e podemos escrever que

1 58
= — _HHV
Ep = 2b (8W¢ 5 + £8WQ> : (4.43)

O primeiro termo no lado direito é nulo na camada de massa, mas o segundo depende da

forma de €.

Por 1ultimo, vamos considerar uma transformagao de Lorentz, dada por

ot = W',
S = wh O o,
5ub = —(w“yx”3“+w“p9pyaw> é, (4.44)

com w*, constante e antissimétrico. Obtemos que
R L vp nopov
Hw—wyg(x L+ 60770,,0) + L0, Qw0 (4.45)
O primeiro termo na expressao anterior é nulo na camada de massa e o segundo também
é nulo se 2 for um escalar perante as transformacoes de Lorentz e depende somente de 6.
Em uma teoria completa onde outras contribuicoes para a acao total estariam presentes,
a simetria perante translagoes em 6 poderia ser quebrada por diferentes razoes, como caso
da teoria de calibre U(1) ndo-comutativa. Nessa situagao P poderia ser o grupo de simetria

da teoria completa mesmo considerando €2(f) como uma constante.



Capitulo 5

Férmions e Teorias Nao-Comutativas

Usando a estrutura DFRA onde o objeto da nao-comutatividade 8** representa graus
de liberdade independentes, explicaremos as propriedades de simetria de um espaco-tempo
estendido x + 6, dado pelo grupo P’, que tem o grupo de Poincaré P como um subgrupo.
Nessa segao, usaremos a algebra DFRA para introduzir uma equagao de Dirac genera-
lizada, onde o campo fermionico nao depende somente das coordenadas comuns, mas
também de 0. A simetria dinamica contida em tal teoria fermionica sera discutida e serd
mostrado que sua acao é invariante perante P’.

Nos capitulos anteriores, vimos que a algebra DFRA implementada em uma estrutura
da MQNC [50] tem a invaridncia de Poincaré como simetria dinamica [31]. E claro que isso
representa uma entre as varias possibilidades de se incorporar a nao-comutatividade em
teorias quanticas. Vimos também que nao somente as coordenadas x* e seus momentos
conjugados p, sao operadores que atuam em um espaco de Hilbert H, mas também 0"
e seus momentos canonicos 7, sao considerados como operadores que também atuam no
espaco de Hilbert. A algebra DFRA foi dada em (1), (2.8) até (2.13) e (2.21), onde todas
as relacoes sao consistentes, por construcao, com todas as indentidades de Jacobi.

Como dito antes, um ponto importante é que, devido a (1), o operador x* nao pode
ser usado para rotular uma possivel base em H. No entanto, como as componentes de
X* comutam, sabemos da Mecanica Quantica que seus autovalores podem ser usados
para tal objetivo. Para simplificar a notagao, vamos denotar neste capitulo por x e 6 os
autovalores de X e #. Em [51], foram considerados esses pontos de forma mais detalhada

e foi proposta uma maneira de construir algumas agoes que representam possiveis teorias
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de campos nesse espaco-tempo estendido x + 6. Uma delas foi dada por
1 A2
g _ / A d000) 5 0%60,6 + 5 0760, + m? ¢} (5.1)
onde A ji é conhecido assim como Q(f), que tem o intuito de fazer a conexao entre os

formalismos D =4+ 6 e D = 4 e onde usamos as defini¢oes em (4.22) até (4.25).

A equacao de Euler-Lagrange correspondente resulta em

08

A2 "
o = Q(D—mQ)gb-l—Eﬁ,w(Qa 9)

= 0 (5.2)
e a agao (5.1) é invariante perante a transformagao
14 1 4 v
d0p = —(a" + Wk a") 0, — 5(6“ + 2w*",6° ) O @, (5.3)

e © é considerado como uma constante em (5.2). Se © for uma funcao escalar de 6, a
transformacao acima serd somente uma simetria de (5.1) (quando b é nulo) que trans-
forma dinamicamente P’ em P [51]. Observe que (5.3) completa uma &lgebra, como em
(4.9), com a mesma regra de composi¢ao de parametros definida em (4.10). A equagao
(5.3) define como um campo escalar se transforma no espago = + 6 perante a agao de P’.

Vamos agora mostrar como introduzir férmions nesse espaco estendido x + 0. Para
alcangar esse objetivo, observe que P ¢ um subgrupo do grupo de Poincaré P’. Denotando
os indices A, B, ... como indices do espaco-tempo em D =10, A, B,.. =0,1,...,9, um vetor

Y4 se transformaria perante P’ como
YA =AY E 4+ AL
onde os 45 w’s e 0s 10 A’s sao parametros infinitesimais. Se indentificarmos os tltimos seis
indices A, B, .. com os micro-indices uv, u,v,.. =0, 1,2, 3, considerados como quantidades
antissimétricas, as relagoes de transformacao dadas acima podem ser reescritas como
1
oYr = wh)Y" + 5“]“&,3}/&5 + A*,
1
VI = W Y S Y AN (5.4)
Com essa notacdo, a métrica de Minkowski diagonal D = 10 é rescrita como nf =
(n,n*#7%) e a algebra de Clifford {T'4, T} = —2n*® como
{r* 1%} = 0,
{1}y = =29,

{TH, 1%} = —2pel, (5.5)
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Essa ¢ apenas uma maneira de se escrever as relagoes usuais em D = 10 [2]. Identificando
Y4 com (z*, %9"5 ), vemos da estrutura dada acima que as transformagoes permitidas em

P sao essas de P’, submetidas as condicoes

wh? = w/fj =0,
whs = 4w["a§'/}3,
At = at, (5.6)
1
Aaﬁ — _baﬁ
A Y

AB o i quando A = p e B = v. E claro

obviamente mantendo a identificagao entre w
que temos agora somente 6 w’s independentes, 10 a’s e b’s. Com as relagoes dadas acima

é possivel extrair a “raiz quadrada” da equagao de Klein-Gordon generalizada (5.2)
(O + X°0p — m?)é = 0, (5.7)

considerando novamente que {2 é uma constante em (5.2). Essa equagao pode ser inter-
pretada como uma rela¢ao de dispersao nesse espago-tempo D = 4 + 6. Portanto, (5.7)

fornece a equacao de Dirac generalizada
A
[z’(F“@M + ST%00g) — m} =0, (5.8)
Vamos aplicar, pela esquerda de (5.8), o operador

[z‘(F“@H + %F“ﬁaaﬁ) + m] :

Depois de usar (5.5), observamos que ¥ também satisfaz a equacao de Klein-Gordon
generalizada (5.7). A covariancia da equacdo de Dirac generalizada (5.8) também pode

ser provada. Primeiro, notamos que o operador

M = %([F“, ] + [D*e, r"a]) (5.9)

fornece a representagao desejada para os geradores do SO(1, 3), porque nao somente com-

pleta a dlgebra de Lorentz (4.6), mas também satisfaz as relagdes de comutagao
[TH, Mog] = 2@‘5{21“5],
[L* Mag| = 22’6{;1“[;]’ — 22’(5@1%‘. (5.10)

Com essas relagoes é possivel provar que (5.8) é de fato, covariante perante as trans-

formacgoes de Lorentz dadas por

(', 0") = exp(—%A“”MMV)¢(x, 6). (5.11)
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Considerando o grupo completo P’; observamos que as transformacoes infinitesimais de

sao dadas por

v 1 v v Z v
o = — [(a“ +wh 2")0, + 5([?” + 20" 077) Oy + EW“ My |, (5.12)

que completa a dlgebra de P’ com a mesma regra de composigao dada em (4.10), que pode
ser mostrada apds um pouco de algebra. Por tltimo, podemos mostrar que aqui também
existem correntes conservadas de Noether associadas com a transformacao (5.12), uma vez

que observamos que a equagao (5.8) pode ser derivada da acao

S = /d4 2 d0Q(0) ¥ |i(T0), + %Faﬁaaﬁ) - m]w, (5.13)

onde estamos considerando que 2 = 6 6 ¢ ¢ = T, Primeiro, notamos que (omitindo

fatores triviais 4 °),

ot S A
— T 2ref —
50 [z(f‘ o, + 2F Oap) m}w,
§1S - = A e
— b li(re 2res
50 77/}|:Z(F 0,+ 2F aa5)+m}, (5.14)

onde as derivadas L e R atuam da esquerda e direita, respectivamente. A corrente (j*, j*),

analogamente como em [53], é escrita aqui como

ORL _otL
i 5 ) -+ LoxH
7= 20 T ¥ aa T
OrL _ oL
JV 2 ) ) — + LW 5.15
j aaww* waau,,@ﬁ , (5.15)
onde
_ _ 1 J
R %M(a“ +wh ") + gwﬁ(b“y + 2wk 077) — %WWMW] ; (5.16)

9 é dada em (5.12), dz# e 060" tem a mesma forma encontrada em (4.8). Usando esses

ultimos resultados, pode-se mostrar que

L R
LS SRS ) (517

Ot + O = = (002 + 52
é nulo na camada de massa, provando a invariancia da acao (5.13) perante P’. Podemos
concluir que P’ pode ser contraido dinamicamente em P, preservando a estrutura usual

dos invariantes de Casimir, caracteristica das teorias quanticas comuns.

Usando (5.17) podemos ver que existe uma carga conservada

Q= / d*zd®6 §° | (5.18)
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para cada uma das transformagoes especificas dentro de (5.15). Realizando uma simples

derivagao temporal, temos que
Q=— / Bxd®0 (9; 5" + 0™ |

¢ nulo como uma consequéncia do teorema da divergéncia. Considerando somente trans-

lacoes em z*, podemos escrever j° = jg a*, e consequentemente definir o operador momento
_ 3,.160.,:0
P, = / d’xd’0j,.

Analisando as translagoes 0" e as transformacoes de Lorentz, podemos derivar de
uma maneira semelhante uma forma explicita para os outros geradores de P’, aqui vamos
chamé-los de II,, e J,,. Perante uma estrutura de parénteses apropriada e seguindo o
teorema de Noether, essas cargas conservadas geram as transformagoes (5.12) e (5.16).

Finalmente, com esses resultados podemos dizer que foi possivel introduzir férmions
satisfazendo uma equacao de Dirac generalizada, que é covariante perante a agao do grupo
de Poincaré estendido P’. Essa equacao de Dirac foi derivada através de um principio
variacional cuja acao é dinamicamente invariante perante P’. Isso pode justificar possiveis
papéis tomados pelas teorias que envolvem nao-comutatividade de uma maneira com-
pativel com a RG. E claro que isso é apenas um pequeno passo em direcao ao programa
de quantizacao da teoria de campos nesse espacgo-tempo estendido x + 6, como veremos a

Seguir.



Capitulo 6

Campos Escalares Quanticos

Complexos e a Nao-Comutatividade

Ao longo dos ultimos capitulos, vimos que em um formalismo de primeira quantizagao
(MQ) 0" e seu momento canonico 7, sdo vistos como operadores que vivem em algum
espaco de Hilbert estendido. Essa estrutura é compativel com a algebra DFRA e ela é
invariante perante um grupo de simetria de Poincaré estendido. Em um cenério de segunda
quantizagao (TQC), reproduziremos neste capitulo os resultados obtidos em [54]. Uma
forma explicita para os geradores de Poincaré estendido é apresentada e a mesma algebra
¢ gerada por meio de relagoes de Heinsenberg generalizadas. Introduziremos também um
termo fonte e construiremos a solucao geral para campos escalares complexos usando a
técnica de funcao de Green. Consideraremos a “segunda quantizagao” do modelo discutido
anteriormente [51], mostrando que a simetria de Poincaré estendida aqui é gerada por meio
de relagoes de Heisenberg generalizadas, fornecendo a mesma &lgebra exibida em [51, 54].

Exploraremos uma teoria de Klein-Gordon carregada nao-comutativa descrita anteri-
ormente nesse espaco x + 60 em D = 10 e analisaremos sua estrutura de simetria, associada
com a invariancia da ac¢ao perante algum grupo de Poincaré estendido (P’). Essa estrutura
de simetria também sera exibida no nivel da segunda quantizacao, construida por meio
de relacoes de Heisenberg generalizadas. Depois disso, os campos serao mostrados como
expansoes em uma base de onda plana com o intuito de resolver as equagoes de movimento

usando o formalismo de fungdes de Green adaptado a esse novo espago x + 6 em D = 10.
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6.1 A acao e as relagcoes de simetria

Um ponto importante é que devido a (1), o operador x* nao pode ser usado para
rotular uma base possivel em H. No entanto, como as componentes de X* comutam,
como pode ser verificado da algebra de DFRA e das relagoes que dela sao obtidas, seus
autovalores podem ser usados para tal objetivo. Continuaremos a usar que x e ¢ sao os
autovalores de X e 6.

No capitulo 2, vimos que as relagoes (1), (2.7) até (2.17) e (2.21) nos permitiram utilizar
[49] que
M* = X*tp” — X"pt — 0"} + 6077}
¢ o gerador do grupo de Lorentz, onde [50]
XH = xt + %QWpV ,
e vimos que a algebra correta é fechada, isto é,

(M, M) = i M — i MP — i M + i PM* .

Os M* geram as transformacoes de simetria esperadas quando atuam sobre todos os
operadores no espaco de Hilbert estendido, isto €, definindo a transformacao dinamica de

um operador arbitrario A em #H de tal maneira que JA = i[A, GJ, onde

1 1
= o o ZpHv
G= 2wWM a'p, + 2b Tuw (6.1)
e w = —w"t a*, b = —b"" sao parametros infinitesimais, como ja dissemos antes, e

segue que
1 ot o L
xt = W x"+a +§b Dy
Xt = Wt X"+ a"
. v
6p,LL - W“ pl/ 9
po e gev v ogup | plv
00 wh, 07 + w01+ 0
- p p
Oy = W, T+ w, Ty
oM* =Wt MY +w” M* + at'p” —a"p" + 0", + 0"t
cujas demonstracoes sao analogas as anteriores, generalizando a acao do grupo de Poincaré

P com intuito de incluir as transformacoes de 6 e 7, isto é, obtendo P’. As transformacoes

de P’ completam uma algebra, tal que

62, 01] A = 05 A (6.8)
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e a regra de composigao de parametros é dada por (Apéndice E)

“w
)

M [e4 I (e}
v T W1 oWo y T Wy W1y
W n v B v
Az = Wy 09 — Wy 4y
L 144 I 144 v PL v PL

A estrutura de simetria exibida nas equagoes (6.2) até (6.7) ja foi discutida anteriormente.

Nos 1ltimos capitulos, tentamos esclarecer todos esses pontos de forma detalhada e
mostramos uma maneira de construir agoes representando possiveis teorias de campos
nesse espaco-tempo estendido x + #. Uma dessas acoes, generalizada com o intuito de

permitir que os campos escalares sejam complexos, ¢ dada por
)\2
S = —/d4xd69 {aﬂd)* W+ 7 0" 0wt + m’ ¢*¢} : (6.10)

onde também omitimos um possivel fator 2(f) na medida.

Agora sabemos que a equacao de Euler-Lagrange correspondente nos leva a

08

5o = (O + N0y — m?)e*

= 0, (6.11)

com uma equacao de movimento semelhante para ¢. A acao (6.10) é invariante perante a
transformacao
v 1 v v
d¢p = —(a" +w" 2") 0,0 — E(b" + 2wk 077) O b - (6.12)
Além disso, também temos a transformacao de fase

5 = —iav (6.13)

com expressoes semelhante para ¢*, obtida de (6.12) e (6.13), por conjugacao complexa.
Observamos que (6.4) completa uma algebra, como em (6.8), com a mesma regra de
composicao de parametros definida em (6.9). A equagao (6.12), que define como um campo
escalar carregado, se transforma no espago x+6 perante P’. A transformacao subalgébrica
gerada por (6.5) é Abeliana. Embora poderia ter sido diretamente generalizada para uma
configuracao mais geral.

Associada com essas transformagcoes de simetria, podemos definir as correntes conser-

vadas [51] como sendo

oL oL
"= * g
j 88M¢5¢+5¢ aau¢*+£5x ,
oL oL
Y * uv
"= 5o S00+80" 5o L£50m (6.14)
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Na verdade, usando (6.4) e (6.5), bem como (6.3) e (6.5), podemos mostrar, depois de

algum trabalho algébrico, que

Oug" + O g™ =

¢ ¢ (6.15)

As expressoes acima, como dissemos anteriormente, nos permitiram derivar a carga es-

pecifica
Q= —/d?’xd69j0 , (6.16)
para cada tipo de simetria conservada em (6.4) e (6.5), uma vez que

Q= / d>xd°0 (05" + %a,wj“”) (6.17)

é nula, como uma consequéncia do teorema da divergéncia nesse espago estendido (z,6).
Vamos considerar cada simetria especifica em (6.4) e (6.5). Para transla¢oes usuais em z,

podemos escrever j° = jga“, e entao podemos definir o momento total
P, = - / d’xd°0 j,
_ / dwd®0 (50,6 + dO,6" — £62) (6.18)

Fazendo 1 = 0 na primeira equagao em (6.14), resulta em

jo= 880¢¢ &b—@@gb + L62°

= —0p+0 + L2 6.19
¢¢ ¢¢ x (6.19)

Substituindo a equagao (6.24) (mais a frente) em (6.19), temos que
= $"6¢ + 09" + L.
Como podemos escrever j° = jga“, teremos que
¢*0¢ + 6¢" ) + Loz° = jhar.
Donde se conclui que
Jp=—0"0u0 = 90u0" + L.
Substituindo a equacao (6.20) na primeira equacao de (6.18), obtemos

P, = / dPxd®0($" 0,0 + $0,0" — L3)).
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Observamos que, para translacoes em 6, podemos escrever que j° = jgyb”“", e consequente-

mente,

P = — / d’xd®0 jp,,

1

= 3 / BP2d®0 (¢ 0,0 + GO, d") . (6.20)

De uma maneira semelhante, definimos a carga de Lorentz. Usando o operador
Ay = z,00) + 0,700 (6.21)
e definindo j° = j;),w", podemos escrever
M, = - / d3xd60521,
_ / Prdo0 (7 Doy + GA6™ — L01,) (6.22)
Por tltimo, para a simetria dada por (6.5), podemos escrever a carga U(1) como
Q=i / Bxd®0 (§* ¢ — po*) . (6.23)

Vamos agora mostrar como essas cargas geram as transformacgoes de campo apropriadas (e
dindmicas) em um cendrio quantico, como as relagoes de Heisenberg generalizadas. Para

comecar a quantizacao de tal teoria, podemos definir, como de costume, os momentos do

campo
=g
¢
* a.ﬁ =¢, (6.24)
D

satisfazendo os comutadores em tempos iguais nao-nulos (daqui em diante os comutadores

serao em tempos iguais)

[7(z,0), p(z',0)] = —id*(x — 2")0%(0 — ') ,

[7*(z,0), 0" (2, 0)] = —id*(x — 2)5°(0 — &) . (6.25)
A nossa estratégia sera apenas generalizar a teoria de campos usual e reescrever as cargas
(6.18) até (6.23) eliminando as derivadas temporais dos campos em favor das de momentos

dos campos. Depois disso, usaremos (6.25) para gerar dinamicamente as operacoes de

simetria. Nesse espirito, de acordo com (6.18) e (6.24), a translagao espacial é gerada por

P = / B doo (waigb ot ¢> . (6.26)
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Com efeito, substituindo a equacdo (6.24) em (6.18), temos que
P, = /d3xd69(7rﬁﬂ¢ + 74 0,0" — L0)).
Considerando apenas o gerador de translagao espacial, ou seja, yu =i # 0,
P, = /d?’xdﬁﬁ(ﬁﬁiqb + 70" — L6Y)
= /d3md69(7r8i¢> + 7 0;0").
Podemos verificar (Apéndice E), usando a equagao (6.25), que
[P, V(2. 0)] = —i0;Y(x,0) , (6.27)

onde Y representa ¢, ¢*, m ou 7*.

E importante ressaltar que a dinamica é gerada por
) ) 22
P, = / Pud®0 (707 + 0670 + 0" Do+ m?0'0) (6.28)

concordando com (6.18) e (6.24).

Com efeito, substituindo a equagao (6.24) em (6.18), temos que
P, = /d3xd60(7ré?uqb + 700" — [,(52).
Como queremos obter o gerador da dinamica, iremos fazer p = 0. Logo,
P = /d3xd60(7r80¢ + 7 0™ — L3)
= / BPxd®0 (md + 7" — L). (6.29)
Substituindo a equagao (6.24) em (6.29), teremos que
Py, = /d?’de@ (rr* 4+ 7w — L).
Considerando a agao (6.10), temos que a Lagrangeana é dada por
L=—0"¢"0,b — %28'%* w® — Mm%,
Logo, a equagao (6.29) fica

2

A
Py = /d?’xd69(7r7r* + '+ O P 0, + Zawd)*a,w¢ +m?¢*g).
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Como 7, = (—1,1,1,1), obtemos

2

P, = /d3$d69(ﬂ'ﬂ'* + 71 — P 0 + 0" 0" + %8‘“’(?* w® + mPe*p)
. ) ) 22

= / Pad®0(rn* + 71 — ¢*p + 09 0P + Za’*“qﬁ* w® + M P).

Substituindo a equacao (6.24), temos que

2
P = /dgxd69(7r7r* + T — 4 0'9* 0P + /\Za’“’qﬁ* L ® + M2 P)
)\2
4

= / Pad®0(m*r + 09 0 ¢+ — 0" ¢ 0, + M P P).

Com a Lagrangeana dada em (6.10), temos que

oL XN
T = pamg) ~ 4w
. oL a2
= =2 0,0

2 a(ayu¢*) 4
Esses sao os momentos conjugados no espaco #, os momentos 6. Junto com 7 e 7*, temos
o espaco de momentos completo.

Vamos agora convenientemente considerar que, classicamente
v x
M Q"0 > 0

para assegurar que a Hamiltoniana H = F; é definida como sendo positiva. Essa condigao
também pode ser escrita como

T, =0,
uma vez que sempre temos um expoente par em \. Usando os comutadores fundamentais

(6.25), as equagoes de movimento (6.11) e as defini¢oes (6.24), é possivel provar (Apéndice

E) a relagao de Heisenberg
[Py, Y(x,0)] = —i0yY(x,0) . (6.30)
Observamos que as translagoes em 6, concordando com (6.20) e (6.24), sao geradas por
P, = %/d?’xd% (ﬂ@w,gb + 7" ng*) . (6.31)
Substituindo a equacao (6.24) em (6.20), temos que

P, =

j1i%

/d?’xdGQ(ﬂﬁw(b + 70 @").

DO | —
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Agora que obtivemos a equagao (6.31), obtemos (Apéndice E) a partir da equacao (6.25)
que

[Pltwy(m? 9)] = _ialwy(xv 0) : (632)

As transformagoes de Lorentz sao geradas por (6.22) de uma maneira semelhante. O

gerador de rotagoes espaciais ¢ dado por
M;; = / dzdd0 <7TAJ-Z¢ + W*Ajigﬁ*) . (6.33)
Fazendo p=1i e v =j em (6.22), temos que
M = / Brd® (6 Db + ;o™ — £00y) (6.34)
Substituindo a equagao (6.24), temos que
M;; = /d3xd68 (TAjip + T N jip" — Eéﬁxﬂ) ) (6.35)
Como M;; é o gerador de rotagoes espaciais, ou seja, ¢ # 0. Logo, 5ij] = (. Entao
M;; = / Prd®0(mAjip + 7 Njid").
Os “boosts” serao gerados por
My = %/d3xd69 {ﬂ*mci — X0 (W@iqﬁ + ﬂ*@ié*) + 7 (29[278% — T0; )gb +

St (29[5(90]7 _ a:oﬁi)qb* + (aqu*ajgzs n %28“%*8,“,@5 + m2¢*¢> :17} .(6.36)

Pode-se verificar (Apéndice E), de uma maneira direta a partir de (6.33) e de uma maneira

indireta a partir de (6.36), que
[M,uzn y(.’lﬂ', 9)] = iA,ul/y<x7 9) ) (637)

para qualquer quantidade dinamica ), onde A, foi definido em (6.21).

Por 1ltimo, podemos reescrever (6.23) como
Q=i /d3xd69 (ms - W*gzﬁ*) , (6.38)

gerando (6.5) e sua conjugada, e expressoes semelhantes para m e 7*.

Substituindo a equacao (6.24) em (6.23), temos que

Q=1 | dPxd®°0(np — 7 ¢*).
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As transformacoes em P’ e as de calibre podem ser geradas pela acao do operador

1 1
G = SwuM" — "B, + 50" Py — aQ (6.39)

sobre os campos complexos e seus momentos, usando as relagoes de comutagao canonicas
(6.25). Desta forma, as transformagdes em P’ e as de calibre sao geradas como relagoes de
Heisenberg generalizadas. Esse é um resultado que mostra a consisténcia do formalismo
de DFRA. Além disso, também existem quatro operadores de Casimir definidos com os
operadores dados acima, com a mesma forma que aqueles anteriormente definidos no
cenario da primeira quantizagao. Entao a estrutura exibida acima é muito semelhante
a usual encontrada em campos escalares complexos quanticos comuns. O nosso proximo
passo sera expandir os campos e momentos em modos, resultando também alguma outra
prescrigao, para definir o espago de Fock relevante, o espectro, as funcoes de Green e toda

estrutura bésica relacionada aos campos bosonicos livres.

6.2 Ondas planas e funcoes de Green

Com o intuito de estudar um pouco mais a estrutura descrita nas tultimas segoes,
iremos reescrever a agao de Klein-Gordon carregada generalizada (6.10) com termos de

fonte como
)\2
S = — / d4a:d69{8“¢* W6 + 0G0 + MG+ T+ ng*} . (6.40)
Variando essa agao, obtemos as equacoes de movimento correspondentes, dadas por
<D + 220, — m2>¢(a§, 6) = J(,0), (6.41)

assim como suas conjugadas complexas. Do estudo de equagoes diferenciais, sabemos que

a solucao formal pode ser escrita como

o(x,0) = pj—o(x,0) + ¢y(x,0), (6.42)

onde ¢ _o(x, ) é a solugao sem fontes e ¢;(x,0) é a a solugao com fontes, ou seja, J # 0.

A fungao de Green para (6.41) satisfaz a seguinte relac¢ao
O+ X0 —m?)Gx —2',0 —0) = 6*(x —2')0%(0 - ¢) , (6.43)

onde d*(x — 2') e §5(0 — #') sao as funcoes delta de Dirac em x e 6, respectivamente,

definidas por

1 , ,
Fo—a) = 5o [ dw et (6.44)
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50 —0) = / A°K (g K2y 0=0) (6.45)

1
(27)¢

Vamos definir, em D = 10, os seguintes objetos

1
X = (a5 0") (6.46)
K = (K! AKL) (6.47)

onde A ja é um parametro conhecido anteriormente. Podemos escrever, a partir de (6.46)

e (6.47), que

1
K- -X= K(l)ul‘“ + 5[((2)/“,9/“/ ,

onde o fator % foi introduzido com o intuito de eliminar termos repetidos. Vamos considerar

que

dK = d'K)d° K

dVX = d*zd% .

Entao, a partir de (6.41) e (6.43), temos que a solugao formal para o caso em que J # 0

pode ser escrita como
6/(X) = / dOXG(X — X7) J(X) . (6.48)

Precisamos encontrar agora uma forma explicita para a fungao de Green. Para fazermos

isso iremos expandir G(X — X’) em termos de ondas planas. Logo,

G(X - X') =

T / dOK G(K) kX=X (6.49)

Substituindo (6.44), (6.45) e (6.49) em (6.43), obtemos

leK ~ : / leK ; /
2 2 iK-(x—x K (x—x
(D—i—)\ Ug —m ) / (210 G(K)e (@=a) — /—(2 )106 (22" (6.50)

Apés a aplicacao do operador (D + 220, — m2> encontramos a solugao para G (K), que

seria alguma regularizacao de

(6.51)



7
onde K?, a partir de (6.47), é dado por

A2 y
K2 —= K(l)ﬂ Kéjl) —I— ?K(Q)MV Ké) .

Para determinarmos G(z — 2/, 0 — ¢') basta substituirmos a solugao para G (K), dada

m (6.51), na equagao (6.49). Logo,

1 -1 - /
AN 10 K- (z—a')
1 1 - /
_ / leK( . = = 2) oK (z—2")
(27 ) Ky = T E@u Ky —m

= / K / dK° ! . il (2 —a’)
10 — — h\ v .
(K°)? — Kqy - Ky — 5 Koy Ky —m?

Definindo

w = w([?(l), K(g))

L 22 ,

como sendo a “frequéncia’no espago (z + 6), temos que

Gz — a0 —¢) PK [ dK———— eiK'W—ﬂﬁ’) (6.53)

KO —

A equagao (6.52) pode ser vista como a relacdo de dispersao no espaco D = 4 + 6. Além
disso, podemos construir uma solu¢ao andloga para ¢%(z,6). Podemos ver da equagao
acima que hé dois pélos K = 4 w nessa estrutura. Em geral, os pélos da funcao de Green
podem ser interpretados como as massas das particulas estaveis descritas pela teoria.
Podemos ver da equagao (6.52) que as ondas planas no espago (z + ) estabelecem a
interagao entre as correntes nesse espaco e tém energia dada por w([?(l), K(3y), uma vez
que

/\2
_ 2 2 2 __ 2 2
=Ko+ 5K +m =Kgy+m”,

onde
2 29 % 2
Ko = Ko+ 5K -
Portanto, as ondas planas que mediam a interacao descrevem a propagacao das particulas

em um espaco-tempo x + ¢ com uma massa igual a m.
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Por completeza, notamos que substituindo (6.48) e (6.53) em (6.40), chegaremos na

acao efetiva

K 1 . :
4 6 74 6 * 0 IK(X-X
Sepp = — / d*z d%0 d*' d°9' J*(X) /—(2@10/6”( O (X=X J(x7

(6.54)

que poderia ser obtida, em um formalismo funcional, apds integrarmos os campos.



Conclusao e Perspectivas Futuras

Nesta dissertagao fizemos um esfor¢o no sentido de explicar de maneira pedagdgica e
auto-suficiente uma forma desenvolvida recentemente de considerar a fisica tedrica no nivel
da escala de Planck, isto é, a versao da nao-comutatividade desenvolvida por Doplicher,
Fredenhagen, Roberts e Amorim. Uma esperanca de que as bases fundamentais das nos-
sas consideracoes sejam comprovadas experimentalmente estd depositada nos resultados
provenientes do LHC.

Primeiramente expomos ao leitor uma primeira mengao a possivel existéncia de um
espago nao-comutativo gracas a ideia de Heisenberg, levada a sério por Oppenheimer e
construida por Snyder. O objetivo principal era a eliminacao das divergéncias na Teoria
Quantica de Campos. Entretanto, C. N. Yang mostrou logo em seguida que os problemas
de renormalizabilidade continuavam.

Depois de um longo esquecimento, a teoria de Snyder foi recuperada gracas a teoria de
cordas, onde a existéncia de um campo magnético de fundo forcava a existéncia de uma
algebra nao-comutativa para as cordas. Por outro lado, independente desses resultados da
teoria de cordas, na década de oitenta, A. Connes construiu uma geometria nao-comutativa
e a aplicou a Fisica.

Neste trabalho aqui exposto, nossas atencoes se voltaram para a construgao algébrica de
Snyder, onde o parametro da nao-comutatividade, considerado constante, é introduzido Ad
Hoc no comutador (contrariamente ao valor nulo numa teoria comutativa) das coordenadas
espaciais da teoria. Mas, a0 mesmo tempo, isso quebra de forma explicita a invariancia
de Lorentz.

Na teoria original, Snyder consegue recuperar a invariancia de Lorentz construindo as
coordenadas espaciais como sendo proporcionais a um vetor. Logicamente o comutador
entre as mesmas seria igual a um tensor, o que recupera a invariancia de Lorentz. Mas
como dissemos, as divergéncias continuavam.

Mesmo com a existéncia das divergéncias, gracas a teoria de cordas, houve uma corrida
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para entender esse “novo mundo” nao-comutativo onde as coordenadas espaciais nao comu-
tam entre si e a solucao do problema da invariancia de Lorentz foi resolvido promovendo-se
o parametro nao-comutativo a condi¢ao de coordenada do sistema, ou seja, uma coorde-
nada tensorial do sistema. Este parametro agora faz parte do espaco de fase da teoria.
Este é o trabalho de Doplicher, Fredenhagem e Roberts, o chamado espaco DFR.

Entretanto, ficamos com a pergunta: se o parametro ¢ uma coordenada no espago
de fase, por que nao possui, como toda coordenada, um momento canénico conjugado?
Amorim respondeu positivamente a esta pergunta e construiu uma mecanica quantica neste
novo espaco nao-comutativo com dez dimensoes, onde quatro sao pertinentes ao espaco-
tempo e as outras seis sdo relativas as coordenadas (ex-parametros) nao-comutativas.
Acreditamos entao, que na escala de Planck, a Fisica pode ser explicada neste espaco
chamado de DRFA na literatura.

Neste trabalho tentamos fazer uma exposicao completa de todo o formalismo envol-
vendo o espaco DFRA e para isso nos baseamos em um artigo de revisao publicado em
35].

Foram expostos aqui resultados consistentes no espago DFRA relativos, além dos ditos
acima, a formulacao de uma mecanica quantica relativistica onde mostramos a equacao
de Klein-Gordon e Dirac. Escrevemos todas as simetrias pertinentes a essas teorias e,
logicamente, mostramos a inclusdo de férmions e bésons (espinores e campos escalares).
Além disso mostramos como tratar sistemas vinculados usando a nomenclatura de Dirac
de vinculos e finalmente expomos as bases de uma teoria quantica de campos em DFRA.

Um resultado que pode ser considerado como original nesta dissertacao é a forma do
operador 7,,, que é nao trivial uma vez que tem que obedecer condicoes de dimensionali-
dade e aos comutadores da algebra DFRA.

Como perspectivas futuras temos varias questoes e assuntos que podem ser desenvolvi-
dos. Vamos listar alguns:

1 - desenvolver toda a formulacao de uma teoria quantica de campos do espago DFRA;

2 - no capitulo 6, poderemos desenvolver o cédlculo das funcoes de Green que apenas
deixamos indicado;

3 - a partir do desenvolvimento de uma equacao de Dirac, como seria a formulacao no
DFRA de particulas fermionicas em sistemas complexos, como por exemplo, o grafeno?

4 - qual seria a forma de um tensor métrico em DFRA? A partir dele, qual seria a

forma das Eqs. de Einstein no espago DFRA?
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5 - nos modelos de métrica torcida, como Randall-Sundrum, como esta quinta dimensao
do espago-tempo seria explorada em DFRA?

6 - a partir dai, como seria um modelo de “braneworld”em DFRA?

7 - como seriam descritos modelos supersimétricos em mecanica quantica e teoria
quantica de campos com esta algebra?

8 - se acrescentassemos ao comutador das coordenadas em DFRA um termo compativel
com uma algebra de Lie, quais seriam as consequéncias fisicas e matematicas?

9 - como ficaria a segunda lei de Newton em DFRA? O espaco seria de nove dimensoes
pois teriamos que trabalhar no espaco Euclidiano.

10 - como seriam os modelos de forca entrépica que exploram a lei da gravitagao de
Newton? A correcao entrépica teria uma modificacao devida a algebra DFRA?

11 - e finalmente, como seria a formulagao de um bdson quiral em DFRA?

Como vemos, existe todo um universo de questoes, a nivel da escala de Planck, que

precisam ser exploradas.



Apéendice A: Demonstracoes do

Capitulo 1

A-1 Demonstragao da equagao (1.71)

F, = 0,A,—0,A, —ic[A,, A,
= 0, (UxA,xU" — éayU x U™ —0,(Ux A, +U" — éa“U U™ —
—ielU x A, U™" — é@MU « UL UxA, «U — éfw * U™,
= 0, (UxA,xU" — é@VU x U™ —0,(Ux A, xU" — é@MU * U™ —
—ie(Ux A, «U™" — é@MU xU N (UxA,«U" - é&,U * U™ +
tie(Ux A, s U™! — éé?,,U s U N x(UxA,«U" — é@MU x* U™
= 0,(UxA,xU") - é@u(&,U xU ) —0,(UxA,xU") + é&,(@uU * U™ —

l

—ie((Ux Ay U )% (Ux A, «U™) UxA,xU Y% 0,U*xU") -

e
QU U (U A U + (OU U 5 (00 «U)

QD | .

—(Ux A, U Nx(UxAyxU N+ ~(Ux A, xU )% (0,UxU") +

NS

+£(6,,U U)o (U % Ay 2 U = (PHQU U™ (9,0 +U)
= OU*A,xU ' +Ux0,A, xU ' +Ux A, x0,U " —
—é(a“ayU « U™ +0,U % G“U’l) —(0,U* A, x U4+ U= 0, A, * Ut +
+Ux A, x0,U ") + é(@,ﬁuU *U '+ 0,Ux0,U") —
—ie((Ux Ay x U N« (Ux A, xU ) = (UxA,«U ) x (UxA,xU™))
= Ux0,4,«U "' —Ux0,A, U —ie(Ux A, x A, xU") —
—(Ux A, x A, xU™Y)



F;W = Ux(0,A, —0,A, —ie(A,x A, — A, x A,))x U™

= U=x(0,A, — 0,4, —ie[A,, A.) * Uu-!
= U*FW*U_I.

A-2 Demonstragao da equacao (1.76)

08

1
-5 / d*zF,, * §(O"A” — 0" AF —je(AF x AV — AY x AM))

—% /d%FW x §(OHAY — OV AF — je A x AV + ie AV x AV)

—% / A2 F,, + ("GA” — 96 AP — ieS(A x A”) + ied(A” x AM))

—% / d*zF,, * ("SA” — 0"SA* —ie(SA* x A + A¥ x §AY) +
+ie(JAY x AF 4 A” x §AM))
—% / d*2Fy, % (05 AY — OVGA" — i AF x A — ie A" x §AY +
+ied A x AM 4 ie A x §AM)
—% / d*zF,, * ("SA” + O"GA” — ied A* x AV —je A x §A” —
—ied AP x A” — je AP x §A)

—% /d%FW * (2010 A — 2ied AF x AY — 2ie AF x §AY)
- / d*'zF,, * (0"SA” —ieS A" x AV — ie Al x §AY)

- / d*zF,, * O"0AY + ie / d*zF,, x 0A" x A +ie / d*zF,, * A" % §AY.
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A-3 Demonstragao da equacao (1.84)

OO, =

oHo"(0,A, —0,A, —ie[A,, Aly)

oH(0"0,A, —0"0,A, —ied” (A, x A, — A, x A)))

o"(0"0,A, —0"0,A, —ied”" (A, x Ay) +1ied” (A, x A,))
0"(0"0,A, —0"0,A, —ied"A, x A, —

—ieA, x 0"A, +ied"A, x A, +ieA, x 0"A,)

oH9"0,A, — 010”0, A, —ied"(0"A, x A,) —ied" (A, x 0"A,) +
+ie0" (0" A, x A,) + ied" (A, x 0"A,)

0"0"0,A, —0"0"0,A, —ied"0" A, x A, —1ed” A, x O"'A, —
—ied" A, x VA, —ieA, x O"0"A, +1e0"0" A, x A, +1ied" A, x " A, +
+ied" A, x 0" A, + ieA, x 00" A,

0.

A-4 Demonstragao da equagao (1.95)

[E™, Fls

= [OMAY — P AF —ie[A", AV, 0,4, — 0,4, — ic[A,, AL
= (OMAY — QA" —ie[A", AY),) % (0,4, — 0,4, —ie[A,, A).) —

—(0Ay — 0, A, —ie[A,, A),) * (DAY — 0¥ AP — ie[A", AV),)

= OPAY % O,A, — O"AY % 0,A, —ied" AV« [A,, A], — VAP x 0, A, +

+0" A" % 0, A, +ied” A* % [A,, A,]. — ie[A", AY]. x D, A, +

+ie[AF, AY], x 0,A, + (ie)* A", A”), x [Ay, Al — 0,A,  OFAY +
+0,A, x 0" A" +ied, A, * [A", A”], + 0, A, x 0" AY — 0, A, x 0" A" —
—ied, A, x [AF, AV +ie[A,, A] % OFAY —ie[A,, Ay]e x OV AY —
(i) [A A, x [A%, A7,

= 0.
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Apéendice B: Demonstracoes do

Capitulo 2

B-1 Demonstracao da equagao (2.42)

[li‘j, 1kl] — [Xipj o iji7 kal o lek]
= (x'p’ —x'p)(x"p' - x'p") - (x"p' — x'p")(x'P’ — x'p’)
— Xpix*p! — x'pix'p" — xpixFp! + xIpixlpt — x*plx’p’ + x*plxipt +

—{—lekXi

p’ —x'p"x'p’

= [P/, x"p'] + [x'p, ¥'p’] + X'p", x'p] + [x'p’, x'p"]

= [X'p/ x"p' +x'x'p, p'] + X'p, ¥ |p’ + ¥ [x"p', p'] + [x'p*, x|p’ +
+x'[x'p", p’] + [¥'p’, X|p" + X'[x'p’, p]

= (X', x"p’ +x'[p/, x"))p’ + x*([x', p']p’ + x'[p’, p']) +
+([x*, x7]p' + x*[p', x'])p’ + =/ ([x*, p']p' + x*[p', p']) +
+(x, xp" + x'[p*, x)p’ + x'([¥, p/]p* + % [p*, p']) +

+([x, x']p’ + x’[p’, x'])p* + x'([x/, p"Ip’ + ¥’ [p’, p")).
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Usando a primeira equagao de (2.8) e a equacao (2.11), temos que

19,14

(0 pIp! + xi(—i6%)p! + xF(i61)pd + i plp’ + x(—id)p + x7 (i6%)p! +
g pFp + XM (—id™)p? + x(i8Y)pF + it pip + xI (—id)p* + xL(i67%)p!
i pIp!t — idkixip! + isixFpd + i plpt — i pt + i6¥ixip! +
+i0'pFp? — io*xlp! + idYxip* + ilpipt — idiixIpk + i67Fxlp?

i67F Dt — i67xp + i'x pl — idxIpF — i67'% P + i p" —

_istxipd + ig*xIp! + i0*pip! + i0plpt + i0ptp + it pipt

i07 (xlpi — xipt) + 007 (xFp? — xIpF) — 6 (xFpi — xip") —

—i6* (x'p? — xIp') 4 0 pp’ + 0¥ p'p’ + 0" pFp’ + 6 p'pF

iR 4 iR — IR — 5 Lg% pip! 4 i0Mplpt + i0pFp? + i0Vpipk
GG — G s 4 6 g pip! 4 i0Mplpt + i0ppd + i0Vpipk
J0I gk s R 4 gkptnT 1 i(— i) plpt 4 i(—6")pFpd +
+i0pFpt

G615 4 0 plpd — 67 plpt — i pFp + 6T pp

iéillkj . Zé]lllﬂ . Z(Szkll] + Z(Sjklh . Zezlpkpj + Z@jlpkpz + Zezkplp] . Ze]kplpz



B-2 Demonstracao da equagao (2.44)

LY, T4 =

[Xipj _ Xipi, XFp! — lek]

(X'p’ — X/p")(XFp' — X'p*) — (X*p’ — X'p")(X'p’ — X7p’)
XipIX*p! — Xip/X'p* — XipiXFp! + Xip'X'p* — Xkp!Xip/ +
FXFpIXIp 4 XpFXip! — X pFXIp!

(X'p?, X*p] + [X*p!, X7p] + [X'p*, X'p] + [X/p, X'p"]
(X'p?, X p! + X [X'p’, p'] + [X*p, X7]p' + X! [X*p, p] +
+X'p", Xp? + X [X'p*, p’] + [X7p’, X']p* + X'[X/p’, p]
(X, X*p? + X' [p/, X*))p' + X*([X, p'lp’ + X'[p, p)) +
+([X*, X7]p! + X*p!, X/))p’ + X ([XF, plp’ + X*[p, p']) +
+(IX', Xp* + X'[p*, X'))p’ + X (X', p’Ip* + X'[p*, p]) +

+([X7, X'p’ + X [p!, X')p* + X' (X, p¥lp’ + X7 [p, p)).

Usando as equagoes (2.11), (2.29) e (2.26), resulta em

L, 14

= X'(—i6")p' + X*(i6")p? + XF(—id?)p’ + XI(i6")p' +
+Xl(—i5ik)pj + Xi(iélj)pk + Xj(—z'5”)pk + X! (idjk)pi

= —iéijipl + iéilX’“pj — iélekpi + icWijl —
—i6"X'p/ +i6YX'p* — id"X/p* 4 i6" X'p’

= 0"Xkpl — i6XIpk — i7" XFpt 4 10 X p* —
—iéilepj + iéikapl + iéijlpi - iéijipl

— 51(XFpd — XIph) — g7 (XFpi — Xiph) —
—i6*"(X'p? — XIp!) + i¢’*(X'p' — X'p)

= 0"LY — "L — 6LV 4 oL
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B-3 Demonstracao da equagao (2.46)

[Jij7 Jkl] — [L’L] o gimﬂ_mj + Qjm’ﬂ'mi, Lkl o eknﬂ_n l + anﬂ_n k]
— (LZ] . Qimﬂ_mj + ejm,n_mi>(Lkl o eknﬂ_n l 4 elnﬂ_n k) o

_(Lkl o eknﬂ_n l + eln,/,rn k)(sz o eimﬂ_mj 4 ejmﬂ_mi)

— Liij:l . Lk’lLij _ Lij@kmﬂ_n l + Lijelnﬂ_n k Qimﬂ_mijl + Himﬂ_mjeknﬂ_nl o

_Hzmﬂ_mjelnﬂ_n k + gjmﬂ_mszl . ‘gjmﬂ_ngknﬂ_n l + Qjmﬂ_mzelnﬂ_n k +
klpim Jj __ 1 Elpgim i kn lyij _ pkn lpim J
+L*0"r,  — L"¢"r, " + 0", 'LY — 07w, 0", T+

kn lpnjm i pln kt ij In k pnim Jj _ pln knim )
+0""w, ", — 0", "LY + 07, 0", ) — 0", "0,

Usando a equagao (2.43), obtemos

39,35 = L9, LM - (Xip? — XIp)0Fir | 4 (Xipd — XIp)eiim, F —
—Qimﬂmj(kal - lek) + [0, anﬂn l] + [91”7rn k. 0™ I+
—|—€jm7rmi(kal — lek) + [Hk”ﬂn L 6"+ [Qjmﬂmi, Hlnﬂn k] +
+H(XFp! — XIpM)gima I — (XFpl — XIpF)gima i 4

+oFn {(X'p? — XIp') — 0", F(Xp? — XIp?).
Usando a equagao (2.44), resulta em

(39, 3H] = 5ILM — eI LR — iRLY 4 gLl — Xipiokra L4 Xipighnr L+
Y Xipiging k- Xipiging K gimp ixkpl 4 gimg ixXiph
o™, 0, L O g o Y 4 [0, K, 6 T +
+0m (0", F ]+ 0, X! — 0, X pE 4 [0, 0,
5w, ]+ [0 6, [, )+

_'_kaleimﬂ_mj o lekeimﬂ_mj - kalejmﬂ.mi 4 lekejmﬂ_mi +

+0kn7rn lxipj o anﬂ_n lxjpi o Hlnﬂ'n kxzpj + elnﬂ_n kxjpz
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[Jij, Jkl] — Zdllij . Z(SJZL’% . Z(sszl] =+ ZéjkLlZ + [eknﬂ.n l, lej] 4 [iji7 eknﬂ_n l] 4+
+[X'p?, 91”7Tn k] + [91”7Tn kX p'l + [Xk L 0" I+ [0, 7, lek] +
", XEp' + (XY, 60, ([0, 04w, + 07 [, 08 ),

+9kn [ezm ]71' j+91m[7r J T ]

( w )+ (07,60, 4 0 [, FL 0 ), +
+om (™, m, N, b+ 0w, F o)) + (100 6, 4 05 [, L 6 ),
_{_ejm([gkn’ ﬂ_mi]ﬂ.n l + ek’n[ ) + ([ejm’ gln]ﬂ_mi + ej‘m[ﬂ_mi7 eln])ﬂ_n k +

n’m]

+6’l"([6’jm,7rn k]wmi + 6™ k])

mr''n

Usando a equagao (2.13), a primeira equagao de (2.8), resulta em

(37,38 = " LM — i/ LM — i LY 4 i P LY + (0%, | X p 4+ X0, | pY] +
+[iji7 an]ﬂ'n l + ekn[ijz" T, l] + [Xipj, an]ﬂn k + an[Xipj, T, k] +
+[0", F X p’ + X077, F p] + [XEp! 607 r, T + 0 XD 7, 7] +
+[9im7ij, Xl]pk + Xl [eimﬂmj, pk] 4 [Hjmﬂmi, Xk:]pl + Xk [(9]'7717Tmi7 pl] 4
+[X'pF 0w, 0 XIpR 7, T A 0 (=0, b 0 (S T, T+
0" (—idy ) w0 (10 ), F 4 O (=i, 4 6T (0 )T,

+0 (=i, B 4 0 (6T
= Q0"LR I — LY 4 LY 4 ([0 X, b4 0, L X)) p?
X0, pl]m, 4 05 [, L)) + (X, 07" + X [p!, 6 ))m, |+
+OM (X, m, 'pt + X [pt, 7, 1) + (X, 0™pY + XU [p?, 0], o+
+0" (X, mr, Fp? + Xp?, 7w, ) + ([0, X7, B+ 0 r, B X)) pt A+
+X7([0™, p'm, * 4 07, B p]) + (XF, 0 p! + XEp, 0,7+
+0([XF, 7, !+ X P!, ) + ([0, X, + 60 [, X))t
+X! ([0, pF], + 0 x,, P 4 (07, XFm,, b+ 00w, t XF])p! +
+XM([0, pllry, + 0, p']) + (X 0PN 4+ X [P, 07,
+6r (X! 7, pf + XpF, 7, 1) — ik gk i 9
_ieln(;:'lmkzﬂ_mj + Z.Qim(;i:jﬂ'n ko Z-ekn(simlﬂ_mi + iejmaﬁniﬂn !

__spnimslni k -nln cjmk i
(o i R S 7 A EA



90

Usando a equacio (2.17), além do fato que X* comuta com 6 e 7y, obtemos
[J9,JK) = 46" — LR — SR IR — gt b gt sl T
—igmsimh I g K jgkngimin i
igimeknig L _jgimginig ko jgingimby i
Considerando que, 6" ; = 6405 — 50y, temos que
(37,3 = 0" LM — i/ 'L — i LY 4 i L — i (0%, 0™ — 6% 6y )T, | +

+i0* (58 6™ — §he™ Y, T — i@ (68 5E — ™Y, T+
+i0™ (88 6" — §19 5T ) K —igRm (51 5™t — gy, T
+i07™ (6% 5™ — g ), b —iim (8L 6™ — 6t Y, B+
+i0" (65,6 — 676w,

= i6"LY — oMLY — 6™ LY 4 i LY — i 6}, 6", 4 06N b,
O T4 X ey Y 17 L e N 17 i Ml B 17 L S ey A
R L A 17 L Lo et A T e A My S 1/ S M TS
B A Il e Y 17 A L SR v 17 L L K A B 1 L R S o
0o gk T gk

= Q0NN — LR — R 4 TR — gtk L4 iskiging Ty
tiomigkin I jgilgkmy I gmkglin I istkgima I
N TR A LT L L SR 1 M L S R L Ll S S
+imigikr L jgkiging L jgnigily k4 istiging ko4
LNl Ak R T S

T VL L L AR 1 L7 L S 1 S WAL EA i Y 1 U L
—i6R LY etk I stkging U IR gt gn b — eikgmr
—i0mM 0%, Ly ismIgta ko agmigkin T — gemigkir T imRelir T 4
B LNk R 1T L T L

= Y LM — o T 0 B) — iDL — 0 P 0 R —
—i6"(LY — @™ I 0 D) iU — 0 4 0 ) 4
+io™ (0, F — 0% ) i (O, T — 0 Y i (0 — 0, ) +
+i6" (@7, — i, )

= 0" I — 6" IE — i I 4 g T



B-4 Demonstracao da equagao (2.47)

i

i). 0X' = K (X, JM]
_ %le XE LK — ghmy Ly gimy k]
_ %Ekl X, Xkpl — Xip* — kaﬂ_ml 4 elmﬂmk]
_ %Ekl(Xi(kal — X'pF — ekm,irml 1 szﬁmk) _

_(Xk;pl o lek o ekmﬂ_ml + elmﬁmk)xz)
— %ekl(XZ’X}fpl . Xixlpk . Xiekmﬂ_ml + Xielm,ﬂ_mk o

_kalxz 4 lekXZ + ekmﬂ_mlxi . elmﬂ,mkxi>
— %Ekl([Xi, kal] + [lek’ Xz] + [kaﬂmlv Xz] + [Xi, leﬂmk])

) . . . )
— §€kl([X17 Xk:]pl + Xk[XZ, pl] + [)(l7 Xz]pkz =+ Xl[pk, Xz] 4
+[0km’ Xi]ﬂ_ml + ka[ﬂ'ml, Xz] + [Xi, Hlm]ﬂ'mk + Hlm [XZ T k])

rTm

Usando as equagoes (2.27), (2.28), (2.29) e (2.26), resulta em

5Xi = %ekl(ix’faﬂ XI5
1 . 1 .
— _§6lek52l + §€lel51k

1 | .
= —§€lek51l —+ §€lka(Sll.

Como € é antissimétrico, ou seja, € = —€, obtemos

: 1 o1 .
oX! = —5(—elk)X’“5d+§elka6”

1. 1.
= 5(5”65ka + Eédelka
= 5il€1ka

— ¢ ikxk

= EZka.
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i0). op' = Seu[p', IV

_ %Ekl [pi, LA — ghmy Ly gimy k]

= %sz [p', XFp! — X'pk — gFmr Ly gimr )

_ %ekl(pi<xkpl ~ Xlpk — ghmyg Uy gimy Ky
~(XFp! = XIpF — gFma Ly gima k)pi)

_ %ekl(pixkpl — piX!pF — piekmﬂ_ml + piglmﬂmk _
_kalpi + lekpz 4 ekmﬂ_mlpi o elmﬂ_mkpi>
= §€kl([p 7kal] + [lek7p ] + [ek 7Tml7p ] + [p 79l 7r'mk])

7 . . . .
= geu(p’ XFpt + X p’, p'] + (X!, pllp" + X' [p*, p] +

+[9km’ pi]ﬂml + ekm[ﬂ'ml, pi] + [pi7 le],ﬁmk + le[pi, kaD'

Usando a segunda equacao de (2.11) e as equagoes (2.17) e (2.29), resulta em

i

op' = Gew(—id"p' +id"p")
_ % € 0Pl — % er0p"
_ % 0" — % LN
= %ylempk - %Ekldlipk
= %fwﬂkpk - %(—Qk)yipk
= %ylﬁmpk + %(wﬂkpk
= 0"eyp”
= ¢',p"
ik

= € Pk-
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iii). 601 = %ekl[ﬁij,Jkl]
_ %le [91‘% LF kaﬂml i glmﬂ.mk]
_ %Gm [0, Xkpl — XIpk — ekm,ﬂml 1 elm,]rmk]

_ %Ekl(eij(kal _ XlpF — ekmﬂ_ml i elmﬂ,mk) _
—(XFp! — XIpF — gkma Uy gimy k)gid)

_ %ekl(eijxkpl — gUX!pk — gligkmy 1y giigimg k
_XFplgi 4 XIpkgi 1 gtmy 19l gimy kgii)

= 2 el0V, X4p) 4 [X'p 6] + (647w, 6] + 69,6, )

B %6’“([9@’ X p' +XF[07, p'] + [X', 0V]p" + X'[p", 0] +

+[9km, Qij]ﬂml + ka[ﬂml, 0] + [0%, QZm]ka + 9””[9’7, ka]).

Usando a primeira equagao de (2.17), a segunda equacdo de (2.8) e as equagoes (2.13) e

(2.28), resulta em

60" = Seu(—it"" 5 + i 5.

Como 6" 5 = dhdp — 05307, temos que
S8 = §rVP — GHESY.

Logo,

59 = Le(—it (8,5 — 6181,) + 0 (5,00k — 6%85,)

= Seu(=it"5, 0 4655, + i6™5, 5 — if'"5"s),)

_ %ekl(—wki(sﬂ + Mg gl — gl gk

1 | g1 | o

= §€kl5ﬂ¢9m — §€k151l9kj - QEkl(sjk(gh + §€kl5lk9lj
1 I 1 o 1 oo 1 -

= §6lk(s]k6h — §€kl(5]k0h + §6lk52l0k] — §€kl(sll0k]

= 1€lk5jk0“ — 1<—€lk>5jk9“ + lqkéilW - 1(—€lk)(5i19kj
2 2 2 2

1 - 1 - 1 I 1 oo
= §€lk5]k9h + §€lk(sjk0ll + §€lk5d€k] + §€lk51l9k]

— elkéjk‘glz _’_Elk(sdek]
= 0 e

= 0,7 + €50,



iv). oY

94

— 3 i Jkl
2€kl [77' ) ]

— éek’l [7‘(‘”7 Lk:l o ekmﬂ.ml + elmﬂ_mk}

_ %sz 7, Xkp! — Xipk — gmy 14 gimy K]

_ %ekl(ﬂzj(kaz ~ Xlpk — ghmyg Uy gimy Ky
—(XFp! = XIpk — gk Uy gl ki)

_ %ekl(ﬂ_z‘jxkpl — qXpk — giigkmy Uy piigimy ko

_kalﬂ,ij 4 lekﬂ_ij + ekmﬂ_mlﬂ_ij o elmﬂ_mkﬂ_ij)

= %ekl([ﬂlj, kal] + [Xl k” 7Tij] + [ekmﬂml’ ,ﬁij] + [,ﬂ_ij’ elmﬁmk])
B %6“<[”ij’ X p! + XE [, p'] + (X, 7V]p* + X' [p*, 7] +

+[9km, 7Tij]7Tml + ka[ﬂml, ) + 7Y, 01m]7rmk + QZm[W”, ka])

Usando o fato que 7,3 comuta com 7,,, e além disso, usando a segunda equacao de (2.17),

a segunda equagao de (2.8) e a equagao (2.27), resulta em

i - ckm;ig L sslmgig k
o = —ep (10", " — 00", ).

Como 0", 5 = 6h0j — 6,07, vem que

Logo,

o

guviaB _ spagsvB o spb gro

= Sen(i(86™ — 895y, ! — (a5 — §5™)), !
_ %ekl(iakiamjwml —igMgmin 1 igligmin F 4 iglismin k)
= %ekl(iékiwﬂ — iRt — stk 5l
1 . 1 o 1 o 1 .
= —§ekl5kl7rﬂ + §€kl5kj7r” + éekﬁlwk — Qekl(wwzk

1 P | | o 1 -
—5(—61k)(5k27l'ﬂ + 5(—€1k)(5k]7TZl + §€k1(5h7l'jk - Eékl(sljﬂlk
1, 1, . 1 .. . 1 .. .
= ée“wj = 56197{‘ L+ 56’“77'] o= 56“7@2
1 1, .
— §€k]7TZ k +

ki,_J = kj i
et — —evmt

2

Como 7’ , é antissimétrico, ou seja, 7 , = —m, 7, temos que

or =

1 NN DR N
—5(—%)(—% 7) — 5(—€]k)7T kT 5(—6 (=) — 5(—€jk)7T k
§€zkﬂ,k]+§ejkﬂ_z k+§€Zk kj+§€jkﬂ_z .
eik,]rk J + Ejkﬂ_i X
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v). 0x' = %ekl[xi,.]kl]

_ %Ekl i, LA — ghmy Ly glmy k)

_ %sz x', Xkpl — XIpk — ekmﬁml 4 elmwmk]
_ %Ekl(xi(kal _ XlpF — ekmﬂ_ml i elmﬂ.mk) _
_(kal _ lek o ekmﬂ_ml + glmﬂ.mk)xi)

2 . ) ) ,
— 56k5<XZkal o Xzlek . Xzekmﬂ_ml + nglmﬂ_mk o

_kalxi + lekxi + ekmﬂ_mlxi . elmﬂ_mkxi).
Usando a equagao (2.25), resulta em

) ) ) 1 ) 1 ) .
Sxt = %ekl(xz(xk + 5gknpn)pl . X1<Xl + 5glopo)pk o Xzekmﬂ_ml + nglmﬂ_mk .

1 , 1 , , ,
_(Xk 4 §0knpn)plxl + (Xl + §6lopo)pkxz + ekmﬂ.mlxz o elmﬂ.mkxz)

i L, : 1, 4 :
_ %Ekl@(lxkpl + §X29knpnpl o Xlxlpk - §Xzel0popk _ Xzekmﬂ_ml + X'Lelmﬂ.mk _
-1 , ] . A ,

_Xk’ple _ §9knpnplxz + lekxz + §0lopopkxz + kaﬂ_mlxz o elmﬂ_mkxz)
l : o1 1 ,

— §€kl<[xlv kal] + [lek:’ XZ] + §[Xl, Qk"pnpl} + E[elopopk’ XZ] +
HO X+ X 6 )

1

= Eekl([xi,xk]pl + xF[x*, p'] + [x!

,Xi]pk + Xl [pk’ Xi] 4
1. . . 1 . .
+§<[le eknpn]pl + eknpn [Xl, pl]) + 5([9lop07 Xz]pk + elopo [pk7 XZ]) +

—I—[@km,xi]ﬂ' l_f_ekm[ﬂ_ l Xi] + [Xi’elm]ﬂ_mk_’_le[xi,ﬂ_mk])‘

m m )

Usando a primeira equacao de (2.11), a primeira equagao de (2.8), a equagao (2.12) e a
equagao (2.21)
ox' = %ekz(w”“pl + xVi0" +i0"p" 4 x!(=id™) + S ([, 07"]pa + 07" [x', pa])p' +
) 1 . 4 . 7
+8knpnz(51l) i §<<[el07 Xz]po + Hlo[po’ Xz])pk 4 9l0p0<_6zk)) 4 Hkmi(sllmqpq +

7
+91m(_ éézkmrpr»‘
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Considerando o fato que, 0", 5 = 0465 — 650y, ,e além disso, usando a equagio (2.12) e

a primeira equagao de (2.8), obtemos que
i b ik 1, itk | cplick  esikol  Locigkn 0 L cigkn Lo ptor k
ox' = éekl(w p' +10"x" +10"p" — 10""x +§Z5n9 P —1—525 0 pn—52500 p" —
546D, + S0 (5,5, — 6,6.,) — 56" (5,65 — 5,37,))
_ %Ekl(wikpz + ik 4 iglipt — igtkx! %gk ipl 4 %5il0knpn _ %95 ipk _ %5ikelopo i

5070, 04D — S0P, — S0, 5Ep + S0"3% 31

_ %6kl<i9ikpz + ik 4 iglipk — igikx! 4 %ek ipl 4 %6il9knpn . %91 ipk . %5ikezopo i

) 1 1 1
+§9k ipl - §pi‘9kl - §9l Pr + 591 kpi)

= %ekl(ﬁikpl +i6x" 4 i (—0")p* — i5%x!)
= %ekl(iQikpl 4 i8x" — 0 p* — is*x")

= %ekl(iéilxk — 5%

= —%ekléilxk + %lefsikxl
— —%eklélixk + %ykeklxl
= —%ekixk + §6ilxl
— —%(—e““)xk + %eilxz
= %eikxk + %Gilxl

= eikxk.



Apéndice C: Calculo dos Parénteses

de Dirac do Capitulo 3

C-1 Demonstracao da equagao (3.18)

DA mibe = (et p) — o, 25 = SO ) (K — b} —
~{a K~ 2" — 26"}
= 6 (', 25 — (o~ 0P (o) + {pmos})
(', K} + ', —pe)0h (177 3} + {5074, ).
Usando a equagdo (3.3), {z%, Z*} = {K,, p;} = {pm, p;} = 0, {2%, px} = 3}, temos que
{",pj}p = 5§+5;i5,’2(—%9mq{pq,pj}+{—%9mq,pj}pq)-
Substituindo a equagao (3.3), {pg,p;} = 0,{0™9,p;} =0,
{2',pj}p = 5;
i) o o) = (o) (e, 25— SO} (O (Ko — p )
K= pd0k {27 = S0
= ({24 + et =M IR ({27} + s o7))
~({at, B} + o, —p (27, 27} + {50, 27},
Usando a equagdo (3.3), {z%, Z*} = {K,,, 2’} = {2, K},} = {Z™, 27} = 0,
{2",pic} = 0}, {pm, 27} = =07,
{2', 27}p = {a', —%Hklpl}égléfn — 5,’;5@{—%9’"%(1, 27}
= (50 et 0, +

o1 . 1 .
+5lzc(_§0mq{pq7 J’J} + {_éemqv x’ }pq)éfn
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Usando a equacao (3.3), {z*,pi} = 0], {pg, 27} = =67, {a", 0"} = {6™9, 27} = 0,
(o alhy = — 0N, + S5m0,
— _59’“5;5,;”5371 - 55,15;0”“15,’;

1 . 1 .
= —5 0150+ 50050,
Lokici o L ymgsisi

= —5055 + 0750,

1 .. 1 ..
— __‘9]1 _ez]
2" T3

= 0.

i) Apopito = (s — (i 2 = S0 (00 Ko — o} —
—{pi, K — pe}0h{2™ — %qupq;pj}-
Usando a equacao (3.3), {p;,p;} =0,
opido = {25 + (o~ 8O (s} + {=popi}) -
~({p Kk + (5o —p DR 2™, p3} + (=38P}
Usando a equagdo (3.3), {p;, Z*} = { K, p;} = {pi, Ki} = {Pm,p;} =0,
{pi,pj}p =0.

; i 1 i n 1 no m
w). {0V, mutp = {0Y, 7} —1{0",2 —59 Do} (=00 N Ky — Py Tha ) —

—{07 K, — p.yorn{zm — %qupq, Tkt }-
Usando a equacio (3.3), {69, my} = 67,
{09, ma}p = 8+ ({07, 2"} + {67, _%engpo})ézl({KmaWkl} +{=pm:mu}) —
({89, Ko+ 07, ~pa LU Z™ T} + {=50™ g, )

Usando a equacao (3.3), {09, 2"} = {Ku, T} = {pm,m} = {09, K,} = {09, p,} =
{Z™ mu} =0,

{Qij, 7Tkl}D = 5ijkl.

1
Eenopo}(_&n){[(m — Pm; le} -

g 1
_{9”7 Kn - pn}(SZz{Zm - §9mqpq’ ‘gkl}

'U). {9ij79kl}D — {eij’ekl} . {eij’Zn o
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Usando a equacdo (3.3), {07, 0%} = 0,

S0 O (B 04+ (i, 0°}) —

—({67, K} + 487, ~pa O (27, 0} + {507, 6.

{9ij7 Hkl}D = ({eijv Zn} + {eij’ -

Usando a equagdo (3.3), {0V, 2"} = {Kp, 0"} = {pm, 0"} = {0, K.} = {0, p.} = 0,

{67,0"}p = 0.

i) (st = (o} — {7 2" = 200} (=87 (Ko — s it} —
—{ i, Ky — p o, { 2™ — %qupq,ﬁkz}'
Usando a equacao (3.3), {m;;, 7} =0,
{mjmatp = ({mij, 2"} + {mij, —%9"0230})5:?({Km, Tt + {=Pm: T }) —
(i Ko} + i, DI Z™, T} + (= 50™ 000, )
Usando a equacao (3.3), {m;;, 2"} = { Ky, T} = {Pm, 7} = 0,

{mij, mu}p = 0.

vii). {0y = {af,0M) — {af, 27 — %empo}(—(s;n){z(m o 01} —

1
_gmqp(p ekl}

2", K, — pu Yo {zZ™ — 5

Usando a equacdo (3.3), {z%, 0%} = 0,
{«,0"}p = ({2, 2"} + {a, —%m"po})&l({f(ma 0"} + {—pm, 0™}) —
(i K} + o, —pa D2, 6 + {567, 04,
Usando a equacao (3.3), {z*,p;} = 8},
(0 = 8050, 0)
— (OH=30m b} + (0"} (—50™)).

E finalmente com a equacao (3.3), {6™?,p,} =0,

{Ii, le}D =0.
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7 7 7 n ]' no m
viii). {a', mutp = {2’} — {2, 2" — 59 Do} (=00 W EKom — Py T} —
. 1
—{z', K, — pu}on{Z™ — §9mqpq, Tt }-

Usando a equagao (3.3), {x*, 7} = 0,

{o",m}p = ({o", 2"} + {a', —%9"0290})527’({Km7 Tt} + {—Pm> T }) —
(B} (D2 T} + {58
Com a equacdo (3.3), {2, 2"} = {Kpm, 71} = {pm, ma} = {2", K} = 0 e {z*,pn} = 4},
{o", mutp = 5257,1{—%9mqpq77fk1}
S (50 s it} + {587, ),
e com a equagio (3.3), {09, my} = 6%, e {pg, T} =0,
{",mutp = —%5&5%%

L
= _§5qklpq-

ir). {p, 0"} = {p:i, 0"} = {p;, 2" - %G”Opo}(—&”){f(m — D, 0"} —
—{pi, K — pu}on {2 — %emqpq, g1
= ({90 2"} + (b1~ "D ([, 0 + [, 07)) -
(e K} + o~ D)2 0 + (07, 0.
Usando a equacao (3.3), { Ky, "} = {pm, 0"} = {pi, K.} = {pi, pu} = {Z™, 0%} = 0,

{pi7 le}D =0.

). Api,matp = Api, Tt —A{pi, 2" - %G”Opo}(—éi?){f(m — D T} —
—{pi, Kn, — pn}o) 2™ — %qupq,wkl}
= {2} + oo =50 B O (o ma} + (b))
(e Ko} + e = DI Z™, (= 50™ 0}

Com aequagéo (33)a {plv Zn} = {Km77rkl} = {pm77rkl} = {pza Kn} = {pzapn} = {Zm77rkl} -
0,

{pi,m}p =0.
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C-2 Demonstragao da equagao (3.19)

1
éenopo}(_érT){Km — Pm; Kj} -

| 1
{21 Ko = pa} i {27 = S0, K,

). {2 K;}p = {Z'K;} {2, 2" —

Usando a equacao (3.3), {Z*, K;} = 0,

SO D (o, K} L= K1) -

{2 K} 42— D2 K} + {507, K D)

{Z.K;}p = 6:+({Z2.2"y+{Z',—

Usando a equagao (3.3), {Z", Z"} = {Kn, K;} = {pm, K;} = {Z",pu} =0 e {Z',K,} =
ot

(7 K}p = 6 —5i5m6m

J n-m-=j
= -4
= 0.

1
§9nopo}(_5?){Km — Pm; Zj} -

) 1 .
—AZ" K, — pnyop {Z™ — éémqpq, Z7}.

ii). {2, 29 p = {2,729} —{Z',Z" —

Usando a equacao (3.3), {Z%, Z7} =0,

S0P (o 2} + L, Z3))

U2 K} + 2~} 2 23} + {50700 7)),

{Ziu Zj}D = ({sz Zn} + {Zi7 -

Com a equagdo (3.3), {Z°, 2"} = {pm, Z;} = {Z',pm} =0 e {Z',K;} =0},

(7.8 = {2 =30 n 10 (~dm) — B8, 7}
= (58D 2} {8 2N ()
(50 by 2} + {50, Yy,
Usando a equagao (3.3), {p,, Z°} = {6™°, Z'} = 0,
(7', Z7}p = 0.

1
S0P M0 (Ko — o B} —

1
_{Ki7 Kn _pn}(sgz{zm - §0mqpq’ KJ}

ii). {Ki, Kj}p = {Ki, K;} —{K;, 2" —
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Com a equacao (3.3), {K;, K;} =0,
n 1 no m
{Ki7 Kj}D = ({KM Z } + {Ki’ _50 pO})(sn ({K"H Kj} + {_pm7 KJ}> -
—({Z" K} 12", =pa})05, ({27, K} + {= 50"y, Kj}).
Usando a equacao (3.3), {Ky, K;} = {pm, K;} = {Z",p.} =0 e {Z', K;} =0},
, 1
(K Kjtp = —0n05{—50""pq, Ky}
. 1 1
(" e B} (307, K ).
Usando a equacao (3.3), {p,, K;} = {6™, K;} =0,

). {720y = {740} — {71 2" — %H”Opo}(—égl){l(m =} —

—{Z' K, —pu o {Z™ — iﬁmqpq, '}
Com a equagao (3.3), {Z", 27} =0,

L L) S )

({2 K} 4 {2 —p (2709} + {567y, 7)),

{Ziwxj}D = ({Zia Zn} + {Zi7 -

Usando a equagao (3.3), {Z%, Z"} = {2, K,,} = {Z',p,} ={Z™, 27} =0 e
{Zi7 Kj} = 6;7
o 1 . . 1 -
(22" p = {Z', =50"po}o 0y, — 0,0, { =50 Py, 2"}
- 1 | , . 1 . 1 ,
= ({Z%po}(=50") + Pl Z", =50 })0 — 03 (=5 0™ Py, &'} +{=50™, 27 }py).

Usando a equacao (3.3), {Z%, p,} = {Z",0™} = {6™1, 27} =0 ¢

{xj’pq} = 537

{Zi, .%j}D

550" (6))
ST
2

1

50" P} (<O K = P, 2}

1 .
—{K;, K, — po Yo {Z™ — §0mqpq, '}

v). {K, 2 p = {Kja'} —{K;,Z" —
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Usando a equacao (3.3), {K;, 27} = 0,
e lip = (B 270 4 UK =507 po )0 ({Hons 27} 4 {=pms 27}) =
— (G, K} + {Ki, =pa})0n, (127,27} +{=50™pg, 27 }).

Com a equagao (3.3), {Z", K;} = 6" {Kn, 7'} = {K;,K,,} = {Ki,p,} = {Z™, 27} =
0 e {2, pn}t =207,

(Kooilp = (=07 + (Ko~ 0" p 1)o7,
1 1 .
= (07 4 (K8, o} + (o p b 58
Usando a equagao (3.3), {0",po} = {K;,po} =0,

{Ki, .lej}D = —(SZ

1
0" (=0, W Ko — Dy D5} —

'UZ) {Zi7pj}D = {Zzap]} - {ZZ>ZTL - 9
. 1
_{217 K, — pn}ég{Z’” - éemqpqvpj}'
Usando a equagao (3.3), {Z%,p;} =0,

) ) 1
Z'pitp = ({2, 2"} +{Z", _§9n0po})5?({Km7pj} +{=pm,pj}) —
) ) 1
~({Z", Ko}y +1{Z", =pu})6,, (1 2™ ps} + {—§9mqpqapj})-
Usando a equagao (3.3), {Z", 2"} = {K,pj} = {pm,pj} = {Z"pn} =0 e
{ZivKn} = 5317
i i n 1 mq
{Z'pj}p = _6n5m{_§9 P> i}

—Om(= 50" P, 03} + {=50" }py)-
Usando a equacao (3.3), {p,.pj} = {0™%,p;} =0,

{Zi,pj}D = 0

.. n 1 no m
vit). {Ki,pj}p = {K;,p;j} —{K,2Z" - 59 Do} (=6 )N Koy — Dy D} —

1
_{Ki: Kn - pn}5?n{Zm - §9mqpqapj}-
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Com a equacao (3.3), {K;,p;} =0,
Kopdo = (Ko 2% + (Ko~ 0 po )07 (K} + (o pi})
—({ K, Ko} + {Ki, —pa} )05, ({ 2™, i} + {—%9’”qpq,pj})-

Vamos usar a equacado (3.3), {Kn,p;} = {pm.pj} = {K;, K,} = {Ki,p.} = {27, p;} =
0 e {Z' K;} =0, para ter
) ) ) 1
viid). {Z0,0Yyp = {7200} — {7, 7" — §€”°p0}(—5:f){Km — P,y O —

1
§9quQ7 ekl}

7' K, — pa}or{Z™ —
Com a equacao (3.3), {Z¢, 0%} =0,
i pkl i n i 1 no m kl kl
{2.0% 0 = ({227} +{2", = 50"po})0n" ({Kom, 07} + =P, 07}) —
. ‘ 1
—({Z", K} + {2, —pa}) oy, ({27, 0"} + {=50™pq, 6'}).
Usando a equacdo (3.3), {Z%, 2"} = {K,,, 0"} = {pm, 0"} = {Zi,p,} = {Z™, 0"} =
0 e {ZL,K,} =0,
(7,08, = _5;5;{—%9”%,9’“’}
A 1 1
_5:71(_50771(1{29(1’ Hkl} + {_Eemqa le}pq)
Usando a equagao (3.3), {p,, 0"} = {6™,0"} = 0,

{(Z. 6 p = 0.

1
éenopo}(_(;zm){[{m — Pm; 7Tkl} -

, 1
_{Zla Kn - pn}éfn{zm - §9mqpq’ 71-lcl}-

Zl’) {Zi,ﬂ'kl}p = {Zi,ﬂ'kl} — {Zz, Zn —

Com a equagao (3.3), {Z*, m} = 0,

{(Z',myp = ({7, 2"} +{Z', —19"0190})521({[%7 T} + {=Pm, T }) —

2
) . 1
—({Z", Ko} +1{Z", —pn})0;, ({27 i} + {—§¢9mqpq7 Thi})-
Vamos usar a equagao (3.3), {Z%, 72"} = {Kp, T} = {pm> T} = {2, pu} = {Z™, 71} =
0 e {Z',K,} =6, e podemos escrever que,

‘ . 1
{ZZ, 7TM}D = —5;(5;2{—597”(1%7 Wkl}

) 1 1
= —5:71(—5077“1{]% T} + {—iemq, Tk} Dq)-
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Usando a equagao (3.3), {pg, i} = 0,{0™9, m} = 0™,
4 1.
{28 matp = 500"

Ly
= 55 qkzpq'

, , ) 1
) AKL 0" = (K0} = (K 27 = S0 po (=07 ) { Ko = pm, 0™} =
. 1
—{ K, Ky = pa}on {27 = 50" Py, 0"}
Usando a equacdo (3.3), {K? 6"} =0,
. . |
(K00 = (L2 (=0 ) (o, 64} + (= 0°) —
. . 1
—({K", K} + {K' =pa))on ({27, 0™} + {=50™pq, 6"}).

Com a equagao (3.3), {K,, 0"} = {K;, K,,} = {Ki,p.} = {Z™,0"} =0 e
{Z', K;} = &}, temos que
{K',0"}p =0.

N n 1 no m
xz). {Ki,ﬂm}D = {Ki,ﬁkz} - {Ki, " — 59 po}(—5n ){Km —pmﬂfkl} -

1
_{Kz7 Kn - pn}éﬁL{Zm - §6mqpq7 7"-kl}'
Com a equacao (3.3), {K;, m} =0,

{Ki mutp = ({K 2"} +{K;, —%Q"OPO})W({KWWM} +{=pm, mu}) -
(1K K} + U = DI ma} + {507y, ).

E finalmente com a equacao (3.3), {K,, mu}t = {pm, i} = {Ki, K.} = {Ki,pn} =
{Zmaﬂ-kl} = 07
{Ki,mu}p = 0.

C-3 Demonstragao da equagao (3.22)

1 ,
50" Po} (=) {E — pin, X7}

. 1 )
—{ X" K, —p,}or {2 — §8mqpq,X”}

1

= {XivXj} + ({Xlﬂ Zn} + {Xi7 _§9n0p0}>621({Km’Xj} + {_pman}) B

(XK 4 X D27, X9} + (507, X)),

) AXL X}y = {X X9} - {XT, 2" —
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Usando a equagao (3.21),

(X1 X7} p = {X' X7} + ({o' + %Qiqpq, 7"} + {a' + %9“@, —%9""])0})5;”.
([ + 3079, + {—pst? +567m}) -
S+ g8 Kb + (4 50, —pa )
HZm, 27 + %Hjxpx} + {—%qupq,xj + %ijpw})
= {XL, X} + ({2, 2"} + {%eiqpq, Z"}y + {a', —%H"Opo} +

1 . 1 . 1 . .
+{§0Wpra _§6nopo})5zl<{Km7 xj} + {Kma _ejsps} + {_pma I’J} +

2
b 300 — (& K} + {5090, K} + 2%, —pa} +
HG0 Do —pu DI Z™, 0} + {27, S0} + (=507 7} +
H—%Qm"pq, %W“’pw})-

Usando a equagao (3.3), {z%, Z"} = {K,, 2’} = {2", K,} = {Z™, 27} =0 ¢

{z',pn} = 4y,

(XX = (X X9} (0%, 2} + (o~ 50} + (507D~ 56 n 1)

([ 52} + {-pr 500 + ) — (50", K} — 04+
G0~ DO {27, 507} + (= 50™pg, 07} +
+{—%9mqpq, %ijpw})

) . 1 . 1 . . 1
= (XX} (50 py, 27} + {50, 27y + { mo} (—507) +

) 1 no 1 ir _1 no 1 ir _1 no m

([ B 07 + D, 567} + (=P Db 58 + i, 307} + 85,) -
(G0 (s K} + 50" Koo = Gt 26" (o=} + (307, —pa}p)
{27 Y57 4 a7 507} — 0™ (py 9} + {507, ), +
H—%qupq,pw}%@jw +pw{—%9mqpq, %9“”})‘

Com a cquagio (3.3), {p,. 2"} = {69, 2°) = {#,0"} = (K, p.} = {K,. 07} =



= {pmapt} = {pmaejt} = {pu:Kn} = Oa

o o 1 1 1. 1 1
(XU XYp = {XL X} + (=5070, — S0 {507 Dr.po} + po{ 507 Dr, — 50" }) 0710

A DR 1, 1 1,
+000m (507907 + {50y pu} 50 + Pui—50"pg, 567})

o 1 1 1. 1 .
= (XX} + (=00 = 50O (e o} + 1587 pobog) +

1 . 1 1 . 1 ) 1 .
0G0 (s =50} {507, — 50 D)+ T (50776 +
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t

1 1 1. 1 1.
+{ 29 {pg:Pw} + { 29 ,pw}pq)29 + Pu( 29 {pq,29 }+

1 1 .
N )
E com a equagao (3.3), {p,, po} = {07, po} = {6",0™} =0,

. ; . : 1 .. 1 o
(XY = (XX} = 5078+ 505,

) ) 1 .. 1 ..
= {X' X'} - 59” + 56’”- (C-1)
Agora iremos calcular o paréntese de Poisson { X% X7}. Logo,
— Xt 0X7 Xt 0X7
(X0 X7} = 0X"'0 _8 0 .
0z, Op,  Opp Oxy
Usando a equagao (3.21),
) ) 0 1. 0 o1 . 0 1 . 0 1.
X'l X] — 1 _ 0 - J _ ] o Y] - 10 - J _ Jm
{X", X7} g, @+ 50 po)apn(l“ + 56" Pm) 3pn(x +507Po) 5 (27 4 507" pm)

02 1o 1,00, 00
0x,2  Op, 2 Op,Ox,

1 1 . .
= 0, =0""0pm — =0"00,0;

1 . . |
— 75— 6]

2 Tl O
Loii _ Loy
2" T2

o

Portanto, a equagao (C-1) fica
1 .. 1 .. 1. 1

Xin . _pit_ —pig _ —pit —nu
{X", X’}p 29 29 29 +29

- 0.

1 no m

50 P} (=00 N K — P> pj} —

. 1

— X" Ky = pu o, 2™ — §9mqpq7pj}
1

“) {Xiapj}D = {Xi’pj}_{Xivzn_

= {X'pj}+ ({X", 2"} +{X", 20" Do} )00 ({ K 0} + {—Pm-ps}) —

2
(XK} + X —pa DO (27} + (= 5070 )
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Usando as equagoes (3.21) e (3.3), {Ky,pj} = {pm.p;} = {Z2™,p;} =0,
o = (Xp} = (el + 58, Ko) + (o' + 5070, —p =500y 25)
= (X p} - (K} + (50 Ko} + (o —p} +
500, —p O (= 50™ 0y, 03}
Usando a equacao (3.3), {2, K,,} =0 e {2',p,} = 0",
Kpidn = (X0} — G0 (pg Kb + (38 Kby — 04 + 369 (py—pa} +
G0, ) (58 by B3} + {507 p}p0).
Usando a equagao (3.3), {p,, K.} = {6, K.} = {pg, pn} = {6"%, p,} = 0, obtemos
{(X'pitp = {X'p;} (C-2)

Agora iremos calcular o paréntese de Poisson {X", p,}. Logo,

Oty Opn Opn Oy

{Xi’pj} =
Usando a equagao (3.21), temos que

i o ;i 1y
{Xp} = axn(x +50%pq)d;
ozt 1 . 0p
— L B
(an+2 8:Bn)5j
ox'
_ 6_%5j

= 00jn

= 0;.
Portanto, a equagao (C-2) fica

{Xi,pj}D = 5;

ii). {X" 2'}p = {X', 27} —{X", 2" - %enopo}(—W){Km — Pm, @’} —
. 1 .
— X" K, —pator 2™ — §9mqpq,zj}
= (X} (X 274 (X =507 (Ko} + {7} =

XK (X —p )27, )+ {87y, ).
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Com as equagoes (3.21) e (3.3), {K,, 2’} ={Z™, 27} =0 e
{pmux]} = —(5%“
7 j % j i 1 1S n 7 1 15 1 no m SJ
{Xaxj}D = {X,x]}—}-({x +§0 pS)Z }+{I’ +§0 psa_EQ po})én 6Zn_
) 1 . , 1 . 1 ;
(' 30 K+ o'+ 500 —pa D=0,
o A 1 . |
— {XZ,ZL']} + ({xz7zn} + {5915p572n} + {I’Z, _éenopo} +
1 . 1 . 4 1 . .
+{§‘9wp37 _§9nopo}>5% - ({xz’ Kn} + {ielspén Kn} + {mz’ _pn} +
1 . 1 .
+{§9Z8p87 —pn})5%{_§9mqpq> $]}'

Usando a equagao (3.3), {2, Z"} = {z", K,} =0 e {z',p,} = 3",

o L 1 . 1 . ) 1
{Xz,mj}D — {Xl,ﬂﬁj}—F (5915{1)8’271}_|_{Eezs’Zn}ps+{xz’po}(_§9no) +
1 1 . 1 1 . 1 A
i __pgno Zgs __gno By —_Zgron g —
+poir’, 5 b+ {2 Pss Do} ( 5 )+po{2 Pss =5 1),
1 . 1. 4 1 .
_(iels{ps, Kn} + {59187 Kn}ps - (5:1 + 5618{2987 _pn} +
1. 1 . 1 ,
50, —padp )T 50™ py 27} + {507, 27},
Usando a equacao (3.3), {ps, 2"} = {0%, Z"} = {a*, 0™} = {p,, K,,} = {0" K,,} =
= {psapn} = {eis’pn} =0 e {xjapq} = 537
7 i 7 1 ]' no St 1 1S 1 1S 1 no
{(X27p = {X 713J}+(—§9 0y — (59 {ps,po}+{§9 ,po}ps)§9 +
1 . 1 1 . 1 .
~pis __—pno Zgis __gno 7
HPo(50°{ps, 50" + 1507, =50 }ps))0y,

(B (8™ (50)))

Com a equagao (3.3), {ps,po} = {0, p.} = {6%,0™} =0,
(X', 27})p = {X" 27} — 56”2(5% + 55;10””
= {X' 27} — 5(9” + 50”. (C-3)

Agora iremos calcular o paréntese de Poisson {X* 27}. Logo,

0X't 0xd B 0X' 0xd
0xn, Op,  Opy Oy

(X' 27} =
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Usando a equagao (3.21), temos que

o ,, 1

(X' 27} = ———(2"+ =0"p,)5)
dp 2
oxrt 1 . 0p,. ..
= (- — =11 =17
(8pn 5 8pn)n
— _%eiq(sqnag
1 . .
—  ___pingi
29 5
-
2

Portanto, a equagao (C-3) fica

o R D
{Xha'tp = (X2} — o607 + 507

1 .. 1 .. 1 ..
— _Zpu_ Zpi sy
2 2 +2
1 ..
— __pii
2
= Low,
2

1
§6nopo}<_5rr?){Km — Pm, ekl} -

A 1
_{Xzy Kn - pn}(an{Zm - §0mqpq7 gkl}

’iU). {Xi70kl}D = {Xzaekl} - {X’L>Zn -

= (X0 (X2 (X =0 ) (Ko 6) + (i, 0°) —
(X Kb+ (X =27, 04 (= 50™, 04,
Usando a equagao (3.3), { K, 0%} = {pn, 0"} = {Z™, 0"} = 0,
(X0 = (X 67) — (X, Ko} + L —p )7 (0™ (g 04 + (5070, 6}py).
Com a equagao (3.3), {p,, 0"} = {6™?,6"} = 0, obtemos
{X",0"yp = {X',0"}.
Usando a equagao (3.21),
(X600, = {of+ %eitpt’ekl}
= {20 + {567, 64).
Com a equagao (3.3), {z¢, 0} =0,

. 1 . 1 .
{XZ,QM}D — EHZt{ptaekl}+{§€Zt70kl}pt'
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Novamente com a equagao (3.3), {p;, 0"} = {0%, 0"} = 0, obtemos

{Xi,(gkl}D
) . ) 1
V) AX ity = {X mu}—{X" 2" - 59710]90}(—5?){-’(771 — P, Tt} —

. 1
—A{ X" K, —pu}op {2 — §9mqpq,ﬂkl}
1
_§9nopo})5:?({Kma 71-kl} + {_pm7 71—kl}) -

(X K} + 1X —pa DO (2 i} + {58y, ).

= {Xivﬂ-kl} + ({XZ’ Zn} + {Xi7

Usando a equacao (3.3), { K, T} = {pm, 7} = {Z™, 7} = 0,

(madp = (X mah = (X Ko} + 0, )= 567 o) + {58, k)
E com a equagao (3.3), {pg, i} =0 e {0™%, my} ="} e a equagao (3.21),

(X', matp = {«'+ %Qispsﬂm} ({" + 9”198, Ko} +{2' + prs, —Pn})0p, (——5 "kPq)

= {2 Wkl} + {lé’isps, 7Tkl} — ({2", K,,)} + {59“})3, K} +{2", —p,} +
+{ 0" s, —pn}) 05, (— 5 "kiPa)-
Usando a equagao (3.3), {z', 7} = {z', K,} = 0,{z",p,} = 0",
(X' mu}p = %Gis{ps,ﬂkl} + {%9“, Tkl }Ds — (%Gis{ps, K.} + {%9“, K, }ps — 0% +
T R £ A PR LA RS

Com aequagéo (33)7 {p877Tkl} = {p87 Kn} = {91‘57 Kn} = {psapn} = {eisapn} = 07 {@is) 7T-Icl} =
5iskl7
7 1 15 ) mq
{X 77Tk:l}D = 55 kiPs — 25n5m5
= 35 isklps - 51 6"iPq

2

1 18 1 7
= 55 kiPs — 55 qklpq
= 0.

S o ) 1 .
vi)- (X' Z0p = (X' 2} =X, 27 = S0 po (=0 { K = P, 27} =
1 ;
X Ky = Y2 — 50y, )
S ) 1 . ;
= X2 X 20 X =207 po )00 ({ Ko, 27} - {=pms 27}) =

(XK} 4 X D27, 2} + {07, 27)).
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Usando a equacao (3.3), {pm, 27} ={2™, 27} =0, {Z', K;} = 0},
DX, 2p = (X, 20} 4+ (X027 + (X0 H(—50) + o X, — 50 D3 (-8%,) -
XK} + X —pa ) (87, 27} + {87, Yy
Usando a equagao (3.3), {p,, Z°} =0 e a equacdo (3.21),
(X' Z04p = {4+ 50%., 27} + (o + 507, 27 = 30700+ 507D} +
Fpo{a + %eisps, —%9%})(-5;;)
= ()4 (8 P} (5 2 + (8 2 — 50 () +
500 p}) + po({et, 58+ {567~ 50" D) (~8).
Com a equagao (3.3), {z, 27} = {z',0™} = 0, {2°,p,} = !,
(X200 = S0 24 (567 24+ (5070 27} + (367, 2"Yp.)
=07 50 ok + (0%l + a0 (e —507) +
G0, =307 ),) ()
Usando a equagao (3.3), {ps, Z7} = {6, Z7} = {ps, po} = {0",po} = {0",60™} =0,

o 1 o
(X2} = 50703,

1 ..
— 5]

2

1

29
_ L
2
. . 7 7 i n 1 no m
vid) X5 Kyt = XY Ky = {X5 27 = 50" po} (=07 { K — P, K} —
. 1
—{ X" Ky = pn}6, {2 — §9mqpq> K;}
= {XZ’ Kj} + ({le Zn} + {X17 _§0n0p0})521({Km’ Kj} + {_p’ma KJ}) -
—({X K} XY —pa})0n (127, K} + {=50™pg, K})-
Usando a equagao (3.3), {Km, K;} = {pm, K;} =0, {Z™, K;} = 7",
) 7 7 7 n m 1 m
(X5 Kt = AX Ky} = ({X0 Ko+ {XY —pa})on (07" — 50™{pg, K} +

1
+{_§0mq7 Kj}pq)
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Usando a equacao (3.3), {p,, K;} = {0, K;} =0 e (3.21),

XK} = (a4 0% K — (o 56%s K} + o'+ 267D, —pa})0)

= B 50 K} — (0 K + 5070 K} (o=} +
0D D))
Usando a equagao (3.3), {z', K;} =0, {z,p,} = d.,
XK dp = 0 )+ (50 Ko — (50 (p Kud + {507 Koo —
—b), + %Gis{ps, —Pn} + {%9“} —Dn}Ds)05

Usando a equagao (3.3), {ps, K;} = {0, K;} = {ps,pn} = {6, pn} = 0,

{XZ',K]'}D - (5;



Apeéendice D: Demonstracoes do

Capitulo 4

D-1 Demonstragao da equagao (4.2)

: : 1 -
i). 0X" = i[X", —w,, L]

2
= X %wpa(X”p" — X7p’)]
— (XA (X7P - X7B) — (X7 - XB)X)
- %wpg(X“pr” — XX p? — XPpO X" + X prXH)
= (X XPp] 4 [X7pY, XF)
= (X XU XI[XE 7] + (X7, XPp? £ X [p?, X))

Usando a equagao (2.26) e a equagao (2.29)
JXH = %wpa(iXpn“" X
1 PO 1 O P
= —§wan e + §wp(,X i

1 (o2 1 g
= —§Xpwpa77 B §n“pme

1 1
= —§CU’D’uXp—|—§wM XU

1

1 ag
= (WX, + 07X,

1 1.
= §w“po + Ew“ Xo-

= WX,

_ e v
= wh X".
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) S R
it). 0py = [Py, zWpe L]

2
— i[p,, %wpa(pr“ - X7p”)]

h %wpo(pu(X”p” - X7p’) — (X’p” — X"p”)p,)

a %Wpa(pupr" - pXp” — X’p’p, + Xp’py)

- %“’pa([pm Xp7] + [X7p”, p,))

- %wm([pu, Xp? + X[p, 7] + (X7, puJp” + X7 [P’ Pu)).-

Com a segunda equagao em (2.11) e a equagao (2.29),

l

6p, = §wpa(—in5pa+in2pp)
g 1 ag
= §wpan£p - §wpa7]“pp
1, 1
= éwu Po — iw Mpp'
Como w” , é antissimétrico, ou seja, w’” , = —w, ”,
| 1
0py = 7% Po— 5(_Wu 9)
1 L,
= w, Py
v e 1 P
i1i). 0L ilL ,§wpUL ]
- 14 14 1 g o
i[XHp” — X"p¥, swpe (Xp7 — X7p”)]

2
?

§wpo((X“p” - X"p")(Xp? — X7p’) — (Xp? — X7p”)(X'p” — X"p"))

%wPU(X“p”X”p” — Xp"Xp” — X"'p' X p? + X"'p'X7p” — X p? X¥p” +
+Xp?X"pt + X p’X'p” — X7 p’X"p")

%”pa([X“p”, Xp?] + [X"p", X7p’] + [X7p”, X¥'p"] + [X’p7, XP"])
%‘“’pa([X“p”, X?p? + XP[X'p”, p°] + [X"p", X?]p’ + X7 [Xp", p’] +
+[X7p”, X*p” + X¥[X7p”, p"] + [Xp?, X"|p* + X"[X’p?, p*])

(3

E%a(([X“, X?p” + X*[p”, X)p? + X ([X*, p?]p” + X*[p”, p7]) +
+([X¥, Xp" + X"[p*, X°])p” + X7 (X", p’]p" + X" [p", p’]) +
+([X7, X*p” + X [p”, X"])p” + X*([X7, p"]p” + X7 [p”, p"]) +

+([X?, X ]p” + X?[p?, X"])p" + X" ([X?, p"|p? + X’[p?, p"])).
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Usando a segunda equagao de (2.11) (2.29) e (2.26),

oL*

i -
§WpUXu(_an )p + 9

i o
+§wan (—in*")p” +

wngpm“” v+ %me”(—in"“)pp + %wng”in”pp“ +
/l: v ag
5 §wan intp
1 BV 12O 1 PO SV 1 Vo O p 1 T VP
§wpo—X n"p —§wan n*p +§wan n’"'p —§wan nrp" +

i - VO
wan“m pp+§wan”(—zr] P+

1 1 1 1
+2W Xanupp - §Wanu77 pp + §wanp,rluapu - §wpUXV77pMpU
1 1 1 1
§wpUX“77p”p" — §wng"77p”p” + §wng"fr]"“pp — §wpoXp77““p” +

1 1 1 1
+2wan”77“”p —§wng”77“”p +2w,mXpn p* —§wan“n p’

1 v o 1 v o 1 v 1 v
5&) UXHp —5(,(] OX p“+§w“pX pp—§w“pop +
—i—l nXO v 1 & U_|_1 v xP w_ L v X HpP

Wh L + Wt L.

. o1 -
). 0x!' = i[x", zw,e L]

2
1
gwpa(X”p" - X7p’)]

i
= iwpa(x“(pr” - X7p’) — (Xfp? — X7p”)x")

= i[x",

— %ww(x“X”pU —x'X7p? — XPp7xH + X7pPxH)
7
= (e X007 4 X7, )
7
= (b X X 7] X7 X[ )

Usando a primeira equagao de (2.8) e (2.25),

oxt =

) 1 1

5o ([, %7 + S0P, |p7 + X7 + [x7 + 0% pa, XV |p’ + X (—in”)

7 1 1 ) 1

0o (KX 4 S077D,) = (X + S0P X7+ i/ X + (X + 507 D) —
1

X L)) i)

: 1 1
3@eo (XX + S, 077D, )p7 + i 7 X2+ ([x7, %] + 507 pa, X' )P —

Com as primeiras equagoes de (2.8) e (2.11),

) 1
0 = S (8 4 S (0 07Ip, + 67" p )7 +in X +

1
(@0 + 5 (107, x"|pa + 07%[Pa, X']))P” —

—in"X).
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Com a primeira equagao de (2.8) e a equagao (2.12), obtemos

1 j 1 1 )
OX = =200, p” 07 BT — X et — Sl w7 (i) +

2

1
+§wpg77‘“’X".

Usando a equagao (2.25),

oxt

1 1 1 1 1
—59“pwpap" — Zﬁ“pwpap" — §w'°“(xp + éep,,p”) — §wp090“pp +

1 1 1
+pr00“gpp + §w“”(xg + 590—771377)

1 1
wh (x¥ + §9p”p,,) — 59““w,,ppp.

D-2 Demonstragao da equacao (4.6)

M, M#]

[(Xtp” — XVp" — 0w} + 0"}, XPp? — XpP — QPBWBU + Qaﬁwﬁp]
(Xtp” — XVp* — 04wV + 0V F)(XPp? — Xp” — 6”’6#5” + Ggﬁﬁﬁp) —
—(Xfp? — X7p? — (9'0'37%" + Hgﬁﬂ'ﬁp)(X“p” — XVpt — 0"l + 0" 1)
XrpXPp® — XMpXopP — Xupvgpﬁ%a + Xupvgaﬁ%p — X'prXPp +
+XVPIXIPP + Xpr0P s — XprOPr f — 6rT VX Pp +
+0Hr Y X7pP + Q“O‘WQ”@MW; — H“O‘Wa”ﬁoﬁﬂﬂp + 0" fXPpT —

—0" FX7pP — 9”0‘7ra“9”57rﬂ" + e”awaﬂeaﬁwﬁp — X p?XHp¥ +
+Xp’X"p! + XPp?0H i, — X p?0Yin  + X p’ X pY —
—X7p’X"pt — XpOHr,l + Xp o m} + 0 S X p” —
—Gpﬁwﬁ"X”p“ — epﬁwﬁgeﬂaw; + GPBWﬁUQVQWa“ — QgﬂwﬁpX“p” +
—I—H"’BWB'”X”p“ + 9"[3%”9“‘“77&” - 9”5W6p9”“7ra“

[(X"p”, X’p7] + [X7p”, XV'p"] + [0777,7, X!p*] + [XV'p", 07 ] +
+[Xp?, X"p"] + [X"p", X7p”] + [X"p*, Gpﬂﬁﬁ"] + [Qoﬁwﬁp, X"p" +
+[Xp?, 0t V] + [0*w,), X7pP| + [0*w), 9’)5%"] + [Haﬁﬂﬁ", or .l +

07w XPp7) + [XTpP, 07 ] + (6070w, 07w ) + [0, 07 ).
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[M", M”7] = [X'p¥,X’]p” + X’[X"p", p”] + [X7p”, X"]p” + XM[X7p’, p] +
07, XMpY + X077 7, p¥] + [XIp”, 07 £ + 079 [XPpY, ] +
+[X7p?, X"]p" + X¥[Xp?, p"] + [X'p", X]p” + X7 [X ", p’] +
HX P!, 07 + 07XV P! w7 + [07F 7, XY pt + XV (070 L, p] +
HXPP7, 04, + 0" [XPp, 7 Y] + [047Y, X7Ip? + X°[0"m,, p] +
Horem L, 0+ 0P (0RO Y 7] + [eaﬁwﬁf’, 0y + 0" 107 ] +
+[0vom , XP)pT + XP[0V0m  p%) + [XOpP, 07w 4 0V X p?, T ] +
HOPP 7, 07T b 4 0707w )+ [0 L 67 mf + 0°P [ T )
= ([X*,X"]p” + X" [p”, X?])p? + X*([X*, p°]p” + X*[p”, p]) +
+([X7, X"p” + X7 [p”, X"])p” + X*([X7, p"]p” + X7[p”, p"]) +
+([67°, X g7 + 9’35[% XH*)p” + X“([G”ﬂ,p”]wﬁ" + Hpﬂ[ﬂﬁo,p”]) +
+([X,07p" + XH[p", 07 ) + 077 (X", mf p” + X [p¥, 7)) +
+([X7, X"p? + X [p?, X])p" + X" ([ X, p"]p” + X’[p?, p"]) +

+([X”, X7]p" + X" [p", X7])p” + X (X", p’]p" + X"[p", p”]) +

_|_

X, 077 + X[, 0] 4+ 077 (X7, | + X ) +

+

6077, X )7 f + 07P[x f XY ))p# + XV ([0, pH]mf + 077 [, p*]) +

+

0, X7, + 6,2, X)pP + X (84, Y + 6" [, pF]) +

0", 0%, + 0422, 077+ 072 (0% Y+ 0% m]) +

_|_

+

077,041 + 07 [, 0" V)m . + 0 (077, w1 + 07 [, w)) +

_l_

07, X ]+ 0", XP]) B + KO0, 7] + 02 [ b)) +

+

X7, 00 + X7 [, 077 )+ 0 (X7, 7 Jp? + X7 [, 7, 1]) +

(
(
(
(
(
(
(
+H([XP, 0m]p” + XP[p”, 0" m ) + 0" (X, 7w 1p7 + XP[p7, 7w ]) +
(
(
(
(
(
+([077, 0"y + 07 [m 7, 0" ) b+ 0 (077 7w m g + 07 (w7 w D) +
(

(7 6PN+ 00 6 + 67 (07, w4+ 07 )

Usando as equagoes (2.11), (2.13), (2.17), (2.27), (2.28), (2.29), (2.26) e usando o fato que
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T comuta com 7;;, obtemos

MM =

XH(—in™)p° + XPinh p” + X (—in"*)p” + Xt in p” +
+XP(=in"?)pt + X"in'p? + X" (—in")p” + X%in"pt +
+0“O‘(—ingﬁ”)7r 7 4 Qpﬂmgwﬂ Y497 (— mgo‘p)ﬂa” +
+-01in7h 'rd + 08 (—i EO‘”) T+ e”amffﬂwﬁ" +

+60"*(— mgﬁﬂ)wﬁ Gaﬁm

i XPpY + it (=Xp”) +in”?Xp" +in"’(—X"p7) —

—in*Xp” —in"?(=X"p?) — in"? X p" —in” (=X"p’) —
—i0"* (™" — n””nﬁ)ﬂ + 07 (= g )m, —
=677 (0™ — 0§y + 6" (nIn™ — 0w —
—i0°° (™ 77”"773) w4 007 (i — )y —
—i0" (g — " nl)m 40077 (i — 0¥ g )m,)!

"7 XPp” + it (=X"p’) + in"?X7pt + in"? (- X"p7) —

—in"?Xp” — in"?(=X"p?) — in”? X p" —in"? (—=X"p”) —
—i0"n 776”7r + 10 P P Ty + 19"577“ Wnl—

—i@pﬁn‘wnaﬁ i@”ﬂn“na”ﬂa” + i@”ﬁn“pno‘wa” +

—i—i@““ngnﬁ’jw 26”“77‘”’ Br P _ ngﬂnv ao - # 4

+i9p’877””77°‘7r H 490" nf 77*3“# i@”anp“naﬁ 7 —

—iﬁ”o‘ngnﬁuwﬁp + ié’”o‘na“nawﬁp + i@”ﬁn Y — 19"’377””77 m

in'? (XPp” — X'p”) +in" (X7p" — X¥p?) —

—in"*(X7p” — X"p?) —in”? (X’p" — X\'p”) —

—2’9““77{;775”%" + i@“angnﬁywﬂ +

+i9“°‘77””n§7r 7 — i@”ﬁn”pno‘wa“ +

—HQ’JBU“ O zé’pﬁn” x4

—l—z’@"'gn“pngﬂa” — iﬁ”anp“naﬂﬁg +

+i9"°‘77§775“7r 7 — i@”angnﬁ“ﬂﬂp +

+29”O‘n"“na — z@pﬁn‘wn T, +

—HQ’)BU”" qm b — i@“an‘”’ngwﬁ —

—ig°P ng n°Pr.r +i6°” ngn*’m .
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M MP7] = it (XPp” — XVpP) +in”?(X7pH — XHp7) —
—in*’(X7p” — Xp”) — in” (X’p" — X"'p’) +
+i9“an”png7rﬂ‘7 - i@”ﬁn”pngﬂa“ +
+i906n“pn§7ra” — i@”an“pngwﬁ” +
+z’9”a77“"77§7rﬂp — ifrP nonsmy +
—1—@’9”677”"772%&“ — 0"y oy

= (X~ XU — 0 0" ) +
+in"?(X7pt — XHp? — 9”'8772‘%&“ + Q“angwﬁ”) —
—in*?"(X7p¥ — X'p7 — 0"*nlm + 07 ngm.”) —
—in””(pr“ — X'p? — Quangwﬁp + gpﬁngﬂau)

= i (Xp” — X"p” — 071}V +0"nw F) +
+in"?(Xp" — XHtp? — 67 ! + 0, 7) —
—in"(X7p” = X"p? — 0"n, 7 +0°m,)) —
—in? (XPpt — XMpP — 01 P 4 0P )

= i MP — i M — i M + i PMO*

D-3 Demonstragao da equagao (4.7)

1
i). oxt = i[x“,ﬁwaﬁMaﬂ]

- %waﬁ[X“ ,Xp’ = Xp* — 0°7m,’ + 07777

- %waﬁ(X“(X“pﬁ — XPp* = °m,0 + 6777, —
—(Xp? — XPp* — 071 P + 0% 7 _*)x)

= Lwas(RXOD — XKD X X0
—Xpx! + XPpxt + 0°7r Pxt — 0P Oxt)

- %waﬁ([X“,XO‘pﬁ] + [XPp*, xM] + [0°77,° x] + [x*, 077 m,%])
1

= Swas(lx”, Xp? + Xx*, p°] + X7, x"]p* + X [p®, x"] +

0o x4 00 [P xt] o+ [, 0%, 4 07 [x, 7).

(e

Usando a primeira equagao de (2.8), a equagao (2.12), a equacao (2.21) e a equagao (2.25),



121

temos que

1 o 1 a . a 1 a 1 @
5X“ = §wa5([X“,X —|— 50 ’va]pﬁ _'_ ZT]MB(X + 5‘9 77p77) + [Xﬁ + Eeﬁppmxu]p -

- 6% ]‘ € Z oo Z o (e}
—inf'(x” + 507pe) + S0°70' 5, X — 507" p°)
7 1 1 7
= Was((K"(x" + 5077py) — (X" + 56py )X )P’ + in X" + S0 07D, +
1 1 )
+((X6 4 i(gﬁppp)xu _ Xu(xﬁ + 59’Bppp))pa . in“ax’g _ %nuagﬂepe +

7; oo Z g o
+50°7 5 P = 5077 5P
i 1 | i
= was((", x4+ 5 ", 077, )P’ + i x* + S0 9p, +

) .
(B xS [077p, XD — i X — S0 0%+
/I: oo Z g a
+5 09T PX = 07" 5p).
Com a equagao (2.11),

/1: N 167 1 (6% (6% - (67 Z (6%
0x" = Swap((i0" + S ([x",0%]p, + 6 "X, pa )P’ + i x4 577“59 p, +

. 1 o - ue U i pBe
+(i6% + 5([95”7X“]pp+96”[Pp7><“]))p —intox’ — 5" 0°%p. +

a

+50°7 5 P = 5077 5ep").
Com a primeira equagao de (2.8) e a equacao (2.12),

X' = Swap((i0" + S0P’ + i X 4 o0y + (107 — 07 )p” —

. i i T
—m”o‘xﬁ _ §nu0966p6 + §9aanugxpx _ éeﬁanuggpf)

= Swanlin’x* — inox?)

1 1
= —_ §nuﬂwaﬁxa + §nuawaﬁxﬂ

1 (0% 1 6]
= §W“ﬁw5ax + 50" WapX”

= Owx”

_ n B
= wgx

N T 7
= whx".



122

1
ii). OXF = i[XFH, 5wwMaﬁ]
= %wag [X*, Xp? — XPp® — 9277 P 4 P71 2]
(XX — X 4 4 997

—(Xp? — XPp* — 071 P 4 0777 “)XH)

= %waﬁ(X“Xapﬁ — X“Xﬁpa - X“HO‘UWOﬁ + XHPBog @

—Xp X" 4+ XPpoXH 4 6°7 FXH — 0777 XN
= aasl[X*, XD+ [XPp, XU 4 [0, K] 4 [XF,0%°,))
= (XX 4 XX, p] (X, XPpe + X7, X+
H10°7, X, ? 07 2, X 4 [XE, 097+ 0% [XA, 7, 2)).

Com as equagoes (2.26), (2.27), (2.28) e (2.29),

OXH = %wag(in“BXa — inr*XP)
1 1
= —5Was" X+ S “WasX”
1 1
— 57}“5@5&)(0‘ + §n“awa5X6
e n”awaﬁxﬂ
_ WMBX’B

— WXV
= wh X",

a1 N
i11). Opy = i[Py, Ewa[gM A
)
— g [P, Xp? = XPp® — 0°m, + 07 m,°]

- %”aﬂ(pu(X”pﬁ - Xp* — 077, + 677, ) —
—(Xp? — XPp* — 00“%05 + Hﬁawaa)pu)
/1: o (07 oo (o2 «
= éwalg(p#X p° —p#XBp —p.f Wgﬂ —i—p#@B 7, —

~X*p’p, + X pp, + 077, p — 6777, py)

7
= Swas([p X7 + XD, py] + [0777,%, p] + [Py, 0777,%))

1
= Swas([Pu, X“p? + X*[p,, p’] + [X?, p,Jp* + X’[p*, p,] +

+[0°7, pul7,” + 6% (7,7, pul + [Py, 077, + 07 [Py, 7,%).
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Usando a segunda equacao de (2.11), a equagao (2.17) e a equagao (2.29),

iv). 60"

1
i[or 5waﬁM@ﬂ]

Sas (07 Xp7 — X P — 9w P 4 607

? C B
~wag(—intp’ + inp*)

2

%nﬁwaﬁpﬁ — %waﬁnfp“
%nﬁwaﬂpﬁ + %nﬁwaapa
Mpwasp”

wuﬁ Ps

W, Py

%waﬁ [0 XopP — XPp® — 927 F + 9% °]
Ewaﬁ(H’“’(Xo‘pﬁ — Xﬁpa — Haawaﬁ + 05077'0&) —

—(Xap’g _ Xﬁpa _ 904071-0,3 + Qﬁoﬁaa)em/)

a'_

_XopPgrr 1 XPpogr 4 oo Bgrr — oo age)
5%,3([9“”,)(“135] + [XPp®, 0] + [0°7m P, 0] + [0, 077w )
wag([0", X]p” + X0, p°] + [X7, 0" ]p* + X [p®, 0" +

HO 0P o 07,0 [0, 0%, + 07710 ).

Com a segunda equacao de (2.8), (2.13), (2.17), (2.20) e (2.28),

00"

%waﬁ(—wwng”ﬁ + i@ﬁang‘”a).
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Considerando que, nf" = pk nni — pkipn

)7

V). 0T

éwaﬁ[ﬂw, Xp? — XPp* — 9“”7@,’8 + 0% “

§wa5(7rm,X°‘p*B — W#VXBpO‘ — ﬂu,ﬂo“’ﬂgﬁ + 71'“,,(95071'

—Xapﬁww + X’Bpaﬁm, + OO‘UWJBWW — Q’BUWUQWHV)

Z. yaleie 1% 1% N o ra o, UV

SWas (=077 (g P — k) + 0 (i — nn))
%“’aﬁ(—i@“"nﬁn”ﬁ + 0%y + 07ty — 0P n oY)
%wafg(—wa“n”ﬁ + 0P 4 0P — @'05”77"0‘)

1 1 1 1
éwaﬂea“nyﬁ - 5%59“”77“5 - §waﬁ9ﬁ“77"a + §wa59ﬁ”?7“a
1 o v 1 av 1 vo 1 v 03
§w°‘50 “n C 5”5a9 nuﬁ + iwﬁagﬂun + §Wa596 n"
n#ﬁwﬁaeazx + nuawﬂa‘gﬁﬂ

n#ﬁwﬁaeau + nuawaﬁeuﬁ

wh 0% + wyﬂe“ﬁ

WO - O,

1

i[ﬂ'uw _WaBMaﬂ]

2
{

{

§Wa5(7TIuy(Xapﬁ _ Xﬁpa _ Haoﬂ_aﬁ + Qﬁa,ﬁaa) _

—(X*p” = X p* — 0°°m,0 + 07w ) m,)

o
7 o
o

]

sl XD 4+ (XPP, ] 0%, )+ [, 070 ,))

l

~Wap ([T, Xa]pﬁ + X[y pﬁ] + [XB’ Tw|P® + X’ [P, muw] +

2

+[0°7, w7’ + 0% (7P ] + [T, 0771, + 07 (7, ).

Usando a segunda equacgao de (2.8), a segunda equacao de (2.17) e a equagao (2.27),

577‘;11/ = Ewaﬁ(lna/iyﬂaﬁ - ZnﬁZVﬂ-aa)‘



Considerando que, 77“25 = Nalg — 775772,

/L. - o, O o, o . g g o
O = Gwas (i — Wym)m,” = i(nin] — njny)m,)

¢ B 8

= swaslininim,’ —ingtnim,l — iningw,~ +ininm,”)

2
1 o o . o . - o
- éwaﬂ (“7“7%5 — ], 71-'“/8 - ”757"1/ + anﬂ-,u )
1

1 1
= —SWaslli ™, + Swapn T, + Swagtli T, — Swasm,")

2 2

1

2 2

1

1 1
= _Waﬁngﬂﬁu —l— _Waﬁngﬂ-p,ﬁ + _Wﬁanuﬂ-ay + _Wﬁanfﬂ-ua

2 2 2

- waﬁngﬂﬂy + waﬁngﬂ-uﬁ

2

= wuﬂmy + wyﬁﬂ-’uﬁ

— W’ P
= W, Ty + W, Ty

1
vi). SMP = (M, Zwp M”7]

v v o
= §wpg[l\/[“ ,Mp ]

Com a equagao (4.6),

SMP = Sy (inf "M — i MO — inf "M 4 in M)
1

1 1 1
— __wpUnMUMPV + _prnVUMPH + §wpanMpMUV — Zw

2 2 2

1 1 1 1
= " we, M 4 —w,.n" MPH 4 éwpgn“pl\/["” + iw(,pn”pl\/["“

2 2
= " we, MY + wpen’ MPF.

Como MM ¢ antissimétrico, ou seja, M* = —M"#,

OMM™ = 0y, MP 4 117wy, M

= Wt M? + w” M,

VO O I
P\ |

125
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D-4 Demonstragao da equagao (4.8)

1 1
i) 6X! = XP, SwasM®? = 0Py + Shas ]

2
1 1

= i([X“’ EwagMa,@] + [X“, _aapa] + [X“, §baﬂﬂ-aﬁ])
1 1

= X~ 5&1&51\/[”'3] +i([X*, —a“pa] + [X*, §ba57r°‘/5])

Usando a segunda equacao de (4.7),
OXF = wh XY +i([XHF, —apa) + [XF, %bamaﬁ])
= W XY (X", —a%]pa — a®[X*, Pa] + [X*, Zbas] T 4+ Zbas[XH, 7).
Com as equagoes (2.29) e (2.27),

SXP = wh XY — ia® (i)

= w" X"+ a.
» . 1 B o 1 of
ZZ)' 5pu = Z[p/u §wa,8M — 4 Pa + Eba,ﬁ’ﬁ ]
. 1 1 N
= ([P, 50asM*] + [Py, —a"Pa] + [Py 5bas™™])

N . .
= i[pu §waﬁM 6] +i([Pu, —a”Pal + [Py §ba67r BD

Com a terceira equacao de (4.7),

v : o 1 a
5pﬂ = Wu Py + Z([pﬂv —a pa] + [p/“ ibaﬁﬂ- BD

1 1
SbaslT™ + Sbasly, 7))

= wuup,, + i([pua _aa]pa - aa[ppa pa] + [p/u 2

Com a segunda equacao de (2.11) e a segunda equacao de (2.17),

0Py = w, Pu-
iii). 50" = i[e, %waﬁMaﬁ —a"pa + %bamaﬁ}
= ([6", %WQBMO‘B] + [6", —a®pa] + [0, %ba/ﬂro‘ﬁ])
= 16", Sag M) + (8, ~aa] + [, Sbasm™)).

Usando a quarta equagao de (4.7), temos que
- 14 (6% 14 1 6%
00" = W™ + W0 +i([0", —a"Pal + 0", SbapT d)
14 14 . 14 « (0% 14 v 1 (6%
= WO + W’ 0" +i([0", —a®]pa — a®[0", Pa] + [0" ,§ba5]7r f 4

1
+5baglt™ 7).



Com a segunda equagao de (2.8) e (2.17), resulta em
v v v 4 - CUVQ
09" = wh O + w0 + §ba52(5" 8
Considerando que, 0" 5 = 0465 — 00,

5W;aﬁ — 5#(1(51/6 _ 5#55110:'

Logo,
Y. L — 1 gpv v gre 1 b a(SHesvB — spBsra
= w0 +w", 0" — 5 s ( — )
1 1
= wh o +w", 0" — §ba55“a6”ﬁ + §ba56“55”a.
Como b, é antissimétrico, ou seja, b, = —b,,,

1 1
B0 = WA 0 - Th3ad 5 - Sbad s
= WRO Wt 6P 6

= WO W 0 4 b

). 0T = i, %wagl\/[o‘ﬁ —apao + %bagﬂ'aﬁ]
= i 30005 MO)+ [Ty =Pl + s ™)
— i, %waﬁwﬁ] - i([Ts — "] + [T %bamaﬁ]).
Usando a quinta equagao de (4.7),
O = wupwpv + W, Tup + i([Mpy, —a*Pal + [T, %baﬁﬂaﬁb
=, 0,7 ([~ 100 — @[ D] + [Ty S} +

1 «
)}

Com a equacao (2.17) e o fato que 7, comuta com m,g,

_ p P
My = W T + W, Ty

127
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1 1
0). ML = ML, SwasM™Y — a%pa + Shasm™]

N v 1 (03 v (e} v 1 o
= i([M" 75(*}0461\/[ 5] + My, —a“pa) + My ,§ba57f 5])

= U([XPDY — XD, SuasM] 4 [XFpY — XUp, %, +
+HX'p¥ — Xp, %bamaﬁ )

= (XD, s M)+ [2XD, SwasM) 4 (XPDY, —apa) +
XU, —a%Da] (XD, Shagm®] + [-XD, Sbasm®)

. 1 (e 14 14 1 (6% 14 1 (6%
= (X", §waﬂM flp” + X*[p ,éwaﬂM Al+[-X ,éwaﬂM Alpt —

—X"[p*, %WaﬁMaﬁ |+ [X¥, —a"palp” + X*[p”, —a"pal +
+[=X", —a"palp" — X¥[pu, —a"pa) + [XF, %bamaﬁ Jp” +
+X*[p”, %baﬁﬂaﬁ] +[-X, %baﬁﬂaﬁ]P“ - X”[p“,%
= (X, Seras] M + S [X M)+ X[, S M +

basm’])

1 1 1 .
gaalp’ M)+ (=X, Sas M 4 [ X MO pt

XU s M 4 sl M) 4 (X, —aTp — a*[X* pa])p” +
+X*([p", —a"pa — a®[p", Pa) + ([=X", —a%]pa — a[=X", pa])p" —

XY ([P~ TB — %[y Pa) (X, bl o+ Sbas X 7 +
XD, Shopln®® + Sheslp’, 7)) + ([2XY, bl + Zbas X", 7)) p*

1% 1 (07 1 (0%
-X ([P“a§baﬁ]ﬂ P+ §ba,8[P“77T 1).

Com a segunda equacgao de (2.11), a segunda equagao de (2.17), (2.21), (2.29) e (4.5),

oM = %WQB[X”, Xp? — XPp* — 077 F + 677 x “|p” + %waﬁX“[p”, Xop? — XPp* —

l
—0°7m, 4 677, + G XY, X = XPp® —6°7m, + 077 pt

(e

—%waﬁX”[p“, Xop? — XPp® — 091 P+ 0°7 1 ] — ia®istp” — ia®(—id")pH +
1

1
be, Zgreab P
2 ﬁ2 PP

i P
+5bag(=50"" p,)p” +
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ML = Swap([X!, Xp7) 4+ [XF, —X7p?] + [XV, —6°7m, 7] + [XP, 6777, ) )p +

7; 12 [0 1% [0 12 o 1% o [0
FwasX!([p", X p’] + [p”, = X"p°] + [p*, —0°77,°] + [p", 67 7,]) +
i
2
i
2
Vo 1 up;oB v 1 ve;af H
+a’p +Zba55 PP —Zba/aé PP

was([=X", Xp] + [-X¥, =Xp] + [- X", —0°77,7] + [-X", 0777, )p" —

+

wo X" ([p", X7 + [p, =X7p"] + [p", —077,"] + [p", 077 m,"]) + a'p” +

]
= S (IX, X7+ XX P 4 (X, —X]p” — XIX, p) + (X, 7],

i
2
+X[p”,p"] + [p*, ~X"|p” - X7[p", p°] + [p*, 0|7, — 0°7[p", 77| +

—0°7[X*, 7, 7] + [XP, 07w, + 077 [XP, 7w, )p” + SwasX P ([p”, X]p” +

P 0%, + 077 %, %) ([ XY, Xp? 4 X=X, 7] +
XY, X - XX, p 4 [XY 6, 07X

X 07 4 971X D~ Las X ([0, X+ X (p,p] 4
+p", =X7]p* — X[p*, p°] + [p*, —0°%]m,” — 0°7[p*, 7] + [p", 07]m,” +

1 , 1 :
+0%7[p*, 7.]) + a'p” + a’p" + Zbagé“p’aﬁppp” — Zbagé”e’o‘ﬁpep“.
Usando a segunda equagao de (2.11), (2.17), as equagoes (2.27), (2.28), (2.29) e (2.26),
ML = S XU P! = SwapXPi DY 4 Sy XM (=i )7 + SwasXVi07 Pl +

+%waﬁxa(—wvﬁ)pu - %waﬁxﬂ(—wm)pu - %WQBXV(—mau)pﬁ - %waﬁwiﬂﬂpa +

1 . 1 _
+a*p” + a”p" + Zbagd“”’aﬁppp” — Zba[gé’“""ﬁpep“

1 1 1 1
= —EX“wagd“ﬁp” + EéuawagXﬁp” + 55”O‘wa5X“p5 — §wa55ﬁ”X“pa +

1 1 1 1
5 X W PF = S0 wasXOPF = S0Muas XU P+ Swasd M XP”

1 ) 1 .
+a'p” + a”"p" + Zba,gé“p’aﬁppp” — Zba,gd”e’aﬁpgp“

— WM ML PV v [T R T 2
= W M” +w” M1"” + a"p” — a"p".
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1

2
. v 1 « v « v 1 «

= (M5, JwesM*] + [M5”, —a®po] + [ME”, Sbasm®))

1
vi). OM" = 2'[1\/[’2‘”,§wa51\/[aﬁ—aapa+ bosT]

1
= i([-0" 7 + 0"}, §wa5Ma6] + [0 7)) + 0", —a%pa) +

1
=047, + 67, Shap )

1 1
= i([-0"m), iwaﬂl\/[aﬂ] + [07 7 F, iwaﬂl\/{aﬁ] + [-0"7 7)Y, —a®pa] +

1 1
HOO T =]+ [=077 Shag )+ 0777, Sbaan )

1 1 1
— i([—@’w, 5&)&51\/[&6]7'(0” . Hua[ﬂ_ou’ §waBMa6] + [0u07 5&)&51\/[@5]7%# +

1
072 [, Siag M) + [0, —a"alr,” — 047 r,", ~a®pa] +

1
7, —aPalrf 077 —a"a) + [0, S
o v 1 afs vo 1 afs vo 1
—0" Y =basm™| + [077, =bapm® T} + 077 [T H, =
2 2 2
1

1 1
= ([0, Sas M - Swiap 07 ME))R,Y — 0 (", Seoag M +

1 1 1
+gwaslm M) + (077, Seas M+ Swasle?” M) f +

1 1
077 ([, 5aplM + Seas [, M) + ([0, —a%]p — 007, pa))m,” —

—0"([rg, —a®|pa — a®[m,"; pal) + (107, —a®|pa — a®[0", pal)m," +

basm’))

1 1
07 ([ —a%Pe = 0 [, Do) ([0, Sbagln® + Sbos (=07, 7 ),

1 1 1 1

0 ([, Shgln + Shaslr,’ m) + ([0, Shasln™ + Shasl6"?, m])m p +
1 1

077 ([, Shaln™ + Sbagln?, 7))

Considerando o fato que 7, comuta com 7,,, usando a segunda equagao de (2.11) e as
equagoes (2.17) e (4.5),
oML = %wag[—Q“”, Xop? — XPpe — 9ap7rpﬁ + 05’)77,00‘]7?0” — %waw“"[ﬂa”, Xopf —
—XPp* — Qapﬂpﬁ + Gﬁpﬂpa] + %waﬂ[ﬁya, Xop? — XFPpe — 9ap7rp'3 +
+95p7rpa]7rg“ + %wagﬁ””[wa“, Xep’ — XPpe — Qapwpﬁ + Gﬂpwpa] +
+%ba5(—i5“‘”aﬁ)7rg” + %baﬂ(iéw;aﬂ)woﬂ.
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ML = L (0", XD + [0, ~X7p°] + [~07, —0°m ]+ [0, 0% 2)m,”
i o v oya v a v a v a

_§w0¢59M ([ﬂ-a 7X pﬁ] + [ﬂ-a 7_Xﬁp ] + [ﬂ-a 7_9 pﬂ-pﬁ] + [ﬂ-a 705p7rp ]) +
L (077, XOp] + [0, —XPp] + [0, —0°0r 7] + (077, 0% o), +

9 aff ) P ) |y ) P ) p o

1
L ([ XD (1 XD+ [0, [ 6,

1 1
+5bagd 0 mY = bogd

J)+

= was([—0%, Xp? + X (=0, p7) + [0, —X7]p® — X767 p] 4
o e B a o B8 o nBs «a B o o v
+[_0# ’_‘9 p]ﬂ-p -0 p[_eﬂ y Ty ]+ [_9# ’0 p]ﬂ-p +0 P[_Q# yTp ])ﬂ-a -
—éwaww([w;’, X“Yp? 4 X7, b + [, X X, p]

+r,”, =0T, — 0w’ 7 Pl + 1Y Hﬁp]ﬁ +0°°[n Y ) +

o'7p O"p

7; vo (63 e} vo vo « vo «
(677, X7p" + X007, 7] 4 07, <X pe — X[, p 4

+[077, =07 f — 6°°10"7, 7 P + [0, 07° ) + 0°°[6"7 M )w
%wageww, XJp” + X[ p 7] + [~ X7 = X[ p) +
Hlmt, =0 P — 0w F 7w ] + L 67w 4 6P %)) +

Mo s Tg a’p

g

1 | .
5 basd 7, — Ebaﬁavwﬁw;.

Usando a segunda equagao de (2.8) e as equagdes (2.13), (2.17), (2.27), (2.28),

OML™ = —wagh™(—idh")m,” + 2w a0 (—i847)m,” = Swagh (103 ), —
—SWastT (<05 T, = Swagl i, + Suagh 0, O+

—I—%waBHWM?WWpB + %wagel’”(—iégp“)ﬂpa + %baﬁ(gua;aﬁﬂau _ %baﬁ5w;aﬁﬂau
= —%waﬁéo‘%ﬁ”ﬁﬂf + %wa[g@fjpéﬁmﬂa” + %waﬁﬁf‘aéﬁ‘/’”%ﬁ —

—%waaf)“"éﬁp”w * + %wa 006+ Pm i — %w 507087 1

_%w 507700 T, By ;w ﬁgva5ﬁpu7r + baﬁ(;;w aBp v —bag(?”";o‘ﬁﬁo".

Considerando que, 0" ; = 6105 — 6507,

§vB = sugvE — subsv

guviaB — suagvB o subsra
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Logo,
v 1 « (o} o v 1 o o SO v
oML = —éwagﬁ f’(52‘6 p —5”55[))%0 + §wa565’)(5g§ — oM 5p)7rg +
1 1
+§wa59““(5§‘5’”’ — 5"”5§)7rp’3 — iwaﬂe“”(éfé”” — (55”5{;)%‘3‘ +
1 « V SO, 14 g 1 vV SO voa SO
+§wa59 ”(5p5 F_s Bép)wou — §wa505”(5p6 — 007 ) —
1 1
—éwa/;@”"(ég‘ép“ — (5““(5§)7Tp’3 + §wa59”"((55(5p“ — (5’8“(5;3)77/)0‘ +

1 1
+§ba6(5ua5cfﬂ _ 5#550a)7rgu i §ba6(5ya505 . 5”6500‘)71'0“

1 1 1
=~ 505070, + Swagh™ SN, + Swagh 3,07 T, —
1 1 1
—5Wasl O, + Swasf 058" T, — Swag? 6™ O, —
1 1 1
= 5Wasl" 70707 T 4 Swag 6 ST, + Swagh™E, 07 m ) —

1 1 1

— Sl PP — g PO + S 0O
1 1 1

— Sasl 7O T w0l TN, 4 a0 T,
1 1 1

_éwaﬂeuaéﬁudgﬂpa + §ba65ua(saﬁﬂ,gu _ §ba,6’5uﬁ50aﬂay _
1 1

—Sbasd 0TS 4 Sbosd P60 )

— P MY 4 MR L PP Vo PP
= W' My +w’ My" + 0" " + b7t

1 1
vig). oxt = i[xH, §wa51\/{aﬂ —a“pqy + iba[maﬁ]
. 1 1
=i R M) [ —a%py] + [ L)
1 1
= i[x", §wa5MO‘B] +i([x"*, —a“pa) + [x*, §ba57raﬁ]).

Com a primeira equacao de (4.7),

1
B = W ([, 0] + X, Sbasn)
1 1
= W i, —a T — a°x, Pal %, Shasln®? + Sbaslt, 7).

Usando a primeira equagao de (2.8) e a equagao (2.21), resulta em
Sxt = BV iq @it ib i(guu;ab’
x' = whx —zaza+§a5(—§ P)
v 1 viaf
= whx"+a"+ Zbaﬁéu “Cp,.
: pyo v M Sv
Considerando que, 0" 5 = 0405 — 050y,

guviaB — sposvB o sub gro



Logo,
v 1 a svf B sva
oxt = whx"+a" + Zbaﬁ((w e e o
1 1
= W x"+a" + Z(S““bagéﬁ”p,, - Zba55“55”apy.
Como b,p ¢ antissimétrico, ou seja, bog = —bga,

1 1
oxt = Wwhx"+ad" + Zé““bagéﬁypy + 15“5bga5a”py
1
= wx"+a"+ 55“%&5561’@,

1
= wx"+a"+ Eb’“’p,,.
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Apéendice E: Demonstracoes do

Capitulo 6

E-1 Demonstragao da equagao (6.9)

5261A - 5152A = (53A
Fazendo A = x*,
02(61x") — 01(09x") = d3x.
Substituindo a equagao (6.2), resulta em
1 Ho 1% e w 1 Lu0 I o u 1 pa
S0 Pa) = 01wy oX* +ay + 50Pa) = wy oX" +ag + 05" Pa

1 1 1
w{‘ a62Xa + 52&‘{ + §b/fa(52pa — wl; aélxa — (51@5 — §bga61pa = C&)g OéXOZ -+ aqu + Ebgapa'

do(wh X%+ af +

Substituindo as equagoes (6.2) e (6.4), obtemos
[T w 1 pv w a v a 1 av 1 pog v
wy X+ az + §b3 Py = wy oW ,x"+a5+ 552 py) + §b1 (W5 oPv) —
v (6% 1 (6774 1 o v
(X ) — S .

Analisando os termos semelhantes,

TR B
Wy Wy o, =Wy W, =Wy,
noo noooa R
Wy oy — Wy a1 = a3 (E-1)
1 1 1 1
)2 (6774 noe v y2 (6774 L 14 y12%4
—wi b+ =0 wy | — =—wh b7 — =by w = b,
2 1 a”2 2 1 2 « 2 2 a”l 2 2 1 o 2 3
Como w”, e b sao antissimétricos, ou seja, w¥, = —w”, e b = —b""', a terceira equagao
de (E-1) fica
noopav uoopav v e v apN v
wi o 05" —wy (BT — (=i ) (=05") + (—ws o)(=0") = b

© (e%% o (e%7 v ap v ap 0%
Wy o by" —wy BT —wi 05T +wy 01T = D37,
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Trocando-se a por p, obtemos

W W =l B — b Wl B = B
E-2 Demonstragao da equagao (6.27)

). [P é(.0)] = [ / P &9 (x(, 0)D0(2 0) + 7 (o, 0)0s" (!, 8)), Bz, )

_ / B2 A (o, 0)0s0(, O) + (&, 6)0s" (2!, 0')) b, 6) —
) / P& (n(, 0)0b (2, 0) + 7 (', 0)0i (o', 0'))

= / &2/ d°0 (n (2!, 0)0ip (', 0" )p(z,0) + 7* (2!, 0") D" (2, 0" p(, 0)) —
_ / B2 A ((x, )7 (', 0)0ib (&, 0) + o, 0)r* (2!, )" (&, )

_ / B2 (', 0)0s0(2, 0)(x, 0) + 7 (', 0)0s" (2!, ') (., ) —
—(z, ) (2, 0")0ip(2',0') — d(x, )7 (2", 0')0;¢" (', 0))

= [ (81000, 0(0.6)) + [ (00100 (0,0, 62, 0))

_ / B2 A ([ (o, 0), 6(x, 0)] s, 0) + w(x, 0)|sor (', ), (., 0)] +
+[r* (@, ), p(x,0)]0:¢" (2", 0') + 7* (2", 0)[0:9" (2, 0'), b (, 0)]).

Usando a equagao (6.25), temos que

P é(2,0)] = / @2/ d°0' (=i0* (v — 2')8°(0 — 0)dr (', 0'))
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ii). [P 6" (2,0)] = [ / P (x(2!, 0)0,0(,0) + 7 (o, 0)0s (o, '), & (1, 0)

_ / B2 d (2, 0100, ) + 7 (&, 0)0s0* (2!, )" (x, ) —
_6*(2,0) / B2 A (o, 0)0s0(, 0) + 7 (o, 615" (2, 0'))

_ / B a0 (x(a!, 6)0,0(, 0)0" (., 6) + 7 (o, )i (o, ') (. 6)) —
_ / 806" (2, 0) (o, 0)D (!, 0') + & (. O)* (', 0)0," (', 01))

- / B2 A (o, 0100 (2!, 0) 6", 0) + 7 (o, 01050 (2!, 0 (x, 6) —
(. O (e 00,0 ) — & (2, O) (o', 0D, (2 )

= /dgfﬁ/dG@'([W(ﬂf',9')3@(5?',9')7¢*($79)] + [7*(2",0")0i¢" (2", 0'), " (2, 0)])

_ / &2 &0 ([x (2!, 0'), 6" (z, 0)0s(', &) + (o, 0)[Bi (', 0'), 6" (=, 0)] +
+[r*(2",0'), ¢"(x,0)]0:¢" (2, 0) + 7" (2, 0)[0,¢" (2", 0"), & (2, 0)]).

Com a equagao (6.25), temos que

[P, 67 (x,0)] = / d*a'd) (—=i6*(x — 2)0°(0 — 00" 2/, )
= —Z@qu*($,9)

i1). [Py, m(z,0)] = d3:c’d69' (2, 0")0;0(2',0") + 7*(2',0")0;0% (2, 0")), w(x, 0)

J
/ P20 (x (2!, 0100, 0) + 7 (o, 0)0u" (', 0 (x, 0) —
r(z,0) / B A (o, 0)0s0(o!, 0) + (o, 0)0s6" (', 0'))

_ / B A (', 0100 (!, 0)e(x, 0) + 7 (2!, 03" (2!, 0 )e(x, 0)) —
_ / ' d0 (. O)n(a!, 0)Ds(' &) + m(x, ) (', 0)0 6" (!, 0'))
/ P20 (w(o,0)Dd (!, 0 ), 0) + (', )0, (o, 0y, ) —

()1 (!, )i, ) — m(a, O (!, )i (o, 0'))

_ / B2 d ([ (2, 0V, ), m(x, 0)] + |7 (&, 01050 (', 0), 7(, 0)))

= /d?’x’dﬁﬁ’([ﬂ(:v’, 0, 7(x,0)]0;0(',0") + m(2',0")[0;0(2", 0"), m(x,0)] +
+[7T* (ZL‘/, 8/)’ W(ZE’ 0)]81¢*(x/’ 0,) + 7 (lJ, 9,)[81¢*(x/’ 0,)7 ﬂ-(l‘a 9)])
= —ioim(x,0).
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). [P (,0)] = [ / B A (', 0100 (, 0) + 7 (&, 0)0s6* (2!, 0')), 7 (., 0)

_ / B2 d (o, 0100 (, 0) + 7 (', 6)s" (2!, )" (x, 6) —
(2, 6) / B2 A (' 0)0s0(!, O) + 7 (o, 615" (2, 0'))

_ / P 0 (x (2!, )00 07 (1, 0) + 7 (o7, 0)9is* (o, 0 (a2, 8)) —
_ / ' 0 (7 (2, 0) (', 0)D (o, ) + 7 (x, ) (', 0)0, 6" (', 0'))

- / B2 A (r(a, 0)0s (!, 0)* (. 0) + 7 (o, 6)0s™ (2!, )" (1, 6) —
(O, )0, ) — 7, 0 (o, )06 (o, 0'))

_ / P20 ([n (2,000, 0), 7 (2, 0)] + [1* (', 0)0,6" (o', '), 7° (2, 6)))

_ / 20 ([x (2!, 0'), 7 (z, 0|0 (', &) + (o, 0)[Bso(a', 0), 7 (, 0)] +

+[r* (2!, 0'), 7 (x,0)]0;0% (2!, 0') + 7* (2, 6")[0;0" (2, 0'), 7" (x, )])
= —iom*(x,0).
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E-3 Demonstragao da equagao (6.30)

)\2
4
)\2
4

i). [Py, ¢(x,0)] = [ / &2 d°0 (7 + ' 0’ + 0" ¢* 0 + mPP*P), ¢(, 0)

_ / B/ d0 (7 + O 0 + 0" 50,6 + M7 0)b(x, 0) —

/\2

—¢(z,0) / &2 d°0 (m*r + 0'¢*0'p + Z@‘“’qﬁ* w® + mPe*p)

2
= / d*2'd0 (7w (w,0) + 'O (w, 0) + %6“%* 0Dz, 0) +
+m2* do(x, 0)) — / B2 d (6, )7 + B, )0 6" +
)\2
+o(z, 9)10’%* w® + &z, 0)m*¢*9)
2
= / 2 d°0 (m*np(x,0) 4+ 0'p* 0 (. 0) + %8“%* L (,0) +
+m?¢*po(x,0)) — d(x, )7 r — P(x,0)0'¢*0'¢ —
/\2
—¢(I, Q)Zawj(b* ;w¢ - (b(I, 9)m2¢*¢)
= [ m olw,0)) + 06700, 602 0)] +
)\2
+T (0" ¢* 0,0, D (2, 0)] + m?[¢7 ), d(2,0)])
= / 2’ d°0'([7*, p(x, 0)]m + [, p(x,0)] + [0'¢", ¢ (x, 0)]0"¢ +

2

0106, 0(,0)] + °p (00", 60, 0)10pu + 06 Dy, 0(a,6)]) +
(67, 02, 0)]0 + 6716, 6 (2, 0)]).

Substituindo a equacao (6.25), temos que

[Py, d(x,0)] = /d3x'd69'7r*(—i53(x —2)8%(0 — 9"))

= —in*(z,0).
Substituindo a segunda equagcao de (6.24),

[Po, d(x,0)] = —ig(,0)



ii). [Py, ¢"(,0)]
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)\2

[ / o' (77 + 090 ¢+ 0" O +m’$7), ¢ (. )

/ P2’ dO0 (' + 01 I + %2@%* o+ M) (2, 0) —
2
—¢*(x,0) / &’2'd°0 (' + ' ') + %8%* wd + M9 o)
/ d*2'd°0 (m*r¢* (z,0) + 0'¢* 0" pd* (x,0) + %28“%* OO (,0) +

+m?p*po*(x,0)) — /d3x’d69’(¢* (z,0)7 T + ¢*(2,0)0'¢*0"¢ +
2

6 (2,0) 506 6+ 6 (2, O)m?6"0)

/ &2’ d°0 (7*nd*(x,0) + 0'p* 0 pp* (2, 0) + %28%* Lo (2, 0) +
" 60" (1, 0)) — & (2, 0)7" 7 — & (2, 0)06" 9
(@0 Dy — 0 (.0 0)

/ B2 d ([, & (2, 0)] + [06°0 6, 6" (x, 0)] +

)\2
+ 5[0 6 O, ¢ (@, 0)) + m?[6°6, 6" (2, 0)])

/ &' d0 ([7*, ¢ (x, 0)|7 + [, " (2, 0)] + [0, & (w, 0)] 9 +
2

001046, 6" (2, 0] + S ([0", 6 (2,0)}0pus + 96" 06, 6 (2, 0)) +
([0, 6" (2,010 + (6,6 (,0)).

Substituindo a equacao (6.25),

[Py, ¢ (x,0)] = /d3x'd69’(—i53(x — )60 — 0w

Substituindo a segunda equagao de (6.24),

[Po, d(x,0)] = —i¢*(x,0)



iii). [Py, m(z,0)]
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)\2

[/d31],d69,(ﬂ*ﬁ + 0'¢p* 0" + Za’“jqb* i ® + mPe*p), m(z,0)

Y
= /dgx'd60’(7r*7r + 00" 0'd + ZE)‘“’gb* b+ mPe*p)m(z, 0) —

) ) 22
“r(0,8) [ BTG 40T+ LD+ )
2
/dsx'dGG'(ﬂ*Wﬂ(a:, 0) + 9'¢* 0 pr(z,0) + )\Z@“”gb* LT (x, 0) +

+m%%ﬂmﬁf—/f%fﬁh@ﬁh%+w@ﬁﬁ%@%+
2

(e, 0) 06,0+ (, O)m?6"0)
/Q%WWM%ML@+@%W%M@®+%%WWM@ﬂ@®+
+m*¢*om(z,0)) — m(z,0)7*r — 7(2,0)0'¢* 0" ¢ —

. 0) 060,00 — (o O 0)
/ﬁ%u%ﬂﬁmw@ﬁn+m%w%m@ﬁﬂ+

2
2 060,00, 7(2.0)] + (070,20

/d%’d%’([w*, m(z,0)|7 + 7*[r, 7w (x,0)] + [0'¢*, 7(x,0)]0' ¢ +

2

+0'¢*[0'p, 7 (,0)] + )\Z([@’“’gb*, 7(x,0)]0w¢ + 0" ¢[00, m(z,0)]) +
+m?*([¢", 7 (x,0)]¢ + ¢*[¢, 7 (2, 0)]))
—2607?(37, ‘9)



iv). [Py, 7*(z,0)]
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)\2

[ / P& (77 + 5 ¢0' ¢+ 0" G Oud +m¢76), 7" (2, 0)

/ o' d°0 (' + ' D' + /\;8’%)* wd +mPe* ) (x,0) —
—*(z, ) / &2/ d°0 (7" + 0'¢*0"p + /\;8”%;5* w® + mPe )
/dgﬂf/dGQl(W*?ﬂT*({lf, 0) + 0'¢p* 0" pr*(x,0) + )\ZQ@W(b* @ (, 0) +
2 o (z, 0)) — / B2 A0 (x* (, 0) " + 7 (2, 0)9 6" D' b +

2

+7*(z, 9)%8“%* o ® + 7 (2, 0)m>¢" ¢)
/d3x'd69'(7r*7r7r*(x, 0) + 0'¢p* ' pr*(x,0) + )\;8"”¢* @ (,0) +
—|—m2gz5*gz§7r*(x, 0)) -7 (ZL’, 0)71—*71— - 7T*(CL’, 9>al¢*82¢ -
/\2
—7T*(LE, 6)Zawj¢* ;w(b - W*(SC, 0)m2¢*¢>
/d3$/d69/([ﬂ*ﬁ,ﬂ*($, 0)] + [0'¢p*0'p, 7*(x,0)] +

2 1026 0,00.7° (5,0)) + 66,77 (5,0))

/d3x’d69'([7r*, ™z, 0|7 + 7 [r, 7 (x,0)] + [0°¢*, 7 (2, 0)]0"¢ +

2

+0'¢*[0"p, 7 (z,0)] + )\Z([@“”qb*, (2, 0)]0 ¢ + O ¢[00, T (2, 0)]) +
+m?*([¢", 7 (2, 0)]¢ + ¢*[¢, 7 (x,0)]))
—iaoﬂ*(x, 9)
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E-4 Demonstragao da equagao (6.32)

i). [P, ¢(2,0)] = [/d3$’d69’(7fauu¢+7f* w®"), d(z,0)
_ / B2 A0 (70, + 70,0 6) Sz, 0) —
~0(,8) [ P d (10,00 + 70,007

= / &' d°0 (10,0 (,0) + 70, (x, 0) —

_¢(xv G)ﬂ-a}qu - qb(ZL’, ‘9)77—* uy¢*)
_ / B &0 (70,06, $(x,0)] + [7° 00", d(z, 0)])

_ / &P’ d ([, d(, 0))0, 6 + T[Opd, (. 0)] +
[, p(,0)]0,,0" + T [0 0", O(z, 0)]).

Substituindo a primeira equagao de (6.25),

P, 6(z,60)] = / B 49 (—is* (z — 2)35(0 — 6))D,
= —i0,,¢(z,0).

it). [P, ¢"(z,0)] = [/ &2 d°0 (7O + 70 ), 6" (2, 0)

= / d*2'd°0 (70 ¢ + 70,07 ) " (%, 0) —
—¢*(z,0) / 42’ d°0 (70 + 70, 0")

_ / B2 80 (70, 00" (1, 0) + 700" 6" (1, 0) —
—¢*(,0) 700 — ¢ (, 0)7* 00"

= / d*2'd°0 (70,0, " (2,0)] + (770, 0", ¢" (2, 0)])

— / d’2'd°0 ([, ¢*(,0)]0u ¢ + T[0wd, " (2, 0)] +
+[7*, ¢*(2,0)]0, 0" + T [0 d", ¢" (x, 0)]).

Substituindo a segunda equagao de (6.25),

[P, ¢*(x,0)] = /d3x’d69'(—i53(x —2')0%(0 — 0'))0,,0"
= —i0,,0"(z,0).



iii).

iv). [

[P, m(,0)]

P

2

*(z,0)]

[ / B A (10,00 + 70, d"), 7 (2, 0)
/d3x’d69'(ﬂauu¢ + 70, ¢")m(x, ) —
(2, 0) / B2 A (70,6 + 7 00"
/ 02 0 (70, 7 (, 0) + 7Dy 6" (1, 6) —

—7(x,0)T0u¢ — m(x, 0)7" 0, 0")
/dgwldﬁe'(h@um,ﬂ(wﬁ)] + [ Owe", m(x,0)])

/ B2 20 ([, 7(, 0)]0,0d + 7[00, 7 (2, 0)] +
+[r*, 7 (2, 0)]0,, 0" + 7[00 0", T(x,0)])
—i0,(z, ).

[ / B2 d°0 (10,9 + 70, 0%), 7 (2, 6)
/ APz d%0 (70, b + 70,0 ) (1, 0) —
—*(z,6) / d*2'd°0 (70§ + 10, 0")
/dga:’d66’(7r3uu¢7r*(x,0) + T 0@ 1" (2, 0) —

—7(,0)m0p ¢ — (2, 0)7* 0, ¢")

[ (7067 (0,0)] + (B 7 (0,6))
/d3$'d60’([7r, (2, 0)]0w¢ + w[0,o, 7 (2, 0)] +
+[r, 7 (2, 0)] 0w ¢” + 7[00, 7 (2, 0)])
—i0,, " (2, 6).
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E-5 Demonstragao da equagao (6.37)

i). [Myj, p(x,0)] = [/d?’x’d%’(wAjigzﬁ + 1 Nid"), ¢(z,6)

= /d3$ld69/(ﬂAji¢ -+ W*Aji¢*)¢($, 9) —
—¢(x,0) /d3x'd6«9’(7rAjZ¢ + 7 Aif")

= /d3x’d69'(7rAji¢¢(x, 0) + 7Ny d* Pz, 0) —
—qb(l’, e)ﬂAjng - ¢($7 Q)W*Ajz¢*>

= /dg?ﬂ/dﬁ@l([ﬂAﬁéﬁ; o(z,0)] + [7° 20", ¢(x, 0)])

_ / P d0 ([, (2, )] Ajicd + 7[A i, b, 0)] +
+[m, d(x, 0)]Ajid™ + 7 [Ajid", d(, 0)]).

Substituindo a primeira equagao de (6.25), temos que
My, 6(x,8)] = / B 0 (=i — 2')5(0 — ) A0
= —iAji¢($a 0)

’LZ) [Mija ¢* (IE, 9)] = [/d3$/d69,(7TAji¢ + W*Ajigb*), QZS* (ZL’, 0)
= /d3I/d66/<7TAji¢ + W*Aji(b*)(b*(il}, 9) —
—925* (l’, 0) /d3l’ld60/(ﬂ'A]‘i¢ + W*Ajigb*)
= /d3$/d69,(ﬂ'Aﬂ¢¢*($, 0) + 7Ny 0" " (,0) —
—¢" (2, 0)mAjip — " (x,0)7" A jip")
— [ (r850,0" 0.0 + [ 26" (2.0))
= /d3x'd60'([7r, " (x,0)]Ajip + w[Ajip, ¢ (x,6)] +
+[r*, ¢ (2, 0)] 80" + 7 [Ajid", 67 (@, 0)]).
Substituindo a segunda equagao de (6.25), temos que
My, 6°(2,0)] = / B 0 (=8 (x — )50 — ) Ao
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ir). [Myj, m(x,0)] = [/d%'dﬁ@'(ﬂﬁg‘icﬁﬂLW*Aﬁﬁb*)ﬂr(%g)

= / P2 d%0 (1A jid + 7 D ji¢ ) (2, 0) —
(2, 6) / @ &9 (m i+ 7 D i)

= / P2 d%0 (mAjiom (2, 0) + 7 Ay (2, 0) —
—m(z, 0) TN jip — 7 (w, )T A1)

_ / B d ([wAyid, m(x,0)] + [ Ajud™, (i, 6)])

- / B2’ d°0 ([, w(x, 0)]Ajip + 7[Ajib, w(, 0)] +
[, wx, 0)]Ajid* + T [ A", (i, 6)])

— iAgm(x,0).

w). [Myj, 7 (x,0)] = [ / B2’ d°0 (A + 7 Ny, 7 (0, 0)

- / P2 d°0 (mAjigp + 7 D) (@, 0) —
—7*(z,6) / P2 d%0 (1A + T Do)

— / B2 d°0 (it (,0) + TNy T (2, 0) —
—1* (2, ) A jip — T (2, )7 A ji0Y)

= / P2’ d°0 ([r D, (2, 0)] + [7* A", 7% (2, 0)))

_ / B2 A ([, 7 (2, 0)) Asih + [ Asscs, 7 (2, 0)] +
+[m", 7 (2, 0)]Ajig" + 7 [Ajig", 7 (2, 0)])

— AT (z,0).
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