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Resumo

A Dualidade Maxwell-Proca-Chern-Simons via
Formalismo Simplético de Imersao

Luciana Miranda Vieira Xavier

Resumo da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Poés-Graduagao
em Fisica do Instituto de Ciéncias Exatas, da Universidade Federal de Juiz de Fora-

UFJF, como requisito necessario a obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

Nesta tese, revisa-se os principais métodos de quantizacao de sistemas vinculados
a partir das técnicas Hamiltoniana de Dirac e Lagrangeana de Faddev-Jackiw ( sem
vinculos) e sua extengdo a de Barcelos Neto-Wotzasek (com vinculos), estes denomi-
nados simplesmente por Formalismo Simplético (FS). Em wvista da correspondéncia
entre os formalismos, eles serdo aplicados ao Modelo de Skyrme SU(2) e ao Eletro-
magnetimo de Mazwell. Apresenta-se uma técnica contemporanea, que mergulha uma
teoria de sequnda classe em uma dual com tnvariancia de calibre, a saber, o For-
malismo Simplético de Imersao (FSI). Esse método baseia-se no FS e estende-se o
espaco de configuracao por meio das varidveis de Wess-Zumino. Para ilustrar esse
FSI, constroi-se a eletrodinamica de Mazwell como uma teoria de calibre, na qual
as divergéncias cldssicas nao estejam presentes. Uma generalizacao relativistica € a
eletrodinamica de Proca e de Chern-Simons, que consideram a possibilidade de exis-
téncia de um féton massivo e de um campo com alcance finito. A descricao dual
reproduz o mesmo resultado encontrado na literatura através de outros métodos. Ape-
sar da arbitrariedade dos geradores da simetria de calibre, os modos-zeros, mostram
uma familia de representacoes dinamicas duais para o sistema em questao.

Palavras-chaves: Quantizagao, Sistemas Vinculados, Formalismos Simpléticos,

Dualizacao, Eletromagnetismo.
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Abstract

A Dualidade Maxwell-Proca-Chern-Simons via
Formalismo Simplético de Imersao

Abstract da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-Graduagao
em Fisica do Instituto de Ciéncias Exatas, da Universidade Federal de Juiz de Fora-

UFJF, como requisito necessario a obtencao do titulo de Mestre em Fisica.

In this thesis, it will be revised the main quantization methods of constrained sys-
tems using the Dirac Hamiltonian method and Faddev-Jackiw Lagrangian techniques
(without constrained), and its extension to the Barcelos Neto-Wotzasek Lagrangian
method (with constrained), these known as Symplectic Formalism. Because of the cor-
respondence among the formalisms, they will be applied of the Skyrme SU(2) model
and Electromagnetism of Maxwell. It will be presented a contemporary technique that
it embed a second class theory in a dual with gauge invariance, the Embedding Sym-
plectic Formalism . This method is based on the Symplectic Formalism, it is extended
the configuration space through Wess-Zumino variables. In order to illustrate this
Embedding Symplectic Formalism, the Maxwell electrodynamics is built as a gauge
theory, without the classic differences. A relativistic generalization is the Proca and
Chern-Simons electrodynamics that consider the possibility of existence of a massive
photon and a field with finite reach. The dual description reproduce the identic result
reported in the literature using other methods. Although, the arbitrariness of the gauge
symmetry generator, zero-mode, it reveals a family of dynamic dual representations
to this system.

Keywords: Quantization, Constrained systems, Symplectic Formalism, Dualiza-

tion, Electromagnetism.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de sistemas com vinculos é de fundamental importancia em fisica, pois
todas as teorias de interacao das particulas elementares sao sistemas vinculados. Im-
portantes resultados na area de fisica de particulas tém sido obtidos nas ultimas
décadas pelas, entao, chamadas teorias de calibre, teorias com vinculos de primeira
classe.

A quantizacao de teorias de calibre requer um cuidado todo especial, pois os
graus de liberdade supérfluos, decorrentes de simetria de calibre, devem ser tratados
de maneira conveniente e consistente. Importantes desenvolvimentos tedricos tém
ocorrido nestes tultimos anos na quantizacao de tais teorias, iniciando com os tra-
balhos de Dirac [1], na década de 50, cujo o ponto fundamental é a construgao dos
chamados parénteses de Dirac [2], os quais constituem a ponte para os comutadores
(apds problemas com ordenamento de operadores terem sido resolvidos).

Em 1988, Faddeev e Jackiw [4, 5] mostraram que os parénteses de Dirac podem ser
obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado em estruturas simpléticas. Este
formalismo é conhecido na literatura como Formalismo Simplético ou Quantizacao
Simpletica, ou ainda, de Formalismo de Faddeev-Jackiw. Um ponto interessante desse
formalismo é que alguns sistemas que sao vinculados no método de Dirac nao o sao

no caso simplético. No caso de haver vinculos no formalismo simplético, a proposta



seria eliminéa-los ou, caso isso nao fosse possivel, que se voltasse ao método de Dirac.
Em 1992, foi proposta uma extensao, para o método de Faddeev-Jackiw, devido
a Barcelos Neto e Wotzasek [6, 7], em que os vinculos pudessem ser incorporados
(Formalismo Simplético com Vinculos). Essa técnica consiste, basicamente, em usar
os vinculos para deformar a geometria simplética da teoria, de tal maneira que os
tensores simpléticos possam ser consistentemente definidos.

Em 2001, C. Neves e W. Oliveira propuseram um formalismo [12] que mergulha
uma teoria de segunda classe em uma dual com invariancia de calibre. Este For-
malismo de Imersao baseia-se no Formalismo Simplético e na extensao do espago de
configuragao por meio das chamadas varidveis de Wess-Zumino (WZ) [10]. Segundo
o Formalismo Simplético, o modo-zero é o gerador das transformacoes de calibre. A
arbitrariedade do modo-zero revelara uma familia de descri¢oes lagrangeanas invari-
antes de calibre [13]. Porém, uma escolha adequada das componentes do modo-zero
fornecerao a simetria ( de calibre) escondida no modelo ndo-invariante, aqui proposto
pelo modelo de Maxwell-Proca-Chern-Simons [13]; a fim de reproduzir uma versao
invariante de calibre bem conhecida e obtida pelo Método de Dualizacao Iterativa de
Calibre Noether. Desse trabalho, resultou uma publicacao em uma revista cientifica
internacional [14].

Essa técnica eficaz, o Formalismo Simplético de Imersao, motivou a construgao
de uma teoria que preserve as qualidades da eletrodinamica de Mawxell, entretanto
evitando as divergencias classicas. Nesse contexto, estende-se o eletromagnetismo com
a adigdo de novos termos: de massa explicita (termo de Proca) e de massa topoldgica
(termo de Chern-Simons), para conferir uma massa ao féton e um alcance finito
para o campo de uma carga puntiforme. As consequéncias tanto tedricas, quanto
experimentais podem ser encontradas em [15]. Assim, tal modelo pode ser descrito
pela densidade lagrangeana sob a forma:

2
LIA,] = _gFM,,FW i %AMA“ + Les|A,] (1.1)

onde Lgog é uma vers@ao em quatro dimensées da agao de Chern-Simons (CS) que
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acopla o tensor eletromagnético dual ao quadri-vetor externo p,,

1
Les[Au] = —;lpaAgaaﬁ“”Fw. (1.2)

Essa eletrodinamica de Maxwell-Proca-Chern-Simons possibilita também uma dis-
cussao a respeito das simetrias, que sao consideradas chaves fundamentais para di-
versas teorias fisicas modernas, como a fisica de altas energias. A razao é a quebra
da simetria de calibre, devido ao termo de massa. A violacao da simetria de Lorentz,
e consequentemente da Conjugacao de Carga, Paridade e Inversao Temporal (CPT),
por causa do acoplamento do campo elétromagnético a um quadri-vetor externo cons-
tante p,.

Esse trabalho estd organizada da seguinte forma: no capitulo 2, ha a revisao
de classificacao dos vinculos, em primarios e secundarios, os quais estao ligados a
maneira de como sao obtidos, embora a obtencao nao seja importante para a quan-
tizagdo canodnica, mas apenas a existéncia dos vinculos. Por isso, foi proposta uma
classificacao mais 1til, em vinculos de primeira classe e segunda classe, a fim de apre-
sentarmos e discutirmos o método de Dirac na se¢ao seguinte. No préximo capitulo,
este método serd aplicado ao modelo de Skyrme SU(2) e ao Eletromagnestismo de
Maxwell.

No capitulo 4, apresenta-se o formalismo de Faddew-Jackiw, que parte da La-
grangeana escrita como uma funcao linear das velocidades, através da introducao de
variaveis auxiliares. Utiliza-se das equacoes de Euler-Lagrange para obter o tensor
simplético. Se a representacao matricial for nao-singular, significa que nao ha vincu-
los verdadeiros - aqueles que s6 aparecem nesse formalismo. Os elementos da matriz
inversa correspondem aos parénteses de Poisson da teoria.

Caso a matriz (pré-)simplética seja singular, trata-se de sistemas com vinculos
e recorre-se ao formalismo de Barcelos Neto-Wotzasek. Os vinculos sao obtidos da
contragao do modo-zero com o gradiente do potencial, desde que nao forneca equacoes

nulas. Se essa contracao nao levar a um vinculo verdadeiro, a teoria em questao



possuird simetria de calibre. Entao, aplica-se o Formalismo Simplético ao modelo
de Skyrme SU(2) e ao Eletromagnestismo de Maxwell e compara-se os resultados
encontrados aqueles obtidos pelo método de Dirac.

No capitulo 6, faz-se uma descricao a respeito dos principais passos do For-
malismo de Imersao, que se baseia no Formalismo Simplético. Acrescentam-se a
variavel WZ e duas funcgoes arbitrarias, as quais sao inseridas na parte cinética da
lagrangeana e outra na potencial. Para determina-las, primeiramente, impoe-se que
a matriz simplética seja degenerada e, segundo, que seus modos-zero nao produzam
novos vinculos. Para ilustrar o Formalismo Simplético de Imersao, considera-se a
eletrodinamica de Maxwell-Proca-Chern-Simons em quatro dimensao.

Finalmente, no capitulo 8, a conclusao do trabalho é apresentada, mostrando
os principais resultados obtidos e apontando um possivel caminho a seguir em um

trabalho futuro.



Capitulo 2

Consideracoes (zerais

2.1 Classificacoes de Vinculos

Vinculos sao limitagoes as possiveis posigoes e velocidades das particulas de um
sistema mecanico, restringindo a priori o seu movimento. E importante sublinhar
que vinculos sao limitacoes de ordem cinematica impostas ao sistema mecanico. Tais
restricoes, portanto, antencedem a dinamica e precisam ser levadas em conta na
formulagao das equacoes de movimento do sistema. Restricoes de natureza dinamica
- decorrentes, portanto, das equagoes de movimento - nao sao vinculos. Por exemplo,
a segunda lei de Newton obriga uma particula sujeita a uma forca central a se mover
num plano fixo, mas isto nao caracteriza um vinculo. Assim, sistemas mecéanicos com

vinculos obedecem a seguinte forma:

¢i(q17"'7q3N) :()7 (Z: 1727"'7m> (21)

O numero de graus de liberdade é entao: n = 3N —m. Uma classificacao de

vinculos cinematicos, ou vinculos:

e Vinculos Holonomos e Nao-Holonomos



Se (gi, ..., qn) sao coordenadas arbitrarias usadas para descrever a configuragao’
de um sistema mecanico, um vinculo é chamado holonomo quando pode ser

expresso por uma equacao da forma

isto é, por uma relacao funcional exclusivamente entre as coordenadas, podendo
envolver o tempo de modo explicito.

Vinculos que nao podem ser assim representados sao ditos nao-holénomos, cujas

as equagoes envolvem velocidades, isto é, equacoes diferenciais da forma
F(qzaaqna%avqut) = 0. (23)

Em geral, vinculos desse tipo, nao podem ser reduzidos por uma integracao a
forma (2.2), que restringem os deslocamentos possiveis, de modo que a priori

todas as configuracoes sao acessiveis.

e Vinculos Primaérios e Secundéarios

Suponha que [3], numa determinada teoria, existe um vinculo dado por:

I'(q,p) =0 (2.4)

onde p é o momento linear.

O paréntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer da teoria pode ser

nao nulo. Por isso, em lugar de (2.4), é comum escrever

I'(g,p) = 0 (2.5)

LA posicio de cada uma das particulas de um sistema mecinico num dado instante define a

configuracdo do sistema no referido instante.



onde se diz francamente igual a zero, significando que a relacao acima nao vale,
necessariamente, dentro dos parenteses de Poisson.
Consideremos uma certa quantidade A(q,p), cujo paréntese de Poisson com

['(q, p) seja diferente de zero.

{AT} #£0. (2.6)

Na passagem para a Mecanica Quantica, I' e A transformam-se em operadores,
que chamaremos de [ e A. Em virtude de (2.5), [ ¢ um operador nulo. Assim,

qualquer comutador envolvendo [ deve ser nulo. Particulamente,

[A,T] =0. (2.7)

Mas, pela relagao

(AT} — %[A, N (2.8)

deveriamos obter um resultado diferente de zero para o comutador entre Ael.
A regra geral da quantizagao candnica, dada por (2.8), leva a inconsisténcias
quando na presenga de vinculos. Foi Dirac quem descobriu a maneira correta
de proceder quanto a quantizagao canonica de vinculos.

A passagem para o formalismo Hamiltoniano é feita, primeiramente, pela in-

trodugao dos momentos canonicos

. oL
pl_ 8(]27

(i=1,2,..,N) (2.9)

onde as relagao dada por (2.9) podem levar a existéncia de vinculos. Denotamos

estes vinculos, genericamente, por



Q= Unld,pi))  (m=1,2..M < N). (2.10)

Os vinculos decorrentes diretamente de relagao de definicao dos momenta sao
chamados de vinculos primarios. Conforme veremos, outros vinculos podem e-
xistir ( agora nao mais em decorréncia de (2.9). Estes tomam o nome de vinculos
secundarios.

Um dos passos para o formalismo Hamiltoniano é escrever a funcao Hamiltoni-

ana. Parte da funcao Lagrangeana e, fazendo transformagoes tipo:

(¢,4) — (. p). (2.11)

O Jacobiano para esta transformacgao é determinado pela matriz

9q;  04¢;04;

chamada matriz Hessiana. Quando o determinante desta matriz é diferente de
zero, as transformacoes (2.11) sdo sempre possiveis e a hamiltoniana canonica
H.(q,p) é unicamente determinada. Isto ocorre para o caso onde nao existem
vinculos. Na presenga de vinculos, a matriz Hessiana é singular e, consequente-
mente, nem todos os ¢; podem ser unicamente escritos em termos de g;, p;.
Considerando que haja M vinculos, havera M velocidades nestas condigoes.
Portanto, neste caso, a hamiltoniana nao pode ser unicamente determinada em
termos de g; e p;.

Neste ponto, ha dois caminhos que podem ser seguidos. Um deles, muito sim-
ples a primeira vista, consiste na utilizacao direta dos vinculos para eliminagao
da varidveis dependentes. Embora seja uma solucao légica para o problema, ela

nao é, as vezes, tao simples e conveniente de ser utilizada. A outra maneira,

consequentemente, consiste em desenvolver o formalismo trabalhando com as

10



variaveis dependentes e com as relacoes de vinculo. O método de Dirac baseia-
se neste segundo.

Visto que, na presenca de vinculos, a hamiltoniana nao é unicamente determi-
nada em termos de momento e coordernada. A fim de escolher apropriadamente
uma hamiltoniana, no formalismo, devemos calcular as equagoes de movimento

no espaco de fases. Seja, entao, o principio de Hamilton;

t2
0 = 5 / (prds — HL)dt,
2

t1
t

= / (pibg; + 0pig; — 0 H.)dt. (2.13)

t1

Isto sugere que 0 H. pode ser escrito, de uma maneira geral, como:

0H, OH,
(5Hc: C(SZ‘ 651' 214
9. 0% T 5, 0 (2.14)

Assim, levando este resultado em (2.13), temos:

t2 O0H., 0H,
—p, — =< §¢, 22 sp | dt = 0. 2.1
/t 1 K i 5 ) 5q; + (Qz 9, ) 517@] dt =0 (2.15)

Como dq; e dp; sao fungoes arbitrarias de tempo, concluimos que a integracgao

em (2.15) s6 é nula se o integrando o for. Portanto,

0H, . 0H,
. . i o 2.1
(pz + 9 ) dq; + ( G + o, ) dpi =0 (2.16)

Em virtude de M relagoes de vinculos envolvendo ¢; e p; (vamos admitir, por
enquanto, que s6 existem vinculos) nada podemos concluir de (2.16). Por outro

lado, da (2.10), vem que

11



o, Sas + o,
0q; @ Op;

op; =~ 0 (2.17)

Sao, ao todo, M equagoes. Multiplicando cada uma por \,, = A(g;, p;) e so-

mando o resultado com a (2.16), obtemos:

0H, of 0H, o0
= S+ A— ) Op; %+ A A ) g & 2.1
(q+api+ 5Pi>p+(p+afh+ a%’)q 0 ( 8)

Temos, agora, M fungoes arbitrarias A(g;, p;) (multiplicadores de Lagrange).

Assim, é possivel obter as seguintes equacoes de Hamilton:

) 0H 0H, o, o™ 0H, o,
o= = m Qm =~ m 2.1
1 Op; Op; A Op; * Op; Op; A Op; ’ ( 9)
oH 0H, o) o™ 0H, o)
—p; = = N Qe — N (2.2
pi aq’ oq* +A oq * g’ oq* + dq’ (2.20)

Efetivamente, é como se tivemos definindo uma nova hamiltoniana dada por:

H=H,+\"Q,,. (2.21)

No espaco de fase, as coordenadas e os momentos de um sistema fisico devem
satisfazer ,, = 0. Estas equagoes determinam um subespago de dimensao
2N — M, chamado de superficie de vinculos. Nesta superficie, a hamiltoniana
coincide com a hamiltoniana canénica. Nos demais pontos do espago (onde as
equagoes de vinculos nao sao satisfeitas), a hamiltoniana difere da candnica e
perde qualquer sentido fisico.

Se duas fungoes, definidas no espaco de fase, sao iguais na superficie de vinculos,
denotada por I', diremos que elas sao fracamente iguais e usaremos o simbolo

[43

~ " para denotar esta igualdade:

Flr =G|r <= F =~ G. (2.22)

12



Em particular, temos

H=~H.,. (2.23)

Utilizando a distingao entre igualdade fraca “ =~ ” e igualdade forte “ =" (igual-

dade vélida em todo o espago de fase), a evolugao temporal das coordenadas e

dos momentos deve ser escrita, em termos dos parénteses de Poisson, como:

i' = {¢ H} ~{¢, H} + X\"{¢, U}, (2.24)
pi = {pi H} ~ {pi, Ho} + X" {pi, O} (2.25)

Conforme dissemos, podem, haver mais vinculos (vinculos secundérios, tercearios,
etc). Neste caso, é facil perceber, eles s@o incorporados a teoria de maneira
semelhante ao que fizemos anteriormente. Por exemplo, suponhamos que exis-

tam apenas K vinculos secundérios (K + M < N). Temos, entao,

H=H,+ A\, a=(1,2,...K+ M). (2.26)

H é chamada hamiltoniana total.
Vejamos, agora, como os vinculos secundarios sao determinados. Seja 2,
um dos vinculos primarios. E uma questao de consisténcia os vinculos nao

evoluerem com o tempo. Podemos, assim, escrever

Qm = {QmaH}a
o {Q Ho) 4 A, 20} % 0, (2.27)

Podemos destacar da relagao (2.27) duas possibilidades, que estao relacionadas

ao paréntese de Poisson entre €, e €2, se ou nao zero (fracamente):

13



1) {Qn,Q2,} =~ 0. Neste caso, obtemos {2, H.} ~ 0, que é uma relagdo de
vinculo. Pode acontecer de este vinculo ser, simplesmente, um dos vinculos
primarios ja conhecidos. Por isto (2.27) é uma mera relagdo de inconsiténcia.
Mas, pode acontecer, também de ser um novo vinculo. Como dissemos, um
vinculo secundério, em virtude de nao estar vindo, diretamente, de expressao
do momento.

i) {Qm, 2} # 0. Agora, ndo obtemos novo vinculo, mais uma relagao envol-
vendo multiplicadores de Langrange \,,.

Este processo deve ser repetido para todos os vinculos, inclusive para vinculos
secundarios que vao sendo obtidos. Os novos vinculos obtidos neste estagio do
processo sao chamados tercearios e assim por diante. Este procedimento é co-
nhecido como algoritmo de Dirac- Bergmann. Procedemos assim até esgotarem
todas as possibilidades, isto é, até nenhum vinculo novo ser mais obtido (ape-
nas repetigao dos ja existentes) e até serem determinados todos multiplicadores
de Lagrange. No que segue, os vinculos tercearios e os obtidos nas etapas do
processo serao chamados, simplesmente, de secundarios.

Voltemos, agora, a questao levantada sobre o fato de termos usado H para obter
Q. na expressio (2.27). O correto seria usar, como Dirac denominou, a hamil-
toniana total. Mas isto, obviamente nao seria possivel pois nao conheciamos
os vinculos secundarios. Agora ja conhecemos. Nao é dificil perceber que se
montarmos equagoes semelhantes a (2.27), usando H ( hamiltoniana total, com
todos vinculos da teoria) em lugar de H, obteremos os mesmos vinculos e os
mesmos multiplicadores de Lagrange.

E oportuno comentar aqui, que os vinculos primarios, obtidos da definicao de
momento, dada em (2.9), e os vinculos secundéarios, obtidos de relagoes da con-
sisténcia, tiradas do fato de os vinculos nao evoluirem com o tempo, podem

nao serem os tnicos vinculos da teoria. Nas chamadas teorias de calibre,? como

2Uma teoria de calibre é aquela na qual as varidveis dindmicas sdo especificadas com respeito a um
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o eletromagnetismo, ha o aparecimento de novos vinculos quando fixamos o

calibre. Veremos mais detalhes a seguir.

e Vinculos de Primeira e Segunda Classe

Vimos a classificacao dos vinculos primarios e secundarios que esta ligada a
maneira de como os vinculos sao obtidos. Ela é, apenas, uma questao, digamos,
de organizacao. Em termos de quantizagao canonica, nao importa como foram
obtidos. O que importa é que eles existam. Neste sentido, uma classificagao
mais 1til é a seguinte: Dentre os vinculos, podem existir alguns que possuem
paréntese de Poisson zero (fracamente) com todos os vinculos da teoria. Estes
vinculos sao denominados de primeira classe. Ja aqueles que possuirem pelo
menos um paréntese de Poisson diferente de zero sao chamados de segunda
classe.

O que importa a destacar é que a existéncia de vinculos de primeira classe
significa que a teoria possui invariancia por transformacao de calibre. Ha dois
caminhos que podemos seguir. Um deles é fixar o calibre. Os novos vinculos
decorrentes da fixacao de calibre implicarao que aqueles vinculos de primeira
classe passem a ser de segunda classe. Um outro caminho a ser seguido é nao

proceder a fixacao de calibre e trabalhar covariantemente.

2.2 Método de Dirac

Seja H a verdadeira hamiltoniana (hamiltoniana total), a derivada temporal de

uma funcao qualquer definida no espaco de fase é:

dA  0A  9A  0A
— = i+ —pi + —. 2.2
- 8q@qﬁ apipﬂr 5 (2.28)

sistema de referéncia, cuja a escolha é arbitraria no tempo. As varidveis fisicamente importantes sao

independentes da escolha do sistema de referéncia. Uma transformagao de varidveis induzidas por
uma mudanga no sistema de referéncia arbitrario é chamada de transformagao de calibre. Varidveis

fisicas, observaveis, sao entao ditas invariantes de calibre.
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Usando as equagoes de Hamilton dadas por (2.24) e (2.25), obtemos:

0A

(2.29)

onde m = 1,2..M + K. Todos os vinculos estao incluidos. Inclusive os decorrentes
da fixacao de calibre, caso existam.
No caso particular de A ser qualquer um dos vinculos da teoria, vem que:

a9,

0 dt

~ {Qn, Hel + A { Qs Q- (2.30)

sendon=1,2..M + K.
Seja (Chun) @ matriz cujo os elementos sao os parénteses de Poisson dos vinculos,
isto é,

Conn = {Qm, O} (2.31)
Logo, da equagao (2.30) vem que
A Coum + {0, Ho} 2 0, (2.32)
ou ainda,
AmCrmn = {Qy, H.}, (2.33)

em que usamos o fato da matriz C' ser antisimétrica (caso de vinculos bossonicos).
Além disso, essa matriz possui inversa, pois todos os vinculos sao de segunda classe.
Assim,

CrinC™ = L. (2.34)
Aplicando esta relagao na equagao (2.33) e substituindo, em seguida, k por m:
N —Co O, H ) (2.35)

Levemos este resultado para a equagao (2.29):

. A A
Am {AH) — {A,Q )0 0, H + %—t ~ (A Hp+ aa—t. (2.36)
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em que

{Aa Hc}D = {Av Hc} - {Av Qm}Cn_W}L{Qn7 Hc} (237)

é o paréentese de Dirac entre as funcoes A e H.. Consequentemente, uma expressao
classica andloga a equagao (2.8) ¢ dada pela (2.37). Assim, este fato parece sugerir

que, no caso de sistemas vinculados, temos a seguinte regra de quantizacao canonica:

(A B}p — %M’ Bl. (2.38)

em que o paréntese de Dirac entre A e B [1, 26] é definido de forma andloga aquela

em (2.38), ou seja,

{A,BYp = {A, B} — {A,0,,}C-1{Q,, B}. (2.39)

Aqui, também, h4 fortes evidéncias que sustentam a hipétese dada por (2.37). A
mais importante é que as relacoes de vinculo, que sé valiam fracamente em termos
dos parénteses de Poisson, valem fortemente nos parénteses de Dirac. Isto significa
que se tomarmos o parénteses de Dirac entre um vinculo e qualquer outra fungao do

espaco de fase, obteremos zero. Vejamos isto:

{A, Q%0 = {A %} — {4 Q00 {0, U},
= {A, %} — {A Qn}CLCrs,
= {A, M} —{A,Q,}0m,
— 0. (2.40)

Assim, a incosisténcia mencionada no capitulo 1 nao existem mais.

Uma outra evidéncia que sustenta a hipétese (2.37) é que as relagdes envolvendo
os parénteses de Poisson sao também validas para os parénteses de Dirac.

E importante mencionar que os parénteses fundamentais de Poisson nao necessa-
riamente obtidos em termos do parénteses de Dirac. Isto nao é nada inconsistente,

pelo contrario. Os exemplos que veremos, capitulo 3, confirmarao o que estamos
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afirmando. Um outro ponto, quanto a regra de quantizagao (2.37), que sé é aplicada

diretamente caso nao haja problemas de ordenamento de operadores.

2.3 Notacao Simplética

E possivel introduzir uma notacao compacta que resume equacoes de Hamilton

numa tunica equacao matricial, &,, tal que suas entradas sao dadas por:

&=q  &N=pi, (i<N), (2.41)
entao,
q1
an
(&) = (2.42)
N
PN

comi,j=1,2,... Nea,f=1,2,...,2N.

De modo andlogo, a (%ig)a:

o0H oH OH oH
= 7 = , < N 2.43
afz‘ 0q; afz’JrN Op; (Z ) ( )

logo,

oH
¢

OH\ | &
(a_g)a_ o (2.44)

Ip1

OH
IpN
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Seja a matriz 0®? definida por:

(0°P) = 0t (2.45)
-1]0

em que 0 indica a matriz nula de ordem n e 1, a matriz identidade de ordem n. Esta

matriz (0*%) é chamada forma normal simplética. Ela tem as seguintes propriedades:

2.50

(@) = —1sp, (2.46)
() = ("7, (2.47)
(@) = —(0%) = ("), (2.48)
(0 (o) = (0*) (™)' = 19, (2.49)
(2.50)

det(c*?) = 1

A propriedade (2.49) indica que (c*?) é diagonalizavel.

Entao, as equagoes canonicas de Hamilton podem ser escritas na forma:

{€,¢%) = o,
‘o aﬁa_H
€ =00 (2.51)
ou
: OH
Sk = Z Ekla_gl (252)

conhecida como forma simplética® das equacoes de Hamilton.
Com esta notagdo, os parénteses de Poisson’entre as fungoes A(€) e B(£) assumem

a forma:

04 ;08

{A,B} = 05“0 967

(2.53)

3Esta palavra foi introduzida pelo matematico Hermann Weyl em 1939 e deriva de uma raiz grega

que significa entremeado ou entrelagado.
40s parenténteses de Poisson entre as fungoes do espaco de fase A(q,p) e B(q,p) sdo definidas

por: {A,B} = g;“i g—f — gf; ‘g—ﬁ, onde os ¢'s sdo as coordenadas generalizadas e os p;s sdo seus

momentos conjugados.
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Esses resultados, vistos em curso de graduagao em fisica [22, 23|, possuem grande
semelhanca com a forma dos resultados de uma teoria mais geral, envolvendo vinculos.
Veremos que as expressoes (2.51) e (2.52) sao vélidas também para sistemas vincula-

dos, a menos do aspecto da matriz (0%7).

2.4 Aspectos Gerais da Teoria Eletromagnética

A teoria eletromagnética no vacuo em (3+1)D, definada pelas equagoes de Maxwell

(c=1):

V-E =0, (2.54)
VxE=-0B8, (2.55)
V-B =0, (2.56)

Vx B =0FE, (2.57)

é uma teoria altamente simétrica. Em particular, as equagoes (2.54) a (2.57) s@o
invariantes por:

(E,B) — (B,-E) (2.58)
que s@o chamadas transformagoes de dualidade (o sinal negativo é consequéncia da
asimetria entre tempo e espago no espaco de Minkowski). Isso significa simplesmente
que, no vacuo, campos elétricos e magnéticos sao fisicamente indistinguiveis.

Outro importante aspecto da teoria eletromagnética é, conhecida, a invariancia
de calibre. Da equacao (2.56), podemos imeditamente concluir que B é um campo

rotacional. Escrevemos,

B=VxA4. (2.59)
Logo,
oA
E = —— Vo (2.60)

As equagoes (2.59) e (2.60) mostram que o campo eletromagnético pode ser expresso

em termos de um potencial vetor A e de um potencial escalar ¢. Estas func¢oes nao
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sao definidas de um modo unico. E fécil notar que o campo eletromagnético per-
manece invariante (e, consequentemente, a teoria eletromagnética) para as seguintes

transformacoes dos potenciais:

A — A - VA, (2.61)
0N\
6 — 0+ 5, (2.62)

que sao chamadas transformacoes de calibre. A é uma funcao escalar arbitraria do
espaco-tempo.

Além de, seu carater covariante, descrita pelas equagoes de Maxwell, (o que deixa
explicito a invariancia de Lorentz da teoria) através do tensor de campos F*, [24, 25],
definido por:

F¥"=F"=—F' Fy; = —€;0; B (2.63)

; ij
ou
Fo = 0,4, — 0,4, (2.64)
onde A" = (A% A%) sdo os potenciais, tais que E' = 9y A’ + 0°Ay e B! = —¢;;,A*. As
equagoes (2.54) a (2.57) ficam:
O Fu =0, (2.65)

8, Fp =0, (2.66)

onde *F'M = %5’“’“’}7 »o € conhecido como dual Hodge do campo F),,. Observe que a
equacao (2.66) é uma consequéncia da defini¢ao de *F),, e, portanto, é uma identidade
(identidade de Bianch).

A partir da relacao (2.64), imeditamente vemos que F),, permanece invariante, se

redefirnimos o campo A* como (transformacao de calibre):
At — AP — OFA, (2.67)
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que corresponde as transformagoes dadas por (2.61) e (2.62).
Por outro lado, as equagdes de movimento (2.65) podem ser obtidas minimizando

em relagao a A, a acao:

Sy = _411 / d'zF"™F,,. (2.68)

A transformacao (2.58) fica:
Fr — ", PR — — R (2.69)
o sinal negativo vem da propriedade **F,,, = —F},,, no espaco de Minkowski. Essa

transformacao nos sugere uma forma equivalente de descrever a teoria eletromagnética

no vacuo em (3+1)D, considere a agao:

. 1
Sy = - / d'z*F"™ *F,,. (2.70)

onde *F),, = GNAVV - 8,,;1# e AV = (Zo, ;L) sao os potenciais, tais que B = —8()%1' +
8, Ag e E' = ¢9%§; Ak, Nesse caso (2.51) ¢ a identidade de Bianchi (consequéncia de

wy 1 _pvpo x
FH = —3¢ Foo.
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Capitulo 3

Aplicacoes do Método de Dirac

3.1 Modelo de Skyrme SU(2)

Seja a lagrangeana do Modelo de Skyrme, [27], dada por:
L=—M+2)\AA, (3.1)

onde M é a energia classica, A\ pode ser interpretado como o momento de inércia do

séliton e 1 = 0, 1, 2, 3. Em seguida, obtemos a hamiltoniana

1

H. =M+ 8—/\(H1HZ) (3.2)
O vinculo primério do modelo é obtido usando a condi¢ao de unitariedade de A(t),
isto é,
AT(HA(t) =1
A2+ A? =1,
ou seja,
o =AA—-1=0. (3.3)

Pela prescri¢ao do método de Dirac devemos incluir o vinculo (3.3) na expressao

da hamiltoniana do sistema, (3.2), obtendo

1
H =M+ 8_)\(HiHi) + p(AA; = 1), (3.4)
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que ¢ a hamiltoniana primaria do sistema e onde p é um multiplicador de Lagrange.

A condicao de consisténcia exige que o vinculo ¢ seja conservado no tempo, isto é,
¢1 = {1, Hy} =~ 0

- 1
o1 = {AiAz’ -1, M+ 8—/\(HjHj) + pu(A;A; — 1)} ;

de onde obtemos

A equacgao (3.5) é um vinculo secundério, uma vez que ela foi obtida a partir da

condicao de consisténcia do vinculo primario ¢;. Para ¢, teremos
¢2 ={¢2, H} =0

. 1
¢2 = {AZHM M + g(H]H]) + :u(A]A] - 1)} )

que nos leva a

: 1
P2 = 5(1_11'11') + (A A;) = 0. (3.6)

A equacao (3.6) ndo representa um novo vinculo do sistema, mas permite determinar
o multiplicador de Lagrange.

Assim, o modelo de Skyrme possui dois vinculos: um priméario dado por (3.3) e um
secundario dado por (3.5). A obtencao das relagoes de comutagao entre os operadores
canonicos via os parénteses de Dirac somente serd possivel se os vinculos forem de

segunda classe. Assim, teremos:
{01, 9o} = {AiAi — 1, AjHj} = 24;4; =2, (3.7)

onde usamos o vinculo ¢; = A;A; — 1 =~ 0. Como a equagao (3.7) é nao nula, os
vinculos obtidos sao de segunda classe, o que permite utilizarmos os parénteses de
Dirac para determinacao dos comutadores da teoria quantica. Tendo em vista a

definicao dos parénteses de Dirac,

{A7 B}D = {A7 B} - {A7 qbr}C;sl{QSsa B}a (38)

24



procuramos obter a matriz C,,, que é dada por:

Crs = {Cbra ¢s}»
com r,s = 1,2. Por (3.7) temos:
0 2
20 )
cuja matriz inversa serd
1
(C—l — 0 2
1
5 0

Entao, para as varidveis canonicas (A;, I1;), temos:

{Ai, Ajbp = {4 A} — {4, 0130 {0, A — {Ai, 2305 {1, Aj}

(3.9)

(3.10)

(3.11)

= {4, A — YO AT, A — { A A YO { A A — 1, A}

(3.12)

E facil notar que o primeiro e o iltimo parénteses de Poisson na equacao acima sao

nulos. Logo,

{Ai, A;}p =0.

Para as variaveis A; e II;, temos que:

{Ai 1L}y = {415} — {4, 61 }CR {6, T} — {Ai, 23O {01, 115}

= 0y — { A, AL O HALA,, — 1,115}
= 0 — A{ A, ILYC (24,{A4,.11;})
1

onde usamos a matriz (3.11).

Finalmente, para os momentos II; e II;, obtemos:

{IL, 1L} p = {IL, 101} — {IL;, 1 } O { o, I} — {11, 92} Oy { 1, 11}

25
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= —{I;, A Ay — 1}CHH{ AL, T} — {10, a, 10, } O { A Ay — 1,115}
= —(=24)C% ({An, I;}H1,) — ({11, AR Cyy' (24;)

1 1

= a;7; — a;7y, (315)

onde novamente usamos a matriz (3.11). Entao, os parénteses de Dirac das varidveis

canoénicas sao dados por:

{4, Aj}p = 0, (3.16)
{Ai}p = 055 — AiAj, (3.17)

Podemos verificar que os parénteses de Dirac sao coerentes com os vinculos, isto

{Xa, A}p =0, (3.19)
onde x, é um vinculo de segunda classe e A(q,p) é uma fungao arbitréria. Temos,
= Ai(dij — Aidy) + (0 — Aidj) A
= 0. (3.20)

{AIL I}y = A{IL L p + { A 115} pllG,
= Ai(AIL — AdLy) + (635 — Aid))IL;,

= 0. (3.21)

26



onde usamos os vinculos ¢; e ¢y fortemente.

As relagoes de comutacao entre os operadores canonicos da teoria quantica:

[Ai, A;] = 0 (3.22)
00, 11,] = i(AIL — AIL) (3.24)

onde tomamos h = 1. Nota-se, de imediato, que parte dos comutadores entre os ope-
radores canonicos nao sao mais aqueles obtidos para o caso de sistemas sem vinculos,

ou seja, as relagoes

,I5] = 0 (3.25)
[ALTL] = idy (3.26)

nao sao validas no caso do modelo de Skyrme. Em particular, deve-se destacar o
fato de que o comutador entre os operadores momento é nao nulo. Isto mostra que a
existéncia de vinculos no modelo de Skyrme afeta de forma relevante as relacoes de
comutacao. A principal consequéncia das relagoes de comutacao serem diferentes das
usuais é que a forma do operador momento, escrito na representacao de coordenadas,
é também diferente da usual, tornando mais claro o efeito dos vinculos na quantizacao

do modelo.

3.2 Eletromagnetismo de Maxwell

Seja a densidade de Lagrangeana do campo eletromagnético dado por:

1 v
L — _Z MVF“ , (327)
1.y, = 1 5 1 — 9
= §A + AVA() + §(VA0) — §(V X A) s (328)

onde A% = ANAM.
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O momento conjugado ao quadripotencial é:

oL
= —, 3.29
= o (3.29)
donde
" =0, (3.30)
T=741vA, (3.31)

logo, temos o vinculo primério €, = I1°.

A hamiltoniana canonica é:
H, = /d?(nmu — L),

_ /d? Bﬁ” + %(v x A)2 -~ TI.VA + HOAO}

= /d? |:%ﬁ2 + %(V X 2)2 — ?VAO + HoAO + )\1H0:| (332)

Agora, aplicando a condicao de consisténcia sobre o vinculo I1°, vem

!

{I°(a), H'}

Q

- /d?ﬁ.{no, VA%,
~v-1I. (3.33)

Q

Encontramos, assim, o vinculo secundéario: 2, =V - ﬁ, que ¢ a lei de Gauss.

Os dois vinculos obtidos sao de primeira classe. A presenca de vinculos ja era
esperada, pois a teoria é invariante perante a transformagao de calibre A,, — AM+%A,
onde A é qualquer funcao escalar de x*. Com o intuito de aplicarmos o método de

Dirac, consideremos a seguinte fixacao de calibre:

A’=~0 (3.34)
V-4 ~0. (3.35)
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o quadro de vinculos da teoria sao agora de segunda classe:

0 = A°, (3.36)
Q, =11° (3.37)
Q3=V-4, (3.38)
Q, =V, (3.39)

Segundo o formalismo proposto, temos de calcular a matriz C e sua inversa. Como
C é uma matriz 4x4 o trabalho serd pequeno para calcular sua inversa, porém, a fim
de lidar com casos mais gerais, utilizarei um método em que os parénteses de Dirac
sao obtidos iterativamente.

Inicialmente calculemos C como se existissem somente dois vinculos (§2; e €2s):

0 1
C, = 532 — 7)) (3.40)
-1 0
logo,
0 —1
C, = (7 — 7). (3.41)
1 0

Calculemos os parénteses de Dirac entre A* e II, considerando unicamente a

existéncia de dois vinculos (parénteses preliminares):

{A" 1L} = (0 — 06)0° (7 — ). (3.42)

Falta agora analisarmos os vinculos Q3 e Q4. Devemos usar Cy = ({Qy,, 2, }7),

com m,n = 3,4, logo:

Cy = v - ) (3.43)



. 0 1 14
Cy ' = - ﬁé (¥ —7) (3.44)

Os parénteses de Dirac sao obtidos usando os parénteses preliminares no lugar dos

Poisson:

A* T p = 5#-8“8” 3(Z— 17 3.45
{ ) V}D v VQ (93' y) ( : )
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Capitulo 4

Método Simplético

4.1 Introducao

Em um trabalho relativamente recente, Faddev-Jackiw [4, 5] mostraram que os
parénteses de Dirac podem ser obtidos seguindo um tratamento geométrico, baseado
em estruturas simpléticas. Este formalismo é conhecido como Formalismo Simplético,
ou Quantizacao Simplética, ou ainda, Quantizacao de Faddev-Jackiw. A proposta de
Faddev e Jackiw para tratar sistemas vinculados é que se fizesse, primeiramente,
a eliminagao dos graus de liberdade supérfluos. Entretanto, conforme eles mesmos
reconheceram, isto nem sempre pode ser feito, nao haveria sequer necessidade de Dirac
ter desenvolvido um formalismo para tratar de sistemas vinculados, pois bastaria que
se eliminassem os graus de liberdade nao fisicos e se usasse o formalismo hamiltoniano
usual.

E mais recentemente, num par de trabalhos [2, 6, 7], J. Barcelos Neto e C. Wotza-
sek mostraram que o método simplético pode ser convenientemente estendido de tal
maneira que os vinculos possam ser incorporados. Note que segue, apresentaremos o

formalismo sem e com vinculos.
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4.2 Formalismo de Faddeev-Jackiw (sem vinculo)

Este método lida com Lagrangeanas de primeira ordem. E oportuno comentar que
isto nao é uma restricao séria porque todos os sistemas que conhecemos, descritos por
Lagrangeana quadraticas, podem ser escritos na formulacao de primeira ordem. Isto
é conseguido estendendo-se o espaco de configuragoes com a introducao de varidveis
auxiliares. Estas geralmente os momentos, mas isto nao é necessariamente obrigatoério.

Consideremos um caso mais geral de Lagrangeana de primeira ordem do tipo:
L =a,é* -V, (4.1)

onde V = V(£%) é a energia potencial.

As equagoes de Euler-Lagrange para a Lagrangeana (4.1) sao':

logo
0.V = (Daag — Opaa)",
= fap’, (4.3)
onde foi usado d, = Bea ©
fos = Buty — Dt (4.4)

A equagao de movimento (4.4) e a equagao (2.51) sugerem uma relagdo entre o

potencial V e a hamiltoniana. A hamiltoniana de L é2

LAs coordenadas simpléticas sdo, a principio, tratadas como independentes, o que justifica o

emprego das equagoes de Euler-Lagrange.

2Utilizando a nomenclatura de Dirac, a referida hamiltoniana é a canénica. Veremos que nao
serd necessario definir novas hamiltonianas andlogas a total ou a estendida: todo o procedimento
simplético nao se importa com o comportamento das fungoes fora da superficie de vinculo - Variedade
imersa no espaco configuracional ou de fase definida pelas equagoes €2,, = 0, onde os €,,,’s sdo as
equagoes de vinculo da teoria considerada. Em uma teoria sem vinculos, a superficie de vinculo é

todo o espago configuracional ou de fase.
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H(IL,§) = T.E" — L(&, ), (4.5)

_ oL

em que II, = ot oL

Como o = aq(€), essa teoria possui, segundo o método de
Dirac, N vinculos primarios: Q,(I1,§) = I, — a,(§). Nosso objetivo nao é proceder
com o formalismo de Dirac, nao vamos considerar tais relagoes de vinculos. Fagamos
simplesmente a substituigdo dos momentos II, pelas fungdes a,(§) (o que parece ser,

ao menos intuitivamente, mais sensato). Ao fazé-lo, H(II, §) passa a ser H(§) e temos

H(§) = aa(§)8" — L(€.€) = V(). (4.6)
Se a matriz (fa3) possuir inversa, os elementos desta serdo denotados por [,
onde
Fraf® =48] (y=1,2..2N), (4.7)
logo
8 = foBo,V. (4.8)

A equagao (4.8) mostra que as velocidades simpléticas podem ser univocamente
determinadas se, e somente se, a matriz simplética possuir inversa.

Como V(&%) = H(&“), os parénteses que satisfazem a relagdo de quantizagao
(parénteses de Dirac)

(A B}p — %M’ Bl. (4.9)

devem também satisfazer:

& ={ vV} =a.v{¢" ) (4.10)

Ao igualar as equagoes (4.8) e (4.10), conclui-se que os parénteses generalizados

devem ser definidos como:

(€7, ¢ )= 10 (4.11)
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Em momento algum foi necessario falar sobre vinculos, apesar de o método de
Dirac precisar da introducao destes. No entanto, a matriz (f.g) é inversivel se, e
somente se, os vinculos da teoria forem de segunda classe.

Portanto, os parénteses de Poisson entre os vinculos, no espaco das coodernadas

e dos momentos simpléticos, sao:

Cap = {Qav QB} = _{amHﬁ} - {Hma’ﬂ}
8% 8H3 81_[& 8@5
07 OIL, | OIL, 9’

= —agaa + 0aag,

= fap- (4.12)

Como a matriz (C,p) possui inversa, nao é degenerada, se, e somente se, os vinculos
forem de segunda classe, o mesmo pode ser concluido quanto a matriz (fug).

Se a matriz ( f,g) possuir inversa, ela é denominada matriz simplética, caso contrario,
existirao vinculos verdadeiros *na teoria. De forma geral, (f.5) serd denominada ma-

triz pré-simplética.

4.3 Formalismo de Barcelos Neto-Wotzasek (com
vinculo)

O objetivo deste método é partir de uma Lagrangeana L® com vinculos ver-
dadeiros, caso de (fas) ser uma matriz degenerada, e, apés n iteragoes, obter uma

Lagrangeana L™ sem vinculos verdadeiros e com a mesma dinamica®*. Talvez a solucéo

3Chama-se de vinculo verdadeiro o termo v

4As equactes de movimento de L(®) s6 poderiam ser deduzidas se todos os vinculos verdadeiros ja

0,V , ainda a ser definido, que ndo é nulo a priori.

fossem conhecidos, assim seria possivel proceder com a variagao da agao levando tais dependéncias
em consideragao, mas os vinculos nao sao conhecidos previamente. Na afirmativa acima (assim como
no restante da dissertacao), suponho a existéncia de um tnico grupo de relagdes entre as coordenadas

que, associado a L) leve as equacdes de movimento consistentes.
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mais natural seja adicionar os vinculos encontrados & Lagrangeana L(® por meio de
multiplicadores de Lagrange, pois assim os vinculos se tornam explicitos mediante
o emprego das equagoes de Euler-Lagrange (desde que esses multiplicadores sejam
tratados como novas varidveis simpléticas independentes [1]).

Utilizando esta técnica de adigao de vinculos, em especial, Faddeev e Jackiw [6, 7]
propuseram um método para lidar com os vinculos verdadeiros. Este, que parece nao
seguir tao diretamente os principios do método simplético, nao sera aqui apresentado.
Esta forma de adicionar vinculos incorpora-os & parte potencial de L(®) e nao promove
a inversibilidade de (hqg).

Por outro lado, esse método consiste, basicamente, em adicionar os vinculos ver-
dadeiros a parte cinética da Lagrangeana, por meio de multiplicadores de Lagrange, e
expandir o espaco de fase, considerando estes 1ltimos como novas coordenadas. Se a
nova matriz pré-simplética for inversivel, esta serd a matriz simplética, caso contrario,
ainda ha vinculos verdadeiros na teoria e o processo deve ser repetido. Analogamente
ao método de Dirac, é possivel que a nova matriz pré-simplética seja degenerada e
novos vinculos nao sejam encontrados (teoria com simetria de calibre), neste caso, o
calibre deve ser fixado para dar continuidade ao método.

Se o tensor obtido na secao anterior f,3 descrever uma matriz degenerada, ele
aqui serd identificado por® fé()ﬁ) Sendo R o posto da matriz ( fé%)), deverao existir
M = 2N — R autovetores associados a autovalores nulos (modos zeros), denotados

por (), com m = 1,2...M, portanto®:
(0)a £(0) __
U " fap =0, para todo 8 e m. (4.13)
Multiplicando v4® nos dois lados da equacio (4.3):

v Ve v =, (4.14)

5Supefndices do tipo (n) indicam a n-ésima iteragao.
60s modos-zeros serdo sempre vistos como vetores de linha. Tratando-se de campos, essa con-

sideragao é importante, pois os modos-zeros podem ser operadores.
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Se a contra¢ado dos modos zeros com o gradiente do potencial (4.14) fornecer

equacoes nao identicamente nulas, vinculos verdadeiros sao obtidos:

QO = ¢Oeg VO (4.15)

m

Caso o desenvolvimento de (4.15), para dado m, nao leve a um vinculo ver-
dadeiro, a teoria em questao possuira simetria de calibre e o0 modo-zero seréd o gerador
dessa simetria. A fim de continuar com o processo iterativo de obtencao do tensor

simplético, o calibre deve ser fixado, fazendo:
V— V4V, (4.16)

onde V;. é o termo responsavel pela fixagdo de calibre, que torna (4.15) nao identi-
camente nula e leva a um novo vinculo.
Conforme ja dito, os vinculos verdadeiros sao adicionados a parte cinética da

m

Lagrangeana, isto é, sendo A9 um multiplicador de Lagrange, adicionaremos o

termo MO0 ou” \OmOQ 5 fim de obter uma deformacio do tensor fé%) Pela
equagao (2.27) vemos que o vinculo nao deve evoluir no tempo (a equagao é valida
para todo t), logo, se ndo houver nenhuma inconsisténcia na teoria, isto é, ndo hajam
vinculos desconhecidos, as equacoes de movimento obtidas pela nova Lagrangeana
devem ser equivalentes as da anterior.

Tomando-se a derivada total do vinculo e introduzindo o resultado na Lagrangeana

por meio dos multiplicadores de Lagrange,que alargam o espaco de configuracao da

teoria passam a ser (£°, Aﬁﬁ’) e a nova Lagrangeana é obtida:

Jac LO) 4 AOmA0)

= (e + A — V()

7As duas formas de adicdo de vinculos sdo equivalentes, pois diferem por uma derivada total

temporal.
8Pode-se, também, tomar a derivada temporal do multiplicador de Lagrange.
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_ (g + O, 00— VO
_ (a(o)@ n Afﬁ)aaQ(O)m) £ — O (g) (4.17)

A forma L) pode ser a mesma de L(¥) se usarmos e = 1,2..2N+M, p=1,2..2N

e definirmos:

gWa = (g0 \Omy (4.18)
al) = (@,00). (4.19)

Entao, da equagao (4.17) podemos identificar novos vetores ag) e aﬁ,ll):

al) = a® 4+ A\09, ) (4.20)
all) = 0. (4.21)

Como os vinculos ja foram inseridos na parte cinética, esses podem ser eliminados

da parte potencial:

v = yO ., (4.22)

A Lagrangeana L") pode ser escrita como
LW = ¢W¢We _ @), (4.23)

logo as equagoes de Euler-Lagrange sao facilmente obtidas ao comparar a equagao
anterior com (4.4) e (4.5):
FLEWP = 9, v, (4.24)

com

£ = 0aa) — 95al). (4.25)

e}

Em consequéncia, a modificacao do tensor pré-simplético é dada por:

Jii = Gaafy) = 9pall), (4.26)
f = 04al) — 0all) = 0,0V, (4.27)
i = Omal) = 0,al) =0, (4.28)
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9

= gym- Matricialmente,

sendo 0,

(f) (9,99

(£) = , (4.29)
—(0,9MT 0
onde o, = 1,2.2N + M, p,k = 1,2.2N, m = 1,2..M, 09, = ﬁﬂ)p e o su-

perindice T' indica transposta da matriz.

Se a matriz ( fég) for nao-degenerada, conseguimos eliminar os vinculos e tem o
tensor simplético da teoria. Caso contrario, devemos repetir o procedimento anterior
tantas vezes quantas forem necessarias.

Pode ocorrer, também, de se chegar a um ponto onde se obtém uma matriz singular
e os modos-zeros correspondentes nao conduzem a novos vinculos. Este é o caso, por
exemplo, de teorias de calibre. Neste ponto, se queremos definir o tensor simplético,
devemos introduzir as condigoes de calibre” (ou a fixagao de calibre).

Como exemplo das idéias aqui tratadas, consideremos o Modelo de Skyrme e o
campo eletromagnético. O Modelo de Skyrme é uma teoria efetiva que descreve os
béarions e suas iteragoes, através de solugoes estaticas com energia finita (sélitons) em

um modelo de sigma nao-linear.

9Vinculos provenientes da quebra da simetria de calibre.
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Capitulo 5

Aplicacoes do Método Simplético

5.1 Modelo de Skyrme SU(2)

Passaremos agora a discutir a quantizacao deste modelo do ponto de vista do
método de Faddeev-Jackiw para sistemas vinculados.

Vamos usar um procedimento semelhante ao utilizado por J.Barcelos Neto e C.

Wotzasek [6]. Primeiramente, como vimos no capitulo 4, devemos escrever a La-

grangeana do modelo como uma funcao linear das velocidades. Teremos:

L=1LA;, — H
. 1
LO Z LA - M- o5 (ILIL) = (A4 = 1) (5.1)
ou entao
LO = T, A; — VO (£O), (5.2)
onde
1
VO E®) = a4+ o (ILIL) + (A = 1) (5.3)

e as varidveis simpléticas sao 52-(0) = (A4;,11;,n). Temos que:

04— 1, (5.4)

N 1} (5.5)
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Da definicao da matriz fi(f),

o _ 0 dal”

1= 5~ o 5.6
obtemos
0 —d; 0
fO=1s6;, o o], (5.7)
0O 0 0
que é singular. O modo-zero correspondente ao autovalor nulo é v = (0,0,1).

Contraindo o modo-zero com o gradiente do potencial,

ov O
00 — 0 3—5(0) = (5.8)
o vinculo sera dado por:
0
00 _ oV (0
In
0O = 4,4, -1=0. (5.9)

O vinculo dado em (5.9) deve ser introduzido na Lagrangeana de primeira iteragao

via um multiplicador de Lagrange. Isto é,

. o0
Unzmm—v@@%+p37, (5.10)
onde %;0) é a condigao de consisténcia do vinculo. De (5.9), obtemos
400 .
= A;A,. 5.11
o (5.11)
Logo, substituindo (5.11)em (5.9), temos:
L0 = (I + pA) A — VO (), (5.12)
onde,
MWDy — 10O ‘
vOEl) = voEo)|
1
vOEY) = vOE)| =M+ (L) (5.13)
a;a;=1
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.y . . sy ~ 1 . IS
e as variaveis simpléticas sao f&) = (A;,I1;, p), onde ignoramos a variavel n porque

ela nao aparece na Lagrangeana de primeira iteracao. Temos que:

aEI)Ai = IL + pA;
aM = AW = (5.14)
A matriz simplética sera:
0 —0; —A
=146, 0 0 (5.15)
A 0 0

que é singular e o modo-zero associado ao autovalor nulo é v = (0,4;,—-1). O

vinculo secundario sera:

an — VY _,
o€
oV oV

A Lagrangeana de segunda iteracao sera dada, entao, por:
o0

L®) = (I + pA)A; = VOUED) + = (5.17)
De (5.16), temos que
4O . .
dt
Substituindo (5.18) em (5.17), obtemos:
L® = (I; + pA; + pIL) A; + pAll — Vv (51'(2))7 (5.19)

onde V®(£®)) ¢ obtido a partir de V(M) de modo que VA (£®) = v (M),

As varidveis simpléticas sao fl-@) = (A;,11;, p, u). Entao, temos que

CLZ@)Ai = Hl + ,LLHz + pPa;,
az@)ﬂ-i = :qu
P = ¢ = (5.20)



Dai, obtemos a seguinte matriz:

0;; 0 0 —A;
fO=1" (5.21)
A, 0 0 0
I, A, 0 0
que é nao singular e sua inversa sera:
—A; —I1; 0 —0y

Os parénteses generalizados, que sao equivalentes aos parénteses de Dirac, sao da-

dos pelos elementos da matriz duas-formas inversa. Entao, da matriz acima, obtemos

—1
{445 = 1P =0 (5.23)
@]
{Ai, I} = [fu } = 0ij — Ai4; (5.24)
@]
(1L, I}, = [ % } = AL — AL (5.25)

A quantizagao é obtida:
1

Podemos notar que os parénteses generalizados em (5.23) a (5.25) sao iguais aos

parénteses de Dirac obtidos em (3.16) a (3.18), respectivamente.
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5.2 Eletromagnetismo de Maxwell

Agora, passaremos a discutir a quantizacao desse caso do ponto de vista simplético.

Visto que, a densidade Lagrangeana do campo eletromagnético é dado por:

1 .

1. : 1
L=gA+ ANVA + 5 (VA0 = 5(V x A (5.27)

pode ser linearizada ao utilizar o momento como um campo auxiliar.

oL
m,— 2~ —0.1,2,3), 5.28
T (p ) (5.28)
donde
M, = 0, (5.29)
i = A+VA, (5.30)

logo, linearizando a Lagrangeana e acrescentando o indice de iteracao:

LO—i.4A- v (5.31)
onde
VO = %HQ —Ii- VA, + %(v x A4)2, (5.32)
As variaveis simpléticas sao:
€0 = (4y, AL TL), (a=1,2..7;i=1,2,3), (5.33)

e as quantidades al podem ser obtidas:

JO% _g. A, 0 g (5.34)

1 1) 1

Portanto,

a((xO) = (Oa H’ia 0)7 (535)

o que nos leva a determinacao de (fo(f]ﬂ)), com =1,2,..7:
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00 0
fO=10 0 —o; |*F-10). (5.36)
0 6; O

A matriz f© é singular e o modo-zero correspondente é:

vO=@a 0 0. (5.37)

Usando a seguinte condicgao:
o
3. ,0)arz 3 0)/~ _
/d v (a:,15)—65(0)&(57 ) /d yVO(g,t) =0 (5.38)

que é uma generaliza¢ao para campos da expressao (4.14). Aqui, 5&0) (Z,t) estd repre-

sentando qualquer um dos campos de Ay, 4;, II;. Obtemos,

/ POz, )V - (7, 1) = 0 (5.39)
que leva ao vinculo:

V-1 =0, (5.40)

que ¢ a lei de Gauss.
Exigindo que o vinculo obtido seja fortemente igual a zero em V(:

1 1
VI = 21 4 5 (V A)2, (5.41)

onde o termo II - VAy de V© foi incorporado ao termo introduzido de LD, isto ¢
feito redefinindo-se o multiplicador de Lagrange e introduzindo uma derivada total.
Entao construida a primeira iteracao da densidade de Lagrangeana:

— —

LO =T A1 -va— v, (5.42)

Aqui a derivada temporal do vinculo foi adicionada por meio de um multiplicador

de lagrange. Ao definir,

a(l)A' . az(l)H = O,\; aO* — 0. (5.43)



Portanto,

¢ obtida a matriz fo(élﬁ):

0
f(l) = 5z‘j
0

O modo-zero possui a forma:

que devem sastifazer a relacao

—I/ig + Giv’\ =0.

Considerando novamente a expressao (5.38),temos

» )
3 A
/ o S A D

(A, IL, N, (5.44)
(II;, VA, 0), (5.45)

57 — 7). (5.46)
), (5.47)
(5.48)

/d%(v x A)? = 0

Combinando (5.48) e (5.49) obtemos

/d?’x@il/\(@j@in—@i@jAj) =0

0 =0 (5.50)

Entao, o modo-zero nao da nenhum novo vinculo. Conforme explicado anterior-

mente, devemos fixar o calibre. Vamos escolher o calibre de Coulomb, V - A= 0, que

também terd sua derivada temporal adicionada a densidade de Lagrangeana:



—

(+Vn) - A+T1-VA— VO, (5.51)
1 1 -
V@ — 112 - ZA.V2A4. .H2
2 5 Vv? (5.52)
onde parte do termo em (V X Z) que contém V - A = 0 foi absorvido no termo

cinético. Considerando que
al@)g =1IL; + O;n; alMm = 9;\; a0 = O = 0. (5.53)

e as novas coordenadas simpléticas:

5&2) = <A17 Hi7 )\7 77)7 (554)
chegamos a matriz simplética,
0 —6; 0 =V
0; 0 =V 0 L
(Fe) =1 " 5@ — ). (5.55)
0 V 0 0
vV 0 0 0

que nao ¢é mais singular. Ela pode, entao, ser identificada como a matriz simplética

da teoria. A sua inversa sera denotada utilizando tensores em cada um de seus blocos:

0 - 0 &
) o+ %0 =& o o
=1 7, Vo | 0@E-. (556)
0 & 0 &
0; 1
9% 0 L 0
V2 V2

Por fim, podemos escrever o paréntes generalizado entre A; e II; como:

0,0, LS

Vemos que o resultado obtido é o mesmo da equagao (3.45),que o método de Dirac.
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Capitulo 6

Formalismo Simplético de Imersao

6.1 Introducao

H& hoje em dia um intenso estudo a respeito das idéias relacionadas com dualidade
[31], que, em poucas palavras, pode ser descrita como duas versoes equivalentes de
um modelo usando diferentes campos. Podemos listar diferentes contextos em fisica
tedrica nos quais a dualidade é um ingrediente essencial [18].

A partir da equivaléncia entre os modelos auto-dual [19] e topologicamente massivo
[4], mostrado por Deser e Jackiw [5], se estabelece uma correspondéncia entre a fungao
particao para o modelo massivo de Thirring e a teorias de Maxwell-Chern-Simons
(MCS) [5]. Entretanto, como observado em [20, 21], o uso de agbes originais nessa
situacao nao € eficiente para se estabelecer uma equivaléncia dual. O chamado método
iterativo de dualizagdo de Noether [16] tem se mostrado eficiente para se estabelecer
a dualidade entre alguns modelos, como a paradigmatica dualidade entre o modelo
auto-dual [19] e a teoria Maxwell-Chern-Simons em trés dimensoes (correspondéncia
estabelecida por Deser e Jackiw [5]).

Nesse contexto, um método recente, é o chamado Formalismo Simplético de
Imersao, esse usa “filosofia”do método simplético anteriormente apresentado, para

inserir varidveis auxiliares (varidveis de Wess-Zumino) de forma consistente com a
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dinamica da teoria original e com os desejados geradores da nova simetria de calibre.
Além de acrescentar duas novas fungdes, ¥(§) e G(&, 1), a primeira na parte cinética
da Lagrangeana e a segunda na parte potencial; de forma a possibilitar o retorno a
Lagrangeana original se a variavel auxiliar n for substituida pela funcao nula.

Apés a introdugao de n, ¥ e G, o primeiro passo é impor que a nova matriz
pré-simplética ( fdg) seja degenerada, assim ¥ serd determinado. O segundo passo
consiste em impor que seus modos-zeros nao produzam novos vinculos, o que vem
a determinar G. Com isto, obter-se-4 uma Lagrangeana com simetria de calibre,
cuja fixacao com a condigao n = 0 promoverd as mesmas equagoes de movimento da
Lagrangeana original.

Geralmente, o tensor simplético envolve as coordenadas e os momentos originais
da teoria. Apesar do método simplético de calibre conservar a correspondéncia ex-
istente entre cada coordenada e seu momento conjugado, a insercao da variavel de
Wes-Zumino pode alterar o valor do ultimo. Por isto, um terceiro e ultimo passo é
necessario escrever a Lagrangeana na forma padrao, isto €, sem os momentos.

Este é diferente da técnica existente que procuramos adaptar, prever ou reorga-
nizar, os vinculos existentes de segunda classe em um sistema de primeira classe!.
Além de, tratar somente estruturas simpléticas da teoria para que a de Imersao nao
dependa de alguma restricao da pré-existente.

Todavia, o FSI nao é afetado por problemas de ambiguidade e mantém o conteido
fisico, originalmente, presente no espectro de energia. Este método segue a sugestao
de Faddev [10] que se encarrega de modelos ndo-invariantes - o formalismo simplético.

Primeiramente, apresentaremos de forma geral, o Formalimo Simplético de Imersao
[13, 14, 26], a fim de analisar a teoria de MPCS desse ponto de vista e obter a agao

equivalente dual da teoria a fim de compara-la com a recém-técnica de Dualizagao de

!Trata-se de uma sistema que possui pelo menos um vinculo primario. Considerando como
verdadeira a conjectura de Dirac, isto é, que todos os vinculos de primeira classe sao geradores de

transformagoes de calibre, sistema de primeira classe é o0 mesmo que simetria de calibre.
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Noether?.

6.2 O Método Simplético de Imersao

A idéia principal deste Formalismo Simplético de Imersao (FSI) [13, 14] é o mer-
gulho em uma teoria de segunda classe em uma dual com invariancia de calibre.
Baseia-se no Formalismo Simplético e estenderemos o espago de configuracao por meio
das varidaveis de Wess-Zumino (WZ). Acrescentaremos duas fungoes arbitrarias que
sao dependentes do espago de fase original e das varidveis WZ, ¥(a;, p;) e G(a;, pi,n)

na densidade Lagrangeana de primeira-ordem:

LOdt = a?de¢® + Wdny — VOt (6.1)

com

VO — O 4 G(as,pi,n) 02

onde a fungao arbitraria G(a;, p;,n) é expressa como uma expangao em termos das

variaveis de WZ, dado por:

e}

G(aiapia 7]) = Z G(ai>pi7 77)7 G(n) (aiap’h 77) (8 77(”) (63)
n=1

e satisfaz a seguinte condi¢ao de contorno:

As variaveis simpléticas foram estendidas e também as varidveis WZ, 5(0)75 =
(€09 ) ( com 0 = 1,2,...,2N + 1) e o potencial simplético de primeira-iteracao

torna-se:

2Veja o apéndice.
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‘7(0)(ampia n) = V(O)(ai,pz‘) + Z G(n)(ai,pz‘, n) (6.5)

n=1

Neste contexto, os novos momentos canonicos sao:

(0) 0
a,”’, 0=1,2,...,2N;

al =3 N (6.6)
0, =12 2N +1

e o novo tensor simplético, dado por:

~(0) ~(0)
U M ©.7)
06 geoa e’ '
3 73

que matricialmente é,

(f53) (fa)
fy o0

Apés a introdugao de n, ¥(a;, p;) e G(a;, pi,n), 0 primeiro passo é impor que a

(F33) = (6.8)

nova matriz, j:}%), seja degenerada, assim ¥ serd determinado. Enquanto, o segundo
consiste em atribuir que seus modos-zeros nao produzam mais vinculos, o que vem a
determinar G.

Com isto, este novo tensor simplético, fv(o), tem um modo-zero v,consequentemente,

chegamos a seguinte condicao:

~(0) 7(0
%>%:0 (6.9)

Imporemos, agora, que a matriz acima possua o um modo-zero do tipo:

70 — ( o1 ) 7 (6.10)
e usando a relacdo dada em (6.9) junto com a (6.8), encontramos um grupo de

equacoes,
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W fag + g =0 (6.11)

onde
Y o
) _ B
18 =5 = 0% (6.12)

Os elementos da matriz ;? sdo escolhidos em ordem de revelar o desejo pela
simetria de calibre. Note que nesse formalismo de modo-zero I?'g)) ¢ o gerador da
simetria de calibre. Esta caracteristica nos permite encontrar a simetria escondida do
modelo ndo-invariante. O fato da tltima componente de (7(¥ ser unidade assegura
a existéncia de uma transformagao de calibre envolvendo 7. Estando os modos-zero
escolhidos e a fun¢ao ¥ determinada, a equagao (6.11) dé-se inicio ao passo seguinte
do método, o célculo de G.

Para termos uma teoria de calibre, impomos que nao mais vinculos surgem da
contracao do modo-zero (ﬂéo) ) com o gradiente do potencial V(O)(ai, pi, M), OU seja, o

modo-zero ¢é ortogonal ao gradiente do potencial. Esta condigao gera uma equacao

diferencial geral,

g(o)éav(o) (,\(,li’ Di, 77)
PR

—0 (6.13)

03‘/(0)(%7}%‘) + 98G(1)(ai7pi7n) 93G(2)(ai,p¢,77)

DEP H DE00 TH DE0P Tt
W (a: n: @) (a: n:

que nos permite calcular todos os termos de corregao G(a;, p;,n) em ordem de 7. Note
que esta expansao de polinomios em termos de n é igual a zero, consequentemente,
todos os coeficientes para cada ordem de n devem ser identicamente nulos. Em vista
disso, cada termo corrigido em ordem de n é determinado. Para um termo linear

corrigido, temos:
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2OV O (a; p))  0GY (as, i)
B gep on

=0 (6.15)

e um termo quatratico,

GaG(l)(ahpian) 80(2)<(11,p1,77)
FRUD on

Destas equagoes, uma relacao de recorréncia para n > 2 é proposto como:

= 0. (6.16)

98G(n_1)(a’i7pian) 8G(n)<a“pl’n)
H DEW©)0 on

que nos possibilita calcular os restantes dos termos de correcao em ordem de 7. Este

=0 (6.17)

processo iterativo é sucessivamente repetido até (6.13) tornar identicamente nulo,
consequentemente, o termo extra G(a;, p;,n) é obtido explicitamente. Entao, a hamil-

toniana de calibre invariante, identificada como potencial simplético, é obtido como:

H<aiapiv 77) = V(O)((azap1> + G(aiapia 77)7 (618)

e o modo-zero 7(?? é identificado como gerador de transformacdo infinitesimal de

calibre, dado por:

555 = (6.19)

onde € = €(t) (ou € = €(Z,t) para campos) possui a finalidade de tornar as compo-
nentes do modo-zero suficientemente pequenas. Vemos, da equagao (6.19), que os

modos-zero sao geradores das simetrias de calibre do método simplético.
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Capitulo 7

A versao invariante de Calibre do
Eletromagnetismo de
Maxwell-Proca-Chern-Simons via

Formalismo Simplético de Imersao

7.1 A Analise Simplética de MPCS

Nessa se¢ao, baseou-se no nosso artigo [14], a teoria de Maxwell-Proca-Chern-
Simons (MPCS) em quatro dimensoes serd analisada no ponto de vista simplético

[22]. Consideraremos a Lagrangeana massiva MPCS [15, 16]:

2
1
O — _gFWFm/ + %AMAH _ ZpaAﬂgaﬂ#VF,ul/? w,v=20,1,2,3 (7.1)

onde m ¢ a massa do campo A, = A,(Z), & o vetor do espago-tempo, tensor métrico
G = diag(+1,—1,—1,—1) e, p um quadri-vetor externo constante, que seleciona
uma diregao preferencial no espago-tempo para cada estrutura de Lorentz. Este termo

associa ao campo eletromagnético a um quadri-vetor p, [15]. Este modelo designa a
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massa ao féton e, consequentemente, nao existe transformacao de calibre da teoria de

Maxwell. Porém, este fato é mais facilmente constatado observando-se que A*A, nao

¢ invariante perante A* — A* + O A, que corresponde justamente a transformacao

de calibre da teoria da Maxwell (L = —%FWFW).

Agora, segue o método simplético, em que a Lagrangeana de iteracao-zero e

primeira-ordem, equagao (7.1), deve ser escrita como:

2
, . |
L(O) _ —gFOZ'FOI—gﬂjFU‘i‘m?A,uAu_§p1A]6ij0kFOk_

1 , L1 .
- ZPOAZ€0iij]k - ZPZAO&o]'kF]k-
Os momentos conjugados ao campo A" é:

oL oL
II =—=—— [=1,2,3.
l(x) 5Al a(a()Al)’ ) 73

(7.2)

(7.3)

Usando a equacao (A.7) para calcular a variagdo do primeiro termo da densi-

dade Lagrangeana (7.2) e (7.3) e levando em consideracao os demais termos com

dependéncia de (9pA'), temos:

B .
I(z) = _E[FOZ — (—Fu)] — 5P Aleijond)
|
= —BFu— 5p'A¢eijo

2
1, j
= —5F01—§p145uj;

ou seja,
1 1 . .
Foy = =II, — —p'Al¢y;..
0l 3 l 2519 Elij
Logo,
. 5 . ﬁ . m?2 . m?
L(O) — _ﬁ_FOi_FOZ —+ §P’Oi_FOz — ZEjFZ] + TAZAZ + 7140140 +
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— épZAJEkijFOk — ZpoAzﬁiijjk -+ Zpleéiijjk. (76)

Usando a (7.4), temos:

1 1 | 1 . .
LY = —EHZHZ - %Pnz‘lsﬂﬁlns - %pZA]nglij - @plpnAJAs&iﬁlm +
+ iHHl L A%+ ——pip AT A et iAJ‘HZs»,—QF,Fiﬂ'ﬁL
25 4ﬁpn Ins Sﬁp Pn s<lij 4ﬁp lij 4 iJ
, 1 . . 1 . .
+ 7140140 + 7A1AZ + %plA]Hké?kij + EplpnAjAséfkij€kns +
1 ‘ . 1 . A
- ZpoAzéz‘ijjk + szAO&ij]k- (7.7)
Sabendo que,
eype® = 578t — 516! (7.8)
temos,
LO = —lHlHl — ip AL — ip"AjHlsl-- —p'p; ATA; + ! —p'p ATA; +
B 26 e 25 Y 46 ’ agr oty
1 1
— LI + —pn AEins ATA; — i A A ’AJHI i
8 i 0 L
— CF,pi " 4A —A,AZ — Al TTF ey,
T + 5 10 + 5 + 2ﬁp €kij +
1 . . 1 . . 1 ) . 1 . .
+ EplijJAi - EPZPiAJAj - ZPOAZEiij]k + ZPlAO&‘ij]k- (7.9)
Ou,
LO = —lHl(—ﬁf) A+ BOAy — 1piAjel- )+ ——=p'p; ATA; —
ﬁ 0 0 2 1 8ﬁ 7
— ppAA —|—iHHl—@F-~FU+—AAO+
SB 7 26 l 4 ] 2 0
-1 . A 1 . .
+ TAzAZ — ZPOAZEiij]k + ZpZAOESZ‘ijJk. (710)
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ou ainda,

. 1 . . 1 . . 1 . . 1
LO = A+ 0 A + —=p'Aley; + —p'p; AV A; — —=p'piAVA; + =TT —
1+ ) o+2ﬁp €lg+8ﬁppg 8ﬁpp g+2ﬁ !
IS ij m? 0 m? i 1o &, L0 ik

Finalmente, obtemos a lagrangeana linearizada;

LO =LA — v, (7.12)

com

2. 1 o 1 1
VO = A (0L + mP A, + 7P jniFF) — %piAijgijk - %Hznl +
ﬂ y m? 0 m?2 . 1 . . . 1 0 xi "
Prrii £ T 4,40 — T A AT~ i AT (p AT — p, A) + P Al IR,
+ Y+ A 5 Nl (psA" = pidy) + " Aleign
(7.13)

Os campos simpléticos sdo @ = (A7 IT*, A°) e os momentos sdo:

aﬁ)z') = 1I;
al? = o) =0 (7.14)

e a matriz simplética de iteracao-zero é:
0 —3ij 0
fO=|{g: 0o o |8@-9). (7.15)

0O 0 0

que é uma matriz singular e tem um modo-zero dado por:
I/(O) = (01)(3 01)(3 1), (716)
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Se contrairmos esse modo-zero com o gradiente do potencial simplético, gera o

vinculo:
L oVO() »
que é
— i — o 1 i . . .
Q(O)(:v) = — /d3y(6$H,~(x) + m2A0(x) + Zp F]kgjki)53(l' — 1)
. 1 . .
= OLIL(%) + m*Ap(Z) + ZplF]kEjki (7.18)

identificado como a lei de Gauss. Retornando este vinculo na parte canonica da
densidade Lagrangeana de primeira ordem L), usando um multiplicador de Lagrange

(7), a densidade Lagrangeana de primeira-iteragao é obtida como:

LW =T'A; + Qi — VO, (7.19)
Ccom V(l) = V(O) |leo
1 3 o1 o om?2
VO = LI+ SF, F9 — —p A TLer 4+ — A A° —
a5 i gt gpPititke T o
m* 1 i iy o L0 gi ke

As novos campos simpléticas sdo 1) = (A%, II', A°, v) e os momentos sdo:

ay = T
W = =0
al) = Q. (7.21)

Ja, a correspondente matriz simplética é:
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7o Jri@) a0 @ 0 0 Jre @) ()
0 0 0 fa0 @@
F@aig  Fewe e 0
onde
fO = 8T — )
A (E)IT (7) 9ij0 \r —Y
(1) . , T 30 o
@A () — fai@mm) = 9:0° (& - 9);
AL@)(@) SA(7) (0,10(9) +m°Ao(9) + 79" F™ (§)€nms)
1

L

1)
f V@AY

<

" (070,"0(x — y) — 6" 0,0(x — y))Enms
L L ooscsi= =
n n8m53(x - y)gnmi - le ay53(x - y)gm's

AL = hrd 1 7 S g g
=" 0,0 (T = §)enim — 7" 050° (T = §)enis
1 — —
_Epna;né?)(x - y)gnzm
T 1 QM = N
- [fAi(f)w(gj)] = §p 0, 53(37 — ¥)enjm;

an = 5 O @)
= o)
ﬁ%m@ = — [fwanm] = -0 @ - );
Liane =m0 @ =D
R = = fowm] = -m* @ -5).
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Portanto,

0 —9i;0°(T — §) 0 fai@n@
03T — 7 0 0 (i — i
s | 9 (7 —9) HOMCRT) (7.28)
0 0 0 m283(% — )
Fawg — —070%(T —4) —m?0* (T —7) 0

Esta matriz é nao-singular, como resolvido pelo formalismo simplético, os parénteses
generalizados entre os campos de espaco de fase sao adquiridos pela matriz inversa!,

0s quais sao identificados como:

{A(D), ()} = 0; (7.29)

{A@), TV (). = 698 (@ — ) (7.30)
{A°@), X)) = 5080 — ) (731
(A@), P ()} = 5 ™ pnd (7 — ). (7.32)

Como dito acima, a analise simplética foi o primeiro passo do Formalismo de
Imersao (FI). O préximo é a introducao do campo WZ em ordem de prosseguir com

a dualizacao. Este sera feito na préxima secao.

7.2 O Modelo dual equivalente de MPCS

Agora o espaco de fase sera estendido com a insercao dos campos WZ. Primeira-

mente, mudaremos a Lagrangeana, equagao (7.19), introduzindo duas fungoes ar-

bitrarias, ¥ = W(A", II*, A%) e G = G(A", 1IT', A°, i), com campo WZ,

Veja o apéndice.
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L =ILA + Uy — VO, (7.33)

onde

vO = vO4q

A 1 7 i 1 1 ﬁ i
= —AO (3 H,L -+ m2A0 —+ Zp EjkiFJk> — %piAijgijk — %Hlﬂl + ZFiij +
2 2 1 4 1 . 4
+ D AgA — A — g (p AT — piAy) + PP Al P 4 G (7.34)
2 2 80 4
e G é uma funcao expressa como:
GA T, A ) =Y 6™, G o™ (7.35)
n=1
A funcao arbitraria satisfaz a seguinte condicao de contorno:

G(AL T, A% n=0)=0 (7.36)

Os campos simpléticas foram estentidas , £© = (4%, 1T, A°, ), e a matriz simplética

torna-se:

0 —gij(;?’(x — y) 0 W((:E?)
3(7 SV (F)
]7(0) _ 9]15 (l’ y) 0 0 OIT#(Z) (7 37)
0 0 0 S | .
5 AO(F)
SU(Z) 5U(2) SU(Z) 0
6 AT (%) oIl (%) S A%(F)

Esta matriz singular tem modo-zero, que pode ser resolvido convenientemente

CO1mo:

YO =@ o0 9 1) (7.38)

Contraindo este modo-zero com a matriz simplética acima, um conjunto de equagoes

diferenciais sao obtidas:
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/ d*x {;ﬂg)} =0, (7.39)

oV ()
&z |g;;0'0% (% — , = 4
[ @ a0 -+ 5] <o (7.40)
oV (Z)
d* =0 7.41
[ = |55 o 4y
0V (Y) 5¥(¥)
x| 0" — 0 = 0. 42
/ v [‘9 sai@) "~ sam| =" (7.42)
Portanto, encontramos que,
U(F) = —0'TL(7) (7.43)
com matriz simplética correspondente a:
~ i 0 0 =9/
Fo_ % C - g (7.44)
0 0 0 0
0 97 0 0
Entao, a densidade Lagrangeana torna:
L =LA — 9'TL; — VO, (7.45)

sendo o V© dado por (7.34).
Comecaremos, passo final de Formalismo Simplético de Imersao, impondo que
a contracao do modo-zero,equagao (7.38), como o gradiente do potencial simplético

gera um resultado identicamente nulo, ou seja,

/ By () 5‘2(0)@ = 0. (7.46)



Desta condigao, a seguinte equagao diferencial é obtida:

3 L |3V O®@) SV O(7) SV O (i) B
/d Y {8 SAN(T) * | 0A0(Z) on(@) } =0. (7.47)
onde
V y k(g . ij (=
5(;/;1[(:%) zllpigj’“AO 55FA1((—2'J)) - %Plnk&z@g(f —9)+ ﬁFu( )5(5”((%) _
A %pi [P AN() = piA ()] 8°(F — 3) —
ARG D)+ AR E )+
ik
* }lp(]ij( J)eik + 1p gwké;;lz(( >) Al (7.48)
©) (7
5;10(%) = —0,IL;(y)d°(Z— ) —m*A (§)53(f—37)—iplajleJ (D (Z—7) (7.49)
VO] 66" (@)
on(Z) 2 on(7) (7.50)

Reescrevendo, os termos, separadamente, da equagao (7.48) como:

5ij(37) J 3= Jake3/>
SAT) =oF 0)6°(% — ¢) — 6/0,6°(T — 7)), (7.51)
— 6FU g —\ 0% — — — 1 — — —\ O — —
Fs (i) 51 ((:E)) Fa(i)0,6° (% — i) — Fi;(1)0)6°(Z — i) = 2Fu(9)8,0° (& — §), (7.52)
Sk (7))

T — ) — en0lo® (T — 7)) = 25ij18§53(f — 7). (7.53)

Assim, a equagao (7.48) assume a seguinte forma:
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SV O ()
SAY(T)

Loinin /= S I 5 o a 3/ o
+ §p’8§A0(y)giﬂ§3(:c —9) - 25" M eund®(F — §) 0, Fj (§)0° (T — §) —

1
m” Ay (9)6° (T — ¥) 4519114( Tpid* (T — ) + 451%1( 7P’ (T — ) +
1 . . 1 ,
+ épOA’(g])sijl(?;(53(f — )+ ZpOijeljk(S‘g(f — 7). (7.54)

Retornando a relagao (7.47), calcularemos todos os termos corrigidos em ordem

de n. Primeiramente, o termo de correcao linear em 7,

5G1< ) l z ] ]' AR 1 e 2 —
_Epl "(Y)pi + EpiAl(y)p + Zponk<y)5ljk - 5]003{,14 (y)gijl 53@ —¥) +
1 — —
-° {8’ (7)) +m?Ao(9) + Y e IR | 03T —9) =0 (7.55)

Analogamente, a equacao (7.43),0 termo de corregao linear em 7,é dado por:

1 . )
G(l) = a |:2p 8JA ( )82]1 Qﬁplﬂksilk — 68Zle(f) — mQAl(f)
1 1 1 o
—@(le( Hp; = p A (@) + 0" P @)z — 5p" 0" A'(F)eii| (&) +
) |
+°[0'T1(F) + m2 Ao(T) + ~p" FI* (D) eiu]n(T) (7.56)

4

e por uma integragao por partes, nos permite reescrever a equacao acima sob a forma:

1 .
G = [ipza]Ao( U)eij — pH e, — BO'Fy(T) — m* A7)+

20
—%(pz W(@)pi — pi Al (& )p')+ip°F” (7 )f:‘m——poalz‘lz( ¥)eii| O'n(T) +
— [8iHi(f) +m?A(%) + ip ij( )ik "n(z) (7.57)
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Substituindo o primeiro termo da equacao acima pela (7.4), temos:

1]9 FOR()e, — BO' Fu(Z)—

GY = 131,40( Beii+ 3

1
—m?A(%) + 4P0F] (D)ejm — —poajA (z )‘%l} 9'n —

~[OTL@) + m? Ag(®) + 1 P @)l (759

Levando este resultado no potencial simplético, equacao (7.34), obtemos:

VO =vO 4 60+ 3" 6. (7.59)

Contraindo o novo potencial simplético V® com o modo-zero, equagao (7.38), a

fim de encontrarmos o termo de correcao quadratico, temos:

o [ [VO@] L [560@] e [VO@
/ dy{ax )t s 2 e
o [0c0@] L [ecv@] L [ @)] | _
+0 | T | 1 [ e ]+1 L_2 " ”_0 (7.60)

Notamos que o primeiro, terceiro e quinto termo se cancelam. Apds, a substituicao

de cada termo correspondente na equagao acima e o uso da (7.58), chegamos a:

m5G1(?j) sl 9i 372 = i Al 372 A\QY . [
+ ; 180(5’“ k8% (F — )alka n(ij) — m?0Y n(9)6*(Z — i) +
+ ; 08l n(y )Ez]majé?’(f J) + Oal n(y )5mj58J53(x—g) —
1 S
— P O(@)zim,0° (% = §); (7.61)
5G(1)(g) _ |2 ‘083 (% 8l L L0632 — P eundn(¥
5 A0 () = ép Y (7 — )%l n(y) — §P Y (7 — ¥)ean yTI(?J)
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m?6*(E — 7)On(i) | (7.62)

5G<">
>

n=2

Retornando as equagoes (7 .60), temos

3 2 Nam 3z 200, (AAT3 (2 5G(2)(?])
d°y § —m Oy ()0, 0% (% — i) — m Oyn(4)050°(Z — §) + NTGHE (7.64)
e finalmente, o termo de correcao de segunda-ordem é:

m? m?
L L L (7.65)

Percebemos que esse termo de correcao de segunda-ordem tem dependéncia so-
mente nos campos WZ, portanto os demais termos de correcao e para n > 3 sao

nulos. Consequentemente, o potencial simplético, equagao (7.57),torna-se:

1 ; -
Py | {pww<mﬂ+fF%>%Zﬂ&%@%
24 /= 1 Gk (= Lo J AT !
-m Al(x)~|—1p F (:l?)€jkz—§p A (D)ei| ' +

4 1 . 1 4
+ [—ﬂaZFm — §pn81Am81nm + m2A0 + ZpSaJAk{ijk—
2

1 , m
—ZpsﬁkAjesjk} "y — 7(3m773m77 + 9ynd°n). (7.66)

Reecrevendo o quinto e o sexto termo entre colchetes de d'n como:

1 1 ogoi i 1o 1 g o
—pOF]k(x)ejkl — §p087A (D)eiji = §p08]Ak(x)5jkl — §p08 Al(D)ei

4
06%4’“( )le (767)

Portanto, a densidade Lagrangeana de calibre de primeira-ordem, equagao (7.33),

pode ser escrita sob a forma:
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1
L = L-0" {—5}70” — épfAhgfhm 8077 -

1 A 1 . A A
— |:§pr8]AO(f)€rjl + §sz0k(f)Elki — 66’5}, — mQAl +p08]Akz—:jkl 8l77 +

2
+ [=BO Fy + m2Ag — PO AT i] 0% + %(amnamn +apnd®y).  (7.68)

sendo

1 . 1 1 . 1 . ) 1 .
§p"87A0(f)€,ﬂ — §pf8014h€fhl —+ §sz0k€lM = §p"(07A0 — 80Aj)erﬂ + §sz0k€kil
= p'FMe. (7.69)

Logo, a equagao (7.68) torna:

Z = L+ [m2Al + ﬁaOF()l + 58ZE1 - poﬁjAkejkl - piFkogikl] 8ln +
2
+ [m2Ag + B Fyy — p"0 A" 01 + m?(amnamn + aynd®y)  (7.70)

onde L é dado em (7.1).

Se substituimos a corrente de Noether, visto a rela¢do (A.13), na equacgao (7.70),

cujos os valores de suas componentes sao:

Jy = m?A + B0 Fo + BOFy — p°0 APy — p' FFsyy

Jo = m2A0 + 5(91}710 — p”(()iAmsmm, (771)
podemos escrever L como:
L =1L+ J,0"n+ 7@778“7]. (7.72)
Resolvendo em 9,7, chegamos a equacao de movimento:
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Ju +m*o,m =0 (7.73)

ou ainda,

1
m?

O = ——J,. (7.74)

Substituindo as equagoes (7.74) e (7.1) na (7.72), obtemos, analogamente ao MDN,

a sua forma invariante de calibre:

ﬁ 17 1 (0% v v 1 (0% v v
L = ZFWF“ + SCasuP (0P AV)A” — 53 (Eapup™ (0P AY))?A” —
1 " 62 v\ 2 ﬁ /a6 AV
- 2m26<8 Fl) — 2 (0, F"")" + mggaﬂﬁwp (07 A)(0pFpp)- (7.75)

que é o equivalente dual para a agao (7.1). Vemos que, como o modo-zero dado (7.38)
é arbitrario, qualquer outro modo-zero para a matriz simplética (7.37) nos levara a
uma nova acao dual equivalente. Acreditamos que essa seja uma excelente vantagem
para FSI quando comparada com o MDN.

Para completar a comparagao entre ambos os métodos, como bem conhecido pela
literatura sobre o Formalismo Simplético, o modo-zero é o mesmo gerador da trans-
formagao infinitesimal de calibre de (7.1). E assim, usando o modo-zero, equagao
(7.38), como gerador da transformacdo infinitesimal de calibre dado por 60 = ¥,

temos:

SA(F) = e(2)0 = —0'€(), (7.76)
SIT () = 0, (7.77)
§A(F) = €(2)0° = —0%(7), (7.78)
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on(Z) = e(2), (7.79)

onde ¢(#) é um parametro infinitesimal dependente do tempo. Consequentemente,
a hamiltoniana ( que é [ VO (7)d®y) deve ser invariante sob estas transformacdes,
§H© =0, devido a equacio (7.46).

E importante mencionar que mais que uma simetria WZ estard revelada (veja [13]
para uma revisao), mostrando que o modelo estudado nao tem uma unica descri¢ao
WZ invariante de calibre, mas uma familia de representacao dinamica equivalente

WZ invariante de calibre.

68



Capitulo 8

Conclusao e Perspectivas

Neste trabalho foi abordado um tema atual, a cerca das Teorias Duais [27], que,
resumidamente, pode ser descrita com duas formulagoes matematicas equivalentes
para descrever um sistema. A existéncia de duas formas distintas de descrever um
mesmo sistema fisico pode sugerir um erro. De alguma forma, algum aspecto ou
principio foge, resultando em um aparente ambiguidade na descrigao do sistema.
De fato, ja experimentou-se sensacao semelhante com a mecanica quantica, em que
descrigoes aparentemente distintas, onda/particula, se complentam para uma melhor
visao sobre o fenomeno. A compreensao das relagoes entre as diferentes formas de
descrever um sistema tem-se mostrado muito 1til em diversas escalas de energia, desde
aplicagoes em materia condensada, até explicacoes da teoria de supercordas.

A Dualidade aqui mencionada foi obtida via Formalismo Simplético de Imersao
(FSI), desenvolvido por C. Neves e W. Oliveira em 2001 [12]. Esta técnica consiste na
imersao de uma teoria de segunda classe em dual com invariancia de calibre. Baseia-
se no FS e na extensao do espago de configuracao através das varidveis WZ [10].
Neste contexto, obteve-se uma descricao lagrangeana invariante de calibre equiva-
lente dual para a eletrodinamica massiva, definida em (3+1)D, o modelo de Maxwell-
Proca-Chern-Simons. A partir de uma escolha simples e direta dos geradores das

transformacoes de calibre, o modo-zero, pode-se confrontar os resultados obtidos com
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aqueles ja conhecidos na literatura, usando outras técnicas (vide o apéndice A). No
entanto, é possivel com o FSI obter uma familia de representacoes dinamicas duais
para mesma teoria. E importante enfatizar aqui que o FSI ja havia sido aplicado em
diversos sistemas [13, 29], ndo s6 reproduzindo resultados conhecidos, mas também
revelando novos resultados dos sistemas estudados. Espera-se que o futuro desenvolvi-
mento desse método conduza a solugoes dos problemas atuais, como a introdugao de
simetrias internas e a unificacao das teorias de campos. Essa esperanca justifica-se
pelo fato do Método Simplético tratar de forma mais moderna e direta da estrutura
do espaco de fase que o método de Dirac. Sendo em particular mais econdmico, é
portanto natural considerar que seus principios demonstrarem, consideravelmente,
mais convenienéncia, ou mesmo mais eficdcia, que as abordagens predecessoras para
resolucao de problemas por meio da imersao.

Para finalizar, é necessario mencionar algumas questoes que nos servirao como ob-
jetos de estudo futuro. Primeiro é uma possivel andlise da versao dual e invariante de
calibre da teoria de Maxwell-Proca, através da teoria de Maxwell-Podolsky. O termo
de Podolsky - corresponde o quinto termo da equagao (7.75) - envolve derivadas de
ordem-superior e minimiza a singularidade ultravioleta. Por sua vez, a eletrodinanica
de Podolsky apresenta-se mais atraente, pois é uma teoria que propaga um féton
massivo sem violar as simetrias em questao. Além disso, tem um papel fundamental
na discussao a respeito da compatibilidade do monopdélo magnético e féton massivo.
O que sugere a extensao essa abordagem ao modelo Maxwell-Podolsky, sob anélise
espectral por meio da matriz residual de cada pélo do propagador. Os pdlos nos
darao uma relacao entre energia e o momento, e estao associados com a particula
massiva. A matriz residual nos dara a informacao sobre os graus de liberdade com a
polarizacao.

Outro ponto, que seguirda no contexto de imersao via FS, serd sua aplicacao em
teorias supersimétricas, o que provavelmente levard a uma extensao desse método, pois

as variaveis grassmannianas (graus de liberdade fermionicos) estardo presentes nas
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teorias. Espera-se, em consequéncia, vir mostrar a equivaléncia do FSI com o chamado
Formalismo BFFT [30] (Batalin-Fradkin-Fradkina-Tyutin), cujo o procedimento geral
consiste nas transformagoes de teorias com vinculos de segunda classe para primeira.
Portanto, o BEFT e o método apresentado (FSI) obtém teorias de calibre a partir da

assimetria.
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Apeéendice A

A construcao de Lagrangeana

invariante: Método de Dualizacao

de Noether

Seguiremos os principais passos de [16], tratando a dualizagao da densidade la-
grangeana massiva de Maxwell-Chern- Simons em quatro dimensoes com MDN. A

acao de MCS é dada por:

2
1
O — _gF,uVFMV + %AMAM _ ZpaAﬁgaﬁuyFuw (A.1)

e a respeito da simetria de calibre é,

Aoq — Ay + 0un,
A, = 0. (A.2)

Tomando a primeira variacao dessa densidade Lagrangeana, visto cada termo

separadamente, retornemos a equagao (2.64):

F;w = guaaaguBAﬂ - gl/ﬁaﬁguaAa
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gmgyg(ﬁo‘Aﬁ — 9P A%)

(0> AP)
———L = 5P, A4
(0P A7) poe (4.4)
Escrevendo a equacao de Euler-Lagrange para este campo A7,
(0) (0)
OL™ _ 50 | 0L (A.5)
0A° 0(0r A7)

onde o g,, = ¢g"¥ é o tensor métrico e valida a convencao de soma de Einstein, e,

05 representa o delta de Kronecker. O primeiro termo da densidade Lagrangeana,

equacao (A.1), assume a seguinte forma:

aL(O) /6 (6% (63 v v
D07 A7) = 7 [guag,,g (5p5£ — 5550) (OrAY — 0" A*) —
—Guagup (0% AP — 97 A%) (8567 — 646%) ] (A.6)
apoés alguns calculos:
oL
B(0v A7) = —[(0PA7 — 97 A?). (A.7)
Contudo,
oL©
’ {W} = —p{0° [0 A7 — 07 A?]} = B(O°F,y). (A.8)
J4, o segundo termo torna-se:
oL 1 ,[ 0
— — _— HAY
DA 2" {GAU (g0 A%A >1
= m?A, (A.9)

e o terceiro,
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oL 1 0

DA 4P =ebur g 4o
1
= __pagao,uuauAV + Z_lpagacn/,ua“Au +

(A7 (9147 — 97 AM)]

1
4
1 « Jé] 1 « v AB
+ Zp gaﬁuaauA - ZP gaauﬁa A

Aplicando as propriedades do tensor de Levi-Civita a equacao (A.10) fica:

oL©®
0A°

Finalizando, a equagao (6.5) torna:

= —p”enopudA”.

SLOA] = [m2A, + B0 Fyp) — capuup (07 A7)] 9,

A corrente de Noether pode ser calculada como:

J,=m2A, + B(0"FL) — €apuup™(0° AY)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)

e densidade langrangeana de primeira iteracao foi introduzida em um campo auxiliar

B, LW = LO® — JB. Seguindo o procedimento vimos que o campo B transforma-se

como,

B, = 6A, = 0,

entao,

LW = —(6J,)B".

Temos também que,

§J, =m*5A, = m*(9.m).
Substituindo na anterior, temos que a Lagrangeana de segunda iteracao é,
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2

L® =14 %BNB”. (A.17)

Usando (A.15) e (A.16), a variagao deve ser nula, 6L? = 0, e a forma final dessa

acao 6,

2
1
L® = —gF,WFW + %AMA“ — ZpaAgsaﬂ“VFMV —

2
— [ Au+ B(0" Fu) = agpu(0°A")] B* + BB, (A.18)

onde, resolvendo para B a equacao de movimento é,

—J+m*B =0. (A.19)

Substituindo este resultado na (A.17), obtermos a notdvel teoria invariante de
calibre,
g

14 m2 1 (0% v
L® = — g P "+ - Ay A" — paAge b, —

J J*
2m?2

(A.20)

De acordo com a equagdo (A.13), calculamos J, J*:

Ty % = mr A A + B2(0,F") + [capup™(0°AY)]” +m2B [Au (0 F M)+
+AM(0"F,,)] — 2m? A, e po(05A,) — 2B apuup™(0° AV) (0, F") (A.21)

onde

[A(OAFM) + AMD' )] = —(O6A)FY = (0" AM)F,,
= (A FY = (9, A,) F
= —(O0A)EY — (0,4 F
= —(OAA)FM = (0, A0 F™



= —(OaAy, — AN

= —F\ (A.22)

Analogamente, o terceiro termo da equagao (A.20) pode ser escrito como:

1 1
—ZpaAﬁsaﬁ“”FW = —Z—LpaAgsa/BW(@uAy - 0,A,)
1
= —épaAﬂ&?aﬂ“”aﬂAl,. (A23)

Substituindo as equagoes (A.19) e (A.20) na (A.18), finalmente encontramos a
agao dual da (A.1):

ﬁ 14 1 (0% 14 14 1 (0% v v
L = JFuF" 4 Seasup (0P AV) A ——2m2(gaﬁwp (9P AV))2 A —
1 i 52 pr2 ﬁ aaB AV
- 55 B(0"F,,) — 53 (0, F"™)? + 3 EapuD (0°A")(0,F,,).  (A.24)

Note que o termo de Maxwell permanece inalterado dentro da Dualizacao e este
pode nao ser considerado (f = 0). Isto é uma carcteristica do termo invariante-
calibre na acdo inicial. Também, no limite 5 = 0, a agao (A.20) é um tipo de
acao para essa dualidade, isto é um comportamento frequente do MDN. Além disso,
podemos observar a lagrangeana de tltima iteragao (A.20) é precisamente a famosa

acao familiar.
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Apeéendice B

Calculo da Matriz Inversa do

Modelo de MPCS

Seja a matriz dada em (7.45):

0 9i;0°(Z — 7)) 0 fai@n@
0 0 0 m253(f — 1)
F@ag — —070%(T —g) —mP6 (T — )

A inversa é obtida através da relagao:
-1, - -
[ i) @R = 5.8 - ),

onden=1,234em=1,2,3,4.

Paran =1em =1 (mas variando o indice k):

n-1 .1 n—1 a1 n—1 1 H=1 (1]

[ (07 0 7 7 A7)
—1 -1 7

[ 7 7 ) =

-1 = — -11 n am 7 — ]
/ o [ffi) ;8% (@ — ) + f1) SP"0; (" — Penim| =
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Logo,

Agora, paran=1em = 2:
[ (10780 17 ) ) = susa - )
[ (1 @ -+ 1 o ) = o (B.5)
Entao,

O E gy + O (@ por =0, (B.6)

J

Ja, paran=1em = 3:

-1 -1 oL
[ (1078 17 0T ) = susa - )

/ d%'[ O~ 283 (7 —g)] _— (B.7)
Portanto,
m? £ (& - ) = 0, (B.8)
ou
O @ - =0 @ - =0, (B.9)

Substituindo as equagoes (B.9) em (B.4) e depois, em (B.6):

-1 -1 T .
V@ = |- @] =@ - (B.10)

-1
(&g =o. (B.11)

Finalmente, paran =1e m = 4:
11 1 1 1—1 . .
/dgx/ [ 1(1) fl(i) + f12 ( - f13 f?E4) + f1(4) fﬁ)} = 048 (T — 7)),

/di’)x/ [gﬁé(?’)(f’—f)afé?’( )+f(1) 253(1_.'/_:&»)} _ 51453(1—:_?7),
(B.12)
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tem-se,

-1, 1 . I
[ @) = ——500°@ )
-1, -1, 17 1 i,
W@y = [ @En] = eE - (B.13)

Analogamente, paran =2 e m = 1:
-1 -1 -1 -1
[ 070 T ) = e
-1 ) — -11 n am — —
[ |7 000 @ - T G - | = 0. (B
Logo,
-1, -1, 1, L
~fn @ Dgi + L) (@) 0" — Benim = 0. (B.15)
Agora, paran =2em = 2:
~1 -1 -1 -1
/ﬁ%{ﬁP S E A E U £ U i B CR)

[ (=197 — ) (-1gu8*( - )+

I~ — )| = 8@ - ). (B.16)
Entao,
F - ) — [0 = (& - i), (B.17)
ou
I @ = £9 @ =o. (B.18)

Retornando a equagao (B.15):
@ =o. (8.19)
Ja, paran=2em = 3:
[ [ 7 7 07 ] = -, B0)
também obtém,
i@ =1 @ =o. (B.21)
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Enquanto, paran =2 e m = 4:
1 1 1 4
[ [0 17 ) ] = -,

) 1 -
[ 56 - g~ e+ ) )| = o,

_5;16;"53(:2‘—gj)%p”smm+f§§)_lm2 — 0, (B.22)
tem-se,
WL L m3(
f (Z,9) = —ﬁp Enjm0y'0 (@ —¥),
BTED = [T ED)] = PG (B2

Agora, paran=3em = 1:

n=tea n=1.a n-1,.a n-1 .1 L
/dgm/[él) 1(1)+f§2) 2(1)+f3(»3) f§1)+f:§4) z§1) = 05,0°(Z — ),

1 . —
/ &z’ [—p"aysnjm6<3’(x —a')850% (2" — )+

2m?
(1)_11 nams3/, — o 3o
+f34 519 8y (2" — §)enmi| = 0310°(Z — ¥). (B.24)
Entao,
N - VRN
J34 (:L’,y)——w(S (7 —17),
-1 . -1, T 1 . .

Em seguida, para os demais de n = 3, e, n = 4 variando m de 1 até 4, calculam-se

os restantes das entradas da matriz inversa, (f))~!, que sdo respectivamente:
W~ (Co
f33 (l‘, y) - f44 (ZL’, y) - 07 (B26)

a fim de,
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g Y 0

0 —5ezel"p, 0% 0 .
L gmmpna% . L (7 —v)
m2
0 L 0
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