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Resumo

Neste trabalho vamos mostrar que o sistema chamado de “mundo brana” para representar
o nosso Universo, introduzido por Randall-Sundrum (RS) no fim dos anos noventa, pode
ser na verdade representado por branas curvas no espago de de Sitter e Anti-de Sitter.
Originalmente o sistema RS representaria um Universo com cinco dimensoes onde o mo-
delo padrao ficaria confinado em uma brana e os gravitons ficariam confinados na outra
brana. Este sistema foi construido com uma métrica de Minkowski “torcida” com cinco
dimensoes onde os gravitons, responsaveis pelo campo gravitacional no modelo padrao, se
deslocariam através da quinta dimensao, que por sua vez ¢ infinita. E a acao padrao da
relatividade geral, a agao de Einstein-Hilbert, foi a utilizada por RS. Neste trabalho de dis-
sertagao de mestrado vamos adotar uma acao modificada usada atualmente para explicar
efeitos cosmoldgicos como a energia escura e a expansao do Universo por exemplo, ou seja,
a agdo com uma gravitagdo modificada chamada de f(R). Aqui vamos usar uma f(R)
totalmente generalizada e suas consequéncias cosmoldgicas e viabilidade serao analisadas.
Finalmente, vamos demonstrar que as particulas do modelo padrao estao confinadas nesta
brana curva. Os resultados obtidos aqui generalizam totalmente outros resultados obtidos
na literatura atual sobre mundo brana com branas grossas e sao por isso, originais e serao

submetidos a publicagao.

Palavras chave: Universo de mundo brana; espaco de de Sitter e Anti-de Sitter;

gravitacao modificada f(R) generalizada; confinamento.
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Abstract

In this work we will show that the so-called “brane world” framework introduced by
Randall-Sundrum (RS), to represent our Universe, at the late nineties can be represented
in fact by bent branes in de Sitter and Anti-de Sitter space with a generalized model for
gravity. At the beginning, the RS scenario represent a Universe in five dimensions where
the Standard Model is confined in one brane and the gravitons were confined in the another
one. This model was build with a warped Minkowski metric with five dimensions where
the gravitons, which are responsible by the gravitational field, are able to move through
the fifth dimension, which is infinity. The standard general relativity action, namely, the
Einstein-Hilbert action, was the one used by RS. In this Master dissertation we will adopt
a modified action used at present to explain some cosmological effects like dark energy
and Universe expansion, for example, i.e., we will use an action with a modified gravi-
tation called f(R). However, here we will use a generalized f(R) and their cosmological
consequences and viability will be analyzed. Finally, we will show that the particles of the
Standard Model are confined at this bent brane. The results obtained here generalize al-
together the others results obtained in the current literature concerning braneworlds with

thick branes and are, consequently, new ones, which will be published elsewhere.

Keywords: Brane world universe; de Sitter and Anti-de Sitter space; genera-

lized modified gravitation f(R); confinement.
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Capitulo 1
Introducao

Atualmente, a presenca de dimensoes extras desempenha um papel fundamental em
qualquer teoria que tente explicar interacoes fisicas baseadas em principios universais.
Assim como qualquer teoria que tente unificar as forcas fundamentais, como Supercordas-
Teoria M, deve possuir dimensoes extras. A visao tradicional das dimensoes extras é
a de que essas dimensoes estao compactificadas, assim o tamanho caracteristico dessas
dimensoes extras se torna muito menor do que a do espago em 4 dimensoes e assim nao
podemos percebe-las.

O primeiro modelo publicado a apresentar dimensoes extras foi o modelo conhecido
como modelo de Kaluza-Klein (KK), proposto por Theodor Kaluza e Oskar Klein em
meados de 1920 [1]. Este modelo surgiu com a intengao de unificar o eletromagnetismo
com a relatividade geral (RG) de Einstein. A ideia basica era acrescentar uma dimensao e
sendo assim a gravidade estaria restrita a quatro dimensoes e o eletromagnetismo entraria
na teoria como uma dimensao extra.

Com o questionamento sobre a dimensionalidade do universo, é natural perguntar-
mos porque as dimensoes fisicas observadas do nosso universo sao 4. Se existem outras
dimensoes, porque nao as observamos? Parece 6bvio que se as dimensoes extras estao
escondidas dos observadores, o universo se apresente em 4 dimensoes. Mas ainda nao hé
uma resposta definitiva para estas questoes.

Nas ultimas décadas, a ideia de dimensoes extras vem se tornando cada vez mais
popular. Acredita-se que muitos problemas da fisica de particulas elementares podem ser
resolvidos introduzindo-se cordas, supersimetria, e aumentando o nimero de dimensoes
do espago-tempo.

Recentemente surgiu uma nova descri¢ao para o universo chamada de mundo brana, que
trata o universo em 4 dimensoes (brana) mergulhado em algum espago multidimensional,
o volume (bulk).

A ideia basica do modelo de branas do universo, é que as particulas do modelo padrao,
eletromagnetismo, interacoes fraca e forte, estao confinadas em alguma hipersuperficie

(brana), que por sua vez estd embutida em um espago multidimensional (volume). Apenas



a gravidade (o graviton), e algumas matérias exéticas, podem se propagar pelo volume.
Os trabalhos pioneiros na dire¢ao de branas foram feitos em [2, 9]. Estes modelos foram
construidos fenomenologicamente e considerados como defeitos topolégicos, isto é, branas
grossas na linguagem atual. Em [2], a ideia de que as dimensoes extras poderiam nao estar
compactificadas foi sugerida. Foi proposto que viveriamos em um vértice envolvendo o
espaco multidimensional. A ideia principal foi considerar a Lagrangiana de Higgs em um
espago plano em 6 dimensoes
L=~ ZFanFYY + Dyo' D6+ alof ~ bl +c. (1)
onde Fyny = OyAn — ONAy e Dy = Oy + ieAyr e temos um acoplamento minimo
com o campo eletromagnético, M, N =0,...,5. E possivel obter a gravidade de Einstein

induzida no vértice. As equagoes de campo correspondendo a solug¢ao do vortice sao

XN
Ay = 60123MNA(7‘)T7
¢ = o(r)e™,
r? = ()% + (2°)?, (1.2)

onde A(r) e ¢(r) sao solugoes das equagoes diferenciais de Nielsen-Olsen descrevendo o

vortice e M, N = 4,5. Introduzindo coordenadas curvilineas

Xy =YM") +ndla™,

onde

M =0,1,2,3,5,6,
1=0,1,2,3, m=5,6, (1.3)

M

- sao vetores normais ao vortice, pode-se mos-

onde XM sdo coordenadas Cartesianas e n
trar que a acao de Einstein-Hilbert ¢ induzida através de polarizacoes do vécuo.

A ideia de que vivemos em uma parede de dominio (ou mundo brana na linguagem
atual) e que particulas comuns estdo confinadas dentro de uma parede de potencial foi
sugerida em [2]. A Lagrangiana do modelo considerado foi

L= %EM@@A@ — %m2<,02 — ;lgo‘l, (1.4)
com A = 0,1...,4. Esta Lagrangiana descreve um campo escalar em um espago-tempo
em (4 + 1) dimensdes M, com métrica gap = diag(1,—1,—1,—1,—1). As equagdes de

campo classicas para o campo escalar ¢ admitem uma solucao do tipo



o) = Tetgn (). (15)

esta solucao pode ser considerada uma solugao do tipo parede de dominio. Em [2] também
1

foi discutido a possibilidade de confinamento de particulas de spin 0 e ;5 na parede de
dominio. Para particulas de spin 0, mostrou-se que existem trés tipos de perturbacao:
na primeira, a particula estda confinada na parede de dominio com energia £ = /;2, na
segunda a particula esta confinada na parede de dominio com energia FE = k2 + %mQ e por
ultimo, a particula nao estd confinada na parede de dominio e para z* grande, a energia
6 E =k + (k) +2m?.

Em 1999, Randall e Sundrum (RS) [4], lancaram um modelo muito interessante de bra-
nas com uma nova aproximagao para reconciliar dimensoes extras com a observacao. Este
modelo nao pertencia a teoria de cordas ou a teoria M, mas considerava o universo como
uma brana possuindo (3 + 1) dimensoes, embutido em um volume com (4 4 1) dimensoes
com uma constante cosmoldgica negativa. A solucao do volume obtida é localmente um
espago anti-de Sitter (AdS) e a diregao transversal a brana é ndo compacta. Este modelo
foi apontado como uma possivel resposta para o problema da hierarquia entre a escala
fraca (TeV) no modelo padrao e a escala da gravitagao em 4 dimensoes (1019GeV).

Nao obstante, em energia baixa o suficiente, a gravidade Newtoniana perturbativa é
recuperada na brana para grandes distancias. Por isso, houve interesse consideravel em
examinar se a conformidade com a gravidade em 4 dimensoes se estende além da teoria
perturbativa. De uma maneira natural, a questao se o modelo RS esta habil para reprodu-
zir as previsoes da RG em (3 + 1) dimensdes relativas aos buracos negros tem estimulado
a produgao de varios artigos. Para responder a esta questao, é necessario construir uma
solucao exata do modelo RS que descreve buracos negros na brana. Infelizmente, nenhuma
solucao analitica satisfatoria foi obtida neste contexto. Solugoes numéricas foram obtidas
mas apenas para pequenos buracos negros.

Trabalhar com uma formulacao de mundo brana, tem sido um caminho interessante
para entender algumas das questOes mais relevantes da fisica tedrica atual. A evolugao do
universo tem sido a questao principal e algumas teorias tém sido propostas neste sentido.
Estas propostas sao concisas sobre este tipo de pesquisa e nos levam a um cenario mul-
tidimensional. A ideia de que tais dimensoes extras podem nao estar compactadas estd
permitindo novas consideragoes sobre o problema da hierarquia e consequentemente da
constante cosmoldgica [4].

A existéncia de dimensdes extras (d) além das 4 habituais, parece ser uma maneira
bem atrativa de entender a realidade da fisica tedrica. Para perceber tais sinais, deve-se
saber primeiramente, como uma fisica em 4 dimensoes surge de um cenario com dimensoes
extras. Nossa primeira motivacao deve ser que a gravidade é a construcao da geometria
do espaco com o conceito de que em dimensoes extras, a gravitagao de Einstein deve

governar. Neste sentido a constante de acoplamento nao deve coincidir com a constante



de Newton. Alguns autores [5, 28] nos dao uma revisao introdutéria para aproximagoes
alternativas que consideram os aspectos das dimensoes extras como possiveis teorias para

tais fenomenos descritos pela acao

1
S = —R/d4+d$\/ |9(a+a)| Riavay- (1.6)

Devemos entender que as dimensoes extras serao obtidas pela integracao de um volume
extra e que estas novas dimensoes devem ser bem definidas na constante de acoplamento
da gravidade.

Existe uma classificacao muito especifica para branas: em poucas palavras elas podem
ser finas ou possuir uma espessura [11]. Branas finas possuem uma fungao delta de Dirac
introduzida em sua agao [4]. Esta funcao delta de Dirac nos ajuda a localizar campos e
gravidade em tais branas. Na construcao dinamica de branas grossas, um ou mais campos
escalares estao acoplados com a gravidade [14]. A investigagao de branas grossas possui a
vantagem de que a localizagao de campos e gravidade pode ser realizada com a introducao
de funcgoes suaves, diretamente da funcao delta de Dirac. Naturalmente, solu¢oes de branas
finas podem ser recuperadas em limites precisos [16].

Tem sido bem aceito considerar a teoria f(R) como um modelo tedrico para descrever
0 universo em expansao sem a necessidade de introduzir uma energia escura. Embora a
gravitacao f(R) nos formalismos de Palatini e métrico sejam equivalentes a representagao
de Brans-Dicke, a representagao f(R) pode ser mais conveniente devido a sua natureza
geométrica natural. A representacao de Brans-Dicke parece mais apropriada para a fisica
de particulas. Neste trabalho iremos estudar uma solugao de branas grossas para o caso
geral em que f(R) = aR + bR? — aR™. Pretendemos analisar os resultados com alguns
valores particulares dos parametros a, b e n, e estabelecer algumas relacoes entre os resul-
tados e as andlises fenomenoldgicas. Parece natural realizar algumas especulacgoes neste
trabalho, uma vez que alguns resultados sobre a expansao do Universo foram apresenta-
dos para faixas especificas de n e isto parece estar de acordo com os dados experimentais
[8]. Além disso, foi mostrado recentemente que algumas solugoes assintoticamente anti-de
Sitter sao vidveis para algumas faixas de valores de n [19]. Vamos mostrar especificamente
que os resultados obtidos em [19], formulados no espago chato, podem ser considerados
casos especiais dos resultados obtidos aqui. Vale a pena falar que o leitor interessado pode

encontrar bons trabalhos de revisdo sobre f(R) em [18].



Capitulo 2

Gravitagao modificada f(R)

Quando Albert Einstein introduziu a Teoria da Relatividade Geral em 1915, esta se
consolidou como a teoria mais aceita para descrever a gravitagao. Porém, no final do
século passado, as questoes relacionadas as suas limitagoes se tornaram mais pertinentes.
Quando se observou que o universo estava em expansao acelerada, houve tentativas para
descobrir o mecanismo que causa este fenomeno. Falaremos aqui de um modelo alternativo

para descrever o universo em expansao, chamado gravitacao modificada f(R).

2.1 Cosmologia

Vamos agora falar um pouco de cosmologia e a necessidade de uma teoria da gravitagao
modificada. Comecaremos tratando de um universo que possua simetria méaxima, para que
isso ocorra o universo deve ser isotropico e homogéneo. Por isotropia se entende que o
espago ¢ o mesmo, nao importando para qual direcao se olhe. Por ser homogéneo, significa
que a métrica é a mesma em toda a variedade M. Matematicamente significa dizer que
para dois pontos quaisquer p e q na varieadade M, existe uma isometria que leve p em q
e vice-versa.

Para a descricao matemdtica de um universo homogéneo e isotrépico [20], utiliza-se a

métrica de Robertson-Walker, onde o elemento de linha desta geometria é dado por

dr?
ds® = —dt* + d*(t) | ——— + r2dQ? 2.1
s +a()1_kr2+7“ ; (2.1)
onde a(t) = %?, é o fator de escala, que nos diz a distancia entre dois objetos, galaxias

por exemplo, em determinado instante, dQ2?* = df? + sin?@d¢? e k é uma constante que
pode possuir os valores —1,0 e 1, para os espacos de de Sitter, chato e anti-de Sitter
respectivamente.

Para encontrar as equacgoes de Einstein correspondentes a essa métrica, utilizou-se o

tensor de momento-energia do fluido perfeito.



T;uz = (p + p)uuuu + PIuv, (22)

onde u, ¢ a quadrivelocidade, p ¢ a densidade de matéria e p ¢ a pressao exercida pela
matéria e g, ¢ o tensor métrico do espago curvo. Sendo que p e p obedecem a seguinte

equacao de estado

p=wp, (2.3)
onde w é uma constante independente do tempo.
Dois exemplos de fluidos sao a matéria e a radiacao. Sendo a matéria, formada por
particulas nao relativisticas onde a colisao entre essas particulas é desprezivel, e nao exer-
cem pressao, ou seja

pm =0, (2.4)

e a densidade de energia cai com

py X a®, (2.5)

Para a radiagao, a densidade de radiacao cai com

PR X CL_4, (26)
assim, a densidade de radiacao cai mais rapidamente do que a densidade de matéria,
£a 13,

PR
A energia do vacuo, Apéndice A, possui equacao py = —pa. A densidade de energia

neste caso é constante

pa o< a’., (2.7)

Um universo onde predomina a densidade de matéria é chamado dominado por
matéria. Quando a radiacao predomina é chamado dominado por radiagao e um
universo onde a energia do vacuo predomina dominado pelo vacuo.

Resolvendo as equagoes de Einstein para o tensor de momento-energia (2.2), temos as

equagoes de Friedmann

(2) -6, .

a e

P —T(P + 3p), (2.9)

onde, na primeira equagao, se conhecemos a dependéncia de p em a, podemos determinar



a(t).
Uma quantidade importante é o chamado pardmetro de Hubble que caracteriza a

taxa de expansao do universo.

a
H=-. 2.10
: (210)

Define-se também o parametro de desacelaragao

aa
¢=—=3 (2.11)
e o parametro de densidade
p
Q= , 2.12
Perit ( )

onde a densidade critica é definida como sendo

3H?
crit — 5 2.13
Perit e ( )
que ¢ chamada de densidade critica porque podemos escrever a equacao de Friedmann
cOmo
k
assim, k é determinado por 2
P < perit & Q<14 k<0< universo aberto
P = peit & Q=1 k=0 universo plano
P> perir < Q>14 k>0 < universo fechado. (2.15)

Ou seja, o parametro de densidade nos diz, qual das geometrias de Roberston-Walker
descreve nosso universo.

Lembrando que pp; = 0, enquanto a energia do vacuo é associada a pressao nega-
tiva pp = —pa, vamos escrever as equacoes de Friedmann com matéria e a constante

cosmologica A

& T o~ 200), (2.16)
assim, se pp ¢ muito maior do que pp;, como as observagoes de supernovas indicam,
podemos ter a > 0, ou seja, um universo em expansao acelerada.

O valor da medida do parametro de densidade da matéria, realizada através de varios
métodos experimentais, frequentemente envolvendo medida da densidade p,; e observando

os efeitos gravitacionais de agrupamentos de matéria e extrapolando para largas escalas, é



Quo=0,3+0,1. (2.17)

Antes de existir uma boa evidéncia sobre a constante cosmoldgica A, esta baixa densi-
dade de matéria foi considerada um indicador de que o espago possuia curvatura negativa,
k<1

Além da matéria e da constante cosmoldgica, temos também a radiagao do universo.
Uma fonte de radiacao sao os fétons, no qual a maior parte da energia reside na radiacao
cosmica de fundo (RCF), a radiacao que sobrou do big bang. Espera-se que a densidade
de fundo de neutrinos seja comparavel com a dos fétons. E provavel que a densidade dos
fétons seja muito grande, pois fétons podem ter sido criados depois do niimero de neu-
trinos permanecer fixo. Entretanto, se a massa dos neutrinos for suficientemente grande,
eles teriam se tornado nao relativistas atualmente e contribuiriam mais para a matéria do
que para a radiacao. Ideias atuais sobre a massa dos neutrinos sugerem que este é prova-
velmente o caso, mas isto nao esta perfeitamente claro. De modo geral, parece provavel
que a densidade total de radiagao seja da mesma ordem de magnitude da densidade dos

fétons, neste caso

Qpro~10"% (2.18)

Uma observacao crucial para os parametros cosmolégicos vem da anisotropia na tem-
peratura da radiagdo de fundo [20]. A temperatura média da RCF é Tror = 2.74K,
porém em 1992 o satélite COBE descobriu flutuagoes no nivel de %~10—5 de uma lu-
gar para outro. Um mapeamento da temperatura da RCF em todo o céu, claramente
possui muitas informacoes, porém, nenhuma teoria previa o que a temperatura em cada
ponto significava. Em vez disso, teorias modernas geralmente preveem valores esperados
da quantidade de anisotropia em qualquer dada escala angular.

Uma variedade de experimentos vém medindo o chamado espectro de poténcia da RCF,
e com o aperfeicoamento das medidas, um grande ntimero de informacoes vém surgindo.
Para tornar estas medidas tuteis, precisamos de uma teoria que preveja o espectro de
poténcia da RCF como uma funcao dos parametros cosmologicos. Para tanto, ou as
densidades de pertubagoes estao impressas em todas as escalas nos tempos extremamente
primitivos, até mesmo os modos para o qual o comprimento de onda fisico A era muito
maior do que o raio de Hubble H~!, ou mecanismos dindmicos locais atuam como fontes
para a anisotropia em todas as épocas. A ultima hipdtese foi descartada pois, se as
anisotropias sao produzidas continuamente, espera-se um espectro relativamente suave,
enquanto o que se observa ¢ uma quantidade significante de estrutura. E mais plausivel
imaginar uma fonte primordial de perturbacoes, tal como inflacao, que nao sera tratada
neste trabalho. Perturbacoes inflaciondrias sao adiabaticas - perturbacoes na matéria
estao relacionadas com aquelas na densidade de radiacao - e aproximadamente iguais em

magnitude em todas as escalas. Com isto podemos fazer previsoes para os parametros



cosmologicos. Talvez, o resultado mais significante encontrado, tenha sido o de que o
universo é espacialmente plano, quase plano; |2, < 0.1. Combinando com a densidade

de matéria, €23,~0.3, conclui-se que

Qa0 =0,7+0,1. (2.19)

Assim, 30% da energia do universo é constituida de matéria, que pode ser qualquer
colecao de particulas nao relativisticas, que é chamada de matéria barionica ou matéria
comum. O que ocorre é que essa matéria nao corresponde ao que € observado no universo,

que é de apenas

Q, = 0,04 + 0, 02. (2.20)

Entao a maior parte da densidade de matéria deve ser da forma de matéria escura
nao barionica, que é abreviadamente chamada matéria escura. Todas as particulas do
modelo padrao foram descartadas para desempenhar esse papel.

Para o cenério em que ), = 0.3 e 2, = 0.7, parece caber um ntmero impressionante
de dados observacionais. Dai surgem as questoes: Por que a constante cosmoldgica é muito
menor do que o valor esperado? Qual a origem da pequena energia diferente de zero que
compreende 70% do universo? E, por que o valor atual da energia do vacuo é da mesma
ordem de magnitude da densidade de energia?

A ultima questao nos diz que, se 2, e 24 sao comparaveis atualmente, no passado a
energia do vacuo deve ter sido muito pequena, indetectavel, enquanto no futuro a densidade
de matéria sera desprezivel. Existem algumas sugestoes para resolver este problema, uma
delas é baseada no principio antropico. Se existem varias partes distintas no universo no
qual a constante cosmolodgica assume valores distintos, vida inteligente iria surgir naquele
lugar onde o valor absoluto nao for muito grande, porque se A for muito grande e positiva,
particulas distantes seriam destruidas impedindo a formacao de galdxias, e se A fosse
muito grande e com um valor negativo, o universo iria colapsar antes do surgimento da
vida. Outra ideia, é a de que nao detectamos uma constante cosmolégica diferente de
zero, mas sim um componente dinamico que possui as propriedades da energia do vacuo.
Isto levou os cosmélogos a utilizar o termo energia escura para descrever essa fonte
desconhecida de energia.

Porém uma outra maneira de descrever o universo acelerado com estas caracteristicas
seria modificar a RG. Uma forma de RG modificada ¢é a teoria f(R), que discutiremos

agora.



10

2.2 Gravitagao modificada f(R)

A acdo da RG é definida pelo escalar de Ricci, Apéndice A. A teoria f(R) surgiu com o
intuito de obter invariantes de ordens mais altas do que a acao gravitacional, entao vamos

escrever a Lagrangiana como
L=+—gf(R) (2.21)

onde f(R) é uma funcéo do escalar de Ricci R.
Neste trabalho, utilizaremos apenas a chamada gravidade f(R) métrica, na qual a
variacao da acao se da em relacao ao tensor métrico.

Escrevendo entao a agao neste formalismo, temos

S = % / V—gf(R)d*x + Sy, (2.22)

onde S)y; é a acgao relativa a matéria e k = 887G é a constante gravitacional.
Realizando a variagao com respeito ao tensor métrico, podemos escrever a variacao do

primeiro termo do lado direito de (2.22) como

0S5 =051 + 65, (2.23)
onde
1
51 = 5 [ Gvp (R
1
55, = o / V=g f(R)d'z, (2.24)
e
SF(R) 8,1(;_(RR)5R — fuOR, (2.25)
onde fr significa 8’(;(}?).
Utilizando a expressao 09, = —gup01-09”°, mais detalhes no Apéndice A, a variacao

0/—g fica
1
0V=9 = =5V =99uw09""

No caso da RG, o termo /—gg"’0R,, nao contribuiu para a integral, mas agora nao

podemos escrevé-lo como uma derivada total e utilizar o teorema de Stokes. Entao,

OR = (0Ru)g" + R (0g"), (2.26)

onde podemos também utilizar a equacao de Palatini e escrever,
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OR, = 7,017, — 7,000, (2.27)

Para a conexao teremos que

1
5FZZ/ = _é[gk,u Vv (5,9)\0) + [V v,u (59)\0) — Gua9vp VU (5.9&6)]' (228)

Apéds alguma algebra, encontramos a variacao do escalar de Ricci

OR = R,09"™ + g 7 Va0g"" — 7 70 09" (2.29)

Entao, pela equagao (2.23), utilizando o principio de Hamilton, 65 = 0, e integrando
por partes, finalmente encontramos
f(R)

fRRaB - Tgaﬁ —Va Vﬁ fR + gaBDfR = kTaﬁ; (230)

que s@o as equagoes de movimento da teoria f(R) modificada.

O trago da equagao (2.30) é dado por

frR —2f(R) +30fr = kT, (2.31)
onde T' = ¢g"T},,, que relaciona R com T diferencialmente e nao algebricamente como na
RG, sendo R = —kT. Portanto, temos indicios de que a teoria f(R) deve admitir mais

solucoes do que a RG. Se fizermos T = 0 nao implica que R = 0 ou constante.

Como nossa motivagao para buscar uma teoria de gravitagdo modificada [15], era des-
crever um universo em expansao sem a necessidade de lancar mao de argumentos como
energia escura, vamos agora mostrar que a teoria f(R) satisfaz este requisito.

Inserindo a métrica plana de Robertson-Walker (2.1) nas equagoes de campo (2.30) e

utilizando o tensor-momento energia (2.2), encontramos

k Rfp—f :
H? = 37 {,0+ — 5 3HR[rr
2H + 3H? = —f—]; {p + (R frrr + 2HRfrr + Rfrg + %(f — Rfr)| . (2.32)

Se identificarmos a densidade de energia efetiva como

_Rfg—[ 3HRfrr
Peii 2fr fr

(2.33)

e a pressao efetiva como

R?frrr + 2HR frr + Rfrg + 5(f — Rfr)
Ir 7

Py = (2.34)
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podemos obter, no vacuo, a forma padrao das equacoes de Friedmann

k
=",
S Perl
a k
O 43P 2.
- 6[Pff+3 £7] (2.35)

Assim, a teoria f(R) realmente descreve um universo em expansao sem a necessidade

de introduzir a energia escura.



Capitulo 3
Modelo de branas grossas:

Aqui faremos uma breve discussao sobre os principais modelos possuindo dimensoes
extras. Em particular o modelo de Kaluza-Klein, no qual a quinta dimensao é periddica
e muito pequena, por isso nao podemos percebé-la e o modelo de Randall-Sundrum, que
trata o universo como uma brana mergulhada em uma quinta dimensao. Em seguida

ampliaremos o conceito de branas para branas grossas.

3.1 Escala de Planck e escala fundamental da Gravi-
dade

Na gravitacao de Newton, a forca gravitacional entre dois corpos de massa m; e my
separados pela distancia 7 = ré, é dada por
= G(4)m1m2 N
F(4) = Te, (31)
onde G4y denota a constante de Newton em 4 dimensoes.

Realizando uma analise dimensional em G'4), temos

(m)(kg) m*

Gl =—5 172

= ———. (3.2)
Uma escala muito 1til é a chamada escala de Planck [26], que relaciona as trés cons-
tantes fundamentais, ¢ que é velocidade da luz no vacuo, h que é a constante de Planck

dividida por 27 e a constante G(4). Essas constantes possuem o valor unitario nesse sistema

de unidades, ou seja

13
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Gany=1 P
D ) (22)
c= 1l—p
tp
l2
h=1-2+¢ ) (3.3)
mp P

onde [,, m, e t,, sao o comprimento, a massa e o tempo de Planck respectivamente, sendo

dados por

h
l, = =1,616x10"*cm

l
t, =L =5391x10""s
C

m, = e 2,176 x107°g. (3.4)
G

Porém, quando se trata de dimensoes extras, a escala de Planck, que denotaremos por
My, nao é mais a escala fundamental, mas sim a escala de cordas que denotaremos por
M44.4), onde d é o nimero de dimensoes extras. Assim como a constante de Newton G'y)
nao ¢ mais a constante fundamental da gravidade e sim G(44q4). A relacao entre as duas

escalas pode ser obtida pela acao de Einstein-Hilbert com dimensoes extras

1
S ravidade — — T4 _~ d4+dflf R R 3.5
gravidad 167TG(4+d) / VvV 9(4+d) L(4+d) (3.5)
onde G414) ¢ a constante fundamental, R44) 0 escalar de Ricci e gu1q4) 0 determinante
da métrica em (4 +d) dimensoes. Vamos considerar uma métrica, como fizeram os autores

de [28], na qual as dimensodes extras sao planas, ou seja,

ds? = g, (v)datdz” — Supdada’, (3.6)

onde g,,(z) é a métrica em 4 dimensdes e a,b = 1,...,d, assim Ryq = R4 € gayq = gu.

Integrando as dimensoes extras na equagao (3.5) obtemos

Vi
S ravidade — — T A~ d4 R 5 3.7
gravidade = ~ 76— / /9 Roa (3.7)
onde V; é o volume das dimensoes extras.
Pelas equacoes (3.5) e (3.7) encontramos a relacao entre a constante de Newton Gy e

a constante fundamental G 444),
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Gu+a)
Gy = ——. 3.8
W=y (3.8)
A escala de Planck My, em termos da constante Gy, é dada por
M he 1% 9 4x10%GeV (3.9)
= ~4L. ev. .
4 87TG(4)
agora usando G444y no lugar de G4, definimos a escala de cordas como sendo
1
h1+d65+d:| 2+d
M, = |— 3.10
e {SW Gata) (810

Assim, a relagao entre a escala de Planck e a escala fundamental da gravidade, em

unidades naturais (¢ = h = 1), é dada por

M3} = M2V, (3.11)

ou seja, a escala de Planck esta relacionada com a escala de cordas pelo volume das

dimensoes extras.
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3.2 Modelo de Kaluza e Klein

No modelo de KK a quinta dimensao ¢é periédica, ou seja

z ~ 2+ 2mr, (3.12)

sendo que o espaco obtido é o produto M1®S*, onde M* é o espaco de Minkowski em 4
dimensoes e S' é um circulo, podendo ser imaginado como um cilindro em 5 dimensoes e
raio r.

Seja a agdo do campo escalar ¢(z, z), dada por

Slg) = % / d*xdz (02040 — m?¢?), (3.13)

com A = 1,..,5 e z é a dimensao extra. Como o campo escalar é periddico, ¢(z) =

¢(z + 2mr), podemos expandi-lo em uma série de Fourier [28] do tipo

nz

oz, 2) = \/%%(a:) + g \/% [¢n(x) cos <%> + ¢n(z) sin <7>] : (3.14)

onde ¢y nao depende da quinta dimensao, sendo chamado de modo zero, e os outros modos
de Fourier, ¢, e ¢,, sao os modos excitados de Kaluza-Klein.

Substituindo a equagao (3.14) na agao (3.13), obtemos

S = Y5 [ A5 6.0,0, = mied) + 33 [ @ b0,0, - miGD). (315
n=0 n=1

/ 2 . . . ~
onde a massa de KK ¢ dada por m? = m? + . Assim, o campo da quinta dimensao
aparece como uma torre infinita de campos com massa m,,.

Os modos excitados sao campos que diferem pelos valores de n de KK, que esta asso-

ciada a quinta componente do momento por

P’ =—, (3.16)

assim, os modos de KK sao apenas uma manifestacao da discretizacao do momento extra
da paticula. As particulas com diferentes momentos p° possuem massas diferentes.

Isso pode ser compreendido pelo invariante em 5 dimensoes pAp4 = m?, que pode ser
reescrito como um momento invariante ao quadrado em 4 dimensoes p“p, = m? + p2,
sendo que p? representa as componentes do momento extra.

Para m = 0, para energias abaixo de % apenas o mode zero sem massa sera cinetica-
mente acessivel, fazendo a teoria parecer 4 dimensional. Assim, os modos excitados de

KK s6 seriam percebidos em experimentos realizados com energias altas o suficiente.
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3.3 O modelo de Randall-Sundrum

Em 1999, Lisa Randall e Raman Sundrum propuseram um modelo de universo para
resolver o problema da hierarquia, o porque da gravidade ser tao mais fraca do que as outras
forcas fundamentais, baseado no modelo de branas em 5 dimensoes. Branas surgiram da
teoria de cordas como uma condicao de contorno, condicao de Dirichlet, na qual os pontos
extremos de uma corda estao fixos a um objeto. Esses objetos sao caracterizados pelo
nimero de dimensoes espaciais que possuem, sendo assim chamados D-branas, onde D é
em referéncia a Dirichlet.

No modelo de Randall-Sundrum, RS1, se imagina duas 3-branas imersas em um espaco
de d = 5 chamado volume, Figura 3.1. As particulas do modelo padrao estao presas na

subvariedade e a gravidade pode se propagar através da quinta dimensao.

3 — brana Volume 5d 3 — brana

4d

0 L
Figura 3.1: Modelo de Randall — Sundrum RS1.
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Esse modelo trabalha em uma drbita-variedade (orbifold) S'/Z,, Apéndice A, sendo
S1 uma esfera em 1 dimensao e Z, o grupo multiplicativo {—1,1}. Além disso, ha duas
3-branas, uma em z = 0 chamada de escondida e outra em z = 7r chamada wvisivel, ou
seja, em cada ponto desta drbita-variedade existe um universo como o que vivemos, em 4
dimensoes.

O elemento de linha deste modelo deve ser coerente com o mundo real, ou seja, preservar
a invariancia de Poincaré, Apéndice B, assim como o universo em 4 dimensoes deve ser

chato e estédtico. Como no trabalho [27], a métrica do modelo RS1 é definida por

ds* = e %y, do'da” + d2?, (3.17)

onde 7, é a métrica de Minkowski, e=2(*) ¢ o chamado fator de deflexdo (warp factor).
O fator de deflexao sé depende da quinta dimensao, o que faz da métrica nao fatorizavel.

A acao adotada para descrever este modelo foi

+L
S =8+ Su :/d4x/dz\/—g(5)(M3R—A5), (3.18)
“L

onde Sy é a acao de Einstein-Hilbert, Sy; a acao referente & matéria, M3 é a escala de
massa fundamental em 5 dimensoes e A5 a constante cosmolégica em 5 dimensoes.

A constante de Newton em 5 dimensoes é definida como

o 1

= ) 3.19
Vamos agora resolver as equacoes de Einstein para o modelo RS1.
As equagoes de Einstein em 5 dimensoes sao
1 2
GAB = RAB — igABR =—k TAB, (3.20)
onde os indices A, B =0,1,2,3 e 5, e o tensor de momento-energia é dado por
2 0SSy
Tag = — . (3.21)
As componentes do tensor de Ricci sao
Ry = (y" — 4?/2)9#1/
Rss = 4(y" — y), (3.22)

assim escalar de Ricci R(s), fica

R = 8y" — 20y, (3.23)
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Entao as componentes do tensor de Einstein ficam

G = (6y* - 3Y") 9, (3.24)

Gss = 6y (3.25)
Pela equacgao (3.25) e pelo tensor de momento-energia, encontramos a rela¢ao

—A
o 2 5
G55 = 6y = 2M37 (326)

assim, podemos definir

K = —A
12M3

Pela equagao (3.26), podemos perceber que y serd real apenas se a constante Aj for

(3.27)

negativa, ou seja, o espago entre as branas é necessariamente anti-de Sitter, AdSs.
Assim, integrando a equagao (3.26) e levando em consideragao a equagao (3.19), temos
y(2) = K|z|, (3.28)
onde |z| é para garantir que a solugao seja invariante perante a transformacao y— — y.
Podemos derivar esta solugao para encontrar 3 e y”. Assim, derivando a equagao (3.28)
em relagao a z, temos
y' = sgn(2)k, (3.29)

onde sgn(z) é uma combinagao das funcoes de Heaviside e é escrita como

sgn(z) = 0(z) — 0(—=z), (3.30)

assim, a segunda derivada y” é dado por

y" =2k(6(2) —0(z — L)). (3.31)

Entao, as componentes (u,v) do tensor de Einstein, ficam

G = 667G, — 6k((5(y) — 8(y — L)) G- (3.32)

Aqui, o primeiro termo é simplesmente o tensor de momento-energia multiplicado pela
constante de Newton em 5 dimensoes. Porém, o segundo termo nao possui nada para
ser adicionado. Assim, para satisfazer as equacoes de Einstein (3.20), somos levados a

introduzir um termo na agao das branas chamado tensdo nas branas. Isso é feito levando
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em consideracao a densidade de energia das branas em si. Assim, escrevemos a acao das

branas como

Svis =0 / d4.’E\/ —YGuis
Sesc = —0 / d4.7}v —Yesc (333)

onde g,;s é referente a métrica visivel e g.,. é referente a métrica escondida e o é a chamada
tensao das branas. Para que as equacgoes de Einstein sejam satisfeitas, impomos a seguinte
relacao

o= 12kM?, (3.34)

agora, levando em consideragao o tensor de momento-energia encontramos a expressao

—A
k*T,, = 2—]\42%,, = 6K%g,, (3.35)
ou
2
—0

que é o chamado ajuste fino entre a brana e o volume, que é equivalente a um cancelamento
da constante cosmologica em 4 dimensoes.

A métrica para o modelo RS1 é portanto

ds* = e 2y, doida” 4 d2?. (3.37)

H&a também o modelo RS2, que pode ser obtido fazendo L — 0o, no qual a dimensao
extra seria infinita e existiria apenas uma brana localizada em z = 0, onde as particulas

do modelo padrao estariam confinadas.



21

3.4 Branas grossas e o limite de espessura zero

Até aqui, foi considerado que a brana ¢ infinitesimalmente fina. Porém, deve existir uma
escala minima, ou seja, nao se pode considerar 0-brana. Assim, nao podemos desprezar a
espessura da brana na escala de cordas. Torna-se entao necessario trabalhar com branas
grossas.

Para se tratar um modelo de branas grossas é importante que o limite de espessura
zero seja bem definido, ou seja, se reduza ao modelo RS2. No trabalho [16], isso foi muito
bem discutido. Para que isso seja possivel, o modelo de branas grossas possuindo simetria
Zs com um potencial arbitrario V(¢) na RG em 5 dimensoes, deve possuir as seguintes

caracteristicas:

1. ser assintoticamente AdSs;
2. o potencial V(¢) possui um sinal alternado;

3. V(¢) satisfazendo a um certo ajuste fino.

Como em [16], vamos escolher uma métrica que possua simetria Z, com relacao a z = 0,

na qual ¢ = ¢(z), assim

dS52 _ eQF(Z)??,de“dxy — SFR g2 (3.38)

onde F(z) é o fator de deflexdo que depende somente da quinta dimensao z. Sendo que
N € a métrica de Minkowski em 4 dimensoes, e se escolhe z de modo que ,/gz)9** = —1.

Calculando as componentes do tensor de Ricci, encontramos

Ry=Rl=R;=Ri=—e%F",
R: = —4e 3F(F" — 3F"%). (3.39)

Assim, podemos calcular o escalar de Kretschmann K = RipcpRAEP, que é dado

por

K =4[e (e Y2+ 6(e*F F')*, (3.40)

CD

)

que é a soma dos quadrados de todas as componentes nao nulas do tensor de Ricci Ryp
ou seja, seu significado fisico é que seu valor deve necessariamente ser finito para que todas
as quantidades algébricas invariantes da curvatura sejam finitas.
As equacoes de Einstein em 5 dimensoes, com as equagoes para o campo escalar, ficam
2

F” = —?6 ‘/, (341)



22

3(—F" 4+ 4F"%) = k*¢?, (3.42)

av
o’

onde a equagao (3.41) é a componente (z, z), a equagao (3.42) as componentes (i, v), e a

¢ = eF (3.43)

equagao (3.43) é a equacao para o campo escalar. Podemos ainda combinar as equagoes
de (3.41) e (3.42) e escrever

12 kz 1 2 8F

Como estamos assumindo que este modelo possui simetria Zs

F(z) = F(—2), (3.45)

¢(2) = —o(—2), (3.46)

ou seja, F(z) é uma funcdo par e ¢(z) é uma fungao impar.
Vamos assumir essa simetria em torno de z = 0, assim supoe-se que F’(0) = 0, entdo
para ['(0) = 0, e pela equacao (3.43), ficamos com ¢2(0) = 2V/(0).

Entao as condigoes de contorno sao

(3.47)

Nao hé parametros livres para qualquer fungao fixa de V' (¢) nas equagoes e nas solugoes
de contorno, assim elas sao unicamente determinadas.

Para que a métrica seja regular quando z—o00, pela equagdo (3.40), devemos ter
F'e™I' < oo, ou para simplificar a notagao, |V(z)] < oo, onde b(z)=e . Para o
campo escalar, pelas equagoes de Einstein, as condigoes de regularidade sao V(¢) < oo e

b(2)|¢'(2)] < co. Assim devemos ter ao todo as condigoes

|V/(2)] < oo,
[V(9)] < o0,
b(2)|¢'(2)] < oo. (3.48)
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Como b'(0) = 0, seu valor aumenta para z > 0 e vai para o infinito pelo menos linear-
mente em z grande, para qualquer solucao nao trivial. O crescimento é assintoticamente
linear pelas condigoes acima, b'—cte > 0, assim F’ =~ —ﬁ em z grande.

Integrando a equagao (3.41), obtemos

F'(z)=V(2) := —§k2/Z€8FVdZ. (3.49)

0

Sendo que para que a solucao seja regular

V(oo) =0, (3.50)

que é o ajuste fino em termos de potencial.

A integral V(2) é a energia total invariante por unidade de 3-volume na faixa de zero
a infinito. Uma vez que €3 > 0, um potencial nao trivial V(¢) deve trocar o sinal pelo
menos uma vez para produzir V (oo) = 0.

Para que a solucgao seja regular, ¢ = o(1/z). Portanto, e *F'¢/—0 para z grande e pela

equacgao (3.44), V tende a um valor finito e negativo. Se

b(z) = e =~ &z,
com £ = cte > (0 e z — 00, entao

/f2
KV = A5 = —%. (3.51)

2=00
Assim, V(¢) inverte seu sinal pelo menos uma vez, tendendo a um valor negativo
quando z — oo e a integral V(oo) é nula. Se ¢ tende a um valor finito ¢, V(¢) possui
um minimo em ¢ = @uo.
Em qualquer caso, por ¢(z) ser uma fungao impar, os valores ¢(+o00) = —¢(—o0) # 0

faz com que a brana seja topologicamente estavel. A simetria Zs implica que V(¢) seja

As
52

uma constante cosmolégica no volume assintotico, e a métrica é assintoticamente anti-de

uma fungao par. Seu valor assintético, V(z = too) = < 0, desempenha o papel de
Sitter. Assim, os valores z = 400 correspondem a um horizonte AdS.

Queremos mostrar que num determinado limite, um modelo de branas grossas deve
se reduzir ao modelo RS2. Para analisar este limite, vamos escrever a acao da seguinte

maneira
S = Svolume + Sbranm (352)

As

R —2A
Svolume = —/2—]{25@d5$, i V(deo), (3.53)
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S = [ [30200%0-+ V(60) = V(6)| Ve (354

Podemos escrever a agao na brana como

4
Sbroma = _/O-d x,

* 1
o= / {_iama% —V(do) + V((b)} eSdz, (3.55)
onde o é a tensao da brana.
Mostramos na secao anterior que para que as equacoes de Einstein fossem satisfeita,
deveria haver uma condicao de ajuste-fino
/{32 2
Ag = — é’ . (3.56)

Assim, devemos esperar que, independente da forma do potencial

A
alﬁoo 12,7 g (3.57)
onde o parametro a caracteriza a espessura da brana.
Realizando uma mudanca de variaveis
2k 8
2) = =¢(2), v(f) = =k*V(¢), 3.58
F2) = (), () = 5KV (9) (3.59)
as equagoes (3.41)-(3.43), se tornam
v = bb// . b/2 — b2f/2 o b/2
b//
f?==. (3.59)
b
E as condicoes de contorno em z = 0 sao
b(0)=1, ¥(0)=0, f(0)=0. (3.60)

Entao, b(z) tem que satisfazer as equagoes (3.59), as condic¢oes de contorno (3.60) em
z = 0, onde estd localizada a brana, e o limite z — oo (horizonte AdS) deve ser bem

definido, ou seja

b(0) =1, b(0)=0,
b(z)~&z + cte (2 — o0). (3.61)
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A tensao da brana pode ser escrita como

[ee] /!

o= % 7oodz <% + b—i) . (3.62)
Vamos definir agora uma familia de solugbes B(a, z), como em [16], onde a é um
parametro de espessura, tal que B(1,z) = b(z), sendo que essa solugdo de brana grossa
deve deve estar incluida nestas solugoes. Para cada valor fixo de a > 0, a fungao B(a, z)
deve satisfazer as equagoes (3.60) com a mesma constante x, ou seja, deve ser uma solugao
de brana grossa com a mesma constante cosmoldgica A5 = —252 e em cada ponto fixo

270, a funcao B(a, z)—1 4+ £|z| quando a—0, ou seja, a métrica deve ser AdS.
No limite em que a espessura vai a zero, a solucao é bem definida e se reduz para o

modelo RS2, e a relagao entre a tensao da brana o e A5 deve ser como na equagao (3.56),

ou
3¢
= ) 3.63
(2k2) (363)
Como em [16], vamos escolher B(a, z) como
z
B(a,z)=1—a—ab <—> : (3.64)
a
Substituindo na equacao (3.62) e considerando o limite de espessura fina, ou seja a—0,
obtemos
3¢
= 3.65
7T @Ry (3.65)

que é a equagao (3.63) multiplicada por um fator % Este fator se deve ao primeiro termo,
uma vez que, no limite a—0, temos B"—2kd(z).

Assim, o limite de espessura fina estd bem definido, pelo parametro a. Entao, podemos
seguramente tratar de um modelo de branas grossas.

Uma analise importante é o problema do confinamento. Para que um modelo de branas
grossas do universo seja coerente com o universo que observamos, as particulas do modelo
padrao devem estar confinadas na brana, pois nao percebemos a quinta dimensao. Isso

também é analisado em [16] onde considera-se a Lagrangiana

1 1 1
L, = §8AX8AX — 5MoX"X + §>\¢2X*X, (3.66)

onde x* é o campo complexo conjugado, mg é a massa do campo de teste, e o iltimo termo
descreve uma possivel interagao entre o campo x e o campo escalar ¢, sendo A a constante

de acoplamento. O campo x(2%) deve satisfazer a equacio de Klein-Gordon

1
VI9(5)

94(Va59 " 08x) = (A¢® — md)x, (3.67)
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onde supoe-se uma solucao da forma

x(z?) = X (2)exp(—ip ), (3.68)

onde a fungao X (z) determina a distribuicao do campo x através da brana e satisfaz a

equacao linear homogénea

X"+ /96 (pup" + A$* — mg) X = 0. (3.69)

Como X(z) determina a distribuigdo do campo y através da brana, no limite z—o0,
X(z) deve decair rapidamente, além disso, uma y-particula estard localizada na brana
se tensor de momento-energia 7} [x] for finito em todo o espago em 5 dimensoes, e decai
rapido o suficiente para z grande.

Como uma condigao necessaria de localizacao, pode-se exigir convergindo o campo x

de energia por unidade de volume 3 da brana, isto é,

B[] = / T, \/95dz = / et [G_QF(EQ +P)X2+ (m2 — A X2+ e X2 dz < 0.

(3.70)

onde usamos p,, = (E,p). A equac@o anterior implica na finitude da norma do campo Yy,

ou seja,
IE = [ i = [ e (3.71)
A equagao (3.69) pode ser escrita como
X"+ [ (E* = %) + e (\¢” —mp) ]| X =0, (3.72)

assim, o termo e (\p? — m?) descreve a interacdo de uma y-particula com a brana. Se
A = 0, este é puramente gravitacional, enquanto que se A # 0 descreve uma interagao

adicional, nao gravitacional, entre ¢ e Y.



Capitulo 4

Branas curvas com teoria f(R)

generalizada

Nos modelos anteriores, empregou-se um campo escalar juntamente com a teoria da
gravitacao de Einstein. No entanto foi discutido no trabalho [19], um modelo de branas
grossas planas utilizando a gravitacao f(R). Mostrou-se que uma solucao regular assintoti-
camente AdS existe em uma faixa de valores de um parametro n. Uma peculiaridade deste
modelo ¢é a existéncia de um ponto fixo no plano de fase onde todas as solugoes comecam
e a brana pode ser colocada neste ponto. Este fato é importante, pois a presenca do ponto
fixo permite evitar uma ajuste fino dos parametros do modelo para obter solucoes de bra-
nas grossas. Nesta secao vamos obter uma equacao mestra para o fator de deflexao para
uma f(R) generalizada, isto é, uma f(R) que incorpora algumas f(R)’s vidveis existentes

na literatura atual.

27
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4.1 Modelo de branas planas com teoria f(R)

Nesta secao, em nome de uma auto-suficiéncia, vamos descrever o trabalho de Dzhu-
nushaliev [19]. No futuro vamos demonstrar que este trabalho é na verdade um caso
especial do resultado mais abrangente obtido aqui.

A acgao para o espaco-tempo com 5 dimensoes é dada por,

—-R

5= /d%\/% [7 N f(R)}, (4.1)

onde a escolha para uma funcao f(R) simples foi

f(R) = —aR", (4.2)

onde a > 0 e n sado constantes. Realizando uma varia¢ao na equacao (4.1), com respeito ao

tensor métrico em 5 dimensoes, obtém-se as equagoes gravitacionais (equagoes de Einstein)

1 ~
RE — 555}% =T1%, (4.3)

onde as letras do alfabeto latino podem ser 0,1,2,3 ou 5 e

. 1
TP =~ |frR} — §5ff + (059" = 659"") (fr)wan | » (4.4)
onde fr = % e (fr).L € a derivada covariante de fr com respeito a L.

Assim, as equacOes acima possuem a estrutura padrao das equagoes da relatividade
geral quando a fonte do campo gravitacional é efetivamente de momento-energia.

Para o modelo de branas planas, a métrica adotada é

ds? = e, pda®da’ — d2?, (4.5)

onde o fator de deflexdo depende apenas da quinta dimensao z e, 1,5 = {1,—1, -1, -1}
é a métrica de Minkowski. Apds algum trabalho algébrico, levando em consideracao as

equagoes (4.1),(4.2) e (4.4) das componentes (?) das equagdes de Einstein obtemos

n—2 124/ 5 \>"
d el (5

1yl/2 n _
n g 5 _ 2 I/
Y r { n ) vy n(n —1) a8™n(n

ny (n—1

DN | Ot

onde i = %.

Como dissemos antes, vamos ver mais adiante que uma generalizacao da f(R) dada
em (4.2) torna (4.6) apenas um caso especial de uma equagao bem mais geral. Para evitar
que percamos contato com a fisica do problema, nosso objetivo agora serd encontrar a
forma para o fator y(z). Assim sendo, teremos estabelecido a forma da métrica (4.5) que

por sua vez estabelece a geometria do mundo brana com esta f(R).
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Para comegar vamos encontrar os pontos fixos, ou seja, aqueles pontos no plano de fase
no qual 3 e y” sdo iguais a zero. A presenga de um ponto fixo nos permite colocar a brana
neste ponto diretamente. Mostraremos que s6 existe um ponto com estas caracteristicas.

A solucao analitica desta equacao é muito complicada, assim é mais conveniente uma
aproximacao numérica. Para tanto, reescreve-se a equagao (4.6) como um sistema de trés

equacoes diferenciais de primeira ordem

y =,
p=uv,
102 n _5 5 n—2 12p 5
r__ -2 _ 5_2— e 2 3 “.2\2—n 47
! n p [ n(n—l)]pv+2nn—1)p +a8”n(n—1)(v+2p) (47)
O ponto fixo deste sistema é
A = (p—0,v—-0). (4.8)

Para analisarmos o comportamento das solu¢oes no ponto fixo, podemos procurar uma

solucao na vizinhanga do ponto fixo na forma

Y= tpr + (2 — 2pp)", (4.9)

onde 3, v sao constantes e z = 2,y é a posicao do ponto fixo na quinta dimensao. Temos

entao

p=y =v8(z — 25)"""

v=y" =yB(8 —1)(z — zpy)" 2,
w=y" =yB(8—1)(8—2)(z — 2)" ", (4.10)

)

sendo que 8 > 3, para que as expressoes sejam finitas. Substituindo (4.10) na equagao

(4.7), encontramos

VB8 =15~ D) = 1986 - 1 = 5= 2| b5~ 1)z - 2p )
b3 (s ) a8 = (@B — P )

(4.11)

Como 3 é positivo, o segundo e o terceiro termos na direita da equacao (4.11) tendem

a zero quando z—z,f, € 0 quarto termo tende a zero se
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f(2—n)+2(n—1)>0. (4.12)

Assim, na equagao (4.11), se a condigao (4.12) for satisfeita, sé sobra o primeiro termo

do lado direito, ou seja

1
f-2=-(5-1) (113)
de onde encontramos o valor de [
2n — 1
= . 4.14
= (114)

Pela condigao (4.12), como f > 3, assumindo que n seja positivo, encontramos a

seguinte faixa de valores possiveis para n

l<n<2. (4.15)

Assim, apenas se a condigao acima for satisfeita, a solu¢do (4.7) permite a existéncia

0

do ponto fixo A do tipo §. Neste caso, todas as integrais (4.6) devem passar pelo ponto

A.

No infinito, o valor de y deve ser

Yoo = kz + C,| (4.16)

se substituirmos este valor de y na equagao (4.6), levando em consideragao que y2 =y~ =

0, e que ¥, = k, encontramos o seguinte valor de k.

1
12 2(n—1)
k= : : (4.17)
a (1 —2n) 20"

que nos leva, analisando os denominadores desta expressao, para a condicao 1 <n < g

A presenga do ponto fixo nos permite colocar a brana neste ponto. De fato, em modelos
de branas grossas, escolhe-se ' = 0 na brana. Tal escolha permite encontrar solugoes
possuindo simetria Zs. No caso analisado aqui, a derivada de y é nula apenas no ponto fixo
para os valores 1 < n < 2. Contudo, neste caso, as solugoes nao possuirao necessariamente
simetria Z.

Quando analisamos as solugdes para um ponto fixo e impomos a variacao (§ << y)A* =

d
ﬂék, podemos obtemos o resultado
)

2 " 1 "3
" — —y—(S” + _y_é‘/ — 0’ (418)
n y/ n y/2
onde a expansao ocorre na vizinhanca do ponto fixo z = 2,y onde a primeira e a segunda

derivadas sao consideradas zero. A expansao,
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1
Y= Yps + 6(2 — pr)yll)/}3, (4.19)

nos leva a escrever a solucao abaixo

8= bo(z — 2pp) 77, (4.20)

onde a condigdo 0 < n < 4 é necessaria para garantir o decaimento rapido de . Esta
condicao ¢ menos restrita do que 0 < n < g

Na referéncia [19], também foi feita a andlise do confinamento das particulas do modelo
padrao na brana. Como na secao anterior, foi considerado um campo de teste escalar

complexo ¢ com Lagrangiana

1 1
Ly = 5@,@*8“@ - §m3q>*q>, (4.21)

onde my é a massa do campo de teste. Realizando uma variacao na Lagrangiana acima se

obtém a equacao

1 0 0P
\/7(5)396_/‘(\/ —9(5)9AB&C—B) = —mg®, (4.22)

onde ® é uma funcio de todas as coordenandas, ® = ®(z4).

Procura-se por uma solucao da forma
®(a?) = X (2)exp(—ipuat), (4.23)

introduzindo esta solugao particular (ansatz) na equacao (4.22), encontra-se a seguinte
equagao para X (z)

X" +4y' X"+ (p'py — m§) X = 0, (4.24)
mas sabemos que p, = (E,p) e portanto p'p, = ¢"'p,p, = e Y(E* — p?). Substituindo
na equacao acima, teremos que

X"+ 4y X'+ [e(E? — ) —ml]X =0, (4.25)

onde X' = Cfl—X.
z
Para que a matéria fique confinada na brana, a solugao anterior deve decrescer ra-
pidamente no limite y,. Assim, como assintoticamente y., = ky|z|, com k, > 0, e

consequentemente y. = k, podemos reescrever a equagao acima como

X"+ 4k, X' —miX =0, (4.26)

onde desprezamos o termo e~ em comparagao com mg. A solugdo é portanto
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-2 (k:n + 1/ k2 + m;’) |z\] : (4.27)

Podemos observar, que a solucao anterior decresce rapidamente no limite 9.

Xoor=Cexp

sendo C a constante de integracao.

Outra condicao para que a matéria fique confinada na brana, é que a energia do campo

por unidade de 3-volume deve ser finita, ou seja

Etot[X] = / T(? V —g(5)d2,

= / ethnlel [l (B2 4 pP) X2 + miX? + X7 dz < o0, (4.28)

oo
assim como a norma do campo y deve ser finita

||X||2=/ \/—9(5)X*XdZ=/ enlzl X242, (4.29)

—00

De onde concluimos que ambos Ej,; e ||x|| convergem assintoticamente.
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4.2 Modelos de branas curvas com teoria f(R)

Agora vamos analisar o cenario de um mundo brana com branas curvas. Vamos de-
senvolver uma equacao de Einstein generalizada para o espaco de de Sitter e outra para
o espaco anti-de Sitter para o fator de deflexao. Usaremos uma forma generalizada para
uma f(R) vidvel cosmologicamente. Apds isso investigaremos o confinamento de particulas

massivas nesta brana curva. Para isso, iremos usar a seguinte assinatura

dsg = gAdeAd:CB

= e*ds] — dz?, (4.30)

onde z é a quinta dimensao (volume), e A, B = 0,1,2,3,5. Para um espago-tempo de de
Sitter(dS) temos que

ds? = dt* — ezﬁt(dﬁ + da3 + dx3), (4.31)

onde A ¢é a constante cosmoldgica.

E para um espago-tempo Anti-de Sitter(AdS)

ds? = e~ 2N (@e? — do? — da?) — dal. (4.32)

Assim o tensor métrico pode ser escrito como

ey
_62y+2\/xt
dS : gap = _e2yt2vAe
_62y+2\ﬂt
i —1]
e
gas = det(gap) = WOV, (4.33)
'e2y—2\/Ka:3 .
_62y72\mx3
AdS : gAB = _e2y—2\ﬂ13
—e%y
L —1]
e
gaas = det(gap) = e~V (4.34)

consequentemente, para o tensor métrico contravariante temos que,
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ds : g*? = —emm2VA

-€_2y+2\/K"E3

AdS : gAB = _6—2y+2ﬁx3

_€_2y

para o espaco plano temos que fazer A — 0.
Como fizemos na ultima se¢ao, iremos trabalhar com uma gravitacao modificada tal

que a acao de Einstein-Hilbert possua a seguinte forma,

S = / df’xm[%ﬁ“ + f(R)], (4.35)

onde f(R) é uma funcdo arbitraria de R.
A viariagao da agao (4.35) dé origem as equagoes de Einstein que podem ser escritas

como

1
RE — 5551% = —k*T%. (4.36)

Vamos usar uma f(R) generalizada com a forma,

f(R) = aR + bR* — aR", (4.37)

onde a, b, @ e n sao constantes. Para a = b = 0 temos o caso explorado na se¢ao anterior.
O calculo dos elementos dos tensores de Ricci, assim como o escalar de Ricci, para os

casos dS e AdS estao no Apéndice C, o resultado é dado abaixo:

Riy = —(3Ae™ — o — 4y?),
RYY = RS = Ry = (30Ae™™ 4y + dy")e? v,
RES = —A(y + "), (4.38)

e o escalar de Ricci é dado por

Ras = —12Ae™ + 8y + 20y (4.39)
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Para o caso do espago chato, A = 0, o resultado (4.39) retorna para o caso da secao

anterior. Para o caso AdS, temos

RSS’ = (3Ae™% + 4" + 4y/2>62y—2ﬁx3’

R = RIS = (3he™ — ¢ — 4y/2)62y72\ﬂx3’

R = —(3Ae ™ + o + 4y*)e?,

s = —4 +4) (4.40)

e o escalar de Ricci é dado por

Raags = 12Ae™% 4 8y + 2012, (4.41)

que assim como no caso dS, retorna para o caso [19], quando A = 0.

Vamos escrever o escalar de Ricci na forma compacta abaixo

R = 12kAe™® + 8y + 20y, (4.42)

que corresponde aos casos dS, AdS e Minkowski, se £ = —1,1 e 0 respectivamente.
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4.2.1 Uma equagao mestra para y para uma f(R) generalizada

Na primeira se¢ao deste capitulo usamos a f(R) dada em (4.2) e a métrica (4.5), e as
incluimos em (4.3) onde 7% é dado em (4.4).

Nesta segao, usaremos as métricas dadas em (4.31) e (4.32) com a teoria f(R) generali-
zada dada em (4.37). Introduzindo-se estes elementos em (4.3)-(4.4) queremos, da mesma
forma, obter uma equagao geral, ou seja, uma equagao mestra para o fator de deflexao
y =y(2).

Portanto, partindo de

f(R) = aR+bR? — aR", (4.43)
temos que
fr=a+2bR—anR"", (4.44)
onde
R = 12kAe® + 8y + 2042 (4.45)
Logo, continuando, o proximo passo é a derivada. Vamos fazer a = b = 0. Entao
teremos branas curvas com f(R) = —aR"
d5(fr) = —an(n — 1)[12kAe® + 8y + 20y ?]" — 205 R, (4.46)
onde
OsR = 24kAy/e® + 8y" + 40y'y". (4.47)

Substituindo estes valores, a componente (?) do tensor de momento-energia é dada por,

1
TP = dan(y’ +y*)R" ! — §aR" — dy'an(n — 1)(24kAy'e® + 8y" + 40y'y")R" 2. (4.48)

Logo, apés um trabalho algébrico, a equagao de Einstein fica

y///+ 5 (%n_5) ///_l£_§(n )y
n(n —1) ny  2n(n—1)
3kAC®  [3k 5 [6kAe® — 6y R>™
=3kAye” — ———— | = Ae¥ +y'(n— 1 - -
ve 16y'n(n — 1) { Hyn=D+y (n 2)] 32y’'an(n —1)
(4.49)

onde é facil ver que para k = 0 temos a equacao (4.6) obtida em [19].

Fazendo agora b = 0, temos que
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f(R) =aR — aR", (4.50)

e apos todo o procedimento anterior teremos uma equacao para y dada por

y”’+5y’y”—|—3k/\y’e2y=

3k’A62y + 3y/2 _ 2a(y// + y/2)R27n alen
16y’ an(n — 1) 64y'an(n — 1)
—12kAe? +8y"(n — 1)+ 8y (n—2)] R
64y'n(n — 1)

onde, se fizermos a = 0, obtemos a equacao anterior e R = 12kAe? + 8y + 20y
E finalmente, agora vamos analisar o caso principal, isto é, o caso mais abrangente

onde

f(R) =aR + bR* — aR", (4.52)

e ap6s todos os célculos temos uma equagao mestra para o fator de deflexao y = y(z) para

uma f(R) generalizada para um modelo de branas curvas, ou seja,

y/// + 5y/y// + 3kJAy,€2y _
1

1 1
a2 A2y 4 " A " 2\ " p2
{ 6y"° — 6Ae +a[ (" +y") 2R}+b{8R(g +y) 2R]}32y/[

2b — an(n — 1)R"2]
—4om(y” + y/2)Rn—1 + %Oan

4.
32y'[2b — an(n — 1)R"=2 (4:53)

onde R foi dado em (4.45). Deixamos para o leitor interessado verificar que para a = b =
A = 0 teremos a equacao (4.6). Portanto, a conclusao imediata é que a equagao (4.6) é
simplesmente um caso especial de (4.53).

Podemos ver facilmente que, pela complexidade das equagoes (4.49), (4.51) e (4.53),
deixaremos como uma perspectiva futura, a andlise feita em [19] e reproduzida aqui a
partir de (4.7) até (4.15).
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4.2.2 Viabilidade cosmolégica da f(R) generalizada

Como ja dissemos anteriormente, este nao é propriamente um trabalho sobre gravitacao
modificada, ou seja, sobre f(R), mas como é 6bvio, este é um ingrediente primordial neste
trabalho. Entao vamos discutir algumas questoes existentes na literatura sobre f(R) e
que sejam pertinentes a esta dissertacao. Ou seja, vamos falar sobre as condigoes que
as f(R) tém que obedecer para termos uma coeréncia com o que é observado no nosso
Universo. Em outras palavras, s6 podemos construir f(R)’s que obedecam a uma realidade
cosmologica. As outras que nao tem esse vinculo nao fazem sentido.

Sabemos que duas das principais condigoes de estabilidade para as f(R) s@o (i) frr =
j%é > 0, para evitar a existéncia de taquions e (ii) fr > 0, para a nao-existéncia de
fantasmas na teoria. A violagao da primeira condicao acarretard a presenca de uma massa
negativa para o chamado campo escalar “scalaron,” que existe além do graviton. Este
campo escalar foi analisado por Starobinsky [30] para uma f(R) = R + aR?, que leva a
uma expansao acelerada do Universo por causa da presenca do termo aR?. Por causar
esta expansao, este modelo de f(R) substituiria teoricamente o modelo de energia escura
para o Universo. Esta seria uma das principais motivacoes para estudarmos teorias f(R).

Portanto, dissemos acima que as condigdes (i) e (ii) s@o duas das principais porque
formam os requisitos necessarios para a construcao de f(R) vidveis para os modelos de

energia escura [31], ou seja,
fR >0 fRR > 0 para R > Ry (454)

onde Ry é o escalar de Ricci hoje.
Com o objetivo de analisarmos um maior nimero de modelos f(R) manipulando apenas

os parametros da mesma, a f(R) usada neste trabalho é dada por

f(R)=aR +bR* — aR" (4.55)

onde, se n < 0 teremos algo do tipo

F(R) :aR—%erR?, n<0 (4.56)

Para curvaturas grandes, isto é, para o Universo primordial, o tltimo termo em (4.56)
prepondera. E para pequenas curvaturas, ou seja, para o Universo atual, o segundo termo
comanda o comportamento desta f(R). Pode-se demonstrar que (4.56) é compativel com
a aceleragao césmica e com os testes observacionais feitos no sistema solar.

Voltando a f(R) dada em (4.55) a agdo modificada da relatividade geral é dada por

S = / diz /=g [f(R) + Lm] (4.57)

cuja equagao de movimento é dada por,
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JRRR A Rfr 2f K’
UR + VARV 'R + - =
frR g 3frr  3frr 6/rr

mas, se L,, = 0 =T =0 e se R, for constante em (4.58), teremos que

T (4.58)

2f(R) — Rfr(R) =0 (4.59)

Substituindo (4.55) em (4.59), ficamos com

aR+2(n—-1)aR" =0 (4.60)

entao paran =1 = R =0 e teremos um espaco-tempo de Minkowski. E para n = 2

= aR +2aR*=0 = R(2aR +a) =0 (4.61)
logo
R=0 rR=_2 (4.62)
=0 ou = :

entao se a,a > 0 ou a,a < 0 temos um espaco AdS; esea < 0ea >0oua >0
e a < 0, teremos um espago dS. Note que estamos falando apenas de f(R) e nao dos
modelos mundo brana, tema desta dissertacgao.

Pelas condigoes de estabilidade em (4.54) temos que,

frr = 2b —n(n—1aR"? >0 (4.63)

mas R = 32 para n = 2, logo, substituindo em (4.63) teremos a condicao

b > a (4.64)

que é a condi¢ao nao-taquionica. Analogamente, para fgr > 0 teremos 2o > b que é a
condicao nao-fantasma. Se b = «, quando teremos que frr = 0, entao aparecera uma
singularidade. Entretanto, algumas f(R) viaveis contém uma singularidade, o que nos
leva a uma curvatura infinita.

Para a =1 e b = 0 teremos que
f(R) = R — aR", a>0,0<n<1 (4.65)

satisfaz os chamados vinculos observacionais: CMB, SNla e os vinculos gravitacionais
locais. Mas o estudo destes nao faz parte deste trabalho.
E finalmente, para a = b =0 e o < 0, teremos uma f(R) = a R" que representa uma

f(R) vidvel do ponto de vista astrofisico.
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4.2.3 Solucao assintética
Como foi dito anteriormente, a forma assintdtica da solucao para um n arbitrario é
dado por
Yoo = knlz|, (4.66)

onde ¥, =k, e Y~ 7 =0.

0o — Yo

Logo, o escalar de Ricci para y fica

Roo = R(yso) = 12kAe* 11 4 2042, (4.67)

e substituindo em (4.53) ficamos com

3kAk,e?l =
2kn|z| 2 2 1 2 1 2 pn—1 1 n
—6kAe™™"* — 6k, + a |4k, — §R°O +b |8k, — §Roo Ry —4ank; R~ + §aROO .
L (4.68)
32k, [2b — an(n — 1)R2)’ '
onde para A = a = b = 0 obtemos os resultados da secao 4.1.
No caso de uma geometria chata, A = 0, temos
2
% (?" - 1) 20"k2"2 + 40bk2 + 6(1 + a) = 0, (4.69)
e fazendo b = 0, isto é, para f(R) = aR — aR"™, podemos escrever que
12(1 7D
k, = ( ja) (4.70)
o (1 —22) 207

que nos indica, pelos dois denominadores, que 1 < n < g, que é o mesmo resultado de
[19].
Fazendo a = —1 e b#0 em (4.69), isto é,
f(R) = —R+bR* — aR", (4.71)

teremos

800 Ay
= . 4.72
fr [@ (1-2) zon] (472)

com o mesmo resultado para n.
Consequentemente, mostramos mais uma vez que o resultado assintético obtido em

[19] é um caso especial do que obtivemos em (4.69).



Na proxima secao analisaremos o confinamento para o caso de branas curvas.
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4.3 Confinamento

Agora vamos demonstrar que as branas confinam o modelo padrao para os casos dS e

AdS. Como anteriormente, utilizaremos a Lagrangiana do campo escalar complexo

1 1
Lo = iaAcb*aA@ — 5mg<1>*<1>. (4.73)

Mas, para a equagao do campo escalar usaremos a equagao (4.22), onde g sera, gs)

ou g(ads)-
Para o caso dS temos

1 0 0P
Ne et ( ﬁ_g(ds)gABax_B) = —mld. (4.74)

Vamos supor que a solucao seja da forma
O(z) = X (z)e ", (4.75)
Sabemos que, com os resultados anteriores,
JJas = VAL (4.76)
Substituindo a solugao (4.75) na equagao (4.74) e utilizando o resultado (4.76), obtemos

X"+ 4y X' + [pRe ¥ — (P 2N 4 3ipov/A — m2]X =0, (4.77)

como no caso do espaco plano, utilizaremos

p,u = (E7ﬁ)7 (478)
assim
Pp. = e Pt — eV
_>p1u'p'u — 6*21/ |:E2 _ 672\/Ktp-2i| ) (479)
Para o caso plano
—N =0—=p'p, = e 2 (E2 — ﬁg) ) (4.80)

Assim, podemos escrever a equagao (4.77) como

X" 4 4y X' + [6—2@/ (E2 - 6—2\@52) + 3EVA — mg} X =0. (4.81)

Assintoticamente Yo, = k,|z| com k, > 0 ey’ = k,. Portanto, no limite y — oo temos
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X" 4+ 4k, X+ [BiE\/K - mg] X =0. (4.82)
Para o caso AdS temos

1 0 0o
%&E_A (\/ _g(AdS)gABax_B) = —mﬁd% (4.83)

e a raiz quadrada do determinante é dada por

Gaas = eV (4.84)

Sustituindo a solugao (4.75) na equagao (4.83) e utilizando o resultado (4.84), obtemos

X" 44y X' + [pRe ¥ — pPe 2 2VA% 4 3ipa /A — ml)X =0, (4.85)

mas temos que p, = (E,p), assim

pup! = e P} — e WTRVVAR,

—pupt = ¢~ 2v+2VAzs [E2 — P+ p:ﬂ — e Wps, (4.86)
onde para o espaco plano se reduz para

— A =0—p"p, = e ¥ (E* - p°). (4.87)

Assintoticamente Yo, = ky,|z| com k, > 0 e 3/ = k,. Assim, quando y—oc0 temos que

X" + 4k, X' — [3ipsVA +m2| X = 0. (4.88)

Para o caso AdS

X" + 4k, X" — M3,5X =0, (4.89)

onde M2, = m — 3iEVA e M3, = m2 — 3ipsv/A. O efeito de curvatura em cada caso
foi o de alterar a massa das particulas.

Como critério de confinamento, temos para o caso de de Sitter

EL[®] = / To\/Gasdz

—00

1 (o]
:§e?’mt / etnlel[g=2Rnlal (B2 4 o= 2VALE2Y X2 4 2 X2 4 Xy < oo (4.90)

—00

e para o caso anti-de Sitter
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00
Ep°[@] = / To\/gaasdz
1 oo
256—3\/Km3/ e4kn|z\[€—2y+2\/xx3(E2 _f_p% +p§ +€_2\/X$3p§)X2 —|—m(2)X2 +X/2]dZ < 00.
(4.91)

Assim como a norma do campo ® deve ser finita. Para o espaco de de Sitter temos

HM%Z/ N
_ /OO 64y+3y\/KtX2dZ

—00

= 63\/&/ el X2 < 0. (4.92)

E para o caso anti-de Sitter

mmwa/\@m@wz

9]
_ / €4y—3y\/Kz3X2dz
—00

_ ,~3VEss / otkalzl 2 o o (4.93)

ou seja, tanto a energia Fy, como o campo ||®|| convergem assintoticamente.



Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Existem algumas evidéncias tedricas que indicam que o Universo em que vivemos pode
ter mais do que as quatro dimensoes do espaco-tempo padrao. Um exemplo € a teoria de
supercordas em um espaco-tempo com dez dimensoes e as teorias M ou supergravidade
com 11 dimensoes..

Com este conceito em mente, Lisa Randall e Raman Sundrum construiram um modelo
para o nosso universo com cinco dimensées onde o modelo padrao (o mundo que conhe-
cemos) ocuparia uma 3-brana e as interagdes gravitacionais ocupariam outra 3-brana. O
responsavel pela interacao gravitacional, o graviton, viajaria da segunda 3-brana para a
outra através da quinta dimensao, que seria infinita. Pode-se demonstrar que esta quinta
dimensao é curva o que ocasiona o aparecimento de um fator de deflexao no tensor métrico
deste modelo chamado de mundo brana (braneworld). O objetivo primdrio de Randall e
Sundrum era resolver o problema da hierarquia.

Temos portanto um modelo que pode ser formado por branas finas ou grossas, sendo
que a segunda é mais apropriada para representar o modelo padrao. As brans finas teriam
uma funcao delta de Dirac para representar as interagoes com campos escalares e nas
branas grossas a interacao com a gravitagao seria direta.

Neste trabalho, analisamos um modelo de mundo brana com branas grossas. Entre-
tanto, queremos obter uma generalizagao, introduzindo uma forma geral para uma f(R) e
as branas analisadas sao curvas com duas geometrias: de Sitter e anti-de Sitter. Mostra-
mos com precisao, que alguns casos analisados na literatura sao na verdade casos especiais
do que foi investigado aqui. Além disso, mostramos que este caso generalizado também
confina as particulas massivas do modelo padrao, o que autentica o nosso modelo. Os
resultados obtidos aqui sao originais e serao submetidos para publicacao brevemente.

Como uma perspectiva imediata seria analisar este modelo de branas curvas com uma
gravitacao modificada f(R) ou a recentemente desenvolvida gravitagdo de Horava-Lifshitz.
Uma questao que merece atengao é se podemos supor que num mundo brana, a quinta
dimensao que liga as duas, e é atravessada pelo graviton, pode estar dentro de um buraco

de minhoca. Uma das constituicoes deste 1ltimo, na literatura, conjectura que o mesmo
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pode ser formado por um buraco branco (BB) e um buraco negro (BN) em cada uma de
suas extremidades unidos por uma garganta em comum. Portanto, perguntamos se seria
absurdo pensar que um BN estaria ligado a brana onde vivem os gravitons e o BB estaria
ligado a brana que compreende o modelo padrao. Assim o BN absorveria o graviton e o
BB o emitiria para dentro da brana do modelo padrao.

Para finalizar, queremos dizer que nesta dissertacao tentamos ser auto-suficientes para
evitar que o leitor tivesse que procurar outras referéncias para poder acompanhar a leitura.
Entretanto, devido a complexidade e principalmente a multidisciplinaridade do tema, con-
fessamos que abordar profundamente todos os assuntos tratados aqui seria impossivel.
Esperamos entao que o que foi explicado aqui tenha sido compreensivel e que tenha ao
menos despertado no leitor algum interesse pelo assunto que nés particularmente conside-

ramos fascinante.



Apeéendice A

Esséncia da RG

A.1 Geometria diferencial

Comecaremos definindo um conceito fundamental em geometria diferencial que é a
nocao de mapa[20]. Dados dois conjuntos, M e N, um mapa ¢ : M — N é uma relagao
que atribui para cada elemento de M, exatamente um elemento de N, ou seja, um mapa
é uma generalizacao da nocao de fungao. Um mapa, assim como acontece com funcoes,
serd injetivo se associarmos a cada elemento de M no méximo um elemento de N, e serd
subjetivo se associarmos a cada elemento de M pelo menos um elemento de N. A funcao
inversa do mapa é definida como ¢! : N — M. Podemos também definir como seria a
composta, assim como existe funcao composta. Dados dois mapas¢: P = Qev: Q — R
a composta é o¢p : P — R que é dada pela operacao (vo¢)(a) € R.

Um mapa de R™ — R” associa um conjunto com m valores (z!, 22, ...2™) a um conjunto
com n valores (y!,4?%,...y"), e podem ser pensadas como uma colegao de n funcoes ¢' de

m varidveis

V=¢' (2!, 2%, ...2™)

y" :QS”(xl,xz, x™). (A.1)

Essas funcoes serao CP se sua p-ésima derivada existir e for continua, e nos referimos
a todo mapa ¢ : R™ — R™ como sendo C?, se cada um de seus elementos sao pelo menos
C?. Caso seja continua mas nao necessariamente diferencidvel serd dito CY e caso seja
continua e diferenciavel infinitas vezes sera dito C'*°.

Agora podemos definir difeomorfismo, dizemos que dois conjuntos sao ditos difeomorficos
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se existe um mapa C*, ¢ : M — N com uma inversa ¢! : N — M também C*, onde ¢ é
chamado de difeomorfismo. Outra nogao importante é de bola aberta, que é o conjunto de
todo z em R tal que |z —y| < r paraalgum y € R" e € R, onde |z —y| = [ (2 — y')’]2.
Assim, um conjunto aberto em R™ é um conjunto de uma uniao arbitraria del bolas abertas.

Assim uma carta ou um sistema de coordenadas consiste de um subconjunto U de
um conjunto M, juntamente com um mapa um-para-um ¢ : U — R", tal que a imagem
¢(U) é um aberto em M.

Outra definicdo importante é a definicao de drbita-variedade (orbifold). Geometrica-
mente, uma orbita-variedade n-dimensional é um espaco quociente obtido identificando
pontos em uma variedade sob algum grupo discreto de simetria. Isto é, seja M uma va-
riedade e G um grupo discreto com uma acdo GxM—M. A O6rbita-variedade, M/G é

definida como um espaco de classes equivalentes pela a relagao

r=gxr para todo ¢g€eG. (A.2)

Dizemos que G atua livremente se para todo xeM, gr = x implica que g = 1. Acoes
livres nao possuem pontos fixos, pontos para o qual gz = x para qualquer geG onde g#1.
Se G atua livremente em M, entao a érbita-variedade M /G serd uma variedade. Se G nao
atua livremente,entao M deixara de ser uma variedade precisamente no ponto fixo de G.
Tais ponto sao chamados singularidades da orbita-variedade.

Como um exemplo simples, considere uma linha real R sob a acao do grupo Zs gerado

por

g:x— —x, (A.3)

o0 tnico ponto fixo de g, é x = 0. A 6rbita-variedade R/Z é topologicamente a meia linha
[0,00). Este espaco é localmente homeomorfo a R em todos os ponto, exceto na origem.
Agora vamos partir para a definicdo de tensores no espaco-tempo, onde o indice 0 é
para coordenadas temporais e 1,2 ¢ § para coordendas espaciais. Dado um referencial S,
um ponto neste espago pode ser representado por x*, em um outro referencial S’, o mesmo
ponto do espacgo-tempo pode ser representado por z/#. Assim podemos relacionar z* com

" através de

2V =22z, 2% x7)
CL’/I :xll(xo7 xl,x2,x3)
J}/Q 21;12(1,0’ J]l,IL‘2,ZE3)
1" =2 (2", 2!, 2%, 2?), (A.4)

ou de maneira abreviada,
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't = (2", (A.5)
diferenciando fica
gz o Ox™ . Ox'M  ,  Ox'* 4
dx'™ = de + 7l dx” + 52 dx® + 53 dz”, (A.6)

usando a convencao de Einstein de que indices repetidos significam soma, fica

ox'™
dz'™" = ——dx", AT
o (A7)
qualquer conjunto de quatro quantidades que se transformam dessa maneira é chamado

vetor contravariante. Assim, podemos generalizar este conceito para a nocao de tensor.

i v
oz’ 0x™

g (6%
™= oxr Oz
T/uu)\ — Gi’“ﬁa:”’ aL,)\Tapo
ox® JxP Jx°
ete. (A.8)

qualquer objeto que se transforme desta maneira é um tensor contravariante, sendo o
primeiro na equagao anterior de ordem 2, o segundo de ordem & e assim por diante.
Assim um vetor é um tensor de ordem 1 e um escalar um tensor de ordem zero. Vemos

que um escalar ¢ é um invariante por transformacao de coordenandas de maneira que

o(at) = ¢(a™), (A.9)
usando a regra de diferenciacao parcial, temos
0¢ ox¥ 0¢
= A10
ox'm  dx'm OV’ ( )
o que nos leva a definicao de vetores covariantes
oxr”
/ JR—
A, = P (A.11)
Generalizando para tensores
oz Oz
,111/ = or' OV Aas (A12)
podemos também definir tensores mistos como
a s a @
T, = 9 pa (A.13)

= Oz Oz

Agora vamos definir uma quantidade importantissima para a geometrizacao de um
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espaco vetorial que é o chamado elemento de linha, dado por

ds® = g, (z)dztdz"” A.14
o

o elemento de linha é invariante perante certas transformacoes carcteristicas do espaco
vetorial e g,,(z) é o chamado tensor métrico ou simplesmente métrica. Como o elemento

de linha é uma quantidade escalar, ela pode ser escrita simplesmente como

ds* = dx,dz", (A.15)

comparando as duas equagoes anteriores, temos

dz, = g (x)dz”, (A.16)

ou seja, o tensor métrico relaciona as representacoes covariantes e contravariantes. Assim

temos também,

dat = g"(x)dx,, (A.17)

onde ¢g"(x) é o inverso do tensor métrico e satisfaz a equacao

g (x)gua(z) = 0%, (A.18)

onde 04 é o delta de Kroenecker. Um caso particular é quando a métrica é independente

dos pontos do espaco-tempo e sao chamados de espacos planos, e é escrita como

ds® = g, datdz”. (A.19)

Agora, como vamos trabalhar no espaco curvo, precisamos definir o conceito de derivada
neste espago, pois no espago curvo a derivada comum de um tensor nao é necessariamente

um tensor. Diferenciando um tensor obtemos

o oOX'™
/ n — v

hX OX™ XV X

_0X* 9 ox™ v

OXMNOXe 9XV

_OXm9X© R2XM §X©

_ AT OR 5y X
ox7 oxn et xvaxe ax

(A.20)

de onde podemos observar que a primeira parte é um tensor, porém a segunda nao é
um tensor. Se considerarmos um vetor covariante A,(x) definido em z e A,(x + dz)
em z + dx, no espago curvo nao podemos comparar diretamente essas duas quantidades,

o deslocamento do vetor A,(z) para o ponto A,(z + dx) depende de dz e também da
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curvatura do espaco. Assim definiremos o chamado deslocamento paralelo como

Au(z)=Au(x) + T, (x) A(N)da”, (A.21)

onde Fﬁy(x) ¢ a chamada conexao e incorpora a curvatura. Assim define-se a chamada

derivada covariante,

VoA, = 0,A, — T, A, (A.22)

para o caso contravariante

VAR = 0, A" + T AN, (A.23)

E importante perceber, que quando a conexao € nula a derivada retorna para a derivada

ordinaria. A conexao F;}V nao é um tensor, porém a diferenca entre duas conexoes é um

tensor (2,1), assim a parte antissimétrica de I}, ¢

T, =TI, -1, (A.24)

v

um caso particular é quando essa diferenga é nula, ai dizemos que a conexao ¢é livre de
torcao, ou seja
A A
=1, (A.25)

A conexao é usualmente escrita em funcao da métrica e de suas derivadas como

1 a
F}AU/ = 59/\ (ga;ul/ +gya7,u —Guvra ), (A26)

onde a virgula significa derivada ordindria.
Agora vamos definir alguns tensores importante na RG. O primeiro deles é o chamado

tensor de curvatura, que é dado por

Ruu)\p = a)\Ff,Lp - aprff)\ +TeTh, — Fg)\ru (A27)

vpT aA ap’

que ¢é antissimétrico com relacao a troca de indices

RyupA = _RVV)\pa (A28)

que leva para a identidade

R“Vp)\ + R‘u)\py + R“)\p,, =0. (A.29)

Abaixando o primeiro indice com a métrica, temos
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gUuRUupA = R;wp/\a (A30)

que é simétrica em relacao a troca dos primeiros pares de indices com o segundo

R;w)\p = Rkpp,w (A?)l)
e antisimétrica em relacao a troca dos primeiros indices

Ruxnp = —Rpxuw, (A.32)

assim o tensor de curvatura com o primeiro indice covariante satisfaz

Ruap = —Ruvpr = —Rupnp = Rap
ij)\p + RHPW\ + R#Apy =0, (A.33)

o que facilita muito os calculos, pois essas simetrias reduzem o nimero de componentes

independentes, em n dimensdes, de n* para %TLQ(TLZ — 1). Outra identidade importante é

a identidade de Bianchi contraida

VMRpaV)\ + V)\Rpauu + VVR/)O()\M = 0. (A34)

Contraindo o tensor de Riemann, obtemos o tensor de Ricci

g/\pRp,uAu = Ri:)\y - R,uzu (A35)

define-se também o escalar de Ricci, contraindo o tensor de Ricci

R=g¢"R,,, (A.36)
combinando esses objetos definimos o tensor de Finstein

1
G#V = RHV - §g#yR. (A37)
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Vamos agora tratar de algumas simetrias. As transformacoes de coordenadas que
deixam a métrica invariante sao de grande importancia pois contém informacoes sobre as
simetrias da variedade Riemenniana. No caso continuo podem ser translacao e rotacao.

Dada uma métrica g,,, dizemos que ela é invariante se, perante uma transformacao do
tipo

ot — 2, (A.38)

a métrica fica

9" (y) = 9" (), (A.39)

ou seja, a métrica ¢’ (z') permanece a mesma func¢ao de seu argumento x’#, assim como a

métrica original g"”(z) é funcao de seu argumento x*. Sabemos que a métrica se transforma

cOmo
ox'? dx'P
g/w(x> = Oxt Oxv 9op- (A.40)
Realizando a transformacao, z# — z/#
0x'” dx'*
G () = St v I (A.41)
Pela definicao de derivadda de Lie
Logu = oy + N o, (A.42)

que é conhecida como equacao de Killing e qualquer solugao é dita um campo vetorial de
Killing X*. Assim, se a métrica é independente de alguma coordenada z*, um vetor 9,
ird satisfazer a equagao de Killing. De fato, se um vetor K* satisfaz a equacao de Killing,
¢ sempre possivel encontrar um sistema de coordenadas no qual k = 0, mas em geral nao
podemos encontrar coordenandas na qual todos os vetores de Killing sao simultaneamente
desta forma, nem esta forma é necessaria para que o vetor satisfaca a equacgao de killing.

Entao, uma isometria infinitesimal é gerada pelo vetor de Killing X*(X) e satisfaz a
equacao de Killing L,g,, =0

Considerando agora o espaco Euclidiano R", as isometrias deste espaco podem ser
rotacoes e translagoes em n dimensoes. Da perspectiva de um ponto p na vizinhanca, para
as translacoes, existem n eixos independentes no qual pode-se mover, entao podemos ter
n translagoes. Ja as rotacgoes, que deixam p invariante e sao centradas em p, podem ser
pensadas como que movendo um dos eixos através de p em um dos outros eixos. Como
existem n eixos, e para cada eixo existem (n — 1) outros eixos no qual pode ser girado,
temos entao %n(n — 1) rotagdes. O fator meio entrou para nao contar duas vezes dois eixos

quaisquer repetidos. Assim, temos um total de
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%n(n +1), (A.43)

simetrias independentes no R".

O numero de isometrias serda o nimero de campos vetorias de Killing linearmente inde-
pendentes, assim definimos espaco com simetria maxima aquela variedade n-dimensional
que possua %n(n — 1) vetores de killing. Uma consequéncia importante é que, dado um
espago com simetria maxima, podemos escrever o tensor de Riemann como

R
Rpa;w = )(gpugau - gpugau)- (A'44)

n(n—1

Podendo assim classificar a curvatura como positiva, negativa ou zero.

Utilizaremos agora para o formalismo Lagrangiano, Apéndice C, para determinar a acao
para o espago curvo. No caso da RG, como R,,,,7#0, temos que associar a Lagrangiana
a0 espago vazio, ou seja, espago que possua apenas campo gravitacional. O espago-tempo
é caracterizado pelo tensor métrico ¢, portanto a Lagrangiana deve depender somente
do tensor métrico e de suas derivadas. Como a Lagrangiana ¢ uma quantidade escalar é
natural pensarmos no escalar de Ricci para a Lagrangiana.

Porém, o escalar de Ricci depende da derivada de segunda ordem do tensor métrico, e
entdo nao poderemos escrever a Lagrangiana na forma L£(¢,d,¢). Como vamos integrar
a Lagrangiana, devemos manter em mente qual quantidade deve ser invariante por uma
transformacao geral de coordenadas. Introduzindo a defini¢ao do determinante da métrica
g = detg,,, sabendo que esta quantidade é invariante por uma transformacao geral de

coordenadas, podemos escrever a Lagrangiana da seguinte forma,

L= 4R, (A.45)

e podemos definir a acao na Relatividade Geral, conhecida como acao de Einstein-Hilbert

1
S = oy / v—gRd'z, (A.46)

onde k = 87G ¢ a constante de Newton.
Acrescentando um termo de matéria a acao, podemos realizar a variacao da acao com
relacao ao tensor métrico e encontrar as equagoes de Einstein na presenca de matéria. A

acao, conhecida como acao de Einstein-Hilbert, fica

— 1 4

onde o termo de matéria é dado por

SM:/\/—gﬁMd4as, (A48)
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e podemos definir o tensor de momento-energia como

o =2 0L
=g g

Na RG o tensor de momento-energia é o reponsavel pela curvatura do espago-tempo,

(A.49)

o que é bem interessante pois, matéria e energia curvarao o espago-tempo.
Um exemplo de tensor de momento-energia é o do fluido perfeito, sendo caracterizado
. . a . ’ .
pelas quantidades: 4-velocidade u® = %, por um campo densidade prépria py = po(z)

e por um campo pressao escalar p = p(x). Assim esse tensor é escrito como

" = putu” + pS*, (A.50)
onde S* é um tensor simétrico dado por

SH =  ufu” + ugh”, (A.51)

com A e p constantes. Atribuindo a essas constantes os valores, A = 1 e p = 1 ficamos

co1ml

™ = (p+ p)u'u” + pg"”, (A.52)

onde g = (—1,1,1,1) é o tensor métrico no espago de Minkowski.

Em um referencial no qual o fluido esteja em repouso a 4-velocidade é

u* = (1,0,0,0), (A.53)

e o tensor de momento-energia se torna

p 00 0
0 00
T,=1 7 (A.54)
00 pO
00 0 p
subindo um indice
T} = diag(—p,p,p,p), (A.55)
sendo seu trago dado por
Ty = —p+3p. (A.56)

Queremos encontrar a equacoes de Einstein pelo método variacional, para tanto, vamos
realizar uma variacao na equacao (A.47) com relacao a métrica g,,. Para o escalar de Ricci

temos
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SR = 6g" Ry + (6R,) g™, (A.57)

assim, escrevendo a agao em (A.46) como S = S; + Sy + S, e a variagdo na agao fica

08 = (651) + (652) + (053), (A.58)
onde para 05 = 0 teremos as equacoes de Einstein. Temos entao que
(057) = / (6v/=9)9" R, d*x
(65,) = / V=9(64")Ryd'
(053) = /\/—gg‘“’(éRW)d%. (A.59)

Para realizar a variacao em y/—g, vamos analisar como se faz a variacao no determi-

nante de uma quantidade B qualquer. Seja

U=eé". (A.60)

Expandindo e? em série de poténcias e aplicando o operador unitario em ambos os

lados, de modo a diagonalizar B, temos

SUS™ = AePS =1+5BS + %SBQS‘l + 55335—1 + . (A.61)

Considerando as matrizes bidimensionais, por conveniéncia, a sendo b; e by seus auto-

valores, temos

10 by 0 1[p2 0 B2 0
SUS™! = + | ot +]73 + ..
0 1 0 by 210 b2 0 v
[ b 0
= 0 o (A.62)
Assim,
detU = detSUS™ = ehrehz = hitbr — or(®) (A.63)
Entao, podemos escrever, para uma matriz B qualquer
detB = exp(trinB). (A.64)

Assim,
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ddet B = (0trIn B) exp(trin B)
= tr(dIn B)detB
= tr(B '0B)detB. (A.65)

Entao para /—g

= ——V—99u09"". (A.66)

Para a variacao em 0R,, temos

5R;w = 5F2)\ﬂ/ - 5P>\ AT Fi\w(griy + Fiyérﬁg - Fﬁyaria - Fiaarﬁu

pv?
= (5F2AW - Fi\wél—‘()f\a) - (5F2w>\ - FZA(SFfT\V - FZ)\(SFi\w + FﬁA(SFZV)
(A.67)
assim 0z, fica
ORuy = (6173 )5 — (617, )ixs (A.68)
que é equagao de Palatini. Assim, o termo /—gg"”0R,, fica
V=99" 6 Ry, = /=99" [(6T32)5w — (6T, )52
= V=9(g"" 0T\ )i) — V=3(g"" 0T, )i
= (vV=99"0T\) 0w — (V=99""6T,) 2, (A.69)
onde foi usada a identidade
V—gAl, = (V—gA") .. (A.70)

Fica claro pela equacao (A.69), que o termo nao contribui para a integral, o que d&

1
/\/__g (RNV - §9WR) Sg"d*z =0, (A.71)

portanto as equacoes de Einstein da RG sao
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R, — %gu,,R = 2kT,,, (A.72)
ou
G, = 2kT,,, (A.73)
onde G, ¢ o tensor de Einsten
G =Ry — %gwR. (A.74)

Vamos analisar os dois lados da equacao (A.72). O lado esquerdo é a parte geométrica,
caracterizado pelo tensor métrico g,,, que contém todas as informacoes necessarias para
a geometria do espaco-tempo. O lado direito é a parte do tensor de momento-energia,
que pode ser bem complicada. As equacoes de Einstein nos dizem como a curvatura do
espago-tempo reage na presenga de matéria (tensor de momento-energia). Aqui a fonte
do campo gravitacional é o tensor de momento-energia, na gravitacao de Newton a fonte
era massa. Isto estd bem de acordo com a relatividade restrita com relagao a equivaléncia
entre matéria e energia.

No vécuo, as equagoes de Einstein se tornam

Gh =0, (A.75)

Porém, Einstein considerava sua teoria deficiente, uma vez que ela violava o principio
de Mach, se nao ha matéria, entao nao ha geometria, ou seja, admite espaco de Min-
kowski como solucao. Isso quer dizer que um corpo em um universo vazio poderia possuir
propriedades inerciais. Isso nao agradava Einstein pois, ele baseou sua teoria da RG nos
principios de Mach.

Além disso, Einstein procurava por uma teoria que produzisse um universo homogéneo
e estatico, podendo ser aberto (infinito) ou fechado(finito). O que Einstein fez foi modificar
as equacoes de campo introduzindo um termo extra, Ag,,, sendo A a chamada constante

cosmoldgica. Assim, a acao se torna

S= / 2 [V=g(R — 21)] + Sur. (A.76)

Agora as equacoes de Einstein sao Machianas no sentido de que nao admitem solucoes
planas. No entanto, logo apds Einstein obter uma solugao cosmologicamente estatica, foi
descoberto que o universo esta em expansao.

Na RG, a fonte de campo gravitacional é o tensor de momento-energia, porém em uma
fisica sem gravitacao apenas mudancas na energia de um estado para outro sao medidas.

E assim por exemplo no movimento de uma particula com energia potencial Vj, sendo

esta a mesma para um estado Vy + V() para qualquer V; constante. Em gravitagao, no
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entanto, o valor atual da energia da matéria nao é apenas a diferencga entre estados.
Isso serviu de motivacao para se pensar em uma energia do vacuo, ou seja, uma energia
caracteristica do espaco vazio. Seu tensor de momento-energia deve ser proporcional a

métrica, portanto

T = —puachuw- (A.77)

Podemos generalizar para o espago curvo e escrever

T;%Lw) = —PvacYuv- (A?S)

Se olharmos para o tensor de momento-energia de um fluido perfeito, vemos que o vacuo
se apresenta como um fluido perfeito com uma pressao isotropica com o sinal oposto ao

da densidade de energia, ou seja

Pvac = —Poac (A?g)
assim, podemos escrever a densidade de energia do vacuo em funcao da constante cos-
moldgica.

A
Pvac = %, (A80)

podemos perceber que, o termo constante cosmoldgica e energia do vdcuo sao permutaveis.
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A.2 Relatividade Geral com campo escalar

A Relatividade Geral vem passado por varios testes experimentais, assim é natural
encontrarmos alguns desvios da teoria original de Einstein. Por isso houve a necessidade
de criar alguns modelos alternativos da RG , um deles é incluir um campo escalar na

Lagrangiana da agao, assim a lagrangiana é escrita como

R M
L=y5+3 Lon0.6 — V(6), (A.81)

€ a acao

S = /\/_(%24r —O" 0, — V(¢))d4x, (A.82)

realizando uma variacao na acao acima com respeito a métrica e outra com respeito ao

campo escalar, temos

1
R, — §gWR = —k2TW

av
0u(V=99,w0,9) = V955 (A.83)
onde o tensor momento energia ¢ agora dado por
Ty =TV + T, (A.84)

onde

wo T =g g oghy
T = 0,00"¢ — gV (9). (A.85)




Apeéendice B

Acao na mecanica classica e a

algebra de Poincaré

B.1 A lagrangiana na mecanica classica

Seja um sistema mecanico possuindo n graus de liberdade descrito pelas coordenadas

generalizadas ¢;, onde i = (0,1,2,...,n), e por suas derivadas temporais ¢;. A energia
n n

cinética serd entao dada por T = > > %q'iqj, e sua energia potencial V(q). A Lagrangiana

i=1j=1
¢ definida como

L=T-V (B.1)

Se nos instantes t; e ty o sistema é caracterizado pelas coordenadas ¢;(t1) e ¢;(t2) e
pelas velocidades ¢;(t1) e ¢;(t2), o principio de Hamilton nos diz que a evolugao do sistema

entre os instantes t; e ty é

S = /L(qi,q'i)dt, (B.2)

conhecida como acao integral, sendo que a acao é um funcional de ¢; e ¢;. Existe uma
infinidade de possiveis caminhos que o corpo pode seguir entre ¢; e 5, mas o principio da
minima acao diz que a trajetéria de um corpo deve ser aquela em que a agao possua um

minimo, portanto

58 =0, (B.3)

como resultado, considerando que a variagdo se anule nos extremos, ou seja, 0¢;(t;) =
dq;(t2) = 0, obtemos

55 = [ oLl =0, (B.4)

o que nos leva as conhecidas equacgoes de Euler-Lagrange
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oL d (0L
. = B.

entao na formulacao Lagrangiana um sistema mecanico com n graus de liberdade, é regido

por n equacoes diferenciais ordindrias de segunda ordem no tempo.

Outro formalismo importante é o formalismo hamiltoniano, que substitui as n equagoes
de Lagrange por um conjunto de 2n equacoes diferenciais de primeira ordem. Agora o
movimento pode ser representado por uma curva tragada no espaco de fases, no qual
um ponto determina o estado do sistema, ou seja, suas configuragoes, as posicoes das
particulas, e a taxa de variagao desta configuracao, velocidade das particulas.

Partindo da Lagrangiana e tomando sua diferencial
ANYE oL oL
dL = —dg; + ——dg; —dt, B.6
(s 55) + 5 >
onde podemos definir a quantidade

)
04’

que ¢ o conhecido momento canoénico conjugado. Sem mais detalhes, encontra-se uma

Di (B.7)

fun(;éo de di, Pi, t7

N
=1

que é chamada de Hamiltoniana. Sendo as equacoes de Hamilton do movimento dadas

por

. OH
qi = Opi

OH
- g

(B.9)

pi =

Aqui se faz necessario a passagem para o continuo, onde iremos substituir as coorde-
nadas simples ¢;(t) por um conjunto de campos dependentes do continuo espago-tempo
¢i(zH), e agora a agao se torna um funcional destes campos.

Em teoria de campos, a Lagrangiana pode ser definida como a integral sobre espacos da
chamada densidade de Lagarangiana L, sendo esta um funcional de ¢; e de suas derivadas

espago-temporais 0,¢;

L= [ #6000 (B.10)

sendo a acao dada por
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S = /dtL _ /d4a:£ (66, 001). (B.11)

Assim como foi feito anteriormente, o movimento da particula deve obedecer ao principio

de Hamilton, ou seja,

5S = 0. (B.12)

Realizando a variacao na acao (B.11) e considerando

0¢i(t1) = dgi(ta), (B.13)

resulta na equacgao de Euler-Lagrange para o caso continuo

oL oL
= = Oy = 0. (B.14)
O 9(9u01)
Uma consequéncia do uso do principio variacional é o teorema de Noether, que re-
laciona simetrias com leis de conservacao, ele estabelece que cada simetria continua da
Lagrangiana, corresponde a uma lei de conservacao. Realizando uma variacao na Equacao

de Euler-Lagrange, equagao (B.14) temos

oL oL
0L=20 0p + )
"50,0) " dond)?
oL
=0 (—5¢) , (B.15)
! a@mﬁ)
quando 0L = 0 ou quando 6L é uma derivada total, teremos uma quantidade conservada.
Reescrevendo
oL
50, B.16
50,6 (210
como
oL
b — L, B.17
70,0 (10
podemos escrever
oL
O, | =—=—=0"p—n""L | =0, B.18
(agz7e ") (319

onde n* é o tensor métrico no espago-tempo de Minkowski. Obtemos entao uma expressao
do tipo
o, =0, (B.19)

que é uma equacao de continuidade.



64

Para analisar o que estd sendo conservado [29], vamos analisar primeiramente a com-

ponente v = 0 do tensor de momento-energia,

9,™° =0, (B.20)

sendo

oL . -

00
T =—0¢—L=10p— L, B.21

2 ¢ ¢ (B.21)
que é a densidade hamiltoniana, ou seja, 7% corresponde & densidade de energia do campo
0.

Para v =i, a equagao (B.19) fica

By =0, (B.22)

abrindo o somatorio
807'0i —f- 8j7‘ji, (B23)

0 que nos leva para
Do / T"d*F =0, (B.24)

que expressa a conservacao do momento do campo,

Pl = / 70" pd>r, (B.25)
ou seja,as partes espaciais do tensor de momento-energia

rii = —a(ﬁaﬁ. 9L, (B.26)
J

é uma corrente de momento. E o quadrimomento energia-momento é dado por

Pt = / d> 7. (B.27)

ou seja, o que esta sendo conservado é o momento e a energia do campo ¢.

Assim, P* é o gerador das translacoes. O significado de uma teoria ser invariante por
translagoes significa que a teoria nao muda se for realizada num outro ponto do espaco-
tempo, num mesmo referencial.

Outra simetria importante é a rotacao. Realizando uma transformacao infinitesimal

na Lagrangiana, que é um escalar, temos

5L = %w“”(az,ﬁuﬁ — 2,0,L), (B.28)



que pode ser escrita como uma derivada total

wx,0,L = w0, (x, L) — w0, (x,)L
= w0, (x, L) — wn,, L,

como o segundo termo € zero

Wz, 0, L = w0, (x,L).

Assim,

1
0L = St 0,3, L — 3L, L).

Além disso, uma variacao infinitesimal para o campo ecalar temos é dada por

0o = ¢(x + ox) — ¢(x)
= 0x"0,¢
_ éwwmam — 2,0,0).

Substituindo as equacgoes (B.31) e (B.32) na equagao (B.14), temos

oL
A0z, L — 0z, L) = 0y [(‘3(3 &) (0,0 — xpauﬁb)} g
i
assim
oL oL
e 5,070~ 5] = g 7000~ =0

de onde podemos escrever

m . _

(T Typ — TpTyw) = 0,
identificando

My = TuTup — TpTpw,
escrevemos

1 _
"M, =0,

onde M,,,, ¢ a densidade de momento angular.
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(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)
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B.2 Espaco de Minkowski e o grupo de Poincaré

Como foi obtido no Apéndice A, o elemento de linha que descreve o espaco plano é

ds® = g, dxtdx”, (B.38)

ou seja, o tensor métrico nao depende dos pontos do espaco-tempo. A métrica neste espaco

¢ denotada por g, = 1, e possui as seguintes caracteristicas

+1 se p=v=0
Nw=14 —1 se p=v=i (B.39)
0 se pu#v
onde i =1,2,3.

Assim, o elemento de linha para esta métrica é

ds* = c2dt* — di”. (B.40)

O espacgo carcterizado por esta métrica é conhecido como espaco de Minkowski que
descreve a relatividade especial.
Vamos escrever ds®> em dois sistemas de referéncia, S e S’. Queremos analisar [29]

aquelas transformacoes que deixam ds? invariante, portanto

n,de™de” = n,,datda", (B.41)
mas
oz
da'" = ——dx” B.42
. o ( )

detalhes no Apéndice A, entao temos

ox'* 0x'"
Ty Oxr Ox?

delda = N dxtdz”

= nadr’d’. (B.43)

Se

oz’ oz’

%uww = Tlpx; (B.44)

o elemento de linha é invariante perante esta transformacgao.

Diferenciando a equacao anterior com respeito a z¢, temos

821'/“ 037/11 ax/u 82 ZL’/V

Mo o€ Dr M Gup Dot (B.45)
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Que pode ser escrita como

an/ﬂ 8$/V a$/z/ 82:1;'/'“
, =, B.46
T Gur0aE B> | ™ Bap D ok (B.46)
permutando agora os indices p e A, temos
a?xlu ax/u
v———— =0, B.47
T S p D€ D> (B.47)
que s6 é possivel se
02$/p
—— =0, B.48
OxPOxt ( )
cuja solucao é do tipo
" = Abx¥ + ot (B.49)
em que A¥ e a sao constantes. Sendo que A¥ satifaz
AYAYT = npa. (B.50)

As transformagoes (B.49) sao as chamadas transformacées de Poincaré, no caso par-
ticular onde a* = 0, sao chamadas de trasnformacoes de Lorentz homogéneas

Pela equacao (B.50), podemos escrever
Tiph = AgAme
= Al A, (B.51)
que pode ser escrita na forma matricial

n=ATnA, (B.52)

cujo determinante é

detn = det(A"nA)

= det(ATN)detn
= det(A)*detn
(B.53)
Assim, ou detA = 1 ou detA = —1, além disso, pela métrica do espaco de Minkowski,

temos
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AJ>1 ou A< —1, (B.54)

Pelas condicao ateriores, podemos dividir as transformagoes de Lorentz em 4 conjuntos.

Ll —deth = +1—A0> + 1
LT —deth = —1—A9> + 1
LY —deth = +1-A)< — 1
L" —deth = —1—AJ< — 1, (B.55)

sendo que apenas Ll possui significado fisico, e recebe o nome de transformacoes de
Lorentz proprias.

As propriedades de simetria desempenham um papel importante tanto nas teorias
classicas como nas teorias quanticas, sua importancia vem crescendo com o tempo, e tem
aplicacoes desde os estudos das propriedades do espaco-tempo, como homogeneidade e
isotropia, até a unificacao de bdsons e férmions nas teorias de supersimetria. Para tratar
de simetrias, vamos falar um pouco sobre a teoria dos grupos, pois associamos a cada
simetria um grupo.

Vamos comegar com a defini¢ao de grupo [23]. Grupo é um sistema {G, .}, constituindo

w

de um conjunto GG e uma operacao “.”, satisfazendo as seguintes propriedades:

e Se aeG e beG, entao a.be G
e Para todo a, b, c€G, temos (a.b).c = a.(b.c), entao a.beG
e Existe um elemento identidade e€G tal que para todo a€G temos e.a = a

e Para todo a€@, existe um elemento inverso, a~!, também pertencente a G, tal que

aat=ala=e

Se além destas propriedades houver comutatividade, o grupo é dito abeliano.

O nimero de elementos de um grupo é chamado ordem do grupo. Uma classe de grupos
importante é a dos grupo de Lie.

Se G é um grupo e gy, gs,...€ G, uma representacao D deste grupo é uma aplicagao

que associa um operador a cada elemento do grupo G, ou seja,

91— D(g1)
92— D(g2)
(B.56)
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e D(g1), D(g2), ... também representam um grupo.

Podemos agora calcular os geradores do grupo de Lorentz, que é um grupo com 6
parametros independentes, que representaremos por quantidades antissimétricas w*”. As-
sim, escrevendo

A=1— Ly (B.5T)
= 5" X, .
em que w"” sao parametros infinitesimais e as matrizes 3, sao antissimétricas. Podemos

escrever a relagao anterior como

AL =0 — §w””(EW)§. (B.58)
Além disso podemos escrever
(Zp)} = i(00mn — 60 (B.59)
Assim, os geradores ficam
0 — 00 0 —i 0
— 0 00 0 0 0
Yoy = , Yoz = B.60
““lo 00 T l=i0 0 0 (5.60)
0 00 0 0 0 O
00 — 00 0 O
00 00 —i O
" 0 0 Yo 0 (B.61)
—i 00 0 0 0
000 0 00
0 00 0 00
Yz = , Yigg = B.62
P lo o0 —i 7000 0 —i (B.62)
0 ¢« 0 O 00 ¢ 0

Assim, obtemos a algebra de Lie para o grupo de Lorentz

[EW, ESU] = i(n/wEVE + e Xipo = MueXve — nvazué>' (B.63)

Se fizermos
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Ki = (201: E02a E03)7
Si = (2237 E31a Z12)- (B64)

Finalmente, podemos escrever
[Si, 5] = i€ijrSk,

[Si, K] = i€, K,
(K, K] = —i€inSk. (B.65)

Podemos ainda definir

1
Ji = 5(51 + 1K),

1
assim, obtemos
[Ji7 Jj] = iﬁiijk7

[[i, Ij] = iﬁijkfk7

Ou seja, J; e I; satisfazem a &lgebra Lie.



Apéndice C
Calculos do capitulo 3

Calculo dos tensores de Ricci para o caso de de Sitter:

Tensores métricos covariantes

goo = 62y7700
(2y+2V/At)

Gap = € Nab
gs5 = —1
Tensores métricos contravariantes

00 _ _—2y, 00
g = °n

ab __ _— 2y+2\mt ab
g =e 'n
955 — _1

Conexoes nao nulas

ng = \/K62\/Xt7]ab
ob = \/Ké{f

F(5)0 = y/€2y

sz = y/62y+2ﬁt77ab
s = /oy

ng =y

Derivadas das conexoes nao nulas
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05Ty = y"e® + 2y%e® (C.4)

Calculo dos tensores de Ricci

Para os valores (0, 0)

Roo = 9pTy — 0,00p + Tholi — Dol G
— y//62y 4 2y/2€2y + y/dgy/e%
= —(BAe™® — ¢ — 4y*)e? (C.5)

Para os valores (a, b)

Ray = 0pL'y, = 0L5p + Thol' — Tiplie

= Ly, + 05Ty + Teglapt-

TesTo + TosTas — Taclh

— Tl = Taclho — Toolhe

—Tohs = TosThe

= (BAe™® + o + 4y'2)62'y+2ﬁt (C.6)

Para os valores (5, 5)

Rss = 0pTy — O5T5p + Tpolss — Tiolse
- _aSFgo — 0515, — Fgorgo - ngFga
— _y// o y//da _ y/2 _ (y/25a)
Rss = —4(y" + ") (C.7)

assim, o escalar de Ricci fica

R = g"Roo + g Ray + 9°° Rss
— —3A6_2y _ 9A6_2y + G—Zyy/l€—2y + 3y// + 4?/” + 4y//2 + 9y/2 + 4y/2
= —12Ae™% 4 8y" 4 20y (C.8)

Calculo dos tensores de Ricci para o caso anti-de Sitter:

Tensores métricos covariantes



goo = 622!_2\/&637700
g11 = g22 = —¢€
g3z = —e*

gss = —1

Tensores métricos contravariantes

goo = e W2V ATg,
gi1 = ga2 = —€

g3z = —e %Y

gs5 = —1

Conexoes nao nulas

F5 y/ e2y+2f x3

Fib _ y/€2y+2fx3
ng = y'e™

Fab = y'e?

F85 =y

sz —\/K@’Z‘F“
F§5 =y
%, = —VAg;
Z5 = ?/5a

Calculo dos tensores de Ricci

Para os valores (0, 0)

2y—2v/Azs

—2y+2vAz3
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(C.11)
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Roo = 0pTly — 0, 4p + Tholen — TEoT e
— 92M\e Qfx3+yu62y 2fz3_|_2y/2 2y—2v/Ax3

+A6_2fx3 +y/262y—2f:r:3 +y/25c 2y—2\ﬂx3
+y/2 2y—2v/Axs3 Aefzﬁxg y/2€2y 2v/Az3
A 2\F:p3 y 62y 2\/7\:133 +2A€72\mx3

= (BAe™% 4y + 4yy?) 22V A (C.12)

Para os valores (a, b)

Ry = 0plh, — 0,0}, + Tho e — TH TP,
= 0313, + 0512, + Tps I3, + TS T3, + TS,
+ o0
+ D510 + Téslap — Taalhe — Dol
= Toclis = Toclss
Rii = Ry = (3Ae™ — o' — 4y’2)62y_2\/m3 (C.13)

Para os valores (3, 3)

Rs3 = 0pThy — 05T + Thol'g — TE TS
= 85F§3 + a?’Fgo - 83F§c + F85F§3
+ FSSFgS + F%SFSZ’) + F§5F23 - I_‘gOFgO
— [5,05. — T33085 — I35,
Rsz = —(3A +¢/e*Y + 4y/e) (C.14)

O escalar de Ricei fica entao

R(aas) = 9" Roo + g” Rap + g Rss
— 3A€72y +y//_'_4y/2 —|—6A€72y +2y// +8y’2 +3A€72y +y//_|_4y/2 +4y//+4y/2

= 12Ae™% + 8y + 20y” (C.15)
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