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Resumo

Neste trabalho é estudado uma maneira de se introduzir nao-comutatividade
em alguns sistemas fisicos via estruturas simpléticas para se investigar as
propriedades de espacos nao-comutativos (NC). Inicialmente, foi discutido
em detalhes uma maneira sistemética de se introduzir nao-comutatividade
baseado no formalismo de Faddeev-Jackiw denominada Formalismo Simplético
de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC). Este formalismo foi usado pra
se obter uma versao NC para o Modelo Sigma Nao-linear O(3) e para o
Modelo de Skyrme SU(2). Posteriormente, uma segunda lei de Newton mo-
dificada que preserva a invariancia rotacional foi obtida em um espaco de
fase classico estendido NC. Entre os principais efeitos da nao-comutatividade
na dinamica de um oscilador harmonico tratado nesse espago nota-se que
a nao-comutatividade induz uma pertubacao estavel no oscilador harmonico
usual e que o oscilador pode até mesmo deixar de ser peridédico dependendo
da relacao entre as frequéncias de oscilacao da coordenada NC e do mo-
mento linear. Em seguida, considerando um espaco de fase com estrutura
simplética nao-comutativa e aplicando o (FSINC), as equagoes Friedmann-
Lemaitre corrigidas foram obtidas. As correcoes nas equacoes Friedmann-
Lemaitre podem ser associados com um fluido perfeito NC. Finalmente, u-
sando as equacoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas, o parametro desacel-
eracao NC pode ser determinado em termos do redshift. Dos valores exis-
tentes na literatura para o parametro densidade de energia do vdcuo QY e
para o redshift transicao, estima-se que a ordem de grandeza do parametro
densidade de matéria do fluido NC Q% e do parametro NC [ sao iguais a
0,052 e B = —0, 78472725 x 10736572, respectivamente. Isso mostra que
a nao-comutatividade poderia ser responsavel por até 8,2% da densidade de
matéria do universo ou por um terco da matéria escura sem violar os valores na
literatura para o redshift de transicao.

Palavras chaves: Nao-Comutatividade, Mecanica Classica NC, Cosmologia,
Equagao de Einstein NC.
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Abstract

In this work we have studied how to introduce noncommutativity to
some physical systems through the symplectic structures to investigate the
properties of the noncommutative (NC) spaces. Initially, we discussed
in details one systematic way to introduce noncommutativity, based on
Faddeev-Jackiw formalism, called symplectic formalism for induction of
noncommutativity (SFINC). This formalism was used to obtain NC versions
of the SU(2) Skyrme model and O(3) nonlinear sigma model. After that,
the rotational invariant noncommutative Newton’s second law was written
in the NC extended classical phase space. Among the main effects of
noncommutativity in the dynamics of a harmonic oscillator treated in this
space, we note that the noncommutativity induces a stable perturbation in
the usual harmonic oscillator and the oscillator may even not be periodic
depending on the ratio between the oscillation frequency of the position
coordinate and the oscillation frequency of the NC coordinate. Subsequently,
considering a phase space with NC symplectic structure and applying the
SFINC we obtained the modified Friedmann-Lemaitre equations, which have
NC corrections. This correction can be interpreted as a NC perfect fluid,
which would behave like dust during a period of radiation, preserving the law
of conservation of energy. Finally, using the Friedmann-Lemaitre equations
the NC deceleration parameter ¢ can be determined in terms of the redshift.
From the values in literature for the vacuum-energy density parameter Q3 and
the transition redshift, the range of acceptable values of the matter density

parameter of NC fluid Qf and the NC parameter  estimated are 0, O52f8€§9

and 3 = —0, 784’:(2)3322 x 10736572, respectively. This result shows that the NC
corrections could be responsible for up to 8.2% of the matter density of the
universe, or a third of the dark matter, without violating the literature values
of the transition redshift.

Keywords: Noncommutative, NC Classical Mechanic, Cosmology, NC Einstein
equation.
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Introducao

Recentemente, muitos estudos dedicaram-se a investigar as propriedades de
espagos nao-comutativos (NC), a motivagao por traz desses estudos sao decor-
rentes de diversas areas da fisica como renormalizagao [1], gravidade quantica
[2], matéria condensada [3], teoria de cordas [4], etc. Buscando entender mel-
hor os efeitos da nao-comutatividade, neste trabalho sao investigados, desde
a construcao a interpretacao, as versoes nao-comutativas de alguns sistemas
fisicos de interesse via estruturas simpléticas. O primeiro capitulo revisa o
Formalismo Simplético de Indugdo de Nao-Comutatividade (FSINC) e em
seguida aplica-o para se obter uma versao NC para o Modelo Sigma Nao-
Linear (MSNL) O(3) e outra para o Modelo de Skyrme SU(2). Para ambos
modelos uma completa descricao Lagrangiana é apresentada. Dessa forma,
um importante laboratorio tedérico representado por esses modelos pode ser
ampliado para investigar algumas questoes relevantes em fisica de campos e
particulas na escala de Planck.

O segundo capitulo analisa as propriedades de um espaco de fase classico
com estrutura simplética consistente com as regras de comutagao da mecanica
quantica nao-comutativa (MQNC) num espago Hilbert estendido com simetria
de rotagao, onde o parametro NC é uma coordenada, recuperando a simetria
de rotacao. Este espaco possui, além dos operadores usuais, os operadores ©%
e 0s seus momentos canonicos conjugados 7, onde 4, j = 1,2,3. Trabalha-se
entao em um espaco de fase com doze dimensoes. De fato, as equacoes de
movimento para todas as coordenadas do espago de fase classico estendido NC
sao obtidas e uma nova segunda lei de Newton NC invariante sob rotagoes é
escrita. A segunda lei de Newton obtida apresenta correcoes dependentes das
coordenadas e de suas derivadas temporais, assim como do potencial e de suas
derivadas em relacao a todas as coordenadas do espaco de fase. Um oscilador
harmoénico com hamiltoniano NC invariante sob rotacoes tratado por essa nova
segunda lei de Newton permanece periddico se, e somente se, a razao entre as
frequéncias de oscilacao da coordenada posi¢ao e da coordenada NC é um
nimero racional. Em particular, as solucoes do oscilador harmonico NC num
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espaco bidimensional espacialmente sao analisadas em detalhes, mostrando que
a nao-comutatividade induz uma perturbacao estavel no oscilador harmonico
comutativo ou usual e também preserva a simetria de rotacao. Além disso, as
correcoes NC nas trajetorias do oscilador podem sem imperceptiveis desde que
o modulo da coordenada NC seja suficientemente pequeno. Por outro lado, a
influéncia da NC se torna mais significativa e evidente se o oscilador parte de
uma posi¢ao inicial muito distante do ponto de equilibrio.

O dltimo capitulo apresenta a construcao de uma versao NC para o impor-
tante modelo de Friedmann-Robertson-Walker(FRW), baseado no (FSINC),
para diferentes fluidos perfeitos que compoe matéria-energia do universo, uma
aproximacao aceitavel para grandes escalas. Nesse contexto, sao determinadas
as equacoes de Friedmann-Lemaitre com correcoes NC validas para difer-
entes fluidos perfeitos: aproximacgao nao-relativistica, poeira pura; gas ultra-
relativistico, radiagao pura; cordas cosmicas, energia escura, matéria rigida e
paredes de dominio. A corregdo NC dependente diretamente do parametro
NC [ pode ser interpretada como um fluido nao-usual com equacao de es-
tado P = o/p = (a — %)p que se comportaria como poeira num periodo de
radiacao, preservando a lei de conservacao de energia. Além disso, o efeito
da nao-comutatividade na dinamica do fator de escala césmico depende do
sinal do parametro NC; para 8 negativo, o universo se expande com mais
facilidade, enquanto para [ positivo ocorre o oposto, de forma que a nao-
comutatividade pode tanto ligar como desligar o sistema dependendo da con-
figuragao do mesmo. Entretanto o parametro NC 3 é arbitrario, mas o seu
valor pode ser estimado associando-se o seu efeito com o efeito da constante
cosmoldgica, juntamente com dados da literatura para a idade do universo.

Ainda das equacgbes de Friedmann-Lemaitre corrigidas, o parametro de-
saceleracao NC pode ser determinado em termos do redshift. Dos valores
experimentais aceitaveis para o redshift de transicao, o intervalo de valores
aceitaveis para o parametro NC [ pode ser obtido, mostrando que as correcoes
NC poderiam ser responsaveis por até aproximadamente um terco da matéria
escura do universo sem violar os dados experimentais para o redshift de transicao.

Por 1ltimo, o apéndice C apresenta graficamente as solugoes numéricas
das equagoes de Lemaitre corrigidas sujeitas as condigoes iniciais tais que
o conjunto solucao das equagoes de Friedmann-Lemaitre corrigida sejam
equivalentes, juntamente com o grafico do potencial, que representa a equacao
para o quadrado da derivada temporal do fator de escala césmico presente na
equacao de Friedmann. Esse apéndice apoia as analises do tltimo capitulo e
pode ser usado para futuras analises.



Capitulo 1

Versao nao-comutativa do
Modelo Sigma Nao-linear O(3) e
do Modelo de Skyrme SU(2)

1.1 Introducao

O primeiro trabalho publicado usando a ideia de um espago-tempo nao-
comutativo (NC) foi escrito por Snyder [1], que acreditava que os conceitos
de nao-comutatividade seriam capazes de eliminar alguns infinitos presentes
em Teoria Quantica de Campos. No entanto, esse fato nao se confirmou
[5] e as ideias de Snyder foram deixadas de lado por um longo tempo.
Atualmente, temos intimeras motivacoes que fortalecem o estudo de teorias
nao-comutativas, entre elas destacamos os estudos em Teoria de Cordas e em
Gravidade Quantica [4]. Importante ressaltarmos que a nao-comutatividade
no contexto de teoria de cordas pode ser eliminada por meio da construcao de
um sistema mecanico que reproduza a dinamica clédssica das cordas [6].

Agora, ainda com relagao & Mecanica Quantica, Banerjee [7] analisou ex-
tensivamente como estruturas nao-comutativas surgem em Mecanica Quantica
Planar e como as mesmas podem ser objetivamente obtidas. Esses estudos
foram baseados em &dlgebra NC em Mecanica Quantica Planar, que foi orig-
inada das andlises de 't Hooft em processos de dissipagao e quantizacao [8].
Paralelamente, outro interessante estudo em nao-comutatividade foi realizado
por Duval e Horvathy [9], os quais obtiveram relagdes de comutacao nao-usuais
entre as coordenadas por meio da ”substituicao de Peierls”[10]. Desses con-



ceitos iniciais, sem usar limites nao-fisicos, os autores introduziram Mecanica
Quantica NC usando teoria de grupos e aplicaram essa descri¢ao para tratar o
efeito Hall [11]. Aliado a isso, Dunne et al [12] justificaram a regra de Peierls
considerando o limite m — 0, reduzindo espaco de fase classico quadrimen-
sional para um espaco bidimensional descrito pelas coordenadas NCs x e y.
Enquanto que o potencial se comporta como um Hamiltoniano efetivo.

Em [13], Amorim construiu uma extensdo da bem conhecida algebra
nao-comutativa de Doplicher-Fredenhagen-Roberts (DFR) introduzindo um
formalismo denominado algebra Doplicher-Fredenhagen-Roberts-Amorim para
recuperar a invariancia de Lorentz, que é perdida quando se considera em
Mecéanica Quantica Nao-Comutativa (MQNC) [z#,2¥] = 6", onde x* sado
os operadores de posicao e 0 é um escalar matricial antissimétrico, com
dimensao de area. Neste formalismo é realizada uma extensao do espaco, em
que o parametro nao-comutativo % deixa de ser apenas um escalar constante
matricial antissimétrico e passa a ser visto como uma coordenada canonica
do espaco-tempo, assim como o seu momento canonicamente conjugado 7.
Baseado nisso, um espago de Hilbert estendido foi construido, no qual foi
possivel desenvolver toda uma (MQNC) sem perder a invariancia de Lorentz
[14], apresentando um tratamento alternativo a construgao de teorias nao-
comutativas via o produto Moyal-Weyl.

Contudo, observamos que teorias de campos NCs tém sido mesmo investi-
gadas em diversos ramos da fisica [4]-[15]. Entretanto, uma questao muito dis-
cutida é como essas teorias podem ser eficientemente construidas. Mais especi-
ficamente no caso da Mecanica Quantica Nao-Comutativa (MQNC), Djemai et
al mostrou uma interessante forma de se obter (MQNC) por meio de uma de-
formagao-a de uma algebra arbitraria de observaveis classicos correspondentes
[16], ou seja, uma (MQNC) pode ser obtida a partir da Mecanica Cldssica Nao-
comutativa (MCNC), sendo que essa deformagao-a pode ser vista como uma
transformacao geral nas varidveis do espaco de fase quantico. Este formalismo
é possivel visto que a Mecanica Quantica pode ser tratada de forma matricial,
a qual pode apresentar uma estrutura geométrica nao-comutativa [17].

Uma maneira muito interessante e simplificada de se obter versoes nao-
comutativas para teorias de campos pode ser obtida substituindo o produto
usual entre campos que aparece dentro da acao pelo produto Moyal-Weyl,
definido por

()% 6alo) = cap (30700L) @) ey (1)

Onde 0* é uma matriz constante antissimétrica com dimensao de drea. Das



derivadas presentes na definicao do produto Moyal-Weyl acima, fica claro que
esse novo produto é altamente nao-local. Além disso, o produto Moyal-Weyl
foi construido de forma que o produto entre dois campos dentro da acao
coincide com o produto usual, considerando que podemos descartar os termos
de fronteira.

Em estudos perturbativos de teorias de campo escalar [18], os autores
analisaram as divergéncias IR e UV e verificaram que a constante de Planck foi
introduzida via expansao em loop. Entretanto, aqui diferentemente, faremos
uma abordagem nao-perturbativa e veremos que a constante de Planck sera
introduzida naturalmente na teoria via o produto Moyal-Weyl.

Ainda com relagao a construgao de teorias nao-comutativas em [19], Abreu
et al construiram um formalismo que descreve uma interessante maneira de
se introduzir geometria nao-comutativas em teorias de campos baseado na
generalizacao do processo de quantizagao por deformagao [16], no produto
Moyal-Weyl entre campos e no formalismo simplético de Faddeev-Jackiw
ou, simplesmente, formalismo simplético. Esse formalismo foi denominado
Formalismo Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC). Este sera
tratado detalhadamente por ser uma peca fundamental no desenvolvimento dos
demais capitulos desta tese. Com esse intuito, para revisar e acrescentar alguns
consideragoes sobre o (FSINC) abordaremos previamente alguns conceitos nos
quais o formalismo foi fundamentado.

1.2 Formalismo simplético

O Formalismo Simplético foi descrito por Faddeev e Jackiw [20] abordava
uma maneira alternativa de se obter os parénteses Poisson generalizados, hoje
chamados parénteses de Dirac. Os quais sao necessarios para realizacao do
processo de quantizacao generalizada consistente com sistemas vinculados. A
determinacao dos parénteses de Dirac é o principal objetivo do tratamento
de sistemas vinculados chamado Método de Dirac [21], que se desenvolve em
um formalismo hamiltoniano. Por questoes didéticas, antes de tratarmos o
formalismo simplético propriamente dito, descrevemos a notacgao simplética.



1.2.1 Introducao a notacao simplética

Seja um sistema arbitrario descrito no espaco de fases por 2N variaveis
canonicas ¢; e p;, com ¢ = 1,..., N. Podemos escrever convenientemente os
parénteses de Poisson entre duas quantidades quaisquer nesse espacgo, por
exemplo A(q,p) e B(g,p), do seguinte modo

0B 0A 0B 8A 0B 0A 0B
A B
{A(q,p),B(q,p)} = {qz,qg}aq aq{z, ]} 8 {pz,q]}aq o {pz,pj}apj

J J
(1.2)
A expressao acima pode ser reescrita de forma compacta, usando a concisa
notacao simplética. Para isso, denotaremos o conjunto de coordenadas e
momentos, apenas por & (i = 1,2, ..., N), tal que

gi = i,

EN = p,. (1.3)

Agora, utilizando essa nova notacdo, podemos reescrever os parénteses anteri-
ores como

(A€, BE) = g€ Y (14)

Onde usamos os parénteses fundamentais de Poisson, que em notagao simplética
podem ser escritos compactamente na forma

{€0,67) = e, (1.5)

com €*? dado pela seguinte matriz

eaﬁ — ( ONJ:N INxN ) ) (16)

—Ingn Onan

Para sistemas sem vinculos, essa matriz representa o tensor simplético e
funciona como a métrica do espaco simplético.

1.2.2 Formalismo simplético com vinculos e sem vinculos

O método simplético trabalha com Lagrangianas de primeira ordem. Algo
nem tao restritivo, ja que a maioria das Lagrangianas quadraticas de interesse
podem ser transformadas em Lagrangianas de primeira ordem, estendo-se o
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espaco de configuracao com introducao de campos auxiliares, os quais serao
na maioria das vezes os momentos.

Seja um sistema dinamico descrito por uma Lagrangiana de primeira ordem
da forma

L=a; — H(E"). (L7)

Onde H(§) é a hamiltoniana do sistema e &7 sao as varidveis simpléticas. Da
equacao de Euler-Lagrange,

oL  d AL

o6 @agz =0, (1.8)
temos : 8H(§k) J
Uiy QU)o eky) —
8- et - flaey) =0
daj ., OH(EY)  0Oa;;;
FEAN TR CA o
<8aj B 8ai)§-j _ 8H(§k).
oct  0& ot
Sendo assim, .
- OH
fii€i = 3§ ), (1.10)
o 0u, (") _ dau(e)
a; a;
fis = égz‘ ~ a5 (1.11)

Se os coeficientes a; (") sao tais que fij ¢ nao-singular, entao f;; possui inversa
e iremos indica-la por Y. Dessa forma, da equagao (1.10) encontramos que
as velocidades podem ser expressas por

. OH(EY

I = f¥— 1.12

& = i (1.12)
Por outro lado, podemos obter a equacao acima utilizando-se a formulagao
hamiltoniana. Podemos escrever as equagoes de Hamilton usando os parénteses
de Poisson,

&= {¢, H(¢")}

S e e OH(EY)
& =A{¢.¢ }Te- (1.13)
Comparando as equagoes (1.13) e (1.12), encontramos
f7r={g.¢} (1.14)
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Caso a matriz f;; fosse singular o sistema apresentaria vinculos ou teria simetria
de calibre. E f;; nao poderia ser identificado como tensor simplético, ja que,
fazendo o papel da métrica do espaco simplético, ele deveria possuir inversa.
Portanto, nao iremos conseguir, a principio, determinar os parénteses da
teoria. O formalismo simplético com vinculos ataca esse problema introduzindo
os vinculos e deformando a estrutura geométrica da teoria, ou seja, usa-se
os vinculos até que se possa obter a matriz simplética nao singular, donde
podemos encontrar sua inversa f¥ = {£7, £}, cujas entradas sao os parénteses
de Dirac generalizados.

Agora, consideremos que exista uma quantidade qualquer C(£), nao-nula,
que possua os parénteses de Poisson com as variaveis simpléticas £ todos nulos,

' ,00(E)
e k — fij A
(€0 = =5
logo
,00(E")
" — = 0. 1.15
o (115)
Assim, se existe C'(£F) entao f¥ é nao singular, e possui os seguintes modos-
zeros 2CE0.

3

. o " 0) £ .
Considerando que a matriz simplética fl-(j) ¢é singular, com os modos-zeros

wl(o) com [ < 2N, tem-se

00 — 0, (1.16)
(0)

Multiplicando o lado esquerdo de (1.10) por w; ’, considerando que a parte
cinética do hamiltoniano s6 depende das velocidades, e usando (1.16), temos

oV ek
w? 5e = O (1.17)

Onde V(€%) denota energia potencial. Geralmente, essa equacido representa
os vinculos do sistema. Os quais podem ser introduzidos na Lagrangiana por
meio de multiplicadores de Lagrange e causam uma deformacao da matriz
simplética fo i Lembrando que a introducao dos multiplicadores de Lagrange

0 ~ . . ,
)\g ) estende o espaco de configuracao. Agora, introduzindo os vinculos na parte
cinética da Lagrangiana, obtemos

D0 = (€08 — VO (eh) + X (7€),



(0)
LW = (a” + N, mg )€ —V(Eh). (1.18)

Donde podemos identificar diretamente os novos vetores,

00"
gt

= 0. (1.19)

a(l) (0 + N\

)

Aqui Ql(o) sao os vinculos decorrentes de (1.17). Dessa forma, os novos tensores
sao dados por

f _ (1) @-az(l),
fl-(ll = @all) — 8lal- = —8lal(.1),
1 1
fin) = dhal) — dal)) =0, (1.20)
onde 0; = 651 e 0 = agl Caso detf(M) £ 0, conseguimos eliminar os vinculos

da teoria e encontrar o matriz simplética adequada, que funcionara como a
métrica do espaco. Da inversa da matriz simplética f*, os parénteses de Dirac
podem ser obtidos, completando o objetivo final do formalismo simplético. Por
outro lado, se o tensor f) ainda for singular, devemos encontrar seus modo-
zeros, que geralmente fornecerao novos vinculos que serao introduzidos na
Lagrangiana de primeira iteracao L"), através de multiplicadores de Lagrange
possibilitando a obtencao de um novo tensor simplético. Novamente, se
detf® # 0 encerramos o processo, pois chegamos ao nosso objetivo. Caso
contrario, devemos repetir o processo, acima realizado, até obtermos um tensor
simplético nao-singular.

E importante ressaltarmos uma situacao particular desse processo, que
acontece quando encontramos uma matriz singular cujos modo-zeros corre-
spondentes nao fornecem novos vinculos. Essa situagao ocorre na presenca de
simetria de calibre. Nesse caso, as condigoes de calibre devem ser fixadas e o
tensor simplético pode ser assim determinado.

1.3 Quantizacao por deformacao

O processo de quantizagao por deformagao [22] consiste na substituigao do
processo de quantizagao candnica por uma algebra A; de observaveis quanticos



gerados pelos seus correspondentes classicos que obedecem ao produto Moyal-
Weyl, i.e., o processo de quantizagao canonica
oh  Og 1
h, = —wWp— — — |0 O, , 1.21
{ g}PB aga bagb 'Lh[ h g] ( )
com ¢ = (g, pi), € substituido por uma deformagao h-estrela da algebra Ay,
definida por

{hygth="h*xng—g=xnh , (1.22)
onde .
(h*xng)(C) = GXP{Qhwaba?gl)af’@)}h(Cl)g(Cz)|41:42:c : (1.23)
coma,b=1,2,...,2N e com a estrutura simplética classica abaixo
B 0  dw
Wap = ( —5[,@ 0 ) . (124)
A qual satisfaz a seguinte relacao
WPy = 0% (1.25)

Uma questao que merece ser discutida, dado algumas sutilezas, sao as
propriedades do produto estrela definido (1.23). Antes de fazermos isso,
lembremos que de uma forma geral os produtos estrelas sao associativo,
propriedade essencial em fisica, desde que o parametro usado na sua definicao
seja constante, como é o caso do produto Moyal-Weyl definido acima (1.23).

Foi provado por Kontsevich em [23] que qualquer variedade de Poisson
de dimensao finita pode ser canonicamente quantizada via quantizagao por
deformacao. A seguir, descrevemos uma introducao breve ao processo de
quantizagao por deformagao baseado em [23].

Definindo uma algebra A = I'(X, Ox) sobre R de fungoes diferencidveis
em uma variedade X, C°°, de dimensao finita. Podemos construir um produto
estrela em A, definido como um produto linear R[A] associativo em A[h]. Este
produto estrela entre f e g (f,g € A C A[h]) pode ser escrito como

(f,9) > fxg = fg+ hBi(f,9) + F*Bs(f,g) +...€ A[h], (1.26)

onde h é um parametro constante e B; sao operadores bi-diferenciais. Um
operador bi-diferencial pode ser compreendido como um mapa bilinear, o qual
é um operador diferencial [23]. Além disso, o produto entre dois elementos
arbitrérios de A[h] pode ser definido de acordo com a definigao (1.26), associado
com a condigao de linearidade sobre R[A]

8



(5 1) (5] - £ st e & muthoanin
n>0 >0

k,1>0,m>1

Mais detalhes podem ser encontrados em [23].

A forma mais simples de quantizagao por deformacao é o produto Moyal-
Weyl para uma estrutura de Poisson em R? com os coeficientes constantes

fxg=1Fg+h)Y a¥0,f)0;(9) + —Z o o 9,04 (f) 0;01(9) +

.J 1,7,k,l
> % > ITe (o) (o)), (1.27)
n=0 i ein f1yedn k=1 k=1 ke1

com oY = —alt.

Sejaa = >, a'l 9;AQ; um paréntese de Poisson com coeficientes varidveis
num dominio aberto de R [23]. Onde o/ nio é constante e sim uma fungao

das coordenadas. Entao o produto estrela seguinte é associativo para termos
de ordem superior O(R?) [23],

frg="Ffg+ hZ o 0,(f) 0(g) + — Z oo™ 8, 0,,(f) 9;01(g)
- %3 > a¥ 8j(04kl)(8i (f)i(g) — 8k(f)8iaz(g)> + O(R*) . (1.28)

i7j7k7l

Para demonstrarmos associatividade do produto acima até segunda ordem,
devemos ter para quaisquer trés funcoes f, g e h,

(fxg)xh = fx(gxh). (1.29)

Nos podemos ver diretamente de (1.28) que o fato de o ser um parametro
nao-constante gera termos de ordem h? diferentes para o produto de Moyal-
Weyl. Comparando as equagoes (1.27) e (1.28), observa-se que se o produto
estrela nao for escrito como (1.28) a associatividade é perdida. Retornaremos
nessa questao posteriormente.

O processo de quantizagao por deformagao pode ser generalizado assumindo
uma estrutura simplética classica ©%. Neste caso, as leis internas serdo



caracterizadas pelo parametro de deformacao h ou por outros parametros
de deformacao considerados. Consequentemente, a deformagao X-estrela da
algebra sera dada por

7
(h *hy g)(g) = eXp{§hZab8&1)8&2)}h(Q)g(CQ)|C1:C2:C ) (1'30)
coma,b=1,2,...,2N.

Este novo produto-estrela generaliza a algebra entre as variaveis simpléticas
da seguinte forma

{h, g}z =1h3 . (1.31)

Onde X é uma estrutura simplética geral. Uma vez que o produto-estrela em
(1.30) foi definido analogamente ao produto Moyal-Weyl, mas com o parametro
>’ nao constante, ele nao é associativo

Entretanto, lembrando que Y é pequeno, analogamente a 6, e considerando
apenas termos de ordem inferior ou igual a h? podemos recuperar a propriedade
de associatividade em (1.30). Entdo, a expressao geral dada em (1.30) omite o
fato de que a expansao da exponencial s6 tem significado fisico para situacoes
em que levamos em conta apenas termos proporcionais a 1, i e k2. Observacao
omitida para tornar a expressao do produto X-estrela em (1.30) mais compacta.

Um produto deformado Y-estrela escrito em (1.30) pode apresentar coe-
ficientes variaveis sem perder a associatividade se truncamos a expansao da
exponencial presente na definicao do produto estrela em termos de segunda
ordem em h.

1.4 Formalismo Simplético de Inducao de Nao-
Comutatividade

Apoés analisar simplificadamente o formalismo simplético e o processo de
quantizacao canonica nas segoes anteriores podemos descrever o Formalismo
Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC) propriamente dito.
Em [16],[17], foi proposto pelos autores um processo de quantizagdo para
se obter uma Mecéanica Quantica nao-comutativa (MQNC) diretamente da
Mecanica Classica Nao-Comutativa (MCNC). Isso foi realizado usando o
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processo de quantizacao de Dirac generalizada,

oh 0
{hag}E =X J

1
8Ca aba—cb — E[Oh,og]z . (132)

Para uma dada escolha de ., pode-se determinar novas coordenadas satis-
fazendo os parénteses de Poisson usuais por meio uma transformacao particular
no espaco de fase classico,

¢ =Ty . (1.33)
Por exemplo, para a matriz transformacao
8. —-L@..
T, — ( G 1305 ) , (1.34)
’ 1354 0ij

onde matrizes 6;; e [(;; sao antissimétricas, tem-se a seguinte estrutura
simplética correspondente

0, 0;i + 045
Y = g K K , 1.35
’ < =0 = 0ij Dy ) (1:35)
com 0;; = _Tls[eikﬁkj + Bikbk;]. Consequentemente, para o Hamiltoniano,
H(G) — H(G) - (1.36)

Usando o fato das entradas dessa estrutura simplética ser tal que X;; =
{&,&;}, com & = (qx, pr); juntamente com o processo de quantizagao de Dirac
generalizado (1.32), podemos identificar as seguintes rela¢oes de comutagao
entre as coordenadas

i, q5] = by,
[qg,p;] = zh(él-j —+ O'Z'j) y (137)
;,P;-] = hBi; .

No entanto, até o momento nao construimos uma formulacao Lagrangiana.
Observagao importante uma vez que o principal objetivo do Formalismo
Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC) é obter uma versao
nao-comutativa para sistemas comutativos de interesse via uma descricao
Lagrangiana.  Neste sentindo, foi proposto pelos autores uma maneira
sistemética para se encontrar tal descrigdo Lagrangiana nao-comutativa [6].
Para isso, a estrutura simplética X, = {(,(}} deve ser fixada e depois
a sua inversa %% calculada. Importante ressaltar que nesse processo pode

11



surgir um problema relevante quando a estrutura simplética é singular, o que
impossibilita o célculo de sua inversa ¥%. Entretanto, esse tipo de situacao
foi tratada e resolvida em [24]. Agora, para os casos que nos interessa, >, €
nao-singular e sua inversa %% pode ser calculada diretamente usando a relacio

/ S, y) S (y, 2)dy = 06(x — 2) (138)

Feito esse célculo e obtido £, os tensores Acr () que aparecem na Lagrangiana
em primeira ordem geral

L=A.C"=V(C), (1.39)

a

podem ser determinados do conjunto de equacoes decorrentes da relagao

ab Ay (x) Ay ()
B = 5a0y T ) (1.40)

como mostrado na se¢ao (1.2). Dessa forma, considerando a estrutura
simplética (1.35) e um tensor simplético genérico a ser determinado

ik _ [ Aw(zy)  Bj(z,y)
= ( —Bje(z,y) Ci(z,y) ) ’ (1.41)

a equacao (1.38) pode ser reescrita da seguinte forma

0ijBjk(x, y) + (05 + 0ij) Aju(z, y) oird (T —y)
Aji(z, y)bi + (05 + 045) Ciw(,y) 0,

— (0i + 04j) Bjr(z,y) + BijAj(x,y) = 0, (1.42)
Aj(z,y) (650 + 050) + Bi;Cu(z,y) = dwd(z — y)

Onde, da equacao (1.40),

(4@ sy
Bulww) = \Saoy " e |

() aag(
Arwy) = Sy~ ) )

C~ (x ) _ 5Ap;($) B 5Ap;€(:[) (1 43)
Y hy) o) ) '

Sendo assim, a solu¢do do conjunto de equagoes diferenciais (1.43) determina
os tensores de primeira-forma A¢ (x). Consequentemente, a Lagrangiana em
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primeira ordem (1.39) pode ser determinada. Portanto, alcangamos o objetivo
final do Formalismo Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC).
Terminado a descrigao do (FSINC), aplicaremos-o para obter uma versao nao-
comutativa para o modelo sigma nao-linear O(3) e para o modelo de Skyrme
SU(2) [25].

1.5 Modelo Sigma Nao-linear O(3)

O modelo sigma nao-linear em teorias de campos é descrito por um campo
escalar que toma valores em uma variedade nao-linear denominada variedade
alvo W. Essa variedade é equipada com a métrica de Riemann g. Seja ¢ um
mapa diferenciavel de um espaco, por exemplo o espaco de Minkowski, numa
variedade W, a densidade de Lagrangiana do modelo pode ser escrita como

L= %g(@“aa, Do) — V(). (1.44)

onde usamos na métrica do espago-tempo goo = 1, g;; = —1 e V(o) é o
potencial. Em notacao de coordenadas podemos reescrever a Lagrangiana
na forma !

L= %gab(a)aua“@pb — V(o) (1.45)

com as coordenadas ¢, a = 1,...,n, onde n é a dimensao de W. Entretanto,
em mais de duas dimensdes o modelo sigma nao-linear (MSNL) é nao-
renormalizavel. Portanto, esse modelo pode surgir somente de teorias de
campos efetivos. Neste contexto, importante ressaltarmos que a Lagrangiana
do modelo sigma nao-linear pode ser obtida do truncamento, até termos
quadraticos nas derivadas dos campos, da expansao de um Lagrangiano efetivo,
isto é, um Lagrangiano semi-fenomenolégico construido em termos dos graus
de liberdade efetivos do sistema, satisfazendo as simetrias e propriedades
topoldgicas desejadas dentro de uma dada regiao limitada de energia.

Nesta contexto, trataremos o modelo sigma nao-linear (MSNL) O(3),
um importante laboratério tedrico usado para investigar algumas questoes
relevantes em fisica de campos e particulas como, por exemplo, os problemas
existentes em fisica de altas energias. Entre esses estao a nao-linearidade na
interacao de quarks com anti-quarks, em que o problema de ordenamento de
operadores inviabiliza o calculo do espectro do sistema. Buscando ampliar as
ferramentas desse laboratorio tedrico propomos a construcao de uma versao

ndices repetidos indicam soma, notacio de Einstein.
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nao-comutativa para (MSNL) O(3) baseado no Formalismo Simplético de
Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC) [26].

1.5.1 Formalismo Simplético de Inducao de Nao-Comutatividade
aplicado ao Modelo Sigma Nao-linear (MSNL) O(3)

Baseado no que foi dito no inicio desta se¢ao, a dindmica do (M SN L) O(3)
pode ser descrita pela seguinte Lagrangiana

1
L= 5(@0)(0“0), (1.46)
com a métrica do espaco-tempo tal que goo = 1, g;; = —1 e com o vinculo

esférico O(3) o, - 0, = 1. Para aplicar o Formalismo Simplético de Indugao
de Nao-Comutatividade (FSINC), descreveremos por conveniéncia o (M SN L)
O(3) em coordenadas esféricas (r, 0, ¢),

o = (cosf,sinf cos ¢,sinfsin @) = (z,y, ), (1.47)

onde x, y e z representam as coordenadas cartesianas e usamos o vinculo
r = 1. Para escrever (1.46) em coordenadas esféricas serdo usadas as seguintes
relacoes

Ooo = (—ésinﬁ,Qcosﬁcosqﬁ—ésin@sirub,écosﬁsin¢+¢sin9(:os¢), (1.48)

dod’c = 62sin? 0 + 62 cos® f cos® ¢ + ¢*sin® @ sin® ¢ (1.49)
+ 0%cos®Osin® ¢ + ¢ sin® 6 cos® ¢
= 0+ gi'>2 sin? 6,
0i00'c = 0i(z,y,1)0(z,y,2) = 3,
com os indices espaciais ¢ = 1,2, 3 correspondendo as coordenadas cartesianas

X, v e z, respectivamente. De posse das relagdes (1.49), podemos escrever
diretamente a Lagrangiana (1.46) em coordenadas esféricas da seguinte forma

1., ¢*-sin®0 3
=P 1.
L 5 + 5 5 (1.50)
Aplicando as equacoes de Euler-Lagrange na Lagrangiana acima, temos
oL
Ty = — =10, 1.51
= % (151)
oL .
Ty = — = $sin? 6.
99
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Entao a densidade de hamiltoniano do sistema pode ser escrita como

2 2
. . o T 3
H =0 =" 2
o + O 5 T oen’d

(1.52)

Finalmente, a Lagrangiana no espaco de fase descrita pelas coordenadas
(0, mg, ¢, y) ¢ dada por

2
o

L0 = 0 + — — —
o e gb We 2 -g¢in%6

(1.53)

N W

Onde @ ¢ diferente de 2nm, com n natural.

De acordo com o formalismo simplético [26], os parénteses entre as varidveis
serao calculados da inversa da matriz simplética

{0(2),m(5)} = {6(2),ms(} = 6V — 7).
{0(2),6(9) = {¢(2),0(9)} = {0(2),0(9)}
{mo(2), mo(y)} = {ms(2), mo(¥)} = {me(T), mo(y )} - (1.54)

Para aplicar (FSINC) e obter a versao do (M SN L) O(3), vamos primeiramente
considerar que a inversa da matriz simplética, cujas entradas sao uma
generalizagdo dos parénteses (1.54), é dada por

20:00(F—2) (T —-2) 0 0

o | ®E-7)  —eE-2) 0 0

=10 0 80,00z —2) 6Oz —-2) |
0 0 —6B(Z—F) —\O(Z—2)

(1.55)
onde os parénteses nao-triviais escolhidos para que a matriz simplética fosse
inversivel sao apresentados na diagonal da matriz acima e a notacao dz denota
[12_,0: e ©(F) = [[_, ©(:), isto ¢, o produto de fungdes sinais. Calculando
a inversa de (1.55), ver apéndice A.1, obtemos a matriz simplética

~2O(F-y) —26O@F -9 0 0

;- 260(F—1) 2069 —9) 0 0
0 0 267 —y) —26O (7 )
0 0 2607 — ) £0z00(7 — )

(1.56)
Onde ¥ =2 — 8aX e I' =2 — 8B\ sao parametros nao-nulos. Agora, usando a
definicao dos elementos da matriz simplética,

8‘4&' aAﬁj
ffiﬁj = IE. - ¢,
&; &

(1.57)
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podemos obter os tensores de primeira ordem A, que aparecem na Lagrangiana
de primeira ordem geral,

L= A (&) - V(). (1.58)

com & = (0,¢,m,m,). Usando a equac@o (1.56), a relacao (1.57) pode ser
escrita como

5Ag(y (y) 5A9(x)($) 2

e S0~ 5O D), (1.59)
M“eéy)iy) Méfr@(;)x) _%5(3)@ — 9 (1.60)
0 Ay En() v) 5A¢<a<c>()l°) _ _?@(x _ ), (1.62)

%Ey) gy) 6A547>T<; y():v) % 58 (7 — ), (1.63)

A ) _ 0Ar@ (@) _ By s F— 7). (1.64)

(57T¢($) (.T) 57T¢(y) (y) r
Das equagoes (1.59) e (1.60), podemos escrever diretamente

— ., . ., 2 o . o
Aay(@) = [ 06~ DI@ET+ [ S50~ Dy ()7 (165
2

- %/@@—)ﬂ)fx+§m@>

Enquanto das equagoes (1.61) e (1.64) obtemos, respectivamente,

Ay @) =Q/ 0.0 (7 — o) (2)d7 (1.66)
= / SO0 N(G — B)moa) () d°T

= 22 Fgmo) (y),

Ay (v) = /ﬁ@w%f—mw$@m%
= / v 076 (i — B)mg(e) (2)d* T
- ——5 7o) (Y)-
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Por fim, das equagoes (1.62) e (1.63) obtemos o primeiro e o segundo termo
escritos do lado direito da expressao abaixo, respectivamente,

)
Anv) = [ 0@ - Do+ [ 209 - Do (2)T(167)

A 2
= 3 [07- Do)’ + Zrun(@)

Neste momento, os termos necessarios para escrever a Lagrangiana (1.58) ja
foram determinados. Entretanto, vamos considerar que o modelo permanece
quadratico nas velocidades, entao

Ary = Ar, = 0. (1.68)
Esta condicao implica que @ = 8 = 0 e, logo, I' = ¥ = 2. Contudo, os
momentos canonicos sao dados por

Ag = W@+1/@<f—

: 027 (1.69)

<y

A G 3o
A = ot [0 - D@y

e, consequentemente, a lagrangiana de primeira ordem nao-comutativa do
sistema pode ser escrita como

L = Tny 0+, -0— V(). (1.70)

. 71—2
Onde Ay = Tp, Ay = 7y e V(&) = 375 + sy + 2 ¢ o potencial simplético.
Podemos construir a versao comutativa dessa Lagrangiana aplicando na mesma
uma transformacao, que decorre diretamente (1.69), dada por

o= -3 [ OE- DI (1.71)
. A o 3o
m = Fom [ 0@ - Do

Feito tudo isso, obtemos finalmente a Lagrangiana de primeira ordem comu-
tativa, isto é, uma Lagrangiana escrita em coordenadas comutativas que sat-
isfazem aos parénteses de Poisson usuais;

Onde o potencial simplético V pode ser escrito como
. . 1/ U
V<97 g, ¢7 7T¢) = 5 (7'('9 - % /C"‘)(.T - y)9<y)d3y) (173)
1 A ?
~ A 5 o — d3 N 2
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ou

i 1 o
V05070 = 05 g g [AOGE WG (T
A 2
- oy | FPRG - Mo+ [ [ et - poe

A2 2 4
§2$@[/@@—@mwfﬂ + 5

Importante observarmos que apesar da Lagrangiana acima ser escrita em ter-
mos das novas variaveis comutativas, o potencial simplético possui contribuigoes
nao-comutativas.

Agora, a Lagrangiana (1.72) pode ser reescrita em fungao das coordenadas
e de suas velocidades eliminando os momentos 7y e my. Para isso, inicialmente
aplicamos as equacoes de Euler-Lagrange para os momentos my e 74 ha
Lagrangiana (1.72),

i@ = a%zw—g [ew-mo@es o)
OV Ry A o
M) = G = by - gy | Q- D@ (176)

Donde obtemos diretamente

fl@) = i@+ [e@- pwes )
To = (T)sin®6 + %/@(f— 7o) d*y. (1.78)

F@) = -1 / o — PIGP7 (1.79)
G@) = 5oy [ OE - DODET (1.80)

Dessa forma podemos reescrever as equagoes (1.77) e (1.78) da seguinte forma
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7o(Z) = 0(%) — F (&), (1.81)

7y = (B(&) — G(F))sin? . (1.82)
Usando as relagdes (1.81) e (1.82) a Lagrangiana (1.72) pode ser escrita como

i = (9‘(5) - F(:E)) 0+ sin’ 9<q's - G(f))gi) - %(frg 4 F(:E))2 (1.83)
1

2sin’ 6

>3
(ﬁ¢ + sin? HG(f) B

2
= 0 —0F (%) + ¢*sin® 0 — G(T)psin 0 — %9’2 - 28512 ; <¢ sin 9) - g
= —0*+ ~¢*sin?0 — O0F (%) — G(Z)¢sin® 0 — 3
2 2 2
ou, substituindo os valores de F'(¥) e G(Z),
L = 592(:?) + §¢2(:?) sin? 0 + % / 0(2)0(7 — 1)0()d°y  (1.84)

+ 5 [ - pe@es -

Dessa Lagrangiana para o (MSNL) nao-comutativo observamos que ao con-
siderarmos A e 7y nulos, isto é, desprezar as contribuicoes nao-comutativas o
modelo comutativo usual é restaurado, o que pode ser evidenciado comparando
o resultado com a Lagrangiana original do (MSNL) em coordenadas esféricas
(1.50).

1.6 Versao nao-comutativa do Modelo de Skyrme

SU(2)

Na década de sessenta do século passado, Skyrme apresentou em um
trabalho [27], uma teoria de campos unificada para mésons com solugao
estdtica singular e de energia finita. Ele propds o modelo de Skyrme O(N)
com a finalidade de tratar a interacao entre mésons, que no limite quiral
(m, = 0) interagem fracamente. Este modelo efetivo é derivado de teorias
fundamentais usadas para descrever interagoes fortes, como a cromodinamica
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quantica para grande nimero de cores. Posteriormente, baseado nos trabalhos
de Skyrme, Adkins et al [28] por meio de processo de quantizagao semi-cldssica
do modelo de Skyrme, usando coordenadas coletivas, conseguiram obter o
espectro de massa que apresentava uma boa concordancia com os resultados
experimentais. Desse momento em diante, muitos trabalhos tentaram melhorar
esses resultados buscando corrigir os possiveis erros decorrentes do processo de
quantizagao semi-classico. Dado a importancia de mais investigagoes sobre os
estudo de campos nao-lineares advindos dos trabalhos de Skyrme, buscamos
construir uma versao nao-comutativa do Modelo de Skyrme SU(2).

Primeiramente, o Modelo de Skyrme SU(2) tem sua dinamica descrita pela
seguinte Lagrangiana, introduzida por Skyrme em 1962,

2 1
L= /d%{z’rTr(auUTaﬂU) + 32—92% [Utoru, UTaVU}Q}, (1.85)
Ccom TN
LT o T (1.86)

fx
Onde f, é a constante de decaimento do pion e g é conhecida agora como
acoplamento p — 7 — 7. Em (1.85), o primeiro termo é idéntico a Lagrangiana
do Modelo Sigma Nao-linear (MSNL) e o segundo foi introduzido por Skyrme
[29]. Skyrme obteve solugoes classicas estdticas para as equacoes de movimento
derivadas da Lagrangiana (1.85). Podemos escrever essas solugoes na forma

U=U,=e™"Fm, (1.87)

onde 7 sdo as matrizes de Pauli e F(r) é uma funcao radial que satisfaz as
seguintes condicoes de contorno

F(r — o00). — 0 F(r—10). — N7 (1.88)

[29, 30, 31]. Na dultima expressao N é o valor integral da carga topoldgica.
O qual foi identificado com o nimero de barion [29, 32], desde que a agao
efetiva de Wess-Zumino [33] foi introduzida para eliminar as simetrias nao-

fisicas herdadas do (MSNL).

A quantizagdo do Skyrmion é feita via coordenadas coletivas [28], em que
consideraremos apenas o caso de um béarion N = 1. Substituindo (1.88) e
(1.87) na Lagrangiana (1.85) e integrando obtemos a massa ou a energia do
Skyrmion estatico. Desde que Uy é solucao das Equagoes de Euler-Lagrange
para (1.85), entao U(t,7) = A(t)Us(r)AT(t) também é solugao, com A € SU(2).
Substituindo o novo U(r,t) em (1.85) e integrando, obtemos

Ly = —M + ITr(9,A8,A—1), (1.89)
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com

M= 27r/dr'r2 [fﬁ((j—i)Q +2Sinzf) L (2(%)2 + szf”, (1.90)

r g2r? r

I = 8% wdrr2sin2f[fﬁ+g—12((ﬁ)2+Sinzf)]- (1.91)

0 dr r

Sendo que M e I correspondem a massa do soliton e ao momento de inércia,
respectivamente.

Como a matriz A em (1.89) é um elemento de SU(2), ela pode ser escrita
em outras variaveis como A = ag + ia;.7;, logo

=3

a=> a -1, (1.92)

=0

o que representa o vinculo esférico. A Lagrangiana (1.89) escrita em fungao
das novas variaveis é dada por

=3
Ly=-M+2I) d’+\a, (1.93)

i=0
onde o vinculo esférico « foi introduzido via o multiplicador de Lagrange \. A

Hamiltoniana do sistema correspondente a Lagrangiana (1.93) pode ser escrita
diretamente da seguinte forma

1=3
1
H.o=M+— II? -\ 1.94
S + 8] ; 7 Oé, ( 9 )
com O momento Can()nico
I, = 47a;. (1.95)

A fim de aplicar o Formalismo Simplético de Inducao de Nao-comutatividade,
a inversa da matriz simplética que ¢é definida por 3;; = {£*, £/} deve ser escrita.
De fato, para versao NC do Modelo de Skyrme SU(2) a matriz ;; é dada por

i 09 —ata?  a® 0

| ddd =467 aInt—d'n? -7 d
by - _aj 7Tj 0 511 ) (196)

0 —a’ st 0

onde as coordenadas simpléticas consideradas sao &' = (a', m;, p,1).
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Agora, o ponto crucial da inducao da nao-comutatividade no sistema esta
no fato de que consideramos os parénteses nao-triviais entre as coordenadas
coletivas {a’,a’} = 6%, com 0% constante e antissimétrica. Da equagao (1.96),
podemos obter diretamente a matriz simplética relativa ao Modelo de Skyrme
SU(2) NC, ver apéndice A.2,

0 —0jk —Qay —T;
_ | %k O —0;;a" —a; — 0;m

T  ap + ‘9]277'1 -1+ ajaj + ajﬁé-m 0

Agora, como nosso objetivo é obter a Lagrangiana que descreve a dinamica da
versao Nao-Comutativa do Modelo de Skyrme SU(2), precisamos determinar
os tensores de primeira ordem Ag(€%) que aparecem na Lagrangiana de
primeira ordem 3 ‘

L= A, (&) = VI(¢), (1.98)
onde V(&%) é o potencial simplético. Para isso, usamos a defini¢ao das entradas
da matriz simplética em fungao do tensores Ag;(£F),

0Ag (€") _ 0Aa (M)
o€ ogi

Seie = (1.99)

Essa equacdo, juntamente com (1.97), gera um conjunto de equagoes diferen-
ciais parciais dado por

0A, 0A,,
0Ar,  0Aq 5
Bw o T om
0Ar, 0An 0
o om0

04, 04 _

da’ op @
04, 0Aq,

dal on A
0A, O0AL ,
—_r _ i 0@ z’
omJ dp gt

0A A, .

% — % = 1—a;d — aj0;-7ri.

p n
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Esse sistema de equacoes admite a seguinte solucao, ver apéndice B.1,
Aak = 7Tk+pak+'r]7rk+p7rl«9kl (1101)
1 ) )
Aﬂ’k = nag + §0jkﬂ-] + inkal
Ap = —1+ ajaj
A, = 0,

n

juntamente com o vinculo esférico deformado 1 — aja’ — a/6m; = 0. Logo,
podemos escrever a Lagrangiana de primeira ordem nao-comutativa do Modelo
de Skyrme SU(2) (1.98) da seguinte forma

1 A . A A
L= <7Tk+Pak+777Tk+P7Tl9kz) aF+ <77ak+§0jk7rj ‘|‘p0ikal) i+ 4 (—1+aja]> p—V (&),
(1.102)

onde V(£7) é o potencial simplético dado por
V(CLZ,’TFZ‘,p,T}) = M+8—>\7TZ‘7TZ. (1103)

Podemos ainda reescrever (1.102) usando o vinculo esférico deformado como
L= (ﬂ'k + pay + nm, + )(zk + <77ak) it — V(). (1.104)

Com o potencial simplético V dado por

~ ) ) ) ) 1 :
Vo= V(&) — |pr'lud’ + pfaa’r + < — 1+ ajaﬂ)p + éejmﬂfrkﬁma

, [ d A A 1 }
- V(g]) - p%(ﬂ-leilaz) + ( -1+ (lj(l]),b + aejkﬂ'jﬁ'k]

, d A 1 ,
= V(gj) — ﬁ(_l + aja]) + éejkﬂ'jﬁ'k] .

Entretanto, como o termo entre colchetes do lado esquerdo da expressao acima
é uma derivada temporal total a Lagrangiana de primeira correspondente a
versao nao-comutativa do Modelo de Skyrme SU(2) sera dada simplesmente
por (1.104) com seguinte potencial simplético

V= M4 i 4 lemﬂ‘frk (1.106)

8\ 2 ’ '

uma vez que duas Lagrangianas que diferem apenas por uma derivada total em
relacao ao tempo de uma funcao arbitraria das coordenadas generalizadas sao
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equivalentes, isto é, geram as mesmas equacoes de movimento. Aplicando as
equacoes de Euler-Lagrange para as coordenadas p e ) na Lagrangiana (1.102),
obtemos

oL

5 = ari® =0, (1.107)
oL : : d
0—7; = 7TkCLk—|—CLk7Tk:£(CLk7Tk)IO.

Da tltima equacao, temos que a7, = C, em que C' é uma constante no tempo.
Usando a equagao (1.107) podemos reescrever a equacao (1.102) da seguinte
forma

L=ma" — H, (1.108)

onde o hamiltoniano H do Modelo de Skyrme SU(2) nao-comutativo pode ser
identificado como

H=M+ 8%73-#’ + %ejmjfrk. (1.109)
Portanto, o Hamiltoniano da versao nao-comutativa do modelo de Skyrme
possui um termo de correcao representado pelo ultimo termo do lado direito
da expressio acima dependente tanto do parametro nao-comutativo 6%
como dos momentos 7 e de suas derivadas. E importante observarmos
que ao tomar o parametro nao-comutativo 0 nulo, o Modelo de Skyrme
padrao ou sem correcoes NCs é recuperado, como era esperado. Contudo,
completamos a andlise e aplicacao do Formalismo Simplético de Inducao de
Nao-comutatividade (FSINC) em dois modelos.

1.7 Conclusao

Neste capitulo, encontramos a formulagao Lagrangiana para uma versao
nao-comutativa para o Modelo de Skyrme SU(3) e para o Modelo Sigma Nao-
linear, importantes modelos em fisica tedrica. As versdes nao-comutativas
desses modelos foram obtidas fundamentalmente aplicando o Formalismo
Simplético de Indugao de Nao-comutatividade (FSINC), que foi descrito em
detalhes na seccao 3.1, importante ressaltarmos que dentro desse método a
escolha da estrutura simplética define a geometria nao-comutativa do modelo
e a constante de Planck entra na teoria via produto Moyal-Weyl. Portanto,
a aplicacao desse método pode ser 1til para obter versao nao-comutativas de
varios sistemas fisicos de interesse. E, como sabemos, sao muitas as razoes
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para se estudar teoria de campos nao-comutativos [34, 35]. Primeiramente,
algumas teorias quanticas de campos possuem um melhor comportamento
quando descritas em espago-tempo nao-comutativo. De fato, algumas se
tornam completamente finitas, até mesmo nao-perturbativas. Assim, o espaco-
tempo nao-comutativo pode ser de grande utilidade para construcao de teorias
alternativas a teoria de cordas ou, mesmo, a super-simetria. Em segundo
lugar, teorias de campos nao-comutativos possibilitam estudar fisica além do
modelo padrao ou, ainda, estudar a fisica descrita pelo modelo padrao na
presenca de campos externos fortes. Em terceiro lugar, teorias de campos nao-
comutativas despertam interesse no que diz P respeito a importantes questoes
em teoria quantica de campos como, por exemplo, programas axiomaticos
ou de renormalizacao. Por fim, importante ressaltarmos que teorias NCs,
relacionam teoria de campos com gravidade. E, desde que teoria de campos
pode ser quantizada, o estudo de teorias campos nao-comutativos pode ser
uma importante ferramenta para investigar o problema de quantizagao da
gravidade.

Citados muitas razoes gerais para o estudo de teorias de campos nao-
comutativas, queremos ressaltar que o nosso objetivo principal neste capitulo
foi estudar melhor o Formalismo Simplético de Inducao de Nao-Comutatividade
(FSINC) e aplica-lo para alguns sistemas de interesse. Posteriormente, pretende-
se investigar melhor quais as consequéncias fisicas das corregoes NCs presentes
nas versoes NCs dos modelos estudados.
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Capitulo 2

Segunda lei de Newton em um
espaco de fase nao-comutativo
estendido invariante sob
rotacoes

Neste capitulo investigamos as propriedades de um espago de fase classico,
que possui uma estrutura simplética consistente com as regras de comutagao
da Mecanica Quantica Nao-comutativa (MQNC) num espago de Hilbert
estendido, que contém, além dos operadores usuais, os operadores ©*” e os
seus momentos canonicos conjugados 7. Nesse contexto, as equagoes de
movimento para todas as coordenadas desse espaco de fase sao determinadas
e uma nova segunda lei de Newton nao-comutativa é escrita. Essa segunda lei
de Newton obtida apresenta correcoes dependentes das coordenadas e de suas
derivadas temporais, assim como do potencial e de suas derivadas em relacao
as todas coordenadas do espacgo de fase. Usamos essa nova segunda lei de
Newton para tratar um oscilador harmonico, o qual permanece periddico se e
somente se a razao entre as frequéncias de oscilagao é um nimero racional. Em
particular, investigamos as solucoes do oscilador harmoénico nao-comutativo
num espaco bidimensional espacialmente. Neste caso, observamos que a
nao-comutatividade induz uma pertubacao estavel no oscilador harmonico
comutativo ou usual e também preserva a simetria de rotacgao.

26



2.1 Introducao

O primeiro trabalho em nao-comutatividade foi publicado por Snyder em
1947 [1], este tinha como objetivo a tentativa de evitar singularidades em
teorias de campos, contornando os problemas que infringiam a renormalizacao
de certas teorias. Nesse trabalho, o autor introduziu um espaco-tempo com
cinco dimensées e com simetria SO(4, 1), em que os geradores do grupo M?
satisfazem a dlgebra de Lorentz. Mais do que isso, ele fez a correspondéncia
entre as coordenadas e esses geradores' z# = aM*P | elevando as coordenadas
ao status de operadores hermitianos. Dessa correspondéncia segue que

[z, 2] = ia® MM, (2.1)
Logo, sao imediatas as seguintes relacoes

[M*27] = i@y — x"n"7) (2.2)
[MHV’ M“”\] — i(M“’\nW _ M‘”n”)‘ + M”'yn’”\ _ M”’\n’”),

as quais satisfazem a invariancia de Lorentz quadridimensional.

Nos tltimos anos, um interesse notavel tem sido dedicado pelos fisicos para
investigar as propriedades de espagos NCs. As motivagoes para esses estudos
vem de diferentes dreas em fisica como referido no inicio do capitulo anterior,
uma vez que na escala de Planck acredita-se que a variedade do espaco-
tempo poderia ser substituida por uma estrutura nao-comutativa [2, 36].
Entretanto, independente da motivacao, a relacao fundamental considerada
é que os operadores coordenada do espaco-tempo satisfazem uma relagao de
comutacao nao-trivial dada por

[##, "] = iO" (2.3)

onde a matriz antissimétrica ©*”, que aparece do lado direito de (2.3), em geral
pode depender das coordenadas e pode ser interpretada de varias maneiras.
Por exemplo, de estudos em teorias de cordas na presenca de um campo de
fundo antissimétrico constante, espaco-tempo com este tipo de estrutura [4] foi
obtido. Para esse caso a matriz ©" é constante e seu médulo estd diretamente
relacionado com a intensidade do campo de fundo. Contudo, a escolha de
OM constante conduz a anisotropia do espaco, passando a existir uma direcao
privilegiada no espago-tempo, que preserva a invariancia de translacao e quebra
a simetria de Lorentz [37]. A quebra da simetria de Lorentz causa sérios

'C,D =0,1,2,3,4;n,v = 0,1,2,3. Sendo que, foi adotado o sistema natural, em que
h =c=1. Logo, o parametro a tém dimensao de comprimento.
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problemas, como o efeito de birrefringéncia do vacuo [38], que até agora nao foi
observado experimentalmente. Entretanto, a escolha da matriz ©" constante
traz também consequéncias favoraveis. De fato, para ©*” constante a teoria de
campos nao-comutativos (TCNC) podem ser tratadas como uma deformagao
da teoria de campos usual, construidas pela substituicao, na acao dos modelos,
do produto usual entre campos pelo produto Moyal [39], definido por

()% 6alo) = cap (307010 ) 1@)nlo) Ly (2

Da defini¢ao (2.4), observamos diretamente que teorias construidas via produto
Moyal sao altamente nao-locais. Esta condi¢ao leva a uma mistura especifica
de escalas chamada mistura ultravioleta/infravermelho (UV/IR). Além disso,
estas teorias NCs apresentam outros problemas como a nao-unitariedade e a
dificuldade para renormalizacao.

Outra possibilidade é considerar ©*”, que aparece do lado direito de (2.3),
como um operador tensorial que comuta com todos os operadores posicao.
Isso foi feito através de estudos em mecanica quantica e relatividade geral,
por Doplicher, Fredenhagen e Roberts (DFR) [36, 2], eles mostraram que
a invariancia de rotacao, mas nao a invariancia de Lorentz, pode ser assim
recuperada. Eles o fizeram usando o fato, por eles mostrado, de que o estado
que minimiza a incerteza no tempo e no espaco para um dado referencial de
Lorentz escolhido corresponde a integracao do tensor ©*” sob todas as rotagoes
espaciais. Sé mais tarde, foi mostrado por Carlson et al [40] como construir
uma teoria nao-comutativa com simetria de Lorentz completa.

Neste capitulo especificamente estudamos uma forma de se obter as
equacoes de movimento num espaco de fase cldassico com uma estrutura
simplética consistente com as regras de comutacao adotadas em [41]. Nesse
trabalho, Amorin considera ©*” e também o seu momento canénico conjugado
™ como operadores no espaco de Hilbert estendido, o qual preserva simetria
de rotacao. A partir das equagoes de movimento obtidas uma nova segunda
lei de Newton invariante sob rotacoes apresentando correcoes dependentes do
potencial e de suas derivadas em relacao a todas as coordenadas do espaco; da
coordenada ©* do seu momento conjugado 7 e de suas derivadas temporais
é escrita. Essa nova segunda lei de Newton serd usada para tratar um oscilador
harménico nao-comutativo (NC). Em que as equagdes de movimento para
todas as coordenadas do espaco de fase estendido e suas respectivas solucoes sao
exibidas. Além disso, analisamos as condicoes de periodicidade dessas solucoes.
Por fim, trataremos em mais detalhes esse oscilador harmonico NC em duas
dimensoes espaciais. Neste caso, obtemos as solugoes para as coordenadas

28



de posicao do oscilador harmonico NC dependendo apenas das posicoes e
velocidades iniciais. De forma que as solugoes do oscilador harmoénico NC
e do usual possam ser comparadas, com ajuda de graficos, para uma mesma
configuracao inicial, que possuimos a liberdade de escolher.

2.2 Construcao da segunda lei de Newton
invariante sob rotacoes

Como o principal objetivo é obter uma segunda lei de Newton invariante sob
rotacoes por construcao usando estruturas simpléticas, precisamos primeira-
mente estudar Mecanica Classica Nao-Comutativa (MCNC) em um espago
de fase estendido com uma estrutura simplética arbitraria. Inicialmente, de-
screveremos uma maneira de se construir uma estrutura simplética de forma
geral.

Inicialmente, suponhamos que exista um conjunto de varidveis simpléticas
€% e Q% e uma estrutura simplética fixada por {£2, €%}, {£€2, Q¥} e {Q9b, Qed},
com a,b,c,d = 1,2,...2n, no sentido que para quaisquer fungoes F'(£2, Q) e
G(€2, Qb)) tem-se (cf. [42]) 2

_ a ¢b oF % a (bd 8_F oG ac ()bd OF 0G
{F7 G} - {g 76 }aga agb + {6 7Q }850' ade + {Q 7Q }aQac agbd’ (25)
Note que se F' = £% e G = £, temos
_ 9 j aga 8€b o a ¢b

Isso mostra que a defini¢ao (2.5) é mesmo consistente. Da estrutura simplética
(2.5) e dado um Hamiltoniano H = H (£%,Q%), podemos escrever as equagoes
de movimento da seguinte forma

£ ={¢* H}, (2.7)
Qb = {Q“b, H}.
De forma mais geral, para fungoes quaisquer neste espaco, temos

Fe={F* HY}, (2.8)

2Por simplicidade, usaremos indices repetidos para indicar soma, notacdo de Einstein.
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G = {G™ H}.

Sendo assim, acabamos de descrever uma forma geral de se construir uma
estrutura simplética, semelhante ao caso de interesse, e de obter as equacoes
de movimento decorrentes da mesma. Portanto, neste momento precisamos
construir, de forma andloga ao que foi feito acima, a estrutura simplética de
interesse que deve ser consistente com as regras de comutagao [41],

xF, p;l =ik, (O™ my] = i(0]8] — 67"6]) = i6™ (2.9)
JoJB pj] =0, [Py, mi5] = 0,
[x*, x7] =0k [x* 09 =0,

onde x’ representa o operador posicio, ©% representa o operador nao-
comutatividade, enquanto p’ e 7 representam seus momentos canonicos
conjugados, respectivamente. Dessas relacoes e da identidade de Jacobi

envolvendo os operadores x*, x? e 7y, temos

[[x", ], x7] 4 [, X', ] + [[700, X7, %] = 0, (2.10)
(2.11)

[[Xm’ ﬂ-kl]’ Xj] - [[Xja ﬂ-kl]a Xm] = _Z.(Smjkla
e, consequentemente,

7 )
[Xm, Trkl] = éam]klpj- (212)

Essa tltima relagao de comutacao completa a estrutura algébrica desejada.
Agora, olhando para essa estrutura algébrica, principalmente para (2.12);
temos indicios de como construir um novo operador coordenada deslocado
[43, 44, 45, 31]

. ) 1 ..

X' =x"+ §@Z]Pj’ (2.13)
tal que suas relacoes de comutacao com m;, Ok e x7 sejam nulas, logo
esses operadores admitem um base comum de autovetores, fazendo de X’ um
operador fundamental em Mecéanica Quantica Nao-comutativa (MQNC). E

importante ressaltar que as relagdes de comutagao (2.9) e (2.12) satisfazem
todas as equagoes decorrentes da identidade de Jacobi.

A estrutura simplética consistente com as relagoes de comutacao oriundas
da MQNC dadas em (2.9) e (2.12) podem ser escritas diretamente da seguinte
forma

{a', 2} =07 {a',p}=0; {2"0"} =0 {a",mu}= —§5dﬂcpz, (2.14)
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{pi,p;} =0, {pi, ©*} =0, {pi,mjx} =0,
{Gika ®jl} = 07 {®Zk7 le} = 5ikjla {ﬂ-ika le} =0.

onde os tensores OY e m;; sao antissimétricos na troca de indices. Da estrutura
simplética (2.14), podemos reescrever (2.5) como

(F,G} =

OF F F
@”8 oG <8 oG 0 8G) (2.15)

Ozt Oxd oxt Op; B Op; Ox'

OF 0G  OF 0G \ (OF 0G  OF 0G
8@ij 8’7’(’2‘]‘ 8’7’(’2‘]‘ 8@” 8@” 8’7’(’]‘@' 8’7’(’]‘@' 8@”
OF 0G  OF 0G \p; [ OF 0G  OF 9G\p;
i - | =t | - - | =.
or’ aﬂ'ji oxt 8’7’(’2‘]‘ 2 67?1-]» oxt 8’7’(’]‘@' oxt 2

Consideremos agora um Hamiltoniano da forma [41]

2 p2 . y
H = o+ 5+ V(@' pj, 07, my). (2.16)
Entao, usando (2.8) e (2.15), as equagoes de movimento para a estrutura
simplética utilizada sao dadas por

OH O0H O0H

i = {2' H} = @“% + o, + e (2.17)
= @iﬂ'% + (g; + %) + (% + %)pj,
po= o HY =00, (2.13)
04 = {@ij,H}:Qgg zz%ijm;;, (2.19)
fy = g Hy = 2 O = 9 OV T (220)
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Derivando (2.17) em relacao ao tempo e agrupando os termos, temos
, 1% [ 0 [oV o (oV o (oV
s i 22 D S .k — — |7 — [ — |7 2.21
To= 00 1O {axk <8x1)x i <8xﬂ>pk T o (axj)”’” (2.21)
+ 8 a_v @kl +'A 7T_ji+8v + 7T_ﬂ+i aV l‘»k
00K \ D7 Pi\T T on, ) TV T T 0ak \ o,
o [0V . o (V. 0 av \ . P’
R A A — [ oM Ll
T o (awﬁ)p’f o (awﬂ)”’“  ger <awji> ] Tm

D (VN D (VYD (VN0 (Vg
o \ Opf ope \ap )P T o \op )™ T 5ok \ api '
A equagao acima pode ser rescrita, com uso de (2.18), da seguinte maneira

" ov 0[OV o (oV 0 (OV\] ..
e e
| Opr, \ 9 m - om ) opr \om )T opF \opi ) | T
[ OV 0 (OV\ . 0 ov 0 (OV | u
T om|gst pen (axj)@J * pen (ﬁﬂ)pﬂ' * pen (3}9@')} ©
[0 [oV Dj o ei o (oV o (OV\].
+ m _% (@) + %5k5l + 87rkl (87@) + 8@1 (8p2):|ﬂ'kl
Esta equagao representa a segunda lei de Newton que apresenta por construgao
invariancia sob rotagdes num espago de fase estendido NC. Nessa equacao
sao evidentes as correcoes devido a nao-comutatividade imersa na estrutura
simplética (2.14). Tais corregoes sao fungoes tanto da variacao do potencial
como da dindmica das varidveis extras do espaco, ©¥ e seu momento canénico
conjugado m;;. Os dois primeiros termos da equagao (2.22) sao idénticos
aos encontrados na segunda Lei de Newton nao-comutativa mostrada em
[46]. Nesta, ©% é considerado simplesmente um parametro NC constante,
enquanto para o nosso caso ©% ¢ uma varidvel dinamica. Portanto, essa nova
lei de Newton (2.22) generaliza os resultados obtidos em [46, 47]. Em [46]

especificamente, os autores encontraram a segunda lei de Newton em espacos
nao-comutativos

: ov 0 [0V
i = — 0 = )" 2.2
mi o +mO 5k (axj)x , (2.23)

diretamente das seguintes equagoes de movimento
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oOH 8H oOH

-i — 'l_] .
T {+', H} =© E 8 D + 67Tﬂp] (2.24)
OV pt
g v___ —
© oxi  m’
ov
)y = HY = ———.
pl {pl? } axl

Agora, analisando as equagoes (2.24) podemos verificar que a equagao
(2.23) nao ¢é invariante sob rotagoes. De fato, consideremos as seguintes
transformagoes de coordenadas entre dois referenciais S e S,

) = Rial (2.25)
po= (R
t = t,

onde R/; representa as entradas de uma matriz de rotacao arbitraria. Usando
as transformagoes de coordenadas (2.25) podemos escrever as seguintes relagoes

2 = R, (2.26)
oV _ 6_V 8xk _ (Rfl)k a_v
o'y ox* 0x'j T Qxk’

Entao, com o uso dessas relacoes as velocidades no referencial linha podem ser
escritas de duas maneiras:

. ri
L @ij%Jr% (2.27)
oV p/i
— ij L
()"0 ok T

4

a = R§rtﬂ’:R§<@ﬂ’“aV p])

o (2.28)

Usando também as transformacoes de coordenadas (2.25), a derivada do
momento linear se transforma da seguinte forma

v _ov
or'd  Oxk

;= (Y, =B = p*(R). (2.29)
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Desse modo, a subtragao da derivada temporal da equagao (2.28) pela derivada
temporal de (2.27) pode ser escrita como

i i ik i ov

= R:© — (R™ ) O } (690’“) (2.30)
Sendo assim, as equagoes de movimento (2.24) e, consequentemente, (2.23),
serao invariantes sob rotagoes se, e somente se, o termo do lado direito da
equacdo acima se anular para qualquer matriz de rotagao R(«a), independente
do angulo de rotacao « escolhido. Para mostrar que esse termo nao se anula
para qualquer escolha da matriz R e de «, consideremos uma matriz de rotacao
em torno do eixo Z em coordenadas cartesianas na forma

cosa  sena ()
R(a)=| —sena cosa 0 |. (2.31)
0 0 1

Em seguida, usando essa matriz de rotacao podemos escrever o lado direito de
(2.30) para i = 1 da seguinte forma

I . | d oV
0 = |R,Ee» -~ (Rl)’“j@lﬂ}a<@), (2.32)
1 Qlk 1 02k —1\k 12 13 ov
0 = |RYO%+RL%— (R ,02— (R 06 o
: d [0V d [0V
_ 1. 21 (p-1\1 qi2| & [ YV 1. al2  (p-1\2 qi2| & [ YV
0 = _R 20 (R) ,0 }dt(&'z&)—i_[ﬁ) 10 (R),0 }dt(@ﬂ)
+ R11@13 + R12@23 _ (R ) @13:| (SX,’)
: d [V
_ 1 ol3 1 023 13
0 = _R 1077 + R0 (R~ ) O } (8x3)
0 = _(—1 + cosa)O" + @23367104] d (2;)

Dessa equacao é imediato que a igualdade acima nao é satisfeita para qualquer

angulo de rotacao o, uma vez que ©Y e d gvg sao nao-nulos. E importante

observarmos que se tivéssemos escolhido ¢ = 2 ou i = 3 em (2.30), teriamos
chegado a mesma conclusao. Portanto, as equagoes de movimento e, claro, a
segunda lei de Newton nao-comutativa (2.23) obtida pelos autores em [46] nao
sao invariantes sob rotagoes.
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2.3 Segunda lei de Newton NC invariante sob
rotacoes aplicada ao oscilador harmonico

Muitas sao as maneiras de se construir o Hamiltoniano de um oscilador
harmonico isotropico com invariancia de rotacao que apresente limite comuta-
tivo adequado [43, 48, 49, 50]. Entao. consideremos, a menos da escolha de
constantes, o Hamiltoniano (2.16) dado em [41], com o seguinte potencial

_ y 1 1 .o\ 1
V(z', pj, 07, m;) = émuﬂ <x’ + 5@”]9]) + 5%9262. (2.33)

A fim de aplicar a segunda lei de Newton NC (2.22) ou equivalentemente as
equagoes de movimento (2.17-2.20) para o potencial acima, vamos primeira-
mente calcular as seguintes relacoes

g‘;@ = mwis' + %mwz@ijpj, (2.34)

g‘; = m0?O,; + mw’ <$z + %@ilpl) %Pj, (2.35)
8:3ng = mw?dy, (2.36)
% = %muﬂpiéi. (2.37)
(2.38)

Dessas relagoes podemos reescrever as equagoes de movimento (2.17-2.20) na
forma

i i L i 2 1 5\ 7 i
' ={z"H} = 5@ mwx; + 5w O,p | + - + — |pi. (2.39)
. 2 1 2 .
bi = {pia H} = —Mw T; — émw Gijp]7 (2.40)
» 3 "y
oY ={0", H}=2—, (2.41)
m

1 1
iy = {m.j, H} = _Q{WQz@Z-j + mw? (:cl + 591'1]7[) §pj} (2.42)

1
+ <mw2xi + §mw2@ilpl)pj
= —2mO’O

ij-
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Substituindo a equagao (2.42) na derivada temporal da equagao (2.41),
obtemos uma equacao diferencial para ©%, semelhante & equacao diferencial
de um oscilador harmonico usual,

07 4+ 40%0Y = 0. (2.43)
Essa equacao admite uma solucao geral na forma 3
OY(t) = D cos(2Qt + ¢'), (2.44)
onde DY e ¢ sao constantes. Usando o valor de ©%(¢) em (2.41), temos
mii(t) = —mOD sen(2Qt + ¢V). (2.45)

Fazendo uma transformacao no espaco de fase andloga a transformacao no
espaco de Hilbert (2.13) usada em (MQNC),

X'=x"+ 5@”17]‘, (2.46)
podemos rescrever as equagoes (2.39) e (2.40) da seguinte forma
.. pZ
X' == 2.47
- (2.47)
pi = —mw?X;. (2.48)
Derivando (2.47) em relagao ao tempo e usando (2.48), obtemos
X'+ w?X =0, (2.49)

Essa equacao admite a seguinte solugao
X'(t) = Alcos(wt + ¢"), (2.50)
onde A’ e a fase ¢' sdo constantes. Agora, da equacao (2.47) é imediato que
p'(t) = —mwA'sen(wt + ¢"). (2.51)

Finalmente, usando a transformagao (2.46), a solucao que faltava ser determi-
nada para as equagoes de movimento (2.39-2.42) é dada por

T (t) = Aicos(wt+¢i)—%(Dijcos(29t+gbij)> [—mwAjsen(thrgbj) . (2.52)

Nessa equacao, o segundo termo do lado direito representado pelo produto de
funcoes perioddicas corresponde a correcao das coordenadas posigao associado a
estrutura simplética nao-comutativa do espaco de fase considerado [51]. Essa
correcao depende basicamente do moédulo da coordenada nao-comutativa e do
momento linear do sistema.

3Indices repetidos em termos da forma D% cos(2Qt+¢™) e DY sen(2Qt+¢*) nao indicam
soma.
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2.3.1 Anadlise da periodicidade da solugao do oscilador
harmonico NC

Para analisar as condigoes de periodicidade da solugao (2.52) suponhamos
que a mesma seja periddica, com periodo igual a T'. Logo,

r(t+T) = 2'(t),Vt € R.

Usando (2.52), podemos reescrever a expressao acima como

o' (t+T)—2'(t) = Acos(wt+ ¢ +wT) + %mwAjDijcos(QQt + ¢ +2Q7) (2.53)
x  sen(wt + ¢; +wT) — A'cos(wt + ¢') — %mwAjDij <cos(2§2t + <bij))
x  sen(wt + ¢;) = A'cos(wt + ¢")cos(wT) — A'sen(wt + ¢')sen(wT)

+ amwAjD” {cos(QQt + ¢7)cos(2QT) — sen(2Qt + gZ)”)sen(QQT)}

X [sen(wt + ¢;)cos(wT') + cos(wt + gbj)sen(wT)] — A'cos(wt + ¢")

— %mwAjDij <cos(29t + ng”)) sen(wt + ¢;) = 0.
Essa equagao serd satisfeita se cos(wT) = 1 e cos(2QQT) = 1. Entao,
wl' = 27k e 2QT = 2xl, com k e [ ntmeros inteiros nao-nulos. Dessas
relacoes, lwT — 2QkT = 0 donde % = é Portanto, se w e () sao tais que
a razdo 22 é racional, para % = g, onde p e ¢ sao relativamente primos,
isto é, mdc(p,q) = 1, a solucao (2.52) é periddica, com periodo dado por

T = %”m, onde m é o menor inteiro positivo tal que gm ¢ um numero inteiro,
consequentemente podemos concluir que m = q. De fato, como mdec(p, q) = 1
entao, pela identidade Bézout, existem inteiros a e b tais que ap+bg = 1. Logo,
m = map + mbq = (gm)qa + mbq = [(gm)a + mblq, isto é, m > 0 é multiplo
de g e por conseguinte m > ¢, o que justifica a conclusao acima. Da equacao
para o periodo T = %”q observamos que se 22 e w sao inteiros relativamente
primos, entao o periodo do oscilador é igual a 27, enquanto para w = 2§ o
periodo do oscilador harmonico NC ¢ dado por T = 2*, que coincide com o

W
periodo do oscilador harmonico usual.

2.3.2 Oscilador harmonico nao-comutativo bidimensional

Buscando investigar em mais detalhes quais sao os efeitos da nao-comutatividade
na dinamica do oscilador harmonico NC, tratado anteriormente, iremos trata-
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lo em duas dimensoes espaciais. Dessa forma, a solucao para as coordenadas
de posi¢ao do oscilador harmonico NC (2.52) pode ser escrita como

1
o' (t) = Alcos(wt+ ¢') + imeleQCos(QQt)sen(wt + ¢2), (2.54)

22(t) = A?cos(wt+ ¢*) — %melQAlcos(QQt)sen(wt + ¢1).

Sendo que consideramos por simplicidade a fase da coordenada ©% nula.

O nosso principal objetivo é evidenciar os efeitos das corregoes nao-
comutativas no oscilador harmonico NC bidimensional. Isso pode ser alcancado
através de uma comparacao detalhada entre as solucoes e trajetérias desse
oscilador com as de um oscilador usual ou comutativo. Entretanto, para
que essa comparacao seja adequada precisamos ter a liberdade de escolher
a mesma configuracao inicial para os dois osciladores. Em outras palavras,
precisamos obter as solucoes dinamicas de ambos osciladores em funcao apenas
das suas posicoes e velocidades iniciais, independente das fases ou de outras
constantes. Sendo assim, consideremos que as condicoes iniciais dos dois
osciladores sdo: posicao inicial xf, e velocidade inicial i,. Com isso, para
o oscilador harmonico usual, indicado pelo subindice 0, podemos escrever as
seguintes solugoes

zo(t) = Ajcos(wt + ¢p) = Agleos(wt)cos(gg) — sen(wt)sen(¢g)], (2.55)
22(t) = Abcos(wt+ ¢3) = Allcos(wt)cos(p) — sen(wt)sen(¢?)]

25(0) = Agjcos(dp) = w5, (2.56)
i5(0) = —Agwsen(dp) = dgo,

75(0) = Afeos(¢p) = w50,

5(0) = —Ajwsen(p) = o

Assim, podemos reescrever (2.55) em funcao apenas das condigoes iniciais
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para as posicoes e velocidades como

-1

zo(t) = wgscos(wt) + @sen(wt), (2.57)
w
22(t) = al,cos(wt) + Lt—%osen(wt)
0 = oo o ;

enquanto para o caso do oscilador com corre¢oes nao-comutativas, usando as
equagoes (2.54), temos

7' (0) = Alcos(¢') + %melQAQSen(@) = T3, (2.58)
#'(0) = —wA'sen(¢') + %mw2D12A2COS<¢2) = @p,
22(t) = A2cos(¢?) — %melQAlsen(gbl) = 13,
i?(0) = —wA?sen(¢®) — %mw2D12AlcOS(¢1) = i3
Agora, para reescrever (2.54) em fungao apenas das condigdes inicias, pre-
cisamos obter algumas relagoes algébricas do sistema de equagoes (2.58). Ini-

cialmente, multiplicando a ltima equagao em (2.58) por %leQ e somando o
resultado com a primeira equacao desse mesmo sistema de equagoes, obtemos

1 1
imDux'%O + 25y = [1 - (émeu)z] Alcos(oh). (2.59)

Enquanto, da multiplicagao da terceira equagao do conjunto de equagoes (2.58)
por —imw?D', somado com a segunda equagao,

1 1
—émszlszO + dgy = [(§mWD12)2 - 1] wA'sen(¢"). (2.60)

( e ~ 1 12
De forma andloga, multiplicando a segunda equagao de (2.58) por ;mD'™ e
somando com a terceira equacao, encontramos a seguinte relagao

1 1
—amDmx'(l)O + a2, = ll — (§me12)2] A?cos(¢?). (2.61)

Por tltimo, da multiplica¢do da primeira equagao em (2.58) por smw?D'?,
somada com a quarta equacao,

1 1
émszmxéo + 2, = {(émeu)z - 1] wA%sen(¢?). (2.62)
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Assim, multiplicando a equagao (2.59) por w, elevando o resultado ao quadrado
e somando com o quadrado da equacao (2.60), podemos obter diretamente o
valor de Al,

2 2
1 12 5.2 1 _ 1 2712 ,.2 -1
<2me oo + wxoo) + < smw? D12xg, + :c00>
Al =

[<%mWD12>2 - 1} 2w2 . (2:63)

onde consideramos |3mwD'?| # 1. Além disso, A? pode ser obtido de forma
andloga a A'. Entretanto, das equagoes (2.59) a (2.62) podemos escrever as
seguintes relagoes que serao, na verdade, mais tuteis,
1,712 52 1
smD 15, + @
Alcos(¢') = 2 0 "% (2.64)
{1 — (%me12)2}

L D242 4 gl
wA'sen(¢') = —2 LU (2.65)

(w2 - 1]

L D2l 4 g2
A?cos(¢?) = 27 oo xoo’ (2.66)

==

lmuJ2D12x(1)0 + x'%o

wA?sen(¢?) = 2 :
[(%meu)? - 1]

(2.67)

Agora, a equagao (2.52) pode ser reescrita abrindo o seno e cosseno da soma
de dois angulos,

2'(t) = A'cos(wt)cos(¢") — A'sen(wt)sen(¢’) + (2.68)
%meijAjcos(QQt) [sen(wt)cos(@) + cos(wt)sen(qﬁj)] :

Substituindo as relagoes (2.64) a (2.67) na equacao (2.68) para i,j = 1,2,
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Alcos(¢")cos(wt) — Alsen(¢')sen(wt) (2.69)

%melQ {Awos(@)sen(wt) + AQSen(@)cos(wt)] cos(22t)

( t) ]' _%mw2D12x30 + xéo
cos(wt) — —
1 — (3mwD12)? w (3mwD™?)? — 1

—ymD"ig, + g 1 [ imw?DYx), + i3,
{ ( 12_ (T D)2 )sen(wt) + ~ ( 2 T D -1 )cos(wt)}cos(ZQt),
2 2

1
}sen(wt) + §me12 X

A%cos(¢?)cos(wt) — A%sen(¢?)sen(wt) (2.70)
%melQ [Alcos(gbl)sen(wt) + Alsen(gbl)cos(wt)} cos(20t)

—smD2if) + xd, 1 [ fmw?Dal, + @,
1 12)2 cos(wt) — — 1 12)2
1 — (zmwD?'?) wl (zmwD'?)?2 -1
{ (%mDujz%O + 8, 1 <—%mw2D12x30 + gy

t _
1-— (%mcuDlQ)2 )sen(w )+ w (%melQ)2 —1

1
}sen(wt) - §me12 X

)cos(wt)}cos(QQt).

Dessa solucoes para as coordenadas posicao do oscilador harmonico bidi-
mensional com corre¢oes NCs podemos escolher tanto o oscilador harmonico
usual como o NC com a mesma configuracao inicial. Para verificar esta iltima
afirmacao, suponha que tanto o oscilador harmonico usual como o oscilador
com contribuicoes nao-comutativas partem do repouso na posicao :1:60 =1, ou

seja, x5, =

iy = 22, = 0. Entdo, das duas equagdes (2.57) e das equagoes

(2.69) e (2.70), temos respectivamente

25(0) = wd,cos(0) = , (2.71)

Thy =1
553(0) = ngC‘)S(O) = 37%0 =0,
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Enquanto das derivada da equagoes (2.69) e (2.70), como as mesmas condigoes
iniciais, observamos que

#'(0) = #*(0) = 0. (2.74)

Portanto, tanto o oscilador harmonico usual como o NC possuem a mesma
configuracgao inicial.

Dando sequéncia ao nosso objetivo de estudar os efeitos da nao-comutatividade
na trajetoéria do oscilador harmonico, as solugoes das equacoes de movimento
para as coordenadas dos oscilador harmonico bidimensional com contribuicoes
nao-comutativas, mas com a escolha da mesma configuracao inicial do oscilador
harmonico usual, podem ser reescritas na forma

) 1 2,.2 -1
ol 2 1 2,1 2
+ aw{ (_ffogatu;oo) sen(wt) + " (%iﬁw) cos(wt)}cos(QQt),
-1 2 2.1 -2
2 — Qg + Ty 1 f aw xgy + 25
) 1 2,.2 -1
w{ (m) sen(wt) + ;( (ow)? =1 )cos(wt)}cos(ZQt),

onde substituimos (3mD'?) por a nas equagdes (2.69) e (2.70) para simplificar
a notacao. Entretanto, se considerarmos {2 = 0 nessas equacoes obtemos a
solucao do oscilador harmonico usual como um caso particular. Portanto,
conseguimos determinar as solugoes do oscilador harmonico NC invariante sob
rotacoes independente dos angulos de fase e da amplitude de oscilagao

Agora, vamos considerar as seguintes condicoes inicias: 22, = 0, 2, = 0 e
i3, = 0. Assim, usando as equagoes (2.75) e (2.76), para o oscilador harmonico
NC, temos

1

() = &{1 — (aw)? COS(QQt)} cos(wt), (2.77)

1 — (aw)?
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A1) = awxd,

B {1 — cos(QQt)} sin(wt). (2.78)

1—(aw

Enquanto, da equacao (2.57), a solucao do oscilador harmonico usual é dada
por

zo(t) = wgcos(wt), (2.79)
za(t) = 0.

Da equagdes (2.77) e (2.78) percebemos diretamente que o oscilador
harmonico NC passa pelo eixo 2 no mesmo momento em que o oscilador
harménico usual passa pela origem, isto é, quando cos(wt) se anula. Além
disso, estes sao os unicos momentos no qual o oscilador harmonico NC cruza
o eixo x?, desde que |aw| < 1. Para exemplificar esse resultado, usando
a=107% w=10 e Q = 3 nas equagdes (2.77), (2.78) e (2.57), a trajetéria do
oscilador harmoénico NC e do usual sao representadas na figura 2.1.

1,x107%4 \
N\
\\
8,x107 71
* \
AN
7 N
2 6,% 10 N
\\
4,x107 7 N
N
N
2,x1077 N
~N
~N
O S
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

1
X

— — NC harmonic oscillator, for t = TT(L)

=== Usual harmonic oscillator, for t= %

Figura 2.1

Enquanto, baseado na discussao sobre a periodicidade do oscilador harmonico
NC realizada na subsegao (2.3.1), quando escolhemos w = 10 e 2€2 = 3, os quais
sao relativamente primos entre si, o periodo do oscilador é igual a 27. Isto pode
ser evidenciado pelas figuras 2.2 e 2.3.
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Figura 2.2

0,000015 -
0,000010 7
0,000005 7

X 0
-0,000005
-0,000010

-0,000015 7

— — NC harmonic oscillator, for t=81t
=== Jsual oscillator, for t=81t

Figura 2.3

De fato, na primeira figura observamos que o oscilador harmoénico NC
completou um periodo para t = 27, enquanto na segunda ele realizou quatro
periodos para t = 8w, como era esperado. Além disso, notamos diretamente
que o oscilador harmonico usual se movimenta no plano 22 = 0. A distancia

entre as solucoes do oscilador harmonico NC 7(t) = (2'(t),2%(t) ) e do
oscilador usual 7(t) = | z{(¢), z3(t) | é definida como

Y o . . 1
d(7(t), 7o (1)) = [171() = Fo(tll = ( 12"(t) = 2o ()” + |2°(1) — x5 (1)* ) 5- (2.80)
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Usando as mesmas condigoes iniciais dados por 7(0) = (z}y,0) e 7H(0) =
(289, 0), a distancia d(7(t),75(t)) pode ser escrita como

1
|7t~ (t]] = <|M| 1(1—cos 2Q1) cos wt| +|L‘”>2|2|(1—coszm) sin wi|?

1 — (aw)? (aw)
(2.81)
A funcao distancia satisfaz a seguinte condicao
. . 2\0@\\/1 + (
onde usamos previamente duas condicoes dadas por
1 2 20,.1
1 1 |zg0 (aw)?| 2|aw|*|zg|
t) — ) = ———=1(1 — 201 < —= 2.83
|IL‘() ‘TO( )| ‘1-(0&&])2“( cos )COSW|_ ‘1-(0&&])2" ( )
1 1
1 1 |zgo (aw)| 2|aw| |zg|
t) — xy(t)| = ————=|(1 — cos 202t < —. 2.84
|ZL‘ () ‘TO( )| |1_(aw)2||( COos )COSW |— |1_(aw)2| ( )

A desigualdade (2.82) mostra que a ndo-comutatividade induz uma pertubagao
estavel ao oscilador harmonico NC. De fato, para todo ¢ > 0 existe um
d > 0 tal que ||F(t) — ro(t|| < € para todo t € R, desde que |a| < §, onde
|©Y| = |D¥| ea = mD . Dessa forma, a distancia entre o oscilador harmonico
NC e o oscilador usual pode ser imperceptivel quando o pardmetro NC D12
é suficientemente pequeno. Por outro lado, o efeito da nao-comutatividade se
torna mais significante e evidente quando |z},| cresce, desde que a distancia
entre as solucoes e o deslocamento correspondente na direcao da coordenada
x? sdo proporcionais a |z

Das equagoes (2.77) e (2.78), para |aw| < 1, o oscilador NC passa pela
origem se cos(wt) = 0 e cos(20¢) = 1 para algum ¢t > 0, entdo wt = I + 5 e
20t = 2km, com [ e k nimeros inteiros positivos. Combinando as relagoes que
envolvem [ e k, temos
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Dessa forma, quando as frequéncias satisfazem a relacao acima o oscilador
NC passa pela origem. Além disso, se o oscilador harmonico NC passa pela
origem entao ele é necessariamente periédico, uma vez que o nimero expresso
do lado direito da relagao (2.85) é sempre um nimero racional. Para ilustrar
esse resultado, as solugoes dadas por (2.77) e (2.78) sdo mostradas na figura
2.4, onde escolhemos o = 1076, w = 21 e Q = 6 ou, equivalentemente, k =5 e
[ = 3, em acordo com a expressao (2.85).

(2.85)
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Figura 2.4

Usando as frequéncias escolhidas anteriormente, w = 21 e 2 = 6, o periodo

do oscilador harmonico NC descrito subsecao (2.3.1) é dado por T' = %’rq = %’r,
onde ¢ = 7. Este valor para o periodo estd em acordo com a trajetéria mostrada

na figura 2.4.

Para investigar as condicoes de periodicidade da solugao do oscilador
harmonico NC bidimensional, suponhamos que a solu¢do dada por (2.77) e
(2.78) ¢é periddica se e somente se cos(wl) = 1 e cos(2QT) = 1, o qual é
equivalente a % ser um numero racional, conforme mostrado na subsecao
(2.3.1). Na verdade, nessa se¢ao mostramos que se cos(wT') = 1 e cos(2Q7T) = 1
ou % € Q o oscilador NC é periédico. Dessa forma, para assegurarmos a
validade da nossa suposicao resta mostramos que se o oscilador é periddico
entdo cos(wT) =1 e cos(2QT) = 1 ou 2 € Q. De fato, seja a solugao dada

em (2.77) e (2.78) periddica, entdo existe 7' > 0 tal que

Too = 2'(0) = 21(T) %{1 — (aw)? cos(QQT)} cos(wT')(2.86)
0 =2%(0) = 2%(T) = %{1 - cos(QQT)} sin(wl).  (2.87)

Da equagao (2.87) segue que sin(w7’) = 0 ou cos(2Q7") = 1, para |aw| > 0.
Se sin(wT) = 0, usando a equagao (2.86), concluimos necessariamente que
cos(wT) = 1, para 1 — (aw)? > 0 e 1 — (aw)?cos(2QT) > 0, desde que
0 < Jaw| < 1. Além disso, substituindo cos(w7’) = 1 em (2.86), concluimos
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diretamente que cos(227") = 1. Se tivéssemos considerado cos(2Q7") = 1 em
(2.87), da equacao (2.86), chegarfamos a mesma conclusao desejada cos(w1') =
1. Sendo assim, a suposigao inicial de que a solugdo dada por (2.77) e (2.78)
é periédica se e somente se 22 é um ndimero racional foi provada. Portanto,
considerando que |aw| > 0, se % ¢ igual a um numero irracional entao a
solugao do oscilador harmonico bidimensional invariante sob rotacoes dada

por (2.77) e (2.78) nao é periddica.

Agora, vamos discutir a invariancia de rotacao das solucao do oscilador
harmoénico NC bidimensional dada por (2.69) e (2.70). Com esse objetivo,
consideremos uma rotagao espacial arbitraria em torno da origem das condicoes
. PR . . 1 2 . 1 . 2
iniciais do oscilador NC, zy,, 25, To9, € 59, dada por

() = (o oy (),

~1 . -1
( Loo ) — ( cos(f) —sin(p) ) ( Zoo )
T2, sin(8)  cos(B) T3,
Onde @y, 72y, Tdy, © 72, sdo as novas condicdes iniciais. Substituindo essas

novas condigoes nas equagoes (2.69) e (2.70), a solugao do oscilador harmoénico
NC 7 = (z*(t), 73(t)) pode ser escrita como

i’l (t) _ { o Sin(ﬁ)iéo + COS(f)_x%(()az;;S<6>x(l)0 B Sin<6)x30 } COS(th)
B l{ —aw?sin(B)zd, — aw? cos(B)xd, + cos(B)igy — sin(ﬁ):ﬁcgo} in(wt)
~ w1 sin(w
N aw{ <—a cos(B)xdy + asin(B)i3, + sin(B)zd, + Cos(ﬁ)xgo) sin(wt)
1 — (aw)?

+ —
w

= cos(B)a'(t) — sin(B)z*(t),

(aw)? —1
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{ —a cos(B)ig + asin(B)ig, + sin(B)zg, + cos(8)zg, } cos(wt)

1— (aw)?
- L auteolOiy ety + @il ooy |y
- (20 oo + ey — Bk
(et oot o8ty = N ) o)) oo

= sin(B)x'(t) + cos(B)z?(t).

As duas tultimas expressoes podem ser escritas na forma matricial como

71(t) B cos(f) —sin(f) x(t)

#1) = Lsin®) cosd) ) \a2t) )
Dessa equacao matricial, concluimos imediatamente que uma rotacao das
condigoes iniciais do oscilador NC é equivalente a realizar a mesma rotagao

na solucao do oscilador harmonico NC. Este resultado era esperado desde que
as solucao do oscilador NC (2.52) é invariante sob rotagoes.

Baseado na influéncia observada da nao-comutatividade sobre a dinamica
do oscilador harmonico NC invariante sob rotacoes num espaco de fase
estendido, associamos o efeito da nao-comutatividade com o efeito de um
campo de fundo oscilatorio que varia no tempo e na posicao. Além disso,
a intensidade e a frequéncia de oscilacao desse campo estao diretamente
relacionados com o moédulo e a frequéncia de oscilacao da coordenada NC
©% | respectivamente.

Outra importante consideracao sobre esse possivel campo de fundo se refere
a forma como o mesmo interage com o sistema. Na verdade, o efeito desse
campo sobre o sistema depende explicitamente do momento linear do sistema.
Agora, um campo com essas caracteristica nos lembra o campo magnético, o
que sugere a associagao entre a nao-comutatividade e um campo de fundo. De
fato, em [17] e [52] os autores associaram o efeito da nao-comutatividade no
movimento de uma particula livre no espaco de fase classico e quantico com o
efeito de um campo magnético de fundo, respectivamente.
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2.4 Conclusao

No presente trabalho obtivemos uma segunda lei de Newton num espaco
de fase classico, o qual consideramos apresentar uma estrutura simplética
consistente com as regras de comutagao da mecanica quantica nao-comutativa
(MQNC) num espaco de Hilbert estendido invariante sob rotacoes. Neste
espaco, o objeto de nao-comutatividade ©¥ e seu momento conjugado canonico
I1¥ sao considerados operadores. As correcoes presentes na segunda lei de
Newton invariante sob rotagoes sao fungoes do potencial e de suas variagoes em
relacao as coordenadas, da coordenada nao-comutativa ©% e de seu momento
conjugado. E Importante ressaltarmos que essa nova segunda lei de Newton
generaliza os resultados obtidos em outros trabalhos onde ©% é considerado
apenas um parametro NC constante, nos quais a invariancia sob rotacao é
perdida.

A segunda lei de Newton invariante sob rotacgoes foi usada para tratar
um oscilador harmoénico NC descrito por um Hamiltoniano invariante sob
rotacoes num espaco de fase estendido. Neste caso, determinamos as equacoes
de movimento para todas as coordenadas do espaco de fase, incluindo a
coordenada NC ©% e o seu momento conjugado II;;, com suas respectivas
solucoes. As condigoes de periodicidade dessas solugoes foram analisadas. Isso
mostrou que as solugoes do sistema sao periddicas se e somente se a razao entre
as frequéncias de oscilacao é um nimero racional.

Em particular, investigamos mais detalhadamente o oscilador harmonico
NC bidimensional, para o qual determinamos as solucoes dependendo apenas
das posicoes e velocidades iniciais. Isso nos permitiu comparar as solugoes dos
oscilador harmonico NC com a solucao do oscilador harmonico usual, ambos
apresentando a mesma configuracao inicial. De fato, o oscilador harmoénico NC
bidimensional cruza o eixo 2% no mesmo instante em que o oscilador harmoénico
usual passa pela origem. Além disso, estes sao os inicos momentos em que os
oscilador NC cruza o eixo 22, desde que o médulo do parametro NC D¥ satisfaz
a relacdo |aw| < 1. Mostramos também que o oscilador NC passa pela origem
se as frequéncias satisfazem a relacao % = %, com k e [ nimeros inteiros
positivos. Como essa relagao sempre denota um ntimero racional, se o oscilador
harmonico NC passa pela origem ele é necessariamente periédico. Ainda para
comparar as solucoes dos osciladores harmonicos bidimensionais NC e usual,
determinamos a fungao distancia entre as suas solugoes d(7(t), 7o(t)). Dessa
funcao mostramos que a nao-comutatividade induz uma pertubacao estével ao
oscilador usual e que a distancia entre as solugoes pode se tornar imperceptivel
quando o médulo da coordenada NC é suficientemente pequeno. Por outro
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lado, o efeito da nao-comutatividade se torna mais significante e evidente na
dinamica do oscilador NC quando o posi¢ao inicial x}, aumenta, desde que
a distancia entre as solucoes e o deslocamento na direcao da coordenada 2
sao proporcionais a \:L’(l]o\. As principais diferencas entre os osciladores foram
ilustradas graficamente.

Frente as influéncias da nao-comutatividade observadas, associamos o efeito
da nao-comutatividade com o efeito de um campo de fundo oscilatério que varia
no tempo e na posicao. Neste caso, a intensidade desse campo de fundo estaria
diretamente relacionada com o médulo da coordenada NC ©% e sua interacao
efetiva com o sistema dependeria explicitamente do momento linear do sistema.
Dentro de tudo que foi feito, vale a pena ressaltar o fato de termos explorado
a dinamica do parametro de nao-comutatividade ©%, aqui considerado uma
coordenada, que para o caso do oscilador harmonico NC teve sua dinamica
explicitamente descrita. Todavia, entendemos que a dinamica da coordenada
nao-comutativa ©% merece mais estudos em outros sistemas fisicos de interesse.
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Capitulo 3

Modelo cosmolégico classico
nao-comutativo para fluidos
perfeitos

3.1 Introducao

Conforme visto nos capitulos anteriores existem importantes motivacoes
para se estudar teorias nao-comutativas (NCs), essas motivacoes surgem em
diversas areas da fisica. Neste momento, sera abordado uma area da fisica em
que as ideias NCs merecem mais investigagoes, a cosmologia. Como no estudo
de teorias de cordas, principal candidata para unificar todas as interacoes
da natureza, surgem estruturas geométricas nao-comutativas [4, 53, 54, 55],
associado ao fato de que a cosmologia é fundamental para descrever os estagios
iniciais do universo, pode-se inferir que nesse periodo a nao-comutatividade
também deva ter exercido um efeito notério. Baseado nessas ideias, alguns
pesquisadores tém investigado alguns modelos nao-comutativos em cosmologia
quantica [56, 57]. Além disso, é bastante razodvel que contribuigoes NCs
tenham sobrevivido mesmo em estagios mais tardios do universo. Isso justifica
o proposito de muitos pesquisadores em investigar modelos cosmologicos
nao-comutativos classicamente para tentar explicar alguns efeitos observados
pela. WMAP [58, 59]. Outra relevante aplicagdo dos conceitos de nao-
comutatividade em cosmologia classica é a tentativa de explicar a presente
expansao acelerada do universo [60, 61]. Contudo, existe uma forte motivagao
para investigar modelos cosmoldgicos cldssicos nao-comutativos para fluidos
perfeitos [62].
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Neste capitulo, inicialmente o modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-
Walker(FRW) serd revisado, logo depois serd apresentada a construgao de uma
versao nao-comutativa (NC) desse modelo para diferentes fluidos perfeitos:
poeria, radiacao, energia escura, matéria rigida, cordas césmicas e paredes
de dominio. Isso sera feito baseado no Formalismo Simplético de Inducao de
Nao-Comutatividade (FSINC) discutido no primeiro capitulo, se¢do (1.4), jun-
tamente com o formalismo variacional de Schutz usado para escrever o hamilto-
niano do sistema. Na construcao do modelo de FRW NC, uma descrigao passo
a passo de como se obter as equagoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas para o
fator de escala a(t) com corregoes NCs é mostrada. Posteriormente, as solugoes
para o fator de escala sao analisadas em detalhes, assim como a relagao entre os
conjuntos solugoes das equacgoes de Friedmann-Lemaitre. Dessa forma, pode-se
analisar como a nao-comutatividade influencia na evolugao do universo para
cada configuracao do sistema, ou seja, para diferentes combinacoes dos valores
da curvatura espacial, da constante cosmolégica, as quais podem ser positivas,
negativas ou nulas; do parametro de proporcionalidade « entre a pressao e
densidade de matéria-energia do fluido perfeito considerado e, principalmente,
para diferentes valores do parametro NC . Além disso, apresenta-se possiveis
interpretacoes para as correcoes NCs presentes nas equacoes de Friedmann-
Lemaitre corrigidas, entre elas estao a associagao dos termos NCs com a con-
stante cosmoldgica e com um fluido perfeito nao-usual com equagao de estado
P =da/p = (o — 3)p, ambos casos o parametro NC 3 é estimado. Por fim, as
principais consideragoes, conclusoes e perspectivas a respeito da versao NC do
modelo cosmolégico de FRW sao apresentadas.

3.2 Revisao do modelo de Friedmann-Robertson-
Walker(FRW)

Os modelos cosmolégicos recentes sao baseados na premissa de que o
universo em grandes escalas é basicamente o mesmo em qualquer parte, o
que é conhecido como principio cosmolégico ou Principio de Copérnico. Para
fins praticos numa escala da ordem de centenas de megaparsec Mpc (3.26
milhoes de anos-luz) o universo é essencialmente o mesmo em todos os pontos
(homogéneo) e em todas as diregoes (isotrépico). A unidade megaparsec é
usada tipicamente pelos astronomos para expressar a distancia entre galdaxias
vizinhas e entre aglomerados de galdxias. Observacoes de que a radiagao
césmica de fundo, decorrentes de todas as direcoes do espaco, tem distribuicao
uniforme, nos da indicios que, em larga escala, o universo deve ser mesmo
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isotropico em relagao a um ponto qualquer do espago. Como este ponto nao
é privilegiado, pode-se diretamente concluir que o universo deve ser isotropico
em todos os pontos do espaco. Usando o fato de que a isotropia em todos
os pontos do espago implica necessariamente em homogeneidade espacial,
obtemos naturalmente os modelos espacialmente homogéneos e isotrépicos das
Equagoes de Einstein. Estes também conhecidos pelas solugoes de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker(FLRW) ou, simplesmente, Friedmann-Robertson-

Walker(FRW).

Pode-se mostrar que o principio cosmoldgico requer que a métrica do
universo tenha a forma da métrica de Friedmann-Robertson-Walker(FRW)
[63]. Dessa forma, o elemento de linha

ds® = dt* + gida’da? (3.1)

pode ser escrito em coordenadas préprias e esféricas como *

ds? = N(t)%dt* — o <1 - Sdr? +1%d0” + r? sin® 9d¢2), (3.2)

— kr
onde g;; = —vij € Vij = diag{#,ﬂ,ﬂ sin?f}, N(t) é a funcao Lapso e
k = % é a curvatura espacial. Além disso, k£ pode assumir os valores

—1,0, 1, para o universo hiperbdlico, plano e esférico, respectivamente.

A dinamica do universo é governada pela equagao de campos de Einstein

1
R, — §gWR = 81GT . + g, (3.3)
onde R, ¢ o tensor de Ricci, R € a curvatura escalar e T),, ¢ o tensor energia-
momento. O tensor 7), pode ser considerado, para grandes escalas, igual
ao tensor de um fluido perfeito, desde que considerar o universo isotrépico e
homogéneo implica na inexisténcia de transporte significativo de energia,

Ty = (P + )UU, — Pg,,. (3.4)

Aqui U, ¢é a quadrivelocidade do fluido, € ¢ a densidade de energia e P ¢ a
pressao do fluido.

As equagoes Friedmann-Lemaitre para o fator de escala cdésmico podem
ser determinadas da equagdo de campos de Einstein para a métrica (3.2).
Primeiramente, os tensores R,, e R precisam ser determinados. Além disso,

7’ . 7 . . _ 2 J—
a métrica e o fator de escala césmico podem ser escritos como g, = a*(t)g,,

!Consideramos por simplicidade ¢ = 1
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e aft) = e"® = ¢ com g, = diag{a];f—;), —7i;}- Usando g, o tensor de
Ricci pode ser escrito da seguinte forma

RMV = Euu - yuu(DZ) + 2vuzvl/z - QvaVZ - 2§NV(vZ)2 (35)

Logo, obtido os simbolos de f’:a, o tensor EW pode ser determinado e, por
conseguinte, da equacao (3.5), R, pode ser escrito diretamente. Substituindo
os valores de g, onde 7, = ﬁ = f(r), 709 = 1% € Y4 = r’sin®0, na
equagao para os simbolos de Christoffel em fungao da métrica g,,,,

I B B
oo = 50 *[05G55 + OsGss — 05T s0] s (3.6)
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tem-se

06
=0
PG@

—=0

1 o, f(r)
= Trar rr — 5 3.7
2 I 08 0
1
57705760 = 0,
1
—~0, =0
2’7 0760 )
1
- Ta rr 07
27 07
1
- Tra rr 07
2’7 ®")
L 4
- 19) rr — Y,
2’7 (2
1
§7¢¢a¢/y7"r - Oa
1 1 r
__ATT r = - 2 — YR
27 Yoo 2f(7’)< r) F(r)
1 1 rsin’
—Z~TH, — ——— (2rsin?0) = —
27 Yoo 2f(7“)< 7 sin® 6) )
1 1
—579939%545 — _ﬁQrQ sin fcosf = — sin Ocosb,
1
=00 = 9rsin®’f ==
2 Ot 2252 r’
1 1 1
5799&%9 = 2722T =
1 P — 2r2sin 6 9—6080_ to
27 6%o¢ = 2r2sin? 6 "osmeesy = sin ¢/ —n

1
—§7¢¢8¢700 =0,

1
5’709%7@9 =0,

onde todos os simbolos de Christoffel com trés indices distintos sao nulos, pois
a métrica é diagonal, enquanto para os simbolos de Christoffel envolvendo o
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tempo,

—0 1_ _ _ _
Lo = 5900[80900“‘80900_30900] (3.8)
a2 5 N2(t)\ o IN2Na? — 2aaN?
T O2N2(t) '\ a2(t) ) 2N? at
N a
N a
—=0 1_00 _ _ _
Toe = 50" (0805 + 0sos = 00Ts)- (3.9)

Se B e o sao distintos e nao-nulos em (3.9), entao fga ¢ nulo. Enquanto, para

o = (3 nao-nulos, fgﬁ = (0. Analogamente. os simbolos de Christoffel ff)l., f;"o’
com i,j = 1,2,3, sao nulos. Nesse ponto, as componentes do tensor de Ricci
R;; podem ser escritas como
Ry = O — 0T, + Tyl — Tulos; (3.10)
RT’T’ = aT’F:r - aT’F:r - aTFf(b - aT’FzG + F:rme - f:;cf:mr
2 O f(r)[(2 O.f(r
L2, 210

)—mm—mm—mm

272 \r T 2f()
_ 2 040 (g +&f(r)) - (&f(r))é‘rf(r) L
202 \r T 2f() 21(r) ) 2f(r) ~ 7P

- S0

1 kr? 2kr 2%
N r (1—Fkr2)2) 1 —kr?’
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—k —k —k —=m =m =T
= 0,y — &fib + Ty (F +T0, +T, )

—b —p  =r =0 =0 —=r
- (F9¢>F¢9 + Tgpl'g + FGTFGG)

r 1\ —r
- (o«) a@”“(‘ o) -ero-2(7) 7
_ 2 f )) 20 L
( ) 7 f< 21 ) N T
O, 1
= TZfo((r) e + (csc? @ — cot? 0)
- o —2]:;2) (1= k)2 — (1 — kr?) + 1 = 2ks?,
Ros = 0Ty — 0T + Tyl — Tyl (3.12)

— 0T, — ATy + Ty (F + T, + Fre)
=0 =6 = =6 =0 =¢
+ Toglog = Toglg = Tpglog
r rsin20) O f(r)
= —0.| —— | sin®0 — 9y( sin Ocosb
(70) o(snseost) — (") S

<TSIH 9) _ sin Gcosl cot O + (M) + 2 cot #sin Bcost
f(r)
<Ta hf(r 1 ) sin® @ — cos®6 + sin? 6
f(r)
<Tsm 0) T)+60829

= <2r2k -1+ /{37“2) sin® @ + sin? 0 — kr?sin? 6 = 2kr?sin 6.

Contudo, o tensor R;;, que nesse caso ¢ diagonal, pode ser reescrito em fungao
da métrica como

Ri; = —2kg,;. (3.13)
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Enquanto o tensor Ry é dado por

EOO

9,00 — 90T, + TooL,m — T Lhg (3.14)
=0 = =0 =7 =0 =v = =V =V =0 =V =7
0T o0 + 0,50 — oL gy — aoréj + Tool'oy + Tool's = Dool'vo — ]‘—‘Oj]‘—‘.l]/()
BT — T + TogTog + Tl + T T, — TooTog — T2 Toy — T
iLo0 — 0ol g; + Lol oo T Lol o; + Lol iv —Lool oo = Lool jo = Lol uo
R~ B~ e~ B e A I I S
950 — 0oL'o; + Tool'o; + ool — Tool'j0 — T Lo
S 2w W W SwE W Ww T
950 — GoL'o; + Tool'o; + ool 0 + Tool'ji — ool j0 — TojT00 — Lol

= IR 2 U A S
90 — aOFOj + POOPji - FOjPOO - FO]’P@'O =0,

)

. D =0 =i . .
onde foi usado implicitamente que I'y; e Ff)j sao nulos. Para se determinar o
tensor de Ricci R, usando (3.5), o termo que aparece do lado direito da (3.5)
precisa ser primeiramente calculado,

Oy = g°VeVeE = 30050, Va Vs = g% (agz — rgoaoz) (3.15)

a? N &
= {Qﬁna + (N - 5) atlna]

Onde a equacdo (3.8) e definigdo de ¥ foram usadas. Sendo assim, usando as
equagoes (3.14) e (3.15) na equagao (3.5), as componentes do tensor de Ricci
podem escritas diretamente,

Ry = Ry — Goo(OX) + 2VoEVE — 2V, Vo2 — 2(2)2 (3.16)
= —G00d " VoVoI + 2V XV X — 2V Vo E — 2(2‘])2

_ i aN
= 3V, Vor = 3|2 -
ovo [a aN}’
Ry = Rij+7;(0%) + 27,5°(%)? (3.17)
_ . da  aaN 232
= v\t T T )
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Enquanto a curvatura escalar pode ser escrito na forma

1 i aN
RZQWR;W = m<—3{a—w]> (3.18)

i da  aaN  2a>
6k  6a  6aN 64’
a2 aN? + aN3  a2N?’
As equagoes de campo de Einstein (3.3) podem ser reescrita, com o uso da
métrica, como

1 vo vo roa
— 9w "= 87GTuwg™ + gug™ A (3.19)

e} va 1 « 63 «
Gy = Rug"™ — 500R=8nGT} + 5.

GY = Rug”™

As equagoes de Einstein (3.19) podem ser escritas usando as componentes dos
tensores de Ricci, equagoes (3.16) e (3.17),

3 aN 3k; 3d
0
_ — - 2
GO Roog R N2< Na) N2 (3 0)
3aN 3(’12
aN3 a2N2
3k 32
= @2t ay

aa aaN 242

, 1
GI = Rag” ——5]3_——%1’7 (%er— N3 +ﬁ) (3.21)

3k 3i WiN o 3a% )\
+ (§+ >3t 0 )55

N2q alN3 = a?N?

_ gk, 2 2@]\7+ a’
 "\a?  aN? aN3  a®N?)’
Importante ressaltar que a escolha do tempo em todo estudo realizado esta
diretamente relacionada a escolha da funcao lapso. Para o tempo conforme
t = n a fungao lapso é dada por N(n) = a(n), enquanto para o tempo fisico
N(t) = 1. As componentes de G, para o tempo fisico sao dadas por
3k 3a?
Gy = —+—5 =8nGTy + Ag) (3.22)
a a?
= 8rGp+ A,
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) ) 2.. .2
o= 5g<£+—a+a) (3.23)

a? a a?

= 8nGT! + Agl = —87G(pd?) — AdY,

o k& stGp A
a TG
£ ¥ _ a 24
a?  a? 3 + 3’ (3:24)
k 2.. .2
— 4+ 224D~ &GP+ A, (3.25)
a a a

onde (3.24) e (3.25) sdo denominadas equagbes de Friedmann e Lemaitre,
respectivamente.

As equagoes (3.24) e (3.25) possuem trés incognitas, o fator de escala, a
densidade e a pressao. Como era de se esperar, existe uma terceira equacao
envolvendo essas variaveis que decorre da equacao de conservacao satisfeita
pelo tensor energia-momento, que descreve o fluxo de energia e momento,

VTl =8,T) + T8, T =T, T{ = 0. (3.26)

No entanto, o tensor energia-momento satisfaz as seguintes condigoes:

1) T é diagonal, pois T = diag(p, — P, — P, — P);

2) pe P sao fungoes apenas do t, entdo a tnica derivada do tensor momento-
energia que sobrevive é a temporal, v = 0.

Logo, das condigoes satisfeitas por T*, a expressao (3.26) pode ser reescrita na
forma
ATy + T, Ty — T Ty — T4, T = 0. (3.27)

Do elemento de linha ds? = dt? — a?(t)v;;da’dz?, goo = 1 e g;; = —a?y;;. Dessa
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forma, os simbolos de Christoffel presentes em (3.27) sdo dados por

1
Lo = 590030900 =0, (3.28)

1
1"1?], = ég’“(&gﬂ + 0jgiz - algz‘j) =0,
. 1,
Ty, = §glk(23ogko — Okgoo) = 0,
1
oy = 5goo(&'goo + 0ogio — Gogio) = 0;

Lo = égll<aogkl + Okgio — Aigok)

1 I 2aa i
= 50037 N)ao(a* ) = 520k = H0j,
1
ng = 5900(@‘9% + Okgoi — OoGir)

1 2aa
= —530(—az%k) = 5 ik = o’ Hir,
re, = Tk +T9 =3H.

Levando (3.28) em (3.27), a terceira equacao envolvendo o fator de escala, a
densidade e a pressao é dada por

p+3Hp— HS.TF =0

ou
p+3H(p+ P) =0, (3.29)

onde H é chamado parametro de Hubble. Da equagao (3.29) é imediato,
usando a equagao de estado para o fluido perfeito P = ap, que

d d
& —3(a + 1)—a,
p a
logo
a —3(a+1)
o) =m(2) (3.30)
Qo

onde pg, ag sao constantes.

Ainda que o conjunto de equagoes (3.24) e (3.25) possua uma vasta
literatura a seu respeito, uma andlise da relacao entre os seus conjuntos
solugoes sera apresentada. Isso, servird como base para andlises posteriores
das equagoes correspondentes para uma versao NC do modelo de FRW.
Primeiramente, toda solu¢cao comum das equagoes (3.24) e (3.25) satisfaz a
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equagao (3.29). De fato, derivando (3.24) em relagéo ao tempo e usando (3.25),
a seguinte expressao pode ser escrita

871G Lok 232 2
5~ ‘a<az Z ;) (3:31)
a .k a? 206 a*  k
= —5{3—2+3—2—( +;‘|‘¥)}
= 3{87TG,0+A (—87TGP+A)}.
Logo,
p+3H(p+ P) =0. (3.32)

Portanto, se a(t) satisfaz as equacoes (3.24) e (3.25), satisfaz também (3.29),
como desejado. Agora, suponha que a(t) seja uma solucao de (3.24), entao

12k 24 2a 8rGp
R _ — = — H P .
- (a2 + = - ) 3 8rGH(P + p) (3.33)

e

e, consequentemente,

2.. .2 k/‘
—H{—SWGP+A— <—a+a—2+—2)}=0. (3.34)
a a a
Dai,
2.. .2 k/‘
g “_2 +— =—87GP + A. (3.35)
a a a

Portanto, se a(t) é solugao de (3.24) também ¢é solucao de (3.25). Por outro
lado, seja a(t) uma solucao de (3.25) e f(t) uma funcao definida por

Joy =L B _8rGp A (3.36)

Usando as equagoes (3.25) e (3.29) a derivada temporal da funcao f(t) pode
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Ser expressa como
: a(2a 2k 2a* 87Gp
o = 42 W) e,

2% 2% 24
- H<—“——— a)+87rGH(P+p)

2 2
24 a? k 3a2 3k
= H —+—2+? —?—¥+87TGH(P+p)

22
= H{(—SWGHP+A) —ﬁ—%+8ﬂGH(P+p)}

a? a?

<d2 k 8rGp A)
+ ;

ou ‘
: a
f(t) = =3H[(t) = =3—f(1). (3.37)
Logo
f(t) = foa(t)™?, (3.38)
onde fy é uma constante. Entao, se a(t) é solugao de (3.25), também é solugao
de
a>  k  8rGp A 4
T h O D (3.39)
Portanto, o conjunto solu¢ao de (3.25) contém (3.24). Analogamente, o
conjunto solucao da equacao

a p 2A
2— = -8nG| P+ = — 3.40
- ™ < +3)+3, (3.40)

resultante da subtragdo da equacdo (3.25) pela equagao (3.24), contém o
conjunto solucao da equagao de Friedmann (3.24).

3.3 Versao NC do modelo de FRW

As equagoes para o fator de escala césmico (3.24) e (3.25), obtidas
das equacoes de campo de Einstein para o tensor métrico de FRW com
componentes dadas por
2, r?sin® 0}, (3.41)

1
v = diag{l, ——,
Y = diag {1, ——
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podem ser obtidas do super-hamiltoniano [64],
_p2

H= 125 — 3ka + Aa® + Pra>*, (3.42)

e da equagao de vinculo para o super-hamiltoniano H = 0. Na equagao (3.42)
T é a variavel associado ao tipo de fluido, a é o fator de escala césmico do
universo, enquanto Pr e P, sao os momentos canonicos conjugados as variaveis
T e a, respectivamente.

Uma versao NC do Modelo de FRW pode ser obtida aplicando o Formalismo
Simplético de Indugao de Nao-comutatividade (FSINC). Inicialmente, para
aplicar o formalismo é necessario escrever a Lagrangiana de iteragao-zero do
sistema em primeira ordem nas velocidades, o que pode ser feito diretamente
do super-hamiltoniano,

L£O = Pa+ PrT — V(a,pa, T, Pr), (3.43)
onde V' = N é o potencial simplético, com
_p?
0= T & — 3ka+ Aa® + Pra=*>. (3.44)
a

E importante ressaltar aqui a auséncia de preocupacao com o problema
de ordenamento de operadores, tratado em [65, 66], presente no super-
hamiltoniano, visto que o sistema sera tratado de forma classica, via o
formalismo simplético.

De posse da Lagrangiana (3.43) o formalismo simplético pode ser aplicado,
sendo que as varidveis simpléticas sio descritas por & = (a, Py, T, Pr, N).
Inicialmente, de (3.43) os correspondentes momentos 1-forma de iteracao-zero
Ae(€)9) 530 identificados diretamente,

A9 =p, AP =0 AY =Py, (3.45)

AR =0 AP =0

Substituindo os momentos 1-forma de iteracao-zero na definicao da matriz
simplética

0Ae  OAg
fEZEJ - 88 6@ ) (346)
a mesma pode ser escrita como
0 -1 0 0 0
1 0 0 0 0
fO9=1o0o 0o 0 -1 0 (3.47)
00 1 0 0
00 0 0 0



Esta matriz é singular e tem o seguinte modo-zero
=(0 000 1). (3.48)

Contraindo esse modo-zero com o gradiente do potencial simplético, um vinculo
¢é obtido,

Z ,,Z 8&“’ . (3.49)

Agora, introduzindo esse vinculo na parte cinética da Lagrangiana de primeira
ordem £©, por meio de multiplicador de Lagrange 3, a Lagrangiana de
primeira-iteragao pode ser escrita na forma

LY = P+ prT + QB — NQ. (3.50)

Dessa Lagrangiana ¢ imediato que as varidveis simpléticas sao agora &' =
(a, P,,T, Pr,N,[3) e os momentos canoénicos 1-forma de primeira-itera¢ao
correspondentes Ag: (7)) sao

A9 =p, AV =0 AY =Py, (3.51)
AR =0 AP =0 AP =q.

Donde, com uso da relagao (3.46), identifica-se a matriz simplética de primeira-
iteracao,

0 -1 0 0 0 g—ﬁ
1 0 0 0 0 z&
1 0O 0 0 0 O
m —
/ 0o 0 1 0 o0& | (3:52)
0 0O 0 0 0 O
= = XK
A qual possui o seguinte modo zero
p=( -2 2 —f 01 1) (3.53)

No entanto, a contracao desse modo-zero com o gradiente do potencial
simplético, fornece o mesmo vinculo ji obtido anteriormente (3.49),

Z w2 agz . (3.54)
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De acordo com o formalismo simplético, isso mostra que o sistema possui uma
simetria de calibre que deve ser fixada e introduzida na Lagrangiana (3.50) para
prosseguir com o formalismo. Feito isso, a Lagrangiana de segunda-iteracao é
dada por

LP = P+ prT + S — NQ, (3.55)

onde ¥ = N — 1, isto é, a funcao Lapso é igual a um, o que equivale a escolha
do tempo fisico; e as novas varidveis simpléticas sao &' = (a, P,, T, Pr, N,n).
Usando a relacdo (3.46), obtém-se a seguinte matriz simplética nao-singular
de segunda-iteragao,

0 -1 0 0 0 0
1 00 0 0 O
s _ [0 0 0 -1 0 0
001 0 0 0
000 0 0 1
00 0 0 —10

Finalmente, a inversa da matriz simplética, que tém como entradas os
parénteses de Poisson entre as varidveis simpléticas, (f~1)¥ = {£%, 7}, pode
ser determinada

01 0 00 O

-1 0 0 00 O

29\ —1 0 0 0 10 O
(F) = 0 0 -1 00 O (3.56)

0 0 0 00 -1

0 0 0 01 0

O instante crucial da aplicagao do Formalismo Simplético de Inducao de Nao-
comutatividade (FSINC) nesse sistema reside em supor as seguintes relagoes
entre os parénteses de Poisson, agora nao-triviais,

{a,T} =0, (3.57)
{Pm PT} = 6

Esses parénteses sao motivados pelo fato de que T e seu momento associado
Pr podem ser definidos em funcao da entropia especifica e do potencial e [64],
os quais podem ser escritos como fun¢ao da energia e da coordenada posicao.
Sendo que as coordenadas posicao satisfazem o limite classico da relacao de
comutacao nao-trivial entre os operadores de posicao adotada em Mecanica
Quantica Nao-comutativa (MQNC). Contudo, a inversa da matriz simplética,
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incluindo os parénteses (3.57), pode ser reescrita como

0 1 6 0 0 0
-1 0 0 B 0 0
-9 0 0 1 0 0
-1
fo= 0 -8 —-1.0 0 0 (3.58)
0O 0 0 00 —1
0 0 0 01 0 |

Dessa equacao a matriz simplética pode ser determinada diretamente, usando
que

0 1 6 00 0 A B C D FE F
-1 0 0 B0 0 G H I J L M
6 0 0 10 0 N O P Q@ R S
0 5 100 0 rv vy z| =
0 0 0 00 -1 K A B C D E
[0 0 0 01 0| F&HT T I

onde a segunda matriz do lado esquerdo representa a matriz simplética a
ser determinada. A equacao matricial acima, gera um conjunto de equagoes.
Inicialmente, para primeira coluna,

G+0ON =
—A+ BT
T—-0A =
~N-8G =

o O O

(=08 +1)T - 0
—B(1—NO)—N = 0
F=K=0.

Dai, T'= 0 ou p6 = 1, F=K= 0, N=-5_eG= 65——11' Analogamente,
para as demais colunas,

H + 00
~B+pU
U—0B
~O—BH =
A=G =0,

I
oo~ O

=)
03
o
s
Il
2
Il
@Q
Il

O,U:%GO:H:Oouﬁezl;
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Q/_/_\
|
< Q <
|+ +
D >
Q<"
1
O = = O

X —-6D =
—Q-pJ =
I=C=0,

zﬁg—fleX:D:Oouﬁﬁzl;

_ o O O

J+00Q =

-D+ X =
entdo Q = -1 IzézO,J
L+0R =
-E+p57Z =
Z—0FE =
“R-BL =
—J =1,

o O OO

consequentemente, J = —1, D = 0, L=R=F =7 =0o0u gl =1.
Finalmente, para a tltima coluna,

M+0S =
~F+3Y =
Y —9F =
—S—BM =
E=1.

o O OO

Logo,Ezl,E:OeM:S:F:Y:Oouﬁﬁzl. Sendo assim, a matriz
simplética é dada por

0 1 -8 0 0 0
-1 0 0 -4 0 0
1 50 0 1 0 0
T=%=1l o0 6 -1 0 o0 0o | (3.59)
00 0 0 0 (B8—1)
00 0 0 (1-80) 0
onde 6 — 1 # 0.
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Agora, substituicdo das entradas da matriz simplética na equagao (3.46)
gera um conjunto de equacgoes diferenciais parciais,

0Ap, 04, 1
da 0P,  pBO—1 (3.60)
OAT B 0A. —f
da or — pe—1
0Ap, B 0Ap, -0
0P, oPp — po—1’
0Ap, B 0Ar 1
oT oPr  pBH—1’
04, 0Av _ |
ON o
O sistema acima admite a seguinte solucao
1
Aa = 1_— 69 (Pa - BT)a APa - %PTa (361)
1
AT - 1 — BHPT, APT - O, (362)

A, =%,  Ay=0.

Portanto, usando os momentos canonicos 1-forma acima a nova Lagrangiana
de primeira ordem NC pode ser determinada diretamente. Entretanto,
considerando que os momentos canonicos 1-forma sao os proprios momentos
canonicos usuais, ou seja, que o modelo ainda permaneca de segunda ordem
nas velocidades, as seguintes relagao sao obtidas:

0
B0 —1

Essas relacoes implicam que 6§ = 0. Consequentemente, os momentos canonicos
sao dados por

Ap, =0, Ap, =

T

PT:O7

1
A, = P, — 5T .
a 1_69< a 6 )7 (3 63)
1
AT = 1_69PT7
A, = .

U

Dessa forma, obtém-se a seguinte Lagrangiana de primeira ordem nas veloci-

dades escrita em coordenadas NCs
1

521—59

(P, — BT)a+ PrT + %0 — V(€), (3.64)

1— 56
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onde o potencial simplético é dado por

_ P2

P
V() = o © _ 3ka + Aa® + Pra™®. (3.65)
a

Realizando uma transformacao de coordenadas no espaco de fase classico,
analoga a definicao do operador coordenada deslocamento usado em mecanica
quantica nao-comutativa (MQNC) [65, 66, 67, 68|, definida como

a=a, T=T, (3.66)
-~ Pa _— /BT -~ PT
=g roTa

obtém-se novas coordenadas A,T,P, e Pr, que satisfazem os parénteses
Poisson usuais (3.56) e s@o, assim, denominadas coordenadas comutativas. A
lagrangiana (3.64) pode ser escrita nessas novas coordenadas comutativas,

L= P+ PrT + i — V(E), (3.67)

com o potencial simplético dado por

. _p2

V() =+ 5o — 3ka+ Ad® + Pra™3. (3.68)

Ainda que as varidveis na Lagrangiana (3.67) sejam comutativas, existe
contribuicao NC no potencial simplético.

Aplicando as transformagoes (3.66) na equacao (3.42), encontra-se o
hamiltoniano modificado do sistema com contribuicao NC,

(P, + BT)?

1% — 3ka + Ad® + Pra=>. (3.69)

H=—

Aplicando as equagoes de Hamilton para o hamiltoniano (3.69), encontra-se

P, BT
. _ bk pT 3.70
“ 6a  6a’ (3.70)
< P, + BT)? -
P, = P+ BT)° + 3k — 3Aa® + 3aPra 3!, (3.71)
12a?
T = a7, (3.72)



B(P, + BT)

Pr = B (3.73)
Isolando o valor de T em (3.70) e substituindo em (3.71), tem-se que
P, = 121a2 (—B® — BT — 2P, 3T + 3k — 3Ad® + (3.74)
3ozﬁTa_3O‘_1
- 121a2 (—P? — 36a%a> — 12aaP, — P? + 12P,aa + 2P?) +

3k — 3Ma® + 3aPra 3!
= —34% + 3k — 3Aad% + 3&15Ta_30‘_1.

Da comparagao da equacao (3.74) com a derivada temporal de (3.70), verifica-
se que

3% + 6aii + 3K — 3Aa® + 3aPra "' + Ba =3 = 0. (3.75)
Substituindo a equagao (3.70) em (3.73), tém-se diretamente
Py = 6%(—6@)
= —/BCL,
logo B
Pr=—Ba+C, (3.76)

em que C' é uma constante.

Agora, a substituigdo das equagoes (3.70) e (3.76) no hamiltoniano com

contribuigao NC (3.69), usando o vinculo H = 0, fornece uma equagao
equivalente a equacao de Friedmann, dada por
a kAN C 55 B a9
Dy Tgte3 a2 3.77
22 + 23 + 5 a 3a ( )

Enquanto, da substituicdo da equagao (3.76) em (3.75) encontra-se uma
equagao equivalente a expressao G dada em (3.19),
2a d2 k —3a—3 —3a—2 1
;+¥+?:A—Caa — fBa (g—a). (3.78)
Sendo assim, duas equagoes para o fator de escala césmico a(t) j& foram
determinadas. Supondo que (3.30) ainda seja vélida, as equagoes (3.77) e
(3.78) podem ser reescritas da seguinte forma

a? kA 87Gp B éa_ga_g

a?+a2_3Jr 3 3 ’

(3.79)
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206 a®  k 309, 1

;+$+$:A—87TGP—ﬁCL (g—a). (380)
Comparando as equagbes acima com as equagdes de Friedmann (3.24) e
Lemaitre (3.25), fica evidente as contribui¢oes NCs, representadas pelos termos

que contém o parametro NC f.

As equagbes de Friedmann-Lemaitre corrigidas (3.79) e (3.80), satisfazem
a lei de conservacao para o tensor energia-momento, o que justifica a
suposigao feita anteriormente de que (3.30) é ainda valida quando levamos em
consideracao estruturas NCs no espaco de fase. De fato, derivando a equacao
(3.79) e usando (3.80), tem-se que

87Gp + (30 +2)Ba—3@+ g = —32 (_2 L%
a\ a a a

af.k a* 20 a* k
S AT N
a{3a2+ a? (a +a2+a2)}

= —32{87TGp +A—pBa %~ (A — 81GP — (% — a)Ba*?
a

- —3%{87?G(p +P)— 6a‘3“‘2(§ + a)}

= —33{87TG(p + P)} + (3a +2)Ba 3t

Logo, .
p+3g(p+P) — 0. (3.82)

Entao, a nao-comutatividade nao viola as leis de conservagao do tensor
momento-energia como esperado, mesmo na presenca agora dos dois fluidos.

Antes de analisar as consequéncias da correcao nao-comutativa presente
nas equagoes (3.79) e (3.80), a andlise da relagao entre o conjunto solucao das
equagoes (3.79) e (3.80) é apresentada. Para isso, suponha que o fator de escala
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cosmico a(t) seja solugao da equagao (3.79), entao

= + B3ty (3.83)

a2k 2 2 87Gp (3 +2)
a? 3 3

a a? a

2
= —8rGH(P+p)+ %

N al a? a? a a?  a?

. 2.. .2 k
= —9{87TGP+A—BCL_3&_2 — (_CL + a_2 + —2)}
a a a a

6—3(04—}—1)&

Entao,

1o sy (20 @k
OZ—H{—87TGP+A+((I—§)56L( —<;+§+? . (384)
Dali,
26 a® k 1

2L N _8rGP + Ba (o — ). .
b B 81GP + fa (a 3) (3.85)

Portanto, se a(t) é solugdo de (3.79) também é solucao de (3.80). Agora,
considere que a(t) é solucdo de (3.80) e que exista uma fun¢ao do tempo
continua e derivavel dada por

fy =L £ _8mer B e (3.86)

A derivada da fungao f(¢) em relacdo ao tempo, usando as equacoes (3.80) e
(3.29), pode ser escrita como

PETCEE S

3 3
26 2k 24%
- H<—“ o i) +STGH(P + p)

- H{ (—“ +2 4 —) _0 R srGH (P + p)} — 3o+ 2)H§a3°‘2

a a?  a? a? a?
1 3a2 3k
_ —3a—2

+ 8rGH(P+p)— (3a+ 2)H§a_30‘_2}

2 k stGp A B
—3H ~_—3a—2
s (a2 T2 3 T3ty )



1) = ~8H (1) = 3% (). (3.87)
Logo
£() = foa™(8). (3.88)

onde fy é uma constante. Portanto, se a(t) é solucao da equacao (3.80),
também é solucao de

a® ok _ 8mGp é B éa*‘h*z

a?  a? 3 3 3

+ £ (3.89)

Sendo assim, o conjunto solucao da equagao (3.80) contém o conjunto solugao
da equagao (3.79). Entretanto, escolhendo a seguinte condigao inicial para

(3.80),
a::}:{<—£+é+87TGp_éa3a2)a2}2’ (3.90)

3 3 3

num dado tempo ¢ fixo e arbitrario, segue diretamente da equagao (3.89) que
f(t) = foa™® = 0, ou seja, fy é nulo. Portanto, toda solugio de (3.80),
adotando as condigoes iniciais (3.90), é também solucao de (3.79). Importante
notar que a escolha da condigao inicial (3.90) possui uma liberdade na escolha
do sinal da velocidade, num dado tempo. Portanto, a andalise entre o conjunto
solugdo das equagdes (3.79) e (3.80) foi assim completada.

3.4 Analise das equacoes de Friedmann-Lemaitre
NCs

Uma maneira interessante de interpretar o termo de corre¢ao nao-comutativa
que aparece na equagao de Friedmann corrigida (3.79) surge quando escreve-
mos essa equacao na forma

a’ k é Q —3a—3 _ éa[—?)(oc—%)—?).

2 233 3

(3.91)

Assim, comparando o ultimo termo do lado esquerdo da equagao (3.91) com
a equacao para a densidade de matéria-energia de um fluido perfeito, o qual

satisfaz a equacao P = ap,
a —3a—3
p=m(Z) (3.92)
a

0
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Observa-se que a corre¢ao NC em (3.91) pode ser visto como um fluido nao-
usual ou NC com a equagdo de estado dada por P = odp = (a — %)p
Além disso, esse fluido NC se comportaria como matéria nao-relativistica num

periodo de radiacgao.

Uma importante informacao que pode ser obtida da equacoes de Friedmann-
Lemaitre corrigidas é a aceleracao do universo. De fato, a aceleracao do uni-
verso pode ser determinada pela subtragdo da equagao (3.78) pela equagao
(3.77),

~sa—2 @0 C( 1). (3.93)

a=—a-+a —a— —(a+ =

3 + 2 2 + 3

Donde, nota-se claramente que o efeito da nao-comutatividade sobre a
aceleracao do fator de escala depende do médulo e do sinal de e e do parametro

NC 3.

Olhando para a equacao de Friedmann corrigida (3.79) um questao que
surge imediatamente é se o termo de correcao NC consegue, para algum valor
do parametro nao-comutativo 3, evitar as singularidades do fator de escala
proximo da origem. Para responder essa questao, a equagao de Friedmann
corrigida pode ser escrita numa forma analoga a equagao de conservacao de
energia classica

a®+V(a) =0, (3.94)
onde
A 2 1 —3a—1
V(a) =k — 30 + 30 pfa—C |. (3.95)
Dessa forma, nota-se que o lim+ V(a) = k para —3a — 1 > 0, ou seja,
a—0
a < %1 Enquanto, para —3a — 1 < 0, isto é, a > %1 o lim V(a) = —c0.
a—07t

Logo, em nenhumas dessas situagoes, independente do valor dos parametros «
e (3, o termo de correcao NC é suficiente para evitar as singularidades do fator
de escala quando o mesmo se aproxima de zero, pois a = 0 continua sendo
solugao da equagao (3.94).

Entretanto, existe a possibilidade da correcao NC evitar indiretamente as
possiveis singularidades do fator de escala para pontos diferentes da origem,
isto é, evitar que o universo entre novamente em colapso. O que poderia ser
alcancado, inibindo que o universo faga uma transicao da fase de expansao para
uma fase de contracao, ou seja, evitando a existéncia de pontos de retorno.
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Para entender um pouco mais sobre o efeito das corre¢oes nao-comutativas
no sistema e quem sabe responder as possibilidades citadas anteriormente,
as condicoes sob as quais o universo apresenta pontos de retorno sao
determinadas. Posteriormente, sao analisadas em que situacoes a correcao
NC pode evitar a existéncia desses pontos de retorno. Logo, nos interessa os
casos em que [ < 0, situacgoes nas quais o termo de correcao NC atua reduzindo
o valor do potencial (3.95) e, consequentemente, evitando que a @ se aproxime
de zero, de acordo com (3.94).

Inicialmente, considerando que o parametro NC é nulo e que a constante
cosmol(’)gica A é positiva, segue da equagao (3.94) que, se —3a — 1 > 0 ou
a < =, o potencial (3.95) é sempre negativo e o sistema nao possui pontos de
retorno situacao desinteressante no momento. Por outro lado, para estudar a
situacao em que —3a —1 < 0 ou @ > %1, suponha que exista um ponto de

retorno ag para o potencial (3.95) com S nulo, tal que V(ag) > 0, entao

2A 3a+1

V'iag) = — a0+ —3 Ca3*% =0, (3.96)
3o+ 1 3D
= C :
o = e
2 C

A suposigao de que V(ag) = k — Cay%*~! > 0 implica que a curvatura

deve ser positiva, logo

3a0 3

Ay C 501, B a4
1:k2§%+§%31+§%3. (3.97)
Substituindo o valor de ag na expressao (3.97), tem-se que
2 —3a—1
Af3a+1 |30  C[3a+1 |30
1 — — .
> 3[ . c] 3{ - c] (3.98)
—3a—1
_ —A 3a+1 3a+1 3(a+1)03(a+1) n A3( +1) 3a+1 3(a+1)0ﬁ7
3 3 2
ou 2 —3a—1
a+1 2 3(a+1) 3(a+1)
1> LA o | (290 4+ (et . (3.99)
3 2 2
A condigao acima pode ser escrita da seguinte maneira
2 —3a—1
_ 1 1)\ 3a+3 1 3a+3 Ba+1l
A < O [5 <3a; ) + <3O‘2+ ) ] (3.100)

—3a—3
a+ 1\ (3a+1
A < Q@D .
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-0,010 -0,005 0,005
o

Figura 3.1: Fungao do lado direito de (3.100) em fungao de «

Desde que o valor de C' = 87Gp, ~ 5x 10736572 a desigualdade acima é sempre
satisfeita para o € (—%, 1]. Tsso pode ser visto olhando para o comportamento
da fungao decrescente do lado direito de (3.100), ver Figura 1, que toma
valores préximo aos extremos iguais a 2 x 10*® e 1.46 x 10 para o = 1 e
a = 0, 33, respectivamente. Portanto, se desigualdade (3.100) é satisfeita, com

B=0A>0eca> %1 o sistema apresenta um ponto de retorno dado em
(3.96).

Dado que objetivo aqui é analisar as situacoes em que o termo de correcao
NC ¢ capaz de evitar que o sistema passe de uma fase de expansao para
contragao, isto é, deixe de exibir pontos de retorno, considere que V'(ag) +

gaago‘ < 0, logo

A C
B < —3ag*V(ag) = —3ag” {k — gag — gao?’o‘l] (3.101)

A
= -3 [kago‘ — <§a8a+2 + %aol)] ,

ou seja, o parametro NC [ deve satisfazer essa condigao para que o sistema
deixe de apresentar o ponto de retorno dado em (3.96).

De forma andloga, para A = 0, do potencial (3.95) na auséncia de correcoes
NCs o que equivale a tomar S nulo, observa-se diretamente que se —3a—1 < 0,
isto ¢, a > Zt o lim V(a) = k e o lim V(a) = —oco. Logo, a existéncia de

a—00 a—0t
pontos de retorno vai depender se a curvatura é positiva ou negativa. Se a
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—1

3a+1
mesma ¢é positiva o ponto de retorno ocorrera em ag = (3—k) . Enquanto

C
para —3a — 1> 0, isto é, @ < 5t o lim V(a) = —oo e lim V(a) = k. Desta
a—o00 a—0t

forma, o sistema nao apresenta pontos de retorno.

Para determinar as condicoes satisfeitas pelo parametro NC g tal que o
potencial (3.95) para constante cosmoldgica nula, o > _?1 e f < 0; nao

apresente pontos de retorno, considere que o potencial tenha um valor maximo
negativo num ponto arbitrario a;, o que é equivalente ao sistema nao possuir
pontos de retorno. Assim, a derivada do potencial no ponto a; deve se anular,

Ja+1 _, 5. 5 B

V'(ay) = —afa™?* + Ca; 0.

Entao a; = <3°‘+1). Enquanto a condi¢ao V' (ay) < 0 pode ser escrita como

3ap
Cl/3a+1\]17"*" B[/3a+1\]™
V<a1):k_§|:( 300 )] +§K 500 )] <0, (3.102)
o 1 3a4+1\**"  /3a+1\™
—(—3a] g|3a+1
1< Loy [( = ) +( = ) } (3.103)

Portanto, se [ satisfaz essa desigualdade, a correcao NC é suficiente para
evitar que o sistema apresente pontos de retorno. No caso em que a constante
cosmoldgica é nula e v = %1, ainda com < 0, o potencial (3.95) é dado por
V(a) =k + %(W\a — (C). Esse potencial apresenta um pogo de potencial para
C > 3k.

As andlises analiticas da equacao (3.94) realizadas para casos gerais
nao mostraram claramente o efeito da nao-comutatividade. Isso aconteceu
principalmente pela incapacidade de se obter uma solucao geral das equacoes
Friedmann-Lemaitre corrigidas (3.79) e (3.80) para qualquer escolha dos
parametros k, A, a e 5. Por isso, casos particulares dessas equagoes serao
tratados a fim de tornar mais palpavel o efeito da nao-comutatividade. Foi
mostrado anteriormente que o conjunto solugao das equagoes (3.79) e (3.80)
sdo equivalentes para certa escolha especifica de condigao inicial (3.90). Logo,
os casos particulares serao tratados resolvendo numericamente a equacao (3.80)
via método de Newton e plotando o grafico do potencial V(a) dado em
(3.95) para escolhas correspondentes de parametros. Os valores do parametro
de proporcionalidade entre a pressao e a densidade de energia do fluido «

escolhidos sao iguais a 0, %, —%, 1,—1e —%, 0s quais equivalem ao universo
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regido por poeira, radiacao, cordas cdésmicas, matéria rigida, energia escura e
paredes de dominio, respectivamente, ver apéndice C.

Dentre os casos particulares descritos no apéndice C, alguns casos mais
interessantes e ilustrativos serao discutidos em mais detalhes no decorrer desse
capitulo. Primeiramente, o efeito geral do termo NC que aparece nas equagoes
de Friedmann-Lemaitre corrigidas pode ser observado quando o universo é
considerado plano e preenchido por um fluido cosmoldgico perfeito constituido
por matéria nao-relativistica (poeira), sem colisbes, P = 0. Neste caso, o
potencial (3.95) serd dado por

Vie)=—— — — +=. (3.104)

Como proposto, considerando a constante cosmoldgica positiva, o potencial
acima e a solu¢do numérica da equagao (3.80) sdo apresentadas graficamente
nas figuras 3.2 e 3.3, respectivamente.

-0,005q

-0,0104

-0,015

-0,0204

-0,025

-0,0304

Figura 3.2: Potencial em funcao do fator de escala a, com C = 0.01, k =0,
A =0.01, « =0, para 8 = 0.01(vermelho),0(azul), —0.01(verde).
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0,54

Figura 3.3: Fator de escala a em funcao do tempo, com C' = 0.01, &k = 0,
A =0.01, a = 0; para = 0.01(vermelho),0(azul), —0.01(verde).

Do potencial acima, nota-se que o sistema é desligado independente de /.
Enquanto, das solucoes para o fator de escala, observamos claramente que a
taxa de crescimento do fator de escala é reduzida para § > 0, o contrario
ocorre para 8 < 0. O que esta em acordo com o potencial correspondente, ver
figura 3.2.

Agora, quando a constante cosmoldgica é negativa, ainda para a = 0,
o potencial (3.104) se anula para um dado valor do fator de escala a(t) e,

consequentemente, o sistema é ligado. Isso pode ser evidenciado pelas figuras
3.4¢e3.5.

0,031
0,029

0,014

-0,01

Figura 3.4: Potencial em funcao do fator de escala a, com C'= 0.01, k£ =0,

A = —-0.01, @« = 0, para 8 = 0.01(vermelho), 0(azul), —0.01(verde).
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0,54

Figura 3.5: Fator de escala a em funcao do tempo, com C' = 0.01, k£ = 0,
A = —-0.01, a =0, para § = 0.01(vermelho), 0(azul), —0.01(verde)

Dessas figuras observa-se diretamente que o valor maximo do fator de escala
a(t), que representa o ponto de retorno do sistema, e o tempo que decorre até o
universo entrar em colapso é inversamente proporcional ao valor do parametro

NC 3.

Um interessante efeito da nao-comutatividade é a sua capacidade de ligar
um sistema, isto é, levando-lo a apresentar pontos de retorno. Esse efeito pode
ser visto quando o universo é plano, com constante cosmoldgica nula, numa
época dominada pela radiagao pura, gas ultra-relativistico, em que o potencial
(3.95) pode ser escrito como

Via) = — — — (3.105)
cujo grafico para [ positivo corta o eixo das abcissas em a = % Neste ponto
a energia cinética do sistema é nula, ¢> = 0, o que constitui um ponto de
retorno. Sendo que o valor de a(t) referente ao ponto de retorno é claramente
inversamente proporcional ao valor de (3, ver figuras 3.6 e 3.7, assim como
o caso onde o efeito geral da nao-comutatividade foi descrito. Além disso,
qualquer valor de § > 0 é suficiente para ligar o sistema. Porém, o aumento
de [ causa uma maior resisténcia ao movimento de expansao, o que ja era
esperado.
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12 —h4—16 18 20

-0,021

-0,04

-0,064

-0,084

-0,10-

Figura 3.6: Potencial em funcao do fator de escala a, com C = 0.01, k =0,
A =0, o =3, para 3 = 0.01(vermelho), 0(azul), —0.01(verde).

3,59

0,54

Figura 3.7: Fator de escala a em funcao do tempo, com C' = 0.01, k£ =0,
A =0, a =3, para 3 = 0.01(vermelho), 0(azul), —0.01(verde)

A curva em azul na figura 3.7 ilustra um resultado bem conhecido na
literatura, o fator de escala césmico, no caso universo plano, num periodo de
radiacao e com constante cosmoldgica nula, cresce com o tempo da seguinte

forma )
a(t) = Atz (3.106)
De fato, a equagao (3.80) para k =0, a = %, A =0 e  nulo,
C
= . 3.107
Q=23 (3.107)
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tem como solugao a(t) = At%, que foi representada na curva em azul. Além
disso, a curva em verde associada com [ negativo na figura 3.7 mostra que o
universo cresce mais rapidamente com o tempo do que o caso em que /3 é nulo,
como esperado.

Agora, uma situacao oposta aquela descrita na figura 3.6 pode acontecer,
isto é, a influéncia da nao-comutatividade pode ser suficiente para desligar um
sistema ligado para determinada escolha de parametros. Isso pode ser ilustrado
pela anélise do potencial (3.95) para universo aberto, com o = —% e constante
cosmoldgica negativa,

Ay B, C

Via) =—-1 54 + 3¢~ g (3.108)
Desse potencial, sem levar em conta as contribuicao NC, o sistema ¢é ligado
se a constante cosmologica é negativa. Entretanto, quando a contribuicao
NC é levada em consideracao, o sistema torna-se ligado sempre que a condicao
B > A for satisfeita. Esse resultado pode ser ilustrado pelo grafico do potencial
(3.108) para uma escolha de parametros que satisfagam as condicoes citadas
acima, ver figura 3.8.

0,5

Figura 3.8: Potencial em funcao do fator de escala a, com C' = 0.01,
k=-1,A=-001, a= —%, para
B = 0.011(vermelho), 0(azul), —0.011(verde).

Do grafico da figura 3.8, ainda se pode inferir que as solucoes do fator
escala cosmico a(t) s@o oscilatorias quando S > A. De fato, combinando as
equagoes (3.77) e (3.78), uma equacao diferencial modificada para o fator de
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escala césmico pode ser escrita como

a AN C 5,4 1 Bo s, o
—— =4 —a - = —a 7t =0. 1
- 3+2a <a 3>+2a 0 (3.109)
Substituindo a = —% e reagrupando os termos, obtém-se uma equagao
semelhante a equagao de um oscilador harmonico,
. A C
—— = |la=—. 3.110
a+ <3 3)9= % ( )

Nessa equacao, quando S > A o termo entre parénteses do lado esquerdo da
igualdade é positivo e representa o quadrado da frequéncia de oscilagao, caso
contrario o sistema é desligado.

A solugao geral de (3.110) pode ser escrita como a soma de uma solugao
homogénea e de uma particular da seguinte forma

a(t) = Ae™' + Be ™' + (3.111)

<
6w?’

2
onde A e B sao constantes e w = | — % + g) é real e equivale a frequéncia

de oscilagao para 5 > A. Além disso, o modulo da frequéncia de oscilagao é
diretamente proporcional ao valor de 8 e inversamente ao valor de A. Baseado
na influéncia da nao-comutatividade para este ultimo caso em especifico,
associa-se o parametro NC f com a constante cosmoldgica de sinal invertido.
Essa associagao fica mais clara na equacao para a frequéncia w.

Se o parametro de nao-comutatividade é associado com a constante
cosmoldgica, a equacao de Friedmann pode ser escrita como

a> k  8nGp

St =g+ ), (3.112)

onde /N\(a) = %(A — 5(1*3&*2) pode ser visto como uma nova constante
cosmolégica que depende do fator de escala, e o médulo do termo Ba=3%2

cresce com o aumento do fator de escala se a < —2. J4 para a > —%

5 ele
decresce com o aumento do fator de escala. Este ultimo resultado esta em
acordo com a expectativa de que a nao-comutatividade tenha tido um efeito
mais significativo no inicio do universo, isto é, para valores menores do fator
de escala. Além disso, para o caso em que o = —% surge uma interessante
situacao. Uma vez que substituindo a = —% na constante cosmologica

modificada /~X(a) observa-se que a mesma passa a ser independente do fator
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de escala a(t) e o parametro NC [ mostra-se no mesmo patamar da constante
cosmoldgica, diferindo apenas por um sinal. Isso mostra, nesse caso especifico,
que o parametro nao-comutativo [ pode exercer perfeitamente a funcao da
constante cosmologica, a qual poderia, em principio, ser eliminada ou ter sua
existéncia justificada.

Retornando novamente as equacgoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas
(3.79) e (3.80), pode-se escrever a seguinte equacao
a 2rG Ba s, o
o= (p+P)+ R4 : (3.113)
Em que a constante cosmoldgica foi considerada nula. A equacdo (3.113)
¢ identica aquela conhecida pelo nome de equacao Raychaudhury, exceto
pelo iltimo termo do lado direito que representa uma correcao associada
a nao-comutatividade. Agora, se admitirmos o universo plano, preenchido
por um fluido perfeito com densidade de energia positiva (p > 0) e pressao
isotrépica nao-negativa (P > 0), a equagao de Raychaudhury acima sem
correcoes nao-comutativas implica que @ < 0, o que parece natural, pois o
campo gravitacional é atrativo e tende a se opor a expansao. FEntretanto,
dados observacionais das galdxias, publicados no final da década de 90,
divulgaram que o universo atual estd em expansao acelerada (@ > 0),
[69, 70, 71, 72, 73, 74, 75]. . Caso esses dados nao sejam refutados, nao
podemos mais considerar a condig¢ao escolhida na equagao de Raychaudhury.
No entanto, se levarmos em conta o termo de correcao apresentado em
(3.113), com o parametro de nao-comutatividade § positivo, podemos evitar
divergéncias entre a teoria e observagoes experimentais, sem fazer uso da
constante cosmoldgica. O que justifica investigar a associacao entre o efeito da
nao-comutatividade e o da constante cosmoldgica.

3.5 Estimativa do parametro NC j

Uma estimativa do parametro nao-comutativo § pode ser realizada con-
siderando que esse parametro faca o papel da constante cosmolégica. Além
disso, para se fazer essa estimativa considera-se os valores da idade do uni-
verso e do parametro de Hubble H, definido por

H(a) = % (3.114)

descritos na literatura.
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Inicialmente, suponha que a fungao fator de escala césmico a(t) seja
definida como a : [0,t] — R, e, além disso, que ela seja injetiva e
continua. Entado existe sua inversa f : [0,ao] — [0,%o], tal que 0 = f(a(0)),

Q

to = fla(to)) = flalty)) — f(a(0)) = flao) — f(0) = bf()f’(x)dx. Como

f(a(t)) = t e, por conseguinte, f'(a(t)) =
! _ 1 _ 1 :
(=) = a@n = aanagy - Finalmente,

a%(t) — Wt(t)))’ pode-se escrever

ao / B ao 1
tozo/f(x)dx—ofmdx. (3.115)

Agora, usando a equagao de Friedmann corrigida escrita em termos do
parametro de Hubble H

pr e A kB
— = H?= — ) - = —Lg3a? 3.116
a? 3 <p 3G ) 2 3" ’ ( )
a equagio para ty pode ser reescrita como
ag
1
ty = dz. (3.117)

0 8nG A ) _k _ B-3a-2
:c\/3 <p+87rG) 22 3%

Dessa equacao, para o universo plano e com constante cosmologica nula, tem-se

ag

1

/ —3a—1
' %Po(%) — gz

e o indice 0 indica o tempo atual. Agora, definindo,

to =

dz, (3.118)

onde p = po(i)_ga—i_l

2
pe= 3= e Qy = 20, de (3.118),

t():

da. (3.119)

ao
/ 1
] \/QOHOQx—?:a—l _ gx—?)a

Por fim, considerando o universo dominado pela matéria, o que equivale a
tomar o = 0, juntamente com os valores da idade do universo e do parametro
de Hubble, na expressao (3.119), obtém-se

dr = 4,32 x 107, (3.120)

ao
/ 1
) \/(1538)10-%621 — 2
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onde foi usado 2 =~ 0,3, Hy = 723.% - e aidade do universo igual a 13, 7 bilhoes

de anos ou 4, 32 x 10'" segundos, segundo dados da High-Z Supernova Team e
Supernova Cosmology Project [69, 70, 71, 72, 73, 74, 75]. Da equagao acima,
o valor estimado do parametro NC f atual ¢ igual a —0,45 x 10735572, Este
valor estd muito proximo ao valor encontrado na literatura para a constante
cosmolégica, que é da ordem de 2,28 x 107572 [76].

Analogamente a estimativa do parametro NC atual, a estimativa da ordem
de grandeza de 3 pode ser feita para o tempo da ordem de Planck, considerando
ainda que o parametro NC exerce a funcao da constante cosmolégica. Assim,
na presenca das correcoes NC e sem constante cosmoldgica o universo
deve evoluir até o comprimento de Planck (a,) no tempo de Planck (¢,).
Considerando que no periodo de Planck o universo era dominado pela radiacao,
0 que equivale a tomar o = % na equacao de estado um fluido perfeito P = «e,
a equagao (3.119) pode ser escrita como

tp:/#dx. (3.121)
0 A/ QH? — g:c
onde se considerou a, = a(t,) = 1. Resolvendo essa integral, obtém-se
3 1 3
6 B\2 18QH? B\ 1202
ty=—(QH* - =) — QH? - = H®. 3.122
(o -5) - (o -5) + G (312

Substituindo os valores de Hy ~ M, = 1,8 x 108571t ~ t, =~ 5,39 x 10~
e 2~ 1 em (3.122), obtém-se trés possiveis valores para o parametro NC g:
9,084353501 x 10%, 2,400464561 x 10%° e —2,378885239 x 10%. Entretanto
da equagao de Friedmann corrigida (3.91), considerando kK = A = 0, pode-se
escrever

@ _ 1 s C >0 3.123

2= 30 ( — 6&) > 0. (3.123)
Sendo assim,

(C - 5a) > 0. (3.124)

Usando os dados atuais, C' = 87Gppag®™® ~ 0,5 x 10737572, onde o fndice 0
indica tempo atual, a desigualdade (3.124) para o tempo de Planck fornece
C . 0,56x10737 _9 L
. ~ == —s . Logo,
dos valores encontrados anteriormente para o parametro NC, apenas =
—2,378885239 x 10%°s72 é aceitavel. Portanto, o parametro NC que faria a

funcao de constante cosmolégica no periodo de Planck teria que ser muito

a seguinte condi¢ao sob o parametro NC: g <
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maior que o atual, o que impossibilita, de certa forma, o parametro NC
constante de substituir completamente a constante cosmoldgica. Entretanto,
ele ainda pode ser visto como uma constante cosmoldgica que depende do fator
de escala césmico do universo, como referido anteriormente.

3.6 Associacao das correcoes NCs com a matéria
escura

Analogamente a interpretacao do termo de correcao NC presente na
Equagao de Friedmann corrigida (3.77) como um fluido, existe uma interessante
possibilidade de se associar o ultimo termo da equagao (3.77) com a matéria
escura. Essa possibilidade ¢ digna de mais atencao e estudo.

Interpretando a corre¢cao NC em (3.77) como o termo de matéria escura, o
parametro NC (3 pode ser determinado diretamente. De fato, da equacao de
Friedmann corrigida (3.77) escrita em termos de H,

8r Ak B 4

H? = — e a , 3.125

g PMET T 23 (3.125)

multiplicada por %, a “regra dos uns corrigida” pode ser escrita diretamente

1= Qup + Qp + Qp + Qp. (3.126)

Onde 3 = ’;—f = —3%@*3‘1*2, com pg = —%a*‘g’a”; Qup = pzf”ff,

Q. = —H2La2, Qp = 3% e P = %. Usando as definicao de pg, a equacgao
(3.127) pode ser reescrita como

8rG Ak
H? = T(pMB + pg) + ot (3.127)

Sendo que a equagao para densidade do fluido NC pg com equagao de estado
p = (o — 3)ps pode ser obtida diretamente da equagao (3.29),

a 73(017%)73 a —3a—2
0 0
_ — 3.128
Ps p5<a0> P5<a0> ) ( )

onde o indice 0 indica o tempo atual.

Considerando que a densidade de matéria escura atual Qpyo ~ 0,25
(69, 70, 71, 72, 73, 74, 75] seja igual a Qg e O ~ 0, da equagao que define pg
determina-se [ diretamente

B = —87Gppno = —27Gp. ~ —3,77 x 1070572, (3.129)
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Ao se interpretar a corregao NC em (3.77) como o termo de matéria escura,
uma questao relevante que surge é a forma como essa interpretacao influencia
a idade atual do universo. Para buscar responder essa questao, primeiramente
a equacao (3.127) é reescrita da seguinte forma

e 3 2 ?
- ) () rcn(z) oo

8tGPp o G0 ’ SWG/)% 2 Qo ? 0 772 0rr2( @ ?
— =2 H — H;l — OV H QO H: —
3H: '\ a * 3H2 "\ a L ST T

3 2 2
= Hg[Q%B@) +Qg<%> +Qg<%> +Q§{}

Logo da equacao (3.115), tomando o fator de escala atual aq igual a um, tem-se

1

1 1
0
0 ¢ { + QY pa3 + Qa2 + Qa2 + Q%}

NI

Considerando os valores Qg =~ 0,05, Qg ~ 0,25, Qy = 0,7e¢ O = 0, a
integral (3.131) pode ser escrita como

1 2
ty = — o dz. (3.132)

H, 3
0 [0, 73 + 0,05 + 0, 254

A solugao de (3.132) obtida numericamente, ver Figura 3.9, é dada por

1 1,23
to = —1,23 ’

7 NI 16,7 bilhées de anos. (3.133)
0 )

Portanto, interpretar o termo de corre¢ao NC na equacao de Friedmann
corrigida (3.77) como matéria escura, isto é, 23 = Qpy fornece resultados
aceitaveis para a idade do universo, o qual passa a ser ligeiramente mais velho.
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An Approximation of the Integral of
f(x) = xA(1/2)/(.7*xA3+.5e-1+.25*X)A(1/2)
on the Interval [0, 1]

Using Simpson's Rule

Area: 1.232346053

Partitions: 5000

f(x)

Figura 3.9

3.6.1 Parametro desaceleragao ¢(z) nao-comutativo

O parametro desaceleracao escrito em fungao do redshift z exerce papel
fundamental em cosmologia, visto que ele pode ser indiretamente calculado
experimentalmente e sua andlise fornece importantes informacoes sobre os
pontos de transicao entre as fases de aceleracao para desaceleracao do
universo ou vice-versa. Usando os calculos realizados na se¢ao anterior, mais
precisamente as defini¢oes para as densidades 3, 2, Qurp, 2 € a equagao
(3.130), pode-se encontrar diretamente a equagao para o quadrado da derivada
temporal do fator de escala cdésmico,

2
a2 = H2a? {ng (%) + 0%+ Q) + 0% (%) } . (3.134)

A equagao (3.134) pode ser escrita em func¢ao do redshift usando a relagao
entre o redshift e o fator de escala cdsmico a(t). O redshift é definido como

Ao — e
== '€ 3.135
z N (3.135)

logo
)\0 a(to) Qo

1 = — = = —. 3.136

T2 Ae alte) a (3-136)

Além disso, a equagao (3.134) pode ser escrita como
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a* = Hyag | Qyp(1+2)° + {95 + Q1 +2)* + Q1 |,
ou
a* = HiagD(2)?, (3.137)
onde D(z)* = QY 5(1 + 2)* + {QF + Q}(1 + 2)* + QF . Da definicao (3.136),
pode-se isolar o fator de escala a(t) e sua derivada em relagdo a z pode ser
determinada diretamente

@__ ag __a(z)
dz (z+1)2  z+1

(3.138)

Substituindo o valor do fator de escala obtido em (3.137) na equagao (3.138),
obtém-se

do__(do_1 ) 1
dz dt HiD(z) ) z+ 1
Essa equacao implica que
d
d—’z — —D(2)(1 + 2)H,. (3.139)

Agora, usando a equagao (3.137) tem-se que

d . dadz dz d (dadz
dz d (da
dzd?a da d
= D 1 H—————|D 1 H
()0 +2)Ho g 7 dtdz( ()1 +2) 0)
dz d*a  da dD
= —-D 1 Hy—— — — | D(2)Hy + Hy(1 —
()1 +2)Ho g 73 dt( (2)Ho + Hof +z)dz)’
onde
Pa_d(da)__d( a
dz?2  dz\dz)  dz\z+1
1 da 2a
_ _da ol = 3.141
(z+1)2 {a dz<2jL )] (z+1)2 ( )
e

=

2

} (3.142)

dD d
- = E{ {99\43(1 +2° + {5+ NI +2)* + QR]
1

- D(z){3QMB(1+Z) +2(1+ 2){Q) + ) }

[N}
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Usando as equagoes (3.141) e (3.142), a equagao (3.140) pode ser reescrita
como

i(2) = —D(z)(1+2)Ho[ — D(2)(1+ 2)Ho] (Ziial)z

(3.143)

— HyD(z)a(z) (D(Z)Ho + Ho(1 + z)ﬁ{iﬂﬂ%ﬂl +2)2 +2(1+ 2){Q% + Qz}})

= D1 - S [0+ 2 20+ 70+ 0] |,

ou

00
“2n (1 4 2)8 4+ 0

. 3.144
1+z)3+{9%+92}(1+z)2+99\} ( )

i(z) = DQ(Z)HOQQ(Z){ S

Finalmente, de (3.144) o parametro desaceleracao com corregoes ndo-comutativas

a
pode ser escrito da seguinte maneira
e 1 3 0
—HE(1 4 2)° =
3L+ 2) — Oy (3.146)

9(2) = Q% 5(1+2)3 + {Q + QY (1 + 2)2 + QF

—3a—3 —3a—2 o i)

— 0 a _ 0 a 0o _ P _ T=Ps

onde pyp = PMB(%) » P = Pﬁ(%) ) Qg = N = 3m o
0

87Gp) ] ~ .
N5 = pl;{)B = # e os Qs satisfazem a equacao (3.126) ou, em particular,
c 0

a relacao

1=0%5+ 0 + Q)+ Q3. (3.147)

Agora, alguns casos particulares do parametro desaceleragao NC (3.146)
sao analisados a seguir:

i) considerando que Q) = 0 e, por consequéncia, Q) = (1 — QY5 — Q3), a
funcao desaceleragao NC ¢ dada por
P (1 4 z)3
q(z) = : :
QY p(1+2)2 +{Q% + (1 - QY5 — Q) H(1 + 2)?

q(z) = % (3.148)
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Entao, para Q} = 0, a funcao desaceleragao é positiva para todo z, o que
significa que o universo deveria se encontrar em expansao desacelerada, algo
que nao esta em acordo com os dados experimentais.

i) para ) = 0 e, logo, (1 —Q} — Qf) = QY , tem-se que
z) = _
1 (1= —Q0)(1+2)° + Q1+ 2)2 + O

(3.149)

Como o denominador da expressao acima é sempre positivo, ela implica que
1

20Q 3
Q(Z) >0sez> m

20 3
— 1, enquanto ¢q(z) <0se z < | =g | — L.
A5

Portanto, existe um redshift de transicao z;,

1
200 )5
s=——=] —1, (3.150)
(1_Qg_9g
tal que o sistema é acelerado para z < 2z e desacelerado para z > z.

Considerando que o redshift de transicao seja z; = 0, 78f8:g§ [77], da equagao

(3.150), Q% = 0,0527012, onde consideramos Q% = 0,7. Além disso, da
definicao de pg,

B = —81GpN% = —15,08 x 1072QY, (3.151)
tem-se diretamente que o parametro NC g = —0, 7841%:222 X 10736572,

Na secao anterior, mostrou-se que interpretar o termo de correcao NC que
aparece no lado direto da equagao de Friedmann corrigida (3.77) como o termo
de matéria escura faz com que a universo seja mais velho, mas com idade
aceitdvel. Entretanto, quando se considera novamente Q% = Q8,, = 0,25, o
redshift de transicao z; é dado por

W=

z :<ﬂ) —1=2,037 (3.152)
- -9 e '

onde foi usado Q% ~ 0,7, e Q) = 0. Esse valor obtido para z; em (3.152)
nao pertence ao intervalo de valores experimentais aceitos para o redshift de
transicao, pois esse valor muito alto para z; comprometeria a formagao de
estruturas. FEsse valor de z; nao aceitavel era esperado uma vez que nesse
caso Q% = 0,25 também nao pertence ao intervalo de valores aceitos para
a densidade do fluido NC, Q%. Portanto, se o termo de correcao NC for
responsavel por todo o termo de matéria escura, os valores obtidos para o
redshift de transicao z; sao discrepantes com os dados experimentais.

93



Contudo, a correcao NC pode ser interpretada como um fluido nao-usual,
que pode representar até 8% da matéria do universo. Além disso, esse fluido
poderia justificar até aproximadamente um terco da densidade de matéria
associada com a matéria escura, sem violar os dados da literatura aceitos para
o redshift de transigao z [77, 78].

3.7 Conclusao

No momento, um dos grandes desafios da fisica tedrica é como promover
unificacao de duas teorias que descrevem os fenomenos fisicos em ambientes
muitos distintos e que possuem conceitos ainda mais distintos. Primeiramente,
temos a mecanica quantica que governa o mundo microscopico e, em segundo
lugar, temos a relatividade geral que descreve o mundo macroscépico. Entre as
principais motivagoes para unificar essas teorias, até o momento desconectadas,
estd a tentativa de compreender a fisica do inicio do universo, a estrutura fisica
do buracos negros e como estes se formam.

Como sabemos teorias NCs possuem notavel interesse na escala de Planck.
Além disso, estudos em teorias de cordas, uma forte candidata para realizar
a unificacao dessas teorias que regem o mundo macroscopico e microscopico,
na presenca de um campo magnético mostraram a presenca natural de uma
algebra NC. Baseado nesses fatos tedricos acredita-se que investigar teorias
nao-comutativas pode ser um caminho adequado para auxiliar ou conduzir
a unificacao de tais teorias. O principal objetivo desse trabalho é seguir
essa proposta. Para tal, o formalismo variacional de Schutz e o Formalismo
Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC), descrito em detalhes
no primeiro capitulo da tese, foram usados para construir uma versao NC do
modelo cosmolégico de Friedmann-Robertson-Walker(FRW), para diferentes
tipos de fluidos perfeitos. No (FSINC) a nao-comutatividade introduzida
estd representada por um parametro NC arbitrario S, que pode assumir
valores positivos negativos ou nulos. Com isso, do super-hamiltoniano com
contribuicao NC do modelo de FRW, as novas equagoes que descrevem a
dinamica do universo, chamadas equacoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas,
foram assim determinadas e usadas para analisar detalhadamente a evolugao
do universo para diferentes escolhas da constante cosmoldgica e da curvatura
espacial, consideradas positivas, negativas ou nulas. Dessas andalises observou-
se que o efeito da nao-comutatividade na evolucao do universo depende
basicamente do parametro NC (. De fato, se o parametro NC  é um nimero
positivo, a nao-comutatividade dificulta o movimento de expansao e facilita o
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movimento de contracao do universo. Em algumas configuracoes do sistema
e para certos valores positivos de 3 o efeito da nao-comutatividade pode ser
suficiente para gerar pontos de retorno na evolucao do universo, que passa da
fase de expansao para a fase de contracao. Enquanto, para  negativo temos
o efeito completamente inverso, o universo de expande com mais facilidade
e contrai com maior dificuldade. Entretanto, a oposicao ao movimento de
contragao do universo exercida pela nao-comutatividade nao é suficiente para
evitar o colapso do universo quando o fator de escala cdésmico tende a zero,
a despeito de ser capaz de suprimir pontos de retorno para determinadas
configuracoes do sistema, o que equivale a coibir indiretamente a existéncia
de pontos de singularidade do fator de escala cdésmico. Esse efeito da nao-
comutatividade lembra muito um campo de forcas que pode ser atrativo ou
repulsivo dependendo do sinal do parametro NC. Além disso, as corregoes
NCs nas equacoes de Friedmann-Lemaitre podem ser associadas com um fluido
perfeito nao-usual, com equagao de estado P = (a— %) p. O qual se comportaria
como poeira num periodo de radiacao.

A correcao NC também pode ser associada com o efeito da constante
cosmoldgica e uma constante cosmologica generalizada dependente do fator de
escala césmico a(t), B, a e da antiga constante cosmol6gica pode ser construida.
Considerando que a correcao NC exercesse o efeito da constante cosmoldgica
e usando dados experimentais para a idade do universo, a ordem de grandeza
do parametro NC ( foi estimada. O valor obtido esta muito préximo a ordem
de grandeza da constante cosmolégica encontrada na literatura.

Das equagoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas a funcao desaceleragao
para o fator de escala cosmico pode ser determinada em funcao do redshift.
Dessa forma, usando os valores experimentais aceitos para o redshift de
transicao, o intervalo de valores para a densidade do fluido NC e para o
parametro NC foi determinado. Além disso, observou-se que o fluido NC
pode ser responsavel por até aproximadamente um terco da matéria escura do
universo sem violar os dados experimentais para o redshift de transicao z;.
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Capitulo 4

Conclusao Geral

Atualmente a investigacao de espacos nao-comutativos estd presente em
diversas areas da Fisica como, renormalizacao, gravidade quantica, matéria
condensada, teoria de cordas, etc. Isso justifica o interesse de se estudar
em detalhes como introduzir nao-comutatividade na descricao de alguns
sistemas fisicos de interesse em areas distintas da Fisica. A introducao de
nao-comutatividade baseado em estruturas simpléticas que levam em conta
a estrutura geométrica do espaco de forma explicita se mostra como uma
importante ferramenta para se obter descricoes lagrangianas e hamiltonianas
para diferentes sistemas fisicos. Mais precisamente, a capacidade de se
obter descrigoes nao-comutativas foi demonstrada inicialmente ao se aplicar
o Formalismo Simplético de Indugao de Nao-Comutatividade (FSINC) para
construir uma versao NC para o Modelo Sigma Nao-Linear (MSNL) O(3) e
outra para o Modelo de Skyrme SU(2).

A partir da construcao de uma estrutura simplética generalizada dentro de
um dado espago de fase arbitrario, foi possivel estudar mecanica classica dentro
de um espaco de fase particular com estrutura simplética consistente com a
algebra DFR modificada. Nesse espaco de fase NC foi possivel determinar uma
equacao analoga a segunda lei de Newton que preserva a simetria de rotacao.
Além disso, foi explorado a dinamica de um oscilador harmonico em trés e,
mais detalhadamente, em duas dimensoes espaciais, que mostrou interessantes
resultados como: as solucgoes da coordenadas posi¢ao dependem explicitamente
do momento linear do sistema, as condicoes de periodicidade e possibilidade
de quebra de periodicidade das solucoes dependem da relacao entre as
frequéncias de oscilagao do momento linear e da coordenada nao-comutativa do
sistema ©%, a nao-comutatividade induz uma pertubacao estdvel na dinamica
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do oscilador harmoénico bidimensional, que possui solugoes invariantes sob
rotacoes e necessariamente periddico se o oscilador passa pela origem. Ainda
por meio da aplicagao do (FSINC), construiu-se uma versao NC para o modelo
cosmoldgico de Friedmann-Robertson-Walker(FRW) apresentando as famosas
equacoes de Friedmann-Lemaitre com correcoes NCs associadas apenas com o
parametro NC (3, quando o sistema foi considerado de segunda ordem nas
velocidades. A dinamica do fator de escala césmico mostrou-se depende
diretamente do moédulo e do sinal de 3, para [ negativo a nao-comutatividade
facilita o movimento de expansao do universo enquanto para 3 positivo ocorre
o oposto. Para determinadas configuragoes do sistema essa influéncia no
movimento de expansao pode ser suficiente para ligar ou desligar o sistema
se o parametro NC ¢é positivo e negativo, respectivamente. Das correcoes NCs
presentes nas equagoes de Friedmann-Lemaitre a nao-comutatividade pode ser
interpretada como um fluido perfeito NC com equacao de estado diferente da
usual P =a'p = (o — %) p, que se comportaria como poeira num periodo de
radiagao. Esse fluido perfeito NC poderia ser responsavel por até 8, 2% da
densidade de matéria do universo ou um terco aproximadamente da matéria
escura do universo sem violar os dados da literatura para o redshift de transicao
%

Em trabalhos posteriores pretende-se interpretar os efeitos fisicos das
correcoes NC obtidas na descrigao lagrangiana do Modelo Sigma Nao-Linear
(MSNL) O(3) e do Modelo de Skyrme SU(2), aplicar o (FSINC) para outros
sistemas nao-lineares que apresentem solugoes topoldgicas, investigar quais os
efeitos da quebra de periodicidade para certas configuragoes de um oscilador
harmoénico NC e com quais situacoes fisicas conhecidas tais efeitos poderiam
ser associados, obter e analisar o super-hamiltoniano NC sem desprezar o
parametro NC 6, o que é equivalente a considerar um super-hamiltoniano com
derivadas de ordem superior nas velocidades; investigar em mais detalhes os
efeitos do fluido NC obtido na versao NC do modelo cosmoldgico de (FRW)
para periodos especificos do universo e, finalmente, analisar de forma quantica
o super-hamiltoniano NC encontrado para se obter quais sao os efeitos da
nao-comutatividade e compara-los com os efeitos ja obtidos de forma cléssica.
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Apeéendice A

Apeéendice

A.1 Construcao da matriz simplética do Mod-
elo Sigma Nao-Linear O(3) NC

A inversa da matriz simplética (1.55), cujas entradas sdo os parénteses de
Poisson entre as coordenadas, é dada por

%@5(3)(5 —7) @ -7 0 0
) “6O(F—7) O —7) 0 0
Lz 2
R 0 2000 — ) SE-g) |
0 0 oG —3)  —\O(@ — )

onde a notagio dy denota [[>_, 0; e O(F) = [[._, O(x:), isto é, o produto de
funcoes sinais.

Enquanto a matriz simplética f(y,2) definida como
A79 BED CGD D
109=| 173 Jg3 159 Mo A2
N(y,2) P(y.2) Q.2 R 72)
pode ser calculada diretamente da equacao
[ 5 En st e = ot - . (A3)
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Inicialmente, os elementos da primeira coluna da matriz simplética (A.2) sao
determinados das quatro equagoes que se seguem

/ (gaf5<f—z7>A<z7, 2 45 - PE, a)dw — S@-n (A4

S0:AE. )+ B@.2) = 8(F-2),

/(—5(:?—?7)14(5, ?) —~vO(Z — §)E(y, g))dfig I (A5)

[ (5ot - 1.2+ e - pNGa)#7 = 0 (a9
gafl(:?,g)+N(f,Z) _—

—

onde se usou que 9zy0(F—1¢) = 235(Z—17). A seguinte relagao pode ser escrita
(A8

substituindo a equacao (A.8) em (A.5),
1
A(Z.2) = — r—1 7 — 2) | d®y A.
(7,2) /7@(1: y)(l_mvé(y z)>dy (A.9)
2 P\ 7 =
A@,2) =~ — 7
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Ja, derivando a equacao (A.7) e usando a equagao (A.6), tem-se

a /A@ T — i, 2)d*j = N (7, 2) (A.10)
46>\N(f 7) = N(&, 2)
(48X —1)N(Z,2) = 0.

Por ultimo, supondo que (48X — 1) é diferente de zero e usando a equagao
(A.7), os elementos restantes da primeira coluna da matriz simplética sao
determinados

N(Z,2) = I(z,7) = 0. (A.11)

Analogamente ao caso da primeira coluna, os elementos da segunda coluna sao
determinados pela solucao do sistema formado pelas quatro equacoes dadas
por

/ <Eafc5(a? — 9By, 2) + 0(Z — ) F (7, z))d3gj: 0 (A.12)
[ (-sa-npGa—ew-praa)ti-ae -9 (1)

[ (Sosst - a5+ 86 - PG ) =0 (A.14)

Derivando a equacao (A.13) e somando com a equagao (A.12), obtém-se

F(@.5) - 50 [10@ - DFGAPT=50:0E-2)  (A10)
(1 - 4ay)F(Z, 2) = %afa(f — 7
o
F(z,2) T 26355(1‘ 7),
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onde (1 — 4avy) é diferente de zero. Comparando a equagao (A.16) com
a equagao (A.12) identifica-se diretamente a seguinte entrada da matriz
simplética

1

B(@.2) = 1 —day

o(x—2). (A.17)
Agora, derivando a equagao (A.15) e somando com a equagao (A.14), encontra-
se a seguinte relacao

(A.18)

Usando a suposi¢ao anteriormente realizada de que (48X — 1) é diferente de
zero, juntamente com a equagdo (A.15), os elementos restantes da segunda
coluna da matriz simplética sao obtidos diretamente

P(z,7) = J(7,2) = 0. (A.19)

De forma analoga as duas primeiras colunas, as quatro equagcoes que determi-
nam a terceira coluna sao:

/ (gafa@ _ 0.2 + 6(F - G, z))d%z: 0 (A.20)

%850(5, 2+ G, 2) =0,
/ ( L5F - DO, D) — 10 - PO, z))d3g= 0 (A.21)

/ (5 0:5(F — L. 5) +5(& - O, 5)) Pi=5E -7  (A22)

/ ( — (7 — 9Ly, 2) — \O(T — )Q(¥, g))dsg: 0 (A.23)



Derivando a equagao (A.21) e somando com a equacao (A.20), tem-se

(A.24)

Usando que (4aX — 1) é diferente de zero na equagao (A.21), pode-se escrever
G(Z,Z)=C(Z,Z)=0. (A.25)

Agora, a derivada da equagao (A.23) somada com a equagao (A.22) é dada por

7, 7) — _a /)\@ 7 — QY )d*y = 6(Z — 7) (A.26)
1-4&) (Z,7) = 0(% — %)
1
QT 2) = 1 _4&5(5—5)

Substituindo a equagao (A.27) na equagao (A.23), encontra-se

L(7,7) = — / A — ) 30 - (A.27)
A
L(#.5) = {3530 - 9.

Finalmente, o conjunto de equacoes que determinam a tltima coluna da matriz
simplética é dado por

[ (50w - 9.2+ 87 - G )7 =0 (a29)

/ (gafa@ _PMG.2) + 8 — DR 2>)d3g7 (A.30)
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Xy

— = o — — — = —
H(7,9) - 50 [ 107~ DH(G. D7 =0 (A.32)
0

(A.33)

Agora, derivando a equagao (A.31) e somando com a equacao (A.30), encontra-
se o seguinte resultado

R(Z,7) — g 0z / \O(Z — §)R(if, ) d%) = gaaa(f — 2 (A.34)
(1 - 4B\ R(Z, 2) = gaaa(f — 2
1
R(%,7) = - _4@\2&6(5— )

Da comparagao entre as equagoes (A.34) e (A.30), a dltima entrada da matriz
simplética é dada por

S oo 1 S o
M(x,z):—1_46)\5(x—z).

(A.35)

Portanto, a matriz simplética pode ser finalmente escrita da seguinte forma

—20F - —200(@F-7) 0 0
| 2G -7 $0x09(T-7) 0 0
=1 0 —2e(i—j) ~209-7) |
0 0 250(7 ) L0n00(F — )
(A.36)
onde ¥ =2 — 8al e [' =2 — 8B\ sao parametros nao-nulos.
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A.2 Calculo da matriz simplética da versao
NC do Modelo de Skyrme SU(2)

A inversa da matriz simplética da versao NC do Modelo de Skyrme SU(2)
¢é dada por

e 09 —a'a?  at 0

) ala’ — 69 drt —ad'nl -7l a
= g i 0 s | (A.37)

0 —a’ st 0
onde as entradas dessa matriz sao os parénteses de Poisson usuais entre as
coordenadas simpléticas & = (a’, 7, p,n), exceto pelo paréntese nao-trivial
entre as coordenadas de posigao dado por {a’,a’} = 0Y. Dessa forma, a

matriz simplética a ser determinada pode ser escrita na forma

Aj B Cin Dy
Ey, Fy, Gjp  H,
[1k le Mll Nll

Olk Plk‘ Qll Rll

Logo, a relagio 7%, = §; gera um conjunto de equagoes, que possui como
solucao os elementos da matriz simplética. Mais especificamente, sao quatro
equacoes para cada coluna da matriz simplética. Para a primeira coluna, o
conjunto de equacao a ser resolvido é dado por

S = (A.38)

07 Ay, + (07 — a'a? ) Ej + a' Ly, = 6}, (A.39)
(a'a’ — 67) Ay, + (7" — a'1?)Ej), — 'Ly + a'Oyy, = 0, (A.40)
—CLjAjk + WjEjk — 51101k = 0, (A41)
—a’ By + 0" 1y, = 0. (A.42)
Substituindo a equagao (A.42) nas equagoes (A.39) e (A.40), tem-se
QijAjk + (5” - aiaj)Ejk + aiajEjk = 5]2, (A43)
09 Ay, + Ep = 0p, (A.44)
(a'a’ — 67) Ay, + (7" — a'7?)Ej), — 7'a’ Bjj, + a’Oyy = 0, (A.45)

(a'a! — 5”)Ajk — ainEjk +a'Oy = 0.

104



Enquanto, da multiplicagao da equacao (A.41) por a’ & esquerda,
—aiajAjk + aiﬂjEjk — a0y = 0. (A.46)

Somando as equagoes (A.46) e (A.45) encontra-se que A, = 0. Levando esse
resultado na equacao (A.43) é imediato que Ej; = §;;. Substituindo o valor
de Ej; nas equacoes (A.41) e (A.42), obtém-se respectivamente Oy, = 7 €
[1l<: = ag.

De forma analoga, a segunda linha da matriz simplética pode ser determi-
nada das seguintes equagoes

0 Bj + (6 — a'a?)Fjy, + a' Ly = 0, (A.47)

(a'a’ — 67)Bjj, + (a7 — a'7?) Fj, — ' Lyg + ' Py, = 8}, (A.48)
—a! Bjy + 1 Fjp — 0" Py = 0, (A.49)

—a! Fjy, + 6" Ly, = 0. (A.50)

Substituindo a equacao (A.50) nas equagoes (A.47) e (A.48), tem-se, respecti-
vamente

Hiijk + (5” - aiaj)ij + aiaijk =, 0 (A51)
0" B, + Fy = 0,

(a'a’ — 8By, + (7" — a'n!)Fjy, — 7'a’ Fyy, + a' Py, = 0}, (A.52)
(a'a’ — 67)Bjj, + —a'n’ Fj, + a' Py = 0}

Multiplicando (A.49) por a’ a esquerda,
—aiaijk + ainij —a'o" Py, =0, (A.53)

e somando o resultado com a equacdo (A.52) encontra-se diretamente que
B, = —0,j. Levando esse resultado na equacao (A.51) obtém-se que Fjj, = 0.
Usando o valor de Fj;, e Bj; nas equagoes (A.49) e (A.49), as entradas
Ly, = ajﬁjk e P, = ap + ﬂjﬁjk sao obtidas.
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Analogamente, o conjunto de equacao que determina as entradas da terceira
coluna da matriz simplética é dado por

09C; + (69 — a'a’ )Gy + a' My = 0, (A.54)

(a'al — 5’7)le + (a?7* — aiﬂj)Gjl — 7'My 4+ a'Qu =0, (A.55)
—a’Cjy + Gy — 6 Q1 = 1, (A.56)

—a’Gjy + 6" My = 0. (A.57)

Dessa forma, substituindo a equagao (A.57) nas equagoes (A.54) e (A.55),
encontra-se, respectivamente,

eijle + (51] — aiaj)Gjl + aiajGﬂ == O, (A58)
07C; + G =0, (A.59)
('’ — 67)Cjy + (7" — a'n!)Gj — m'a? Gy + a'Qyy = 0, (A.60)

(a'a? — 67)Cj — a'm?! Gj1 + a’ Qi1 = 0.

A multiplicagao da equacao (A.56) por a' a esquerda fornece
—aiajle + ainGﬂ —a'$M"Qy = d, (A.61)

e somando esse resultado com a equagdo (A.60), obtém-se diretamente Cj; =
—a; e, consequentemente, da equagao (A.58), GY = 67a;. Agora, levando o
valor de G’! na equagao (A.57), encontra-se que My, = ajej-ai = 0, onde se usou
que a matriz 0% é antissimétrica na troca de seus indices. Por tltimo, levando
os valores de Gj1 e Cj1 na equagao (A.56), tem-se Q11 = —1 + a’a; + 760;;a,.
Enquanto, o conjunto de equacoes que possui como solucao as entradas da
ultima coluna da matriz simplética é dado por

GijDﬂ —+ (51] — aiaj)Hjl -+ aiNH = 0, (A62)
(aiaj — 5ij)Dj1 + (ajwi — aiwj)Hjl — 7TiN11 + aiRH = 0, (A63)
—a’Djy + 7 Hjy — 6" Ry = 0, (A.64)
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—ajHjl + 511N11 =1. (A65)
Substituindo a equagao (A.65) nas equagoes (A.62) e (A.63), encontra-se

Qiijl + (5” — aiaj)Hjl + a’(l + ajHjl) = O, (A66)
07Dy + H{ +a' =0, (A.67)

(aiaj — 5ij)Dj1 —+ (CLjﬂ'i — aiﬂ'j)Hjl — 7TZ(1 —+ CLjHjl) + CLiRll = O, <A68)
(a'al — 5ij)Dj1 - aiﬁjHjl — 71t 4+ a'Ry; = 0.

Multiplicando a equacao (A.64) por a® & esquerda,

—a'a’Djy + a'n’Hjy — a'Ryy =0, (A.69)
e somando o resultado com a equacao (A.68), obtém-se diretamente D;; = —;.
Levando D;; na equagao (A.66) pode-se escrever diretamente H; = —a’+6 ;.

Por fim, substituindo o valor de D;; e Hj; nas equages (A.64) e (A.65),
encontra-se

Rll = ajﬂ'j -+ Wj(—aj + 9;7'('2) = O, (A70)

Nyi=1+ aj(—aj — 9;71'@) (A?l)

Portanto, a matriz simplética do Modelo de Skyrme Nao-Comutativo pode ser
escrita como

L —aj —T;
_ | 9 b —0;;a’ —a; — O;m;
Ejk o ag Gijai 0 1— ajaj - ajH;.';ri (A72)

Tk CLk"—‘g]iﬁﬂ'i —1+ajaj+aj9;7ri 0
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Apendice B

Apeéendice

B.1 Calculo dos tensores A da Lagrangiana
de primeira ordem do Modelo de Skyrme

SU(2)

O sistema de equacao cuja solucao sao os tensores A presentes na
Lagrangiana de primeira ordem do Modelo de Skyrme SU(2) é dado por

0A,, — 0A,

B o O (B-1)
0A,,  0A,

S0 o Ok

0A,,  OA,,

o o O

01, 0dy _

da’ dp 4

04, 0h, _

da’ on A

9A, 0A, i

o op - nd

A, 0A, i

8—7T;.7— 677~ = —a; —O0im,
66—1?7—88—? = l—ajaj—ajﬁj-ﬂi.
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Suponha que o sistema de equagoes acima (B.1) admite a seguinte solugao

Ao = mi+pa; +nm+ fi, (B.2)
Az, = nai+ gi,

A, = Z,

A, = W.

n

Dessa forma, levando essas solugoes em (1.100), tem-se

ofr  Of;

Ofe _0f; _ B.
da?  Oak 0 (B.3)
ogv _ O _

ool Omk ’

99x _99; _

o omk M

oz _of,

dai  0p

ow o

dad  On

0Z 0dg; i

o op

8W 8gj . i

o0 oy oM

ow 07 . y

IV Y2 ud — 0

ap n a;a’ — a 9]7rZ

Antes de resolver o sistema de (B.3), os auto-espagos da matriz 67, com
1,7 = 1,2, 3,4 serao investigados. Para isso, a equacao de autovalores

det (eiﬂ’ — w‘ﬂ‘) = 0. (B.4)

precisa ser resolvida, onde #¥ é uma matriz antissimétrica real 4 x 4, dada por

0 B C D
B o I &
b= & 0 v | (B.5)

-D -G -V 0
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Resolvendo a equagao (B.4), tem-se

det (9“‘ = Aaij) - -\ { — N NGV 1)

(B.6)

— B|—-BN—-IVD+GCV —D)NG —-V?B — ACI}

+ C|=BIN - \VD=G?*C—-GID - BVG+ )\20]

- D —B[V—A2D+IGC—D[2+G>\B+VC)\},

2
M2 IQ+G2+V2+BQ+CQ+D2] +<(DI+BV)—GC) =0. (B.7)

Desse modo, o inico autovalor que uma matriz antissimétrica real 4 x 4 admite
é 0 auto valor zero. Para o caso de %, o autovalor zero existe se, e somente
se, GC = DI + BV. Para obter a dimensao do subespaco associado ao auto
valor zero, duas situacoes sao consideradas. A Primeira situacao, se refere ao

valor de V' nao-nulo, entao

0O B C D
-B 0 I G
-¢C -1 0 V
-D -G -V 0
ou
BY +CZ + DW
—BX +1Z+GW

CX-1IY+VW
-DX -GY -VZ

=N

o O O

o O O O

Dali, W:%XJréYeZ:—%X—%Y, em que usamos GC' = DI+ BV eV

nao-nulo. Enquanto para V' nulo, tem-se

0 B C D X

—-B 0 I G Y

-C —-I 0 V A

-D -G -V 0 w

Logo,

BY +CZ+DW =

—-BX+I1Z+GW =

cCX-1Y =

—-DX —-GY =
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Entao Y = —%, com G nao-nulo. Contudo, observa-se claramente que a

dimensao dos subespacos associados ao autovalor nulo da matriz ¥ com
GC = DI+ BV paraV # 0e V = 0 sao 2 e 3, respectivamente. Portanto,
para um espaco simplético &' = (a*, m;, p,n),i = 1,2,3,4, com GC = DI + BV
e V = 0 pode-se definir um hiperplano com dimensao n — 1 = 9 como

H={(d",...a",m,...7 p,n) € R 077, = 0}. (B.8)

E, dado um ponto qualquer a(a?, m;, p,n) € H e Ve > 0, existe uma vizinhanga
V de a € H tal que |¢*(B)| = |0"m;| < e VB € V,Vi=1,2,3,4. Em que,

¢; : RO =R (B.9)
(bZ(a’Zu Ty P, 77) = ezjﬂ-j'

Agora, o sistema (B.3) na vizinhanga V pode ser escrito como

% _ % _0 (B.10)
% _ % —0 (B.11)
% _ % — 0, (B.12)
% _ %’Z _ 0 (B.13)
% _ %—];; _0 (B.14)
% - %—gpj Sy (B.15)
% _ %—gnj _ 0 (B.16)
86—‘/;/ — g—i =1—a;d/ —d0m. (B.17)

Derivando a equagao (B.13) em relagao a n e a equagao (B.14) em relagao a p
e subtraindo os resultados, encontra-se

Ot (a_w - a—Z) ~0. (B.18)
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Comparando esse resultado com a equagao (B.17), a seguinte relacao é obtida

Oy (1 — a;a’ — aj(?;ﬁi) = 0. (B.19)

O vinculo esférico do sistema na auséncia de estruturas nao-comutativas
é dado por 1 — aja’ = 0. Dessa forma, a equacao (B.19) é satisfeita se
considerarmos

L<7Ti7p7 77) =1- (IjCLj o aje;"ﬂ-i = L<7Ti7/)7 77) =0. <B2O)

O qual pode ser visto como um vinculo esférico deformado associado com as
mudancas geométricas no espaco decorrentes da nao-comutatividade. Usando
o vinculo esférico deformado (B.20) o sistema de equagbes (B.10-B.19) pode
ser resolvido. De fato, das equagdes (B.12) e (B.15), tem-se que

1 . )
g = 5 jkﬂ-] + p@ikal, (B21)

onde Z foi considerado independente de 7.

(B.11), a seguinte relagao é obtida

Levando a equacao (B.21) em

1 . A
fi= Wkaaj (§Qlk7rl + p@ikal) = Wkaajpé’ika’ = pﬂkejk. (B.22)

Das equagoes (B.22) e (B.13), tem-se
7 = ajwkﬁajﬁikaiaj = ajﬂkﬁjk =(-1+ ajaj), (B.23)

onde usamos o vinculo esférico deformado. Por fim, das equagoes (B.14), (B.16)
e (B.17) conclui-se que W = 0. Portanto, a solu¢ao do sistema dada em (B.3)
pode ser reescrito da seguinte forma

A, = T+ pag +nmy + o1 6y (B.24)
1 ) )
Aﬂ’k = nag + §0jk7rj + p@ik(lz

A, = —1+ad
A, = 0.

E o sistema possui um vinculo esférico deformado dado por 1—a;a’ —a?6m; = 0.

112



Apéndice C

Apeéendice

C.1 Graficos das solucoes das equacgoes Friedmann-
Lemaitre corrigidas

As equagoes diferenciais para o fator de escala césmico a(t) descritas em
(3.77) e (3.78), chamadas equagoes de Friedmann-Lemaitre corrigidas, podem
ser reescritas como

1
2ia + >+ k — Aa® + 6(§ —a)a? + Caa ™t =0, (C.1)
a4+ Via) =0, (C.2)
com . 8 o
—_ __A2 Mo=3a _ ~ —3a-1 )
Via) =k 3 a—|—3a 3% : (C.3)

onde C' é uma constante positiva diretamente relacionada com a densidade,
a qual sera tomada igual 0,001; § é o parametro ndao-comutativo (NC) e A é
a constante cosmoldgica, ambos considerados da mesma ordem de grandeza.
Enquanto k£ é o termo que determina o sinal da curvatura espacial e a é o
fator proporcionalidade entre a pressao e a densidade de energia, tomado igual
a 0, %, %1, 1,—-1e _?2 Dessa forma, existem 27 possibilidades a se considerar
para cada valor de a. Além disso, nos graficos do potencial em funcao do fator
de escala césmico e do fator escala césmico em funcao do tempo as curvas em
vermelho, azul e verde correspondem a escolha de 3 igual 0,01, 0 e —0,01,
respectivamente. Importante frisar que as curvas em azul correspondem ao
caso do Modelo de Friedmann usual, sem correcoes nao-comutativas.
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C.1.1 Aproximagao nao-relativistica, poeira pura

Primeiramente, quando a matéria-energia do universo é descrita por um
fluido perfeito nao-relativistico sem pressao, que equivale a tomar « nulo na
equagao de estado P = ae, o potencial (C.3) em fungao do fator de escala
cosmico e a solugoes da equacao de Lemaitre corrigida (C.1) no tempo, com
as respectivas escolha de parametros, sao plotados nas figuras C.1 — C.2.

0‘.5 } 1,5 2 2.5

Lw

-0,005q

-0,0104

-0,015

-0,0204

-0,025

-0,0304

Figura C.1: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0 e
A =0,01.

0,54

Figura C.2: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0e A = 0,01.

Em que as condigoes iniciais escolhidas satisfazem (3.90), de forma que toda
solugao da equacao de Lemaitre corrigida (3.80) é também solucao da Equagao
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de Friedmann corrigida (3.79). Dado a liberdade do sinal da velocidade que
aparece em (3.90), considera-se que para um tempo pequeno da ordem de 0, 02
o universo esteja expandindo

a(0,02) = 0, 02. (C.4)

a(0,02) = (- V(a(0,02)))*. (C.5)

Desses graficos, observa-se que a nao-comutatividade diminui a velocidade de
expansao do universo quando o parametro NC § ¢é positivo. Enquanto para
[ negativo a nao-comutatividade faz um efeito inverso. Além disso, a solucao
para o fator de escala mostrada na figura C.2 estd em acordo com grafico do
potencial decorrente da equagao de Friedmann corrigida (C.2). Tendo em visto
o efeito da nao-comutatividade para [ positivo, observar-se que o aumento do
parametro NC pode levar o sistema a apresentar pontos de retorno, como
mostrado na figura C.3.

-0,005q

-0,010q

-0,015

-0,0204

Figura C.3: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0, A = 0,01
e 8=0,02.

Analogamente, para a escolha da constante cosmolégica A nula, os
graficos do potencial (C.3) e para a solugao numérica da equacao (C.1) sao
representados nas figuras C.4 — C.5.
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-0,005q

-0,0104

-0,015

-0,020-

Figura C.4: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0e A = 0.

Figura C.5: Fator de escala a em fun¢ao do tempo, para k =0e A = 0.

Desses graficos, nota-se que a nao-comutatividade atua de forma andloga
ao caso da constante cosmoldgica positiva. Entretanto, ainda para valores
de 8 da ordem de 0,01 o fator de escala ja apresenta um ponto de retorno.
O que estd em acordo com o efeito da constante cosmoldgica. Além disso,
observa-se que o efeito da nao-comutatividade pode ser suficiente para ligar
o sistema. Finalmente, para a constante cosmoldgica negativa, os graficos
do potencial e da solucao da equacao de Lemaitre corrigida sao mostrados
nas figuras C.6 — C.7. Estes graficos apresentam o mesmo efeito da nao-
comutatividade observado para outros valores da constante cosmologica.
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0,031

0,029

0,014

Figura C.6: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0 e
A =-0,01.

0,54

T T T 1
10 20 30 40
t

Figura C.7: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0e A = —0,01.

Agora, o universo esférico (k = 1) é tratado de forma completamente
andloga, ver figuras C8 — C14.
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0,99

0,984

0,9

0,96

0,94

0,93+

0,92+

o

Figura C.8: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1 e
A=0,01.

2,% 1074
|
|
|
|
|
1,5% 1079 ,
|
|
|
|
|
1,x 1074 @/
/
/
/
5,% 1004 /
/
/
0 . P \
50 100 150 200 250

Figura C.9: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =1e A =0,01.
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T T T 1
0,0015 0,0020 0,0025 0,0035

a

-0,5

14

Figura C.10: Potencial em funcao do fator de escala a,para k =1e A = 0.

0,05
0,04+
0,03
0,02
0,01

0r T T T 1
/ 0,00335 0,00340 0,00345 0,0035C

-0,014

Figura C.11: Potencial em fungao do fator de escala a, para k =1 e A = 0.
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0,00301

0,00251

0,00204

0,00151

0,00104

0,0005

0020 0022 0024 0026 0028 0030
t

Figura C.12: Fator de escala a em funcao do tempo, para k=1e A = 0.

0,81
0,61
0,41

0,2

T T T T T 1

0,005 0,010 0,015 0,020 0,025 0,030
a

-0,2

-0,41

-0,61

Figura C.13: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1 e

A = —0,01.
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0,00301

0,00251

0,00204

0,0015

0,00104

0,0005

0004 0006 0008 0010 0012

0.002
t

Figura C.14: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =1 e
A =-0,01.

Sendo que, para existir solugdo, considerou-se : @(0.02) = 18 quando A
positivo e a(0,02) = 0,0002 para A negativo e nulo. Desses graficos observa-se

o mesmo efeito da nao-comutatividade descrito anteriormente para o universo

plano.
Por tltimo, para o universo hiperbélico (k = —1), tem-se
OES % IISH : ZIS 3

-1,005

-1,015q

-1,0204

-1,025

-1,0304

Figura C.15: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e
A =0,01.
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Figura C.16: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1 e
A =0,01.
Figura C.17: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e
A=0.
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0,94

0,84

0,74

0,64

0,44

0,34

0,24

0,14

Figura C.18: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —-1e A = 0.

Finalmente, para a constante cosmoldgica negativa, ver figuras C.19 — C.20,
temos resultados analogos ao caso do universo plano, mas neste iltimo as in-
fluéncias da nao-comutatividade sao mais pronunciadas.

-0,985]

-0,9904

-0,995

-1,0004

1,005

-1,0104

-1,015

Figura C.19: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e
A =-0,01.
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Figura C.20: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1 e
A =-0,01.

Desses graficos, nota-se que para o universo hiperbdlico e com a constante
cosmoldgica nula o crescimento do fator de escala como tempo é aproximada-
mente linear para grandes valores do fator de escala, ver figuras C.17 — C.18.
Além disso, o valor do parametro NC é inversamente proporcional a inclinacao
da funcao que descreve a variacao fator de escala césmico com o tempo, o que
esta em acordo com efeito da nao-comutatividade ja descrito. Uma consid-
eracao em relacao ao caso hiperbdlico, diz respeito a maior pronuncia do efeito
da nao-comutatividade para a constante cosmoldgica negativa.

C.1.2 Gas ultra-relativistico, radiacao pura

Considerando a matéria do universo formada por um fluido perfeito
composto por um gas ultra-relativistico em que a relagao entre a pressao e
a densidade de energia ¢ dada por P = ée, que para nosso notacao equivale a
tomar « igual a %, os graficos do potencial (C.3) em funcao do fator de escala
e as solugoes da equacao (C.1) para o fator de escala em funcao do tempo, com

as respectivas escolhas de parametros, sao dadas pelas figuras que se seguem:
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Figura C.21: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0 e
A=0,01.
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Figura C.22: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =0e A = 0,01.
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Figura C.23: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,
A=0,0le5=0.02.
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Figura C.24: Potencial em fungao do fator de escala a, para k =0e A = 0.
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Figura C.25: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =0e A = 0.
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Figura C.26: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0 e

A = —0,01.
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Figura C.27: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =0 e
A =-0,01.
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Figura C.28: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1 e

A=0,01.
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Figura C.29: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =1e A =0,01.

T T T 1
0,0015 0,0020 0,0025 0,003
a

-0,5

Figura C.30: Potencial em fungao do fator de escala a, para k =1 e A = 0.
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Figura C.31: Fator de escala a em funcao do tempo, para k=1e A = 0.
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Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1 e

Figura C.32:
A =-0,01.

130



0,054

0,044

a 0,034

0,024

0,014

Figura C.33: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =1 e
A =-0,01.
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Figura C.34: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e

A=0,01.
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Figura C.35: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1 e
A =0,01.
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Figura C.36: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e
A=0.
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Figura C.38: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1 e

A = —0,01.
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Figura C.39: Fator de escala a em funcao do tempo, para k= —1 e
A =-0,01.

No caso do universo dominado pela radiacao observa-se que a nao-
comutatividade exerce um efeito semelhante ao caso do universo dominado por
poeira pura. De fato, para o universo plano e constante cosmoldgica positiva, o
aumento do parametro NC pode gerar pontos de retorno no sistema. Enquanto,
para o universo esférico, quando a constante cosmoldgica é nula a influéncia
da nao-comutatividade é bastante discreta. Sendo que para o universo esférico
foi usado as seguintes condicoes iniciais para que o sistema possuisse solugao:
a(0,02) = 18, a(0,02) = 0,0002 e a(0,02) = 0,00002 para A positivo, nulo e
negativo, respectivamente. Ainda para o universo esférico, quando a constante
cosmoldgica é nula a influéncia da nao-comutatividade é bastante discreta.

No caso da radiacao observa-se que o universo tem maior dificuldade para
expandir e estd mais ligado em relacao ao caso do universo dominado por
poeira, como era esperado. Além disso, importante ressaltar que todas as
solugoes da equagao de Lemaitre corrigida apresentadas para o caso da radiacao
estao em acordo com o gréfico do potencial (C.3) correspondente.

C.1.3 Cordas cosmicas, energia escura, matéria rigida e
paredes de dominio

Assim como nos casos do universo numa época dominada pela poeria ou
radiacao mostrados nas subsecoes anteriores, para matéria-energia do universo

formada por outros fluidos perfeitos com equacao de estado P = ae e o = —%,
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—1,lea= —%, que corresponde a um periodo regido pelas cordas cdsmicas,
energia escura, matéria rigida e paredes de dominio; o potencial (C.3) em
funcao do fator de escala coésmico e a solucoes da equacao de Lemaitre
corrigida (C.1) no tempo, com as respectivas escolhas de parametros, sao
plotados nas figuras C.40 — C.93. Em que se observa o mesmo efeito da
nao-comutatividade observado para o caso de poeira e radiagao.

-0,02

Figura C.40: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,

A=0,0lea=—1.
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Figura C.41: Fator de escala a em funcao do tempo, para k =0, A = 0,01
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ea=—3.
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Figura C.42: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0, A =0¢e
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Figura C.43: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0, A=0¢e
1

O[:—g.

0,01

os ] 15 2 2s 3

Figura C.44: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,

A=-0,0lea=—
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Figura C.45: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 0,

A=-0,0lea=—3.
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Figura C.46: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,

A=0,0lea=—;z.
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Figura C.47: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =1, A = 0,01
1

ea:—g.
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Figura C.48: Potencial em funcao do fator de escala a, para k=1, A=0¢e
1
o = -3
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Figura C.49: Fator de escala a em fungao do tempo, para k=1, A=0¢e
1

O[:—g.
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Figura C.50: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,

A=-0,0lea=—3.
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Figura C.51: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 1,

A=-0,0lea=—3.
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Figura C.52: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,

A=0,0lea=—;z.
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Figura C.53: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,
A=0,0leca=—3.
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Figura C.54: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = -1, A =0
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Figura C.55: Fator de escala a em fungao do tempo, para k = —1, A=0¢e
- _1
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Figura C.56: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,

A=—-0,0lea=—3.
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Figura C.57: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,
A=-0,0lea= —%.
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Figura C.58: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,
A=0,0lea=-1.

Figura C.59: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0, A = 0,01
ea=—1.

141



o

0,002

- 0,004

- 0,006

-0,008

-0,010+

0,012+

Figura C.60: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0, A =0¢e
a=—1.
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Figura C.61: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0, A =0¢e
a=—1.
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Figura C.62: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,
A=-0,0lea=—1.
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Figura C.63: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 0,
A=-0,0lea=-1.

Figura C.64: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,
A=0,0lea=-1.
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Figura C.65: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =1, A = 0,01
ea=—1.
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Figura C.66: Potencial em funcao do fator de escala a, para k=1, A=0¢e
a=—1.
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Figura C.67: Fator de escala a em fungao do tempo, para k=1, A=0¢e
a=—1.

Figura C.68: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,
A=-0,0lea=-1.
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Figura C.69: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 1,
A=-0,0lea=-1.

Figura C.70: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,
A=0,0lea=-1.
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Figura C.71: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,

A=0,0lea=—1.
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Figura C.72: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = -1, A =0
ea=—1.
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Figura C.73: Fator de escala a em fungao do tempo, para k = —1, A=0¢e
a=—1.
Figura C.74: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,

A=-0,0lea=-1.
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Figura C.75: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,
A=-0,0lea=-1.

Figura C.76: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,

A=0,0lea=—2
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Figura C.77: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0, A = 0,01
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Figura C.78: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =0, A =0¢e
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Figura C.79: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =0, A=0¢e
2
o = -3

Figura C.80: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = 0,
A=-0,0lea=-3
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Figura C.81: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 0,

A=—-0,0lea=-2
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Figura C.82: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,

A=0,0lea=—2
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Figura C.83: Fator de escala a em fungao do tempo, para k =1, A = 0,01
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Figura C.84: Potencial em funcao do fator de escala a, para k=1, A=0¢e
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Figura C.85: Fator de escala a em fungao do tempo, para k=1, A=0¢e
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Figura C.86: Potencial em funcao do fator de escala a, para k =1,
A=-0,0lea=-3
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Figura C.87: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = 1,

A=—-0,0lea=—3
Figura C.88: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,

A=0,0lea=—2
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Figura C.89: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,
A=0,0lea=-2
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Figura C.90: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = -1, A =0
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Figura C.91: Fator de escala a em fungao do tempo, para k = —1, A=0¢e
- _2
a=—3.
Figura C.92: Potencial em funcao do fator de escala a, para k = —1,

A=-0,0lea=-3
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Figura C.93: Fator de escala a em funcao do tempo, para k = —1,
A=-0,0lea= —%.

Sendo que para o universo esférico, com constante cosmolégica nula

e a = —1 foram adotadas as seguintes condi¢oes iniciais: a(0,0002) =
0,0002, a(0,002) = 40 e a(0,02) = 6,8, para (3 positivo, nulo e negativo,
respectivamente. Enquanto para a = —%, paredes de dominio, adotou-se a

a(0,02) = 0,02, exceto para o universo esférico. Neste caso, considerou-se para
a constante cosmologica positiva a(0,02) = 310, a(0,02) = 18 e a(0,02) = 14,
com [ positivo, nulo e negativo, respectivamente. Analogamente, para a
constante cosmoldgica nula adotou-se a(0,02) = 0,02, a(0,02) = 310 e
a(0,02) = 18, com f positivo, nulo e negativo, respectivamente. Por fim, para a
constante cosmoldgica negativa, considerou-se a(0,02) = 0,02, a(0,02) = 0,02
e a(0,02) = 335 para [ positivo, nulo e negativo, respectivamente. Todas
essas escolhas foram tais que os sistemas admitissem solucoes numeéricas reais.
Portanto, completamos a analise grafica das equacoes de Friedmann-Lemaitre
corrigidas. Este apéndice apoia analises do terceiro capitulo dessa tese e pode
ser usado para futuras analises.
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