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“Deus criou os numeros inteiros; todo o resto é trabalho do homem.”

(Leopold Kronecker)



RESUMO

O objetivo principal deste trabalho é contar a origem do nimero 7 aos alunos do ensino
médio, além de exibir alguns métodos de aproximacao e curiosidades envolvendo este ni-
mero irracional. A motivagdo para a escolha do tema baseou-se no histérico de dificuldades
e erros encontrados tantas vezes pelos discentes em sala de aula. Serao tratados métodos
de célculo desde Arquimedes até Ramanujan, passando pelas contribui¢oes de Viete,
Wallis, Gregory, Euler e Gauss, todos numa incessante busca pelo mais importante ntimero
irracional da matematica. Mostraremos também como a geometria plana e a trigonometria

contribuiram na descoberta e investigacao desse niimero, além de sua evolucao até os dias

de hoje.

Palavras-chave: Numero 7. Irracionalidade. Aproximacao. Trigonometria. Circulo.



ABSTRACT

This study aims to unveil to the high school students the origin of number 7, as well as to
show some approximation methods and curiosities involving this irrational number. The
theme choice was based on history of difficulties and errors found several times by students
in the classroom. Will be reviewed calculus methods from Archimedes to Ramanujan,
passing through Viete, Wallis, Gregory, Euler, and Gauss contributions, all of them on an
unceasing quest for the most important mathematics’ irrational number. We will show also
show show plane geometry and trigonometry contributed on discover and investigation of

this number, as well as its evolution until today.

Key-words: Number 7. Irrationality. Approximation. Trigonometry. Circle.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho é um resumo histérico da evolucao no ntimero 7, com linguagem
matematica acessivel a alunos e professores do Ensino Médio, tendo como principal objetivo
esclarecer conceitos e defini¢oes para os alunos e fornecer ferramentas aos professores que

sejam uteis nas aulas sobre os assuntos que envolvam 7.

A motivagao principal para escolha deste tema originou-se no histérico de constantes
dificuldades encontradas pelos alunos em questoes que envolvem nimeros irracionais, em
especial, o numero 7. Além deste, outro objetivo do trabalho é fazer com que o aluno de
Ensino Médio perceba a presenca do niimero 7 em situagoes reais, como sera exibido em

varios pontos do texto adiante.

No capitulo 2, teremos a definicdo de 7w, bem como uma primeira aproximacao.
No capitulo 3, falaremos da evolugao de 7 nos ultimos séculos. O capitulo 4 mostra o
método de aproximacao de Arquimedes, envolvendo poligonos inscritos na circunferéncia.
Na sequéncia, temos um capitulo explicitando duas construgoes geométricas aproximadas

para .

O capitulo 6 mostra um resultado curioso: m num contexto de probabilidade, o
problema das agulhas de Buffon. Os capitulos 7, 8, 9 e 10 utilizam geometria plana e
trigonometria a fim de mostrar a importancia de © em resolugoes de problemas. E no

capitulo 11, temos curiosidades envolvendo o niimero alvo deste trabalho.

1.1 O que é 77

Ao longo da trajetéria escolar matematica, todo aluno tem contato com o nimero
7, seja no calculo de areas e perimetros de regioes circulares, seja na geometria espacial
quando tratamos de figuras esféricas, conicas e cilindricas. Porém, este contato muitas
vezes ¢ feito de maneira superficial, visto que alguns professores de ensino fundamental e
médio apenas definem ou aproximam 7w, deixando de lado a sua importancia histérica na

evolucao da matematica.

Diante desta situacdo, para muitos a lembranca de 7 fica restrita a uma constante

irracional cujo valor aproximado é de 3,14.

O objetivo deste trabalho é mostrar ao leitor que tenha razoavel conhecimento
matematico a evolucao de 7 na histéria, algumas curiosidades envolvendo este niamero,

métodos de calculo e algumas de suas aplicagoes em diversas areas.
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1.2 Um pouco de historia antiga

O simbolo 7 é a 16% letra do alfabeto grego e desde o inicio do Século XVIII
representa o nimero alvo deste trabalho. Porém, muito antes disso, a ideia do nimero 7

ja era trabalhada pelos estudiosos em suas respectivas épocas, conforme Oliveira [7].

Os primeiros relatos sobre o nimero 7 datam da Idade Antiga, cerca de trés milénios
antes de Cristo, porém o primeiro calculo formal é registrado no papiro de Rhind (1650
a.C.). Neste papiro é possivel encontrar o seguinte enunciado, colocado aqui em linguagem

matematica atual:
“Um circulo de diametro d tem mesma drea que um quadrado de lado Sd”

Ainda que tal enunciado nao faga referéncia explicita ao niimero m, hoje sabemos
que a area de um circulo tem relacao direta com esse niimero e portanto, ainda que
de maneira indireta, m ja era tratado num contexto matematico antes de sua propria
formalizagao ou definicdo. Além disso, trazendo o enunciado para uma linguagem atual,
podemos verificar que tratava-se de uma aproximacao de areas muito precisa para a época,

fato constatado ao utilizarmos os conhecimentos atuais para escrever:

P 2 2 p
Area do circulo: w(;) = (261) = Area do quadrado

ou ainda:
2
Wdf = g;LdQ, o que nos leva ao resultado 7 = 285167 aproximadamente igual a

3,16049383..., valor cujo erro ¢ inferior a 1%, considerando a precisao do cédlculo nos dias

de hoje.
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2 A DEFINICAO DE =

Nao é perfeitamente preciso na histéria o momento em que percebeu-se pela primeira
vez a existéncia do ntimero 7; o que podemos dizer é que cerca de 3000 anos antes de
Cristo, os povos babildnicos e egipcios ja conjecturavam que em qualquer circunferéncia,
a razao entre seu perimetro e didmetro era constante e valia 3 e “pouco”. A ideia de

encontrar o valor exato desse “pouco” serd o guia deste trabalho.

Mesmo nao existindo a época uma simbologia para este misterioso nimero entre 3

e 4, utilizaremos a notacao matematica atual para definir

T=—=

D

em que C é o comprimento de uma circunferéncia qualquer e D o seu didmetro.

Repare que a igualdade acima permite escrever o comprimento C' de uma circunfe-

réncia de raio R, através da expressao C' = 27 R.

E interessante pensar que em épocas tao remotas, em que nao havia sistema métrico
padrao, algarismos para representar medidas e a prépria divisao ainda nao estava bem

formalizada, como foi possivel a concepcao da ideia de 77

Apesar de rudimentar, a ideia é bastante interessante: numa corda de comprimento
R prendem-se duas estacas, uma em cada extremidade. Uma estaca marca no solo um
ponto O enquanto a outra faz um giro completo em torno de O criando uma circunferéncia
de centro O e diametro AB = 2R.

Figura 1 — Circunferéncia de didmetro AB

Fonte: construcao do préprio autor

—

Considere os pontos C', D e E sobre a circunferéncia de modo que os arcos AC,
CD e DE tenham todos o comprimento 2R.
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Figura 2 — Arcos AC ) CD e DE de mesmo comprimento

C

D

Fonte: construcao do préprio autor

Tantos os babilonios quanto os egipcios perceberam que, numa volta completa na

circunferéncia cabiam trés arcos de comprimento 2R, totalizando 6 R, mais um arco EFA.

Conforme Beckman [1], ao verificar o comprimento do arco EA, era possivel
perceber que ele cabe mais que sete e menos que oito vezes no diametro, como vemos na

figura 3.

Figura 3 — Comprimento do arco E'A colocado diversas vezes sobre o didmetro

C

Fonte: construcao do préprio autor

Na figura, o comprimento do arco E'A foi colocado sobre AB varias vezes a fim de

concluir que:
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Como o arco FA ¢ a diferencga entre uma volta completa na circunferéncia e 6 R,

podemos escrever:

EA=2rR—6R = 2R(r — 3)

Logo
2R 2R
29 _ inkd
g < R(m —3) < -

ou ainda

1 1
— < —3< =
g ° T 7

3,125 <7 < 3,14285714..,

0 que ja representa uma aproximagcao para w, com uma casa decimal apés a virgula,

que é ™~ 3, 1.
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3 A EVOLUCAO DE 7 NA HISTORIA

Através dos séculos, o nimero 7 apareceu diversas vezes na histéria da matematica,
sempre na tentativa de se encontrarem as melhores aproximacoes. Nesta secao exibimos

um breve histérico destas tentativas.

3.1 Século XVI

A maior contribui¢ao para o calculo de 7 neste periodo foi do matematico francés
Francois Viete (1540 — 1603), aperfeicoando uma ideia dos gregos sobre poligonos inscritos
e circunscritos numa circunferéncia. Viete considerou um poligono de 393216 lados e

chegou a conclusao de que:

3,1415926535 < m < 3, 1415926537

Além disso, Viete descobriu que um produtério infinito envolvendo o ntimero 7:

2_\Fx ufx 11 1+1f
r |2 2 2V2 2 2\2 2V2

3.2 Século XVII

O maior avango no estudo sobre o niimero 7 ficou por conta do matematico alemao
Ludolph Van Ceulen (1540 — 1610), que foi o maior entusiata deste niimero na histéria.
Suas buscas por aproximacoes foram tao intensas que por vezes o nimero 7 é chamado de
nimero lundolphiano. No ano de sua morte, Van Ceulen chegou ao seu auge, calculando

corretamente as 35 primeiras casas decimais de 7.

Ainda neste século temos a contribuicao de John Wallis (1616 — 1703), professor

inglés e autor do livro Arithmetica infinitorium, em que ele exibe a igualdade:

7r_2><2 4x4 6x6 8x%8 2n X 2n

= X X X X +o0 X X oo
2 1x3 3x5 b5x7 7x9 (2n—1) x (2n+1)

Na igualdade acima, quanto maior o valor de n, melhor sera a aproximagao de .

Outra igualdade, desta vez uma série, descoberta neste periodo envolvendo 7 é
atribuida a James Gregory (1638 — 1675):

T, 1+1 1+1 1+
4 3 5 7 9 11

A desvantagem dessa série é que ela converge muito lentamente: para obter apenas 4 casas
decimais de 7, precisamos de mais de 1000 termos da série. Esta férmula ¢ mais adequada

para o calculo computacional do que humano.
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Porém, Gregory também chegou a um resultado mais geral:
2 2
arctg(vr) =0 — =+ ———=+--,-1 <z <1,
g(x) st E % <<

entao usando o seguinte fato

conclui-se que,

T ( 1 > y (1 1 L 1 1 . )
6 \V3 (3x3)  (5x3x3) (7Tx3x3x3)
a qual converge mais rapidamente, pois para se obter quatro casas decimais corretas

necessitamos apenas de nove termos da série.

3.3 Século XVIII

Em 1706, o matemético inglés William Jones (1675 — 1749), em seu livro Synopsis
palmariorum matheseos, usa pela primeira vez o simbolo 7 para representar a razao entre o
comprimento de uma circunferéncia e seu diametro. Contudo, a popularizacao do simbolo
veio apenas em 1748, quando o matematico suigo Leonhard Euler (1707 — 1783) também

utilizou o simbolo em seu livro Introductio in analysin infinitorium.
Euler desenvolveu véarios métodos para o calculo de 7, do qual destacamos:

P11 1 1
6 12 22 32 42
Também é de Euler a brilhante igualdade envolvendo os niimeros mais importantes da
matematica
€™ 4+1=0

Neste século ocorreu também outro importante fato: em 1761, Johann Lambert, matema-

tico suigo, demonstrou pela primeira vez que o nimero 7 ¢ irracional.

3.4 Século XIX

Os avancgos sobre o niimero 7 avangaram bastante neste periodo, comegando pela
grande mateméatico Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855) que, junto a seus assistente
Zacharias Dahse (1824 — 1861), chegou a férmula:

= oreal) oras(5) + orta(5)
4—ar092 arcg5 arcgg,

o que permitiu a chegar a duzentas casas decimais corretas do 7.

Em 1847, o também alemao Thomas Clausen (1801 — 1855) calculou 7 até a 2482
casa decimal, feito que foi aperfeigoado por William Shanks (1812 — 1882), que chegou a
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estender m com 707 casas decimais. Porém este calculo apresentava erro a partir da 5282

casa decimal, fato que s6 foi verificado em 1946, com uso de computadores.

Também neste século outro avanco foi a inédita prova de que o ntimero 7 nao é
raiz de nenhum polinémio de coeficientes inteiros, ou seja, 7 ¢ um numero transcendente.
A demonstracao foi feita em 1882, por Carl Louis Ferdinand Lindermann (1852 — 1939).

3.5 Século XX até os dias de hoje

Em 1914, o matemético indiano Srinivasa Ramanujan (1882 — 1920) estabeleceu
muitas férmulas para o calculo de 7, algumas inclusive muito trabalhosas que precisariam

do advento de computadores para serem utilizadas. Uma delas é:

1 W8 i (4n)! x (1103 + 26390n)
™ 9801 = (n!)4 x 3964n

Outra férmula também de Ramanujan, que serd citada neste trabalho é uma aproximacao
de m (até a oitava casa decimal) obtida através de geometria plana, conforme Posamentier

e Lehmann [9]. Maiores detalhes dessa aproximagao serdo vistos no capitulo 5.

y 192 2143\ 1
o= ()
i t 5 22

Em 1949, ja com ajuda de computadores, dois matematicos americanos, John Wrench Jr e

Levi Smith, ultrapassaram a barreira das mil casas decimais para 7.

Na segunda metade do século XX os computadores tomaram o lugar dos homens
nos calculos das casas decimais de w. Apesar de apresentar utilidade pratica restrita,
grupos de estudiosos tentam (e conseguem) até hoje estender 7 em um nimero assustador

de casas decimais, como vemos a seguir:



Tabela 1 — Evolucao de expansao de w

Numero de casas

Calculado por Data .
decimais corretas
Babilonios/ | o050, ¢ 1
egipcios
Arquimedes 250 a.C. 3
Liu Hui 263 5
Tsu Ch'ung Chi 480 7
Al-Kashi 1430 12
Van Ceulen 1596 20
Machin 1706 100
Strassnitzky / 1844 900
Dase
Rutherford 1853 440
Genuys 1958 10000
Chudnovskys 1989 4,8 x 103
Ed Karrels 2013 8 x 10%°

Fonte: Posamentier e Lehmann [9]

21
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4 O METODO DE ARQUIMEDES

Este método é um processo pratico desenvolvido por Arquimedes de Siracusa (287
a.C. - 212 a.C.), utilizando inscrigao de poligonos regulares numa circunferéncia que

permitiu obter uma aproximacao para m com trés casas decimais apds a virgula.

Para introduzir a ideia de Arquimedes, perceba que, em um poligono regular inscrito
numa circunferéncia, quanto maior o nimero de lados do poligono, mais seu perimetro

aproxima-se do perimetro da circunferéncia, de acordo com Eves [5].

Intuitivamente vemos esta ideia nas figuras abaixo:

Figura 4 — Tridngulo equildtero inscrito numa circunferéncia

Fonte: construcao do préprio autor

Figura 5 — Quadrado inscrito numa circunferéncia

Fonte: construcao do préprio autor
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Figura 6 — Pentagono regular inscrito numa circunferéncia

Fonte: construcao do préprio autor

Figura 7 — Hexdgono regular inscrito numa circunferéncia

Fonte: construcao do préprio autor

Retomando a ideia de m como razao entre comprimento da circunferéncia e seu
diametro, faremos todos os calculos nesta se¢ao utilizando o didmetro da circunferéncia
circunscrita aos poligonos igual a uma unidade de medida, o que nos leva a conclusao de

que o comprimento da referida circunferéncia serd igual a 7 unidades.

Considere um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia de didmetro
unitario. Na figura a seguir, BC' = 2a é um dos lados do referido poligono e D o ponto

médio deste lado.

Apesar de ainda nao formalizada na época, a ideia do seno de um angulo ja era
conhecida neste tempo como razao entre dois lados de um tridngulo retdngulo. Através

dessa ideia, podemos escrever:
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Figura 8 — Ideia de Arquimedes

s
\/

Fonte: construcao do proprio autor

~ 360°  180°
CO = = — = —
2n n
180° _
Portanto sena = sen—— = ? =2a = BC
n =
2

Dai o perimetro do poligono sera:
(ntimero de lados do poligono) x (medida de um lado) = n x BC

Ou seja,
180°

n

(2p)n = n(2a) = nsen

Limitado por suas ferramentas de calculo, que eram simplesmente tabelas construi-
das através de experimentos, Arquimedes efetuou seus calculos até n = 100 aproximada-

mente, conforme Boyer [2], encontrando:

o

180
(2p)100 = 100 T 3,1410759. ..

Conforme ja citado anteriormente, quando o nimero n de lados cresce, o perimetro

do poligono tende a ser o perimetro da circunferéncia, w. Veja na tabela:



Tabela 2 — Processo de Arquimedes para calculo de 7

Perimetro do poligono de n lados, inscrito

" numa circunferéncia de raio 0,5
3 2,598076211
4 2,828427125
5 2,938926261
6 3,000000000
12 3,105828541
24 3,132628613
36 3,137606739
72 3,140595890
120 3,141233797
250 3,141509971
1000 3,141587486
10000 3,141592602

Fonte: construcao do préprio autor

25
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5 CONSTRUCOES GEOMETRICAS APROXIMADAS PARA 7

Como o publico alvo deste trabalho sdo os professores e alunos do ensino médio,
trataremos de maneira bastante sucinta dos conceitos de irracionalidade e transcendéncia
do niimero 7w. O leitor mais interessado e com conhecimento adequado pode procurar
outras dissertagbes do PROFMAT, como em Vieira [11] e Dantas [4] que tratam deste

assunto de maneira mais detalhada.

Ainda no ensino fundamental, o aluno tem contato com os conjuntos numéricos: N
(naturais), Z (inteiros) e Q (racionais). O nimero 7 nao pertence a nenhum destes trés

conjuntos, pois nao pode ser escrito como razao entre dois nimero inteiros.

J& no ensino médio, surgem os assuntos de polindémios e equagoes polinomiais. Aqui
destacamos que o nimero 7 nao é raiz de nenhum polinémio de coeficientes inteiros, sendo

por este motivos, classificado como niimero transcendente (ou nao algébrico).

Como consequéncia do fato de ser transcendente, pode-se afirmar que o niimero 7

nao ¢é construtivel, ou seja, nao pode ser construido utilizando-se apenas régua e compasso.

Faremos entao, a seguir, duas construgoes geométricas aproximadas para o nimero
7, que de acordo com Posamentier e Lehmann [9], ambas foram publicadas originalmente

por Srinivasa Ramanujan em 1914 em “Modular Equations and Approximations to 7.”

Construcao 1

Figura 9 — Inicio da construcao geométrica 1

p

Fonte: construcao do préprio autor

1. Considere uma circunferéncia de centro O com um didmetro AB = 2R

2. Divida o raio AO ao meio, encontrando o ponto M, tal que tenhamos AM = MO = ];
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3. Divida o raio OB em trés partes congruentes encontrando o ponto 7', tal que

9R R
or—-"eprp_2t
3 ° 3

4. Trace por T uma perpendicular a OB, encontrando o ponto P na circunferéncia.

Utilizando uma relagdo métrica no triangulo retangulo AP B, temos:

(PT)? = AT.TB
5R R 5R
33 9
RV
T3

(PT)* =

PT

Figura 10 — Evolugdo da construcao geométrica 1

Fonte: construcao do proprio autor

5. Trace uma corda B congruente a PT

Entdo BQ = Lﬁ

3

O tridngulo AQB ¢ retdngulo em @, portanto

(AB)? = (BQY + (AQP
AR? = 5§ +(AQ)?

36R? = 5R* + 9(AQ)?
RV/31

9(AQ)? = 31R? = AQ = 2

6. Trace os segmentos TF e OS, ambos paralelos ao segmento B(). Pelo teorema de

Tales, teremos:
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AS AF  AQ
AO AT AB

AS AP B RyST 1 VAT

, ou ainda

R £ 2R 3 2R 6
Portanto A9 = RV31 e RS = Ri\/ﬁ
6 9
7. Trace a corda AD, congruente a AS
Entao ApD = R\gﬁ

8. Trace um segmento de reta AC' tangente ao circulo, congruente ao segmento F'S.

Logo AC = R\gﬁ

Figura 11 — Evolugdo da construcdo geométrica 1

L

Fonte: construcao do préprio autor

9. Ligue C'a D, BaCeBalD. O triangulo ADB ¢ retangulo em D

Entdo (AB)? = (AD)% + (PD)?
AR? = 3;?2 + (BD)?
144R* = 31R* + 36(BD)?
113R? = 36(BD)?
RV113
6

BD =

O triangulo AC'B é retangulo em A. Entao (BC)? = (AC)? + (AB)?

31R?
2 — 4.R2
81 +

(BC)
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o, 31R® 4 324R?

(BC) 51
»  355R?
(BO)” = 81
BC— RV/355
9

Figura 12 — Construgao 1 finalizada

Fonte: construcao do proprio autor

10. Marque sobre BD o ponto E, tal que

BE:BM:?

11. Marque sobre BC' o ponto X tal que o segmento C'D seja paralelo ao segmento EX

12. Pelo teorema de Tales novamente temos

BX BE
BC  BD
BX 3R

2

RV355  RV113
9 6

355
BX = —
h 113
5 355 . L L
Logo, (BX)* = R* e portanto a area do quadrado de lado BX é muito préxima

113
a area do circulo de raio R. O erro é inferior a 107%, como veremos a seguir:

Sendo :1))?2 = 3,141592920353982... e m = 3,141592653589793... temos:

iﬁg — = 0,000000266764189..., 0 que nos da: i’?g — 7 <1075
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Construcao 2

Figura 13 — Inicio da construgdo geométrica 2

D

Fonte: construcao do préprio autor

1. Construa uma circunferéncia de centro O e didmetro AB = 2R

2. Marque sobre a circunferéncia o ponto C', de modo que o tridngulo ACB seja
retangulo e issceles de base AB, de forma que AC = BC = Rv/?2.

2R

3. Divida o raio AO em trés partes congruentes para obter AT = ? e TO = ER

Figura 14 — Evolucdo da construgdo geométrica 2

=

— s

O Q
oS}

Fonte: construcao do préprio autor

4. Sobre o segmento C'B, marque os pontos M e N, tais que CM = MN = AT = ?
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5. Considere o triangulo AC'M retangulo em C, entao:

(AM)? = (CM)* + (AC)?

2 2 1 2 1 2
(AM)2:R—+2R2:R +98R = 99R
AM—L\/E

3

O tridngulo ACN é retdngulo em C. Entao:

(AN)? = (CN)? + (AC)?

2 2 2 2
AR e ARPS1SR  22R
9 9
_ RV22

3

(AN)? =
AN
6. Marque sobre o segmento AN o ponto P, tal que AM = AP.

= ap - B

Figura 15 — Evolugdo da construgao geométrica 2

C

R

A B

Fonte: construcao do proéprio autor

7. Trace o segmento PQ) paralelo ao segmento M N com @ em AM
8. Considere o segmento O

9. Trace o segmento TF paralelo ao segmento O com F em AQ)

Trace o segmento AS tangente a circunferéncia, com AS = AF

Pelo teorema de Tales, temos:



Figura 16 — Construgao 2 finalizada

H

Fonte: construcao do proprio autor

;
l

w2
e

AQ_AP:>AQ_R\§E:>AQR@_19R2 40 - 19
AM AN 7 B9  RVB 3.9 3v22

AF AT AF_§:>AF_19R
AQ A0 T EETR - 9v22

3v/22

10. O triangulo AOS é retdngulo em A. Entao:

(08)* = (AO)* + (AS)?
361R?  2143R?

2 2 _
(08)" = R+ 1782 1782
05 — R\/2143

C9v22

11. Faca a medida geométrica g entre OB e OS

J

143

/ 2
O ntmero 4

para 7 com erro inferior a 0,0000001%.
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é aproximadamente 3,141592652582646..., que é uma aproximacao
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Portanto, tomando AT = B como unidade de medida, a média geométrica de g encontrada

serd aproximadamente igual a 7.
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6 m EM PROBABILIDADE

Apresentaremos aqui uma apari¢cdo do nimero 7 num contexto surpreendente:
num resultado de probabilidade. E a experiéncia chamada de “Agulhas de Buffon” em
referéncia ao naturalista francés Georges Louis Leclerc, conde de Buffon, que viveu na
Franca no Século XVIII.

Tal experiéncia ganhou notoriedade no meio matematico quando Pierre Simon
Laplace (1749 — 1827) publicou a obra “Théorie analytique des probabilities”, que contém

a experiéncia.

O problema tem o seguinte enunciado: varias retas paralelas estdo contidas numa
regidao plana e separadas por uma distancia fixa [ entre duas linhas consecutivas, como

mostra a figura:

Figura 17 — Regido de lancamento das agulhas

l

Fonte: construcao do préprio autor

Ao lancgar agulhas de comprimento [ sobre esta regiao, vamos calcular a proba-
bilidade de que uma delas caia sobre uma das linhas marcadas. O resultado que sera

encontrado envolve o nimero 7.

Para o calculo, chamaremos de M o centro da agulha representada pelo segmento

AB na figura e x a distancia de M até a linha mais proxima.

Figura 18 — Agulha de comprimento AB na regido de lancamento

Fonte: construcao do proéoprio autor

Considere também # o menor dngulo formado entre a agulha (ou seu prolongamento)

e uma das linhas.
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E facil observar que (0 < z < ; e 0<0< g

Observe o tridangulo M AC', retangulo em C'.

Figura 19 — Tridngulo M AC' utilizado nos cédlculos

A

Zsenﬁ

[y —C

Fonte: construcao do préprio autor

A hipotenusa AM mede é e o cateto AC ;sene.

E possivel verificar que a agulha cruzara uma das linhas se e se somente se

< —senf.
xr 286”

Graficamente, temos:

Figura 20 — Grafico de z = ésen&

0 s 0
2

Fonte: construcao do préprio autor

A probabilidade procurada P é razao entre a area abaixo do grafico da funcao

T
x = §sen9 entre 0 e 7 e a area do retangulo de base 5 € altura é Em outras palavras:
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T
—cos— + cos0
p=—2

M‘—\-]‘H
3o

T
2

A ideia de Buffon pode ser entao traduzida: se lancarmos uma quantidade u de

agulhas sobre a regidao havera v delas sobre alguma linha. Podemos escrever entao:

Q

SRS
3|

0 que nos permite afirmar que

resultado que sera tao mais preciso quanto maior for a quantidade de langamentos.

A tabela a seguir mostra uma aproximacao para 7 ap6s um nimero u de agulhas
lancadas num teste feito por computador:



Tabela 3 — Teste pratico agulhas de Buffon

u 27u

500 | 3.2154341
1000 | 3,2414911
1500 | 3,1645569
2000 | 3,1620553
2500 | 3,1407035
3000 | 3,1430063
3500 | 3,142183%
1000 | 3.1435557
1500 | 3.1446541
5000 | 3,1401656
5500 | 3,1217482
6000 | 3,1217482
6500 | 3,1175060
7000 | 3.1354983
7500 | 3.1453135
3000 | 3,1452722
8500 | 3,1493145
9000 | 3,144104%
9500 | 3,1384200
10000 | 3,1392246
10500 | 3,1493701
11000 | 3,1527658
11500 | 3,1485284
12000 | 3,1417725

Fonte: construcao do préprio autor
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7 ATIVIDADES DE APROXIMACAO PARA 7 PARA ALUNOS DO EN-
SINO MEDIO

Neste capitulo serao propostas duas atividades de geometria plana que poderao ser
desenvolvidas em sala de aula com estudantes do Ensino Médio. Como ponto de partida e
ja tratado no capitulo 4, sabemos que em poligonos regulares inscritos em circunferéncias,
quando o ntmero de lados do poligono cresce, seu perimetro vai se aproximando do

perimetro da circunferéncia (atividade 1).

Intuitivamente podemos estender essa ideia para poligonos regulares circunscritos
a circunferéncia, como na atividade 2. Aqui também é possivel que seja mencionado o
conceito de limite: quando o ntimero de lados do poligono regular inscrito (ou circunscrito)
a uma circunferéncia tende ao infinito, o perimetro deste poligono tende a se igualar ao

perimetro da circunferéncia que inscreve (ou circunscreve) tal poligono.

7.1 Atividade 1 (poligono regular inscrito numa circunferéncia)

Considere um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia de raio

unitario (isso é apenas para facilitar as contas, poderfamos tomar um raio R genérico).

Figura 21 — Circunferéncia de raio 1 onde sera inscrito o poligono regular de lado AB = S,

A

B

Fonte: construcao do proprio autor

Seja o segmento AB = S, a medida de um lado qualquer deste poligono. Para
encontrarmos a medida de Sy, (lado do poligono regular de 2n lados inscrito na mesma
circunferéncia), devemos tragar a mediatriz do lado AB a fim de encontrar os pontos P e

(@ que serdo extremidades de um didmetro, de forma que PQ =2, AB =S5, e AP = 5,,.

Chamemos de D o ponto de intersecc¢ao entre os segmentos AB e P(Q), criando

um segmento PD que serd chamado de m.
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Vamos destacar os triangulos ADO e AP(), ambos retangulos, em que O é o centro

da circunferéncia.

Figura 22 — Evolugao da figura 21

A
P = Q

B

Fonte: construcao do préprio autor

Pelo AADO, podemos escrever: AO* = DO? + AD?, ou ainda:
2
1> =(1-m)*+ (i”) (7.1)
Pelo AAPQ), escrevemos AP? = PD x PQ, ou

(Sgn)? =m x 2 (7.2)

Desenvolvendo a equagao 7.1, teremos:

1:1—2m+m2+<

0=m?—2m+ (<SZ)2>

0 =4m?* — 8m + (S,)>.

Esta é uma equacao do 22 grau que sera resolvida na varidavel m, pela formula de

Baskara. Entao:

A=64—4x4x(S,)*=064—16(5,)°
A =16[4 — (S,)?]

Portanto:

8i4\/4—

F

Ny
|
§Q
N—

no

m =

1\9‘30)
N———
[N}
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Importante observar aqui que m < 1, pois o raio da circunferéncia é unitario.

Logo, temos:

2
Como em 7.2, temos ym = (522”)
Vamos escrever:
2 2

O que nos permite relacionar a medida do lado do poligono regular de n lados com
a medida do lado do poligono regular de 2n lados, ambos inscritos na mesma circunferéncia

de raio unitério.

Como a atividade é voltada para aplicacdo em sala de aula, pecamos aos alunos
que calculem inicialmente Sy e Sg.

O caso n = 4 é o quadrado inscrito numa circunferéncia de raio 1. Entao:

Figura 23 — Quadrado inscrito em uma circunferéncia de raio unitério

Fonte: construcao do préprio autor

Veja que o didmetro da circunferéncia conicide com a diagonal do quadrado. Logo
S41V/2 = 2 e portanto Sy = V2.

Utilizando Sy = v/2 na expressao 7.3 teremos:

5o i (Y

2 2
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Desenvolvendo, temos:

(58)2:1_ 1
2 2

(Ss)> _2-v2
2 2

—~
nn
=
(=2}
S~—

[\
N}

|
E

N}
—~
n
iy
D
~—
V)
N}
+ H~
=

[\
W

—~
N
[
o
~—
S
N}
[}
Do |+
©

8
o
Il
) N}
|
[}
_|_
S

Vejamos agora o caso n = 6:

Figura 24 — Hexdagono regular inscrito em uma circunferéncia de raio unitario

Fonte: construcao do préprio autor

Neste caso, ¢é facil ver que Sg = 1. Vamos calcular Ss.

2
CIE Y .
2 4
(50 _2 V3
2 2 2
S =123



42

Vamos agora calcular Soy:

9 2
Soy=\2—-V2+V3

Apods estes calculos, vamos montar uma tabela com ajuda de uma calculadora e

analisar os resultados. Na tabela, (2p),, é o perimetro do poligono regular de n lados:

Tabela 4 — Aproximagcao de 7 por poligonos inscritos numa circunferéncia

n Sy (2p)n,
4 V2 5,6560...
6 6

I
8 V2-vZ 61229,
12 | 2-v3  |62117.

16 ¢2—\/2+\/§ 6,2429...
24 ¢2—\/2+\/§ 6,2653...

32 0,1960 6,2731...
48 0,1308... 6,2787...
64 0,0981... 6,2807...
96 0,0654... 6,2821...
128 0,0491... 6,2826...
192 0,0327... 6,2829...
256 0,0245... 6,2830...
384 0,0164... 6,2831...
012 0,0123... 6,2831...
768 0,0082... 6,2832...
1024 0,0061... 6,2832...

Fonte: construcao do préprio autor

Fazendo n crescer encontra-se a aproximacao:
(2p), = 2w =~ 6,2832...

ja que o perimetro do poligono inscrito tende a ser igual ao perimetro da circunferéncia.
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7.2 Atividade 2 (poligono regular circunscrito numa circunferéncia)

De maneira analoga aos poligonos inscritos, iremos considerar agora poligonos
regulares, de n lados, cada um medindo 5, circunscritos a uma circunferéncia de raio
unitario. Tomando o nuimero n suficientemente grande, teremos que o perimetro do

poligono é aproximamente igual ao perimetro da circunferéncia.

Considere um poligono regular ABC'D ..., de n lados, circunscrito a uma circunfe-

réncia de centro O e raio unitério, como na figura.

Figura 25 — Poligono ABCD ... circunscrito a circunferéncia de raio unitario

P e

Fonte: construcao do préprio autor

Inicialmente, vamos criar um segmento B P, perpendicular ao lado BC', de modo

que BP = OB = x. Temos entao o triangulo isésceles OBP, de base OP.

Seja M o ponto médio de BC'. O triangulo OBM ¢é retangulo em M. Logo:

OB? = OM? + BM?

2
ou seja: x? =12+ <‘S;”>

Bntao , _ [4+(S)? _ A+ (S0

4 2
Considere também os pontos T' e N de modo que T'N = S5, o ponto K médio de

TN e o ponto F', tal que BM F' P seja um retangulo.

Veja que os triangulos OPF e OK N sao semelhantes. Entao:

OF PF
OK KN



Figura 26 — Construgdo geométrica no poligono circunscrito

Fonte: construcao do préprio autor

Desenvolvendo a igualdade 7.4, temos:

OM+MF % I

1 _Sign x_SZn

2
E como . _ 4+(S”),temos

2
4+ (S5,)?
T il COA ')
2 Son

como relacao entre S, e Sa,.
Para n = 4 temos: Sy = 2, pois o raio é unitario.

Figura 27 — Quadrado circunscrito a uma circunferéncia de raio unitéario

Fonte: construcao do préprio autor
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A partir de Sy = 2, faremos um processo iterativo, utilizando 7.5, para obter:

Tabela 5 — Aproximagao de m por poligonos circunscritos numa circunferéncia

n Sh (2p)n
4 2 8

8 108284, | 6.6274...
16 | 0,3978... | 6,3652...
32 | 0,1970... | 6,3034...
64 | 0,0983... | 6,2882...
128 | 0,0491... | 6,2844...
256 | 0,0246... | 6,2835...
512 | 0,0123... | 6,2832...

Fonte: construcao do proprio autor

Assim como na atividade 1, o perimetro do poligono tende a ser igual a 27 quando

seu numero de lados cresce.
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8 7 COMO ELEMENTO DA TRIGONOMETRIA

Desde o inicio deste trabalho nosso objetivo foi desmistificar para alunos do Ensino
Médio os conceitos do niimero 7. Para isso foram exibidos métodos de calculo, aproximagoes

e principalmente a definicao deste nimero irracional.

Porém, no Ensino Médio, quando trabalha-se com trigonometria, um novo problema
surge: a perigosa ideia de associar o nimero 7 ao nimero 180, como se eles fossem iguais.
J& mostramos neste trabalho que m < 4 e nao faz sentido algum pensé-lo como 180.
Trata-se na verdade de uma conversao de unidades de angulos, que sera explicitada a

seguir.

8.1 Definicao de grau e de radiano
o\ 4 - A 1
Um grau (1°) é o dngulo que corresponde a 360 de uma volta completa numa
circunferéncia.
Um radiano (1 rad) é o angulo cujo comprimento do arco na circunferéncia corres-

pondente é igual ao raio da propria circunferéncia. Veja as figuras a seguir:

Figura 28 — Angulo de medida 1° Figura 29 — Angulo de medida 1 rad

Fonte: construcao do préprio autor Fonte: construgao do proprio autor

Como ambas as unidades (grau e radiano) medem angulos, é natural que criemos

uma escala de conversio.

8.2 Conversao de graus para radianos

Recordando aqui que o comprimento C' de uma circunferéncia é C' = 27 R, em que

R é o raio da mesma, faremos uma proporg¢ao entre angulos e comprimentos:

Desta propor¢ao chegamos a conhecida expressao de transformacao graus/radianos:
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Tabela 6 — Conversao grau/radiano

ANGULO | COMPRIMENTO
360° 2R
1 rad R

Fonte: construcao do préprio autor

mrad = 180°

ou ainda:

180°

1 rad = ~ 57,3°

8.3 Por que usar o radiano?

O termo radiano aparece pela primeira vez no final do século XIX em trabalhos
publicados nos EUA, conforme Quintaneiro et al. [10]. Nesta época, a trigonometria ji era
estudada no ciclo trigonométrico (circunferéncia de raio unitario). Um problema comum
ao se usar a unidade grau nas medigoes era que as medidas dos angulos e de seus arcos

correspondentes nao se encaixavam. Veja a seguir:

Figura 30 — Angulo de 30° numa circunferéncia de centro O e raio unitario

Fonte: construcao do préprio autor

Nesta figura o angulo AOB mede 30° e 0 arco AOB tem comprimento % unidades

de comprimento.

Usando agora a medida do angulo em radianos teremos, conforme a figura 31:
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Figura 31 — Angulo de § radianos numa circunferéncia de centro O e raio unitdrio

Fonte: construcao do préprio autor

Perceba que agora as medidas do angulo e do arco correspondente coincidem: O

angulo AOB mede % radianos e o arco AOB mede % unidades de comprimento.

Esta unificagdo de medidas arco/angulo é um dos motivos pelos quais o radiano

tornou-se a unidade de medida padrao para angulos.

8.4 Utilizando 7 em problema de geometria (I)

Nesta secao utilizaremos conceitos de geometria plana e trigonometria, com auxilio
do nimero 7, para dividir um circulo em trés partes de mesma éarea, utilizando duas cordas

paralelas AB e C'D, como segue:

Figura 32 — Circulo dividido em trés partes de mesma area através de dois segmentos paralelos:
ABe (CD

Fonte: construcao do préprio autor
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A fim de organizar o problema, chamemos de O o centro do circulo e tracemos os

raios OC e OD:

Figura 33 — A area hachurada representa % do circulo

A C

B D

Fonte: construcao do préprio autor

Seja COD = 2a. Para calcular a drea hachurada, faremos a area do setor circular de

angulo 2a menos a area do tridngulo COD, que devera ser igual a area da terca parte do

circulo.

Figura 34 — Evolucao da figura 33

A C
R
0 £k
R

B D

Fonte: construcao do préprio autor
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Seja M o ponto médio de C'D. Nosso objetivo é encontrar o valor do angulo

R R 2
a=COM = MOD, tal que a area hachurada seja igual a @

Para isso, fagamos:

[ ] Alz

area do setor circular de abertura C'OD = 2« na circunferéncia de raio R;

o Ay = érea do triangulo COD;

« Ajs = drea hachurada (% do circulo).

Para o calculo de A; fagamos a seguinte proporg¢ao, com « em radianos:

Tabela 7 — Proporgao angulo/éarea

ANGULO | AREA
27 rad T R?
2cr rad A

Fonte: construcao do préprio autor

Isso nos leva a A; = aR?, e como A; — Ay = As, vamos escrever:

2
04R2—l><R><(RsenQa)—ﬂ

2 3
R? sen2a  7wR?
R?— -
« 2 3

Dividindo toda a igualdade por R? # 0, teremos:

sen2a

s
a_ —
2 3’7

ou ainda:

6 — 3sen2a = 2,

(8.1)

cuja solucao foi encontrada pelo programa “wolframalpha” o = 1, 3026628373 ... radianos,

o que equivale em graus a a = 74, 64° aproximadamente.



Figura 35 — Resolucdo grafica da equacao 8.1

Input:

y=06x-3sini2x)-2m

Plots:

Yz s

=20 10 20

Alternate forms:

y=06x-6sinix)cos(x)-2x
6sin(x)cos(x)+ ¥y +2m =6x

3 ; 3 ;
y:ﬁx—a e

Root:

x ~ 1.3026628373004513429

Property as a real function:

Domain:

R (all real numbers)

Properties as a real function:

Domiain:
R (all real numbers)
Bijectivity:

bijective from its domain to R

(% from -3.1to 3.1)

. X from -25.1to 25.1)

—2m

Fonte: Wolfram Alpha (versao gratuita)
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Portanto, para dividir o circulo em 3 partes de mesma area devemos fazer a seguinte

construgao:

Figura 36 — Para 2a =~ 149, 27° o circulo fica dividido em 3 4reas iguais

20( ¥ )20

Fonte: construcao do proprio autor

8.5 Utilizando 7 em problema de geometria (II)

Exibiremos (e resolveremos) aqui o problema conhecido como “o problema do

cogumelo”, cuja figura e enunciado vem a seguir:

Figura 37 — Cogumelo de tampa A e caule B

Fonte: construcao do préprio autor

Na figura hd um quarto de circulo de centro O e raio R, além de dois semicirculos
iguais, ambos de raio —, cada um tendo seu diametro coincidente com um dos raios do

quarto de circulo.
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A figura formada assemelha-se a um cogumelo, sendo A a area da “tampa do

cogumelo” e B a area do “caule do cogumelo”. Pergunta-se: qual das areas é maior? A ou

B?

Para facilitar a resposta, vamos juntar 4 cogumelos em torno do ponto O, de modo

a ter:

Figura 38 — Quatro cogumelos colocados em torno do ponto O

Fonte: construcao do préprio autor

Na figura 38, podemos perceber oito regides congruentes, que chamaremos de C,

de forma que B + C ¢ igual a um semicirculo de raio 5
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Figura 39 — Quatro cogumelos e suas respectivas areas

C C
C B B C
C B B C
C C

Fonte: construcao do proprio autor

Ja foi citado que

1 /R\? =R?
B e L 2
e 2”( 2 ) s (82)
E possivel verificar também que
1
A+B+2C = an (8.3)

2
De (8.2) e (8.3) podemos concluir que A + (' = 7T§ e finalmente que A = B, que

é a resposta do nosso problema.

8.6 Utilizando 7 em problema de geometria (I1I)

Trataremos aqui de um problema bastante interessante, em que o nimero 7 tem
papel principal em sua solucao. E o famoso problema conhecido como “Uma corda em

volta da Terra”.

Para resolver este problema, iremos considerar a Terra perfeitamente esférica de
raio aproximado igual a 6370km. Como ja foi visto, neste trabalho que o comprimento
de uma circunferéncia é proporcional ao seu raio, sendo a constante de proporcao igual a

27, podemos calcular o comprimento C' de uma corda esticada no solo sobre a linha do
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equador terrestre, encontrando:

C =271 x 6370km ~ 40000km

Portanto, uma corda de aproximadamente 40 mil quilometros seria capaz de cercar

o nosso planeta pela linha do Equador, de maneira justa, ou seja, sem nenhuma folga.

Imagine agora acrescentar a esta corda um metro em seu comprimento — repare
que este acréscimo é desprezivel em relagdo ao tamanho original da corda — de maneira
que a corda fique, em toda a sua extensdo, a uma distancia fixa da Terra, formando entao
duas circunferéncias concéntricas. E claro que surgird uma pequena folga entre a corda e
o planeta nesta nova configuracao; e a questao aqui é: o quao grande ¢ essa folga? Seria

suficiente para uma bola de ténis passar? A resposta vem a seguir. Veja a figura:

Figura 40 — Esboco do planeta Terra envolvido por uma corda

Fonte: construcao do préprio autor

Seja OA = r o raio da Terra e OB = R o raio da corda esticada. Nossa folga
entao, a ser calculada, é R — r. Seja ainda C] o comprimento da circunferéncia de raio
OA (aproximadamente 40 mil km, como ja visto) e Cy o comprimento da circunferéncia

de raio OB, de maneira que Cy — C; = 1 metro.

Podemos escrever:

Co=2rR e C\=2nr

ou ainda:

2rR — 27r = 1 metro

27(R — r) = 1 metro

1
R — r = — metro
21
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cujo resultado aproximado é:

R—r=~0,16 m~ 16 cm

Entao a folga procurada entre a corda e a Terra mede aproximadamente 16

centimetros, tamanho mais que suficiente para que se passe uma bola de ténis.

Interessante notar que durante os calculos nao foi utilizado o valor do raio da Tera
a fim de obter-se a folga de 16cm na corda. Isso significa que independente do raio da
circunferéncia a ser “cercada” pela corda, a folga sera constante, seja para o raio da Terra,

de uma moeda ou mesmo para o raio da prépria bola de ténis citada.
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9 DEFININDO m COM AUXILIO DE TRIGONOMETRIA

Mostraremos aqui como é possivel utilizar conhecimentos de trigonometria a fim de

calcular o valor exato de m. Para tanto, vamos a alguns conceitos, retirados de Paiva [8].

o Tangente da diferenca de dois arcos: Se 61, 0y e 6; — 05 sdo arcos com tangente

definida, temos:

. tg91 — tg02
ta(th —02) = 1+ tgh; x tgh,

—T
o Arco tangente: Dados nimeros t € Re y € } B [, chamamos de arco tangente

|

x (arc tg z) o nimero y tal que:
=arctgr & tgy =2

Repare que, pelos intervalos definidos para x e y, temos uma bijecao entre estas

grandezas.

Teorema: Se a e b sdo nimeros reais positivos, entao

b

1 1
arc tg— = arc tg—— 4+ arc tg ————
ga ga+b ga2+ab+1

. . o 1
Demonstracao: Considere inicialmente arc tg — = z, arc tg =y

a+b

b 1
e arc tg ————— = 2. Dai entdo temos tgzx = —, tgy =
ga2+alg+1 : g a &Y a+b
T
e tgz=———— comux, ye zno intervalo y € ]O; — [
2= 42 +ab+1 Y Y 2
Fazendo tg(x — y) temos:
tgexr — tgy 1L a?b_(ﬁ
t €T — —= = a atb = a{a+b —=
gz =) l+tgrxtgy 1+.x.5 LI+
b
a(a+b) b
alatb)+l g2 4 qh + 1
a(a+b)

Portanto tg(x —y) = tg z. E no intervalo em que definimos os arcos (12 e 42
quadrantes, podemos dizer que xr — y = z e entao
arc tg— = arc tg—— + arc tg———.
ga ga+b ga2—|—ab—|—1
Corolario: Aplicando a = 1 e b = 2 no teorema anterior, temos

arc tg 1 = arc tg%—l— arc tgﬁ.
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7

Como arc tg 1 = T temos:

T tl—l— t1
— = arc — arc —.
g~ retey Tatetey

Apesar de nao ser uma expressao pratica para o calculo de 7, a igualdade obtida
mostra um calculo exato para 7 e nao uma aproximagao, como nos outros exemplos ja

citados anteriormente.
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10 A IDEIA DE VIETE PARA O CALCULO DE =

Neste capitulo mostraremos como o matematico francés Francois Viete (1540 —
1603) utilizou elementos de geometria plana e trigonometria, além da ideia de limite, para

encontrar uma expressao que fornecesse o valor de w. Acompanhe:

Considere um poligono regular de n lados inscrito numa circunferéncia de raio r.

Seja AB um dos lados deste poligono e A(n) sua éarea.

Figura 41 — Circunferéncia de centro O e raio r contendo uma corda AB

A

B

Fonte: construcao do préprio autor

Podemos dividir a area do poligono de n lados em n areas de tridngulos congruentes

ao triangulo ABO, a fim de termos:

A(n) = n x area do tridngulo ABO

Chamando o angulo AOB de 28, temos:

1
A(n) =n x §r><rsen26

A(n) :TL;TQQSGHBCOS o]

A(n) = nr?sen 3 cos 3 (10.1)

Tracando a mediatriz de lado AB, encontramos o ponto C' na circunferéncia de
modo que AC' = BC'. Considere AC' o lado do poligono regular de 2n lados inscrito na

mesma circunferéncia de raio r.
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Figura 42 - Tridngulo ABO, que corresponde a L de A(n)

Fonte: construcao do préprio autor

Figura 43 — Tridngulo ACO, que corresponde a % de A(2n)

A

B

Fonte: construcao do préprio autor

Calculemos agora A(2n), que é a area do poligono regular de 2n lados inscrito na

circunferéncia de raio r.

1
A(2n) = 2n§ rr sen /3

A(2n) = nr? sen 3 (10.2)
Observe por 10.1 e 10.2 que
A(n)  nr?senfcos f3
A(2n)  nr?senf

Tragando a mediatriz de AC' é possivel encontrar o lado do poligono de 4n lados inscrito

= cos (8

na mesma circunferéncia. Teremos entao:

1
A(4n) = 4n§ rr seng
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A(4n) = 2nr? seng (10.3)
De 10.2 e 10.3, podemos escrever:
A(2n)  nr?senf 3
= = cos —
A(4n)  2nr2 seng 2

De maneira analoga podemos escrever:

Aldn) _ cos s
A(8n)
A(8n) o B
A(16n)
e assim por diante, de forma que:
A(n) A(n)  A(2n) A(4n) A2k 1n)
A2Fn) ~ A(2n) < Afan) < Ay <A@y FEN
ou ainda:
A(n) B B B
A2k cos [3 X cos 5 X €08 1 X 1 X €08 opy

Lembrando que A(n) = nr?sen cos 3 e fazendo k tender ao infinito, teremos:

nr?sen 3 cos 3 g B B

=08 3 X COS = X €OS — X « -+ X COS

- X .« o
Tr? 2 4 Qk—1p

ja que klim A(2Fn) = 712, pois num poligono regular cujo ntimero de lados tende a infinito,
—00

suas areas se confundem.
n x sen 3 x cos 3

Portanto 7™ = 3 3 3 .
cos 3 X cos 5 X €OS I X +++ X COS L5 X+

Tomando n = 4, temos 8 =45° ¢ sen 3 = cos f = \/g

E lembrando da identidade trigonométrica

chegamos a conclusao que
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11 CURIOSIDADES ENVOLVENDO 7

11.1 Quantas casas decimais sdo realmente uteis para célculos?

O numero 7w apresenta hoje quatrilhoes de casas decimais conhecidas, encontrados
em calculos longos feitos por computadores poderosos. Porém até que ponto essa quantidade

absurda de algarismos ¢ realmente eficiente e util em calculos?

A resposta vem do departamento de Engenharia da NASA (National Aeronautics
and Space Administration), em portugués: Administragao Nacional Aerondutica e Espacial,
dos Estados Unidos da América. A engenharia da NASA explica que, para enviar sondas

com precisao em todo o sistema solar, é preciso usar apenas 15 casas decimais, ou seja
3,141592653589793.

Veja quao precisos sao os calculos com esse niimero. A nave espacial mais distante
da Terra é a Voyager 1. Esta a cerca de 20 bilhoes de quilometros de distancia daqui.
Vamos dizer que temos uma circunferéncia com um raio exatamente desse tamanho e
queremos calcular o comprimento de sua circunferéncia, que é 7 vezes o raio vezes 2.
Usando 7 arredondado até a décima quinta casa decimal, como acima, temos um pouco
mais de 125 bilhdes de quilometros. Nao precisamos nos preocupar aqui com exatamente

este valor, mas sim com o erro no valor ao nao utilizar os demais digitos de 7.

Em outras palavras, ao truncar m no décimo quinto decimal, calculariamos uma
circunferéncia com erro de cerca de 1 centimetro comparado ao valor exato do niimero pi.

Um erro desprezivel considerando as dimensoes do Universo.

Tao interessante quanto é o fato de que, em 1424, o matematico e astronomo persa

Jamshid al-Kashi ja havia calculado 7 com 17 casas decimais corretas. (EYMARD, [6]).

11.2  Aproximagoes

Nesta secao mostraremos diversas aproximagoes para o nimero 7, algumas bastante
simples, como /10 = 3,16228... ou v/31 = 3,14138..., outras bastante elaboradas,
como veremos a seguir. As aproximagoes foram retiradas de Chan [3] e Posamentier e

Lehmann [9].

e V243~ 3,14626436994

333
=% — 3.141509433962264
106 ’

e 1,1x1,2x1,4x1,7=3,1416

1,09999901 x 1,19999911 x 1,39999931 x 1,69999961 ~ 3,141592573

<355) <1 _o 0003> ~ 3, 1415926535897943
113 3533




47 + 203

S8 1~ 3,141592593

N

97 + 292> ~ 3,141592652582646125206037179644

77729\ °
) ~3,1415926541
254
622 +14\°
3L+ oy |~ 3,141592653563

2125° 4 214° + 30° 4 372
(100_ 5 + 82:30 +37

1
1
) ~ 3,141592653589780

g \/g ~ 3,1416407864998738
197

g~ 3,1418206818802

2
296
— | ~3,1415970454
(167) , 704543

413\ 2
24 4/1+ () ~ 3,14159265

750
17+ 1
<63) (”5‘/5> ~ 3,14159265380
25)\ 7+ 155

V9,87 = 3,141655614 . ..

V99,8696 = 3,141591 . ..

V9, 869604401 = 3,14159265357 . ..

/9, 869604401089358618834491 = 3,14159265358979323846264338329 . ..

4 192
92 + 59 3,141592653 . ..

24+ V4l = 3,141586441 . ...

42143
E 3,141592653 . ..

31 4 25 _ 3,141592653
3083

v/31 = 3,141380652.. ..

63
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12 CONCLUSOES

A abordagem principal deste trabalho foi fazer uma sintese sobre o ntimero ,
através de um estudo sobre sua histoéria, sua irracionalidade e suas aproximacoes, mostrando
também algumas formas de calculd-lo por meio de métodos geométricos e trigonométricos,

desde métodos mais elementares até alguns com matematica mais sofisticada.

Por tratar-se de geometria plana bésica e trigonometria elementar, as técnicas
utilizadas aqui podem ser aplicadas no Ensino Médio, com o intuito de facilitar a apren-
dizagem e o desenvolvimento destes contetidos para os alunos. Um objetivo secundério
atingido por este trabalho foi mostrar algumas aplicagoes que podem ser feitas em sala de

aula com o nimero 7, conforme exemplificado no texto através de exemplos e problemas.

Como expectativa, imagina-se que este trabalho contribua para que o aluno do
Ensino Médio tenha uma outra visao a respeito dos contetidos previstos em seu curriculo,
ao perceber que, assim como o nimero 7, toda a matematica é uma construgao nao-linear
em busca de solugoes de problemas do cotidiano. Através da historia de 7, espera-se que a
matematica tenha mais significado para nossos alunos e isso seja um incentivo ao estudo
de todos.



66
REFERENCIAS

BECKMAN, Petr. A history of 7 (pi). [S.].]: Golem Press (St. Martin’s Press),
New York, 1971.

BOYER, Carl Benjamin. Histéria da Matematica. [S.1.]: Edgard Bliicher LTDA,
1996.

CHAN, Joel. As easy as pi. Math Horizons, JSTOR, v. 1, n. 1, p. 18-19, 1993.

DANTAS, Marcelo Rodrigues Nunes. Sobre o nimero 7. 2013. Dissertagao (Mes-
trado em Matematica) - PROFMAT (Mestrado Profissional em Mateméatica em Rede
Nacional), Universidade Estadual da Paraiba, Campina Grande, 2013.

EVES, Howard Whitley. Introdugdo a histéria da matematica. [S.1.]: Unicamp,
2004.

EYMARD, Pierre; LAFON, Jean Pierre. The number [pi]. [S.1.]: American Mathe-
matical Soc., 2004.

OLIVEIRA, Francisco Lucas Santos. Histérico, calculo e irracionalidade de
pi-grego. 2015. Dissertacao (Mestrado em Matematica) — PROFMAT (Mestrado
Profissional em Matemética em Rede Nacional), Universidade Federal do Ceara,
Fortaleza, 2015.

PAIVA, Manoel. Matematica, vol. 1. Sao Paulo: Editora Moderna, v. 1, 1995.

POSAMENTIER, Alfred; LEHMANN, Ingmar. Pi: a biography of the world’s
most mysterious number. [S.1.]: Prometheus Books, 2004.

QUINTANEIRO, Wellerson; GIRALDO, Victor; PINTO, Marcia Fusaro. De onde
vem a unidade radiano e por que seu uso é necessario. Encontro Estadual de
Educacdao Matematica do Rio de Janeiro (EEMAT), p. 1-11, 2010.

VIEIRA, José Alexandre Ramos. O ntimero 7: seus encantamentos e aplicagoes
ao longo do tempo. 2017. Dissertagao (Mestrado em Matematica) - PROFMAT
(Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional), Universidade Estadual da
Paraiba, Campina Grande, 2017.



	Folha de rosto
	FOLHA DE APROVAÇÃO
	AGRADECIMENTOS
	Epígrafe
	RESUMO
	ABSTRACT
	LISTA DE ILUSTRAÇÕES
	LISTA DE TABELAS
	LISTA DE SÍMBOLOS
	SUMÁRIO
	INTRODUÇÃO
	O que é ?
	Um pouco de história antiga

	A DEFINIÇÃO DE 
	A EVOLUÇÃO DE  NA HISTÓRIA
	Século XVI
	Século XVII
	Século XVIII
	Século XIX
	Século XX até os dias de hoje

	O MÉTODO DE ARQUIMEDES
	CONSTRUÇÕES GEOMÉTRICAS APROXIMADAS PARA 
	 EM PROBABILIDADE
	ATIVIDADES DE APROXIMAÇÃO PARA  PARA ALUNOS DO ENSINO MÉDIO
	Atividade 1 (polígono regular inscrito numa circunferência)
	Atividade 2 (polígono regular circunscrito numa circunferência)

	 COMO ELEMENTO DA TRIGONOMETRIA
	Definição de grau e de radiano
	Conversão de graus para radianos
	Por que usar o radiano?
	Utilizando  em problema de geometria (I)
	Utilizando  em problema de geometria (II)
	Utilizando  em problema de geometria (III)

	DEFININDO  COM AUXÍLIO DE TRIGONOMETRIA
	A IDEIA DE VIÈTE PARA O CÁLCULO DE 
	CURIOSIDADES ENVOLVENDO 
	Quantas casas decimais são realmente úteis para cálculos?
	Aproximações

	CONCLUSÕES
	REFERÊNCIAS

