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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo teorico das inequagoes variacionais (VI), mostrando
condigoOes necessarias e suficientes para a existéncia de solugdes, assim mesmo apresentamos
algumas classificagoes para varios casos especiais de VI, explicando a interconexao entre a
VI e o problema de complementaridade (CP), bem como sua relagdo com um programa
de otimizacao nao linear e a teoria de jogos de estratégias que esta relacionada com
os problemas de equilibrio de Nash. Estabelecemos alguns resultados de equivalencia
entre uma VI e um CP, mostramos por exemplo que resolver uma VI associada a uma
fungao definida num conjunto que tem uma determinada estrutura é equivalente a resolver
um problema de complementaridade mista (MiCP); assim como também, vimos que
sob certas hipoteses, um ponto de equilibrio de Nash ¢é solugao de uma determinada VI.
Finalmente, aplicamos a teoria para o estudo de um caso de problema de equilibrio de
Nash, modelado via as condi¢des de KKT como um MiCP, ou criando uma familia de
programas convexos, onde usei alguns algoritmos para determinar numericamente a solucgao

do ponto de equilibrio de Nash.

Palavras-chave: Inequagao Variacional. Problema de Complementaridade. Equilibrio de

Nash.



ABSTRACT

In this work, we present a theoretical study of the variational inequalities (VI), showing
necessary and sufficient conditions for the existence of solutions. We also present some
classi fi cations for several special cases of LV, explaining the interconnection between LV
and the complementarity problem. As well as its relationship with a nonlinear optimization
program and the strategy game theory that is related to Nash equilibrium problems. We
have established some equivalence results between a VI and a CP, for example we have
shown that solving a VI associated with a function defined in a set having a given structure
is equivalent to solving a mixed complementarity problem (MiCP); As well as, we have
seen that under certain hypotheses, a Nash equilibrium is the solution of a given VI.
Finally, we apply the theory to the study of a Nash equilibrium problem case, modeled
via the KKT conditions as an MiCP, or creating a family of convex programs, where used

some algorithms to numerically determine the equilibrium point solution of Nash.
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1 INTRODUCAO

As inequacoOes variacionais tem sua origem no calculo das variagoes associadas
a minimizacao dos funcionais de dimensoes infinita. O estudo sistematico comegou no
inicio da década de 1960 com o trabalho do matematico italiano Guido Stampacchia e
seus colaboradores, que usaram a inequagao variacional (VI) como ferramenta analitica
para estudar problemas de fronteira livre definidos por operadores dielétricos parciais
nao-lineares decorrentes de problemas unilaterais em teoria da elasticidade e da plasticidade
e na mecanica. Alguns dos primeiros trabalhos sobre inequagoes variacionais sao [15], [16],
[22], [23]. Em particular, o primeiro teorema da existéncia e unicidade da solucao das Vls
foi provado em [22].
O problema de complementaridade nao linear (NCP) é um sistema de desigualdades finitas
nao-lineares em muitas variaveis finitas nao-negativas, juntamente com uma equacao
especial que expressa a relagao de complementaridade entre as variaveis e desigualdades
correspondentes. Esta condicao de complementaridade é a caracteristica principal que
destingue o NCP de um sistema de desigualdade geral. A inequacao (ou desigualdade)
variacional finita-dimensional, que como veremos, é uma generalizagao do NCP, fornece
uma ampla configuracao unificadora para o estudo de otimizacao e problemas de equilibrio
e serve como o principal quadro computacional para a solugao pratica de uma série
de problemas na ciéncias matematicas. O estudo do NCP e da VI finito-dimensional
também comecou no inicio da década de 1960; e em um periodo de quatro décadas,
tornou-se uma disciplina muito frutifera no campo da programacao matematica. Os
desenvolvimentos incluem uma rica teoria matematica, uma série de algoritmos de solugoes
eficazes, uma infinidade de conexoes interessantes com inimeras disciplinas e uma ampla
gama de aplicagoes importantes em engenharia e economia. Como resultado de suas amplas
associagoes, a literatura da VI/CP beneficiou-se das contribuigoes feitas por mateméaticos
(puros, aplicados e computacionais), cientistas da computagao, engenheiros de varios tipos
(civis, quimicos, elétricos, mecénicos e sistemas) e economistas de diversas especialidades
(agricola, computacional, energética, financeira e espacial).
Este trabalho apresenta um estudo teorico das inequacoes variacionais e problemas de
complementaridade de dimensao finita, e sua aplicacao num problema de equilibrio de

Nash. O trabalho esta dividido da seguinte forma.

No capitulo 2, apresentamos algumas nogoes de otimizacao (ver se¢ao 2.1), estuda-
remos por exemplo as condigdes de Karush - Kuhn - Tucker (KKT) para um problema
de minimizagao com restrigoes de igualdade e desigualdade, na se¢ao 2.2 introduzimos a
defini¢ao de inequacao variacional e damos alguns exemplos; para finalizar o capitulo, na
secao 2.3 fazemos uma introducgao a teoria dos jogos de estratégias onde apresentamos a
defini¢ao de equilibrio de Nash.

No capitulo 3 estudamos a interconexao entre as inequacoes variacionais e os casos especiais
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de problemas de complementaridade, onde usamos as condigoes KKT para mostrar que
sob certas hipéteses, resolver uma inequagao variacional (VI) é equivalente a resolver um
problema de complementaridade mista (MiCP). Assim como também, estabelecemos (ver
proposigao 3.4) a relagao entre uma VI e os equilibrios de Nash.

No capitulo 4 fornecemos um estudo de uma aplicacao de um caso de equilibrio de Nash,
chamado o modelo de Nash-Cournot, onde dadas N empresas que fornecem um produto
homogéneo de uma forma nao cooperativa, o objetivo é determinar um ponto de equilibrio
de Nash que corresponde a um conjunto de niveis de producao para as N empresas,
modelando o problema via as condigoes de KKT como um MiCP, como um NCP; ou,
conforme o artigo [20], mediante a criagdo de uma familia de programas de otimizagao

nao linear, onde usamos alguns algoritmos para exibir a solu¢ao de equilibrio de Nash.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo seram apresentados alguns resultados que seram utilizados ao longo
deste trabalho, na primeira secao veremos algumas nocoes de otimizagdo como programagao
convexa e as condigoes de KK'T para problemas de otimizagdo com restrigoes mistas. Logo,
introduzimos a definicdo de inequacao variacional, estudando condig¢oes necessarias e
suficientes para garantir a existencia de solugoes; finalmente, veremos alguns resultados

sobre teoria de jogos onde definimos os equilibrios de Nash.

2.1 Nocgoes de otimizacgao

Nesta secao estudaremos alguns fatos basicos sobre os problemas de otimizagao,
que serao necessarios ao longo deste trabalho. Para maiores informagoes veja as referéncias
[8], [21].

2.1.1 Definigoes e alguns fatos basicos

Sejam dados um conjunto K C R” e uma funcao f : R — R. O problema
principal a ser considerado é o de achar um minimizador de f no conjunto K. Este

problema sera escrito como:

Minimizar f(z) (2.1)
Sujeitoa x€ K '

O conjunto K serd chamado conjunto vidvel (factivel) do problema, os pontos de K serdo

chamados pontos viaveis, e f serd chamada funcao objetivo.

Definicao 2.1. Dizemos que um ponto x € K é:

a) minimizador global do problema (2.1), se

f(@) < flx) VeeK (2.2)

b) minimizador local do problema (2.1), se existe § > 0 tal que:

£(2) < f(z) Yae KN B[z, (2.3)

Pela defini¢ao, é claro que todo minimizador global também é minimizador local,
mas nao reciprocamente. Se para todo x # Z a desigualdade (2.2) ou (2.3) ¢é estrita,

serd chamado minimizador estrito de (2.1) (global ou local, respectivamente).
Definig¢ao 2.2. Dizemos que v € [—o0, +00) definido por:

v = inf f(x)

rzeK

¢ o valor 6timo do problema (2.1).
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Uma funcao pode admitir varios minimizadores globais, mas o valor 6timo (global)
do problema, naturalmente, sempre é o mesmo.

Quando existem uma vizinhanca V de x € K e um nimero § > 0 tais que
f@) = f(@) = flle—z| Vee KNV

dizemos que f satisfaz a condigdo de crescimento linear no conjunto K em torno de .

Dizemos que f satisfaz a condi¢ao de crescimento quadratico quando
f) = f(@) > Bllz—z|* Yaze KNV

Observamos que qualquer uma destas duas condigdes implica em que T é um minimizador
local estrito do problema (2.1).

Nao ¢ dificil ver que qualquer problema de maximizagao

Maximizar f(z)
Sujeitoa x € K

pode ser transformado em um problema de minimizacio equivalente:

Minimizar —f(z)
Sujeitoa xe€ K
Em particular, as solugoes locais e globais de ambos problemas sao as mesmas, com sinais

opostos para os valores 6timos.

Tipicamente, o conjunto viavel de um problema é definido por um sistema de igualdades

g
Figura 1 — max f(z) = —min (— f(x)).
e/ou desigualdades e/ou uma inclusao, como, por exemplo,
K={xeR": hi(x)=0,i=1,---,1, gj(z) <0, j=1,--- ,m} (2.4)

ou, em notacao mais compacta,

K={zxeR": h(z)=0, g(x) <0}
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onde h: R" — Rl e g : R® — R™.

Quando K = R"™, dizemos que o problema (2.1) ¢ irrestrito, e quando K # R"™ falamos de
otimizagao com restricoes.

Quando I # 0, m = 0, falamos sobre um problema com restri¢oes de igualdade; finalmente,
se [ # 0, m # 0, falamos sobre um problema com restrigbes mistas.

Dizemos que um conjunto é poliedral quando ele pode ser representado como o conjunto

das solucoes de um sistema finito de equacgoes e inequagoes lineares. Isto é:
K={zeR": Az =0, Cx <d} (2.5)

onde A € R>»™ C € R™*" b e R e de R™. Neste contexto, dizemos que h : R» — R!,
h(z) = Az — b, é uma funcao afim. Assim como g : R" — R™, g(z) = Cx — d.
Uma funcao f : R"™ — R definida por

f(x) =(Qz,z) + (g, 7) (2.6)

onde @ € R"™" ¢ € R", é chamada funcao quadratica. Neste contexto, podemos admitir

(sem perda de generalidade) que a matriz @) é simétrica, ji que

(@r.0) = 5 (@ + Q) w1).

Portanto, na definicdo de uma fun¢ao quadratica sempre podemos substituir a matriz ()
associada pela matriz simétrica (Q + QT) /2.

Uma classe especial de problemas de otimizacao se refere ao caso em que K é um conjunto
poliedral. Se além disso f for quadrética, (2.1) se chama problema de programagao

quadrética, e se f for linear (Q = 0 em (2.6)), o problema é de programacao linear.

2.1.2 Condigoes de otimalidade para problemas com restrigoes.

Agora consideramos um problema com restri¢goes em formato geral

Minimizar f(x) (27)
Sujeitoa 1z € K, '

onde K é um conjunto dado (ndo-vazio) cuja estrutura por enquanto nao é especificada, e

f R — R é a func¢ao objetivo.

Definicao 2.3. Dizemos que d € R™ é uma direcao viavel em relagao ao conjunto K no

ponto T € K, quando existe € > 0 tal que

T+tde K Vte|0,e.
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dl

Figura 2 — As direcdes d' e d? sio vidveis em relacdo ao conjunto K.

Denotamos por V (z, K) o conjunto de todas as diregoes vidveis em relagdo ao

conjunto K no ponto x € K.

Definicao 2.4. Um conjunto C' C R™ chama-se cone quando para qualquer d € C' implica
que td € C para todo t > 0.

Pela defini¢ao, se C' é um cone nao-vazio, necessariamente 0 € C. Alguns exemplos

de cone sao: o espaco R", qualquer subespaco de R", o ortante nao-negativo R’}. E facil

td

Figura 3 — Exemplos de cones.

ver que para K C R™ e & € K quaisquer, o conjunto de dire¢oes vidveis V(z, K) sempre
é um cone, ja que se T + td € K para todo t € [0,€] entdo = + t(ad) € K para todo
a > 0etodot € [0,e/al. Além disso, o cone V(z, K) sempre é nao-vazio (pelo menos,
0e€V(z, K)).

Em relagao a comportamento da func¢ao objetivo, a seguinte nogao é fundamental.

Definicao 2.5. Dizemos que d € R™ é uma direcao de descida da funcao f: R® — R no

ponto & € R", se existe € > 0 tal que

f(z+td) < f(x) Vte(0,¢.

Denotamos por D(z, f) o conjunto de todas as diregdes de descida da fungao f

no ponto z. E claro que o conjunto D(z, f) pode ser vazio (por exemplo, este é o caso
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quando z é um minimizador irrestrito de f, mesmo que seja local). Quando D(Z, f) é nao
vazio, ele ndo é cone (porque 0 ¢ D(z, f)). No entanto, o conjunto D(z, f) U {0} é um

cone nao-vazio.

Lema 2.1. Seja f: R" — R wma funcgdo diferencidvel no ponto x € R™. Entdo,

(a) Para todo d € D(z, f), tem-se que (Vf(x),d) <O0.

(b) Se d € R™ satisfaz (V f(Z),d) <0, tem-se que d € D(z, f).
Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada em [8]. O]

Se £ € K é um minimizador local do problema (2.7), é obvio que nao pode existir
uma direcao de descida de f no ponto z que ao mesmo tempo seja viavel em relagao ao

conjunto K, isto é, necessariamente temos
D(z, f)nV(z,K) =0.
Pelo lema 2.1, temos entao que
(Vf(z),d) >0 VdeV(z,K).

No entanto, esta condi¢do (mesmo sendo matematicamente correta) nem sempre fornece
informacao til, porque o conjunto de dire¢oes vidveis V(z, K) pode conter s6 o vetor
nulo em muitas situagoes naturais (e neste caso a condigdo acima vale trivialmente, isto é,
independentemente da fun¢iao f e da otimalidade ou ndo do ponto z). Para obter uma
descricao mais informativa, precisamos considerar as dire¢es tangentes, que introduzimos

a seguir. Definimos a distancia entre um ponto x € R™ e o conjunto K C R" como
dist (z, K) = inf ||z —
ist (z, K) = inf ||z — ]|

Definicao 2.6. Dizemos que d € R" é uma dire¢ao tangente em relagdo ao conjunto K

no ponto * € K quando

dist (7 + td, K) = o), t € R,.

Denotamos por T (Z, K) o conjunto de todas as diregoes tangentes ao conjunto K
no ponto x € K. Claramente,

V(z,K)CT(z,K), (2.8)

isto é, todas as diregoes vidveis sao tangentes (para d € V(z, K) tem-se que dist (z + td, K) =

0 para todo t > 0 suficientemente pequeno), mas nao reciprocamente. Também é claro que
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o conjunto 7 (z, K) é um cone, chamado o cone tangente em relagao ao conjunto K no

ponto . Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente pode ser definido como

T, K)=¢ deR* : 3 (dy) C R”,klirf dr = d, tal que
—+00
T + tpd, € K para todok € N

Para ver isto, notamos que para toda (¢;) C Ry, lim ¢, = 0, temos

li
k—+o0

=t ||di. — d]]
= O(tk) .

Outra nogao util (um pouco mais geral do que a do cone tangente) é a do cone tangente

de Bouligand:

Definicao 2.7. O cone tangente de Bouligand em relacao ao conjunto K no ponto x € K,
denotado por B (z, K), consiste de todas as dire¢oes d € R", chamadas diregoes tangentes
a K no ponto Z, para as quais existe uma seqiiéncia de vetores (z5) C K e uma seqiiéncia
de escalares positivos (tx) C R tais que:

T — T

=d.

lim zp =2, limt, =0, y lim
k—o00 k—o00 k—o0 tk:

Ou, de forma equivalente, ver [§],

3 (tk) g R+\ {O}, lim tk = 0,
k—4o00
Bz, K)=¢ deR" : 3 (dy) C R”,kgrfoo d, = d, tais que
T + tpd, € K para todok € N

Comparando as defini¢oes acima, temos que, em geral,
T(z,K) C B(z, K). (2.9)

Como vamos ver mais adiante, quando o conjunto K é definido por restri¢oes funcionais é
possivel dar uma descrigao construtiva (algébrica) das diregdes tangentes, quase sempre
os cones tangente e de Bouligand coincidem. Observamos que o caso em que = estd no

interior do conjunto K ¢ o caso facil de analisar: é obvio que
zeintKk = T(z,K)=B(z,K)=V(z,K)=R"
Também é claro que quando & é um ponto isolado do conjunto K, tem-se que

Tz, K) = B(z, K) = V(z, K) = {0}.



20

Figura 4 — O cone tangente de Bouligand B(z, K).

A importancia do cone tangente de Bouligand deve-se ao fato de que é ele que aparece
de maneira mais natural no desenvolvimento de condigoes necessarias e suficientes de
otimalidade de primeira ordem, como veremos mais adiante. No entanto, o cone T (Z, K)
é mais facil de se visualizar.

O resultado a seguir (ver [8]) mostra o papel do cone B(z, K') nas condiges de otimalidade.

Teorema 2.1. Sejam K CR" e f: R" — R uma funcao diferenciavel no ponto & € K.

Se & é um minimizador local do problema (2.7). Entao,
(Vf(z),d) >0 Vde Bz, K). (2.10)

Demonstragio. Para d =0 € B(z, K), a condigdo (2.10) vale trivialmente. Fixemos d €
B(z, K)\ {0} arbitrario, pela defini¢cdo do cone tangente de Bouligand existem seqiiéncias
(tx) TR\ {0} e (dx) C R™ tais que lim ¢, =0, lim dy =d e T+ tydy € K para todo
k——+o0 k——+o00
k e N.
Como Z é um minimizador local de (2.7), & + tyd), € K e klirf (Z + tgdy) = z, para todo
—4-00

k suficientemente grande e pela diferenciabilidade de f no ponto x temos que

0 < f(Z + tydy,) — f(Z)
VF(Z),di) + oty || dll)

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por t; > 0 e passando ao limite quando
k — 400, obtemos (2.10). O

Observamos que se Z é um minimizador local de f em K, (2.10) implica a condigao
(VI(@).d) >0 ¥deTE K),

ja que T (z, K) C B(z, K). No entanto, esta condigao é mais fraca, considerando que nem

sempre os dois cones sao iguais.
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Definigao 2.8. Dizemos que um ponto z € R™ é ponto estacionario do problema (2.7) se
z € K e vale (2.10).

O teorema 2.1 mostra que para um ponto ser uma solucao local do problema (2.7),
ele tem que ser estacionario no sentido da condigao (2.10).
A condicao de otimalidade no teorema 2.1 se chama condicao primal, porque ela é baseada
nas variaveis "originais' (também chamadas primais) do problema (2.7), isto é, as varidveis
x € R™. A condicao de otimalidade em questao pode ser transformada em forma "primal-

dual" utilizando a nogao seguinte, ver [§].

Definicao 2.9. O cone dual (as vezes, este cone também ¢é chamado cone polar) de um
cone C' C R" é definido por

C*={yeR": (y,dy <0 VdeC}.

Usando a nogao de cone dual, a condigao de otimalidade (2.10) é equivalente a

V(@) e (B, K)) . (2.11)

Como veremos mais adiante, o célculo do cone (B(z, K))* para conjuntos K com uma

—Vf(z)

Figura 5 — O cone dual do cone B(z, K) e as condigoes de otimalidade (2.10) e (2.11).

estrutura mais concreta faz uso de variaveis auxiliares chamadas variaveis duais. Por isso,
a condicao de otimalidade (2.11), bem como suas conseqiiéncias, se chamam condigoes
primais-duais.

O teorema 2.2 a seguir, que pode ser encontrado na referéncia [8], de novo mostra o
papel importante do cone B(z, K). De fato, neste resultado o cone B(z, K) ndo pode ser
substituido por T (z, K).
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Teorema 2.2. Sejam K CR" e f: R" — R uma funcao diferencidvel no ponto x € K.
Entao,

(Vf(z),dy >0 Vde Bz, K)\{0} (2.12)
se, e somente se, f satisfaz no conjunto K em torno de T a condicio de crescimento linear:

existem uma vizinhanga V' de & e um numero B > 0 tais que
flx)=f(z)>pBllxr—z| Vee KNV (2.13)

Em particular, (2.13) implica que T é um minimizador local estrito do problema (2.7).

Demonstragao. Suponhamos que (2.12) valha, mas nao (2.13). Entao, existe uma seqiiéncia

(xx) € K\ {z} tal que lim z, =72 e
k—+o00

Fl) — F(7) < ; |z — 7| ¥k eN.

Definimos t = ||z — Z|| > 0 e dy, = (2 — Z) / ||z — Z||. Temos que & + tpdy, = x5, € K
para todo k € N. como (dy) ¢ limitada, podemos supor (tomando uma subsequéncia, se
for necessario) que ela converge a d € R", ||d|| = 1. Pela definigdo de cone de Bouligand
B(z, K), temos que d € B(z, K)\ {0}. Logo, para todo k € N, temos
")) = e — 7

> fw) ~ £(@)

— (V@) 2% — ) + o |z — 7])

= tp (Vf(Z), di) + 0 (tr)

Dividindo os dois lados por t; > 0 e passando ao limite quando & — +00, obtemos que
0=(Vf(@).d),

em contradigdo com (2.12).

Suponhamos agora que valha a condi¢ao de crescimento linear (2.13). Fixemos d €
B(z, K)\ {0} arbitrario e as seqiiéncias associadas (t;) C R\ {0} e (dx) C R™ tais que
kglfoot’“ =0, kgrfoodk =dex+ td, € K para todo k € N.

Para todo k suficientemente grande, z+t,d, € KNV. Portanto, utilizando (2.13), obtemos

que
Bty ||dil| = B I1(T + trdi) — Z||
< f(x 4 tpdy) — f(2)
=t (Vf(2),di) + o (tr || dill) -

Dividindo os dois lados desta desigualdade por ¢, > 0 e tomando o limite quando k£ — +o0,

obtemos que
0 < Blldl| <(Vf(z)d),

o que prova (2.12). O
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Cabe ressaltar que a condicao (2.12) s6 pode ser satisfeita quando o cone B(z, K)
nao contém subespacos (fora do subespago trivial {0}). Este fato indica as limitagoes de
aplicacao do teorema 2.2, o que vai ficar bem claro mais adiante.

A questao do célculo dos cones B(z, K) e (B(z, K))" para vérias classes de problemas
¢ fundamental para se obter condi¢oes de otimalidade tuteis tanto do ponto de vista
computacional quanto do ponto de vista tedrico.

A seguir, vemos que os cones 7 (z, K) e B(z, K) sempre sdao fechados, para qualquer

conjunto K.

Proposicao 2.1. Sejam K C R™ um conjunto qualquer e x € K. Entao, os cones T (z, K)

e B(z, K) sdo fechados e tem-se que
{0} CelV(z, K) CT(z,K) C B(z, K)
Demonstra¢io. A demonstragao pode ser encontrada na referéncia [8]. O

2.1.3 Condigoes de otimalidade no caso de restri¢coes de igualdade

Agora estudaremos o problema de otimizagao com restri¢oes de igualdade:

Minimizar f(z)

(2.14)
Sujeitoa 1z € K,
K={xeR": h(z)=0}
={zeR": h(z)=0,i=1,--- 1}, (2.15)

onde f: R* — R e h : R" — R! sdo funcoes dadas. A partir da descricdo analitica,
do cone tangente (de Bouligand) e do dual dele para os conjuntos com estrutura (2.15),
obteremos as condigoes necessarias de otimalidade (de Lagrange) para o problema (2.14)-
(2.15).

O primeiro resultado é facil de obter: s6 as dire¢oes que pertencem ao subespago
ker h'(z) = {d € R" : h'(z)d =0}

—{deR" : (Vhi(z),d)=0,i=1,---,1}

podem ser tangentes em relagdo ao conjunto K dado por (2.15). Ou seja, as diregdes

tangentes tem que ser ortogonais a todos os gradientes das componentes de A no ponto .

Proposicao 2.2. Suponhamos que a func¢io h : R* — R! seja diferencidvel no ponto
T € K, onde K € dado por (2.15). Entao,

B(z,K) C kerh'(z). (2.16)
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Demonstragio. Obviamente, 0 € B(z, K) e 0 € ker 1'(z). Seja d € B(z, K)\ {0}. Entao,
existem (tx) C R.\ {0} e (dx) € R” tais que khgl tr, =0, khgl dy =de (x+tydy) € K
— 400 ——400

(isto é, h(z + txdy) = 0) para todo k € N. Logo, pela diferenciabilidade de h em & temos

0= h(z + tydy) — h(z)

Dividindo os dois lados desta igualdade por t; > 0 e tomando o limite quando £ — 400,
como lim di = d, segue-se que
k—+o00

0= h'(z)d,
isto é, d € ker h/(Z). O

Em geral, nao ha igualdade na relagdo (2.16), como pode ser visto no exemplo

seguinte.

Exemplo 2.1. Seja h: R — R, h(z) = 2%, 7= 0.
Evidentemente, K = {r € R : 2?2 =0} = {z}. Portanto, B(z, K) = {0}. Mas como
h'(z) = 0, tem-se que ker h'(z) = R.

Concluimos que neste caso B(z, K) # ker /().

Para conseguir uma descrigao precisa (isto ¢, uma igualdade em (2.16)), necessitamos
algumas hipoteses adicionais. Em particular, provaremos essa igualdade quando qualquer

uma das seguintes duas condigoes é satisfeita:

{Vhi(z), i=1,---,1}

2.17
¢ um conjunto linearmente independente, ( )

ou
h é uma funcao afim, isto é,

l l (2.18)

h(x) = Ax — b, onde A € R™*"™ b e R".

As condigbes que garantem a igualdade em (2.16) se chamam condigoes de regularidade
das restrigoes do problema (2.14) (ou ainda, condigoes de qualificacao das restrigdes) como
veremos a seguir, (2.17) e (2.18) sdo condigoes de regularidade nesse sentido. Note que a

condi¢ao de independéncia linear dos gradientes das restrigdes (2.17) é equivalente a
rank 1/ (z) =,

isto é, a transformacao linear h'(x) é sobrejetiva:
imh/(7) = R%.

Usando resultados da Algebra Linear, ver a referéncia [13], outras condigoes equivalentes
sao
!/ —= T . !/ — 1
ker (h'(z))” = (imA'(z))” = {0}.
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Finalmente, quando a condigao (2.17) é satisfeita, necessariamente temos que [ < n, isto
é, o nimero das restrigoes é menor ou igual ao nimero das varidveis (no espago R" nao

podem existir mais de n vetores linearmente independentes).

Teorema 2.3. Suponhamos que h : R" — Rl seja diferencidvel numa vizinhanca do

ponto T € K, onde K € dado por (2.15), e que a derivada de h seja continua em . Entao,

(a) Quando a condigio de reqularidade das restrigoes (2.17) de independéncia linear dos

gradientes das restricoes € satisfeita, tem-se que

T(z,K)=B(z,K) = kerh/(z).

(b) Quando as restrigoes sao lineares, isto €, vale (2.18), tem-se que
Vi, K)="T(x, K)=B(z,K) = kerh'(z).

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [8]. O]

Teorema 2.4. Suponhamos que f : R" — R seja diferencidvel no ponto x € R™ e que
h:R" — R! seja diferencidvel numa vizinhanga deste ponto, com derivada continua em
Z. Suponhamos também que T seja um minimizador local do problema (2.14)-(2.15).

Se vale uma das condigoes de regularidade das restrigoes (de independéncia linear dos
gradientes (2.17) ou de linearidade (2.18)). Entao,

(Vf(z),d)=0 Vde kerh(z).
Demonstracao. Pelos teoremas 2.1 e 2.3, tem-se que
(Vf(z),d) >0 VdeB(z,K)=kerh'(z).

Como ker A/(z) é um subespago, para todo d € ker h/(z) temos que —d € ker h/(Z) e
portanto,

<Vf(:f),d> Z 07 - <Vf(i‘),d> Z 07

o que implica a afirmacao. n

A condicao necessaria de primeira ordem para o problema (2.14)-(2.15), dada no

teorema 2.4, pode ser escrita em outra forma equivalente:
— 7/ =\\-L . 1/ =\\ 1
—Vf(z) € (ker b'(z))" = im ('(Z)) ",

onde o sinal negativo foi introduzido por razoes essencialmente historicas. Para fazer
conexao com a noc¢ao de cone dual vemos o resultado seguinte, que pode ser encontrado
em [8].
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Lema 2.2. Para qualquer matriz A € R>*" tem-se

(kerA) = im A" = (ker A)* .
Demonstragio. Veja a referéncia [8]. O

Portanto, sob as hipéteses do teorema 2.4, temos que
—Vf(z) € (ker K ()" = (ker h'(z))" = im (W' (z)) " .

Em particular, chegamos a seguinte condicao necessaria de otimalidade para o problema
(2.14)-(2.15), sob uma das condigdes de regularidade das restrigoes ((2.17) ou (2.18)):

~V /(&) €im (M(z)",
isto é,
IAe R tal que Vf(z)=— (K (@) A

Esta é a condicao classica de Lagrange. E comum formular este resultado em termos da

Lagrangiana do problema (2.14)-(2.15):

L : RRxR — R
(x,\) — L(x,\) = f(z)+ )\ h(2))

= f(z)+ ; Aihi(x).

Observamos que

VoL(z,\) = Vf(z)+ (K(x) A= Vf(z)+ Z A Vhi(z),

ViL(xz,\) = h(x).

Onde h/(z) é a matriz jacobiana da fungdo h no ponto x, definida por

Ohy(x) Ohy ()
81‘1 Ce 8In Vhl(x)T
W)= + . i |= :
Ohy(x) Ohy(z) Vhi(z)T

or, Oz,
Teorema 2.5. Suponhamos que f : R" — R seja diferencidvel no ponto x € R™ e que
h:R" — R! seja diferencidvel numa vizinhanga deste ponto, com derivada continua em
Z. Suponhamos também que T seja um minimizador local do problema (2.14)-(2.15).

Se vale uma das condigoes de regularidade das restrigoes (de independencia linear dos
gradientes (2.17) ou de linearidade (2.18)). Entdo, eviste A € R! tal que

V.L(Z,\) = 0. (2.19)

Sob a condigio (2.17), A € R! satisfazendo (2.19) é inico.
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Demonstragio. A existéncia de um A € R satisfazendo (2.19) ja foi verificada acima.
Mostramos entao a unicidade para o caso (2.17). Para algum outro A € R! satisfazendo

V.L(z, 5\) =0, temos

0=V,L(Z,\) — V,L(z,\)
= (W (@)" (

:le(A —/\) hi(Z).

=1

Pela condicao (2.17), isto implica que X — A =0, isto é, \ satisfazendo (2.19) é Gnico. O

No teorema 2.5, assim como no teorema 2.3, a condi¢ao de regularidade das

restrigoes é crucial: sem esta condicao as afirmagdes do teorema nao podem ser garantidas.

Defini¢ao 2.10. Dizemos que um ponto = € R™ é ponto estacionédrio do problema (2.14)-
(2.15), se Z € K e (2.19) é satisfeito para algum A € R’. Este \ se chama o multiplicador

de Lagrange, associado ao ponto estacionario .

Portanto, qualquer solugdo local do problema (2.14)-(2.15) (onde as fungoes séo
diferencidveis e as derivadas sdo continuas) que satisfaz a condi¢ao de regularidade das
restrigoes, é um ponto estacionario.

O sistema de equagdes

V.L(z,\) =0, h(z)=0

em relacio de (x,\) € R" x R!, que caracteriza os pontos estacionarios do problema

(2.14)-(2.15) e os multiplicadores de Lagrange associados, se chama o sistema de Lagrange.

2.1.4 Elementos de covexidade, o problema de minimizagdo convexo

Nesta subsecao estudamos conjuntos convexos e fungoes convexas. Convexidade
é uma nocao muito importante na teoria de otimizac¢ao. Com hipdteses de convexidade,
as condi¢Oes necessarias de otimalidade passam a ser suficientes. Em outras palavras,
todo ponto estacionario torna-se uma solucao do problema. Além disso, no caso convexo
podemos desenvolver a teoria de dualidade em sua forma mais completa, isto é, associar
ao problema original (primal) um outro problema, chamado dual, que sob certas hipdteses
é equivalente ao original e as vezes é mais facil de resolver. Finalmente, as ferramentas da
Analise Convexa serao necessarias para a caracterizacao do cone dual do cone tangente no
caso de restrigoes mistas (de igualdade e desigualdade), o que resulta nas condigoes de
otimalidade primais-duais de Karush-Kuhn-Tucker. Para uma vizao mais detalhada veja

as referéncias [8], [21].

Definicao 2.11. Um conjunto K C R" é chamado conjunto convexo se para quaisquer
z,y € K eacl0l], tem-se que ax + (1 —a)y € K.
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O ponto ax + (1 — a)y, onde « € [0, 1], se chama combinagao convexa de = e y
(com pardmetro «). A seguir mostramos que a dualiza¢do de um cone qualquer (mesmo

nao-convexo) sempre produz um cone convexo, para mais detalhes ver [21], [8].

Proposigao 2.3. Para todo cone ) # C C R"™, o cone dual C* sempre é convexo e fechado.

Demonstragio. Sejam x, y € C*, isto é, (x,d) < 0 e (y,d) < 0 para todo d € C. Seja
a € [0,1]. Para qualquer d € C temos que

(ax+ (1 — @)y, d) = a(z,d)+ (1 — ) (y,d) <0,

isto é, ax + (1 — a)y € C*. Portanto, C* é convexo.

Seja (yx) € C* tal que khﬂ? yr = y. Fixando d € C arbitrario, e passando ao limite
—+00

quando k — 400 na relagao (yx,d) < 0, obtemos que (y,d) < 0. Portanto, como d € C

era arbitrario, y € C*. Isto mostra que C* é fechado. n

Definicao 2.12. Dado um conjunto K C R" qualquer, o fecho conico de K, denotado por
cone K, é o menor cone convexo em R™ que contém K (ou, equivalentemente, a intersegao

de todos os cones convexos em R" que contém K).

A seguir veremos que se K C R" é un conjunto convexo. Entao, o cone tangente
de Bouligand B(z, K) é convexo e fechado, a demonstragao dos seguintes resultados pode

ser encontrada em [8].

Proposicao 2.4. Seja K C R™ um conjunto convexo. Tem-se que
coneK ={deR" : d=ax, r€ K, a € R, }.

Demonstragio. Ver [8]. O
Teorema 2.6. Sejam K C R™ um conjunto convero, x € K. Entdo,

V(z,K) = cone(K — {z}),
T(z,K)=B(z,K) = clV(z,K) = clcone(K — {z}).

Em particular, T (z, K) € convero e fechado.

Demonstragio. Veja a referéncia [8]. O

Proposicao 2.5. Seja C' C R™ um cone qualquer. Entdo, cIC é um cone e tem-se que
C* = (cC)"
Em particular, se K CR™ é um conjunto convexo e x € K, tem-se que

(T(z, K))" = (B(z, K))" = (V(Z,K))" = (cone (K —{z}))".
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Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada na referéncia [8]. O

Outra nocao util em Anélise Convexa é a de cone normal.

Defini¢ao 2.13. Sejam K C R™ um conjunto convexo e & € K. O cone normal (cone de

dire¢oes normais) no ponto z em relagao ao conjunto K é dado por

N@Z K)y={deR": (djx—7)<0 VzeK}.

A seguir mostramos que, no caso convexo, o dual de cone tangente é exatamente o

cone normal definido acima.

Figura 6 — Cone normal e o dual de cone tangente para un conjunto convexo.

Teorema 2.7. Sejam K C R"™ um conjunto convexo e r € K. Entao,
(T(z, K))" = (B(z,K))" = (V(z,K))" = (cone(K — {z}))" = N(z, K).

Demonstragio. As primeiras trés igualdades ja foram provadas (veja a proposigao 2.5).
Suponhamos que y € (cone (K — {z}))", isto é, (y,d) < 0 para todo d € cone (K — {z}).
Em particular, (y, z — z) < 0 para todo x € K, isto implica que y € N (z, K).
Reciprocamente, suponhamos que y € N (z, K). Temos que (y,z — ) < 0 para todo
x € K, isto é, (y,d) < 0 para todo d € (K —{z}). Logo, (y,d) < 0 para todo d €
cone (K — {z}). Concluimos que y € (cone (K — {z}))". O

Como conseqiiéncia da caraterizagao do cone tangente e do seu dual, obtemos as

seguintes condi¢oes de otimalidade para um problema com conjunto viavel convexo.

Teorema 2.8. Sejam K C R™ um conjunto convexo e f : R" — R uma fungdo diferen-

ciavel no ponto x € K.
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Se x ¢ um minimizador local de f no conjunto K. Entao,
(Vf(z),x—2)>0 VexeK, (2.20)

ou equivalentemente,

~V[(7) € N(z,K). (2.21)

Demonstragdo. Pelo teorema 2.1 tem-se que (V f(z),d) > 0 para todo d € B(z, K). Pelo

teorema 2.6, temos que
{deR" : d=x -2, v € K} Ccone(K —{z}) C B(z, K),
o que implica (2.20). Pela definigao 2.13, (2.20) e (2.21) s@o equivalentes. O

Definicao 2.14. Se K C R" é um conjunto convexo, diz-se que a funcao f: K — R é

convexa em K quando para quaisquer x, y € K e o € [0, 1] tem-se que

flax+ (1 —a)y) < af(z) + (1 —a)f(y).

A funcao f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todos
r#yeac(0,1).

Dizemos que o problema

Minimizar f(z) (2.22)
Sujeitoa x€ K '

¢ um problema de minimizacao convexo quando K C R™ é um conjunto convexo e
f K — R é uma funcao convexa no conjunto K. A importancia da convexidade ja pode

ser vista no resultado seguinte.

Teorema 2.9. Sejam K C R™ um conjunto convezo e f: K — R uma fun¢do conveza
em K.

Entao, todo minimizador local do problema (2.22) é global. Além disso, o conjunto de
minimizadores é convero.

Se f ¢é estritamente convexra, ndo pode haver mais de um minimizador.

Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada na referéncia [8]. O]

Definicao 2.15. Se K C R" é um conjunto convexo, dizemos que f : K — R é uma

funcao concava em K, quando a funcao —f é convexa em K.

As afirmagoes do teorema 2.9 sdo verdadeiras se substituimos minimizacao de uma
funcao convexa num conjunto convexo por maximizacao de uma fungao céncava num
conjunto convexo.

A seguir mostramos que a interse¢do de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
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Proposicao 2.6. Sejam K; C R", i € I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto
qualquer (possivelmente infinito).

Entao, a intersecao K = ﬂ K; também é um conjunto convexo.
iel

Demonstracao. Sejam x, y € K. Entao, x, y € K; para todo ¢ € I. Como os conjuntos
K;, i € I sdo convexos, ax + (1 — a)y € K; para qualquer a € [0,1] e todo i € I. Logo,
ax + (1 — a)y € K. Portanto, K é convexo. O

Corolario 2.10. Um conjunto poliedral em R™ € convezo.

Demonstragio. Um conjunto poliedral é o conjunto de solugoes de um sistema finito de
equacoes e inequagoes lineares, isto €, uma intersecao de semi-espacos e hiperplanos que sao

conjuntos convexos. Portanto, pela proposicao 2.6, um conjunto poliedral é convexo. [

Agora estudaremos algumas propriedades das fungoes convexas. Primeiro mostra-
mos que uma soma de multiplos nao negativos de un nimero finito de fungoes convexas é

uma fung¢ao convexa.

Proposicao 2.7. Sejam K C R™ um conjunto convexo e f; : K — R, i = 1,--- p,

fungoes convexas em K. Entao, para quaisquer u; € R, i =1,---,p, a funcao
p
[ K—R, f(z)= Zﬂifi<x>
i=1
¢ convera em K.

Demonstragio. Para x, y € K e a € [0, 1] quaisquer, temos que

flaz+ (1—a)y) = S mfilaz + (1 — a)y)

i=1

<3 (@fi@) + (1 - a)fi(y)

i=1
p p
= O‘Z“l'fi<x> +(1—a) Z,Uz‘fi(y)
i=1 i=1
= af(z)+ (1 —a)f(y),
onde a desigualdade segue da convexidade de f; e do fato de que p; > 0,i=1,--- ,p. [

Proposicao 2.8. Sejam g : R" — R wma funcao convexa, b : R — R uma func¢do

convexa e nao-decrescente. Entdo, a fungdo

fR"—R, f(x) =1 (g(z))

¢ convexa.
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Demonstragio. Para x, y € R™ e o € [0, 1] quaisquer, pela convexidade de g, temos que

glaz + (1 — a)y) < ag(z) + (1 — a)g(y).

Agora,

flax + (1= a)y) =9 (glax + (1 — a)y))
< (ag(z) + (1 —a)g(y))
< ay(g(z)) + (1 —a)¥ (9(y))
=af(z)+ (1-a)f(y),

onde a primeira desigualdade segue do fato de que ¢ é nao decrescente, e a segunda decorre
da convexidade de . O

Teorema 2.11. Suponhamos que o conjunto K C R™ seja convezo e a fungio f: K — R

seja convexa em K. Entao, o conjunto de nivel

Lik(c)={re K : f(z)<c}

¢ convexo para todo ¢ € R.

Demonstragio. Seja ¢ € R arbitrario. Se Ly k(c) = 0, a conclugao segue (o conjunto vazio
é convexo trivialmente).

Sejam z, y € Ly (c), isto é, z,y € K e f(z) < ¢, f(y) < c. Pela convexidade de K,
azr + (1 —a)y € K. Agora, pela convexidade de f em K,

flaz + (1= a)y) < af(x) +(1-a)f(y)
<ac+ (1 —-a)=c,

o que mostra que (az + (1 — a)y) € Ly k(c). O

Definicao 2.16. Seja K C R"™ um conjunto convexo. Dizemos que g : K — R™ é

convexa em K se todas as fungoes ¢g; : K — R, i =1,--- ,m, sdo convexas em K.

Como conseqiiéncia do teorema 2.11, obtemos uma condigao suficiente para garantir

a convexidade de um conjunto definido por restrigoes funcionais.

Corolario 2.12. Seja (2 C R"™ um conjunto convexo. Sejam g : R* — R™ uma func¢ao

conveza e h : R" — R! uma funcdo afim. Entdo, o conjunto
K={xeQ: h(zx)=0, g(x) <0}

€ COnvero.
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Demonstracao. Como é facil de observar, tem-se que
K=K NKyNnKs,

onde

! !
K, = ﬂ {xr € Q: hi(z) <0} = ﬂ Ly, o(0),
K, = h {reQ: —hi(z) <0} = h L_y, o(0),

i=1 i=1

Ky:ﬁ{er:%@ﬁSO%:DL%Mm.

J=1

Lembramos que quando h é afim, h e —h sdo convexas. Portanto, todos os conjuntos
de nivel acima sdo convexos (teorema 2.11) e a interse¢ao deles também é um conjunto

convexo (proposicao 2.6). O

Quando uma funcao é diferenciavel, a convexidade admite varias caracterizagoes

que sao muito uteis para determinar se uma funcao é convexa ou nao.

Teorema 2.13. Sejam K C R™ um conjunto aberto e convero e f : K — R uma fungdo

diferencidavel em K. Entdo, as propriedades sequintes sao equivalentes:

(a) A fungao f é convexa em K.

(b) Para todo x, y € K,
fy) = f(2) +(Vf(2),y — ).

(¢) Para todo x, y € K,
(Vf(y) = Vf(zx),y —z) > 0.

Quando [ é duas vezes diferencidvel em K, as propriedades acima também sao equivalentes

a

(d) A matriz Hessiana de f € semi-definida positiva em todo ponto de K :
(Vf(x)d,d) >0 Yre K, VdeR"

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada nas referéncias [8], [21]. O
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2.1.5 Problemas com restri¢oes de igualdade e desigualdade

Consideremos um problema com restricoes mistas de igualdade e desigualdade

Minimizar f(x) (2.23)
Sujeitoa 1z € K, '

K={zeR": h(z)=0, g(x) <0} (2.24)
onde f:R" — R, h: R” — Rl e g : R® — R™ sdo funcdes dadas.

Defini¢ao 2.17. Seja z € K, onde K é definido por (2.24). Dizemos que a restri¢ao
de desigualdade que corresponde ao indice i € {1,--- ,m} é ativa no ponto z quando

g:(x) = 0, isto é, quando a desigualdade é satisfeita como igualdade.

O conjunto dos indices das restrigoes ativas no ponto z € K sera denotado por
Iz)y={i=1,---,m : gi(x) =0}.

Nao incluimos nesta definicao as restri¢oes de igualdade porque todas elas sempre sao
ativas em todo ponto viavel.

Um minimizador local & do problema (2.23)-(2.24) também ¢é minimizador local do
problema

Minimizar f(z) sujeito a: z € K,
K={zecR": h(z) =0, gi(x) =0, i € [(Z)},

onde removemos todas as restrigoes que sao inativas em z. As condigoes de otimalidade
para o problema (2.23)-(2.24) podem ser obtidas através das condicoes de otimalidade para
o problema acima. No entanto, esta abordagem também produz resultados relativamente

fracos. Primeiro, a condicao de regularidade neste caso seria a seguinte:

{Vhi(z) : i=1,--- 1} U{Vyg(z) : i € I(x)}

, : : : (2.25)
¢ um conjunto linearmente independente.

Esta condicao é mais forte da que nds usaremos. E o que é talvez ainda mais importante,
usando o problema modificado nao é possivel provar que os multiplicadores de Lagrange
associados as restri¢oes de desigualdade devem ser nao negativos, o que é uma propriedade
fundamental.

Supondo que h e g sejam diferencidveis em x € K, introduzimos o cone obtido pela

linearizagao (no ponto z) das restrigdes de igualdade e das restrigoes ativas de desigualdade:
(Vhi(Z),d) =0, i=1,--- I,

(Vgi(Z),d)y <0 Viel(r)

={dekerh(z) : (Vgi(x),d) <0 Viel(r)} (2.26)

L(z,K)= {dERn ;

Como veremos a seguir, s as diregoes que pertencem ao cone L£(Z, K) podem ser tangentes

no ponto r € K em relagao ao conjunto K.
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Proposigdo 2.9. Seja K C R" definido por (2.24). Suponhamos que h : R* — R e
g : R" — R™ sejam diferencidveis em x € K. Entao,

B(z,K) C L(z,K),
onde B(z, K) é o cone tangente de Bouligand e o cone L(Z, K) € definido por (2.26).
Demonstragio. B claro que 0 € B(z, K)NL(Z, K). Seja entdo d € B(z, K)\ {0}. Portanto,
existem seqiiéncias (tx) C R\ {0} e (dx) € R™ tais que
kgrfmtk =0, kgrfmdk =d e T+tpd, € K,
isto é, h(z + txdy) = 0 e g(& + tdy) < 0 para todo k € N. Logo,
0 = h(z + tydy) — h(Z)
= tx (W(Z)di + o (e [|di]) /tx)
e para todo i € 1(Z),
0> gi(T + tidy)

= 9i(Z + trdy) — gi(T)

=t ((Vgi(T), di) + o (e l|dill) /ti) -
Dividindo em ambos os lados das relagoes acima por ¢ > 0 e tomando o limite quando k —

+00, tem-se que d € ker h'(z) e (Vgi(Z),d) <0 Vie I(x). Portanto, d € L(z, K). O

Vg2 (T)

g2(x) =0

g1(z) =0

Figura 7 — O cone L(z, K) obtido pela linearizagao das restrigoes das desigualdades ativas em z.

Observamos que, diferentemente do caso de restrigoes de igualdade, no caso em que
hé restrigoes de desigualdade, o conjunto L£(z, K') obtido pela linearizacao das restrigoes
pode nao conter nenhum subespago nao-trivial. Por isso, podemos combinar a proposicao

2.9 e o teorema 2.2 para afirmar o seguinte (para mais detalhes ver [8]).
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Teorema 2.14. Suponhamos que f : R" — R, h : R* — R! ¢ g : R® — R™ sejam
diferencidveis no ponto ¥ € K. Seja L(z, K) o cone dado por (2.26). Se

(VF(@),d) >0 Vde Lz K)\{0},

entdo [ satisfaz no conjunto K em torno de x a condicdo de crescimento linear: existem

uma vizinhanca V' de T e um niumero § > 0 tais que
flx)—f(x) > pFllz—z| Vee KNW

Em particular, & € um minimizador local estrito do problema (2.23)-(2.24).

Como foi feito para o caso de restri¢oes de igualdade, necessitamos algumas hipéteses
adicionais para obter uma descrigdo precisa do cone tangente (de Bouligand), isto é, para
satisfazer a igualdade B(z, K) = L(z, K). De novo, uma das condigbes deste tipo é a

linearidade das restrigoes:

h e g sao fungoes afins, isto é,
h(z) = Az —b, AeR>*" heR (2.27)
g(x)=Cx—d, CeR™" deR™

A seguir introduzimos algumas outras condicoes de regularidade, apropriadas para o caso
nao-linear.
Dizemos que o ponto € K satisfaz a condigao de regularidade de Mangasarian-Fromovitz,
quando
{Vhi(z) : i=1,--- 1}
¢ um conjunto linearmente independente e (2.28)
3d e kerh'(z) tal que (Vgi(z),d) <0 Viel(z).

Observamos que a condi¢ao de regularidade de independéncia linear dos gradientes das
restrigoes ativas (2.25) implica na condigdo de Mangasarian-Fromovitz (2.28) (ver as
referéncias [21], [8]).

O fato de que a condigao de Mangasarian-Fromovitz (2.28) nao implica em independéncia
linear dos gradientes (2.25) fica claro na proposicao 2.10 a seguir, que introduz uma
caracterizagao dual equivalente (dada por (2.29)) a condigao de Mangasarian-Fromovitz
(2.28). Com efeito, basta observar que (2.25) significa que o sistema de equagoes em (2.29)
s6 tem a solugao nula, sem impor a condigao u; > 0, i € I(z). Logo, a condigao (2.29)
(que é equivalente a (2.28)) é menos restritiva de que a condi¢ao de independéncia linear
(2.25).

Proposicao 2.10. Seja x € K, onde K € dado por (2.24). O ponto T satisfaz a condi¢io
de regularidade de Mangasarian-Fromovitz (2.28) se, e somente se, o sequinte sistema nas
varidveis (\, p) € R x RI@!I;

l
0=>Y NVhi(z)+ > wVag(z), p >0, i€cl(z) (2.29)
=1

i€I(Z)
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g1(z) =0

Figura 8 — A direcdo d satisfaz a condicdo de Mangasarian-Fromovitz.

tem unicamente a solucao nula.
Demonstragio. Veja a referéncia [8]. O

Outra condicao de qualificacao das restrigoes é a condicao de Slater:

h é uma funcao afim, ¢ é uma funcdo convexa, e

) . (2.30)
3% e R"” tal que h(Z) =0, ¢;(2) <0, i=1,---,m

Teorema 2.15. Seja K definido por (2.24). Suponhamos que h : R" — R seja diferen-
ciavel numa vizinhanca do ponto x € K, com derivada continua em x. Suponhamos que
g : R" — R™ seja diferencidvel em . Seja L(z, K) o cone de lineariza¢io das restrigoes
ativas definido por (2.26). Entao:

(a) Se a condigio de regularidade das restrigoes (2.28) de Mangasarian-Fromovitz é
satisfeita, tem-se que
T(z,K)=B(z,K)=L(z,K).

(b) Se a condicao de reqularidade das restrigoes (2.30) de Slater é satisfeita, tem-se que
cdV(z,K)=T(x,K)=DB(z,K)=L(z,K).

(c) Se as restrigoes sao lineares, isto €, (2.27) é satisfeita, tem-se que
V(z,K)="T(x,K)=B(z,K)=L(z, K).

Demonstragio. A demonstragdo pode ser encontrada na referéncia [8]. O
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Pelo visto nos teoremas 2.1 e 2.15, temos o resultado seguinte.

Teorema 2.16. Suponhamos que f: R" — R e g : R" — R™ sejam diferencidveis no
ponto T € R™ e que h : R — R seja diferencidvel numa vizinhanca deste ponto, com
derivada continua em Z.

Se & é um minimizador local do problema (2.23)-(2.24) e se alguma das condigoes de
reqularidade das retricoes do teorema 2.15 é satisfeita (isto €, ou de linearidade (2.27) ou
de Mangasarian-Fromovitz (2.28) ou de Slater (2.30)). Entao, tem-se que

(Vf(z),d)y >0 Vde L(z,K)
onde o cone de linearizacao das restrigoes ativas L(Z, K) vem dado por (2.26).
A condicao necessaria de primeira ordem do teorema 2.16 pode ser escrita em forma
primal-dual:
—Vf(7) € (L(z, K)) (2.31)

As condicoes classicas de Karush-Kuhn-Tucker sdo obtidas via a computacao explicita do

cone dual acima. Precisaremos entao do seguinte resultado sobre o cone dual.
Lema 2.3 (Lema de Farkas). Seja
K={reR": Ajx =0, Ayx <0}

onde Ay € R™*" ¢ Ay € R™*" sao arbitrdrias. Entdo,

Y1 € lea Y2 € RTQ
Demonstragio. Veja a demonstracao na referéncia [8]. O

Suponhamos agora que z € K seja um minimizador local do problema (2.23)-(2.24),
onde f ¢é diferenciavel em z e as fungoes h e g satisfazem as hipoteses do teorema 2.15. Sob
qualquer uma das condigdes de regularidade das restri¢oes, pelo teorema 2.16 (ver também
(2.31) e o Lema de Farkas 2.3), obtemos a seguinte condi¢ao necessaria primal-dual de
otimalidade de primeira ordem: existem A € Rl e ji; > 0, i € I(Z), tais que

~VI@) = (W (@) A+ 3 V().
i€l(Z)
Para escrever esta condi¢ao no formato conhecido como o teorema de Karush-Kuhn-Tucker,

introduzimos a Lagrangiana do problema (2.23)-(2.24):
L:R" xR xR™ — R
Lz, A p) = f(z) + (A h(2)) + (p, g(2)) -
Temos que
VoL (2, A 1) = V(@) + (K(2)) A+ (g/(2)) " p,
reR” NeRl peR™
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Teorema 2.17. Sejam f : R" — R e g : R® — R™ funcoes diferencidveis no ponto
7 € R", e seja h: R* — R! uma funcdo diferencidvel numa vizinhanca do ponto T, com
derivada continua neste ponto. Seja & um minimizador local do problema (2.23)-(2.24).
Entao, sob qualquer uma das trés condicoes de reqularidade das restricoes do teorema 2.15
(ou de linearidade (2.27) ou de Mangasarian-Fromovitz (2.28) ou de Slater (2.30)), tem-se
que existem A € Rl e i € R tais que

VoL (%A 1) = 0 (2.33)
Sob a condigao de independéncia linear dos gradientes das restrigoes ativas (2.25), (5\, ﬂ) €
R! x R que satisfaz (2.33)-(2.34) € tinico.
Demonstragio. A demonstragao pode ser encontrada em [8]. O

Definig¢ao 2.18. Dizemos que z € R" é um ponto estacionario do problema (2.23)-(2.24)
(ou ainda, um ponto de KKT), quando Z € K e existem A € Rl e ji € R’ tais que
as condicdes (2.33) e (2.34) sdo satisfeitas. Estes elementos A e ji serdo chamados os

multiplicadores de Lagrange associados ao ponto estacionario x.

O sistema de equagodes e inequacoes
V.L(x,\,u) =0, h(z)=0, p>0, g(x) <0, (u,g(x))=0

nas varidveis (z, A\, u) € R x R! x R™, caracteriza os pontos estacionarios do problema
(2.23)-(2.24) e os multiplicadores de Lagrange associados. Este sistema se chama sistema

de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e pode se reescrever da seguinte forma:

l m
Vi(z)+ > ANVhi(z) + > 1 Vgi(z) =0 (2.35)
i=1 i=1
h(z) =0 (2.36)
pigi(x) =0 Yi=1,---,m (2.37)
0>0 Yi=1,--,m (2.38)
gi(x) <0 Vi=1,---,m (2.39)

No caso de un problema de programacao convexo, as condigoes de otimalidade de KKT

tornam-se suficientes.

Teorema 2.18. Seja & € R™ um ponto estaciondrio do problema (2.23)-(2.24), no sentido
da definicao 2.18. Sejam f e g fungoes converas e seja h uma funcao afim. Entdo, x é um
minimizador do problema (2.23)-(2.24).

Demonstragio. Veja a demonstracdo na referencia [8]. O]
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Vg1 (z)

g1(z)=0

Figura 9 — Interpretacao geométrica das condicdes de KKT.

2.2 Introducgao as inequacgoes variacionais

Nesta se¢ao veremos alguns resultados sobre inequacoes variacionais, estudaremos
condigOes necessarias e suficientes para garantir a existencia de solu¢oes de uma inequagao
variacional (VI), assim como também damos alguns exemplos e a defini¢gao formal de VI;
para mais detalhes dos resultados que foram tratados nesta secao consultar as seguintes
referéncias [10], [1], [11], [12].

2.2.1 Exemplos de Inequagoes variacionais

Nesta subsecao pretendemos apresentar os elementos das inequagoes variacionais
com alguns exemplos, oferecemos uma descri¢cao da natureza de uma inequacao variacional
sem tentar formular ainda uma defini¢do precisa. Para maiores informagoes veja a referéncia

10].

Exemplo 2.2. Seja f : [ = [a,b] — R uma fungao real diferencidvel definida no intervalo

fechado I. Seja xq € I tal que:
f(xo) = min f(z).

zel

Entao, trés casos podem ocorrer:

1. Se a < zg < b, entao f'(xg) = 0.
2. Se xg = a, entdo f’ (xg) >0

3. Se kg = b, entao f'(xy) <0

Estas afirmacgoes podem ser resumidas, escrevendo:

f'(@o) (x —20) >0 Vel (2.40)
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caso 1 caso 2 caso 3

To=a b a Uio b o =0b

Figura 10 — Representacao dos minimos de f do exemplo 2.2.

A desigualdade (2.40) é conhecida como inequacao variacional (VI) e dizemos que x

satisfaz ou é solugao da inequagao variacional (2.40).

Exemplo 2.3. Seja K C R"™ um conjunto convexo e fechado, f : K — R uma funcao
diferenciavel, e z(y € K tais que:

f(zo) = min f(z).

zeK

Assim, xg é um ponto onde o minimo da funcao f é atingido; considero z € K arbitrario.
Entao, desde que K é convexo tem-se que xg + t(x —x9) € K V t € [0,1]. Logo, a
funcdo ¢ : [0,1] — R definida por ¢(t) = f(xo + t(z — z0)) atinge seu minimo em ¢ = 0.
Consequentemente, como no exemplo 2.2, temos que ¢'(0) = (V f(zo),z — x9) > 0 para

qualquer z € K. Portanto, o ponto z( satisfaz a inequacao variacional:
ro € K: (Vf(xg),x —x9) >0 Vze K.

Observacao 2.1. No exemplo 2.3, se K ¢é limitado, a existéncia de ao menos um xy ¢é

imediata.

Exemplo 2.4. Seja 2 C R” um dominio limitado com frontera 0€) e seja ¢ uma funcao
definida em Q = Q U 99, satisfazendo:

mgxgbZO e <0 em 01,

definimos
K:{UGCl(Q) : UZ¢eerv:0em89}

Assim, dados u, v € K e t € [0,1] temos que (1 —¢)u + tv = 0 em 9. Além disso, como
u,v > em ; entao, (1—t)u > (1—1t)1 e tv > t1h. Logo, (1—t)u+tv > (1—t)+tp =
em (). Entao, (1 —t)u+tv € K e portanto K é um conjunto convexo; suponha que K é

nao vazio. Definimos a funcao f : K — R da seguinte maneira:

fw) = [IVelda,
Q
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procuramos uma funcao u € K tal que:
_ 2 _ . 2 _ .
f(w) = [|VuPdr = mip [1V0Pdr = min f(2)
Q Q

assumindo que tal u existe, como K é convexo, de forma analoga ao exemplo 2.3, segue-se
que para qualquer v € K, tem-se que u + t(v — u) € K, assim a fungao ¢ : [0,1] — R
definida por:

<;5(t):/|V(u+t(v—u))\2d:c:f(u+t(v—u)) 0<t<1

atinge seu minimo em ¢ = 0, isto implica que ¢'(0) > 0, que leva a seguinte VI:

ue K: /Vu.V(v—u)deO Vve K
Q

2.2.2 Teoremas sobre ponto fixo

Varios problemas de andlise nao linear podem ser resolvidos por meio do teorema

do ponto fixo. Os resultados tratados nesta subsecdo podem ser vistos com mais detalhes
nas referéncias [12], [1], [10], [11].
Seja F': A — A uma aplicacao definida num conjunto A em si mesmo. Um ponto z € A
é chamado ponto fixo de F', se e somente se F/(z) = x. O primeiro teorema sobre ponto
fixo, chamado o teorema da contracao ¢é a formulagao abstracta do método de Picard de
aproximacoes sucessivas.

Seja S um espacgo métrico, com métrica d.

Definicao 2.19. Uma aplicagao F': S — S é uma contragdo, se e somente se
d(F(z), F(y)) < ad(z,y) Vz,yes
para algum « € [0, 1), quando permitimos o = 1, F' é chamada néo expansiva.

Teorema 2.19. Seja S um espagco métrico completo e F' : S — S uma contragdo. Entdo,

existe um unico ponto fixo de F.

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada nas referéncias [12], [11]. O

Teorema 2.20. (Brouwer) Seja B C R™ uma bola fechada e F': B — B uma aplicag¢io

continua. Entdao, F' possui ao menos um ponto fixo.

No teorema de Brouwer 2.20, a bola B pode ser substituida por um subconjunto

convexo compacto de R", para maiores informagoes veja [10].
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2.2.3 A caracterizacao da projecao sobre um conjunto convexo

Lema 2.4. Seja K um subconjunto fechado e convexo de um espago de Hilbert H. Entdo,

para cada x € H existe um unico y € K tal que:
—yl|| = inf ||z — 2.41

Demonstragdo. Seja d = in}f( ||z — n||, pela defini¢ao de infimo, existe n, € K tal que:
ne

1
d <z —mll <d+

E?
tomando limite quando k£ — 400 obtemos:
Jim [l =] = d = inf [lz —n]. (2.42)

Agora, dados k,h € N, aplicamos a lei do paralelogramo aos vetores © —np e . — 1y, €

obtemos o seguinte:

20w — mell* + 2llz — mll* = 1122 — O + ) 7 + Nl — a1

Entao, temos:

2

() (2.43)

I = mnl® = 2l = il + 2l = ) = 4 o —

1
Assim, como K é convexo, tem-se 3 (mw + ) € K. Entao,

1
d < x—i(mﬂrnh) ;
consequentemente,
1 2
d* < $—§(Uk+77h)

Assim, de (2.43) temos que:
0 < [lne — mull® < 2llz = ml|* + 2]}z — mul|* — 4d?,
e a partir de (2.42) concluimos que:

lim ||ne — mall = 0;

k,h—o0

entdo (1) C K é uma seqiiéncia de Cauchy e portanto ela é convergente. Logo, como K é

fechado, existe y € K tal que klim e = y. Além disso por (2.42) tem-se:
— 00
lz =yl = lim [lz =] = d = inf [lz —n].

Para mostrar que y é unico, observe que qualquer par de elementos y, 1y € K os quais

satisfazem (2.41), podem ser insertados em (2.43) em lugar de 7 e 7y, isto é:

2
ly — /|1 = 2llz — y)|* + 2|l — ¢/||* — 4 < 4d® —4d*> = 0.

1
$—§(y+y')

Assim, y = 3/ e portanto y € K é unico. m
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Observacao 2.2. O ponto y satisfazendo (2.41) é chamado a projecao de z em K e

escrevemos y = Prgx; por outro lado note que Prgxz =2 Vo € K.

Teorema 2.21. Seja K um subconjunto convexo e fechado de um espaco de Hilbert H.

Entao, y = Prgx se e somente se,
yeK: (yn—y >(x,n-y) Ynek. (2.44)

Demonstracio. Seja x € H e suponha que y = Prgx; entao y € K. Além disso, como
K é convexo, dado qualquer n € K, tem-se que y + t(n —y) € K para todo 0 <t < 1.
Portanto, por (2.41), a funcao ¢ : [0, 1] — R, definida por:

o) =lle—(y+tm—y) > =llz—yl> =2t {x —y.n—y) + |ln—y|?

atinge seu minimo em ¢ = 0. Logo, ¢'(0) > 0, isto é, (x —y,n —y) < 0 para todon € K

ou equivalentemente, tem-se que:

(yn—y) >(z,n—y) VneK.
Reciprocamente, suponha que valha (2.44). Entéo,
0<y—zn-y=y-zn—cst+r—y =Y—zz-—y+{y—zn—1)
= —[lz = yll* + (y —a,n — ).

Logo, [ly = z[* < (y —x,n—x) < |y — zfllln — zl|. Assim, tem-se: [y — x| < [[n — x|

para todo n € K. Consequentemente, ||z —y|| = 12;( |z —n||. Portanto, y = Prgzx. [
1

Corolario 2.22. Seja K um conjunto convexo e fechado de um espago de Hilbert H.

Entao, o operador Prig : H — K € nao expansivo, isto é:
|Prgz — Prgx|| < ||z — 2| V2 € H. (2.45)
Demonstracio. Dados x, ' € H, sejam y = Prgx e y = Priga’. Entao, pelo teorema

2.21 temos que:
yeK: (yn—y >(x,n-y) YnekK,

yeK: (Yin—vy)>{'n—y) VnekK,
escolhendo 1 = 3’ na primeira desigualdade e n = y na segunda desigualdade, obtemos:
v,y —y) = (z.y —y),
Wy—y) > y—y).
Agora, sumando as duas desigualdades anteriores tem-se que:

Wy -+, y—v)>(@y -y + @ y—vy),
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isto é equivalente a:

Wy —y) =Wy -y =@y -y -y -y,
Assim, temos que: (y — ¢,y —y) > (x — 2’,y' — y) e multiplicando por —1 a ambos lados
da desigualdade, obtemos:
=y y—y)<le—a"y—y).
Logo:
ly=yIP=@-v.y—y)<@@-2y—y) <z =2y - |
Portanto, ||y — ¢'|| < ||z — 2/ O

Teorema 2.23. Seja K C R™ um conjunto convexo e compacto e seja F': K — K uma

funcao continua. Entdo, F' possui um ponto fizo.

Demonstragio. Como K é limitado, existe r > 0 tal que K C B[0,r] = B. Logo, pelo
corolario 2.22 a Prg é continua. Assim, temos que a aplicacdo F o Prg : B — B é
continua. Logo, pelo teorema 2.20 a funcao F' o Prg possui pelo menos um ponto fixo;
isto é, existe z € K tal que (F o Prg)(x) = z, e desde que Prxz = x, tem-se que
F(z) =x. O

Teorema 2.24. Seja K C R"™ um conjunto compacto e convezo e seja F: K — R™ uma

funcao continua. Entdo, existe x € K tal que:

(F(x),y—x) >0 VyeK. (2.46)

Demonstracio. Como a funcao Prg é continua, denotando I a funcao identidade, temos
que a aplicagdo Prg o (I — F) : K — K é continua. Entao, pelo teorema 2.23 esta
aplicagao possui um ponto fixo; isto é, existe x € K tal que x = (Prg o (I — F)) (). Logo,

pelo teorema 2.21, temos que:
(,y—a) 2 (x—Fz),y—x) Vye kK

Portanto, (F(z),y —z) >0 Vye€ K. O

2.2.4 Inequagoes variacionais em R"

Nesta subsecao daremos a definigao formal de inequagao variacional (VI) e veremos
alguns teoremas que garantem a existencia de solugoes, ver as referéncias [10], [3]. Na sua

forma geral, uma VI é formalmente definida abaixo.

Definicao 2.20. Dado um conjunto K C R"™ e uma aplicagdo F': K — R", a inequacao

variacional denotada por VI(K, F'), consiste em encontrar um vetor z € K tal que

(F(x),y—x)>0 VyeK. (2.47)
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Ao longo deste trabalho estamos interessados apenas na situagao em que o conjunto
K é fechado e a funcao F' é continua.
Se K é um conjunto compacto e convexo, e a funcao F : K — R" continua, temos
provado a existéncia de uma solugao da VI (2.47) no teorema 2.24. Por outro lado, note que
a VI nem sempre possui uma solugdo. Por exemplo, se K =R, f(z) (y —z) >0 Vye K
nao tem solugao para f(z) = e*.
De fato. Se existe 2o € R tal que f(zo) (y —x¢) > 0 Vy € R. Entao,

e (y—x9) >0 VyeR,

e como €™ > (), temos que y > x¢o Vy € R a qual é uma contradicgao.

O seguinte teorema da uma condicao necessaria e suficiente para a existéncia de solugoes.
Dado um conjunto fechado e convexo K C R" e R > 0, seja Kr = K N B[0, R], note que
Kpr é um conjunto compacto e convexo. Logo, como F : Kr — R" é continua, pelo

teorema 2.24 temos que existe g € Kg tal que:
(F(zgr),w—2xp) >0 Ywe Kg. (2.48)

Teorema 2.25. Seja K C R™ um conjunto fechado e convexo e F': K — R"™ continua,
uma condi¢ao necessdria e suficiente para que exista uma solu¢io da VI (2.47), é que
exista R > 0 tal que, uma solugio x € Kr de (2.48) satisfaz ||z|| < R.

Demonstra¢io. Suponha que existe uma solucao x € K da VI (2.47). Entao, considero
um R > 0 tal que = € B(0, R) de tal forma que Kr = K N B[0, R] # (. Logo, = € Ky é
uma solugdo da inequagao variacional (2.48) e ||z|| < R.

Reciprocamente, suponha que existe R > 0 tal que uma solugao = € K de (2.48), satisfaz
llz|| < R. Entao, como a bola B(0, R) é aberta e z € B(0, R) temos que existe § > 0 tal
que B(z,0) C B(0, R). Por outro lado, dado y € K com y # x, considero 7 > 0 tal que:

)
0<T<min{1,}
ly — ||

Agora, desde que x,y € K e K é convexo temos que w =z + 7 (y — z) € K. Além disso,
|lw—z| = 7|ly — z|| < d. Entdo, w € B(x,d) C B(0, R); logo, w € Kr = KN B[0, R], e
como x € Kp é solucao da inequagao variacional (2.48), temos que:
0 < (F(z),w—z) = (F(z),7(y —x)) = 7(F(2),y — ),
Isto é,
r€Kg: (Flz),y—2z)>0 VyeK
O qual significa que z € K é solucao da VI (2.47). ]

A continuacao estabelecemos outra condicao suficiente para a existencia de solugoes

de uma inequagao variacional.
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Corolario 2.26. Seja K C R™ um conjunto fechado e convero e F : K — R"™ uma

funcao continua, se existe xg € K tal que:

(F(x) — F(x0), v — w0)

Entdo, existe uma solugio da VI (2.47).

Demonstragio. Considero M > ||F(z)|| > 0. Logo, pela defini¢do de limite, existe § > 0

tal que:
(F(x) — F(2o),x — @)

> M, sempre que ||z]| >0 e z € K.
[l = ol

Agora, considero R > max {0, ||zo||}. Assim, temos que:
(F(z) = F(x0),r — w0) > M||x — m0||; sempre que ||z|| > R, v € K.
Daqui, obtemos o seguinte:
(F(x),r —x) > M||x — xo|| + (F(x0),x — z0) ; sempre que ||z|]| > R, x € K

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz; temos que, |(F(z),z — zo)| < [|[F(x0)]| []x — zo]|-
Logo, se ||z|| > R e x € K. Entao,

(F(2), 2 = o) > Ml[x = xol| = || F(zo) [} [l — 2ol = (M — [[F(zo)[]) |z — ol
e como M > ||F(x¢)||. Entao, ||z|| > R > ||xo|| com = € K implica que:
(F(x), 2 = o) > (M — [|[F(z0)|) Iz = zol| > 0,

Isto é:
(F(x),x —x9) > 0 para ||z|| > R, z € K. (2.49)

Por outro lado, como K é fechado e convexo. Entdo, Kr = K N B[0, R] é compacto e
convexo. Além disso, sabemos que R > |x¢l|; entdo, xg € Kg. Assim, Kr # (. Logo,

desde que F' é continua, pelo teorema 2.24 temos que existe rp € K tal que:
(F(zgr),w—2xp) >0 YVwe Kg (2.50)
Agora, considero w = xy na desigualdade (2.50) e obtemos:
(F(zR),zr — x0) = — (F(zR),x0 — zg) < 0.

Além disso, Suponha que ||zg|| = R; entao, desde que zr € K, pela desigualdade (2.49)
temos que (F(xg),zr — xo) > 0, isto é uma contradigdo. Logo, como ||zg|| < R, devemos

ter que ||zg|| < R. Portanto, pelo teorema 2.25 ,xgr € K é solucao da VI (2.47). O
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2.2.5 Problema que conduzem a uma inequagao variacional

Seja K C R™ um conjunto fechado e convexo e f : K — R uma funcao de clase
C'; defino F(z) = Vf(x).

Proposicao 2.11. Suponha que existe x € K tal que f(x) = IIélII(l f(y). Entdo, x é uma
y

solucao da inequacao variacional
reK: (F(r),y—z)>0 VyeK.

Demonstragio. Seja y € K, como K é convexo. Entao, z =z + t(y — x) € K para todo
t € [0,1]. Portanto a fungdo ¢(t) = f (x4 t(y — x)) com 0 < ¢t < 1, atinge seu minimo
quando ¢ = 0, isto implica que 0 < ¢'(0) = (V f(x),y —z) = (F(x),y — x). O

A reciproca cumpre-se se f é uma funcdo convexa.

Proposigao 2.12. Se f: K — R é uma fungao convexa e x satisfaz:
reK: (Flx),y—z)>0 VyeK

Entdo, f(x) = min f(y).

yeK

Demonstracao. Desde que f é uma funcao convexa, pelo teorema 2.13, temos que:

fy) = f(x) +(Vf(z),y —2) Yy e K. Logo, f(y) > f(z) + (F(z),y—2) VyeK;

mas, pela hipdtese (F(z),y —x) >0 Vy € K. Assim, temos que f(y) > f(z) Vy € K.

Portanto, f(z) = min f(y). O
yeK

2.3 Introducgao a teoria dos jogos

A teoria dos jogos é a teoria da tomada de deci¢oes independente e interdependente
de dois ou mais participantes auténomos (jogadores), onde nenhum jogador tem um

controle total sobre os resultados, para maiores informacoes veja as referéncias [2], [9].

2.3.1 Jogos de estratégias

Um jogo de estratégias consiste em um conjunto de jogadores, onde para cada um
deles hd um conjunto de alternativas e para cada resultado (ou combinacao de alternativas)
do jogo, ha um pagamento para cada jogador. Vamos comecar fixando as ideias com um

exemplo.

Exemplo 2.5. Suponhamos que British Airways (BA) e Virgin Atlantic (VA) estao
pensando em fixar uma tarifa para a rota Londres-Paris. Se ambas aerolinhas cobrarem
um preco de 800 $ cada uma, o lucro de BA seria de 60 milhdes e o lucro de VA de 90
milhdes. Se BA cobra 800 $ e VA cobra 500 $, entao BA teria uma perda de 30 milhoes e
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VA um lucro de 150 milhoes. Se no entanto, BA fixa um preco de 500 $ e VA cobra 800 $,
entao o lucro de BA seria de 90 milhoes e a de VA 30 milhoes, e se ambas cobram um prego
de 500 $, entao ambas aerolinhas acabam com perdas de 20 milhoes. Esta informacao

pode ser representada na forma de uma tabela como mostramos abaixo.

Aerolinhas Virgin Atlantic
Precos | 800 $ 500 $
British Airways | 800 $ | 60, 90 | —30, 150
500 $ | 90, 30 | —20, —20

No exemplo anterior hé dois jogadores (aerolinhas), cada um tem estratégias dadas
pelos pregos e cada escolha conjunta que fagam os jogadores tem um pagamento (um lucro
ou uma perda). Vale ressaltar que seria melhor para ambas companhias aéreas coordenar
as mudancas de precos porque, sem essa coordenacao, as empresas aéreas acabariam
fazendo perdas bastante graves. Em situagoes desse tipo, os seguintes trés elementos

sempre parecem estar presentes:

1. Dois ou mais participantes (jogadores).
2. Cada participante tem um conjunto de alternativas para eleger (estratégias).

3. Para cada escolha possivel ha um pagamento que cada jogador recebe.

Estes sao os ingredientes essenciais que constituem o que é chamado um jogo de estratégias.
Em linguagem mais formal, os jogos de estratégias consistem de um conjunto de jogadores,
para cada jogador ha um conjunto de estratégias, e para cada resultado (ou combinagao

de estratégias) do jogo hd um pagamento para cada jogador.

Definicao 2.21. Um jogo de estratégias consiste de n individuos denotados por 1,2,--- . n

e chamados os jogadores tal que para cada ¢ =1,2,--- ,n o jogador ¢ possui:

1. Um conjunto de alternativas S; (também chamado como o conjunto de estrategias

do jogador i), os elementos deste conjunto sao chamados as estratégias do jogador i.

2. Uma funcao de pagamento u; : S; X Sy x -+ x S, — R.

Um jogo com estas caracteristicas é denotado como uma 2n-tupla:
G = (517527"' aSna U, Uz, - - 7un)'

Exemplo 2.6. Este é um exemplo de um jogo de estratégias com trés jogadores 1,2.3. Os

conjuntos de estratégias dos jogadores sao:

51252253:[0,1].
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Suas fungoes de pagamento sao dadas por
w(z,y,2) =c+y—2z, ux,y,z)=x—yz e ug(zr,y,2) =2y — 2,

onde, por simplicidade, deixamos s; = x, s = y e s3 = 2, com s; € 5;, para cada
1 =1, 2, 3. Se os jogadores escolheram as estratégias x = U= Oez= T entao os seus

pagamentos serao

(1 0 1> 1 <1 0 1) 1 <1 0 1) 1
u (=,0,=) ==, uy|=,0,-) == e ug(=,0,-) =—-.
1 27 74 47 2 27 74 2 3 27 74 4

Observe que a tupla de estratégias (1,1,0) (ver [2]) d4 um melhor pagamento para cada

jogador.

Existem dois tipos de jogos, os jogos cooperativos e os jogos nao-cooperativos;
Dizemos que um jogo é cooperativo quando existe uma certa comunicacao ou algum tipo
de coordenacao entre os jogadores, os quais podem eleger a melhor op¢ao para ambos.
Os jogos nao-cooperativos se caracterizan pela nao existéncia de comunicagao entre os
jogadores. Um caso particular de jogos de estratégias sao os chamados jogos de matrizes,

eles sdo formalmente definidos da seguinte forma.

Definicao 2.22. Um jogodematrizes é um jogo de estratégias de dois jogadores tal que:

(1) O jogador 1 tem um conjunto finito de estratégias S; com m elementos,
(77) O jogador 2 tem um conjunto finito de estratégias S com n elementos, e

(171) Os pagamentos que recebem os jogadores sdo fungoes uq, ug : S; X Sy — R das

estratégias conjuntas (s, s2) € S1 X Ss.

Se Sy = {s1,85,---,5,,} ¢ Sy = {s],53,--- ,s7}. Entdo, denotando a;; = uy(s], 53)
e by = ua(s], S?) podemos representar estas estratégias e pagamentos numa matriz m X n.
Jogador 2
o 2 2 2
Estratégias 57 55 e i
T
51 aii, b aiz, big | -+ | ain, bin
I
Jogador 1 BP) as1, b g, bag | -+ A2n, ban
T
Sm Am1, bml Am2, bm2 e Qmn, bmn
Definigao 2.23. Sejam G = (51,59, -+, Sp, U1, ug, -+ ,u,) um jogo, e §;, §; duas estra-

tégias do jogador i. Dizemos que a estratégia s; é estritamente dominada por §;, se para
qualquer combinacgao de estratégias usados pelos outros jogadores, o pagamento para o

jogador ¢ ao usar a estratégia s; ¢ menor que o pagamento ao usar a estratégia 3;, isto €,

ui(sla"' 7Si—17§i)8i+1)"' 7Sn> < ui(817"' usi—lagivsi—i-lv"' )Sn)7 (251>

para qualquer (sy,- -, 81,841, ,Sn) € S1 X -+ X S;_1 X Sy X -+ X Sy,
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Uma estratégia §; é dita estritamente dominante, se a desigualdade (2.51) vale para toda

estratégia s; € S;.

Um jogador racional nao vai jogar a estratégia dominada porque se ele escolhe
uma estratégia estritamente dominada s;, ele poderia encontrar uma outra estratégia §;

de modo que possa obter um pagamento maior.

Exemplo 2.7. [Dilema do prisioneiro| Dois individuos que cometem um crime tem a
escolha de confessar o crime ou ficar em siléncio. No caso de que um deles confessar e o
outro ficar em siléncio, entao aquele que confessou nao vai a prisao, enquanto aquele que
nao confessou obtém uma sentenca de dez anos. No caso de ambos confessarem, cada
um recebe uma sentencga de cinco anos. Se ambos nao confessarem, ambos obtém uma

condenacao de um ano. Ao examinar o jogo, observa-se as seguintes caracteristicas:

Jogadores Prisioneiro 2
Estratégias | Calar | Confessar
Prisioneiro 1 Calar —-1,—-1 —10,0
Confessar | 0,—10 —5,—5

« Ambos jogadores tem interesse em manter siléncio, ja que neste caso ambos recebem

uma condenacgao de um ano cada um.

o Uma vez que um jogador vai manter siléncio, o outro jogador tem um incentivo para

confessar o crime.

Estes sao precisamente o tipo de paradoxos que sao tao inerentes aos jogos. A questao
central ndao é apenas sobre a escolha que um jogador faz, mas também sobre as escolhas
dos outros jogadores. Um exame aprofundado do jogo mostra que, se o jogador 1 usa a
estratégia "confessar'(co), entao ele ganha um melhor pagamento para cada escolha que
o jogador 2 faz. Para ver isso, deixe u; indicar a funcao de pagamento do jogador 1 e

observe que, se o jogador 2 escolhe "calar'(ca), entao
uy(co,ca) =0 > —1 = uy(ca, ca),
enquanto que se o jogador 2 escolhe "confessar'(co), entao
uy(co, co) = =5 > —10 = uy(ca, co)

Ou seja, nao importa qual seja a escolha do jogador 2, é melhor para o jogador 1 jogar a
estratégia confessar. Dizemos que a estratégia do jogador 1 confessar é uma estratégia
estritamente dominante (ver definigao 2.23). Um exame semelhante das estratégias do
jogador 2 revela que a estratégia confessar é uma estratégia estritamente dominante para

o jogador 2. Na auséncia de qualquer comunicag¢ao ou qualquer esquema de coordenacao,
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os jogadores racionais devem desempenhar suas estratégias estritamente dominantes, Uma
solugdo para o "Dilema do Prisioneiro", poderia, portanto, acabar por ser (confessar,

confessar). Esta é a solu¢do usando estratégias estritamente dominantes.

2.3.2 Equilibrios de Nash

Quando um jogo de estratégias é jogado, o objetivo de um jogador é maximizar
seu pagamento. Um jogador individual pode, se ele ou ela conhece as escolhas dos outros
jogadores, optar por maximizar seu pagamento dado as escolhas dos outros. Mas, entao,
todos os outros jogadores querem fazer o mesmo. Na verdade, parece bastante natural
procurar um resultado que resulte da maximizacao simultanea de pagamentos individuais.
Esse perfil de estratégias é geralmente chamado um equilibrio de Nash e é definido como

segue.

Definigao 2.24. Um equilibrio de Nash (ou simplesmente uma solu¢ao) de um jogo de
estratégias
G = (517527'” 7Sn7 Uy, U2, "~ 7un)

¢ um perfil de estratégias (s7,s3,---,s) € 51 x Sy X --- xS, de modo que para cada

’ n

jogador ¢ = 1,--- ,n, cumpre-se

* * * k * * * * *
Ui(sl,"',Si_l,Si,Si+1,"' S)zui(Sl,"',Si_l,si,si_,'_l,"' S) VSZESZ

r n

De forma equivalente, para cada ¢ = 1,--- ,n, s! resolve o problema de otimizagao

Maximizar wu; (3”{, S S 1, S0y Sipys ,s;)

sujeito a s; € 5;.

Observe que um ponto de equilibrio de Nash é equivalente a maximizar n funcgoes.
Além disso, um equilibrio de Nash é uma tupla de estratégias conjuntas do jogo, tal que
nenhum dos jogadores tera um incentivo a mudar de estratégia uma vez jogou o jogo.
Assim, se todos os jogadores sabem que todos os outros estao comprometidos em jogar um
equilibrio de Nash, entdao todo mundo vai concordar em jogar sua estratégia de equilibrio
de Nash, pela simples razao de que ¢é ideal para todos eles, no sentido que se um jogador
muda de estratégia e os outros nao, entao o pagamento que recebera serd menor ou igual
ao correspondente ao que é dado pelo equilibrio de Nash. Os equilibrios de Nash tem sido
amplamente utilizado em aplicacoes da teoria dos jogos. Uma razao para esta popularidade
¢é que quando vocé olha para uma estratégia que nao é um equilibrio de Nash, entao ha pelo
menos um jogador que pode melhorar o seu pagamento em detrimento de outro jogador.
Um jogo pode ter um equilibrio de Nash, nenhum ou mais de um equilibrio de Nash.
No exemplo 2.7 do dilema do prisioseiro a estratégia (confessar, confessar) é o unico
equilibrio de Nash (para mais detalhes ver [2]) e seus pagamentos respectivos sao (—5, —5).

A seguir mostramos um exemplo onde existem mais de um equilibrio de Nash.
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Jogador 2
Estratégias a 6] y o
a 1,0 1,1 2,1 3,1
Jogador 1 b 4,2 0, 2 1,1 2, 2
c -1,1| 1,1 1,2 2,0
d 3,2 | —-1,1] 2,2 | =3,2
e 2,1 | =2,2|1,—-1| 1,5

Exemplo 2.8. No seguinte jogo de matrizes, cada jogador ¢ = 1,2 tem un conjunto finito
de estratégias com 5 e 4 elementos respectivamente. Usando o método de estratégias
estritamente dominadas tem-se que (b, «), (a, ), (a,7), (d,7) e (a,d) sdo 5 equilibrios de

Nash do Jogo de matrizes.

A seguir vemos um exemplo onde nao existe nenhum ponto de equilibrio de Nash.

Exemplo 2.9. Considere o seguinte jogo de dois jogadores com conjuntos de estratégias
S1 =85 =[0,1] e fungoes de pagamento u(x,y) = (y — 2> x e uy(z,y) = |z —y|. Este
jogo nao tem nenhum equilibrio de Nash. De fato. Suponhamos que existe um equilibrio
de Nash (z*,y*) € S; x Sy. Entéao, pela definicao 2.24 de equilibrio de Nash o ponto
(z*,y*) satisfaz as duas desigualdades seguintes:

Yy > u(x,yt) Yaelol], (2.52)
up (2%, y") > ua(z”,y) Vy€[o,1]. (2.53)

A partir de (2.52) e usando a defini¢ao de u; tem-se que
1 1
(y 2>w_(y 2)% Vael0,1],

podem ocorrer trés casos:

1 1
(i) Se y* = 2 entao o ponto (x*, 2) ¢ um candidato a equilibrio de Nash, para todo
z* € [0, 1].

1
(ii) Se y* > Y entdo x* > Vx € [0, 1], isto implica que z* = 1. Logo, o ponto (1, y*)

1
¢ um candidato a equilibrio de Nash, para todo y* € (2, 1}

1
(iii) Se y* < 27 entdo z* <z Vz € [0,1], isto implica que z* = 0. Logo, o ponto (0, y*)

1
¢ um candidato a equilibrio de Nash, para todo y* € {O, 2).

Além disso, estos pontos candidatos a equilibrios de Nash devem satisfazer a desigualdade

(2.53) a qual é equivalente a:

2" =y = |2" —y[ Vyel01] (2.54)
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Mas nenhum deles satisfazem a relacao (2.54). Portanto, ndo existe nenhum ponto de

equilibrio de Nash.

Existe um critério util para encontrar um equilibrio de Nash de um jogo de
estratégias quando os conjuntos de estratégias sao intervalos abertos de niimeros reais (ver
[2]). Nesse caso, é facil ver que se uma tupla de estratégias (s}, -« ,s*) é o equilibrio de
Nash do jogo, entao deve ser uma solucao do sistema de equagoes.

* *
Ou; (817 U 7Sn)
8si

=0, Vi=1,2,--,n. (2.55)

Portanto, o equilibrio de Nash estéd entre as solugdes do sistema (2.55). Quando o sistema
(2.55) tem uma solugao tinica, entao esse ponto é o tnico equilibrio de Nash do jogo. Este é
essencialmente o teste para determinar o equilibrio de Nash em jogos de estratégias, cujos
conjuntos de estratégias sao intervalos abertos. Para maiores detalhes veja a referéncia [2].

Em termos matematicos precisos, esta é formulada da seguinte forma:

Proposicao 2.13. Seja G um jogo de estratégias, cujos conjuntos de estratégias sao

intervalos abertos e com fungoes pagamento duas vezes diferencidveis. Suponha que uma

tupla de estratégias (s3,--- ,sk) satisfaca:
0 i *7 cee * ) )
1. ¢ (818 55 =0, para cada jogadori=1,2,--- n.
Si

2. Cada s} é o ponto estaciondrio da fungao
* * * *
u; (31,--- 1 8i_1,8,Si1s ,sn), s €S,

O%u; (s}, ,8%)

3. -
8281‘

<0 para cada v =1,--- ,n.

Entao, (s7,---,s%) € um equilibrio de Nash do jogo G.

’r n

Na pratica, geralmente descobrimos a solucao do sistema (2.55) e usamos outras
consideragoes econdmicas para verificar se a solugao é o equilibrio de Nash do jogo. Aqui

estd um exemplo que ilustra o teste de Equilibrio de Nash.

Exemplo 2.10. Considere um jogo de estratégias de trés pessoas em que cada jogador
tenha um conjunto de estratégias igual ao intervalo aberto (0, +00). As fungoes pagamento

dos jogadores sao dadas por

ul(fL‘,y,Z) =22z — ny

u2(xuy72): V 12($+y+2)—y

us(z,y,2) = 22 — wy2>.



Para encontrar o equilibrio de Nash do jogo, devemos resolver o sistema de equacoes

8u1_ 8u2_ a’U/3_
= g 0 5 =0

Tomando derivadas, obtemos

0 0 3 0
ﬂ:22—2xy, 42 _ -1 e ﬂ:2—2xyz.
ox Ay T+y+z 0z

Ou, simplificando as equagoes,

z=u1xy
r+yt+z=3
ryz = 1.

Assim, a tnica solucao do sistema de equagoes é x =y = z = 1.

82161

=—-2y<0
92 Y )
0*us V3 —3/2

= —— <0
0 5 (x+y+2) ,
(92u3
9.2 —2zy < 0.

95

Para todas as escolhas x > 0, y > 0 e z > 0. O teste de equilibrio de Nash garante que

(1,1,1) é o tnico equilibrio de Nash do jogo.
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3 INEQUACOES VARIACIONAIS E PROBLEMAS DE COMPLEMEN-
TARIDADE

Neste capitulo, definimos formalmente os problemas que formam o tema principal
deste trabalho: a inequagdo (ou desigualdade) variacional (VI) e o problema de comple-
mentaridade (CP). O corpo principal do presente capitulo consiste em duas partes. Na
primeira parte, apresentamos algumas classificagoes basicas e terminologia associada para
varios casos especiais desses problemas. Nés explicamos a interconexao entre a VI e o CP,
bem como sua relagao com um programa de otimizacao nao-linear padrao. Na segunda
parte, apresentamos a relagao entre VI e / ou CP com os equilibrios de Nash. Para maiores

informagoes ver as referéncias [3], [10].

3.1 Descricao do Problema

O exemplo mais simples de uma inequacao variacional é o problema classico de
resolver um sistema de equagoes nao-lineares. De fato, como veremos em breve, esse
problema pode ser considerado como uma VI sem restricoes. Como vimos no capitulo
anterior (ver defini¢ao 2.20), dado um conjunto K de R" e uma aplicacao F' : K — R",

a inequagao variacional denotada por VI(K, F), é encontrar um vetor z € K tal que
(F(x),y—x) >0 Vye K. (3.1)

O conjunto de solugoes deste problema é denotado por SOL(K, F'). Como j& mencionamos,
nos estamos interessados na situagao em que o conjunto K é fechado e a funcao F' é
continua. Na maioria dos casos de VI(K, F') discutidas no trabalho, o conjunto K &
convexo. No entanto, matematicamente, alguns resultados nao exigem a convexidade de
K. Assim, nao fazemos a convexidade de K uma suposicao geral.

Como K é fechado e F' é continua, segue-se que SOL(K, F') é sempre um conjunto fechado
(embora possa estar vazio). Compreender outras propriedades do conjunto de solugoes de

uma VI é um tema importante que tem significado tanto teérico como pratico.

Observacao 3.1. Uma interpretagao geométrica de uma VI, e mais especificamente da
inequagao definida por (3.1) é que um ponto z € K é uma solu¢ao da VI(K, F), se e
somente se, F'(x) forma um angulo ndo obtuso com cada vetor da forma y — x para todo
y e K.

Podemos formalizar esta observagao usando o conceito de cone normal, como vimos
na definicdo 2.13. Dado o conjunto K C R™ e qualquer vetor x € K, o cone normal a K

em x; é o conjunto:

N, K)y={deR": (dyjy—z) <0 Vye K}. (3.2)
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Observacao 3.2. A desigualdade (3.1), diz claramente que um vetor x € K resolve a

VI(K, F) se e somente se —F(x) é um vetor normal para K em z; ou, de forma equivalente,

0€ F(z) + N(z,K).

N(z; K)

Figura 11 — O cone normal e solugdo de uma VI.

Observagao 3.3. Se K = R" entao um vetor x € SOL(R", F') se e somente se F'(x) = 0.
De fato: suponha que x € SOL(R", F'). Entéao, (F(x),y —x) >0 Vy € R", em particular
considere y = x — F(x). Temos que (F(x),—F(z)) > 0. Consequentemente, || F(z)|* < 0.
Logo, F(x) = 0. Reciprocamente se F'(x) = 0, é claro que x € SOL(R", F).

O argumento acima se aplica de forma mais geral a uma solugao da VI(K, F') que
pertence ao interior topoldgico de K C R". Especificamente, se x é uma solucao da VI
(3.1) e x pertence a int(K); entao, F'(z) = 0. De fato, desde que = € int(K), existe § > 0
tal que B(z,d) C K; por outro lado, suponha que F(x) # 0, considere 7 > 0 tal que:

0<rt<

5
IE@)]

Logo, fazendo y = x — 7F(x), temos que ||y — x| = 7||F(x)|| < d. Assim, y € B(z,0) C K
e como = € SOL(K, F) usando (3.1) tem-se:

=7 (F(x), F(x)) = 0

Entao, ||F(z)|> <0 e portanto F(x) = 0.
Em todas as realizacoes interessantes de uma VI, é invariavelmente o caso de que nenhum
dos zeros de F', se houver, sdo solugoes da VI(K, F). Em outras palavras, a VI é uma

generalizacao genuinamente nao trivial do problema classico da resolucao de equacoes. No
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entanto, como vemos ao longo do trabalho, a teoria e os métodos para resolver equacoes
sao fundamentais para a andlise e solugao de uma VI.
Quando K é um cone (ver defini¢do 2.4), a VI admite uma forma equivalente conhecida

como um problema de complementaridade.

Definicao 3.1. Dado um cone K C R"™ e uma aplicacdo F' : K — R" o problema de
complementaridade, denotado por C'P(K, F') consiste em encontrar um vetor z € R™ que

satisfaz as seguintes condigoes:
(i) xe K (ii)) —F(z)e K* (ili) (F(x),z)=0

Onde K* € o cone dual de K como vimos na definigao 2.9.

A conexao precisa entre a VI(K, F) e o CP(K, F) quando K é um cone é descrito

no seguinte resultado, ver [3].

Proposicao 3.1. Seja K um cone de R". Um vetor x resolve a VI(K, F) se e somente
se, x resolve o CP(K, F).

Demonstra¢ao. Suponha que x resolve a VI(K, F), é claro que € K e desde que K é

um cone tem-se que 0 € K, tomando y = 0 em (3.1), obtemos:
(F(z),z) <0

Além disso, como K é um cone e x € K, segue-se que 2z € K. Logo, considerando y = 2x
em (3.1), obtemos:
(F(x),z) 20

Agora, das duas desigualdades acima, deduzimos que (F(z),x) = 0. Por sua vez, de (3.1)

tem-se:

(F(z),y) = (F(x),2) 20 Yy e K
Mas, (F(z),z) = 0. Logo, (F(z),y) > 0 Vy € K; entao, —F(x) € K*. Portanto, x
resolve o CP(K, F).
Reciprocamente se x resolve o CP(K, F), entao = € K, —F(z) € K* e (F(z),z) = 0.
Assim, dado qualquer y € K, temos que:

(F(z),y —2) = (F(z),y) — (F(z),z) = (F(x),y) 20,

pois —F(x) € K*. Portanto x resolve a VI(K, F). O

Uma palavra sobre a notagdo C'P(K, F): quando a sigla CP é anexada ao par
(K, F), entende-se que K é um cone.
O CP(K, F) é definido por trés condigoes: (i) x € K (ii) —F(z) € K* e (iii) (F(z),z) = 0.
Introduzimos alguns conceitos associados a vetores que satisfazem as duas primeiras

condigoes.
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Definicao 3.2. Seja um vetor x € R™

(i) Dizemos que x € R™ é factivel (ou vidvel) ao CP(K, F'), se e somente se:

reK e —F(x)e K*. (3.3)

(ii) Dizemos que x € R" é estritamente factivel ao CP(K, F') , se e somente se © € K e
—F(z) € int(K™).

(iii) Dizemos que o CP(K, F) ¢ (estritamente) factivel, se e somente se tem um vetor

(estritamente) factivel.

(iv) A regiao factivel de o CP(K,F) é o conjunto de todos os vetores factiveis e é
denotada por FEA(K, F). E claro que SOL(K; F) C FEA(K, F).

Para uma funcdo nao-linear F', encontrar um ponto viavel ao C P(K, F') ou determi-
nar se nenhum desses pontos existe nao é necessariamente mais facil computacionalmente
do que resolver o proprio problema de complementaridade. No entanto, a compreensao da
viabilidade do CP é importante porque, afinal, a viabilidade é uma condi¢do necessaria
para a solvabilidade. Quando F' é uma funcao afim, existem pelo menos dois casos em que
a determinacao da viabilidade do C'P(K, F') é presumivelmente mais facil do que resolver o
problema em si. O primeiro caso é quando K é um cone poliedral. Neste caso, a condi¢ao
de viabilidade (3.3) é essencialmente um sistema de desigualdades lineares; Portanto, sua
viabilidade pode ser determinada pela resolugdo de um programa linear (LP). O outro
caso é quando K é um cone especial, conhecido como o cone de matrizes semi-finitas.

Definimos o ortante nao negativo de R™, como o conjunto:
R:L-:{m:(l‘h 71'71) ERH: €T; ZO vz:l) ’n}

Muitos casos especiais do problema de complementaridade sao muito importantes na
modelagem. Agora apresentamos dois dos mais importantes. Quando K é o ortante nao
negativo de R", o CP(K, F') é conhecido como o problema de complementaridade nao

linear e denotado por NC'P(F'). Assim, temos a seguinte definicao.

Definicao 3.3. Dada uma aplicacdo F' : R} — R" o NCP(F) consiste em encontrar

um vetor z € R", que satisfaca

0<az L F(z)>0. (3.4)

Ao expressar a condi¢ao de ortogonalidade (F(z),z) = 0 em termos de produtos
de componente (o que é justificado porque z e F(x) sdo ambos vetores nao negativos),

obtemos a seguinte formulacao equivalente do NC'P(F):

0<z, F(x)>0
v Fi(r) =0, Vi=1,--- n.
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A generalizagdo do NCP é o problema de complementaridade mista, abreviado como
MiCP. Isso corresponde ao caso do CP(K, F') onde K é o cone especial R" x R'}?, com

ny + ny = n. Assim, chegamos a seguinte definic¢ao.

Defini¢ao 3.4. Sejan G : R™ x R}? — R™ e H : R™ x R? — R™ duas aplicagoes.

O MiCP(G, H) consiste em encontrar um par de vetores (u,v) € R™ x R’? tal que:
G(u,v) =0, u livre
0<wv Ll H(u,v) >0.

3.1.1 Problemas Afins

O CP(K,F) é um caso especial da VI(K, F') onde o conjunto K é um cone. No
que se segue, apresentamos varios outros casos especiais da VI(K, F') onde K ou F possui

algumas outras estruturas interessantes. Para comecar, seja ' uma funcao afim dada por:
Fx)=q+ Mz YxeR" (3.5)

para algum vetor ¢ € R™ e uma matriz M € R"*". Neste caso escrevemos VI(K,q, M) em
vez de VI(K,F). O conjunto solugdo da VI(K,q, M) é denotado por SOL(K,q, M).
Se além disso K é um conjunto poliedral (ver (2.5)), a VI(K,q, M) denotada por
AV I(K,q, M) serd chamada VI afim. Finalmente se K é um conjunto poliedral, mas F' nao
é necessariamente afim, usamos o adjetivo "restri¢oes lineares" para descrever a VI(K, F).
A diferenca da AVI onde tanto o conjunto da definicao e a fungao tem estructura afim, a
VI(K,q, M) e a VI com restri¢oes lineares tem s6 um membro afim no par (K, F'). Uma
importante VI com restrigoes lineares é a caixa restrita VI(K, F') onde o conjunto K é

um retangulo fechado, dado por:

K={zeR": ¢<z;<b;, i=1,--- ,n} (3.6)
Em particular, permitimos que alguns limites inferiores a; sejam iguais a —oo e alguns
limites superiores b; iguais a 400, este marco extendido inclui como um caso particular o
NCP(F), o qual corresponde fazer a igual zero e b o vetor de todas as componentes que
sao iguais a +00.
Similarmente o MiCP é um caso especial da VI caixa restrita, um MiCP(G, H) onde G e
H sao ambas funcgoes afins é chamado um problema de complementaridade linear mista,
abreviado como MLCP. Um NCP com uma fung¢ao afim definida é chamado um problema

de complementaridade linear, abreviado como LCP. Notacionalmente se F' é a funcao afim
dada por (3.5), o NCP(F') se escreve como LCP(q, M).

3.2 Relacoes entre classes de problemas

Resumimos as varias classes de problemas e suas conexoes no diagrama abaixo. A

notagao P = () significa que podemos derivar o problema @), a partir do problema P; a
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notacao P < () significa que os dois problemas P e () sao "equivalentes".

VI(K,q, M) VI(K,q, M)

fr \
VI(K,F) = VI restrigoes lineares = AVI(K,q, M)

Y ) 0

CP(K,F) = MiCP(F) =  MLCP
U g
NCP(F) =  LCP(q, M)

Todas, exceto duas relagées no diagrama acima seguem facilmente das defini¢bes dos
respectivos problemas. As excec¢oes sao a equivaléncia entre uma VI com restri¢oes lineares
e um MiCP e a equivaléncia entre uma AVI e um MLCP. Na verdade, a tltima equivaléncia
é uma conseqiiéncia imediata do primeiro, considerando um funcao afim F. No seguinte

resultado, consideramos o conjunto poliedral
K={zeR": Az <b, Cx=d} (3.7)

Para algumas matrizes dadas A € R™", C € R*" e vetores b € R™ e d € R\. O
equivalente MiCP resultante da VI(K, F') que se chama o sistema de Karush - Kuhn
- Tucker (KKT) da VI(K, F') depende da representagao (3.7), para uma demonstragao

alternativa da proposigao 3.2 veja a referéncia [3].

Proposicao 3.2. Seja K C R"™ dado por (3.7). Um vetor x resolve a VI(K,F) se e

somente se existem vetores A\ € R™ e u € R! tal que:

0=F(z) +CTpu+ AT\
0=d—Cux (3.8)
0<XA Lb—-—Ax>0

Demonstragio. Comegamos fazendo uma observagao sobre a VI(K, F'); a desigualdade
(3.1) é equivalente a:
(F(z),y) = (F(z),z) VyeK.

Assim, um vetor x é solugao da VI(K, F) se e somente se x é uma solugao do problema
de otimizagao na variavel y (com z considerado fixo):

Minimizar (F(x),y)

N (3.9)
sujeita a  y € K.

Assim, se x é uma solugao da VI(K, F'). Entao, pela observacao anterior tem-se que x € K

é um minimizador do problema (3.9) com restri¢oes lineares de igualdade e desigualdade.
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Logo, pelo teorema 2.17 (ou também ver (2.35)-(2.39)) existem (u, A) € R! x R™ tais que:

Vf(x)+ Zuthi(x) + f:/\ngi(x) =0

i=1 i=1
h(z) =0

Nigi(z) =0 Vi=1,...,m
NS>0 Vi=1,..,m

m

Onde f(y) = (F(x),y), h(y) = Cy—de g(y) = Ay —b. Assim, temos que h;(y) = ¢! y—d;,
gi(y) = al'y — b;, onde ¢;, a; € R™ sdo os vetores filas das matrizes C € R*" e A € R™*"
respectivamente. Entdo, dado qualquer y € R"™ tem-se Vf(y) = F(x), Vhi(y) = ¢! e

Vgi(y) = al. Consequentemente, temos que:

0=F(z)+CTu+ A"A
0=d-Cx
0<A L b—Az>0

Reciprocamente, sendo K un conjunto poliedral, pelo corolario 2.12, temos que K é convexo.
Assim, o problema (3.9) é um problema de programagcao linear convexo na variavel y, e
pela hipdteses « é um ponto KKT do problema (3.9) (ou ponto estacionario do problema
(3.9)), isto é, verifica-se o sistema (2.35)-(2.39). Entao, pelo teorema 2.18 e o teorema 2.9,

x ¢ um minimizador global do problema (3.9). Logo, x resolve a VI(K, F'). O

Exemplo 3.1. Para ilustrar a proposicao 3.2, consideremos a VI(K, F') caixa restrita,
onde K ={z€R": a;<z; <b; Vi=1,--- n}; desde que K é um conjunto poliedral,

a VI(K, F) é equivalente a suas condigdes KKT, que podem ser escritas como:

0<z—a L Fx)+v>0
0<b—z L v>0.

De fato: K = {z € R": a <z < b} pode-se escrever como: K = {:c eER": Azx < 5}

_ I ~
onde: A = e b= , sendo I a matriz identidade n x n. Assim, K é um

—1I —a
conjunto poliedral s6 com restricoes de desigualdade. Logo, se x € K é uma solucao da

VI(K, F), da proposicao 3.2, existe A = € R?" com v, w € R" e v, w > 0 tal que:

w

0= F(z)+ A"\ (3.10)
0<A L b—Ar>0 (3.11)
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v

De (3.10), temos que 0 = F'(x)+[1, —I] [
w

] ;isto é, 0 = F(x)+Iv—Iw. Logo, w = F(x)+wv;

por outro lado:

- b 1 b—
b— Ax = — x = o
—a -1 —a+zx
Assim:
L v b—uw .
A L b— Az, se e somente se 1 . Entao, v(b—z) 4+ w(z —a) =0,
w —a+x

ondeb—z>0,z—a>0,v>0ew >0. Entdo, v(b—z) = 0 e w(x — a) = 0; isto
é,b—x L vex—a L w. Assim, usando (3.11) temos que 0 < b—z L v >0e
0<z—a L w>0ecomow= F(z)+ v, tem-se:
0<z—a L Fx)+v>0
0<b—z L v>0.

Em geral um ponto x € K é uma solucao de uma caixa restrita VI(K, F') (ver [3]),

se e somente se, para cada i = 1,--- ,n temos:
G <z<b = Fz(x) = O,

Associada com uma VI(K, F) com restrigoes lineares, se define a funcao (nao linear)

aumentada F' da seguinte maneira. Para todo 2 no dominio de F' e (i, \) € RH™

F(z)+ CTp+ ATX
. _ (G(m,,u, )\)) (3.12)

H A
b (.737”, )

Onde G : R*" x R™ —s Rt ¢ H : R"H x R™ — R™ estdo definidas como:

F(z) +CTu+ ATX

G(%/M)Z( i Co

) e H(z,u,\) =b— Ax

Da proposicao 3.2, concluimos que x € SOL(K, F) se e somente se existem um par de veto-
res (i, A) que sdo chamados de multiplicadores, tais que (z, i, A) resolve o MiC'P (G, H) =
MiCP(F). Esta é precisamente a afirmacio da equivalencia entre uma VI(K, F) com res-
trigoes lineares e um MiCP. Consideremos o caso afim no que F' é dada por F(x) = ¢+ Mx

a funcao nao linear:

q+ Mz +CTp+ AT\ q Mz + CTp+ AT )
F(x, pu,\) = d—Czx =|d|+ —Cx
b— Ax b —Ax
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Logo:
q x
Flr,;, )= [d| +Q|p| e RMTH™
b A
onde: )
M Cct AT
Q=|-C 0 0
_—u4 0 0

Entao, segue-se que a AVI(K,q, M) é equivalente ao MLCP definido por (F(O),Q),
portanto, nés estabelecemos a equivalencia entre uma AVI e um determinado aumento de
MLCP. Verificar a viabilidade de este ultimo MLCP equivale a verificar a consisténcia do

seguinte sistema de desigualdade linear:

0=q+ Mz +CTpu+ ATX

0=d—-Cx
0<b— Az
0< A\

Como tal, isto é seguramente mais facil que resolver o MLCP(F(0),Q) que contem a
condicao de complementariedade adicional entre A e b — Ax.

Agora, consideramos a conversao da condigao KKT da AVI(K,q, M) num LCP. Esta
conversao tem tanto razoes historicas como implicagoes algoritmicas. Especificamente,

seja F'(z) = g+ Mx onde ¢ € R", M € R™" da proposigao 3.2 temos que:

0=q+Mz+CTpu+ AT)
0=d—Cxzx (3.13)
0<A L b—Az>0.

Suponha que a matriz
M CT

oo (3.14)

é nao singular, podemos entao usar as duas primeiras igualdades em (3.13) para resolver

as variables (z, 1) em termos de A\, como segue:

Mz +CTpy=—q— AT
—Cx+0pu=—d

| |—q—A"X
[ B —d

Entao,

M CT
-C 0
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U V] M CT]
Logo, se = temos que:
z| |-C
o] (U V] [-¢—A"A] [U(-q—ATX)-Vd
w W oz —d B W(—q—AT/\)—Zd

Assim, x = —U (q + AT)\) —Vd e p=-W (q + AT)\) — Zd, eliminando assim (z, ;1)
do sistema (3.13). Além disso:

b—Az=b+ AU (¢+ATA) + Vd| = b+ AUq+ AVd + AUAT\

ou equivalentemente,

q AT
b— Az =b+ AU AV] y +[AU av] 0]/\
Mais ainda,
b—Az=b+[A 0] vV +[4 0] vovia
d W Z 0
Isto é:
ol -1 q oT -1 AT
b—Az=b+[A 0 +]A 0] A
-C 0 d -C 0 0
Logo, definindo:
1 -1
g=b+[A 0 _MC (’;)T H e M=[A 0 _MC (“;T /g

Obtemos o LC'P(g, M) s6 na variable A
0<A L F(\) >0,

onde F(\) = g+ M.

Tradicionalmente, o objetivo de transformar um MLCP num LCP ¢ facilitar a implemen-
tacao dos métodos pivote LCP para resolver o problema acima. Além de exigir a condi¢ao
de nao singularidade, como vimos anteriormente, esta transformacao envolve uma carga
computacional quando se trata de reslver problemas grandes, com os avancos na metodo-
logia da AVI, a necessidade de transformar um MLCP num LCP para fins computacionais
tem diminuiu; porém, tal conversao é as vezes benéfica porque um algoritmo pivote pode

processar MLCPs, que sao soluveis de outra forma por algoritmos iterativos.
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3.3 Integrabilidade e o sistema KKT

As inequagoes variacionais e os problemas de complementaridade surgem de uma
variedade de fontes interessantes. A maioria dessas fontes sdo problemas de otimizagao
restrita diferenciavel. No entanto, nem todos os VIs ou CPs sdo naturalmente derivados
de problemas de otimizagao. Parte do objetivo desta secao é mostrar que uma VI é uma
extensao nao trivial de um programa nao-linear padrao (PNL). Sabe-se que as condigdes de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) desempenharam um papel fundamental em todos os aspectos
da programacao nao-linear. Acontece que essas condi¢gdes podem ser facilmente estendidas

para uma VI. Para maiores informacoes veja [3].

3.3.1 Problemas de otimizagao restrita

Considere o problema de otimizacao restrito:

Minimizar 60(x) (3.15)

sujeito a: r € K

Onde a funcgao objetivo # é continuamente diferenciavel. Suponhamos que o conjunto
K é convexo, entao pela proposicao 2.11, qualquer minimizador local x de (3.15) deve
satisfazer:

(VO(z),y—x) >0 Vye K.

Esta ultima desigualdade pode ser vista facilmente como a VI(K, V) que é chamada o
problema de ponto estaciondrio associado ao problema de otimizagao (3.15). Uma solugao
da VI(K,V#) é chamada ponto estacionario do problema (3.15). Além disso, sabemos
que se § é uma funcdo convexa, entao cada ponto estacionéario de (3.15) é um minimo
global deste problema de otimizagao (proposigao 2.12). Portanto, para um problema de
programagcao convexa, isto é, com 6 uma funcao convexa e K um conjunto convexo, a

VI(K,V0) é equivalente ao problema de otimizagao (3.15).

Definicao 3.5. Seja U C R™ um conjunto aberto, uma funcao vectorial F': U — R" se
chama mapa de gradiente, se existe uma funcao escalar 6 tal que F(z) = VO(zx) para todo

2 no dominio de F'.

Definicao 3.6. Seja U C R"” um conjunto abierto e conexo. A funcao F' : U — R" é
integravel, se para quaisquer dois vetores x, y € U, a integral de linha de F' de x a y é

independente de qualquer caminho liso por partes em U que conecte z e y.

A discussao acima levanta uma questao. Dada uma VI(K, F) com uma fungao
vetorial arbitraria F' e um conjunto convexo K, esta VI é sempre o problema de ponto
estacionario de algum problema de otimizagao (3.15) com K como o conjunto vidvel?. A

resposta a esta questao é negativa. Uma questao relacionada pode ser feita em termos
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da fungao F: ¢é dizer, quando uma funcao vetorial F' é um mapa de gradiente?. Podemos
obter uma resposta completa a esta ultima pergunta. O seguinte teorema ¢é classico,
e essencialmente, mostra que os trés conceitos mapa de gradiente, funcao integravel e

simetria, sdo todos equivalentes. Para maiores informagoes ver [3].

Teorema 3.1. Seja F : U — R™ uma funcdo de classe C' no conjunto aberto e convezo

U CR"™ As sequintes afirmagoes sdo equivalentes:

a) Existe uma fungao real 0 tal que: F(x) = VO(x) para todo x € U.
b) A matriz jacobiana JF(x) € simetrica para todo v € U.

c) F € integrdvel em U.

Se qualquer uma dessas afirmagoes é verdadeira, entdo a funcao escalar desejada 6 é dada

por:
1

O(x) = / (F (zo + t(x — xp)) ,x — x9) dt para um vetor arbitrario zq € U.
0

Uma classe importante de fungoes integraveis sao as func¢oes separaveis; estas sao funcgoes
continuas F'(x) tais que cada fun¢ao componente F;(x) depende da tnica variavel x;, isto é,
F(z) = (Fi(x;) :i=1,...,n). Se F(x) é separavel e diferenciavel, entao a matriz jacobiana
JF(z) é uma matriz diagonal para todo = no conjunto onde F' é diferenciavel.
O resultado do teorema 3.1 é que, se ' é um mapa de gradiente definida num conjunto
convexo K. Entao, a VI(K, F') é o problema ponto estacionario do problema de otimizagao
(3.15), onde F(x) = VO(z). Para ilustrar esta conclusao, considere o caso afim, onde F’
¢ dada por F(x) = q¢+ Mz, g € R*", M € R™™". Como JF(x) = M, para todo x € R",
segue-se que F' é um mapa de gradiente em R” se e somente se M é uma matriz simétrica,
neste caso, a VI(K,q, M) é o problema de punto estacionario do seguinte problema de
otimizagao:

Minimizar  ¢7x + ;xTM x

sujeito a z e K,

o qual é um problema quadréatico (QP) quando K é um conjunto poliedral.

Voltando ao problema de otimizacao (3.15); consideremos o caso em que K nao é convexo.
Neste caso nao convexo, pode-se ainda obter uma condi¢ao necessaria de primeira ordem
para um minimizador local de (3.15), mas isso nao corresponde mais a uma VI. No entanto,
sob algumas suposi¢oes adequadas, pode-se obter uma condi¢do primal-dual necessaria
para a otimizagao que corresponde a um MiCP.

Como vimos na definigao 2.7, o cone tangente de Bouligand B (z, K), consiste de todos os

vetores d € R"™, chamados vetores tangentes a K em z, para o qual existe uma sequéncia
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de vetores (z;) C K e uma sequéncia de escalares positivos (¢;) C R, tais que:

T — T

=d.

lim zp =2z, lim ¢, =0, e lim
k—o00 k—o00 k—o00 tk

Para mais detalhes ver [8], [21]. Pelo teorema 2.1, se ¢ um minimizador local de (3.15),

\
\

Figura 12 — O Cone Tangente.

entao,

(VO(x),y—x) >0 Vyex+B(z,K). (3.16)

Em geral, um vetor z € K que satisfaz a desigualdade (3.16), se denomina ponto estacio-
nario do problema (ndo convexo) (3.15).
A desigualdade (3.16) é um exemplo de uma desigualdade quase variacional, abreviada

como QVI. Formalmente uma QVI se define como segue.

Definigao 3.7. Seja K : R" — P(R™) uma aplicagdo de R™ em subconjuntos de R",
isto é, para todo x € R™; K(x) é um subconjunto (possivelmente vazio) de R"; seja
F : R" — R"™ uma aplicacdo de R"™ em si mesmo. A QVI definida pelo par (K, F) é

encontrar um vetor z € K (z) tal que:

(F(x),y—x) >0 Vye K(z).

Note que se F(z) é identicamente nula, a QVI é reduzida ao problema de encontrar um
vetor x que satisfaz = € K(x), esse vetor é chamado ponto fixo da aplicagdo ponto a
conjunto K. Assim, além de ser uma extensao da VI, a QVI também inclui o problema
classico de encontrar um ponto fixo de uma aplicagdo ponto a conjunto como um caso
especial.

O cone tangente (de Bouligand) é outro objeto que desempenha um papel importante na
analise convexa e programacao nao linear. No caso de un conjunto convexo K, o teorema

2.7 diz que para qualquer x € K cumpre-se:

(B(z,K)) =N (z,K) . (3.17)
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Sem uma descri¢cao adicional do conjunto nao convexo K, em geral nao é facil de tratar
com o cone tangente B (z, K). No caso importante de um problema nao linear NLP
padréo, isto é, o problema (3.15) onde K é representado por uma quantidade finita de

igualdades e desigualdades diferenciaveis:
K={xeR": h(z)=0, g(z) <0} (3.18)

Com h : R" — Rl e g : R — R™ funcdes continuamente diferenciaveis, ha muitas
condigoes bem conhecidas sobre as fungoes h e g sob as quais o cone tangente B (z, K)
torna-se um cone poliédrico. Mais importante ainda, a condi¢ao de estacionariedade (3.16)
tem entao uma descricao equivalente primal - dual. Essas condig¢oes sobre as restrigoes sao
conhecidas como condigoes de qualificagao (CQs); uma das mais gerais é a CQ de Abadie,
(ver o teorema 2.15) que disse que o cone tangente B (z, K) é igual ao cone de linearizagao
L(zx,K)de K em z € K, definido em (2.26), onde K é definido como em (3.18).

L(x,K)={deR": (d,Vhj(z))=0Vj=1,---,1; (d,Vgi(z)) <0Viel(lr)}

Em geral, pela proposigao 2.9, para qualquer conjunto K definido como em (3.18)
o cone tangente B (x, K) esta sempre contido em L (z, K) para qualquer z € K. Assim, a
CQ de Abadie é equivalente a premissa de que cada vetor no cone de linearizacao L (z, K)
é um vetor tangente. Sob algumas condigoes de regularidade o cone tangente B (z, K) é
igual ao cone de linearizagao das restrigdes L (z, K) (ver teorema 2.15).
A igualdade entre B (z, K) e L (z, K) implica que:

B(x,K) =L (z,K)"

!
= {v e R": 3(p, M\i(@)), Ai@) = 0tal que 0 =v + Zuthj(x) + Z )\ngi(a:)}

Jj=1 icl(x)
Se K também é convexo, de 3.17 temos uma representacgao poliédrica de N (z, K). Assu-
mindo que a CQ de Abadie é verificada para o vetor x € K, podemos derivar a formulagao
primal - dual equivalente de (3.16). Sob esta CQ, a condi¢ao (3.16) diz que —V6(z)
pertence ao cone dual de £ (z, K) (ver (2.31)). Assim, pelo teorema 2.17 temos que (3.16)
¢ valido se e somente se existem multiplicadores de restrigoes (varidveis dual) u € R' e
A € R™ tais que o sistema de Karush - Kuhn - Tucker (KKT) abaixo é valido:

0=V0(z)+ > pjVhi(z)+ f: AiVgi(x)

j=1 i=1
0= h(x)
0<Alyg(x)<0

Reconhecemos facilmente o tltimo sistema como um MiCP nas varidveis (x, u, A). Este
sistema KKT é a descrigao primal - dual de um ponto estacionario de (3.15), primal -
dual no sentido de que o sistema contém tanto a variavel primal x e as variaveis duais (ou

multiplicadores) (1, A).



70

3.3.2 O Sistema Karush - Kuhn - Tucker

Nesta subsec¢ao, estendemos as condi¢gbes KKT para a VI. Igual a VI linearmente
restrita, podemos facilmente estabelecer a seguinte proposicao, parte de cuja prova consiste
simplesmente em substituir VO(z) na anterior deriva¢ao, por uma fungao vetorial arbitraria

Proposicao 3.3. Seja o conjunto K = {x € R": h(z) =0, g(z) <0}, onde as fungoes
hj e g; sao continuamente diferenciaveis, seja F': K — R"™ uma aplicagio de K em R"™.

As duas afirmagoes sequintes sao validas:

a) Seja x € SOL(K,F). Se a CQ de Abadie é vdlida em x, entdo existem vetores
peER e N R™ tais que:

0= F(z)+ Y p;jVhi(z) + i_n: AiVgi(x)

j=1 =1

0= h(z) (3.19)

b) Por outro lado, se cada fungdo h; é afim, cada fungao g; é convexa e se (x, i, \)
satisfaz (3.19), entio x resolve a VI(K, F).

Demonstragio. Para provar (a) notemos que z € SOL(K, F'), se e somente se
(F(x),y) > (F(z),z) Vye K

o qual é equivalente a dizer que x resolve o seguinte problema de otimizacao nao linear na
variavel y:
Minimizar (F(z),y)

o (3.20)
Sujeitoa  ye K

Dado que (3.19) é precisamente o sistema KKT de este problema de otimizagdo nao linear
pelo teorema (2.17) ((2.35)-(2.39)), cumpre-se a).

Reciprocamente, se as fungoes h; e g; sao funcoes afins e convexas respectivamente, pelo
coroldrio 2.12 o conjunto K é convexo, e como a func¢ao objetivo do problema (3.20)
é convexa, o problema (3.20) é um problema de programagao convexo na variavel y.
Logo, pelos teoremas 2.18 e 2.9 tem-se que cada ponto KKT de este problema é uma

solugdo global (que ndo necesariamente ¢ unica), logo x deve resolver a VI(K, F'), isto é
v € SOL(K, F). O

O MiCP exibido na proposicao acima é chamado o sistema KKT da VI(K, F') com

um conjunto "finitamente representavel" K, isto é, com K definido por (3.18). O sistema
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Figura 13 — Condigoes KKT de uma VI.

KKT representa uma conversao da VI em um MiCP.

E util introduzir a funcdo vetorial:
l m
L(z,p,\) = F(z) + > 1 Vhi(@) + > AVgi(z) V (2, pu,A) € R
j=1 i=1

A qual chamamos a funcao Lagrangiana da VI(K; F'). Esta terminologia é emprestada
do caso em que F' é um mapa de gradiente, digamos F(z) = V6(x). Neste tltimo caso,
temos:
L(z, pu, \) = Vi l(x, p, A)
onde:
(1, 0) = 0(x) + {1, h(z)) + (\, () (3.21)
¢ a funcao escalar lagrangiana familiar do PNL diferenciavel:
Minimizar 6(x)
sujeito a  h(x)
x

g()

A funcao que define o MiCP (3.19) é uma generaliza¢ao da func¢io dada por (3.12) para

=0
<0

um K nao poliédrico; em termos da fungao lagrangiana L para a VI(K, F'), a funcao de
defini¢ao para o sistema KKT (3.19) é:

L(z, p1,A)
Fx, pu,\) = h(x) V (x, 1, \) € RTH™ (3.22)
—g()
Como um MiCP, o sistema (3.19) estd bem definido para todas as fungoes diferencidveis h

e g. Este sistema fornece um conjunto de condi¢Oes necessarias que devem ser satisfeitas
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por todas as solugoes de a VI que obedecem a CQ Abadie; Inversamente, essas condi¢oes
dao solucoes a VI se as funcoes h; forem afins e g; forem convexas (pelo corolario 2.12 o

conjunto K é convexo neste caso).

3.4 Problemas de equilibrio de Nash

Um conceito fundamental de equilibrio na teoria nao-cooperativa de jogos foi
introduzido por J. Nash, que recebeu o Prémio Nobel de Ciéncias Econémicas em 1994 por
essa contribuicdo. Acontece que o cdlculo de um "equilibrio de Nash" pode ser realizado
resolvendo uma desigualdade variacional. No que se segue, nés explicamos a abordagem de
VI para o célculo de equilibrios de Nash. Para maiores informacoes veja a referéncia [3].
Conforme a defini¢do 2.21, em um jogo nao-cooperativo geral, existem N jogadores cada
um dos quais tem uma certa funcao de custo e conjunto de estratégias que pode depender
das acoes dos outros jogadores. Para a discussao inicial, assumimos que o conjunto de
estratégias do jogador i é K; C R™ e é independente das estratégias dos outros jogadores.
A funcao de custo do jogador i que é ;(z) depende de todas as estratégias dos jogadores,
que sdo descritas pelo vetor  que consiste nos subvetores z* € R™ para i = 1, ---, N.
Segundo a definicdo 2.24 de equilibrio de Nash, o problema do jogador ¢ é determinar,
para cada tupla fixa mas arbitraria ¥* = (27 : j # 1) das estratégias de outros jogadores,

uma estratégia 6tima 2 que resolva o problema de minimizacdo de custos na varidvel y':
Minimizar 6; (yz,fz)
sujeito a:  y' € K;
Denotamos o conjunto de solugdes deste problema de otimizacao por S; (Z'); observe a
dependéncia desse conjunto na tupla z*. Um ligeiro abuso de notacdo ocorre na funcio

objetivo 6; (', ¥'); Entende-se que isto significa a fungao 6; avaliada no vetor cujo j-ésimo

subvetor é 27 para j # i e cujo i-ésimo subvetor é y*. Conforme a definicao 2.24, temos a

seguinte.
Definigao 3.8. Um equilibrio de Nash ¢ uma tupla de estratégias z = (z*: i =1,--- | N)
com a propriedade de que para cada i =1, --- , N, 2' € S; (7%).

Em palavras, um equilibrio de Nash é uma tupla de estratégias, uma para cada
jogador, de modo que nenhum jogador pode diminuir o custo desviando unilateralmente
sua acao de sua estratégia designada. O resultado seguinte (ver [3]) fornece um conjunto
de condigoes suficientes sob as quais um equilibrio de Nash pode ser obtido pela resolucao
de uma VI.

Proposicao 3.4. Seja cada K; C R™ wum conjunto convezro e fechado. Suponha que

para cada tupla fiva T, a fungio 0; (y', &) seja conveza e continuamente diferencidvel em
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y'. Entdao, uma tupla x = (x*: i =1, --- |N) é um equilibrio de Nash se e somente se
x € SOL (K, F), onde:

K=][Ki ¢ F(z)=(Vyb;(z): i=1, --- ,N).

Demonstragio. Sabemos quex = (z': i =1, ---, N) é um equilibrio de Nash se ¢ somente

se para cada ¢ =1, --- , N, x' resolve o problema de minimizagao convexo na variavel y*:

Minimizar 6; (yi, :'f‘)

sujeito a: ¢’ € K;

Logo, como cada K; C R™ é um conjunto fechado e convexo, pelas proposicoes 2.11 e 2.12

temos que x é um equilibrio de Nash se e somente se para cadat=1, --- |, N
<V$i91(x),yi - x’> >0 V' € K. (3.23)
Por outro lado, como F(x) = (V,ib;(z): i=1, ---, N), entao cada fungdo componente

de F, vem dada por: F;(x)

V.ib;(z). Assim, usando (3.23) temos que:

Mz

(F(z),y—z) =Y (Filw),y' —a') =

i=1 i=1

<Vx10 ),y — x’> > 0.

Portanto, = resolve a VI(K, F), isto é x € SOL(K, F).

Reciprocamente, se x = (z': i =1, ---, N) resolve a VI(K, F') entao
<F($)7y_$> >0 VyGK,

em particular, para cada i =1, --- , N, seja y a tupla cujo j-ésimo subvetor é igual a 27
para j # i e o i-ésimo subvetor ¢ igual a 3°, onde 3° é um elemento arbitrario do conjunto

K;. Assim, y = (3, ') € K e além disso:

0 < (F(z),y — x) :iv:< y—x3>

Jj=1

), 2! — xj> + <FZ-(3:),yi — xl>

TMz
/\

J#

I
/\

)y’ —a')
Logo, para cada ¢ =1,--- , N temos que:
0< <in9i(x),yi — xz> Ve K,
Esta tltima desigualdade entdao se torna (3.23). Portanto, x é um equilibrio de Nash. [

Vale ressaltar que o conjunto de definicao K da VI na Proposicao 3.4 é o produto

cartesiano de conjuntos de dimensoes menores.
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4 UM ESTUDO DE UM CASO DE EQUILIBRIO DE NASH

Neste capitulo, apresentamos um estudo de um caso de equilibrio de Nash do
modelo econdémico de Nash - Cournot (ver [20]). Em primeiro lugar, conforme a defini¢ao
2.24, definimos para este caso um ponto de equilibrio de Nash, assim como também damos
uma orientagao geral sobre como tal equilibrio sera determinado. A seguir, apresenta-se
uma serie de resultados a certos programas de otimizacgao relacionados aos equilibrios
de Nash. Vamos a seguir as ideias propostas no artigo [20] para caracterizar um ponto
de equilibrio em termos de uma familia de programas de otimizagdo convexos, onde as
solucoes para esta familia de programas convexos sao mostrados como equilibrios de
Nash no sentido formal dos jogos de N pessoas como vimos na segao 2.3 do capitulo 1.
Finalmente, apresentamos um exemplo numérico que ilustra as ideias principais; o qual é
resolvido como problema de complementaridade (MiCP e NCP), usando-se a metodologia

proposta em [20].

4.1 Definicao do problema

O problema a ser resolvido é definido como segue: considere uma estrutura de
mercado oligopolistica na qual N empresas fornecem um produto homogéneo de uma
forma nao cooperativa. Seja p(Q), @ > 0, a curva de demanda inversa. Ou seja, p(Q) é o
prego a que os consumidores irdo exigir (e comprar) uma quantidade ). Em conformidade
com o comportamento econdémico geralmente aceito, assumimos que p(Q)) é estritamente
decrescente e que a curva de ingressos I(Q) = @Qp(Q) é uma funcao concava de @) para
@ > 0. Além disso, assumimos que p(@Q)) é continuamente diferencidvel.

Agora, suponha que a curva de oferta individual para a i-ésima empresa seja representada
pela fun¢ao de custo total f;(¢;), ¢; > O parai=1...N. Isto é, seja f;(¢;) o custo total da i-
ésima empresa de fornecer ¢; unidades do produto. Assumimos no seguinte desenvolvimento
que f;(¢g;) é uma funcgdo convexa (geralmente nao decrescente) continuamente diferencidvel
de ¢; parai=1...N.

O objetivo principal deste trabalho é determinar um conjunto de niveis de produgao
qi,q5 ... qy para as N empresas (um ponto de equilibrio de Nash) conforme a defini¢ao

2.24. Assim, temos a seguinte definicao.

Definicao 4.1. Um conjunto de niveis de saida nao negativos qj, g; . . . ¢y para as empresas
1,2... N, respectivamente, constituem uma solu¢ao de equilibrio de Nash para o mercado,
se e somente se ¢/ maximiza o lucro da i-ésima empresa, dado que as outras empresas

produzem quantidades ¢j, j # i, para cada it =1,..., N.

Ou seja, para ¢f, q; . .. gy ser um equilibrio de Nash, ou simplesmente uma solugao
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de equilibrio, ¢}, deve ser uma solugao 6tima para o problema

N
PR {gip(q; + QF) — fi(q;)} onde QF = Zq}“ para cada i=1,---,N. (4.1)

j=1
J#i

No problema (4.1) acima, a funcao objetivo é uma expressao para o lucro da i-ésima

empresa, ou seja, ingressos ¢;p(¢; + QF) menos custo f;(¢;) a um nivel de produgao ¢;, dado

um volume de saida de ¢; para cada uma das outras empresas j € {1...N}, j #1i.

A estratégia geral desenvolvida neste trabalho para estabelecer a existéncia de uma solucao

de equilibrio, bem como determinar essa solucao envolve a construcao de uma determinada

familia de programas convexos. A forma geral desta familia é:

v(Q) = max h(q1,q,...,qn; Q)

N
Ya=Q (N (4.2)
i=1
¢ >0
Onde @ é um pardmetro escalar e h(qi,qo,...,qn; @) é concava para cada @ fixo. A

funcao h serd construida de modo que se a escolha de () = Q* resulta em uma solugao
6tima (¢, ¢35, ..., qy) com a varidvel de Kuhn-Tucker \* = 0, entao (¢}, ¢, ..., qx) serd
um equilibrio de Nash. A natureza da variavel de Kuhn-Tucker A, em funcao de Q, sera de
importancia central tanto para estabelecer a existéncia de solucoes de equilibrio bem como
para determinar procedimentos computacionais para encontrar um equilibrio. Por exemplo,
serd mostrado que A, sob suposig¢oes apropriadas, ¢ uma funcao de @, nao-crescente e
continua . Portanto, se Q)1 < @y e solugdes Gtimas para v(Q1) e v(Q2) resultam em
AQ1) > 0 e MQ2) <0, entdo a continuidade de A estabelece a existéncia de um Q* para o
qual A(Q*) = 0 e a monotonicidade de A fornece um quadro bem definido para determinar

iterativamente QQ*.

4.2 Desenvolvimento matemaético

O Teorema 4.1 abaixo reitera um conceito econdmico fundamental associado a uma

solugao de equilibrio. Para provar este resultado, precisamos do seguinte lema.

Lema 4.1. Para Q) > 0, seja 1(Q) = Qp(Q) uma fungao concava de @ e suponha que p(Q)
¢ uma fungdo nao-crescente ou convera de Q. Entao, para cada K > 0, p(Q) = Qp(Q+ K)
¢ uma fungdo concava de Q para @ > 0. Além disso, se p(Q) € estritamente decrescente
ou ¢ estritamente conveza, entio p(Q) = Qp(Q + K) é uma fungio estritamente concava

na linha real ndao-negativa.

Demonstragio. Estabeleceremos este resultado sem assumir que p(Q) é duas vezes dife-

rencidavel. No entanto, se p(Q)) é duas vezes diferencidvel, um argumento mais simples esté
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disponivel e é apresentado posteriormente. Seja A € (0,1), @1 > 0, Q2 > 0 e defina

X=9pAQ1+(1=2)Q2) =[AQ1 + (1 = N)Q2] p(ANQ1 + (1 = N)Q2 + K)
Y =2p(Q1) + (1 = Np(Q2) = AQ1p(Q1 + K) + (1 = A)Q2p(Q2 + K)

Vamos mostrar primeiro que se p(Q)) é ndo-crescente ou convexa, entdo X > Y. Suponha

ao contrario que X < Y. Note-se que

X =M1+ (1= NQ2p(ANQ1 + (1 = N)Q2 + K)
=M1+ (1= )Q2+ K]p(AQ1 + (1 = N)Q2 + K) — Kp(AQ1 + (1 = N)Q2 + K)
= A1+ (1 =)Q2 + AK + (1 = M)K]p(AQ1 + (1 = A)@2 + AK + (1 = M) K)
= Kp(AQ1+ (1 = )Q2 + K)
=M1+ K) + (1 = A)(Q2 + K)]p(MQ1 + K) + (1 = ) (Q2 + K))
—Kp(AQ1 + (1 =)@ + K)

Entao pelo anterior, temos:

0>X-Y=ANh+EK)+(1-X)(Q2+ K)pAMNQ:1+ K)+ (1—-X)(Q2+ K))
—Kp(AM1 +(1-NQ2+ K) Y
=T M+ EK)+ (1 -MN(@Q+K))—KpAQi + (1 -NQ2+ K) Y

Agora, como a curva de ingresos da industria 1(Q)) = Qp(Q) é uma fungao céncava, para
todo @ >0e (Q1+ K) >0, (Q2+ K) > 0 entao

TA@Q1+ K)+ (1= M)(Q2+ K)) = M(Q1+ K) + (1 = N)I(Q2 + K)
Logo

0>X-Y>ANQi+K)p(Q+K)+(1-X)(Q2+ K)p(Q2 + K)
—Kp(AQ1+ (1 =A@+ K) =Y
= AQ1p(Q1 + K) + AKp(Q1 + K) + (1 = A)Q2p(Q2 + K) + (1 = M) Kp(Q2 + K)
—Kp(AQ1+ (1 =XN)Q2+ K) = AQ1p(Q1 + K) — (1 = \)Q2p(Q2 + K)
= AKp(Q1 + K) + (1 = N Kp(Q2 + K) — Kp(AQ1 + (1 — A\)Q2 + K)
= K[Ap(Q1 + K) + (1 - Vp(Q2 + K) —p(AQ1 + (1 = A\)Q2 + K]
= K [Z]
onde Z = Ap(Q1 + K) + (1 = \)p(Q2 + K) —p(AQ1 + (1 = N) Q2 + K).

Assim, temos mostrado que X <Y implica que Z < 0.

Suponhamos que p(Q) é uma fungdo convexa, para todo @) > 0, entao

MW@+ K)+ (1 =Np(Qa+ K)>p M@+ K) + (1 =X)(Q2 + K))
=p(AQ1+ (1 -XN)Q2 + K)
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isto implica que Z > 0, esta é uma contradigdo. Suponha que p(Q) é simplesmente

nao-crescente. Entao acima, desde que Z < 0,

Ap(Q1+K)+ (1 =Mp(Qa+ K) <p(AQ1 + (1 — N)Q2 + K)

Assim, temos:

X=Y=DQi+(1-N)Q]p(AQ1 + (1 =A@+ K) -V

> [AQ1 + (1 = A)Qo] [Ap(Q1 + K) + (1 = AN)p(Q2 + K)| =Y

=M1 =X)Q2p(Q1+ K) + A1 = N)Q1p(Q2 + K) + XQ1p(Q1 + K)
+ (1= 2)?Qap(Q2 4+ K) = AQ1p(Q1 + K) — (1 = N)Q2p(Q2 + K)

= A1 =A) [Q2p(Q1 + K) + Q1p(Q2 + K]

+AQp(Q1 + K) [A = 1] + (1 = N)@2p(Q2 + K) [(1 — A) — 1]

= A1 = A) [Q2p(Q1 + K) + Q1p(Q2 + K)] — A(1 = N)Qip(Q1 + K)

(1 =X)Q2p(Q2 + K)
=M1 = X) [Q2p(Q1 + K) + Qip(Q2 + K) — Q1p(Q1 + K) — Qa2p(Q2 + K)]
=M1 =N)(Q1 - Q2) [p(Q2 + K) — p(Q1 + K)]

Mas, como p(Q) é nao-crescente, isto significa que se @ < @9, entdo Q1 + K < Q2 + K
logo p(Q1 + K) > p(Qy + K), assim temos que:

(Q1—Q2) [p(Q2 + K) —p(Q1+ K)] >0

Similarmente, se Q2 < @1, entdo Qs + K < Q1 + K logo p(Qs + K) > p(Q1 + K), assim
temos que:

(Q1—Q2) p(Q2 + K) —p(Q1 + K)| >0

logo, podemos concluir que:

0>X—-Y>X1-X(Q1—Q2)[p(Q2+K) —p(Q1+K)] >0

que é uma contradigao, portanto ¢(Q) = @p(Q + K) é uma fungao concava, para todo
Q > 0. E facil verificar que se p(Q) é estritamente decrescente ou é estritamente convexa,
entao a suposicao de que X <Y leva a contradi¢coes semelhantes. Isso completa a prova.
(Caso diferenciavel) Se p(Q) for duas vezes diferenciavel, entao a prova acima simplifica

como se segue. Suponha por contradigao que ¢”(Q) > 0 para algum ). Entao,

0<¢"(Q)=20(Q+K)+Qp"(Q+K)
=[2(Q+ K)+ (Q + K)p"(Q + K)| - Kp"(Q + K) (4.3)

como a funcao 1(Q) = Qp(Q) é concava, entdao I”(Q) < 0 para todo @ > 0, logo para
@+ K > 0 tem-se

I"Q+K)=2p(Q+ K)+ (Q+ K)p'(Q+K) <0
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entao de (4.3) temos que:

0<¢"(Q) < —-Kp'(Q+K)
e desde que K > 0 entao p"(Q + K) < 0. Se p é convexa, entao p"(Q + K) > 0,
claramente esta é uma contradi¢do. Por outro lado, suponha que p(Q) é simplesmente
nao-crescente; entao p'(Q + K) < 0. Mas, acima temos que p”(Q + K) < 0, o que implica
que Qp”(Q + K) < 0 para @ > 0. Entao

0<¢"(Q)=20(Q+K)+Qp"(Q+K)<0

Uma contradigao. Se p(Q) for estritamente decrescente ou for estritamente convexa, entao

contradigoes semelhantes sao obtidas supondo que ¢”(Q) > 0. Isto completa a prova. [J

E interessante notar que alguns autores consideraram necessario, para estabelecer
matematicamente a existéncia de uma solugao de equilibrio, assumir que p(Q) = Qp(Q+K),
com @) > 0, é concava para cada K > 0. Contudo, o Lema 4.1 atenua essa dificuldade
mostrando que essa suposigao esta implicita nas condig¢bes usuais de nao-crescente de p(Q)

e concavidade de I(Q) = Qp(Q). Consideremos agora o seguinte resultado fundamental.

Teorema 4.1. Considere um oligopdlio com N empresas como descrito acima e suponha
que as curvas de custo individuais f; sdo convexas e continuamente diferencidveis para
todo1 = 1,--- N e que a funcio de demanda inversa p € estritamente decrescente e
continuamente diferencidvel. Além disso, suponha que a curva de ingressos da indiustria
1(Q) = Qp(Q) € concava, Q > 0. Entdo, (¢5,q5,...,qy) € uma solugio de equilibrio

(Nash) se e somente se

p(@) +¢p (@) < filg]) para cada i=1,....N (4.4)
¢ P(Q7) + 4P (Q) = filg)] =0 para cada i=1,....N (4.5)
onde
N
Q=>4 >0 (4.6)
i=1
Além disso, se (qf,...,q ..., q5) € (¢, -, Gi,---,qN) sao solugoes de equilibrio, entdo
4 = G-
Demonstragao. Pela definicao 4.1 temos que ¢j, ..., ¢y € uma solucdo de equilibrio de
Nash, se e somente se, para cada i = 1,--- , N, ¢/ deve ser uma solugao 6tima para o

problema (4.1)
N
max {g:p(q; + Q) — fi(a:)} onde Q7 =) qj.
i ]:1
J#1
Agora, pela hipdtese, a curva de ingressos da industria 1(Q) = Qp(Q) é cdncava para

todo (@ > 0 e a funcdo de demanda inversa p é estritamente decrescente. Entao, pelo lema
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4.1 a funcao ¢;p(q; + Q) é estritamente concava para todo ¢; > 0. Além disso, como as
curvas de custo individuais f; sdo convexas; entao — f; sao fungoes concavas para todo
i=1,...,N. Portanto, a fungao ¢;p(¢; + QF) — fi(¢;) é estritamente concava para todo
i=1,...,N. Assim, a fun¢ao 0;(q1,...,¢,...,qn) = fi(¢;) — @p(q; + QF) é estritamente
convexa. Entao, resolver o problema (4.1) é equivalente a resolver, para cadai =1,..., N,

o seguinte problema de programacgao convexa.

N
min {fi(¢:) — aip(a + Q)} onde Qf =3 g; (4.7)
= =

J#

Note-se que: para cada i = 1,..., N, a restricdo de desigualdade é g(q) < 0, onde
9i(q) = —¢;. Além disso,

00;

90 (q) = fil@) — p(gi + Q7)) — v’ (¢ + Q;) e

A

Logo, aplicando as condigoes KKT (2.35)-(2.39) (que pelos teoremas 2.17 e 2.18 sao

condigoes necessérias e suficientes) ao problema de programagao convexa 4.7 temos que,

para cada i =1,..., N, ¢ é um minimizador de (4.7), se e somente se, existe p; € RT tal
que:
fi(@) = pla; + Q) — ¢/ (¢ + QF) + p(=1) =0
pi(—gq;) =0
pi =0, ¢ >0

isto é equivalente a:
0< = filg) —p(Q) — 4P (Q)
—pig; =0

N
qg; >0 onde Q" :Zq;’f

=1

e isto é equivalente a dizer
p(QY) + ¢ p (Q*) < fl(¢f)) paracada i=1,...,N
¢ [p(Q) + ¢ (QF) — fi(¢))] =0 paracada i=1,...,N
N
onde: Q" =3¢, ¢ 20
j=1

Além disso, note que, pelo teorema 2.9, se o problema 4.7 tem um minimizador, entao

este é unico. O
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Note que, considerando as aplicagdes G : R x RY — R e H : R x RY — RY

definidas como

N
i=1

Hz(@a Q) = fz/(Ql) - p(@) - qul(Q) para cada i = 17 U 7N7 (48)

tem-se que, conforme a defini¢ao 3.4 de MiCP e o teorema 4.1, o ponto (Q*, 4, - ,q¥y)
satisfaz o seguinte MiCP:

G(Q.q) =0, (4.9)

0<q L H(Qq) =0, (4.10)

se e somente se, (¢}, q5, -, qx) é uma solucao de equilibrio de Nash no sentido da definigao

4.1. Assim, podemos calcular solugdes de equilibrio de Nash resolvendo o MiCP (4.9)-
(4.10).
Por outro lado, usando a equacao (4.9), podemos isolar () em funcao das ¢;, a saber
N
Q= Z qi, e substituir na equagao (4.8) para obter o seguinte:
i=1

N N
Hi(q) = f{(%) —p(z 0) — qip'(z q;) paracada i=1,---,N.

i=1 i=1

Agora, usando a equagao (4.10) temos o seguinte problema de complementaridade nao
linear (NCP):
0<q L H(q) >0 (4.11)

Logo, pelo teorema 4.1 tem-se que o ponto (¢}, g, -+ ,qy) ¢ uma solugao de equilibrio de
Nash, se e somente se, este ponto é solugdo do NCP (4.11), isto é, também podemos obter

solugdes de equilibrio, resolvendo o NCP (4.11).

Observe que as relagoes (4.4), (4.5) e (4.6) afirmam essencialmente que, em um equilibrio
de Nash, o ingresso marginal deve ser igual ao custo marginal para cada empresa que esta
produzindo uma quantidade positiva e que o ingresso marginal ndo deve exceder o custo
marginal para as empresas que preferem nao estar no negécio. Esta afirmacao intuitiva
tem uma base econdémica bem aceita.

Matematicamente, o Teorema 4.1 indica que simplesmente precisamos encontrar uma
solucdo para o MiCP(G, H) definido por o sistema (4.9)-(4.10) ou para o NCP(H) dado
por (4.11) para obter um conjunto de saidas em condigoes de equilibrio e garante a
disponibilidade de uma solugao para este sistema no caso de que um equilibrio existe.
No entanto, devido que na década de 1980 os algoritmos para resolver MiCPs e/ou NCPs

eram incipientes, o autor [20] teve que usar um método alternativo. Para realizar a tarefa
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de encontrar esse conjunto de niveis de saida, considere o seguinte problema de equilibrio

EP(Q).
N 1 N N
Maximizar P(Q) Z qi + 519,(@) Z %‘2 - Z fi(a:)
i=1 i=1 i=1
Sujeito a i%‘ =Q (4.12)
i=1

>0 i=1,...,N (4.13)

Observe que, para um determinado ¢ > 0, o problema FP(Q) busca o maximo de uma

funcao objetivo

N 1 N N
F(Q) = P<Q> Z%’ + EPI(Q) 2%2 - Zfi(%) onde ¢ = (Q1;Q27 ce >QN)
i=1 i=1 i=1

Logo, para cada ¢t =1,..., N, tem-se:
gi (q) = p(Q) + 1 (Q)ai — fi(a)
Assim, como p'(Q)) < 0 e para cada i = 1,..., N as fungdes f; sdo convexas, obtemos:
T =@~ la) <0

Assim, a funcao F' é estritamente concava e esta definida sobre um conjunto poliedral
K = {q eRN: h(q) =0, glq) < O} limitado, nao vazio, e pelo corolario 2.10 é convexo,
onde as funcoes h: RY —s R e g : RV — RY sdo definidas como segue:

N
h(q):qu-—Q e gi(q)=—q, i=1,...,N.

i=1
Portanto, pelo teorema 2.9, ndo pode haver mais de uma solu¢do 6tima do problema
EP(Q), e pelos teoremas 2.17 e 2.18, as condi¢oes de KKT (2.35) - (2.39) para este
problema sdo necessarias e suficientes para a otimizacao. Estas condi¢oes sao apresentadas
abaixo com A e p;, 2 =1,..., N, sendo os multiplicadores duais associados as restrigoes
(4.12) e (4.13), respectivamente.

—VF(q) + AVh(q) + > wVgi(z) =

=1
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h a9;
e desde que (q)=1e g (q) = —1 para cada i = 1,..., N, temos que:
dq; 9q;
_p(Q) _p/(Q)Qi +fz,(q’l) + )‘—*—”i(_l) =0, i=1,...,N
N
> a—-Q=0
i=1
Mz(_QZ): ’ Z:177N
>0, i=1,...,N
<0, i=1,....N
isto é
p(Q)+1(Q)qi — filg)) = A+wu; =0, i=1,...,N (4.14)
N
Z%:Q (4-15)
i=1
0>0, >0 i=1,...,N (4.17)

O papel desempenhado pelo problema EP(Q) é evidente a partir da seguinte afirmacao.

Teorema 4.2. Seja Q > 0 tal que a unica solugcao otima Gy,...,q4n para o problema

A

EP(Q) resulta em um valor de X = 0 no sistema (4.14) - (4.17). Entdo, ¢,...,4n €

uma solugao de equilibrio. Reciprocamente, seja qi,...,qN uma solugcao de equilibrio.
N

Entao qi,...,qy resolve EP(Q*) onde Q* = Y ¢f. Além disso, se Q* > O, entdo \ é
i=1

necessariamente zero.

Demonstracio. Dado Q > 0, suponha que 41, . . ., Gy é a tnica solu¢io do problema EP(Q)
e que A = 0 no sistema (4.14) - (4.17). Entao, de (4.14) e (4.17) temos que:

0 <= fi(q) —p(@) — @«p’(@) para cada 1=1,..., N

portanto
p(@) -+ (jip/(@) < f/(¢;) paracada i=1,...,N

de (4.16) tem-se:
7 [p(@) + 40/ (Q) — f;(@)} =0 paracada 1=1,...,N
finalmente, de (4.15) e (4.17) temos:
N A
>a=0Q, >0 i=1,...,N
i=1

Assim, Gy, ..., {y cumpre (4.4), (4.5) e (4.6); logo, do teorema 4.1 concluimos que §, - . ., 4y

¢ um equilibrio de Nash. Por outro lado, suponha que ¢j, .. ., ¢5 € uma solucao de equilibrio
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de Nash. Entao ¢f, ..., ¢y cumpre as relagoes (4.4), (4.5) e (4.6) do teorema 4.1. Logo,

para cada ¢ = 1,..., N considerando
N
G=q, @ = q, \=0, wm=fg)-pQ)-qgrQ)
i=1

qi, ..., qy cumpre as relagoes (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17) e portanto é uma solucao otima
do problema EP(Q*). Além disso, se @* > 0, entdao ¢; > 0 para algum i € {1,..., N};
logo, desde que ¢7, ..., gk resolve o EP(Q*), por (4.16) temos que p; = 0 e substituindo

em (4.14) concluimos que A = 0, isto completa a demostragao do teorema. O

Corolario 4.3. Se (¢f,...,qy) € (q1,-..,q4n) sao solugdes de equilibrio distintas, entdo
N N
Z qf # Z i
i=1 i=1

Demonstracio. Segue diretamente da unicidade de uma solucdo 6tima para o problema

EP(Q) para um ) > 0 dado. ]

Até agora, reduzimos a tarefa de encontrar uma solugao de equilibrio a de encontrar
uma quantidade @Q* para a qual o problema EP(Q*) possui um multiplicador dual 6timo
associado & restri¢ao (4.12) com valor zero. Para entao, o teorema 4.2 afirma que a solugao
6tima (qf, ..., qxN) para o problema FP(Q*) é uma solugdo de equilibrio. Além disso, o
Teorema 4.2 mostra que, se existir uma solugao de equilibrio, entao, um deve ser capaz
de realizar esta tarefa. Para este fim, demonstramos a seguir uma propriedade crucial da
variavel A quando é vista como uma func¢ao de @) para Q > 0. Ou seja, mostra-se que,
A(Q) é uma funcao continua nao crescente de ) . A importancia desta propriedade de
um ponto de vista algoritmico é claramente evidente. Para estabelecer esse resultado,

precisaremos usar as seguintes lemas.

Lema 4.2. Considere o problema EP(Q) e seja ¢;(Q), MQ), (@), i =1,...,N, as
solugoes otimas de KKT fornecidas por (4.14) - (4.17) . Entdo, q;, \ e p; sio fungoes
continuas de @ em (0,4+00) parai=1,..., N.

Demonstragio. Denote a funcao objetivo de FP(Q) por F(q,Q) e seja v(Q) o valor da

funcao objetivo 6timo. Isto é,

Flo.@Q) = P@ Y a+ /@Y ¢ =X fila)
W@ = F4(Q). Q) (1.18)

onde ¢(Q) = (¢1(Q),...,qn(Q)). Pode ser verificado em [20] que v(Q) é continua em

(0, +00). Assim, dada uma seqiiéncia nao negativa Q™ — @, @ > 0, segue-se que

v(Q") = F(q(Q"),Q") = v(Q) = F(q(Q), Q) (4.19)
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Além disso, como (Q") é convergente, ela também é limitada. Entao, considerando a

norma da soma temos que existe ¢ > 0 tal que:
N
la(@")l =2 a(@") =Q"<c

i=1

Logo, a seqiiéncia (¢(Q™)) é limitada e portanto possui uma subseqiiéncia (¢((Q™)) conver-

gente. Isto é, existe ¢ = (q1,...,qn) tal que:

lim ¢(Q™) =q (4.20)

k—4o00

N

Suponha que ¢ # ¢(Q). Entao, desde que a fun¢ao ¥ (x) = ZIZ é continua, para todo
i=1
r=(z1,...,75) € RN e como

N
(@) = a(@¥) = Q™ Jim Q" =Q, ¢(Q")>0 paracadak €N (4.21)
i=1
De (4.21) e (4.20) segue-se que:

lim $(a(@™) = lim Q" =Q = u(q)

k——+oco
Isto é:

N
Yu=Q e §>0 (4.22)
i=1

Isso significa que ¢ é viavel para EP(Q). Mas como F' é uma fungio continua, temos que:

lim F(¢(Q™),Q™) = F(g,Q)

k—+o0

Logo, a unicidade do limite e (4.19) implicam que:

F(q,Q) = F (@), Q) (4.23)

Entao, (4.23) implica que o problema FP(Q) tem dois maximizadores diferentes; o que
contradiz a unicidade de ¢(Q) para o @ > 0 dado. Assim, g é continua em (0, +00).

A continuidade das variaveis de KKT A e = (1, ..., un) agora segue-se diretamente de
(4.14) - (4.17). De fato; seja @ > 0, de (4.15) tem-se que ¢; > 0 para algum i € {1,..., N},

entdo gragas a (4.16) temos que u; = 0, agora substituindo isto em (4.14) obtemos:

AQ) =p(Q) + P (Q)a(Q) — fi(:(Q)) (4.24)

E como p, p', f! e g; sdo todas fungdes continuas, Segue-se que A é continua. A equacdo

(4.14) entao mostra que p é continua. O

A seguinte proposicao é importante para provar o Lema 4.3.
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Proposicao 4.1. Seja X CR e f: X — R derivavel a direita no ponto a € X N X',
Se fi(a) >0, entao existe § >0 tal que v € X, a < x < a+ 6 implica que f(a) < f(x).

Demonstragio. A demonstracao pode ser encontrada na referéncia [14]. O

Lema 4.3. Considere o problema EP(Q) e seja q, A\, u representam a solugao para o
sistema de (4.14) - (4.17). Definir mais o conjunto

I={ie{l,....N} : Dj(a) >0} (4.25)
Onde D (.) denota a derivada pela direita do argumento em relagio a x. Entdo

A=p(Q)+ 1 (Q)q — fi{(¢:) para i€l (4.26)

Além disso, (4.26) € vdlido para cada i € I, e Q que varia de Q para Q + € para algum
e> 0.

Demonstracao. O resultado é claro para qualquer ¢ € I satisfazendo ¢; > 0, pois neste
caso, gracas a equagao (4.16) temos que p; = 0; assim, cumpre-se (4.26). Portanto, dado
qualquer @ > 0 e i € I, suponha que ¢;(Q) = 0, vamos mostrar que ;(¢)) = 0. Por
contradi¢ao, suponha que p;(Q) > 0 para algum ¢ € I. Logo, como i € I, temos que

DE(%‘) > 0. Entao, pela proposicao 4.1 existe d > 0 tal que:

0=q(Q)<q(Q) paratodo @ >0 ¢ Q<Q<Q+9

Agora considere 0 < e < § e Q = Q + ¢, entdo 0 < ¢;(Q + €). Logo, da equacio (4.16)
tem-se que 1;(Q + €) = 0. Mas, por outro lado, sabemos que p; é continua em @ e pela
hipé6tese auxiliar p;(Q) > 0, entdo p;(Q + €) > 0 para e suficientemente pequeno, isto é

uma contradi¢ao. Logo, temos que p;(Q) = 0 para todo i € I, entao de (4.14) obtemos:

A=pQ)+7(Q)g — f/(¢:) paratodo i€

Assim, verifica-se (4.26). Além disso, da demonstracao, observe que (4.26) também é

valida no intervalo [@, @ + €] para algum € > 0. O

Lema 4.4. Considere o problema EP(Q) e seja A(Q) o multiplicador dual associado a
restricao (4.12), suponha que f; sao fungoes convezras para i = 1,...,N, a fungdo de
demanda inversa p € estritamente decrescente e Qp(Q) € uma fung¢io concava Entdo, \ é

uma fungdo nao crescente de @, @ > 0.

Demonstragao. Seja @ > 0, vamos mostrar que D) () < 0. Definindo I como em (4.25),
o Lema 4.3 afirma que (4.26) também ¢ valida no intervalo [@Q, Q) + €], para algum € > 0;
entdo, substituindo (4.26) em (4.14) tem-se:

p(Q) +PI(Q)% - f{(qz‘) - (p(Q) +P’(Q)Qi - f;(%)) +p; =0, paratodo 1€ [l
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Entao pu; = 0 em [@Q,Q + €] para todo ¢ € I. Logo, segue-se que D5 (u;) = 0 para cada

i € 1. Consequentemente, a partir de (4.26) e regra da cadeia, obtemos para cada i € I,

Dg(\) =P (Q) + a:Dg (0'(Q)) + P(Q)Dg(4i) — Dy, (fila)) Dy (as) (4.27)

Adicionando (4.27) sobre i € I, obtemos:

Y DEN) =>_0(Q)+ > DS (P (Q) + > 0 (Q)D5(a) — > Dy (fi(a:) Dg(as)

el il il el el

Agora, fazendo » 1 =|I| =r > 1, tem-se o seguinte:

iel
rDS(A) = rp(Q) + D (0'(@Q)) D ai + '(Q) Y D(ai) = D> D (fi(a:)) Db (i)
iel iel iel
Assim, temos:
rDo(V) = 1'(Q) [TJFZDQ Gi 1 +Dg (P(Q) >_a: — > Dy, (fi(@:)) D (i)
i€l el el

Como f; é convexa e continuamente diferenciavel, entdo D, (fi(¢:)) > 0 para cada

1=1,...,N. Além disso, como ng(qi) > 0 para todo 7 € I, nds obtemos:

rDE(N) < p'(Q) [7‘ + Y D(a:) ] +D5((Q)Y (4.28)

el i€l

Se Z ¢; = 0 em qualquer @), entao
iel

rD5O) < P(Q) [r+ zDgs(q»] .

el

Logo, como p/'(Q) <0 e [7" + ZDCS(%) > 0, entao Dg()\) < 0. Portanto, suponha que

i€l

Zqz > (. Assim, multiplicando (4.28) por

i€l Z q;

> (0 obtemos o seguinte:

icl
%:?%TDJF()\) < ng lr + Ze; Dg(qi)] P(Q) + QD5 ((Q)) (4.29)

N
Por outro lado, como Z g < Z ¢ = @, temos que 1 <
icl i=1 2. 4i

i€l
1< @ T
> G

il

e como r > 1, isto implica

que

(4.30)

N N
Além disso, Y ¢:(Q) = Q, entdo > Dj(g;) = 1. Assim,

=1 =1

N

ZDE(%) = ZDE(%) + ZDZE(Q@) =1

i=1 icl i¢l
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Mas D (g;) <0 Vi ¢ I; logo,

Y Do(g) =1-> Dila) > 1,

il igl
portanto, temos que
Q
1< > Db(a) (4.31)
%:I Qi Ger

Agora, adicionando (4.30) e (4.31), obtemos:

1< Y lr+ZD5(qz->]
%% i€l

Em seguida, multiplicando por p'(@Q)) < 0 em ambos lados da desigualdade, obtemos:

Z‘f% [ + X D3| 1) < /@ (432)

Logo, a partir de (4.29) e (4.32) segue-se

Q : , d
g DA S 2@ + QD5 0/Q) = 0 {d@ [Qp(@]} (.33
Mas, pela hipdtese geral, a fun¢ao Qp(Q) é concava, entao DZ?F {dcé? [QP(Q)]} < 0. Logo,

de (4.30) e (4.33) segue-se que D(X) < 0 para @ > 0. Portanto a fungio A é nao-

crescente. ]

A importancia do Lema 4.4 é uma caracterizacao da familia de problemas { EP(Q)}.
Em particular, se para algum )1 um resolve EP(Q;) e encontra A(Q);) > 0, entdo segue
que o aumento de @) para Q2 > 0 resultard em \(Q2) < A(Q1). Uma vez que se procura
um Q* tal que A\(Q*) = 0, a monotonicidade de A\ garante que sempre se pode mover na
direcao correta.
O proéximo lema aborda a questao do conjunto de solugoes de equilibrio e sua unicidade

em condicoes de regularidade bastante fracas.

Lema 4.5. Sob as hipoteses do lema 4.4, definir o conjunto

N
S = {Q : ZQi =@, para uma solugio de equilibrio (qi, . .. ,qN)} )
i=1

Entao S € um conjunto convexo. Além disso, se uma das sequintes trés condicoes adicionais
se mantiver para o mercado oligopolista, e se S # 0, entdo S é um conjunto unitario e

portanto, existe uma solucdo de equilibrio unica:

i) fi sdo estritamente convezras para i =1,--- , N.
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it) Qp(Q) € estritamente concava, Q > O.

i) p(Q) é convera, Q > 0.

Demonstragio. Uma vez que A é uma fungao nao-crescente e continua de @) (Lemma 4.4 e
Lemma 4.2) e como @) € S se e somente se EP(Q) tiver A(Q)) = 0 na otimidade (Teorema
4.2), entao S = A71(0). Logo, S é um conjunto convexo. Além disso, a partir da prova
do Lema 4.4, segue-se que, se cumpre-se uma das condigoes estabelecidas, entdo A\ é uma
funcao estritamente decrescente de () e portanto injetiva. Por isso, se existe uma solucao
de equilibrio, entao o Teorema 4.2 implica que deve corresponder a A = 0, que deve ser
para um valor tnico de Q. Isto é, se Q1,Q2 € S, entao A(Q1) = 0 = A(Q2) implica que
Q1 = Q2. Assim S é um conjunto unitario. Mas o FP(() possui uma solugao 6tima tnica

para cada (). Assim, existe uma solugao de equilibrio tnica. Isso completa a prova. [

O estagio agora esta definido para descrever o procedimento algoritmico para
determinar um equilibrio de Nash (¢}, ¢3, - - , ¢y) para a estrutura do mercado oligopolista.
Primeiro, derivamos limites superiores e inferiores aplicaveis a todos os elementos em S, o
conjunto de todas as solugoes de equilibrio. Esses limites superiores e inferiores na produgao
total correspondem a um equilibrio assumindo, em primeiro lugar, um mercado em que o
custo marginal é igual ao preco e, segundo, uma estrutura de mercado monopolista. Os

dois programas (convexos) a serem resolvidos sdo:

0 N
Maximizar / p(x)de — Z fi(a:)
0 i=1

qui Q=0 (N (4.34)
" @20
v
Maximizar Qp(Q) — ; fila:)
Sa-0=0 () (4.35)
@20

Seja @, e Q; (parte de) uma solugdo 6tima para (4.34) e (4.35), respectivamente. Em
seguida, resolver EP(Q;) e EP(Q,) para obter A(Q;) e A(Q,). O préximo lema demonstra

a utilidade e a razao para obter Q); e Q).

Lema 4.6. Para q;, Q > O, suponha que Qp(Q) seja concava, p(Q) € estritamente
é

decrescente, e cada fi(q;) € convexa. Entao, se Q;, Q, existem, obtém-se:

a) A(Q1) >0 > NQu)
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b) Qi< Q< Q. para cada Q € S
Demonstragio. a) Primeiro, seja (g, Q) uma solugao éptima para (4.34). Entao,

p(Qu) — fl(qu;) <0 i=1,--- N

de modo que:
P(Qu) + quip (Qu) — fi(qu;) <0 i=1,--- N (4.36)

Agora, considere EP(Q,) e seja § a solu¢ao unica. Suponha que A(Q,) > 0. Definir
I'={i: ¢ > 0}. Assim, temos:

AMQu) = p(Qu) + 60" (Qu) — fi(G:) >0 i€l (4.37)

De (4.36) e (4.37) segue-se que §; < q,; 1 € 1.
Mas

e desde que:

il il
Uma contradigao é obtida. Assim, \(Q,) < 0.
Em seguida, seja (¢;, ;) uma solugao 6ptima para (4.35). Entao

p(Q) + Q' (Q1) — fi(@;) =0 i€l (4.38)

Onde I = {i: ¢,; > 0}. Agora, considere o EP(();) e seja ¢ a solu¢do tnica. Suponha que
AMQr) < 0. Entao,
MQu) =p(Q1) + @p'(Qu) — fi(@) i€ J (4.39)
Além disso,
0> M@Q1) > p(@Q) — f;(0) ieJ (4.40)
Onde J={i: ¢ >0}eJ={1,2,--- N} — J.
Agora mostramos que I = J. Suponha que existe um k € [ tal que k ¢ J. Entao,

0> p(Q1) — f(0) > p(Q1) — filaw,)
> p(Q1) + Qup'(Q1) — fila) =0

Assim, de (4.38) e (4.39) segue-se que: §; > q;; para cada i € I.

Mas por construgao:

Z@IZ% =@

i€l iel
Isto é uma contradi¢ao. Por tanto, A(Q;) > 0.
A parte (b) segue-se do teorema 4.2 e os lemas 4.4 e 4.5. ]
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Como resultado final dessa andlise matematica, fornecemos uma prova alternativa

para a existéncia de uma solucao de equilibrio.

Teorema 4.4. Suponha que p(Q) seja estritamente decrescente, Qp(Q) € concava e que
cada fi(q;) € convexa, ¢ > 0, Q > O. Além disso, assumir que existem solugoes (G, Qu)
e (q, Qi) para os mercados competitivos e monopolisticos, ou seja, existem solugoes para
(4.34) e (4.35) respectivamente. Entdo, existe uma solugio de equilibrio (¢*,Q*) para o
mercado oligopolista com @Q; < Q* < Q. Além disso, (¢*,Q*) € unico no caso de qualquer

uma das trés condigoes valha:

a) p € convera
b) fi é estritamente convexa para cadai=1,--- /N

c) Qp(Q) ¢é estritamente concava,
tudo na linha real nao negativa.

Demonstragio. Pelo Lema 4.6 observa-se que A(Q;) > 0 > A(Q,) e como A é continua
(Lema 4.2), deve seguir-se que existe Q* € [@Q;, Q] tal que A(Q*) = 0. Do teorema 4.2
segue-se que (¢*, Q") é uma solugao de equilibrio para o mercado oligopolista. A afirmagao

de unicidade segue do lema 4.5. O

Corolario 4.5. Suponha que eziste uma solug¢io (q,, Q) para o problema competitivo
(4.34). Se f:(0) < p(0) para cada i =1,2,--- , N, entdao existe um equilibrio (¢*, Q*) para
o mercado oligopolista com 0 < Q* < Q.

Demonstragio. Uma vez que p(0) > f;(0) parai =1,2,--- , N, segue-se que A(0) > 0. O

Para resumir, pode-se comegar com o intervalo [Qr, Qu| = [@Q;, Q.] e realizar uma
pesquisa direta de bisec¢ao para determinar uma raiz de A. Para cada @) selecionado,
o problema EP(Q) é resolvido e A(Q) é assim avaliado. Uma solugdo de equilibrio
corresponde ao valor de @ para o qual A(Q)) = 0. Ao invés de um método de bisseccao
simples, descobrimos que se pode acelerar a busca alternando a interpolacao linear uma vez
que o limite superior inicial @y seja revisado. Quando isso ocorre, os valores subsequentes

do iterar () sdo determinados por:

Q= ALQu — MA@
AL — A\u

onde )\L = A(QL) € /\U = )\(QU)
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4.3 Exemplo de equilibrio do modelo de Nash - Cournot

Como ilustracao da metodologia proposta, nesta se¢ao vamos apresentar um modelo

de oligopolio com 5 empresas, em que cada uma das quais possui funcao de custo total da

forma: 5
Fila) = ciqi + 7 —:_ 1K;1/Biq§/3i+1)/ﬁi (4.41)
Observe que
Fl(@:) = ci+ K/7qP (4.42)

Isto é, a curva de oferta marginal da empresa i é derivada de uma curva de oferta de
elasticidade constante
q; = Kz'piﬁi

traduzido por uma constante ¢;. A especificagdo dos pardmetros para estas cinco empresas

¢é mostrada na Tabela 1. Além disso, para este exemplo, assume-se que a curva de demanda

Empresa || ¢; | K; | 5;
1 10 5 | 1.2
2 8 | 5 |1.1
3 6 | 5 1.0
4 415109
5 215108

Tabela 1 — Especificacao de pardmetros para o exemplo numérico

¢é dada por:
Q = 5000p~* ou p(Q) = 5000/+1Q /11 (4.43)

Como vimos acima pode-se determinar a solu¢ao do equilibrio de trés formas:

(i) Usamos o algoritmo chamado FDIPA (Feasible Direct Interior Point Algorithm)
proposto por José Herskovits (ver [4], [5], [6]) para calcular a solugdo 6tima do

problema E'P(Q) segundo a metodologia proposta em [20].

(ii) Usamos o algoritmo chamado FDA-MNCP (Feasible Direct Algorithm) (proposto
em [19], [18]) para resolver o MiCP(G, H) definido por (4.9)-(4.10).

(iii) Finalmente, usamos o algoritmo FDA-NCP proposto por Mazorche e Herskovits (ver
[18], [7]) para resolver o NC'P(H) dado por (4.11).

Assim, a solugdo de equilibrio de Nash (estimativa) usando os trés algoritmos citados
acima, com tolerancia de 1075, é dada pelos valores de ¢} descritos na tabela 2 para cada

empresa ¢ = 1,--- ,5, onde a saida de equilibrio total é dada por QQ* = 204.2966.
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Empresa q;
1 36.9328
2 41.8184
3 43.7068
4 42.6594
5 39.1791

Tabela 2 — Estimativas das soluc¢es de equilibrio de Nash.

Para inicializar o procedimento algoritmico descrito em (i) sdo obtidos limites superiores
e inferiores sobre a producao total do oligopdlio. Esses limites correspondem a solugoes
6timas para (4.34) e (4.35), Ou seja, as solugoes para estruturas de mercado competitivas e
monopolisticas. As solugdes dtimas para (4.34) e (4.35) resultam em @, = 235.4 e ; = 40,
respectivamente. Assim, pelo Lema 4.6, a saida de equilibrio oligopolistico total estd no
intervalo [Q;, Q,] = [40.0,235.4].

Logo, usando o algoritmo FDIPA para resolver problemas EP(Q), obtemos 6 iteragoes
para calcular o nimero de () > 0, onde para cada ) > 0 calculado; o FDIPA resolveu
o problema EP(Q)) com 5 iteragoes, dando un total de 30 iteracoes para determinar a
solugao de equilibrio dadas pelos valores de ¢/ na tabela 2.

Usando o algoritmo FDA-MNCP descrito em (ii), obtemos 8 iteragoes para determinar a
solugao de equilibrio dada na tabela 2.

E o algoritmo FDA-NCP descrito em (iii), fez 12 iteragoes para calcular os valores da
solucao de equilibrio ¢ como mostra a tabela 2.

Foi usado o mesmo ponto inicial para os algoritmos FDIPA e FDA-MNCP, a saber
xo = (20,20, 20,20,20) e para o algoritmo FDA-NCP foi usado o ponto inicial xy =
(100, 100, 100, 100, 100). Da tabela 3 observa-se que o algoritmo FDA-MNCP teve o melhor

desempenho, pois fez 8 iteracoes para determinar a solugao de equilibrio.

Algoritmo | Iteragdes para encontrar g
FDIPA 30
FDA-MNCP 8
FDA-NCP 12

Tabela 3 — Comparagao dos Algoritmos para calcular o Equilibrio de Nash.
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5 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi muito importante estabelecer condigoes necessarias e suficientes
para a existéncia de solugdo de uma inequagao variacional (VI) e sua equivaléncia com
varios casos especiais de problemas de complementaridade (CP), assim como também, com
programas de otimizacao convexos; em particular, vimos a interconexao entre uma VI e
um problema de complementaridade misto (MiCP). Além disso, mostramos que o calculo
de um equilibrio de Nash pode ser realizado resolvendo uma VI. Portanto, estas relagoes,
nos permitem determinar solugdes numéricas para um caso de um problema de equilibrio
de Nash, que pode ser resolvido como um MiCP, que por sua vez pode ser reescrito como
um NCP, ou resolvendo uma serie de programas convexos, usando os métodos descritos em
[20] e desenvolvidos neste trabalho. Cabe resaltar que sé exibimos os resultados numéricos
sem aprofundar no estudo dos algoritmos aqui usados, no futuro pretendo continuar nesta
parte de algoritmos e andlise numérico que ficou pouco explorada, por exemplo outros
problemas com mais empresas, colocar outros parametros na tabela 1, etc, para realizar
um estudo computacional que indique um algoritmo de melhor performance, fica também
como trabalho futuro comparar o melhor algoritmo com otimizacao miltiobjetivo para

resolver equilibrios de Nash.
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