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RESUMO

Neste trabalho realizamos um estudo teorico das inequações variacionais (VI), mostrando
condições necessárias e suficientes para a existência de soluções, assim mesmo apresentamos
algumas classificações para vários casos especiais de VI, explicando a interconexão entre a
VI e o problema de complementaridade (CP), bem como sua relação com um programa
de otimização não linear e a teoria de jogos de estratégias que esta relacionada com
os problemas de equilíbrio de Nash. Estabelecemos alguns resultados de equivalencia
entre uma VI e um CP, mostramos por exemplo que resolver uma VI associada a uma
função definida num conjunto que tem uma determinada estrutura é equivalente a resolver
um problema de complementaridade mista (MiCP); assim como também, vimos que
sob certas hipóteses, um ponto de equilíbrio de Nash é solução de uma determinada VI.
Finalmente, aplicamos a teoria para o estudo de um caso de problema de equilíbrio de
Nash, modelado via as condições de KKT como um MiCP, ou criando uma família de
programas convexos, onde usei alguns algoritmos para determinar numericamente a solução
do ponto de equilíbrio de Nash.

Palavras-chave: Inequação Variacional. Problema de Complementaridade. Equilíbrio de
Nash.



ABSTRACT

In this work, we present a theoretical study of the variational inequalities (VI), showing
necessary and sufficient conditions for the existence of solutions. We also present some
classi fi cations for several special cases of LV, explaining the interconnection between LV
and the complementarity problem. As well as its relationship with a nonlinear optimization
program and the strategy game theory that is related to Nash equilibrium problems. We
have established some equivalence results between a VI and a CP, for example we have
shown that solving a VI associated with a function defined in a set having a given structure
is equivalent to solving a mixed complementarity problem (MiCP); As well as, we have
seen that under certain hypotheses, a Nash equilibrium is the solution of a given VI.
Finally, we apply the theory to the study of a Nash equilibrium problem case, modeled
via the KKT conditions as an MiCP, or creating a family of convex programs, where used
some algorithms to numerically determine the equilibrium point solution of Nash.



LISTA DE ILUSTRAÇÕES

Figura 1 – max f(x) = −min (−f(x)). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
Figura 2 – As direções d1 e d2 são viáveis em relação ao conjunto K. . . . . . . . . 17
Figura 3 – Exemplos de cones. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
Figura 4 – O cone tangente de Bouligand B(x̄, K). . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
Figura 5 – O cone dual do cone B(x̄, K) e as condições de otimalidade (2.10) e

(2.11). . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
Figura 6 – Cone normal e o dual de cone tangente para un conjunto convexo. . . . 29
Figura 7 – O cone L(x̄, K) obtido pela linearização das restrições das desigualdades

ativas em x̄. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
Figura 8 – A direção d̄ satisfaz a condição de Mangasarian-Fromovitz. . . . . . . . 37
Figura 9 – Interpretação geométrica das condições de KKT. . . . . . . . . . . . . 40
Figura 10 – Representação dos mínimos de f do exemplo 2.2. . . . . . . . . . . . . 41
Figura 11 – O cone normal e solução de uma VI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Figura 12 – O Cone Tangente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
Figura 13 – Condições KKT de uma VI. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71



LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

VI Inequação Variacional

QVI Inequação Quase Variacional

AVI Inequação Variacional Afim

CP Problema de Complementaridade

LCP Problema de Complementaridade Linear

NCP Problema de Complementaridade Não Linear

MiCP Problema de Complementaridade Mista

MLCP Problema de Complementaridade Linear Mista

KKT Karush Kuhn Tucker

CQ Condição de Qualificação

PNL Programa não Linear Padrão

EP Problema de Equilíbrio



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2 CONCEITOS PRELIMINARES . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1 Noções de otimização . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.1 Definições e alguns fatos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.1.2 Condições de otimalidade para problemas com restrições. . . . . . . . . 16
2.1.3 Condições de otimalidade no caso de restrições de igualdade . . . . . . . 23
2.1.4 Elementos de covexidade, o problema de minimização convexo . . . . . 27
2.1.5 Problemas com restrições de igualdade e desigualdade . . . . . . . . . . 34
2.2 Introdução as inequações variacionais . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.1 Exemplos de Inequações variacionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.2 Teoremas sobre ponto fixo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.2.3 A caracterização da projeção sobre um conjunto convexo . . . . . . . . 43
2.2.4 Inequações variacionais em Rn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.2.5 Problema que conduzem a uma inequação variacional . . . . . . . . . . 48
2.3 Introdução à teoria dos jogos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3.1 Jogos de estratégias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.3.2 Equilíbrios de Nash . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3 INEQUAÇÕES VARIACIONAIS E PROBLEMAS DE COM-
PLEMENTARIDADE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.1 Descrição do Problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.1.1 Problemas Afins . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.2 Relações entre classes de problemas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.3 Integrabilidade e o sistema KKT . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3.1 Problemas de otimização restrita . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.3.2 O Sistema Karush - Kuhn - Tucker . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.4 Problemas de equilíbrio de Nash . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4 UM ESTUDO DE UM CASO DE EQUILÍBRIO DE NASH . 74
4.1 Definição do problema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
4.2 Desenvolvimento matemático . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.3 Exemplo de equilibrio do modelo de Nash - Cournot . . . . . . . . . . . 91

5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . 93



REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94



12

1 INTRODUÇÃO

As inequações variacionais tem sua origem no cálculo das variações associadas
à minimização dos funcionais de dimensões infinita. O estudo sistemático começou no
início da década de 1960 com o trabalho do matemático italiano Guido Stampacchia e
seus colaboradores, que usaram a inequação variacional (VI) como ferramenta analítica
para estudar problemas de fronteira livre definidos por operadores dielétricos parciais
não-lineares decorrentes de problemas unilaterais em teoria da elasticidade e da plasticidade
e na mecânica. Alguns dos primeiros trabalhos sobre inequações variacionais são [15], [16],
[22], [23]. Em particular, o primeiro teorema da existência e unicidade da solução das VIs
foi provado em [22].
O problema de complementaridade não linear (NCP) é um sistema de desigualdades finitas
não-lineares em muitas variáveis finitas não-negativas, juntamente com uma equação
especial que expressa a relação de complementaridade entre as variáveis e desigualdades
correspondentes. Esta condição de complementaridade é a característica principal que
destingue o NCP de um sistema de desigualdade geral. A inequação (ou desigualdade)
variacional finita-dimensional, que como veremos, é uma generalização do NCP, fornece
uma ampla configuração unificadora para o estudo de otimização e problemas de equilíbrio
e serve como o principal quadro computacional para a solução prática de uma série
de problemas na ciências matemáticas. O estudo do NCP e da VI finito-dimensional
também começou no início da década de 1960; e em um período de quatro décadas,
tornou-se uma disciplina muito frutífera no campo da programação matemática. Os
desenvolvimentos incluem uma rica teoria matemática, uma série de algoritmos de soluções
eficazes, uma infinidade de conexões interessantes com inúmeras disciplinas e uma ampla
gama de aplicações importantes em engenharia e economia. Como resultado de suas amplas
associações, a literatura da VI/CP beneficiou-se das contribuições feitas por matemáticos
(puros, aplicados e computacionais), cientistas da computação, engenheiros de vários tipos
(civis, químicos, elétricos, mecânicos e sistemas) e economistas de diversas especialidades
(agrícola, computacional, energética, financeira e espacial).
Este trabalho apresenta um estudo teorico das inequações variacionais e problemas de
complementaridade de dimensão finita, e sua aplicação num problema de equilíbrio de
Nash. O trabalho esta dividido da seguinte forma.

No capítulo 2, apresentamos algumas noções de otimização (ver seção 2.1), estuda-
remos por exemplo as condições de Karush - Kuhn - Tucker (KKT) para um problema
de minimização com restrições de igualdade e desigualdade, na seção 2.2 introduzimos a
definição de inequação variacional e damos alguns exemplos; para finalizar o capítulo, na
seção 2.3 fazemos uma introdução à teoria dos jogos de estratégias onde apresentamos a
definição de equilíbrio de Nash.
No capítulo 3 estudamos a interconexão entre as inequações variacionais e os casos especiais
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de problemas de complementaridade, onde usamos as condições KKT para mostrar que
sob certas hipóteses, resolver uma inequação variacional (VI) é equivalente a resolver um
problema de complementaridade mista (MiCP). Assim como também, estabelecemos (ver
proposição 3.4) a relação entre uma VI e os equilíbrios de Nash.
No capítulo 4 fornecemos um estudo de uma aplicação de um caso de equilíbrio de Nash,
chamado o modelo de Nash-Cournot, onde dadas N empresas que fornecem um produto
homogêneo de uma forma não cooperativa, o objetivo é determinar um ponto de equilíbrio
de Nash que corresponde a um conjunto de níveis de produção para as N empresas,
modelando o problema via as condições de KKT como um MiCP, como um NCP; ou,
conforme o artigo [20], mediante a criação de uma familia de programas de otimização
não linear, onde usamos alguns algoritmos para exibir a solução de equilíbrio de Nash.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capítulo seram apresentados alguns resultados que seram utilizados ao longo
deste trabalho, na primeira seção veremos algumas noções de otimização como programação
convexa e as condições de KKT para problemas de otimização com restrições mistas. Logo,
introduzimos a definição de inequação variacional, estudando condições necessárias e
suficientes para garantir a existencia de soluções; finalmente, veremos alguns resultados
sobre teoria de jogos onde definimos os equilíbrios de Nash.

2.1 Noções de otimização

Nesta seção estudaremos alguns fatos básicos sobre os problemas de otimização,
que serão necessários ao longo deste trabalho. Para maiores informações veja as referências
[8], [21].

2.1.1 Definições e alguns fatos básicos

Sejam dados um conjunto K ⊆ Rn e uma função f : Rn −→ R. O problema
principal a ser considerado é o de achar um minimizador de f no conjunto K. Este
problema será escrito como:

Minimizar f(x)
Sujeito a x ∈ K

(2.1)

O conjunto K será chamado conjunto viável (factível) do problema, os pontos de K serão
chamados pontos viáveis, e f será chamada função objetivo.

Definição 2.1. Dizemos que um ponto x̄ ∈ K é:

a) minimizador global do problema (2.1), se

f(x̄) ≤ f(x) ∀ x ∈ K (2.2)

b) minimizador local do problema (2.1), se existe δ > 0 tal que:

f(x̄) ≤ f(x) ∀ x ∈ K ∩B[x̄, δ] (2.3)

Pela definição, é claro que todo minimizador global também é minimizador local,
mas não reciprocamente. Se para todo x 6= x̄ a desigualdade (2.2) ou (2.3) é estrita, x̄
será chamado minimizador estrito de (2.1) (global ou local, respectivamente).

Definição 2.2. Dizemos que v̄ ∈ [−∞,+∞) definido por:

v̄ = inf
x∈K

f(x)

é o valor ótimo do problema (2.1).
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Uma função pode admitir vários minimizadores globais, mas o valor ótimo (global)
do problema, naturalmente, sempre é o mesmo.
Quando existem uma vizinhança V de x̄ ∈ K e um número β > 0 tais que

f(x)− f(x̄) ≥ β ‖x− x̄‖ ∀ x ∈ K ∩ V

dizemos que f satisfaz a condição de crescimento linear no conjunto K em torno de x̄.
Dizemos que f satisfaz a condição de crescimento quadrático quando

f(x)− f(x̄) ≥ β ‖x− x̄‖2 ∀ x ∈ K ∩ V.

Observamos que qualquer uma destas duas condições implica em que x̄ é um minimizador
local estrito do problema (2.1).
Não é difícil ver que qualquer problema de maximização

Maximizar f(x)
Sujeito a x ∈ K

pode ser transformado em um problema de minimização equivalente:

Minimizar −f(x)
Sujeito a x ∈ K

Em particular, as soluções locais e globais de ambos problemas são as mesmas, com sinais
opostos para os valores ótimos.
Tipicamente, o conjunto viável de um problema é definido por um sistema de igualdades

Figura 1 – max f(x) = −min (−f(x)).

e/ou desigualdades e/ou uma inclusão, como, por exemplo,

K = {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, · · · , l, gj(x) ≤ 0, j = 1, · · · ,m} (2.4)

ou, em notação mais compacta,

K = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}
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onde h : Rn −→ Rl e g : Rn −→ Rm.
Quando K = Rn, dizemos que o problema (2.1) é irrestrito, e quando K 6= Rn falamos de
otimização com restrições.
Quando l 6= 0, m = 0, falamos sobre um problema com restrições de igualdade; finalmente,
se l 6= 0, m 6= 0, falamos sobre um problema com restrições mistas.
Dizemos que um conjunto é poliedral quando ele pode ser representado como o conjunto
das soluções de um sistema finito de equações e inequações lineares. Isto é:

K = {x ∈ Rn : Ax = b, Cx ≤ d} (2.5)

onde A ∈ Rl×n, C ∈ Rm×n, b ∈ Rl e d ∈ Rm. Neste contexto, dizemos que h : Rn −→ Rl,
h(x) = Ax− b, é uma função afim. Assim como g : Rn −→ Rm, g(x) = Cx− d.
Uma função f : Rn −→ R definida por

f(x) = 〈Qx, x〉+ 〈q, x〉 (2.6)

onde Q ∈ Rn×n, q ∈ Rn, é chamada função quadrática. Neste contexto, podemos admitir
(sem perda de generalidade) que a matriz Q é simétrica, já que

〈Qx, x〉 = 1
2
〈(
Q+QT

)
x, x

〉
.

Portanto, na definição de uma função quadrática sempre podemos substituir a matriz Q
associada pela matriz simétrica

(
Q+QT

)
/2.

Uma classe especial de problemas de otimização se refere ao caso em que K é um conjunto
poliedral. Se além disso f for quadrática, (2.1) se chama problema de programação
quadrática, e se f for linear (Q = 0 em (2.6)), o problema é de programação linear.

2.1.2 Condições de otimalidade para problemas com restrições.

Agora consideramos um problema com restrições em formato geral

Minimizar f(x)
Sujeito a x ∈ K,

(2.7)

onde K é um conjunto dado (não-vazio) cuja estrutura por enquanto não é especificada, e
f : Rn −→ R é a função objetivo.

Definição 2.3. Dizemos que d ∈ Rn é uma direção viável em relação ao conjunto K no
ponto x̄ ∈ K, quando existe ε > 0 tal que

x̄+ td ∈ K ∀ t ∈ [0, ε] .
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Figura 2 – As direções d1 e d2 são viáveis em relação ao conjunto K.

Denotamos por V (x̄, K) o conjunto de todas as direções viáveis em relação ao
conjunto K no ponto x̄ ∈ K.

Definição 2.4. Um conjunto C ⊆ Rn chama-se cone quando para qualquer d ∈ C implica
que td ∈ C para todo t ≥ 0.

Pela definição, se C é um cone não-vazio, necessariamente 0 ∈ C. Alguns exemplos
de cone são: o espaço Rn, qualquer subespaço de Rn, o ortante não-negativo Rn

+. É facil

Figura 3 – Exemplos de cones.

ver que para K ⊆ Rn e x̄ ∈ K quaisquer, o conjunto de direções viáveis V(x̄, K) sempre
é um cone, já que se x̄ + td ∈ K para todo t ∈ [0, ε] então x̄ + t(αd) ∈ K para todo
α > 0 e todo t ∈ [0, ε/α]. Além disso, o cone V(x̄, K) sempre é não-vazio (pelo menos,
0 ∈ V(x̄, K)).
Em relação a comportamento da função objetivo, a seguinte noção é fundamental.

Definição 2.5. Dizemos que d ∈ Rn é uma direção de descida da função f : Rn −→ R no
ponto x̄ ∈ Rn, se existe ε > 0 tal que

f(x̄+ td) < f(x̄) ∀ t ∈ (0, ε] .

Denotamos por D(x̄, f) o conjunto de todas as direções de descida da função f
no ponto x̄. É claro que o conjunto D(x̄, f) pode ser vazio (por exemplo, este é o caso
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quando x̄ é um minimizador irrestrito de f , mesmo que seja local). Quando D(x̄, f) é não
vazio, ele não é cone (porque 0 /∈ D(x̄, f)). No entanto, o conjunto D(x̄, f) ∪ {0} é um
cone não-vazio.

Lema 2.1. Seja f : Rn −→ R uma função diferenciável no ponto x̄ ∈ Rn. Então,

(a) Para todo d ∈ D(x̄, f), tem-se que 〈∇f(x̄), d〉 ≤ 0.

(b) Se d ∈ Rn satisfaz 〈∇f(x̄), d〉 < 0, tem-se que d ∈ D(x̄, f).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [8].

Se x̄ ∈ K é um minimizador local do problema (2.7), é obvio que não pode existir
uma direção de descida de f no ponto x̄ que ao mesmo tempo seja viável em relação ao
conjunto K, isto é, necessariamente temos

D(x̄, f) ∩ V(x̄, K) = ∅.

Pelo lema 2.1, temos então que

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 ∀ d ∈ V(x̄, K).

No entanto, esta condição (mesmo sendo matematicamente correta) nem sempre fornece
informação útil, porque o conjunto de direções viáveis V(x̄, K) pode conter só o vetor
nulo em muitas situações naturais (e neste caso a condição acima vale trivialmente, isto é,
independentemente da função f e da otimalidade ou não do ponto x̄). Para obter uma
descrição mais informativa, precisamos considerar as direções tangentes, que introduzimos
a seguir. Definimos a distancia entre um ponto x ∈ Rn e o conjunto K ⊆ Rn como

dist (x,K) = inf
y∈K
‖x− y‖

Definição 2.6. Dizemos que d ∈ Rn é uma direção tangente em relação ao conjunto K
no ponto x̄ ∈ K quando

dist (x̄+ td,K) = o(t), t ∈ R+.

Denotamos por T (x̄, K) o conjunto de todas as direções tangentes ao conjunto K
no ponto x̄ ∈ K. Claramente,

V(x̄, K) ⊆ T (x̄, K), (2.8)

isto é, todas as direções viáveis são tangentes (para d ∈ V(x̄, K) tem-se que dist (x̄+ td,K) =
0 para todo t > 0 suficientemente pequeno), mas não reciprocamente. Também é claro que
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o conjunto T (x̄, K) é um cone, chamado o cone tangente em relação ao conjunto K no
ponto x̄. Observamos que, de forma equivalente, o cone tangente pode ser definido como

T (x̄, K) =


∀ (tk) ⊆ R+, lim

k→+∞
tk = 0,

d ∈ Rn : ∃ (dk) ⊆ Rn, lim
k→+∞

dk = d, tal que

x̄+ tkdk ∈ K para todo k ∈ N

 .

Para ver isto, notamos que para toda (tk) ⊆ R+, lim
k→+∞

tk = 0, temos

dist (x̄+ tkd,K) ≤ ‖(x̄+ tkd)− (x̄+ tkdk)‖
= tk ‖dk − d‖

= o (tk) .

Outra noção útil (um pouco mais geral do que a do cone tangente) é a do cone tangente
de Bouligand:

Definição 2.7. O cone tangente de Bouligand em relação ao conjunto K no ponto x̄ ∈ K,
denotado por B (x̄, K), consiste de todas as direções d ∈ Rn, chamadas direções tangentes
a K no ponto x̄, para as quais existe uma seqüência de vetores (xk) ⊆ K e uma seqüência
de escalares positivos (tk) ⊆ R tais que:

lim
k→∞

xk = x, lim
k→∞

tk = 0, y lim
k→∞

xk − x
tk

= d.

Ou, de forma equivalente, ver [8],

B(x̄, K) =


∃ (tk) ⊆ R+\ {0} , lim

k→+∞
tk = 0,

d ∈ Rn : ∃ (dk) ⊆ Rn, lim
k→+∞

dk = d, tais que

x̄+ tkdk ∈ K para todo k ∈ N

 .

Comparando as definições acima, temos que, em geral,

T (x̄, K) ⊆ B(x̄, K). (2.9)

Como vamos ver mais adiante, quando o conjunto K é definido por restrições funcionais é
possivel dar uma descrição construtiva (algébrica) das direções tangentes, quase sempre
os cones tangente e de Bouligand coincidem. Observamos que o caso em que x̄ está no
interior do conjunto K é o caso fácil de analisar: é obvio que

x̄ ∈ intK ⇒ T (x̄, K) = B(x̄, K) = V(x̄, K) = Rn.

Também é claro que quando x̄ é um ponto isolado do conjunto K, tem-se que

T (x̄, K) = B(x̄, K) = V(x̄, K) = {0} .
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Figura 4 – O cone tangente de Bouligand B(x̄, K).

A importancia do cone tangente de Bouligand deve-se ao fato de que é ele que aparece
de maneira mais natural no desenvolvimento de condições necessárias e suficientes de
otimalidade de primeira ordem, como veremos mais adiante. No entanto, o cone T (x̄, K)
é mais facil de se visualizar.
O resultado a seguir (ver [8]) mostra o papel do cone B(x̄, K) nas condições de otimalidade.

Teorema 2.1. Sejam K ⊆ Rn e f : Rn −→ R uma função diferenciável no ponto x̄ ∈ K.
Se x̄ é um minimizador local do problema (2.7). Então,

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 ∀ d ∈ B(x̄, K). (2.10)

Demonstração. Para d = 0 ∈ B(x̄, K), a condição (2.10) vale trivialmente. Fixemos d ∈
B(x̄, K)\ {0} arbitrário, pela definição do cone tangente de Bouligand existem seqüências
(tk) ⊆ R+\ {0} e (dk) ⊆ Rn tais que lim

k→+∞
tk = 0, lim

k→+∞
dk = d e x̄+ tkdk ∈ K para todo

k ∈ N.
Como x̄ é um minimizador local de (2.7), x̄+ tkdk ∈ K e lim

k→+∞
(x̄+ tkdk) = x̄, para todo

k suficientemente grande e pela diferenciabilidade de f no ponto x̄ temos que

0 ≤ f(x̄+ tkdk)− f(x̄)
= tk 〈∇f(x̄), dk〉+ o (tk ‖dk‖)
= tk 〈∇f(x̄), dk〉+ o (tk) .

Dividindo os dois lados da desigualdade acima por tk > 0 e passando ao limite quando
k → +∞, obtemos (2.10).

Observamos que se x̄ é um minimizador local de f em K, (2.10) implica a condição

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 ∀ d ∈ T (x̄, K),

já que T (x̄, K) ⊆ B(x̄, K). No entanto, esta condição é mais fraca, considerando que nem
sempre os dois cones são iguais.
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Definição 2.8. Dizemos que um ponto x̄ ∈ Rn é ponto estacionário do problema (2.7) se
x̄ ∈ K e vale (2.10).

O teorema 2.1 mostra que para um ponto ser uma solução local do problema (2.7),
ele tem que ser estacionário no sentido da condição (2.10).
A condição de otimalidade no teorema 2.1 se chama condição primal, porque ela é baseada
nas variáveis "originais" (também chamadas primais) do problema (2.7), isto é, as variáveis
x ∈ Rn. A condição de otimalidade em questão pode ser transformada em forma "primal-
dual" utilizando a noção seguinte, ver [8].

Definição 2.9. O cone dual (às vezes, este cone também é chamado cone polar) de um
cone C ⊆ Rn é definido por

C∗ = {y ∈ Rn : 〈y, d〉 ≤ 0 ∀ d ∈ C} .

Usando a noção de cone dual, a condição de otimalidade (2.10) é equivalente a

−∇f(x̄) ∈ (B(x̄, K))∗ . (2.11)

Como veremos mais adiante, o cálculo do cone (B(x̄, K))∗ para conjuntos K com uma

Figura 5 – O cone dual do cone B(x̄, K) e as condições de otimalidade (2.10) e (2.11).

estrutura mais concreta faz uso de variáveis auxiliares chamadas variáveis duais. Por isso,
a condição de otimalidade (2.11), bem como suas conseqüências, se chamam condições
primais-duais.
O teorema 2.2 a seguir, que pode ser encontrado na referência [8], de novo mostra o
papel importante do cone B(x̄, K). De fato, neste resultado o cone B(x̄, K) não pode ser
substituído por T (x̄, K).
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Teorema 2.2. Sejam K ⊆ Rn e f : Rn −→ R uma função diferenciável no ponto x̄ ∈ K.
Então,

〈∇f(x̄), d〉 > 0 ∀ d ∈ B(x̄, K)\ {0} (2.12)

se, e somente se, f satisfaz no conjunto K em torno de x̄ a condição de crescimento linear:
existem uma vizinhança V de x̄ e um número β > 0 tais que

f(x)− f(x̄) ≥ β ‖x− x̄‖ ∀ x ∈ K ∩ V (2.13)

Em particular, (2.13) implica que x̄ é um minimizador local estrito do problema (2.7).

Demonstração. Suponhamos que (2.12) valha, mas não (2.13). Então, existe uma seqüência
(xk) ⊆ K\ {x̄} tal que lim

k→+∞
xk = x̄ e

f(xk)− f(x̄) < 1
k
‖xk − x̄‖ ∀ k ∈ N.

Definimos tk = ‖xk − x̄‖ > 0 e dk = (xk − x̄) / ‖xk − x̄‖. Temos que x̄ + tkdk = xk ∈ K
para todo k ∈ N. como (dk) é limitada, podemos supor (tomando uma subseqüência, se
for necessário) que ela converge a d ∈ Rn, ‖d‖ = 1. Pela definição de cone de Bouligand
B(x̄, K), temos que d ∈ B(x̄, K)\ {0}. Logo, para todo k ∈ N, temos

tk
k
‖dk‖ = 1

k
‖xk − x̄‖

> f(xk)− f(x̄)
= 〈∇f(x̄), xk − x̄〉+ o (‖xk − x̄‖)
= tk 〈∇f(x̄), dk〉+ o (tk) .

Dividindo os dois lados por tk > 0 e passando ao limite quando k → +∞, obtemos que

0 ≥ 〈∇f(x̄), d〉 ,

em contradição com (2.12).
Suponhamos agora que valha a condição de crescimento linear (2.13). Fixemos d ∈
B(x̄, K)\ {0} arbitrário e as seqüências associadas (tk) ⊆ R+\ {0} e (dk) ⊆ Rn tais que
lim

k→+∞
tk = 0, lim

k→+∞
dk = d e x̄+ tkdk ∈ K para todo k ∈ N.

Para todo k suficientemente grande, x̄+tkdk ∈ K∩V . Portanto, utilizando (2.13), obtemos
que

βtk ‖dk‖ = β ‖(x̄+ tkdk)− x̄‖
≤ f(x̄+ tkdk)− f(x̄)
= tk 〈∇f(x̄), dk〉+ o (tk ‖dk‖) .

Dividindo os dois lados desta desigualdade por tk > 0 e tomando o limite quando k → +∞,
obtemos que

0 < β ‖d‖ ≤ 〈∇f(x̄), d〉 ,

o que prova (2.12).
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Cabe ressaltar que a condição (2.12) só pode ser satisfeita quando o cone B(x̄, K)
não contém subespaços (fora do subespaço trivial {0}). Este fato indica as limitações de
aplicação do teorema 2.2, o que vai ficar bem claro mais adiante.
A questão do cálculo dos cones B(x̄, K) e (B(x̄, K))∗ para várias classes de problemas
é fundamental para se obter condições de otimalidade úteis tanto do ponto de vista
computacional quanto do ponto de vista teórico.
A seguir, vemos que os cones T (x̄, K) e B(x̄, K) sempre são fechados, para qualquer
conjunto K.

Proposição 2.1. Sejam K ⊆ Rn um conjunto qualquer e x̄ ∈ K. Então, os cones T (x̄, K)
e B(x̄, K) são fechados e tem-se que

{0} ⊆ clV(x̄, K) ⊆ T (x̄, K) ⊆ B(x̄, K)

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na referência [8].

2.1.3 Condições de otimalidade no caso de restrições de igualdade

Agora estudaremos o problema de otimização com restrições de igualdade:

Minimizar f(x)
Sujeito a x ∈ K,

(2.14)

K = {x ∈ Rn : h(x) = 0}
= {x ∈ Rn : hi(x) = 0, i = 1, · · · , l} , (2.15)

onde f : Rn −→ R e h : Rn −→ Rl são funções dadas. A partir da descrição analítica
do cone tangente (de Bouligand) e do dual dele para os conjuntos com estrutura (2.15),
obteremos as condições necessárias de otimalidade (de Lagrange) para o problema (2.14)-
(2.15).
O primeiro resultado é facil de obter: só as direções que pertencem ao subespaço

kerh′(x̄) = {d ∈ Rn : h′(x̄)d = 0}
= {d ∈ Rn : 〈∇hi(x̄), d〉 = 0, i = 1, · · · , l}

podem ser tangentes em relação ao conjunto K dado por (2.15). Ou seja, as direções
tangentes tem que ser ortogonais a todos os gradientes das componentes de h no ponto x̄.

Proposição 2.2. Suponhamos que a função h : Rn −→ Rl seja diferenciável no ponto
x̄ ∈ K, onde K é dado por (2.15). Então,

B(x̄, K) ⊆ kerh′(x̄). (2.16)
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Demonstração. Obviamente, 0 ∈ B(x̄, K) e 0 ∈ kerh′(x̄). Seja d ∈ B(x̄, K)\ {0}. Então,
existem (tk) ⊆ R+\ {0} e (dk) ⊆ Rn tais que lim

k→+∞
tk = 0, lim

k→+∞
dk = d e (x̄+ tkdk) ∈ K

(isto é, h(x̄+ tkdk) = 0) para todo k ∈ N. Logo, pela diferenciabilidade de h em x̄ temos

0 = h(x̄+ tkdk)− h(x̄)
= tkh

′(x̄)dk + o (tk ‖dk‖) .

Dividindo os dois lados desta igualdade por tk > 0 e tomando o limite quando k → +∞,
como lim

k→+∞
dk = d, segue-se que

0 = h′(x̄)d,

isto é, d ∈ kerh′(x̄).

Em geral, não há igualdade na relação (2.16), como pode ser visto no exemplo
seguinte.

Exemplo 2.1. Seja h : R −→ R, h(x) = x2, x̄ = 0.
Evidentemente, K = {x ∈ R : x2 = 0} = {x̄}. Portanto, B(x̄, K) = {0}. Mas como
h′(x̄) = 0, tem-se que kerh′(x̄) = R.
Concluímos que neste caso B(x̄, K) 6= kerh′(x̄).

Para conseguir uma descrição precisa (isto é, uma igualdade em (2.16)), necessitamos
algumas hipóteses adicionais. Em particular, provaremos essa igualdade quando qualquer
uma das seguintes duas condições é satisfeita:

{∇hi(x̄), i = 1, · · · , l}
é um conjunto linearmente independente,

(2.17)

ou
h é uma função afim, isto é,

h(x) = Ax− b, onde A ∈ Rl×n, b ∈ Rl.
(2.18)

As condições que garantem a igualdade em (2.16) se chamam condições de regularidade
das restrições do problema (2.14) (ou ainda, condições de qualificação das restrições) como
veremos a seguir, (2.17) e (2.18) são condições de regularidade nesse sentido. Note que a
condição de independência linear dos gradientes das restrições (2.17) é equivalente a

rankh′(x̄) = l,

isto é, a transformação linear h′(x̄) é sobrejetiva:

imh′(x̄) = Rl.

Usando resultados da Álgebra Linear, ver a referência [13], outras condições equivalentes
são

ker (h′(x̄))T = (imh′(x̄))⊥ = {0} .
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Finalmente, quando a condição (2.17) é satisfeita, necessariamente temos que l ≤ n, isto
é, o número das restrições é menor ou igual ao número das variáveis (no espaço Rn não
podem existir mais de n vetores linearmente independentes).

Teorema 2.3. Suponhamos que h : Rn −→ Rl seja diferenciável numa vizinhança do
ponto x̄ ∈ K, onde K é dado por (2.15), e que a derivada de h seja contínua em x̄. Então,

(a) Quando a condição de regularidade das restrições (2.17) de independência linear dos
gradientes das restrições é satisfeita, tem-se que

T (x̄, K) = B(x̄, K) = kerh′(x̄).

(b) Quando as restrições são lineares, isto é, vale (2.18), tem-se que

V(x̄, K) = T (x̄, K) = B(x̄, K) = kerh′(x̄).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [8].

Teorema 2.4. Suponhamos que f : Rn −→ R seja diferenciável no ponto x̄ ∈ Rn e que
h : Rn −→ Rl seja diferenciável numa vizinhança deste ponto, com derivada contínua em
x̄. Suponhamos também que x̄ seja um minimizador local do problema (2.14)-(2.15).
Se vale uma das condições de regularidade das restrições (de independência linear dos
gradientes (2.17) ou de linearidade (2.18)). Então,

〈∇f(x̄), d〉 = 0 ∀ d ∈ kerh′(x̄).

Demonstração. Pelos teoremas 2.1 e 2.3, tem-se que

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 ∀ d ∈ B(x̄, K) = kerh′(x̄).

Como kerh′(x̄) é um subespaço, para todo d ∈ kerh′(x̄) temos que −d ∈ kerh′(x̄) e
portanto,

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0, −〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0,

o que implica a afirmação.

A condição necessária de primeira ordem para o problema (2.14)-(2.15), dada no
teorema 2.4, pode ser escrita em outra forma equivalente:

−∇f(x̄) ∈ (kerh′(x̄))⊥ = im (h′(x̄))> ,

onde o sinal negativo foi introduzido por razões essencialmente históricas. Para fazer
conexão com a noção de cone dual vemos o resultado seguinte, que pode ser encontrado
em [8].
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Lema 2.2. Para qualquer matriz A ∈ Rl×n tem-se

(kerA)∗ = imA> = (kerA)⊥ .

Demonstração. Veja a referência [8].

Portanto, sob as hipóteses do teorema 2.4, temos que

−∇f(x̄) ∈ (kerh′(x̄))∗ = (kerh′(x̄))⊥ = im (h′(x̄))> .

Em particular, chegamos à seguinte condição necessária de otimalidade para o problema
(2.14)-(2.15), sob uma das condições de regularidade das restrições ((2.17) ou (2.18)):

−∇f(x̄) ∈ im (h′(x̄))> ,

isto é,
∃ λ̄ ∈ Rl tal que ∇f(x̄) = − (h′(x̄))> λ̄.

Esta é a condição clássica de Lagrange. É comum formular este resultado em termos da
Lagrangiana do problema (2.14)-(2.15):

L : Rn × Rl −→ R
(x, λ) −→ L(x, λ) = f(x) + 〈λ, h(x)〉

= f(x) +
l∑

i=1
λihi(x).

Observamos que

∇xL(x, λ) = ∇f(x) + (h′(x))> λ = ∇f(x) +
l∑

i=1
λi∇hi(x),

∇λL(x, λ) = h(x).

Onde h′(x) é a matriz jacobiana da função h no ponto x, definida por

h′(x) =



∂h1(x)
∂x1

. . .
∂h1(x)
∂xn... . . . ...

∂hl(x)
∂x1

. . .
∂hl(x)
∂xn

 =


∇h1(x)>

...
∇hl(x)>


Teorema 2.5. Suponhamos que f : Rn −→ R seja diferenciável no ponto x̄ ∈ Rn e que
h : Rn −→ Rl seja diferenciável numa vizinhança deste ponto, com derivada contínua em
x̄. Suponhamos também que x̄ seja um minimizador local do problema (2.14)-(2.15).
Se vale uma das condições de regularidade das restrições (de independencia linear dos
gradientes (2.17) ou de linearidade (2.18)). Então, existe λ̄ ∈ Rl tal que

∇xL(x̄, λ̄) = 0. (2.19)

Sob a condição (2.17), λ̄ ∈ Rl satisfazendo (2.19) é único.
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Demonstração. A existência de um λ̄ ∈ Rl satisfazendo (2.19) já foi verificada acima.
Mostramos então a unicidade para o caso (2.17). Para algum outro λ̂ ∈ Rl satisfazendo
∇xL(x̄, λ̂) = 0, temos

0 = ∇xL(x̄, λ̄)−∇xL(x̄, λ̂)
= (h′(x̄))>

(
λ̄− λ̂

)
=

l∑
i=1

(
λ̄i − λ̂i

)
∇hi(x̄).

Pela condição (2.17), isto implica que λ̄− λ̂ = 0, isto é, λ̄ satisfazendo (2.19) é único.

No teorema 2.5, assim como no teorema 2.3, a condição de regularidade das
restrições é crucial: sem esta condição as afirmações do teorema não podem ser garantidas.

Definição 2.10. Dizemos que um ponto x̄ ∈ Rn é ponto estacionário do problema (2.14)-
(2.15), se x̄ ∈ K e (2.19) é satisfeito para algum λ̄ ∈ Rl. Este λ̄ se chama o multiplicador
de Lagrange, associado ao ponto estacionário x̄.

Portanto, qualquer solução local do problema (2.14)-(2.15) (onde as funções são
diferenciáveis e as derivadas são contínuas) que satisfaz a condição de regularidade das
restrições, é um ponto estacionário.
O sistema de equações

∇xL(x, λ) = 0, h(x) = 0

em relação de (x, λ) ∈ Rn × Rl, que caracteriza os pontos estacionários do problema
(2.14)-(2.15) e os multiplicadores de Lagrange associados, se chama o sistema de Lagrange.

2.1.4 Elementos de covexidade, o problema de minimização convexo

Nesta subseção estudamos conjuntos convexos e funções convexas. Convexidade
é uma noção muito importante na teoria de otimização. Com hipóteses de convexidade,
as condições necessárias de otimalidade passam a ser suficientes. Em outras palavras,
todo ponto estacionário torna-se uma solução do problema. Além disso, no caso convexo
podemos desenvolver a teoria de dualidade em sua forma mais completa, isto é, associar
ao problema original (primal) um outro problema, chamado dual, que sob certas hipóteses
é equivalente ao original e às vezes é mais fácil de resolver. Finalmente, as ferramentas da
Análise Convexa serão necessárias para a caracterização do cone dual do cone tangente no
caso de restrições mistas (de igualdade e desigualdade), o que resulta nas condições de
otimalidade primais-duais de Karush-Kuhn-Tucker. Para uma vizão mais detalhada veja
as referências [8], [21].

Definição 2.11. Um conjunto K ⊆ Rn é chamado conjunto convexo se para quaisquer
x, y ∈ K e α ∈ [0, 1], tem-se que αx+ (1− α)y ∈ K.
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O ponto αx + (1 − α)y, onde α ∈ [0, 1], se chama combinação convexa de x e y
(com parâmetro α). A seguir mostramos que a dualização de um cone qualquer (mesmo
não-convexo) sempre produz um cone convexo, para mais detalhes ver [21], [8].

Proposição 2.3. Para todo cone ∅ 6= C ⊆ Rn, o cone dual C∗ sempre é convexo e fechado.

Demonstração. Sejam x, y ∈ C∗, isto é, 〈x, d〉 ≤ 0 e 〈y, d〉 ≤ 0 para todo d ∈ C. Seja
α ∈ [0, 1]. Para qualquer d ∈ C temos que

〈αx+ (1− α)y, d〉 = α 〈x, d〉+ (1− α) 〈y, d〉 ≤ 0,

isto é, αx+ (1− α)y ∈ C∗. Portanto, C∗ é convexo.
Seja (yk) ⊆ C∗ tal que lim

k→+∞
yk = y. Fixando d ∈ C arbitrário, e passando ao limite

quando k → +∞ na relação 〈yk, d〉 ≤ 0, obtemos que 〈y, d〉 ≤ 0. Portanto, como d ∈ C
era arbitrário, y ∈ C∗. Isto mostra que C∗ é fechado.

Definição 2.12. Dado um conjunto K ⊆ Rn qualquer, o fecho cônico de K, denotado por
coneK, é o menor cone convexo em Rn que contém K (ou, equivalentemente, a interseção
de todos os cones convexos em Rn que contém K).

A seguir veremos que se K ⊆ Rn é un conjunto convexo. Então, o cone tangente
de Bouligand B(x̄, K) é convexo e fechado, a demonstração dos seguintes resultados pode
ser encontrada em [8].

Proposição 2.4. Seja K ⊆ Rn um conjunto convexo. Tem-se que

coneK = {d ∈ Rn : d = αx, x ∈ K, α ∈ R+} .

Demonstração. Ver [8].

Teorema 2.6. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo, x̄ ∈ K. Então,

V(x̄, K) = cone (K − {x̄}) ,
T (x̄, K) = B(x̄, K) = clV(x̄, K) = cl cone (K − {x̄}) .

Em particular, T (x̄, K) é convexo e fechado.

Demonstração. Veja a referência [8].

Proposição 2.5. Seja C ⊆ Rn um cone qualquer. Então, clC é um cone e tem-se que

C∗ = (clC)∗

Em particular, se K ⊆ Rn é um conjunto convexo e x̄ ∈ K, tem-se que

(T (x̄, K))∗ = (B(x̄, K))∗ = (V(x̄, K))∗ = (cone (K − {x̄}))∗ .
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Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na referência [8].

Outra noção útil em Análise Convexa é a de cone normal.

Definição 2.13. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo e x̄ ∈ K. O cone normal (cone de
direções normais) no ponto x̄ em relação ao conjunto K é dado por

N (x̄, K) = {d ∈ Rn : 〈d, x− x̄〉 ≤ 0 ∀ x ∈ K} .

A seguir mostramos que, no caso convexo, o dual de cone tangente é exatamente o
cone normal definido acima.

Figura 6 – Cone normal e o dual de cone tangente para un conjunto convexo.

Teorema 2.7. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo e x̄ ∈ K. Então,

(T (x̄, K))∗ = (B(x̄, K))∗ = (V(x̄, K))∗ = (cone (K − {x̄}))∗ = N (x̄, K).

Demonstração. As primeiras três igualdades já foram provadas (veja a proposição 2.5).
Suponhamos que y ∈ (cone (K − {x̄}))∗, isto é, 〈y, d〉 ≤ 0 para todo d ∈ cone (K − {x̄}).
Em particular, 〈y, x− x̄〉 ≤ 0 para todo x ∈ K, isto implica que y ∈ N (x̄, K).
Reciprocamente, suponhamos que y ∈ N (x̄, K). Temos que 〈y, x− x̄〉 ≤ 0 para todo
x ∈ K, isto é, 〈y, d〉 ≤ 0 para todo d ∈ (K − {x̄}). Logo, 〈y, d〉 ≤ 0 para todo d ∈
cone (K − {x̄}). Concluímos que y ∈ (cone (K − {x̄}))∗.

Como conseqüência da caraterização do cone tangente e do seu dual, obtemos as
seguintes condições de otimalidade para um problema com conjunto viável convexo.

Teorema 2.8. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo e f : Rn −→ R uma função diferen-
ciável no ponto x̄ ∈ K.
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Se x̄ é um minimizador local de f no conjunto K. Então,

〈∇f(x̄), x− x̄〉 ≥ 0 ∀ x ∈ K, (2.20)

ou equivalentemente,
−∇f(x̄) ∈ N (x̄, K). (2.21)

Demonstração. Pelo teorema 2.1 tem-se que 〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 para todo d ∈ B(x̄, K). Pelo
teorema 2.6, temos que

{d ∈ Rn : d = x− x̄, x ∈ K} ⊆ cone (K − {x̄}) ⊆ B(x̄, K),

o que implica (2.20). Pela definição 2.13, (2.20) e (2.21) são equivalentes.

Definição 2.14. Se K ⊆ Rn é um conjunto convexo, diz-se que a função f : K −→ R é
convexa em K quando para quaisquer x, y ∈ K e α ∈ [0, 1] tem-se que

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y).

A função f diz-se estritamente convexa quando a desigualdade acima é estrita para todos
x 6= y e α ∈ (0, 1).

Dizemos que o problema

Minimizar f(x)
Sujeito a x ∈ K

(2.22)

é um problema de minimização convexo quando K ⊆ Rn é um conjunto convexo e
f : K −→ R é uma função convexa no conjunto K. A importancia da convexidade já pode
ser vista no resultado seguinte.

Teorema 2.9. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo e f : K −→ R uma função convexa
em K.
Então, todo minimizador local do problema (2.22) é global. Além disso, o conjunto de
minimizadores é convexo.
Se f é estritamente convexa, não pode haver mais de um minimizador.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na referência [8].

Definição 2.15. Se K ⊆ Rn é um conjunto convexo, dizemos que f : K −→ R é uma
função côncava em K, quando a função −f é convexa em K.

As afirmações do teorema 2.9 são verdadeiras se substituimos minimização de uma
função convexa num conjunto convexo por maximização de uma função côncava num
conjunto convexo.
A seguir mostramos que a interseção de conjuntos convexos é um conjunto convexo.
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Proposição 2.6. Sejam Ki ⊆ Rn, i ∈ I, conjuntos convexos, onde I é um conjunto
qualquer (possivelmente infinito).
Então, a interseção K =

⋂
i∈I
Ki também é um conjunto convexo.

Demonstração. Sejam x, y ∈ K. Então, x, y ∈ Ki para todo i ∈ I. Como os conjuntos
Ki, i ∈ I são convexos, αx + (1− α)y ∈ Ki para qualquer α ∈ [0, 1] e todo i ∈ I. Logo,
αx+ (1− α)y ∈ K. Portanto, K é convexo.

Corolário 2.10. Um conjunto poliedral em Rn é convexo.

Demonstração. Um conjunto poliedral é o conjunto de soluções de um sistema finito de
equações e inequações lineares, isto é, uma interseção de semi-espaços e hiperplanos que são
conjuntos convexos. Portanto, pela proposição 2.6, um conjunto poliedral é convexo.

Agora estudaremos algumas propriedades das funções convexas. Primeiro mostra-
mos que uma soma de múltiplos não negativos de un número finito de funções convexas é
uma função convexa.

Proposição 2.7. Sejam K ⊆ Rn um conjunto convexo e fi : K −→ R, i = 1, · · · , p,
funções convexas em K. Então, para quaisquer µi ∈ R+, i = 1, · · · , p, a função

f : K −→ R, f(x) =
p∑
i=1

µifi(x)

é convexa em K.

Demonstração. Para x, y ∈ K e α ∈ [0, 1] quaisquer, temos que

f(αx+ (1− α)y) =
p∑
i=1

µifi(αx+ (1− α)y)

≤
p∑
i=1

µi (αfi(x) + (1− α)fi(y))

= α
p∑
i=1

µifi(x) + (1− α)
p∑
i=1

µifi(y)

= αf(x) + (1− α)f(y),

onde a desigualdade segue da convexidade de fi e do fato de que µi ≥ 0, i = 1, · · · , p.

Proposição 2.8. Sejam g : Rn −→ R uma função convexa, ψ : R −→ R uma função
convexa e não-decrescente. Então, a função

f : Rn −→ R, f(x) = ψ (g(x))

é convexa.
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Demonstração. Para x, y ∈ Rn e α ∈ [0, 1] quaisquer, pela convexidade de g, temos que

g(αx+ (1− α)y) ≤ αg(x) + (1− α)g(y).

Agora,

f(αx+ (1− α)y) = ψ (g(αx+ (1− α)y))
≤ ψ (αg(x) + (1− α)g(y))
≤ αψ (g(x)) + (1− α)ψ (g(y))
= αf(x) + (1− α)f(y),

onde a primeira desigualdade segue do fato de que ψ é não decrescente, e a segunda decorre
da convexidade de ψ.

Teorema 2.11. Suponhamos que o conjunto K ⊆ Rn seja convexo e a função f : K −→ R
seja convexa em K. Então, o conjunto de nível

Lf,K(c) = {x ∈ K : f(x) ≤ c}

é convexo para todo c ∈ R.

Demonstração. Seja c ∈ R arbitrário. Se Lf,K(c) = ∅, a conclução segue (o conjunto vazio
é convexo trivialmente).
Sejam x, y ∈ Lf,K(c), isto é, x, y ∈ K e f(x) ≤ c, f(y) ≤ c. Pela convexidade de K,
αx+ (1− α)y ∈ K. Agora, pela convexidade de f em K,

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)
≤ αc+ (1− α)c = c,

o que mostra que (αx+ (1− α)y) ∈ Lf,K(c).

Definição 2.16. Seja K ⊆ Rn um conjunto convexo. Dizemos que g : K −→ Rm é
convexa em K se todas as funções gi : K −→ R, i = 1, · · · ,m, são convexas em K.

Como conseqüência do teorema 2.11, obtemos uma condição suficiente para garantir
a convexidade de um conjunto definido por restrições funcionais.

Corolário 2.12. Seja Ω ⊆ Rn um conjunto convexo. Sejam g : Rn −→ Rm uma função
convexa e h : Rn −→ Rl uma função afim. Então, o conjunto

K = {x ∈ Ω : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}

é convexo.
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Demonstração. Como é fácil de observar, tem-se que

K = K1 ∩K2 ∩K3,

onde

K1 =
l⋂

i=1
{x ∈ Ω : hi(x) ≤ 0} =

l⋂
i=1

Lhi,Ω(0),

K2 =
l⋂

i=1
{x ∈ Ω : −hi(x) ≤ 0} =

l⋂
i=1

L−hi,Ω(0),

K3 =
m⋂
j=1
{x ∈ Ω : gj(x) ≤ 0} =

l⋂
i=1

Lgj ,Ω(0).

Lembramos que quando h é afim, h e −h são convexas. Portanto, todos os conjuntos
de nível acima são convexos (teorema 2.11) e a interseção deles também é um conjunto
convexo (proposição 2.6).

Quando uma função é diferenciável, a convexidade admite várias caracterizações
que são muito úteis para determinar se uma função é convexa ou não.

Teorema 2.13. Sejam K ⊆ Rn um conjunto aberto e convexo e f : K −→ R uma função
diferenciável em K. Então, as propriedades seguintes são equivalentes:

(a) A função f é convexa em K.

(b) Para todo x, y ∈ K,
f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 .

(c) Para todo x, y ∈ K,
〈∇f(y)−∇f(x), y − x〉 ≥ 0.

Quando f é duas vezes diferenciável em K, as propriedades acima também são equivalentes
a

(d) A matriz Hessiana de f é semi-definida positiva em todo ponto de K:〈
∇2f(x)d, d

〉
≥ 0 ∀ x ∈ K, ∀ d ∈ Rn.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada nas referências [8], [21].
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2.1.5 Problemas com restrições de igualdade e desigualdade

Consideremos um problema com restrições mistas de igualdade e desigualdade

Minimizar f(x)
Sujeito a x ∈ K,

(2.23)

K = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} (2.24)

onde f : Rn −→ R, h : Rn −→ Rl e g : Rn −→ Rm são funções dadas.

Definição 2.17. Seja x̄ ∈ K, onde K é definido por (2.24). Dizemos que a restrição
de desigualdade que corresponde ao índice i ∈ {1, · · · ,m} é ativa no ponto x̄ quando
gi(x̄) = 0, isto é, quando a desigualdade é satisfeita como igualdade.

O conjunto dos índices das restrições ativas no ponto x̄ ∈ K será denotado por

I(x̄) = {i = 1, · · · ,m : gi(x̄) = 0} .

Não incluímos nesta definição as restrições de igualdade porque todas elas sempre são
ativas em todo ponto viável.
Um minimizador local x̄ do problema (2.23)-(2.24) também é minimizador local do
problema

Minimizar f(x) sujeito a: x ∈ K̃,
K̃ = {x ∈ Rn : h(x) = 0, gi(x) = 0, i ∈ I(x̄)} ,

onde removemos todas as restrições que são inativas em x̄. As condições de otimalidade
para o problema (2.23)-(2.24) podem ser obtidas através das condições de otimalidade para
o problema acima. No entanto, esta abordagem também produz resultados relativamente
fracos. Primeiro, a condição de regularidade neste caso seria a seguinte:

{∇hi(x̄) : i = 1, · · · , l} ∪ {∇gi(x̄) : i ∈ I(x̄)}
é um conjunto linearmente independente.

(2.25)

Esta condição é mais forte da que nós usaremos. E o que é talvez ainda mais importante,
usando o problema modificado não é possível provar que os multiplicadores de Lagrange
associados às restrições de desigualdade devem ser não negativos, o que é uma propriedade
fundamental.
Supondo que h e g sejam diferenciáveis em x̄ ∈ K, introduzimos o cone obtido pela
linearização (no ponto x̄) das restrições de igualdade e das restrições ativas de desigualdade:

L(x̄, K) =
d ∈ Rn : 〈∇hi(x̄), d〉 = 0, i = 1, · · · , l,

〈∇gi(x̄), d〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)


= {d ∈ kerh′(x̄) : 〈∇gi(x̄), d〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄)} (2.26)

Como veremos a seguir, só as direções que pertencem ao cone L(x̄, K) podem ser tangentes
no ponto x̄ ∈ K em relação ao conjunto K.
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Proposição 2.9. Seja K ⊆ Rn definido por (2.24). Suponhamos que h : Rn −→ Rl e
g : Rn −→ Rm sejam diferenciáveis em x̄ ∈ K. Então,

B(x̄, K) ⊆ L(x̄, K),

onde B(x̄, K) é o cone tangente de Bouligand e o cone L(x̄, K) é definido por (2.26).

Demonstração. É claro que 0 ∈ B(x̄, K)∩L(x̄, K). Seja então d ∈ B(x̄, K)\ {0}. Portanto,
existem seqüências (tk) ⊆ R+\ {0} e (dk) ⊆ Rn tais que

lim
k→+∞

tk = 0, lim
k→+∞

dk = d e x̄+ tkdk ∈ K,

isto é, h(x̄+ tkdk) = 0 e g(x̄+ tkdk) ≤ 0 para todo k ∈ N. Logo,

0 = h(x̄+ tkdk)− h(x̄)
= tk (h′(x̄)dk + o (tk ‖dk‖) /tk)

e para todo i ∈ I(x̄),

0 ≥ gi(x̄+ tkdk)
= gi(x̄+ tkdk)− gi(x̄)
= tk (〈∇gi(x̄), dk〉+ o (tk ‖dk‖) /tk) .

Dividindo em ambos os lados das relações acima por tk > 0 e tomando o limite quando k →
+∞, tem-se que d ∈ kerh′(x̄) e 〈∇gi(x̄), d〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x̄). Portanto, d ∈ L(x̄, K).

Figura 7 – O cone L(x̄, K) obtido pela linearização das restrições das desigualdades ativas em x̄.

Observamos que, diferentemente do caso de restrições de igualdade, no caso em que
há restrições de desigualdade, o conjunto L(x̄, K) obtido pela linearização das restrições
pode não conter nenhum subespaço não-trivial. Por isso, podemos combinar a proposição
2.9 e o teorema 2.2 para afirmar o seguinte (para mais detalhes ver [8]).
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Teorema 2.14. Suponhamos que f : Rn −→ R, h : Rn −→ Rl e g : Rn −→ Rm sejam
diferenciáveis no ponto x̄ ∈ K. Seja L(x̄, K) o cone dado por (2.26). Se

〈∇f(x̄), d〉 > 0 ∀ d ∈ L(x̄, K)\ {0} ,

então f satisfaz no conjunto K em torno de x̄ a condição de crescimento linear: existem
uma vizinhança V de x̄ e um número β > 0 tais que

f(x)− f(x̄) ≥ β ‖x− x̄‖ ∀ x ∈ K ∩ V.

Em particular, x̄ é um minimizador local estrito do problema (2.23)-(2.24).

Como foi feito para o caso de restrições de igualdade, necessitamos algumas hipóteses
adicionais para obter uma descrição precisa do cone tangente (de Bouligand), isto é, para
satisfazer a igualdade B(x̄, K) = L(x̄, K). De novo, uma das condições deste tipo é a
linearidade das restrições:

h e g são funções afins, isto é,
h(x) = Ax− b, A ∈ Rl×n, b ∈ Rl

g(x) = Cx− d, C ∈ Rm×n, d ∈ Rm.

(2.27)

A seguir introduzimos algumas outras condições de regularidade, apropriadas para o caso
não-linear.
Dizemos que o ponto x̄ ∈ K satisfaz a condição de regularidade de Mangasarian-Fromovitz,
quando

{∇hi(x̄) : i = 1, · · · , l}
é um conjunto linearmente independente e

∃ d̄ ∈ kerh′(x̄) tal que
〈
∇gi(x̄), d̄

〉
< 0 ∀ i ∈ I(x̄).

(2.28)

Observamos que a condição de regularidade de independência linear dos gradientes das
restrições ativas (2.25) implica na condição de Mangasarian-Fromovitz (2.28) (ver as
referências [21], [8]).
O fato de que a condição de Mangasarian-Fromovitz (2.28) não implica em independência
linear dos gradientes (2.25) fica claro na proposição 2.10 a seguir, que introduz uma
caracterização dual equivalente (dada por (2.29)) à condição de Mangasarian-Fromovitz
(2.28). Com efeito, basta observar que (2.25) significa que o sistema de equações em (2.29)
só tem a solução nula, sem impor a condição µi ≥ 0, i ∈ I(x̄). Logo, a condição (2.29)
(que é equivalente a (2.28)) é menos restritiva de que a condição de independência linear
(2.25).

Proposição 2.10. Seja x̄ ∈ K, onde K é dado por (2.24). O ponto x̄ satisfaz a condição
de regularidade de Mangasarian-Fromovitz (2.28) se, e somente se, o seguinte sistema nas
variáveis (λ, µ) ∈ Rl × R|I(x̄)|:

0 =
l∑

i=1
λi∇hi(x̄) +

∑
i∈I(x̄)

µi∇gi(x̄), µi ≥ 0, i ∈ I(x̄) (2.29)
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Figura 8 – A direção d̄ satisfaz a condição de Mangasarian-Fromovitz.

tem unicamente a solução nula.

Demonstração. Veja a referência [8].

Outra condição de qualificação das restrições é a condição de Slater:

h é uma função afim, g é uma função convexa, e
∃ x̂ ∈ Rn tal que h(x̂) = 0, gi(x̂) < 0, i = 1, · · · ,m

(2.30)

Teorema 2.15. Seja K definido por (2.24). Suponhamos que h : Rn −→ Rl seja diferen-
ciável numa vizinhança do ponto x̄ ∈ K, com derivada contínua em x̄. Suponhamos que
g : Rn −→ Rm seja diferenciável em x̄. Seja L(x̄, K) o cone de linearização das restrições
ativas definido por (2.26). Então:

(a) Se a condição de regularidade das restrições (2.28) de Mangasarian-Fromovitz é
satisfeita, tem-se que

T (x̄, K) = B(x̄, K) = L(x̄, K).

(b) Se a condição de regularidade das restrições (2.30) de Slater é satisfeita, tem-se que

clV(x̄, K) = T (x̄, K) = B(x̄, K) = L(x̄, K).

(c) Se as restrições são lineares, isto é, (2.27) é satisfeita, tem-se que

V(x̄, K) = T (x̄, K) = B(x̄, K) = L(x̄, K).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na referência [8].
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Pelo visto nos teoremas 2.1 e 2.15, temos o resultado seguinte.

Teorema 2.16. Suponhamos que f : Rn −→ R e g : Rn −→ Rm sejam diferenciáveis no
ponto x̄ ∈ Rn e que h : Rn −→ Rl seja diferenciável numa vizinhança deste ponto, com
derivada contínua em x̄.
Se x̄ é um minimizador local do problema (2.23)-(2.24) e se alguma das condições de
regularidade das retrições do teorema 2.15 é satisfeita (isto é, ou de linearidade (2.27) ou
de Mangasarian-Fromovitz (2.28) ou de Slater (2.30)). Então, tem-se que

〈∇f(x̄), d〉 ≥ 0 ∀ d ∈ L(x̄, K)

onde o cone de linearização das restrições ativas L(x̄, K) vem dado por (2.26).

A condição necessária de primeira ordem do teorema 2.16 pode ser escrita em forma
primal-dual:

−∇f(x̄) ∈ (L(x̄, K))∗ (2.31)

As condições clássicas de Karush-Kuhn-Tucker são obtidas via a computação explícita do
cone dual acima. Precisaremos então do seguinte resultado sobre o cone dual.

Lema 2.3 (Lema de Farkas). Seja

K = {x ∈ Rn : A1x = 0, A2x ≤ 0}

onde A1 ∈ Rm1×n e A2 ∈ Rm2×n são arbitrárias. Então,

K∗ =
x ∈ Rn : x = A>1 y1 + A>2 y2,

y1 ∈ Rm1 , y2 ∈ Rm2
+

 (2.32)

Demonstração. Veja a demonstração na referência [8].

Suponhamos agora que x̄ ∈ K seja um minimizador local do problema (2.23)-(2.24),
onde f é diferenciável em x̄ e as funções h e g satisfazem as hipóteses do teorema 2.15. Sob
qualquer uma das condições de regularidade das restrições, pelo teorema 2.16 (ver também
(2.31) e o Lema de Farkas 2.3), obtemos a seguinte condição necessária primal-dual de
otimalidade de primeira ordem: existem λ̄ ∈ Rl e µ̄i ≥ 0, i ∈ I(x̄), tais que

−∇f(x̄) = (h′(x̄))> λ̄+
∑
i∈I(x̄)

µ̄i∇gi(x̄).

Para escrever esta condição no formato conhecido como o teorema de Karush-Kuhn-Tucker,
introduzimos a Lagrangiana do problema (2.23)-(2.24):

L : Rn × Rl × Rm −→ R
L (x, λ, µ) = f(x) + 〈λ, h(x)〉+ 〈µ, g(x)〉 .

Temos que
∇xL (x, λ, µ) = ∇f(x) + (h′(x))> λ+ (g′(x))> µ,

x ∈ Rn, λ ∈ Rl, µ ∈ Rm.
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Teorema 2.17. Sejam f : Rn −→ R e g : Rn −→ Rm funções diferenciáveis no ponto
x̄ ∈ Rn, e seja h : Rn −→ Rl uma função diferenciável numa vizinhança do ponto x̄, com
derivada contínua neste ponto. Seja x̄ um minimizador local do problema (2.23)-(2.24).
Então, sob qualquer uma das três condições de regularidade das restrições do teorema 2.15
(ou de linearidade (2.27) ou de Mangasarian-Fromovitz (2.28) ou de Slater (2.30)), tem-se
que existem λ̄ ∈ Rl e µ̄ ∈ Rm

+ tais que

∇xL
(
x̄, λ̄, µ̄

)
= 0 (2.33)

µ̄igi(x̄) = 0, i = 1, · · · ,m (2.34)

Sob a condição de independência linear dos gradientes das restrições ativas (2.25),
(
λ̄, µ̄

)
∈

Rl × Rm
+ que satisfaz (2.33)-(2.34) é único.

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada em [8].

Definição 2.18. Dizemos que x̄ ∈ Rn é um ponto estacionário do problema (2.23)-(2.24)
(ou ainda, um ponto de KKT), quando x̄ ∈ K e existem λ̄ ∈ Rl e µ̄ ∈ Rm

+ tais que
as condições (2.33) e (2.34) são satisfeitas. Estes elementos λ̄ e µ̄ serão chamados os
multiplicadores de Lagrange associados ao ponto estacionário x̄.

O sistema de equações e inequações

∇xL (x, λ, µ) = 0, h(x) = 0, µ ≥ 0, g(x) ≤ 0, 〈µ, g(x)〉 = 0

nas variáveis (x, λ, µ) ∈ Rn × Rl × Rm, caracteriza os pontos estacionários do problema
(2.23)-(2.24) e os multiplicadores de Lagrange associados. Este sistema se chama sistema
de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) e pode se reescrever da seguinte forma:

∇f(x) +
l∑

i=1
λi∇hi(x) +

m∑
i=1

µi∇gi(x) = 0 (2.35)

h(x) = 0 (2.36)
µigi(x) = 0 ∀ i = 1, · · · ,m (2.37)
µi ≥ 0 ∀ i = 1, · · · ,m (2.38)
gi(x) ≤ 0 ∀ i = 1, · · · ,m (2.39)

No caso de un problema de programação convexo, as condições de otimalidade de KKT
tornam-se suficientes.

Teorema 2.18. Seja x̄ ∈ Rn um ponto estacionário do problema (2.23)-(2.24), no sentido
da definição 2.18. Sejam f e g funções convexas e seja h uma função afim. Então, x̄ é um
minimizador do problema (2.23)-(2.24).

Demonstração. Veja a demonstração na referencia [8].
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Figura 9 – Interpretação geométrica das condições de KKT.

2.2 Introdução as inequações variacionais

Nesta seção veremos alguns resultados sobre inequações variacionais, estudaremos
condições necessárias e suficientes para garantir a existencia de soluções de uma inequação
variacional (VI), assim como também damos alguns exemplos e a definição formal de VI;
para mais detalhes dos resultados que foram tratados nesta seção consultar as seguintes
referências [10], [1], [11], [12].

2.2.1 Exemplos de Inequações variacionais

Nesta subseção pretendemos apresentar os elementos das inequações variacionais
com alguns exemplos, oferecemos uma descrição da natureza de uma inequação variacional
sem tentar formular ainda uma definição precisa. Para maiores informações veja a referência
[10].

Exemplo 2.2. Seja f : I = [a, b] −→ R uma função real diferenciável definida no intervalo
fechado I. Seja x0 ∈ I tal que:

f(x0) = min
x∈I

f(x).

Então, três casos podem ocorrer:

1. Se a < x0 < b, então f ′(x0) = 0.

2. Se x0 = a, então f ′+(x0) ≥ 0.

3. Se x0 = b, então f ′−(x0) ≤ 0.

Estas afirmações podem ser resumidas, escrevendo:

f ′(x0) (x− x0) ≥ 0 ∀ x ∈ I. (2.40)
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f(x)

x0 = a b

f(x)

x0 b

f(x)

x0 = ba

caso 1 caso 2 caso 3

Figura 10 – Representação dos mínimos de f do exemplo 2.2.

A desigualdade (2.40) é conhecida como inequação variacional (VI) e dizemos que x0

satisfaz ou é solução da inequação variacional (2.40).

Exemplo 2.3. Seja K ⊆ Rn um conjunto convexo e fechado, f : K −→ R uma função
diferenciável, e x0 ∈ K tais que:

f(x0) = min
x∈K

f(x).

Assim, x0 é um ponto onde o mínimo da função f é atingido; considero x ∈ K arbitrário.
Então, desde que K é convexo tem-se que x0 + t(x − x0) ∈ K ∀ t ∈ [0, 1]. Logo, a
função φ : [0, 1] −→ R definida por φ(t) = f(x0 + t(x− x0)) atinge seu mínimo em t = 0.
Consequentemente, como no exemplo 2.2, temos que φ′(0) = 〈∇f(x0), x− x0〉 ≥ 0 para
qualquer x ∈ K. Portanto, o ponto x0 satisfaz a inequação variacional:

x0 ∈ K : 〈∇f(x0), x− x0〉 ≥ 0 ∀x ∈ K.

Observação 2.1. No exemplo 2.3, se K é limitado, a existência de ao menos um x0 é
imediata.

Exemplo 2.4. Seja Ω ⊆ Rn um dominio limitado com frontera ∂Ω e seja ψ uma função
definida em Ω = Ω ∪ ∂Ω, satisfazendo:

max
Ω

ψ ≥ 0 e ψ ≤ 0 em ∂Ω,

definimos
K =

{
v ∈ C1(Ω) : v ≥ ψ em Ω e v = 0 em ∂Ω

}
Assim, dados u, v ∈ K e t ∈ [0, 1] temos que (1− t)u+ tv = 0 em ∂Ω. Além disso, como
u, v ≥ ψ em Ω; então, (1−t)u ≥ (1−t)ψ e tv ≥ tψ. Logo, (1−t)u+tv ≥ (1−t)ψ+tψ = ψ

em Ω. Então, (1− t)u+ tv ∈ K e portanto K é um conjunto convexo; suponha que K é
não vazio. Definimos a função f : K −→ R da seguinte maneira:

f(v) =
∫
Ω

|∇v|2dx,
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procuramos uma função u ∈ K tal que:

f(u) =
∫
Ω

|∇u|2dx = min
v∈K

∫
Ω

|∇v|2dx = min
v∈K

f(v)

assumindo que tal u existe, como K é convexo, de forma analoga ao exemplo 2.3, segue-se
que para qualquer v ∈ K, tem-se que u + t(v − u) ∈ K, assim a função φ : [0, 1] −→ R
definida por:

φ(t) =
∫
Ω

|∇ (u+ t(v − u))|2dx = f (u+ t(v − u)) 0 ≤ t ≤ 1

atinge seu mínimo em t = 0, isto implica que φ′(0) ≥ 0, que leva à seguinte VI:

u ∈ K :
∫
Ω

∇u.∇(v − u)dx ≥ 0 ∀ v ∈ K

2.2.2 Teoremas sobre ponto fixo

Vários problemas de análise não linear podem ser resolvidos por meio do teorema
do ponto fixo. Os resultados tratados nesta subseção podem ser vistos com mais detalhes
nas referências [12], [1], [10], [11].
Seja F : A −→ A uma aplicação definida num conjunto A em si mesmo. Um ponto x ∈ A
é chamado ponto fixo de F , se e somente se F (x) = x. O primeiro teorema sobre ponto
fixo, chamado o teorema da contração é a formulação abstracta do método de Picard de
aproximações sucessivas.
Seja S um espaço métrico, com métrica d.

Definição 2.19. Uma aplicação F : S −→ S é uma contração, se e somente se

d (F (x), F (y)) ≤ αd(x, y) ∀ x, y ∈ S,

para algum α ∈ [0, 1), quando permitimos α = 1, F é chamada não expansiva.

Teorema 2.19. Seja S um espaço métrico completo e F : S −→ S uma contração. Então,
existe um único ponto fixo de F .

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada nas referências [12], [11].

Teorema 2.20. (Brouwer) Seja B ⊆ Rn uma bola fechada e F : B −→ B uma aplicação
continua. Então, F possui ao menos um ponto fixo.

No teorema de Brouwer 2.20, a bola B pode ser substituida por um subconjunto
convexo compacto de Rn, para maiores informações veja [10].
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2.2.3 A caracterização da projeção sobre um conjunto convexo

Lema 2.4. Seja K um subconjunto fechado e convexo de um espaço de Hilbert H. Então,
para cada x ∈ H existe um único y ∈ K tal que:

‖x− y‖ = inf
η∈K
‖x− η‖ (2.41)

Demonstração. Seja d = inf
η∈K
‖x− η‖, pela definição de ínfimo, existe ηk ∈ K tal que:

d ≤ ‖x− ηk‖ ≤ d+ 1
k
,

tomando limite quando k → +∞ obtemos:

lim
k→∞
‖x− ηk‖ = d = inf

η∈K
‖x− η‖. (2.42)

Agora, dados k, h ∈ N, aplicamos a lei do paralelogramo aos vetores x − ηk e x − ηh e
obtemos o seguinte:

2‖x− ηk‖2 + 2‖x− ηh‖2 = ‖2x− (ηk + ηh) ‖2 + ‖ηk − ηh‖2.

Então, temos:

‖ηk − ηh‖2 = 2‖x− ηk‖2 + 2‖x− ηh‖2 − 4
∥∥∥∥x− 1

2 (ηk + ηh)
∥∥∥∥2
. (2.43)

Assim, como K é convexo, tem-se 1
2 (ηk + ηh) ∈ K. Então,

d ≤
∥∥∥∥x− 1

2 (ηk + ηh)
∥∥∥∥ ;

consequentemente,
d2 ≤

∥∥∥∥x− 1
2 (ηk + ηh)

∥∥∥∥2
.

Assim, de (2.43) temos que:

0 ≤ ‖ηk − ηh‖2 ≤ 2‖x− ηk‖2 + 2‖x− ηh‖2 − 4d2,

e a partir de (2.42) concluimos que:

lim
k,h→∞

‖ηk − ηh‖ = 0;

então (ηk) ⊆ K é uma seqüência de Cauchy e portanto ela é convergente. Logo, como K é
fechado, existe y ∈ K tal que lim

k→∞
ηk = y. Além disso por (2.42) tem-se:

‖x− y‖ = lim
k→∞
‖x− ηk‖ = d = inf

η∈K
‖x− η‖.

Para mostrar que y é unico, observe que qualquer par de elementos y, y′ ∈ K os quais
satisfazem (2.41), podem ser insertados em (2.43) em lugar de ηk e ηh, isto é:

‖y − y′‖2 = 2‖x− y‖2 + 2‖x− y′‖2 − 4
∥∥∥∥x− 1

2 (y + y′)
∥∥∥∥2
≤ 4d2 − 4d2 = 0.

Assim, y = y′ e portanto y ∈ K é unico.



44

Observação 2.2. O ponto y satisfazendo (2.41) é chamado a projeção de x em K e
escrevemos y = PrKx; por outro lado note que PrKx = x ∀ x ∈ K.

Teorema 2.21. Seja K um subconjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert H.
Então, y = PrKx se e somente se,

y ∈ K : 〈y, η − y〉 ≥ 〈x, η − y〉 ∀ η ∈ K. (2.44)

Demonstração. Seja x ∈ H e suponha que y = PrKx; então y ∈ K. Além disso, como
K é convexo, dado qualquer η ∈ K, tem-se que y + t(η − y) ∈ K para todo 0 ≤ t ≤ 1.
Portanto, por (2.41), a função φ : [0, 1] −→ R, definida por:

φ(t) = ‖x− (y + t (η − y)) ‖2 = ‖x− y‖2 − 2t 〈x− y, η − y〉+ t2‖η − y‖2

atinge seu mínimo em t = 0. Logo, φ′(0) ≥ 0, isto é, 〈x− y, η − y〉 ≤ 0 para todo η ∈ K
ou equivalentemente, tem-se que:

〈y, η − y〉 ≥ 〈x, η − y〉 ∀ η ∈ K.

Reciprocamente, suponha que valha (2.44). Então,

0 ≤ 〈y − x, η − y〉 = 〈y − x, η − x+ x− y〉 = 〈y − x, x− y〉+ 〈y − x, η − x〉
= −‖x− y‖2 + 〈y − x, η − x〉 .

Logo, ‖y − x‖2 ≤ 〈y − x, η − x〉 ≤ ‖y − x‖‖η − x‖. Assim, tem-se: ‖y − x‖ ≤ ‖η − x‖
para todo η ∈ K. Consequentemente, ‖x− y‖ = inf

η∈K
‖x− η‖. Portanto, y = PrKx.

Corolário 2.22. Seja K um conjunto convexo e fechado de um espaço de Hilbert H.
Então, o operador PrK : H −→ K é não expansivo, isto é:

‖PrKx− PrKx′‖ ≤ ‖x− x′‖ ∀ x, x′ ∈ H. (2.45)

Demonstração. Dados x, x′ ∈ H, sejam y = PrKx e y′ = PrKx
′. Então, pelo teorema

2.21 temos que:
y ∈ K : 〈y, η − y〉 ≥ 〈x, η − y〉 ∀ η ∈ K,

y′ ∈ K : 〈y′, η − y′〉 ≥ 〈x′, η − y′〉 ∀ η ∈ K,

escolhendo η = y′ na primeira desigualdade e η = y na segunda desigualdade, obtemos:

〈y, y′ − y〉 ≥ 〈x, y′ − y〉 ,

〈y′, y − y′〉 ≥ 〈x′, y − y′〉 .

Agora, sumando as duas desigualdades anteriores tem-se que:

〈y, y′ − y〉+ 〈y′, y − y′〉 ≥ 〈x, y′ − y〉+ 〈x′, y − y′〉 ,
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isto é equivalente a:

〈y, y′ − y〉 − 〈y′, y′ − y〉 ≥ 〈x, y′ − y〉 − 〈x′, y′ − y〉 .

Assim, temos que: 〈y − y′, y′ − y〉 ≥ 〈x− x′, y′ − y〉 e multiplicando por −1 a ambos lados
da desigualdade, obtemos:

〈y − y′, y − y′〉 ≤ 〈x− x′, y − y′〉 .

Logo:
‖y − y′‖2 = 〈y − y′, y − y′〉 ≤ 〈x− x′, y − y′〉 ≤ ‖x− x′‖‖y − y′‖

Portanto, ‖y − y′‖ ≤ ‖x− x′‖.

Teorema 2.23. Seja K ⊆ Rn um conjunto convexo e compacto e seja F : K −→ K uma
função continua. Então, F possui um ponto fixo.

Demonstração. Como K é limitado, existe r > 0 tal que K ⊆ B [0, r] = B. Logo, pelo
corolario 2.22 a PrK é continua. Assim, temos que a aplicação F ◦ PrK : B −→ B é
continua. Logo, pelo teorema 2.20 a função F ◦ PrK possui pelo menos um ponto fixo;
isto é, existe x ∈ K tal que (F ◦ PrK) (x) = x, e desde que PrKx = x, tem-se que
F (x) = x.

Teorema 2.24. Seja K ⊆ Rn um conjunto compacto e convexo e seja F : K −→ Rn uma
função continua. Então, existe x ∈ K tal que:

〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K. (2.46)

Demonstração. Como a função PrK é continua, denotando I à função identidade, temos
que a aplicação PrK ◦ (I − F ) : K −→ K é continua. Então, pelo teorema 2.23 esta
aplicação possui um ponto fixo; isto é, existe x ∈ K tal que x = (PrK ◦ (I − F )) (x). Logo,
pelo teorema 2.21, temos que:

〈x, y − x〉 ≥ 〈x− F (x), y − x〉 ∀ y ∈ K

Portanto, 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K.

2.2.4 Inequações variacionais em Rn

Nesta subseção daremos a definição formal de inequação variacional (VI) e veremos
alguns teoremas que garantem a existencia de soluções, ver as referências [10], [3]. Na sua
forma geral, uma VI é formalmente definida abaixo.

Definição 2.20. Dado um conjunto K ⊆ Rn e uma aplicação F : K −→ Rn, a inequação
variacional denotada por V I(K,F ), consiste em encontrar um vetor x ∈ K tal que

〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K. (2.47)
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Ao longo deste trabalho estamos interessados apenas na situação em que o conjunto
K é fechado e a função F é contínua.
Se K é um conjunto compacto e convexo, e a função F : K −→ Rn contínua, temos
provado a existência de uma solução da VI (2.47) no teorema 2.24. Por outro lado, note que
a VI nem sempre possui uma solução. Por exemplo, se K = R, f(x) (y − x) ≥ 0 ∀ y ∈ K
não tem solução para f(x) = ex.
De fato. Se existe x0 ∈ R tal que f(x0) (y − x0) ≥ 0 ∀ y ∈ R. Então,

ex0 (y − x0) ≥ 0 ∀ y ∈ R,

e como ex0 > 0, temos que y ≥ x0 ∀ y ∈ R a qual é uma contradição.
O seguinte teorema dá uma condição necessária e suficiente para a existência de soluções.
Dado um conjunto fechado e convexo K ⊆ Rn e R > 0, seja KR = K ∩B[0, R], note que
KR é um conjunto compacto e convexo. Logo, como F : KR −→ Rn é continua, pelo
teorema 2.24 temos que existe xR ∈ KR tal que:

〈F (xR), w − xR〉 ≥ 0 ∀ w ∈ KR. (2.48)

Teorema 2.25. Seja K ⊆ Rn um conjunto fechado e convexo e F : K −→ Rn continua,
uma condição necessária e suficiente para que exista uma solução da VI (2.47), é que
exista R > 0 tal que, uma solução x ∈ KR de (2.48) satisfaz ‖x‖ < R.

Demonstração. Suponha que existe uma solução x ∈ K da VI (2.47). Então, considero
um R > 0 tal que x ∈ B(0, R) de tal forma que KR = K ∩B[0, R] 6= ∅. Logo, x ∈ KR é
uma solução da inequação variacional (2.48) e ‖x‖ < R.
Reciprocamente, suponha que existe R > 0 tal que uma solução x ∈ KR de (2.48), satisfaz
‖x‖ < R. Então, como a bola B(0, R) é aberta e x ∈ B(0, R) temos que existe δ > 0 tal
que B(x, δ) ⊆ B(0, R). Por outro lado, dado y ∈ K com y 6= x, considero τ > 0 tal que:

0 < τ < min
{

1, δ

‖y − x‖

}

Agora, desde que x, y ∈ K e K é convexo temos que w = x+ τ (y − x) ∈ K. Além disso,
‖w − x‖ = τ‖y − x‖ < δ. Então, w ∈ B(x, δ) ⊆ B(0, R); logo, w ∈ KR = K ∩ B[0, R], e
como x ∈ KR é solução da inequação variacional (2.48), temos que:

0 ≤ 〈F (x), w − x〉 = 〈F (x), τ(y − x)〉 = τ 〈F (x), y − x〉 ,

Isto é,
x ∈ KR : 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K

O qual significa que x ∈ K é solução da VI (2.47).

A continuação estabelecemos outra condição suficiente para a existencia de soluções
de uma inequação variacional.
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Corolário 2.26. Seja K ⊆ Rn um conjunto fechado e convexo e F : K −→ Rn uma
função continua, se existe x0 ∈ K tal que:

lim
‖x‖→∞

〈F (x)− F (x0), x− x0〉
‖x− x0‖

= +∞

Então, existe uma solução da VI (2.47).

Demonstração. Considero M > ‖F (x0)‖ ≥ 0. Logo, pela definição de limite, existe δ > 0
tal que:

〈F (x)− F (x0), x− x0〉
‖x− x0‖

≥M, sempre que ‖x‖ > δ e x ∈ K.

Agora, considero R > max {δ, ‖x0‖}. Assim, temos que:

〈F (x)− F (x0), x− x0〉 ≥M‖x− x0‖; sempre que ‖x‖ ≥ R, x ∈ K.

Daqui, obtemos o seguinte:

〈F (x), x− x0〉 ≥M‖x− x0‖+ 〈F (x0), x− x0〉 ; sempre que ‖x‖ ≥ R, x ∈ K

Mas, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz; temos que, |〈F (x0), x− x0〉| ≤ ‖F (x0)‖ ‖x− x0‖.
Logo, se ‖x‖ ≥ R e x ∈ K. Então,

〈F (x), x− x0〉 ≥M‖x− x0‖ − ‖F (x0)‖ ‖x− x0‖ = (M − ‖F (x0)‖) ‖x− x0‖

e como M > ‖F (x0)‖. Então, ‖x‖ ≥ R > ‖x0‖ com x ∈ K implica que:

〈F (x), x− x0〉 ≥ (M − ‖F (x0)‖) ‖x− x0‖ > 0,

Isto é:
〈F (x), x− x0〉 > 0 para ‖x‖ ≥ R, x ∈ K. (2.49)

Por outro lado, como K é fechado e convexo. Então, KR = K ∩ B[0, R] é compacto e
convexo. Além disso, sabemos que R > ‖x0‖; então, x0 ∈ KR. Assim, KR 6= ∅. Logo,
desde que F é continua, pelo teorema 2.24 temos que existe xR ∈ KR tal que:

〈F (xR), w − xR〉 ≥ 0 ∀ w ∈ KR (2.50)

Agora, considero w = x0 na desigualdade (2.50) e obtemos:

〈F (xR), xR − x0〉 = −〈F (xR), x0 − xR〉 ≤ 0.

Além disso, Suponha que ‖xR‖ = R; então, desde que xR ∈ K, pela desigualdade (2.49)
temos que 〈F (xR), xR − x0〉 > 0, isto é uma contradição. Logo, como ‖xR‖ ≤ R, devemos
ter que ‖xR‖ < R. Portanto, pelo teorema 2.25 , xR ∈ K é solução da VI (2.47).
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2.2.5 Problema que conduzem a uma inequação variacional

Seja K ⊆ Rn um conjunto fechado e convexo e f : K −→ R uma função de clase
C1; defino F (x) = ∇f(x).

Proposição 2.11. Suponha que existe x ∈ K tal que f(x) = min
y∈K

f(y). Então, x é uma
solução da inequação variacional

x ∈ K : 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K.

Demonstração. Seja y ∈ K, como K é convexo. Então, z = x+ t(y − x) ∈ K para todo
t ∈ [0, 1]. Portanto a função ϕ(t) = f (x+ t(y − x)) com 0 ≤ t ≤ 1, atinge seu mínimo
quando t = 0, isto implica que 0 ≤ ϕ′(0) = 〈∇f(x), y − x〉 = 〈F (x), y − x〉.

A reciproca cumpre-se se f é uma função convexa.

Proposição 2.12. Se f : K −→ R é uma função convexa e x satisfaz:

x ∈ K : 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K

Então, f(x) = min
y∈K

f(y).

Demonstração. Desde que f é uma função convexa, pelo teorema 2.13, temos que:
f(y) ≥ f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ∀ y ∈ K. Logo, f(y) ≥ f(x) + 〈F (x), y − x〉 ∀ y ∈ K;
mas, pela hipótese 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K. Assim, temos que f(y) ≥ f(x) ∀ y ∈ K.
Portanto, f(x) = min

y∈K
f(y).

2.3 Introdução à teoria dos jogos

A teoria dos jogos é a teoria da tomada de decições independente e interdependente
de dois ou mais participantes autónomos (jogadores), onde nenhum jogador tem um
controle total sobre os resultados, para maiores informações veja as referências [2], [9].

2.3.1 Jogos de estratégias

Um jogo de estratégias consiste em um conjunto de jogadores, onde para cada um
deles há um conjunto de alternativas e para cada resultado (ou combinação de alternativas)
do jogo, há um pagamento para cada jogador. Vamos começar fixando as ideias com um
exemplo.

Exemplo 2.5. Suponhamos que British Airways (BA) e Virgin Atlantic (VA) estão
pensando em fixar uma tarifa para a rota Londres-Paris. Se ambas aerolinhas cobrarem
um preço de 800 $ cada uma, o lucro de BA seria de 60 milhões e o lucro de VA de 90
milhões. Se BA cobra 800 $ e VA cobra 500 $, então BA teria uma perda de 30 milhões e
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VA um lucro de 150 milhões. Se no entanto, BA fixa um preço de 500 $ e VA cobra 800 $,
então o lucro de BA seria de 90 milhões e a de VA 30 milhões, e se ambas cobram um preço
de 500 $, então ambas aerolinhas acabam com perdas de 20 milhões. Esta informação
pode ser representada na forma de uma tabela como mostramos abaixo.

Aerolinhas Virgin Atlantic
Preços 800 $ 500 $

British Airways 800 $ 60, 90 −30, 150
500 $ 90, 30 −20, −20

No exemplo anterior há dois jogadores (aerolinhas), cada um tem estratégias dadas
pelos preços e cada escolha conjunta que façam os jogadores tem um pagamento (um lucro
ou uma perda). Vale ressaltar que seria melhor para ambas companhias aéreas coordenar
as mudanças de preços porque, sem essa coordenação, as empresas aéreas acabariam
fazendo perdas bastante graves. Em situações desse tipo, os seguintes três elementos
sempre parecem estar presentes:

1. Dois ou mais participantes (jogadores).

2. Cada participante tem um conjunto de alternativas para eleger (estratégias).

3. Para cada escolha possível há um pagamento que cada jogador recebe.

Estes são os ingredientes essenciais que constituem o que é chamado um jogo de estratégias.
Em linguagem mais formal, os jogos de estratégias consistem de um conjunto de jogadores,
para cada jogador há um conjunto de estratégias, e para cada resultado (ou combinação
de estratégias) do jogo há um pagamento para cada jogador.

Definição 2.21. Um jogo de estratégias consiste de n individuos denotados por 1, 2, · · · , n
e chamados os jogadores tal que para cada i = 1, 2, · · · , n o jogador i possui:

1. Um conjunto de alternativas Si (também chamado como o conjunto de estrategias
do jogador i), os elementos deste conjunto são chamados as estratégias do jogador i.

2. Uma função de pagamento ui : S1 × S2 × · · · × Sn −→ R.

Um jogo com estas caracteristicas é denotado como uma 2n-tupla:

G = (S1, S2, · · · , Sn, u1, u2, · · · , un) .

Exemplo 2.6. Este é um exemplo de um jogo de estratégias com três jogadores 1,2,3. Os
conjuntos de estratégias dos jogadores são:

S1 = S2 = S3 = [0, 1] .



50

Suas funções de pagamento são dadas por

u1(x, y, z) = x+ y − z, u2(x, y, z) = x− yz e u3(x, y, z) = xy − z,

onde, por simplicidade, deixamos s1 = x, s2 = y e s3 = z, com si ∈ Si, para cada
i = 1, 2, 3. Se os jogadores escolheram as estratégias x = 1

2 , y = 0 e z = 1
4 , então os seus

pagamentos serão

u1

(1
2 , 0,

1
4

)
= 1

4 , u2

(1
2 , 0,

1
4

)
= 1

2 e u3

(1
2 , 0,

1
4

)
= −1

4 .

Observe que a tupla de estratégias (1, 1, 0) (ver [2]) dá um melhor pagamento para cada
jogador.

Existem dois tipos de jogos, os jogos cooperativos e os jogos não-cooperativos;
Dizemos que um jogo é cooperativo quando existe uma certa comunicação ou algum tipo
de coordenação entre os jogadores, os quais podem eleger a melhor opção para ambos.
Os jogos não-cooperativos se caracterizan pela não existência de comunicação entre os
jogadores. Um caso particular de jogos de estratégias são os chamados jogos de matrizes,
eles são formalmente definidos da seguinte forma.

Definição 2.22. Um jogo dematrizes é um jogo de estratégias de dois jogadores tal que:

(i) O jogador 1 tem um conjunto finito de estratégias S1 com m elementos,

(ii) O jogador 2 tem um conjunto finito de estratégias S2 com n elementos, e

(iii) Os pagamentos que recebem os jogadores são funções u1, u2 : S1 × S2 −→ R das
estratégias conjuntas (s1, s2) ∈ S1 × S2.

Se S1 = {s1
1, s

1
2, · · · , s1

m} e S2 = {s2
1, s

2
2, · · · , s2

n}. Então, denotando aij = u1(s1
i , s

2
j)

e bij = u2(s1
i , s

2
j) podemos representar estas estratégias e pagamentos numa matriz m×n.

Jogador 2
Estratégias s2

1 s2
2 · · · s2

n

s1
1 a11, b11 a12, b12 · · · a1n, b1n

Jogador 1 s1
2 a21, b21 a22, b22 · · · a2n, b2n
... ... ... · · · ...
s1
m am1, bm1 am2, bm2 · · · amn, bmn

Definição 2.23. Sejam G = (S1, S2, · · · , Sn, u1, u2, · · · , un) um jogo, e s̄i, ŝi duas estra-
tégias do jogador i. Dizemos que a estratégia s̄i é estritamente dominada por ŝi, se para
qualquer combinação de estratégias usados pelos outros jogadores, o pagamento para o
jogador i ao usar a estratégia s̄i é menor que o pagamento ao usar a estratégia ŝi, isto é,

ui(s1, · · · , si−1, s̄i, si+1, · · · , sn) < ui(s1, · · · , si−1, ŝi, si+1, · · · , sn), (2.51)
para qualquer (s1, · · · , si−1, si+1, · · · , sn) ∈ S1 × · · · × Si−1 × Si+1 × · · · × Sn.
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Uma estratégia ŝi é dita estritamente dominante, se a desigualdade (2.51) vale para toda
estratégia s̄i ∈ Si.

Um jogador racional não vai jogar a estratégia dominada porque se ele escolhe
uma estratégia estritamente dominada s̄i, ele poderia encontrar uma outra estratégia ŝi
de modo que possa obter um pagamento maior.

Exemplo 2.7. [Dilema do prisioneiro] Dois indivíduos que cometem um crime tem a
escolha de confessar o crime ou ficar em silêncio. No caso de que um deles confessar e o
outro ficar em silêncio, então aquele que confessou não vai à prisão, enquanto aquele que
não confessou obtém uma sentença de dez anos. No caso de ambos confessarem, cada
um recebe uma sentença de cinco anos. Se ambos não confessarem, ambos obtêm uma
condenação de um ano. Ao examinar o jogo, observa-se as seguintes caracteristicas:

Jogadores Prisioneiro 2
Estratégias Calar Confessar

Prisioneiro 1 Calar −1,−1 −10, 0
Confessar 0,−10 −5,−5

• Ambos jogadores tem interesse em manter silêncio, já que neste caso ambos recebem
uma condenação de um ano cada um.

• Uma vez que um jogador vai manter silêncio, o outro jogador tem um incentivo para
confessar o crime.

Estes são precisamente o tipo de paradoxos que são tão inerentes aos jogos. A questão
central não é apenas sobre a escolha que um jogador faz, mas também sobre as escolhas
dos outros jogadores. Um exame aprofundado do jogo mostra que, se o jogador 1 usa a
estratégia "confessar"(co), então ele ganha um melhor pagamento para cada escolha que
o jogador 2 faz. Para ver isso, deixe u1 indicar a função de pagamento do jogador 1 e
observe que, se o jogador 2 escolhe "calar"(ca), então

u1(co, ca) = 0 > −1 = u1(ca, ca),

enquanto que se o jogador 2 escolhe "confessar"(co), então

u1(co, co) = −5 > −10 = u1(ca, co)

Ou seja, não importa qual seja a escolha do jogador 2, é melhor para o jogador 1 jogar a
estratégia confessar. Dizemos que a estratégia do jogador 1 confessar é uma estratégia
estritamente dominante (ver definição 2.23). Um exame semelhante das estratégias do
jogador 2 revela que a estratégia confessar é uma estratégia estritamente dominante para
o jogador 2. Na ausência de qualquer comunicação ou qualquer esquema de coordenação,
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os jogadores racionais devem desempenhar suas estratégias estritamente dominantes, Uma
solução para o "Dilema do Prisioneiro", poderia, portanto, acabar por ser (confessar,
confessar). Esta é a solução usando estratégias estritamente dominantes.

2.3.2 Equilíbrios de Nash

Quando um jogo de estratégias é jogado, o objetivo de um jogador é maximizar
seu pagamento. Um jogador individual pode, se ele ou ela conhece as escolhas dos outros
jogadores, optar por maximizar seu pagamento dado as escolhas dos outros. Mas, então,
todos os outros jogadores querem fazer o mesmo. Na verdade, parece bastante natural
procurar um resultado que resulte da maximização simultânea de pagamentos individuais.
Esse perfil de estratégias é geralmente chamado um equilíbrio de Nash e é definido como
segue.

Definição 2.24. Um equilíbrio de Nash (ou simplesmente uma solução) de um jogo de
estratégias

G = (S1, S2, · · · , Sn, u1, u2, · · · , un)

é um perfil de estratégias (s∗1, s∗2, · · · , s∗n) ∈ S1 × S2 × · · · × Sn, de modo que para cada
jogador i = 1, · · · , n, cumpre-se

ui
(
s∗1, · · · , s∗i−1, s

∗
i , s
∗
i+1, · · · , s∗n

)
≥ ui

(
s∗1, · · · , s∗i−1, si, s

∗
i+1, · · · , s∗n

)
∀ si ∈ Si.

De forma equivalente, para cada i = 1, · · · , n, s∗i resolve o problema de otimização

Maximizar ui
(
s∗1, · · · , s∗i−1, si, s

∗
i+1, · · · , s∗n

)
sujeito a si ∈ Si.

Observe que um ponto de equilíbrio de Nash é equivalente a maximizar n funções.
Além disso, um equilíbrio de Nash é uma tupla de estratégias conjuntas do jogo, tal que
nenhum dos jogadores terá um incentivo a mudar de estratégia uma vez jogou o jogo.
Assim, se todos os jogadores sabem que todos os outros estão comprometidos em jogar um
equilíbrio de Nash, então todo mundo vai concordar em jogar sua estratégia de equilíbrio
de Nash, pela simples razão de que é ideal para todos eles, no sentido que se um jogador
muda de estratégia e os outros não, então o pagamento que receberá será menor ou igual
ao correspondente ao que é dado pelo equilíbrio de Nash. Os equilíbrios de Nash tem sido
amplamente utilizado em aplicações da teoria dos jogos. Uma razão para esta popularidade
é que quando você olha para uma estratégia que não é um equilíbrio de Nash, então há pelo
menos um jogador que pode melhorar o seu pagamento em detrimento de outro jogador.
Um jogo pode ter um equilíbrio de Nash, nenhum ou mais de um equilíbrio de Nash.
No exemplo 2.7 do dilema do prisioseiro a estratégia (confessar, confessar) é o unico
equilíbrio de Nash (para mais detalhes ver [2]) e seus pagamentos respectivos são (−5,−5).
A seguir mostramos um exemplo onde existem mais de um equilíbrio de Nash.
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Jogador 2
Estratégias α β γ δ

a 1, 0 1, 1 2, 1 3, 1
Jogador 1 b 4, 2 0, 2 1, 1 2, 2

c −1, 1 1, 1 1, 2 2, 0
d 3, 2 −1, 1 2, 2 −3, 2
e 2, 1 −2, 2 1, −1 1, 5

Exemplo 2.8. No seguinte jogo de matrizes, cada jogador i = 1, 2 tem un conjunto finito
de estratégias com 5 e 4 elementos respectivamente. Usando o método de estratégias
estritamente dominadas tem-se que (b, α), (a, β), (a, γ), (d, γ) e (a, δ) são 5 equilíbrios de
Nash do Jogo de matrizes.

A seguir vemos um exemplo onde não existe nenhum ponto de equilíbrio de Nash.

Exemplo 2.9. Considere o seguinte jogo de dois jogadores com conjuntos de estratégias
S1 = S2 = [0, 1] e funções de pagamento u1(x, y) =

(
y − 1

2

)
x e u2(x, y) = |x− y|. Este

jogo não tem nenhum equilíbrio de Nash. De fato. Suponhamos que existe um equilíbrio
de Nash (x∗, y∗) ∈ S1 × S2. Então, pela definição 2.24 de equilíbrio de Nash o ponto
(x∗, y∗) satisfaz as duas desigualdades seguintes:

u1(x∗, y∗) ≥ u1(x, y∗) ∀ x ∈ [0, 1] , (2.52)
u2(x∗, y∗) ≥ u2(x∗, y) ∀ y ∈ [0, 1] . (2.53)

A partir de (2.52) e usando a definição de u1 tem-se que(
y∗ − 1

2

)
x∗ ≥

(
y∗ − 1

2

)
x ∀ x ∈ [0, 1] ,

podem ocorrer três casos:

(i) Se y∗ = 1
2 , então o ponto

(
x∗,

1
2

)
é um candidato a equilíbrio de Nash, para todo

x∗ ∈ [0, 1].

(ii) Se y∗ > 1
2 , então x

∗ ≥ x ∀ x ∈ [0, 1], isto implica que x∗ = 1. Logo, o ponto (1, y∗)

é um candidato a equilíbrio de Nash, para todo y∗ ∈
(1

2 , 1
]
.

(iii) Se y∗ < 1
2 , então x

∗ ≤ x ∀ x ∈ [0, 1], isto implica que x∗ = 0. Logo, o ponto (0, y∗)

é um candidato a equilíbrio de Nash, para todo y∗ ∈
[
0, 1

2

)
.

Além disso, estos pontos candidatos a equilíbrios de Nash devem satisfazer a desigualdade
(2.53) a qual é equivalente a:

|x∗ − y∗| ≥ |x∗ − y| ∀ y ∈ [0, 1] (2.54)
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Mas nenhum deles satisfazem a relação (2.54). Portanto, não existe nenhum ponto de
equilíbrio de Nash.

Existe um critério útil para encontrar um equilíbrio de Nash de um jogo de
estratégias quando os conjuntos de estratégias são intervalos abertos de números reais (ver
[2]). Nesse caso, é fácil ver que se uma tupla de estratégias (s∗1, · · · , s∗n) é o equilíbrio de
Nash do jogo, então deve ser uma solução do sistema de equações.

∂ui (s∗1, · · · , s∗n)
∂si

= 0, ∀ i = 1, 2, · · · , n. (2.55)

Portanto, o equilíbrio de Nash está entre as soluções do sistema (2.55). Quando o sistema
(2.55) tem uma solução única, então esse ponto é o único equilíbrio de Nash do jogo. Este é
essencialmente o teste para determinar o equilíbrio de Nash em jogos de estratégias, cujos
conjuntos de estratégias são intervalos abertos. Para maiores detalhes veja a referência [2].
Em termos matemáticos precisos, esta é formulada da seguinte forma:

Proposição 2.13. Seja G um jogo de estratégias, cujos conjuntos de estratégias são
intervalos abertos e com funções pagamento duas vezes diferenciáveis. Suponha que uma
tupla de estratégias (s∗1, · · · , s∗n) satisfaça:

1. ∂ui (s
∗
1, · · · , s∗n)
∂si

= 0, para cada jogador i = 1, 2, · · · , n.

2. Cada s∗i é o ponto estacionário da função

ui
(
s∗1, · · · , s∗i−1, s, s

∗
i+1, · · · , s∗n

)
, s ∈ Si.

3. ∂
2ui (s∗1, · · · , s∗n)

∂2si
< 0 para cada i = 1, · · · , n.

Então, (s∗1, · · · , s∗n) é um equilíbrio de Nash do jogo G.

Na prática, geralmente descobrimos a solução do sistema (2.55) e usamos outras
considerações econômicas para verificar se a solução é o equilíbrio de Nash do jogo. Aqui
está um exemplo que ilustra o teste de Equilibrio de Nash.

Exemplo 2.10. Considere um jogo de estratégias de três pessoas em que cada jogador
tenha um conjunto de estratégias igual ao intervalo aberto (0,+∞). As funções pagamento
dos jogadores são dadas por

u1(x, y, z) = 2xz − x2y

u2(x, y, z) =
√

12 (x+ y + z)− y
u3(x, y, z) = 2z − xyz2.
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Para encontrar o equilíbrio de Nash do jogo, devemos resolver o sistema de equações

∂u1

∂x
= 0, ∂u2

∂y
= 0 e ∂u3

∂z
= 0.

Tomando derivadas, obtemos

∂u1

∂x
= 2z − 2xy, ∂u2

∂y
=
√

3
x+ y + z

− 1 e ∂u3

∂z
= 2− 2xyz.

Ou, simplificando as equações,

z = xy

x+ y + z = 3
xyz = 1.

Assim, a única solução do sistema de equações é x = y = z = 1.

∂2u1

∂x2 = −2y < 0,

∂2u2

∂y2 = −
√

3
2 (x+ y + z)−3/2 < 0,

∂2u3

∂z2 = −2xy < 0.

Para todas as escolhas x > 0, y > 0 e z > 0. O teste de equilíbrio de Nash garante que
(1, 1, 1) é o único equilíbrio de Nash do jogo.
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3 INEQUAÇÕES VARIACIONAIS E PROBLEMAS DE COMPLEMEN-
TARIDADE

Neste capítulo, definimos formalmente os problemas que formam o tema principal
deste trabalho: a inequação (ou desigualdade) variacional (VI) e o problema de comple-
mentaridade (CP). O corpo principal do presente capítulo consiste em duas partes. Na
primeira parte, apresentamos algumas classificações básicas e terminologia associada para
vários casos especiais desses problemas. Nós explicamos a interconexão entre a VI e o CP,
bem como sua relação com um programa de otimização não-linear padrão. Na segunda
parte, apresentamos a relação entre VI e / ou CP com os equilibrios de Nash. Para maiores
informações ver as referências [3], [10].

3.1 Descrição do Problema

O exemplo mais simples de uma inequação variacional é o problema clássico de
resolver um sistema de equações não-lineares. De fato, como veremos em breve, esse
problema pode ser considerado como uma VI sem restrições. Como vimos no capítulo
anterior (ver definição 2.20), dado um conjunto K de Rn e uma aplicação F : K −→ Rn,
a inequação variacional denotada por V I(K,F ), é encontrar um vetor x ∈ K tal que

〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K. (3.1)

O conjunto de soluções deste problema é denotado por SOL(K,F ). Como já mencionamos,
nós estamos interessados na situação em que o conjunto K é fechado e a função F é
contínua. Na maioria dos casos de V I(K,F ) discutidas no trabalho, o conjunto K é
convexo. No entanto, matematicamente, alguns resultados não exigem a convexidade de
K. Assim, não fazemos a convexidade de K uma suposição geral.
Como K é fechado e F é contínua, segue-se que SOL(K,F ) é sempre um conjunto fechado
(embora possa estar vazio). Compreender outras propriedades do conjunto de soluções de
uma VI é um tema importante que tem significado tanto teórico como prático.

Observação 3.1. Uma interpretação geométrica de uma VI, e mais especificamente da
inequação definida por (3.1) é que um ponto x ∈ K é uma solução da V I(K,F ), se e
somente se, F (x) forma um ângulo não obtuso com cada vetor da forma y − x para todo
y ∈ K.

Podemos formalizar esta observação usando o conceito de cone normal, como vimos
na definição 2.13. Dado o conjunto K ⊆ Rn e qualquer vetor x ∈ K, o cone normal a K
em x; é o conjunto:

N (x,K) = {d ∈ Rn : 〈d, y − x〉 ≤ 0 ∀ y ∈ K} . (3.2)
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Observação 3.2. A desigualdade (3.1), diz claramente que um vetor x ∈ K resolve a
V I(K,F ) se e somente se −F (x) é um vetor normal para K em x; ou, de forma equivalente,

0 ∈ F (x) +N (x,K).

1.1 Problem Description 3

and only if −F (x) is a normal vector to K at x; or equivalently,

0 ∈ F (x) +N (x;K). (1.1.3)

Figure 1.1 illustrates this point of view. The normal cone is known to play

an important role in convex analysis and nonlinear programming. This

role persists in the study of the VI. The inclusion (1.1.3) is an instance of

a generalized equation.

K
x

N (x;K)

−F (x)

Figure 1.1: Solution and the normal cone.

In addition to providing a unified mathematical model for a variety of

applied equilibrium problems, the VI includes many special cases that are

important in their own right. As alluded to in the opening of this section,

simplest among these cases is the problem of solving systems of nonlinear

equations, which corresponds to the case where the set K is equal to the

entire space IRn. It is not difficult to show that when K = IRn, a vector

x belongs to SOL(K,F ) if and only if x is a zero of the mapping F (i.e.,

F (x) = 0); in other words, SOL(IRn, F ) = F−1(0). To see this, we note

that for any set K, if x ∈ K and F (x) = 0, then clearly x ∈ SOL(K,F ).

Thus F−1(0)∩K is always a subset of SOL(K,F ). To establish the reverse

inclusion when K = IRn, we note that

x ∈ SOL(IRn, F ) ⇒ F (x)T d ≥ 0 ∀ d ∈ IRn.

In particular with d taken to be −F (x), we deduce that F (x) = 0. Thus

SOL(IRn, F ) ⊆ F−1(0); hence equality holds.

The above argument applies more generally to a solution of the VI

(K,F ) that belongs to the topological interior of K ⊂ IRn. Specifically, if

x is a solution of this VI and x belongs to intK, then F (x) = 0. In fact,

since x ∈ intK, there exists a scalar τ > 0 sufficiently small such that the

Figura 11 – O cone normal e solução de uma VI.

Observação 3.3. Se K = Rn então um vetor x ∈ SOL(Rn, F ) se e somente se F (x) = 0.
De fato: suponha que x ∈ SOL(Rn, F ). Então, 〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ Rn, em particular
considere y = x− F (x). Temos que 〈F (x),−F (x)〉 ≥ 0. Consequentemente, ‖F (x)‖2 ≤ 0.
Logo, F (x) = 0. Reciprocamente se F (x) = 0, é claro que x ∈ SOL(Rn, F ).

O argumento acima se aplica de forma mais geral a uma solução da V I(K,F ) que
pertence ao interior topológico de K ⊆ Rn. Especificamente, se x é uma solução da VI
(3.1) e x pertence a int(K); então, F (x) = 0. De fato, desde que x ∈ int(K), existe δ > 0
tal que B(x, δ) ⊆ K; por outro lado, suponha que F (x) 6= 0, considere τ > 0 tal que:

0 < τ <
δ

‖F (x)‖ .

Logo, fazendo y = x− τF (x), temos que ‖y−x‖ = τ‖F (x)‖ < δ. Assim, y ∈ B(x, δ) ⊆ K

e como x ∈ SOL(K,F ) usando (3.1) tem-se:

−τ 〈F (x), F (x)〉 ≥ 0

Então, ‖F (x)‖2 ≤ 0 e portanto F (x) = 0.
Em todas as realizações interessantes de uma VI, é invariavelmente o caso de que nenhum
dos zeros de F , se houver, são soluções da V I(K,F ). Em outras palavras, a VI é uma
generalização genuinamente não trivial do problema clássico da resolução de equações. No



58

entanto, como vemos ao longo do trabalho, a teoria e os métodos para resolver equações
são fundamentais para a análise e solução de uma VI.
Quando K é um cone (ver definição 2.4), a VI admite uma forma equivalente conhecida
como um problema de complementaridade.

Definição 3.1. Dado um cone K ⊆ Rn e uma aplicação F : K −→ Rn o problema de
complementaridade, denotado por CP (K,F ) consiste em encontrar um vetor x ∈ Rn que
satisfaz as seguintes condições:

(i) x ∈ K (ii) − F (x) ∈ K∗ (iii) 〈F (x), x〉 = 0

Onde K∗ é o cone dual de K como vimos na definição 2.9.

A conexão precisa entre a V I(K,F ) e o CP (K,F ) quando K é um cone é descrito
no seguinte resultado, ver [3].

Proposição 3.1. Seja K um cone de Rn. Um vetor x resolve a V I(K,F ) se e somente
se, x resolve o CP (K,F ).

Demonstração. Suponha que x resolve a V I(K,F ), é claro que x ∈ K e desde que K é
um cone tem-se que 0 ∈ K, tomando y = 0 em (3.1), obtemos:

〈F (x), x〉 ≤ 0

Além disso, como K é um cone e x ∈ K, segue-se que 2x ∈ K. Logo, considerando y = 2x
em (3.1), obtemos:

〈F (x), x〉 ≥ 0

Agora, das duas desigualdades acima, deduzimos que 〈F (x), x〉 = 0. Por sua vez, de (3.1)
tem-se:

〈F (x), y〉 − 〈F (x), x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K

Mas, 〈F (x), x〉 = 0. Logo, 〈F (x), y〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K; então, −F (x) ∈ K∗. Portanto, x
resolve o CP (K,F ).
Reciprocamente se x resolve o CP (K,F ), então x ∈ K, −F (x) ∈ K∗ e 〈F (x), x〉 = 0.
Assim, dado qualquer y ∈ K, temos que:

〈F (x), y − x〉 = 〈F (x), y〉 − 〈F (x), x〉 = 〈F (x), y〉 ≥ 0,

pois −F (x) ∈ K∗. Portanto x resolve a V I(K,F ).

Uma palavra sobre a notação CP (K,F ): quando a sigla CP é anexada ao par
(K,F ), entende-se que K é um cone.
O CP (K,F ) é definido por três condições: (i) x ∈ K (ii) −F (x) ∈ K∗ e (iii) 〈F (x), x〉 = 0.
Introduzimos alguns conceitos associados a vetores que satisfazem as duas primeiras
condições.
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Definição 3.2. Seja um vetor x ∈ Rn:

(i) Dizemos que x ∈ Rn é factivel (ou viável) ao CP (K,F ), se e somente se:

x ∈ K e − F (x) ∈ K∗. (3.3)

(ii) Dizemos que x ∈ Rn é estritamente factivel ao CP (K,F ) , se e somente se x ∈ K e
−F (x) ∈ int(K∗).

(iii) Dizemos que o CP (K,F ) é (estritamente) factivel, se e somente se tem um vetor
(estritamente) factivel.

(iv) A região factivel de o CP (K,F ) é o conjunto de todos os vetores factiveis e é
denotada por FEA(K,F ). É claro que SOL(K;F ) ⊆ FEA(K,F ).

Para uma função não-linear F , encontrar um ponto viável ao CP (K,F ) ou determi-
nar se nenhum desses pontos existe não é necessariamente mais fácil computacionalmente
do que resolver o próprio problema de complementaridade. No entanto, a compreensão da
viabilidade do CP é importante porque, afinal, a viabilidade é uma condição necessária
para a solvabilidade. Quando F é uma função afim, existem pelo menos dois casos em que
a determinação da viabilidade do CP (K,F ) é presumivelmente mais fácil do que resolver o
problema em si. O primeiro caso é quando K é um cone poliedral. Neste caso, a condição
de viabilidade (3.3) é essencialmente um sistema de desigualdades lineares; Portanto, sua
viabilidade pode ser determinada pela resolução de um programa linear (LP). O outro
caso é quando K é um cone especial, conhecido como o cone de matrizes semi-finitas.
Definimos o ortante não negativo de Rn, como o conjunto:

Rn
+ = {x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn : xi ≥ 0 ∀ i = 1, · · · , n}

Muitos casos especiais do problema de complementaridade são muito importantes na
modelagem. Agora apresentamos dois dos mais importantes. Quando K é o ortante não
negativo de Rn, o CP (K,F ) é conhecido como o problema de complementaridade não
linear e denotado por NCP (F ). Assim, temos a seguinte definição.

Definição 3.3. Dada uma aplicação F : Rn
+ −→ Rn o NCP (F ) consiste em encontrar

um vetor x ∈ Rn, que satisfaça

0 ≤ x ⊥ F (x) ≥ 0. (3.4)

Ao expressar a condição de ortogonalidade 〈F (x), x〉 = 0 em termos de produtos
de componente (o que é justificado porque x e F (x) são ambos vetores não negativos),
obtemos a seguinte formulação equivalente do NCP (F ):

0 ≤ x, F (x) ≥ 0
xiFi(x) = 0, ∀ i = 1, · · · , n.
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A generalização do NCP é o problema de complementaridade mista, abreviado como
MiCP. Isso corresponde ao caso do CP (K,F ) onde K é o cone especial Rn1 × Rn2

+ , com
n1 + n2 = n. Assim, chegamos à seguinte definição.

Definição 3.4. Sejan G : Rn1 × Rn2
+ −→ Rn1 e H : Rn1 × Rn2

+ −→ Rn2 duas aplicações.
O MiCP (G,H) consiste em encontrar um par de vetores (u, v) ∈ Rn1 × Rn2

+ tal que:

G(u, v) = 0, u livre
0 ≤ v ⊥ H(u, v) ≥ 0.

3.1.1 Problemas Afins

O CP (K,F ) é um caso especial da V I(K,F ) onde o conjunto K é um cone. No
que se segue, apresentamos vários outros casos especiais da V I(K,F ) onde K ou F possui
algumas outras estruturas interessantes. Para começar, seja F uma função afim dada por:

F (x) = q +Mx ∀ x ∈ Rn (3.5)

para algum vetor q ∈ Rn e uma matriz M ∈ Rn×n. Neste caso escrevemos V I(K, q,M) em
vez de V I(K,F ). O conjunto solução da V I(K, q,M) é denotado por SOL(K, q,M).
Se além disso K é um conjunto poliedral (ver (2.5)), a V I(K, q,M) denotada por
AV I(K, q,M) será chamada VI afim. Finalmente se K é um conjunto poliedral, mas F não
é necessariamente afim, usamos o adjetivo "restrições lineares" para descrever a V I(K,F ).
A diferença da AVI onde tanto o conjunto da definição e a função tem estructura afim, a
V I(K, q,M) e a VI com restrições lineares tem só um membro afim no par (K,F ). Uma
importante VI com restrições lineares é a caixa restrita V I(K,F ) onde o conjunto K é
um retângulo fechado, dado por:

K = {x ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi, i = 1, · · · , n} (3.6)

Em particular, permitimos que alguns limites inferiores ai sejam iguais a −∞ e alguns
limites superiores bi iguais a +∞, este marco extendido inclui como um caso particular o
NCP (F ), o qual corresponde fazer a igual zero e b o vetor de todas as componentes que
são iguais a +∞.
Similarmente o MiCP é um caso especial da VI caixa restrita, um MiCP (G,H) onde G e
H são ambas funções afins é chamado um problema de complementaridade linear mista,
abreviado como MLCP. Um NCP com uma função afim definida é chamado um problema
de complementaridade linear, abreviado como LCP. Notacionalmente se F é a função afim
dada por (3.5), o NCP (F ) se escreve como LCP (q,M).

3.2 Relações entre classes de problemas

Resumimos as várias classes de problemas e suas conexões no diagrama abaixo. A
notação P ⇒ Q significa que podemos derivar o problema Q, a partir do problema P ; a
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notação P ⇔ Q significa que os dois problemas P e Q são "equivalentes".

V I(K, q,M) V I(K, q,M)

⇑ ⇓

V I(K,F ) ⇒ V I restrições lineares ⇒ AV I(K, q,M)

⇓ m m

CP (K,F ) ⇒ MiCP (F ) ⇒ MLCP

⇓ ⇓

NCP (F ) ⇒ LCP (q,M)

Todas, exceto duas relações no diagrama acima seguem facilmente das definições dos
respectivos problemas. As exceções são a equivalência entre uma VI com restrições lineares
e um MiCP e a equivalência entre uma AVI e um MLCP. Na verdade, a última equivalência
é uma conseqüência imediata do primeiro, considerando um função afim F . No seguinte
resultado, consideramos o conjunto poliedral

K = {x ∈ Rn : Ax ≤ b, Cx = d} (3.7)

Para algumas matrizes dadas A ∈ Rm×n, C ∈ Rl×n e vetores b ∈ Rm e d ∈ Rl. O
equivalente MiCP resultante da V I(K,F ) que se chama o sistema de Karush - Kuhn
- Tucker (KKT) da V I(K,F ) depende da representação (3.7), para uma demonstração
alternativa da proposição 3.2 veja a referência [3].

Proposição 3.2. Seja K ⊆ Rn dado por (3.7). Um vetor x resolve a V I(K,F ) se e
somente se existem vetores λ ∈ Rm e µ ∈ Rl tal que:

0 = F (x) + CTµ+ ATλ

0 = d− Cx (3.8)
0 ≤ λ ⊥ b− Ax ≥ 0

Demonstração. Começamos fazendo uma observação sobre a V I(K,F ); a desigualdade
(3.1) é equivalente a:

〈F (x), y〉 ≥ 〈F (x), x〉 ∀ y ∈ K.

Assim, um vetor x é solução da V I(K,F ) se e somente se x é uma solução do problema
de otimização na variavel y (com x considerado fixo):

Minimizar 〈F (x), y〉
sujeita a y ∈ K.

(3.9)

Assim, se x é uma solução da V I(K,F ). Então, pela observação anterior tem-se que x ∈ K
é um minimizador do problema (3.9) com restrições lineares de igualdade e desigualdade.
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Logo, pelo teorema 2.17 (ou também ver (2.35)-(2.39)) existem (µ, λ) ∈ Rl × Rm tais que:

∇f(x) +
l∑

i=1
µi∇hi(x) +

m∑
i=1

λi∇gi(x) = 0

h(x) = 0
λigi(x) = 0 ∀ i = 1, ...,m

λi ≥ 0 ∀ i = 1, ...,m
gi(x) ≤ 0 ∀ i = 1, ...,m

Onde f(y) = 〈F (x), y〉, h(y) = Cy−d e g(y) = Ay− b. Assim, temos que hi(y) = cTi y−di,
gi(y) = aTi y − bi, onde ci, ai ∈ Rn são os vetores filas das matrizes C ∈ Rl×n e A ∈ Rm×n

respectivamente. Então, dado qualquer y ∈ Rn tem-se ∇f(y) = F (x), ∇hi(y) = cTi e
∇gi(y) = aTi . Consequentemente, temos que:

0 = F (x) + CTµ+ ATλ

0 = d− Cx

0 ≤ λ ⊥ b− Ax ≥ 0

Reciprocamente, sendoK un conjunto poliedral, pelo corolário 2.12, temos queK é convexo.
Assim, o problema (3.9) é um problema de programação linear convexo na variavel y, e
pela hipóteses x é um ponto KKT do problema (3.9) (ou ponto estacionário do problema
(3.9)), isto é, verifica-se o sistema (2.35)-(2.39). Então, pelo teorema 2.18 e o teorema 2.9,
x é um minimizador global do problema (3.9). Logo, x resolve a V I(K,F ).

Exemplo 3.1. Para ilustrar a proposição 3.2, consideremos a V I(K,F ) caixa restrita,
onde K = {x ∈ Rn : ai ≤ xi ≤ bi ∀ i = 1, · · · , n}; desde que K é um conjunto poliedral,
a V I(K,F ) é equivalente a suas condições KKT, que podem ser escritas como:

0 ≤ x− a ⊥ F (x) + v ≥ 0
0 ≤ b− x ⊥ v ≥ 0.

De fato: K = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b} pode-se escrever como: K =
{
x ∈ Rn : Āx ≤ b̄

}
onde: Ā =

 I
−I

 e b̄ =
 b

−a

, sendo I a matriz identidade n × n. Assim, K é um

conjunto poliedral só com restrições de desigualdade. Logo, se x ∈ K é uma solução da

V I(K,F ), da proposição 3.2, existe λ =
v
w

 ∈ R2n com v, w ∈ Rn e v, w ≥ 0 tal que:

0 = F (x) + ĀTλ (3.10)
0 ≤ λ ⊥ b̄− Āx ≥ 0 (3.11)
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De (3.10), temos que 0 = F (x)+[I,−I]
v
w

; isto é, 0 = F (x)+Iv−Iw. Logo, w = F (x)+v;

por outro lado:

b̄− Āx =
 b

−a

−
 I
−I

x =
 b− x
−a+ x

 .
Assim:

λ ⊥ b̄− Āx, se e somente se
v
w

 ⊥
 b− x
−a+ x

 . Então, v(b− x) + w(x− a) = 0,

onde b − x ≥ 0, x − a ≥ 0, v ≥ 0 e w ≥ 0. Então, v(b − x) = 0 e w(x − a) = 0; isto
é, b − x ⊥ v e x − a ⊥ w. Assim, usando (3.11) temos que 0 ≤ b − x ⊥ v ≥ 0 e
0 ≤ x− a ⊥ w ≥ 0 e como w = F (x) + v, tem-se:

0 ≤ x− a ⊥ F (x) + v ≥ 0
0 ≤ b− x ⊥ v ≥ 0.

Em geral um ponto x ∈ K é uma solução de uma caixa restrita V I(K,F ) (ver [3]),
se e somente se, para cada i = 1, · · · , n temos:

xi = ai =⇒ Fi(x) ≥ 0,
ai < xi < bi =⇒ Fi(x) = 0,
xi = bi =⇒ Fi(x) ≤ 0.

Associada com uma V I(K,F ) com restrições lineares, se define a função (não linear)
aumentada F̃ da seguinte maneira. Para todo x no dominio de F e (µ, λ) ∈ Rl+m

F̃ (x, µ, λ) =


F (x) + CTµ+ ATλ

d− Cx
b− Ax

 =
G(x, µ, λ)
H(x, µ, λ)

 (3.12)

Onde G : Rn+l × Rm −→ Rn+l e H : Rn+l × Rm −→ Rm estão definidas como:

G(x, µ, λ) =
F (x) + CTµ+ ATλ

d− Cx

 e H(x, µ, λ) = b− Ax

Da proposição 3.2, concluimos que x ∈ SOL(K,F ) se e somente se existem um par de veto-
res (µ, λ) que são chamados de multiplicadores, tais que (x, µ, λ) resolve oMiCP (G,H) =
MiCP (F̃ ). Esta é precisamente a afirmação da equivalencia entre uma V I(K,F ) com res-
trições lineares e um MiCP. Consideremos o caso afim no que F é dada por F (x) = q+Mx

a função não linear:

F̃ (x, µ, λ) =


q +Mx+ CTµ+ ATλ

d− Cx
b− Ax

 =


q

d

b

+


Mx+ CTµ+ ATλ

−Cx
−Ax


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Logo:

F̃ (x, µ, λ) =


q

d

b

+Q


x

µ

λ

 ∈ Rn+l+m

onde:

Q =


M CT AT

−C 0 0
−A 0 0


Então, segue-se que a AV I(K, q,M) é equivalente ao MLCP definido por

(
F̃ (0), Q

)
,

portanto, nós estabelecemos a equivalencia entre uma AVI e um determinado aumento de
MLCP. Verificar a viabilidade de este ultimo MLCP equivale a verificar a consistência do
seguinte sistema de desigualdade linear:

0 = q +Mx+ CTµ+ ATλ

0 = d− Cx

0 ≤ b− Ax

0 ≤ λ

Como tal, isto é seguramente mais fácil que resolver o MLCP (F̃ (0), Q) que contem a
condição de complementariedade adicional entre λ e b− Ax.
Agora, consideramos a conversão da condição KKT da AV I(K, q,M) num LCP. Esta
conversão tem tanto razões historicas como implicações algorítmicas. Especificamente,
seja F (x) = q +Mx onde q ∈ Rn, M ∈ Rn×n, da proposição 3.2 temos que:

0 = q +Mx+ CTµ+ ATλ

0 = d− Cx (3.13)
0 ≤ λ ⊥ b− Ax ≥ 0.

Suponha que a matriz M CT

−C 0

 (3.14)

é não singular, podemos então usar as duas primeiras igualdades em (3.13) para resolver
as variables (x, µ) em termos de λ, como segue:

Mx+ CTµ = −q − ATλ
−Cx+ 0µ = −d

Então, M CT

−C 0

x
µ

 =
−q − ATλ

−d

 .
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Logo, se
U V

W Z

 =
M CT

−C 0

−1

temos que:

x
µ

 =
U V

W Z

−q − ATλ
−d

 =
U (−q − ATλ)− V d
W
(
−q − ATλ

)
− Zd


Assim, x = −U

(
q + ATλ

)
− V d e µ = −W

(
q + ATλ

)
− Zd, eliminando assim (x, µ)

do sistema (3.13). Além disso:

b− Ax = b+ A
[
U
(
q + ATλ

)
+ V d

]
= b+ AUq + AV d+ AUATλ

ou equivalentemente,

b− Ax = b+
[
AU AV

] q
d

+
[
AU AV

] AT
0

λ
Mais ainda,

b− Ax = b+
[
A 0

] U V

W Z

 q
d

+
[
A 0

] U V

W Z

AT
0

λ
Isto é:

b− Ax = b+
[
A 0

] M CT

−C 0

−1 q
d

+
[
A 0

] M CT

−C 0

−1 AT
0

λ
Logo, definindo:

q̄ = b+
[
A 0

] M CT

−C 0

−1 q
d

 e M̄ =
[
A 0

] M CT

−C 0

−1 AT
0


Obtemos o LCP (q̄, M̄) só na variable λ

0 ≤ λ ⊥ F̄ (λ) ≥ 0,

onde F̄ (λ) = q̄ + M̄λ.
Tradicionalmente, o objetivo de transformar um MLCP num LCP é facilitar a implemen-
tação dos métodos pivote LCP para resolver o problema acima. Além de exigir a condição
de não singularidade, como vimos anteriormente, esta transformação envolve uma carga
computacional quando se trata de reslver problemas grandes, com os avanços na metodo-
logia da AVI, a necessidade de transformar um MLCP num LCP para fins computacionais
tem diminuiu; porém, tal conversão é as vezes benéfica porque um algoritmo pivote pode
processar MLCPs, que são solúveis de outra forma por algoritmos iterativos.
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3.3 Integrabilidade e o sistema KKT

As inequações variacionais e os problemas de complementaridade surgem de uma
variedade de fontes interessantes. A maioria dessas fontes são problemas de otimização
restrita diferenciável. No entanto, nem todos os VIs ou CPs são naturalmente derivados
de problemas de otimização. Parte do objetivo desta seção é mostrar que uma VI é uma
extensão não trivial de um programa não-linear padrão (PNL). Sabe-se que as condições de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) desempenharam um papel fundamental em todos os aspectos
da programação não-linear. Acontece que essas condições podem ser facilmente estendidas
para uma VI. Para maiores informações veja [3].

3.3.1 Problemas de otimização restrita

Considere o problema de otimização restrito:

Minimizar θ(x) (3.15)
sujeito a: x ∈ K

Onde a função objetivo θ é continuamente diferenciavel. Suponhamos que o conjunto
K é convexo, então pela proposição 2.11, qualquer minimizador local x de (3.15) deve
satisfazer:

〈∇θ(x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K.

Esta última desigualdade pode ser vista facilmente como a V I(K,∇θ) que é chamada o
problema de ponto estacionário associado ao problema de otimização (3.15). Uma solução
da V I(K,∇θ) é chamada ponto estacionário do problema (3.15). Além disso, sabemos
que se θ é uma função convexa, então cada ponto estacionário de (3.15) é um mínimo
global deste problema de otimização (proposição 2.12). Portanto, para um problema de
programação convexa, isto é, com θ uma função convexa e K um conjunto convexo, a
V I(K,∇θ) é equivalente ao problema de otimização (3.15).

Definição 3.5. Seja U ⊆ Rn um conjunto aberto, uma função vectorial F : U −→ Rn se
chama mapa de gradiente, se existe uma função escalar θ tal que F (x) = ∇θ(x) para todo
x no dominio de F .

Definição 3.6. Seja U ⊆ Rn um conjunto abierto e conexo. A função F : U −→ Rn é
integravel, se para quaisquer dois vetores x, y ∈ U , a integral de linha de F de x a y é
independente de qualquer caminho liso por partes em U que conecte x e y.

A discussão acima levanta uma questão. Dada uma V I(K,F ) com uma função
vetorial arbitraria F e um conjunto convexo K, esta V I é sempre o problema de ponto
estacionario de algum problema de otimização (3.15) com K como o conjunto viável?. A
resposta a esta questão é negativa. Uma questão relacionada pode ser feita em termos
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da função F : é dizer, quando uma função vetorial F é um mapa de gradiente?. Podemos
obter uma resposta completa a esta última pergunta. O seguinte teorema é clássico,
e essencialmente, mostra que os três conceitos mapa de gradiente, função integrável e
simetria, são todos equivalentes. Para maiores informações ver [3].

Teorema 3.1. Seja F : U −→ Rn uma função de classe C1 no conjunto aberto e convexo
U ⊆ Rn. As seguintes afirmações são equivalentes:

a) Existe uma função real θ tal que: F (x) = ∇θ(x) para todo x ∈ U .

b) A matriz jacobiana JF (x) é simetrica para todo x ∈ U .

c) F é integrável em U .

Se qualquer uma dessas afirmações é verdadeira, então a função escalar desejada θ é dada
por:

θ(x) =
∫ 1

0
〈F (x0 + t(x− x0)) , x− x0〉 dt para um vetor arbitrario x0 ∈ U.

Uma classe importante de funções integráveis são as funções separaveis; estas são funções
continuas F (x) tais que cada função componente Fi(x) depende da única variável xi, isto é,
F (x) = (Fi(xi) : i = 1, ..., n). Se F (x) é separavel e diferenciável, então a matriz jacobiana
JF (x) é uma matriz diagonal para todo x no conjunto onde F é diferenciavel.
O resultado do teorema 3.1 é que, se F é um mapa de gradiente definida num conjunto
convexo K. Então, a V I(K,F ) é o problema ponto estacionario do problema de otimização
(3.15), onde F (x) = ∇θ(x). Para ilustrar esta conclusão, considere o caso afim, onde F
é dada por F (x) = q + Mx, q ∈ Rn, M ∈ Rn×n. Como JF (x) = M , para todo x ∈ Rn,
segue-se que F é um mapa de gradiente em Rn se e somente se M é uma matriz simétrica,
neste caso, a V I(K, q,M) é o problema de punto estacionario do seguinte problema de
otimização:

Minimizar qTx+ 1
2x

TMx

sujeito a x ∈ K,

o qual é um problema quadrático (QP) quando K é um conjunto poliedral.
Voltando ao problema de otimização (3.15); consideremos o caso em que K não é convexo.
Neste caso não convexo, pode-se ainda obter uma condição necessária de primeira ordem
para um minimizador local de (3.15), mas isso não corresponde mais a uma VI. No entanto,
sob algumas suposições adequadas, pode-se obter uma condição primal-dual necessária
para a otimização que corresponde a um MiCP.
Como vimos na definição 2.7, o cone tangente de Bouligand B (x,K), consiste de todos os
vetores d ∈ Rn, chamados vetores tangentes a K em x, para o qual existe uma sequência
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de vetores (xk) ⊆ K e uma sequência de escalares positivos (tk) ⊆ R+ tais que:

lim
k→∞

xk = x, lim
k→∞

tk = 0, e lim
k→∞

xk − x
tk

= d.

Para mais detalhes ver [8], [21]. Pelo teorema 2.1, se x é um minimizador local de (3.15),

1.3 Integrability and the KKT System 15

which is a quadratic program (QP) when K is a polyhedron. This connec-

tion breaks down if M is not symmetric. Indeed, if M is not symmetric,

then the stationary point problem of (1.3.2) is the VI (K, q,Ms) where Ms

is the symmetric part of M ; that is

Ms ≡ 1
2 (M +M T ).

Returning to the optimization problem (1.3.1), we consider the case

where K is not convex. In this nonconvex case, one can still obtain a first-

order necessary condition for a local minimizer of (1.3.1), but this no longer

corresponds to a VI; see (1.3.3). However, under some suitable assump-

tions, a primal-dual necessary condition for optimality can be obtained that

corresponds to an MiCP. The analysis that follows deals with these issues.

The results we present are standard, nevertheless the discussion will give

us the opportunity to introduce some important concepts that are used

widely in this book.

Let us define the tangent cone ofK at a vector x ∈ K; this cone, denoted

T (x;K), consists of all vectors d ∈ IRn, called tangent vectors to K at x,

for which there exist a sequence of vectors {yν} ⊂ K and a sequence of

positive scalars {τν} such that

lim
ν→∞

yν = x, lim
ν→∞

τν = 0, and lim
ν→∞

yν − x
τν

= d.

Figure 1.3 illustrates the tangent cone at a point of a nonconvex set.

x

K

T (x;K)

Figure 1.3: The tangent cone.

It is not hard to show that if x is a local minimizer of (1.3.1), then

( y − x )T∇θ(x) ≥ 0, ∀ y ∈ x+ T (x;K). (1.3.3)

In general, a vector x ∈ K satisfying this inequality is called a stationary

point of the (nonconvex) program (1.3.1). This is a primal description of

Figura 12 – O Cone Tangente.

então,
〈∇θ(x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ x+ B(x,K). (3.16)

Em geral, um vetor x ∈ K que satisfaz a desigualdade (3.16), se denomina ponto estacio-
nário do problema (não convexo) (3.15).
A desigualdade (3.16) é um exemplo de uma desigualdade quase variacional, abreviada
como QVI. Formalmente uma QVI se define como segue.

Definição 3.7. Seja K : Rn −→ P(Rn) uma aplicação de Rn em subconjuntos de Rn,
isto é, para todo x ∈ Rn; K(x) é um subconjunto (possivelmente vazio) de Rn; seja
F : Rn −→ Rn uma aplicação de Rn em si mesmo. A QVI definida pelo par (K,F ) é
encontrar um vetor x ∈ K(x) tal que:

〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K(x).

Note que se F (x) é identicamente nula, a QVI é reduzida ao problema de encontrar um
vetor x que satisfaz x ∈ K(x), esse vetor é chamado ponto fixo da aplicação ponto a
conjunto K. Assim, além de ser uma extensão da VI, a QVI também inclui o problema
clássico de encontrar um ponto fixo de uma aplicação ponto a conjunto como um caso
especial.
O cone tangente (de Bouligand) é outro objeto que desempenha um papel importante na
análise convexa e programação não linear. No caso de un conjunto convexo K, o teorema
2.7 diz que para qualquer x ∈ K cumpre-se:

(B (x,K))∗ = N (x,K) . (3.17)
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Sem uma descrição adicional do conjunto não convexo K, em geral não é facil de tratar
com o cone tangente B (x,K). No caso importante de um problema não linear NLP
padrão, isto é, o problema (3.15) onde K é representado por uma quantidade finita de
igualdades e desigualdades diferenciaveis:

K = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0} (3.18)

Com h : Rn −→ Rl e g : Rn −→ Rm funções continuamente diferenciaveis, há muitas
condições bem conhecidas sobre as funções h e g sob as quais o cone tangente B (x,K)
torna-se um cone poliédrico. Mais importante ainda, a condição de estacionariedade (3.16)
tem então uma descrição equivalente primal - dual. Essas condições sobre as restrições são
conhecidas como condições de qualificação (CQs); uma das mais gerais é a CQ de Abadie,
(ver o teorema 2.15) que disse que o cone tangente B (x,K) é igual ao cone de linearização
L (x,K) de K em x ∈ K, definido em (2.26), onde K é definido como em (3.18).

L (x,K) = {d ∈ Rn : 〈d,∇hj(x)〉 = 0 ∀ j = 1, · · · , l; 〈d,∇gi(x)〉 ≤ 0 ∀ i ∈ I(x)}

Em geral, pela proposição 2.9, para qualquer conjunto K definido como em (3.18)
o cone tangente B (x,K) esta sempre contido em L (x,K) para qualquer x ∈ K. Assim, a
CQ de Abadie é equivalente à premissa de que cada vetor no cone de linearização L (x,K)
é um vetor tangente. Sob algumas condições de regularidade o cone tangente B (x,K) é
igual ao cone de linearização das restrições L (x,K) (ver teorema 2.15).
A igualdade entre B (x,K) e L (x,K) implica que:

B (x,K)∗ = L (x,K)∗

=
v ∈ Rn : ∃(µ, λI(x)), λI(x) ≥ 0 tal que 0 = v +

l∑
j=1

µj∇hj(x) +
∑
i∈I(x)

λi∇gi(x)


Se K também é convexo, de 3.17 temos uma representação poliédrica de N (x,K). Assu-
mindo que a CQ de Abadie é verificada para o vetor x ∈ K, podemos derivar a formulação
primal - dual equivalente de (3.16). Sob esta CQ, a condição (3.16) diz que −∇θ(x)
pertence ao cone dual de L (x,K) (ver (2.31)). Assim, pelo teorema 2.17 temos que (3.16)
é válido se e somente se existem multiplicadores de restrições (variáveis dual) µ ∈ Rl e
λ ∈ Rm tais que o sistema de Karush - Kuhn - Tucker (KKT) abaixo é válido:

0 = ∇θ(x) +
l∑

j=1
µj∇hj(x) +

m∑
i=1

λi∇gi(x)

0 = h(x)
0 ≤ λ ⊥ g(x) ≤ 0

Reconhecemos facilmente o último sistema como um MiCP nas variáveis (x, µ, λ). Este
sistema KKT é a descrição primal - dual de um ponto estacionário de (3.15), primal -
dual no sentido de que o sistema contém tanto a variável primal x e as variáveis duais (ou
multiplicadores) (µ, λ).
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3.3.2 O Sistema Karush - Kuhn - Tucker

Nesta subseção, estendemos as condições KKT para a VI. Igual à VI linearmente
restrita, podemos facilmente estabelecer a seguinte proposição, parte de cuja prova consiste
simplesmente em substituir ∇θ(x) na anterior derivação, por uma função vetorial arbitraria
F (x).

Proposição 3.3. Seja o conjunto K = {x ∈ Rn : h(x) = 0, g(x) ≤ 0}, onde as funções
hj e gi são continuamente diferenciaveis, seja F : K −→ Rn uma aplicação de K em Rn.
As duas afirmações seguintes são válidas:

a) Seja x ∈ SOL(K,F ). Se a CQ de Abadie é válida em x, então existem vetores
µ ∈ Rl e λ ∈ Rm tais que:

0 = F (x) +
l∑

j=1
µj∇hj(x) +

m∑
i=1

λi∇gi(x)

0 = h(x) (3.19)
0 ≤ λ ⊥ g(x) ≤ 0

b) Por outro lado, se cada função hj é afim, cada função gi é convexa e se (x, µ, λ)
satisfaz (3.19), então x resolve a V I(K,F ).

Demonstração. Para provar (a) notemos que x ∈ SOL(K,F ), se e somente se

〈F (x), y〉 ≥ 〈F (x), x〉 ∀ y ∈ K

o qual é equivalente a dizer que x resolve o seguinte problema de otimização não linear na
variável y:

Minimizar 〈F (x), y〉
Sujeito a y ∈ K

(3.20)

Dado que (3.19) é precisamente o sistema KKT de este problema de otimização não linear
pelo teorema (2.17) ((2.35)-(2.39)), cumpre-se a).
Reciprocamente, se as funções hj e gi são funções afins e convexas respectivamente, pelo
corolário 2.12 o conjunto K é convexo, e como a função objetivo do problema (3.20)
é convexa, o problema (3.20) é um problema de programação convexo na variável y.
Logo, pelos teoremas 2.18 e 2.9 tem-se que cada ponto KKT de este problema é uma
solução global (que não necesariamente é unica), logo x deve resolver a V I(K,F ), isto é
x ∈ SOL(K,F ).

O MiCP exibido na proposição acima é chamado o sistema KKT da V I(K,F ) com
um conjunto "finitamente representavel" K, isto é, com K definido por (3.18). O sistema
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Proof. To prove (a) we note that if x ∈ SOL(K,F ), then x solves the

following nonlinear program in the variable y:

minimize y TF (x)

subject to y ∈ K.
(1.3.6)

Since (1.3.5) is precisely the KKT system of this nonlinear program, (a)

follows readily. Conversely, if the functions hj and gi are affine and convex

respectively, then (1.3.6) is a convex program in the variable y, so every

KKT point of this program is a global solution (that is not necessarily

unique). Thus x must solve the VI (K,F ). �

The MiCP displayed in the above proposition is called the KKT sys-

tem of the VI (K,F ) with a “finitely representable” set K, i.e., with K

as described by (1.3.4). The KKT system represents a conversion of the

VI into an MiCP; this conversion gives a further example of transforma-

tions between problem classes besides those considered in the last section.

Figure 1.4 illustrates the KKT conditions of a VI.

K
x

−F (x)

∇g1(x)

∇g2(x)

g1(x) = 0

g2(x) = 0

g3(x) = 0

Figure 1.4: The KKT conditions of a VI.

It is useful to introduce the vector function:

L(x, µ, λ) ≡ F (x)+
�∑

j=1

µj ∇hj(x)+
m∑

i=1

λi∇gi(x), ∀ (x, µ, λ) ∈ IRn+�+m,

which we call the (vector) Lagrangian function of the VI (K,F ) . This

terminology is borrowed from the case where F is a gradient map, say

F (x) = ∇θ(x); in the latter case, we have

L(x, µ, λ) = ∇xL(x, µ, λ),

Figura 13 – Condições KKT de uma VI.

KKT representa uma conversão da VI em um MiCP.
É util introduzir a função vetorial:

L(x, µ, λ) = F (x) +
l∑

j=1
µj∇hj(x) +

m∑
i=1

λi∇gi(x) ∀ (x, µ, λ) ∈ Rn+l+m

A qual chamamos a função Lagrangiana da V I(K;F ). Esta terminologia é emprestada
do caso em que F é um mapa de gradiente, digamos F (x) = ∇θ(x). Neste último caso,
temos:

L(x, µ, λ) = ∇xl(x, µ, λ)

onde:
l(x, µ, λ) = θ(x) + 〈µ, h(x)〉+ 〈λ, g(x)〉 (3.21)

é a função escalar lagrangiana familiar do PNL diferenciavel:

Minimizar θ(x)
sujeito a h(x) = 0

g(x) ≤ 0

A função que define o MiCP (3.19) é uma generalização da função dada por (3.12) para
um K não poliédrico; em termos da função lagrangiana L para a V I(K,F ), a função de
definição para o sistema KKT (3.19) é:

F̃ (x, µ, λ) =


L(x, µ, λ)
h(x)
−g(x)

 ∀ (x, µ, λ) ∈ Rn+l+m (3.22)

Como um MiCP, o sistema (3.19) está bem definido para todas as funções diferenciáveis h
e g. Este sistema fornece um conjunto de condições necessárias que devem ser satisfeitas
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por todas as soluções de a VI que obedecem à CQ Abadie; Inversamente, essas condições
dão soluções à VI se as funções hj forem afins e gi forem convexas (pelo corolario 2.12 o
conjunto K é convexo neste caso).

3.4 Problemas de equilíbrio de Nash

Um conceito fundamental de equilíbrio na teoria não-cooperativa de jogos foi
introduzido por J. Nash, que recebeu o Prêmio Nobel de Ciências Econômicas em 1994 por
essa contribuição. Acontece que o cálculo de um "equilíbrio de Nash" pode ser realizado
resolvendo uma desigualdade variacional. No que se segue, nós explicamos a abordagem de
VI para o cálculo de equilíbrios de Nash. Para maiores informações veja a referência [3].
Conforme a definição 2.21, em um jogo não-cooperativo geral, existem N jogadores cada
um dos quais tem uma certa função de custo e conjunto de estratégias que pode depender
das ações dos outros jogadores. Para a discussão inicial, assumimos que o conjunto de
estratégias do jogador i é Ki ⊆ Rni e é independente das estratégias dos outros jogadores.
A função de custo do jogador i que é θi(x) depende de todas as estratégias dos jogadores,
que são descritas pelo vetor x que consiste nos subvetores xi ∈ Rni para i = 1, · · · , N .
Segundo a definição 2.24 de equilíbrio de Nash, o problema do jogador i é determinar,
para cada tupla fixa mas arbitrária x̃i = (xj : j 6= i) das estratégias de outros jogadores,
uma estratégia ótima xi que resolva o problema de minimização de custos na variável yi:

Minimizar θi
(
yi, x̃i

)
sujeito a: yi ∈ Ki

Denotamos o conjunto de soluções deste problema de otimização por Si (x̃i); observe a
dependência desse conjunto na tupla x̃i. Um ligeiro abuso de notação ocorre na função
objetivo θi (yi, x̃i); Entende-se que isto significa a função θi avaliada no vetor cujo j-ésimo
subvetor é xj para j 6= i e cujo i-ésimo subvetor é yi. Conforme a definição 2.24, temos a
seguinte.

Definição 3.8. Um equilíbrio de Nash é uma tupla de estratégias x = (xi : i = 1, · · · , N)
com a propriedade de que para cada i = 1, · · · , N , xi ∈ Si (x̃i).

Em palavras, um equilíbrio de Nash é uma tupla de estratégias, uma para cada
jogador, de modo que nenhum jogador pode diminuir o custo desviando unilateralmente
sua ação de sua estratégia designada. O resultado seguinte (ver [3]) fornece um conjunto
de condições suficientes sob as quais um equilíbrio de Nash pode ser obtido pela resolução
de uma VI.

Proposição 3.4. Seja cada Ki ⊆ Rni um conjunto convexo e fechado. Suponha que
para cada tupla fixa x̃i, a função θi (yi, x̃i) seja convexa e continuamente diferenciável em
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yi. Então, uma tupla x = (xi : i = 1, · · · , N) é um equilíbrio de Nash se e somente se
x ∈ SOL (K,F ), onde:

K =
N∏
i=1

Ki e F (x) = (∇xiθi(x) : i = 1, · · · , N) .

Demonstração. Sabemos que x = (xi : i = 1, · · · , N) é um equilíbrio de Nash se e somente
se para cada i = 1, · · · , N , xi resolve o problema de minimização convexo na variavel yi:

Minimizar θi
(
yi, x̃i

)
sujeito a: yi ∈ Ki

Logo, como cada Ki ⊆ Rni é um conjunto fechado e convexo, pelas proposições 2.11 e 2.12
temos que x é um equilíbrio de Nash se e somente se para cada i = 1, · · · , N〈

∇xiθi(x), yi − xi
〉
≥ 0 ∀ yi ∈ Ki. (3.23)

Por outro lado, como F (x) = (∇xiθi(x) : i = 1, · · · , N), então cada função componente
de F , vem dada por: Fi(x) = ∇xiθi(x). Assim, usando (3.23) temos que:

〈F (x), y − x〉 =
N∑
i=1

〈
Fi(x), yi − xi

〉
=

N∑
i=1

〈
∇xiθi(x), yi − xi

〉
≥ 0.

Portanto, x resolve a V I(K,F ), isto é x ∈ SOL(K,F ).
Reciprocamente, se x = (xi : i = 1, · · · , N) resolve a V I(K,F ) então

〈F (x), y − x〉 ≥ 0 ∀ y ∈ K,

em particular, para cada i = 1, · · · , N , seja y a tupla cujo j-ésimo subvetor é igual a xj

para j 6= i e o i-ésimo subvetor é igual a yi, onde yi é um elemento arbitrário do conjunto
Ki. Assim, y = (yi, x̃i) ∈ K e além disso:

0 ≤ 〈F (x), y − x〉 =
N∑
j=1

〈
Fj(x), yj − xj

〉
=

N∑
j=1
j 6=i

〈
Fj(x), xj − xj

〉
+
〈
Fi(x), yi − xi

〉

=
〈
∇xiθi(x), yi − xi

〉
Logo, para cada i = 1, · · · , N temos que:

0 ≤
〈
∇xiθi(x), yi − xi

〉
∀ yi ∈ Ki

Esta última desigualdade então se torna (3.23). Portanto, x é um equílibrio de Nash.

Vale ressaltar que o conjunto de definição K da VI na Proposição 3.4 é o produto
cartesiano de conjuntos de dimensões menores.
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4 UM ESTUDO DE UM CASO DE EQUILÍBRIO DE NASH

Neste capítulo, apresentamos um estudo de um caso de equilíbrio de Nash do
modelo econômico de Nash - Cournot (ver [20]). Em primeiro lugar, conforme a definição
2.24, definimos para este caso um ponto de equilíbrio de Nash, assim como também damos
uma orientação geral sobre como tal equilíbrio será determinado. A seguir, apresenta-se
uma serie de resultados a certos programas de otimização relacionados aos equilibrios
de Nash. Vamos a seguir as ideias propostas no artigo [20] para caracterizar um ponto
de equilíbrio em termos de uma familia de programas de otimização convexos, onde as
soluções para esta familia de programas convexos são mostrados como equilíbrios de
Nash no sentido formal dos jogos de N pessoas como vimos na seçao 2.3 do capitulo 1.
Finalmente, apresentamos um exemplo numérico que ilustra as ideias principais; o qual é
resolvido como problema de complementaridade (MiCP e NCP), usando-se a metodologia
proposta em [20].

4.1 Definição do problema

O problema a ser resolvido é definido como segue: considere uma estrutura de
mercado oligopolística na qual N empresas fornecem um produto homogêneo de uma
forma não cooperativa. Seja p(Q), Q ≥ 0, a curva de demanda inversa. Ou seja, p(Q) é o
preço a que os consumidores irão exigir (e comprar) uma quantidade Q. Em conformidade
com o comportamento econômico geralmente aceito, assumimos que p(Q) é estritamente
decrescente e que a curva de ingressos I(Q) = Qp(Q) é uma função côncava de Q para
Q ≥ 0. Além disso, assumimos que p(Q) é continuamente diferenciável.
Agora, suponha que a curva de oferta individual para a i-ésima empresa seja representada
pela função de custo total fi(qi), qi ≥ 0 para i = 1 . . . N . Isto é, seja fi(qi) o custo total da i-
ésima empresa de fornecer qi unidades do produto. Assumimos no seguinte desenvolvimento
que fi(qi) é uma função convexa (geralmente não decrescente) continuamente diferenciável
de qi para i = 1 . . . N .
O objetivo principal deste trabalho é determinar um conjunto de níveis de produção
q∗1, q

∗
2 . . . q

∗
N para as N empresas (um ponto de equilíbrio de Nash) conforme à definição

2.24. Assim, temos a seguinte definição.

Definição 4.1. Um conjunto de níveis de saída não negativos q∗1, q∗2 . . . q∗N para as empresas
1, 2 . . . N , respectivamente, constituem uma solução de equilíbrio de Nash para o mercado,
se e somente se q∗i maximiza o lucro da i-ésima empresa, dado que as outras empresas
produzem quantidades q∗j , j 6= i, para cada i = 1, . . . , N .

Ou seja, para q∗1, q∗2 . . . q∗N ser um equilíbrio de Nash, ou simplesmente uma solução
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de equilíbrio, q∗i , deve ser uma solução ótima para o problema

max
qi≥0
{qip(qi +Q∗i )− fi(qi)} onde Q∗i =

N∑
j=1
j 6=i

q∗j para cada i = 1, · · · , N. (4.1)

No problema (4.1) acima, a função objetivo é uma expressão para o lucro da i-ésima
empresa, ou seja, ingressos qip(qi +Q∗i ) menos custo fi(qi) a um nível de produção qi, dado
um volume de saída de q∗j para cada uma das outras empresas j ∈ {1 . . . N}, j 6= i.
A estratégia geral desenvolvida neste trabalho para estabelecer a existência de uma solução
de equilíbrio, bem como determinar essa solução envolve a construção de uma determinada
família de programas convexos. A forma geral desta família é:

υ(Q) = max h (q1, q2, . . . , qN ;Q)
N∑
i=1

qi = Q (λ) (4.2)

qi ≥ 0

Onde Q é um parâmetro escalar e h(q1, q2, . . . , qN ;Q) é côncava para cada Q fixo. A
função h será construída de modo que se a escolha de Q = Q∗ resulta em uma solução
ótima (q∗1, q∗2, . . . , q∗N) com a variável de Kuhn-Tucker λ∗ = 0, então (q∗1, q∗2, . . . , q∗N) será
um equilíbrio de Nash. A natureza da variável de Kuhn-Tucker λ, em função de Q, será de
importância central tanto para estabelecer a existência de soluções de equilíbrio bem como
para determinar procedimentos computacionais para encontrar um equilíbrio. Por exemplo,
será mostrado que λ, sob suposições apropriadas, é uma função de Q, não-crescente e
contínua . Portanto, se Q1 < Q2 e soluções ótimas para v(Q1) e v(Q2) resultam em
λ(Q1) ≥ 0 e λ(Q2) ≤ 0, então a continuidade de λ estabelece a existência de um Q∗ para o
qual λ(Q∗) = 0 e a monotonicidade de λ fornece um quadro bem definido para determinar
iterativamente Q∗.

4.2 Desenvolvimento matemático

O Teorema 4.1 abaixo reitera um conceito econômico fundamental associado a uma
solução de equilíbrio. Para provar este resultado, precisamos do seguinte lema.

Lema 4.1. Para Q ≥ 0, seja I(Q) = Qp(Q) uma função côncava de Q e suponha que p(Q)
é uma função não-crescente ou convexa de Q. Então, para cada K > 0, ϕ(Q) = Qp(Q+K)
é uma função côncava de Q para Q ≥ 0. Além disso, se p(Q) é estritamente decrescente
ou é estritamente convexa, então ϕ(Q) = Qp(Q+K) é uma função estritamente côncava
na linha real não-negativa.

Demonstração. Estabeleceremos este resultado sem assumir que p(Q) é duas vezes dife-
renciável. No entanto, se p(Q) é duas vezes diferenciável, um argumento mais simples está
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disponível e é apresentado posteriormente. Seja λ ∈ (0, 1), Q1 ≥ 0, Q2 ≥ 0 e defina

X = ϕ (λQ1 + (1− λ)Q2) = [λQ1 + (1− λ)Q2] p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
Y = λϕ(Q1) + (1− λ)ϕ(Q2) = λQ1p(Q1 +K) + (1− λ)Q2p(Q2 +K)

Vamos mostrar primeiro que se p(Q) é não-crescente ou convexa, então X ≥ Y . Suponha
ao contrário que X < Y . Note-se que

X = [λQ1 + (1− λ)Q2] p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
= [λQ1 + (1− λ)Q2 +K] p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
= [λQ1 + (1− λ)Q2 + λK + (1− λ)K] p (λQ1 + (1− λ)Q2 + λK + (1− λ)K)
−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
= [λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K)] p (λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K))
−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)

Então pelo anterior, temos:

0 > X − Y = [λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K)] p (λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K))
−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)− Y
= I (λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K))−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)− Y

Agora, como a curva de ingresos da indústria I(Q) = Qp(Q) é uma função côncava, para
todo Q ≥ 0 e (Q1 +K) ≥ 0, (Q2 +K) ≥ 0 então

I (λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K)) ≥ λI(Q1 +K) + (1− λ)I(Q2 +K)

Logo

0 > X − Y ≥ λ(Q1 +K)p(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K)p(Q2 +K)
−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)− Y
= λQ1p(Q1 +K) + λKp(Q1 +K) + (1− λ)Q2p(Q2 +K) + (1− λ)Kp(Q2 +K)
−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)− λQ1p(Q1 +K)− (1− λ)Q2p(Q2 +K)
= λKp(Q1 +K) + (1− λ)Kp(Q2 +K)−Kp (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
= K [λp(Q1 +K) + (1− λ)p(Q2 +K)− p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)]
= K [Z]

onde Z = λp(Q1 +K) + (1− λ)p(Q2 +K)− p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K).
Assim, temos mostrado que X < Y implica que Z < 0.
Suponhamos que p(Q) é uma função convexa, para todo Q ≥ 0, então

λp(Q1 +K) + (1− λ)p(Q2 +K) ≥ p (λ(Q1 +K) + (1− λ)(Q2 +K))
= p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)
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isto implica que Z ≥ 0, esta é uma contradição. Suponha que p(Q) é simplesmente
não-crescente. Então acima, desde que Z < 0,

λp(Q1 +K) + (1− λ)p(Q2 +K) < p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)

Assim, temos:

X − Y = [λQ1 + (1− λ)Q2] p (λQ1 + (1− λ)Q2 +K)− Y
> [λQ1 + (1− λ)Q2] [λp(Q1 +K) + (1− λ)p(Q2 +K)]− Y
= λ(1− λ)Q2p(Q1 +K) + λ(1− λ)Q1p(Q2 +K) + λ2Q1p(Q1 +K)
+ (1− λ)2Q2p(Q2 +K)− λQ1p(Q1 +K)− (1− λ)Q2p(Q2 +K)
= λ(1− λ) [Q2p(Q1 +K) +Q1p(Q2 +K)]
+ λQ1p(Q1 +K) [λ− 1] + (1− λ)Q2p(Q2 +K) [(1− λ)− 1]
= λ(1− λ) [Q2p(Q1 +K) +Q1p(Q2 +K)]− λ(1− λ)Q1p(Q1 +K)
− λ(1− λ)Q2p(Q2 +K)
= λ(1− λ) [Q2p(Q1 +K) +Q1p(Q2 +K)−Q1p(Q1 +K)−Q2p(Q2 +K)]
= λ(1− λ)(Q1 −Q2) [p(Q2 +K)− p(Q1 +K)]

Mas, como p(Q) é não-crescente, isto significa que se Q1 < Q2, então Q1 +K < Q2 +K

logo p(Q1 +K) ≥ p(Q2 +K), assim temos que:

(Q1 −Q2) [p(Q2 +K)− p(Q1 +K)] ≥ 0

Similarmente, se Q2 < Q1, então Q2 +K < Q1 +K logo p(Q2 +K) ≥ p(Q1 +K), assim
temos que:

(Q1 −Q2) [p(Q2 +K)− p(Q1 +K)] ≥ 0

logo, podemos concluir que:

0 > X − Y > λ(1− λ)(Q1 −Q2) [p(Q2 +K)− p(Q1 +K)] ≥ 0

que é uma contradição, portanto ϕ(Q) = Qp(Q + K) é uma função côncava, para todo
Q ≥ 0. É fácil verificar que se p(Q) é estritamente decrescente ou é estritamente convexa,
então a suposição de que X ≤ Y leva a contradições semelhantes. Isso completa a prova.
(Caso diferenciável) Se p(Q) for duas vezes diferenciável, então a prova acima simplifica
como se segue. Suponha por contradição que ϕ′′(Q) > 0 para algum Q. Então,

0 < ϕ′′(Q) = 2p′(Q+K) +Qp′′(Q+K)
= [2p′(Q+K) + (Q+K)p′′(Q+K)]−Kp′′(Q+K) (4.3)

como a função I(Q) = Qp(Q) é côncava, então I ′′(Q) ≤ 0 para todo Q ≥ 0, logo para
Q+K > 0 tem-se

I ′′(Q+K) = 2p′(Q+K) + (Q+K)p′′(Q+K) ≤ 0
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então de (4.3) temos que:
0 < ϕ′′(Q) ≤ −Kp′′(Q+K)

e desde que K > 0 então p′′(Q + K) < 0. Se p é convexa, então p′′(Q + K) ≥ 0,
claramente esta é uma contradição. Por outro lado, suponha que p(Q) é simplesmente
não-crescente; então p′(Q+K) ≤ 0. Mas, acima temos que p′′(Q+K) < 0, o que implica
que Qp′′(Q+K) ≤ 0 para Q ≥ 0. Então

0 < ϕ′′(Q) = 2p′(Q+K) +Qp′′(Q+K) ≤ 0

Uma contradição. Se p(Q) for estritamente decrescente ou for estritamente convexa, então
contradições semelhantes são obtidas supondo que ϕ′′(Q) > 0. Isto completa a prova.

É interessante notar que alguns autores consideraram necessário, para estabelecer
matematicamente a existência de uma solução de equilíbrio, assumir que ϕ(Q) = Qp(Q+K),
com Q ≥ 0, é côncava para cada K > 0. Contudo, o Lema 4.1 atenua essa dificuldade
mostrando que essa suposição está implícita nas condições usuais de não-crescente de p(Q)
e concavidade de I(Q) = Qp(Q). Consideremos agora o seguinte resultado fundamental.

Teorema 4.1. Considere um oligopólio com N empresas como descrito acima e suponha
que as curvas de custo individuais fi são convexas e continuamente diferenciáveis para
todo i = 1, · · · , N e que a função de demanda inversa p é estritamente decrescente e
continuamente diferenciável. Além disso, suponha que a curva de ingressos da indústria
I(Q) = Qp(Q) é côncava, Q ≥ 0. Então, (q∗1, q∗2, . . . , q∗N) é uma solução de equilíbrio
(Nash) se e somente se

p(Q∗) + q∗i p
′ (Q∗) ≤ f ′i (q∗i ) para cada i = 1, . . . , N (4.4)

q∗i [p(Q∗) + q∗i p
′(Q∗)− f ′i(q∗i )] = 0 para cada i = 1, . . . , N (4.5)

onde

Q∗ =
N∑
i=1

q∗i , q∗i ≥ 0 (4.6)

Além disso, se (q∗1, . . . , q∗i , . . . , q∗N) e (q∗1, . . . , q̂i, . . . , q∗N) são soluções de equilíbrio, então
q∗i = q̂i.

Demonstração. Pela definição 4.1 temos que q∗1, . . . , q∗N é uma solução de equilibrio de
Nash, se e somente se, para cada i = 1, · · · , N , q∗i deve ser uma solução ótima para o
problema (4.1)

max
qi≥0
{qip(qi +Q∗i )− fi(qi)} onde Q∗i =

N∑
j=1
j 6=i

q∗j .

Agora, pela hipótese, a curva de ingressos da indústria I(Q) = Qp(Q) é côncava para
todo Q ≥ 0 e a função de demanda inversa p é estritamente decrescente. Então, pelo lema
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4.1 a função qip(qi +Q∗i ) é estritamente côncava para todo qi ≥ 0. Além disso, como as
curvas de custo individuais fi são convexas; então −fi são funções côncavas para todo
i = 1, . . . , N . Portanto, a função qip(qi +Q∗i )− fi(qi) é estritamente côncava para todo
i = 1, . . . , N . Assim, a função θi(q1, . . . , qi, . . . , qN) = fi(qi)− qip(qi +Q∗i ) é estritamente
convexa. Então, resolver o problema (4.1) é equivalente a resolver, para cada i = 1, . . . , N ,
o seguinte problema de programação convexa.

min
qi≥0
{fi(qi)− qip(qi +Q∗i )} onde Q∗i =

N∑
j=1
j 6=i

q∗j (4.7)

Note-se que: para cada i = 1, . . . , N , a restrição de desigualdade é g(q) ≤ 0, onde
gi(q) = −qi. Além disso,

∂θi
∂qi

(q) = f ′i(qi)− p(qi +Q∗i )− qip′(qi +Q∗i ) e ∂g

∂qi
(q) = −1.

Logo, aplicando as condições KKT (2.35)-(2.39) (que pelos teoremas 2.17 e 2.18 são
condições necessárias e suficientes) ao problema de programação convexa 4.7 temos que,
para cada i = 1, . . . , N , q∗i é um minimizador de (4.7), se e somente se, existe µi ∈ R+ tal
que:

f ′i(q∗i )− p(q∗i +Q∗i )− q∗i p′(q∗i +Q∗i ) + µi(−1) = 0
µi(−q∗i ) = 0

µi ≥ 0 , q∗i ≥ 0

isto é equivalente a:

0 ≤ µi = f ′i(q∗i )− p(Q∗)− q∗i p′(Q∗)
−µiq∗i = 0

q∗i ≥ 0 onde Q∗ =
N∑
j=1

q∗j

e isto é equivalente a dizer

p(Q∗) + q∗i p
′ (Q∗) ≤ f ′i (q∗i ) para cada i = 1, . . . , N

q∗i [p(Q∗) + q∗i p
′(Q∗)− f ′i(q∗i )] = 0 para cada i = 1, . . . , N

onde: Q∗ =
N∑
j=1

q∗j , q∗i ≥ 0

Além disso, note que, pelo teorema 2.9, se o problema 4.7 tem um minimizador, então
este é unico.
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Note que, considerando as aplicações G : R × RN
+ −→ R e H : R × RN

+ −→ RN

definidas como

G(Q, q) =
N∑
i=1

qi −Q,

Hi(Q, q) = f ′i(qi)− p(Q)− qip′(Q) para cada i = 1, · · · , N, (4.8)

tem-se que, conforme a definição 3.4 de MiCP e o teorema 4.1, o ponto (Q∗, q∗1, · · · , q∗N)
satisfaz o seguinte MiCP:

G(Q, q) = 0, (4.9)
0 ≤ q ⊥ H(Q, q) ≥ 0, (4.10)

se e somente se, (q∗1, q∗2, · · · , q∗N) é uma solução de equilíbrio de Nash no sentido da definição
4.1. Assim, podemos calcular soluções de equilíbrio de Nash resolvendo o MiCP (4.9)-
(4.10).
Por outro lado, usando a equação (4.9), podemos isolar Q em função das qi, a saber

Q =
N∑
i=1

qi, e substituir na equação (4.8) para obter o seguinte:

Hi(q) = f ′i(qi)− p(
N∑
i=1

qi)− qip′(
N∑
i=1

qi) para cada i = 1, · · · , N.

Agora, usando a equação (4.10) temos o seguinte problema de complementaridade não
linear (NCP):

0 ≤ q ⊥ H(q) ≥ 0 (4.11)

Logo, pelo teorema 4.1 tem-se que o ponto (q∗1, q∗2, · · · , q∗N) é uma solução de equilibrio de
Nash, se e somente se, este ponto é solução do NCP (4.11), isto é, também podemos obter
soluções de equilíbrio, resolvendo o NCP (4.11).

Observe que as relações (4.4), (4.5) e (4.6) afirmam essencialmente que, em um equilíbrio
de Nash, o ingresso marginal deve ser igual ao custo marginal para cada empresa que está
produzindo uma quantidade positiva e que o ingresso marginal não deve exceder o custo
marginal para as empresas que preferem não estar no negócio. Esta afirmação intuitiva
tem uma base econômica bem aceita.
Matematicamente, o Teorema 4.1 indica que simplesmente precisamos encontrar uma
solução para o MiCP (G,H) definido por o sistema (4.9)-(4.10) ou para o NCP (H) dado
por (4.11) para obter um conjunto de saídas em condições de equilíbrio e garante a
disponibilidade de uma solução para este sistema no caso de que um equilíbrio existe.
No entanto, devido que na década de 1980 os algoritmos para resolver MiCPs e/ou NCPs
eram incipientes, o autor [20] teve que usar um método alternativo. Para realizar a tarefa
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de encontrar esse conjunto de níveis de saída, considere o seguinte problema de equilíbrio
EP (Q).

Maximizar P (Q)
N∑
i=1

qi + 1
2p
′(Q)

N∑
i=1

q2
i −

N∑
i=1

fi(qi)

Sujeito a
N∑
i=1

qi = Q (4.12)

qi ≥ 0, i = 1, . . . , N (4.13)

Observe que, para um determinado Q ≥ 0, o problema EP (Q) busca o máximo de uma
função objetivo

F (q) = P (Q)
N∑
i=1

qi + 1
2p
′(Q)

N∑
i=1

q2
i −

N∑
i=1

fi(qi) onde q = (q1, q2, . . . , qN)

Logo, para cada i = 1, . . . , N , tem-se:

∂F

∂qi
(q) = p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi)

Assim, como p′(Q) < 0 e para cada i = 1, . . . , N as funções fi são convexas, obtemos:

∂2F

∂q2
i

(q) = p′(Q)− f ′′i (qi) < 0

Assim, a função F é estritamente côncava e está definida sobre um conjunto poliedral
K =

{
q ∈ RN : h(q) = 0, g(q) ≤ 0

}
limitado, não vazio, e pelo corolário 2.10 é convexo,

onde as funções h : RN −→ R e g : RN −→ RN são definidas como segue:

h(q) =
N∑
i=1

qi −Q e gi(q) = −qi , i = 1, . . . , N.

Portanto, pelo teorema 2.9, não pode haver mais de uma solução ótima do problema
EP (Q), e pelos teoremas 2.17 e 2.18, as condições de KKT (2.35) - (2.39) para este
problema são necessárias e suficientes para a otimização. Estas condições são apresentadas
abaixo com λ e µi, i = 1, . . . , N , sendo os multiplicadores duais associados às restrições
(4.12) e (4.13), respectivamente.

−∇F (q) + λ∇h(q) +
N∑
i=1

µi∇gi(x) = 0

h(q) = 0
µigi(q) = 0, i = 1, . . . , N

µi ≥ 0, i = 1, . . . , N
gi(q) ≤ 0, i = 1, . . . , N
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e desde que ∂h

∂qi
(q) = 1 e ∂gi

∂qi
(q) = −1 para cada i = 1, . . . , N , temos que:

−p(Q)− p′(Q)qi + f ′i(qi) + λ+ µi(−1) = 0, i = 1, . . . , N
N∑
i=1

qi −Q = 0

µi (−qi) = 0, i = 1, . . . , N
µi ≥ 0, i = 1, . . . , N
−qi ≤ 0, i = 1, . . . , N

isto é

p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi)− λ+ µi = 0, i = 1, . . . , N (4.14)
N∑
i=1

qi = Q (4.15)

µiqi = 0, i = 1, . . . , N (4.16)
µi ≥ 0, qi ≥ 0 i = 1, . . . , N (4.17)

O papel desempenhado pelo problema EP (Q) é evidente a partir da seguinte afirmação.

Teorema 4.2. Seja Q̂ ≥ 0 tal que a única solução ótima q̂1, . . . , q̂N para o problema
EP (Q̂) resulta em um valor de λ = 0 no sistema (4.14) - (4.17). Então, q̂1, . . . , q̂N é
uma solução de equilíbrio. Reciprocamente, seja q∗1, . . . , q

∗
N uma solução de equilíbrio.

Então q∗1, . . . , q∗N resolve EP (Q∗) onde Q∗ =
N∑
i=1

q∗i . Além disso, se Q∗ > O, então λ é
necessariamente zero.

Demonstração. Dado Q̂ ≥ 0, suponha que q̂1, . . . , q̂N é a única solução do problema EP (Q̂)
e que λ = 0 no sistema (4.14) - (4.17). Então, de (4.14) e (4.17) temos que:

0 ≤ µi = f ′i(q̂i)− p(Q̂)− q̂ip′(Q̂) para cada i = 1, . . . , N

portanto
p(Q̂) + q̂ip

′(Q̂) ≤ f ′i(q̂i) para cada i = 1, . . . , N

de (4.16) tem-se:

q̂i
[
p(Q̂) + q̂ip

′(Q̂)− f ′i(q̂i)
]

= 0 para cada i = 1, . . . , N

finalmente, de (4.15) e (4.17) temos:
N∑
i=1

q̂i = Q̂, q̂i ≥ 0 i = 1, . . . , N

Assim, q̂1, . . . , q̂N cumpre (4.4), (4.5) e (4.6); logo, do teorema 4.1 concluimos que q̂1, . . . , q̂N

é um equilibrio de Nash. Por outro lado, suponha que q∗1, . . . , q∗N é uma solução de equilibrio
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de Nash. Então q∗1, . . . , q∗N cumpre as relações (4.4), (4.5) e (4.6) do teorema 4.1. Logo,
para cada i = 1, . . . , N considerando

qi = q∗i , Q∗ =
N∑
i=1

q∗i , λ = 0, µi = f ′i(q∗i )− p(Q∗)− q∗i p′(Q∗)

q∗1, . . . , q
∗
N cumpre as relações (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17) e portanto é uma solução otima

do problema EP (Q∗). Além disso, se Q∗ > 0, então qi > 0 para algum i ∈ {1, . . . , N};
logo, desde que q∗1, . . . , q∗N resolve o EP (Q∗), por (4.16) temos que µi = 0 e substituindo
em (4.14) concluimos que λ = 0, isto completa a demostração do teorema.

Corolário 4.3. Se (q∗1, . . . , q∗N) e (q̂1, . . . , q̂N) são soluções de equilíbrio distintas, então
N∑
i=1

q∗i 6=
N∑
i=1

q̂i

Demonstração. Segue diretamente da unicidade de uma solução ótima para o problema
EP (Q) para um Q ≥ 0 dado.

Até agora, reduzimos a tarefa de encontrar uma solução de equilíbrio à de encontrar
uma quantidade Q∗ para a qual o problema EP (Q∗) possui um multiplicador dual ótimo
associado à restrição (4.12) com valor zero. Para então, o teorema 4.2 afirma que a solução
ótima (q∗1, . . . , q∗N) para o problema EP (Q∗) é uma solução de equilíbrio. Além disso, o
Teorema 4.2 mostra que, se existir uma solução de equilíbrio, então, um deve ser capaz
de realizar esta tarefa. Para este fim, demonstramos a seguir uma propriedade crucial da
variável λ quando é vista como uma função de Q para Q ≥ 0. Ou seja, mostra-se que,
λ(Q) é uma função contínua não crescente de Q . A importância desta propriedade de
um ponto de vista algorítmico é claramente evidente. Para estabelecer esse resultado,
precisaremos usar as seguintes lemas.

Lema 4.2. Considere o problema EP (Q) e seja qi(Q), λ(Q), µi(Q), i = 1, . . . , N , as
soluções ótimas de KKT fornecidas por (4.14) - (4.17) . Então, qi, λ e µi são funções
contínuas de Q em (0,+∞) para i = 1, . . . , N .

Demonstração. Denote a função objetivo de EP (Q) por F (q,Q) e seja v(Q) o valor da
função objetivo ótimo. Isto é,

F (q,Q) = P (Q)
N∑
i=1

qi + 1
2p
′(Q)

N∑
i=1

q2
i −

N∑
i=1

fi(qi)

v(Q) = F (q(Q), Q) (4.18)

onde q(Q) = (q1(Q), . . . , qN(Q)). Pode ser verificado em [20] que v(Q) é contínua em
(0,+∞). Assim, dada uma seqüência não negativa Qn → Q, Q > 0, segue-se que

v(Qn) = F (q(Qn), Qn)→ v(Q) = F (q(Q), Q) (4.19)
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Além disso, como (Qn) é convergente, ela também é limitada. Então, considerando a
norma da soma temos que existe c > 0 tal que:

‖q(Qn)‖ =
N∑
i=1

qi(Qn) = Qn ≤ c

Logo, a seqüência (q(Qn)) é limitada e portanto possui uma subseqüência (q(Qnk)) conver-
gente. Isto é, existe q̄ = (q̄1, . . . , q̄N) tal que:

lim
k→+∞

q(Qnk) = q̄ (4.20)

Suponha que q̄ 6= q(Q). Então, desde que a função ψ(x) =
N∑
i=1

xi é continua, para todo

x = (x1, . . . , xN) ∈ RN e como

ψ(q(Qnk)) =
N∑
i=1

qi(Qnk) = Qnk , lim
k→+∞

Qnk = Q , q(Qnk) ≥ 0 para cada k ∈ N (4.21)

De (4.21) e (4.20) segue-se que:

lim
k→+∞

ψ(q(Qnk)) = lim
k→+∞

Qnk = Q = ψ(q̄)

Isto é:
N∑
i=1

q̄i = Q e q̄ ≥ 0 (4.22)

Isso significa que q̄ é viável para EP (Q). Mas como F é uma função contínua, temos que:

lim
k→+∞

F (q(Qnk), Qnk) = F (q̄, Q)

Logo, a unicidade do limite e (4.19) implicam que:

F (q̄, Q) = F (q(Q), Q) (4.23)

Então, (4.23) implica que o problema EP (Q) tem dois maximizadores diferentes; o que
contradiz a unicidade de q(Q) para o Q > 0 dado. Assim, q é contínua em (0,+∞).
A continuidade das variáveis de KKT λ e µ = (µ1, . . . , µN) agora segue-se diretamente de
(4.14) - (4.17). De fato; seja Q > 0, de (4.15) tem-se que qi > 0 para algum i ∈ {1, . . . , N},
então graças a (4.16) temos que µi = 0, agora substituindo isto em (4.14) obtemos:

λ(Q) = p(Q) + p′(Q)qi(Q)− f ′i(qi(Q)) (4.24)

E como p, p′, f ′i e qi são todas funções contínuas, Segue-se que λ é contínua. A equação
(4.14) então mostra que µ é contínua.

A seguinte proposição é importante para provar o Lema 4.3.



85

Proposição 4.1. Seja X ⊆ R e f : X −→ R derivável à direita no ponto a ∈ X ∩X ′+.
Se f ′+(a) > 0, então existe δ > 0 tal que x ∈ X, a < x < a+ δ implica que f(a) < f(x).

Demonstração. A demonstração pode ser encontrada na referência [14].

Lema 4.3. Considere o problema EP (Q) e seja q, λ, µ representam a solução para o
sistema de (4.14) - (4.17). Definir mais o conjunto

I =
{
i ∈ {1, . . . , N} : D+

Q(qi) > 0
}

(4.25)

Onde D+
x (.) denota a derivada pela direita do argumento em relação a x. Então

λ = p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi) para i ∈ I (4.26)

Além disso, (4.26) é válido para cada i ∈ I, e Q que varia de Q para Q + ε para algum
ε > O.

Demonstração. O resultado é claro para qualquer i ∈ I satisfazendo qi > 0, pois neste
caso, graças à equação (4.16) temos que µi = 0; assim, cumpre-se (4.26). Portanto, dado
qualquer Q > 0 e i ∈ I, suponha que qi(Q) = 0, vamos mostrar que µi(Q) = 0. Por
contradição, suponha que µi(Q) > 0 para algum i ∈ I. Logo, como i ∈ I, temos que
D+
Q(qi) > 0. Então, pela proposição 4.1 existe δ > 0 tal que:

0 = qi(Q) < qi(Q̄) para todo Q̄ > 0 e Q < Q̄ < Q+ δ

Agora considere 0 < ε < δ e Q̄ = Q + ε, então 0 < qi(Q + ε). Logo, da equação (4.16)
tem-se que µi(Q+ ε) = 0. Mas, por outro lado, sabemos que µi é contínua em Q e pela
hipótese auxiliar µi(Q) > 0, então µi(Q+ ε) > 0 para ε suficientemente pequeno, isto é
uma contradição. Logo, temos que µi(Q) = 0 para todo i ∈ I, então de (4.14) obtemos:

λ = p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi) para todo i ∈ I

Assim, verifica-se (4.26). Além disso, da demonstração, observe que (4.26) também é
valida no intervalo [Q,Q+ ε] para algum ε > 0.

Lema 4.4. Considere o problema EP (Q) e seja λ(Q) o multiplicador dual associado à
restrição (4.12), suponha que fi são funções convexas para i = 1, . . . , N , a função de
demanda inversa p é estritamente decrescente e Qp(Q) é uma função côncava Então, λ é
uma função não crescente de Q, Q ≥ 0.

Demonstração. Seja Q ≥ 0, vamos mostrar que D+
Q(λ) ≤ 0. Definindo I como em (4.25),

o Lema 4.3 afirma que (4.26) também é valida no intervalo [Q,Q+ ε], para algum ε > 0;
então, substituindo (4.26) em (4.14) tem-se:

p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi)− (p(Q) + p′(Q)qi − f ′i(qi)) + µi = 0, para todo i ∈ I
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Então µi = 0 em [Q,Q+ ε] para todo i ∈ I. Logo, segue-se que D+
Q(µi) = 0 para cada

i ∈ I. Consequentemente, a partir de (4.26) e regra da cadeia, obtemos para cada i ∈ I,

D+
Q(λ) = p′(Q) + qiD

+
Q (p′(Q)) + p′(Q)D+

Q(qi)−D+
qi

(f ′i(qi))D+
Q(qi) (4.27)

Adicionando (4.27) sobre i ∈ I, obtemos:∑
i∈I

D+
Q(λ) =

∑
i∈I

p′(Q) +
∑
i∈I

qiD
+
Q (p′(Q)) +

∑
i∈I

p′(Q)D+
Q(qi)−

∑
i∈I

D+
qi

(f ′i(qi))D+
Q(qi)

Agora, fazendo
∑
i∈I

1 = |I| = r ≥ 1, tem-se o seguinte:

rD+
Q(λ) = rp′(Q) +D+

Q (p′(Q))
∑
i∈I

qi + p′(Q)
∑
i∈I

D+
Q(qi)−

∑
i∈I

D+
qi

(f ′i(qi))D+
Q(qi)

Assim, temos:

rD+
Q(λ) = p′(Q)

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
+D+

Q (p′(Q))
∑
i∈I

qi −
∑
i∈I

D+
qi

(f ′i(qi))D+
Q(qi)

Como fi é convexa e continuamente diferenciável, então D+
qi

(f ′i(qi)) ≥ 0 para cada
i = 1, . . . , N . Além disso, como D+

Q(qi) > 0 para todo i ∈ I, nós obtemos:

rD+
Q(λ) ≤ p′(Q)

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
+D+

Q (p′(Q))
∑
i∈I

qi (4.28)

Se
∑
i∈I

qi = 0 em qualquer Q, então

rD+
Q(λ) ≤ p′(Q)

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
.

Logo, como p′(Q) < 0 e
[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
> 0, então D+

Q(λ) < 0. Portanto, suponha que
∑
i∈I

qi > 0. Assim, multiplicando (4.28) por Q∑
i∈I

qi
≥ 0 obtemos o seguinte:

Q∑
i∈I
qi
rD+

Q(λ) ≤ Q∑
i∈I
qi

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
p′(Q) +QD+

Q (p′(Q)) (4.29)

Por outro lado, como
∑
i∈I

qi ≤
N∑
i=1

qi = Q, temos que 1 ≤ Q∑
i∈I
qi

e como r ≥ 1, isto implica

que
1 ≤ Q∑

i∈I
qi
r (4.30)

Além disso,
N∑
i=1

qi(Q) = Q, então
N∑
i=1

D+
Q(qi) = 1. Assim,

N∑
i=1

D+
Q(qi) =

∑
i∈I

D+
Q(qi) +

∑
i/∈I

D+
Q(qi) = 1.
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Mas D+
Q(qi) ≤ 0 ∀ i /∈ I; logo,

∑
i∈I

D+
Q(qi) = 1−

∑
i/∈I

D+
Q(qi) ≥ 1,

portanto, temos que
1 ≤ Q∑

i∈I
qi

∑
i∈I

D+
Q(qi) (4.31)

Agora, adicionando (4.30) e (4.31), obtemos:

2 ≤ Q∑
i∈I
qi

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]

Em seguida, multiplicando por p′(Q) < 0 em ambos lados da desigualdade, obtemos:

Q∑
i∈I
qi

[
r +

∑
i∈I

D+
Q(qi)

]
p′(Q) ≤ 2p′(Q) (4.32)

Logo, a partir de (4.29) e (4.32) segue-se

Q∑
i∈I
qi
rD+

Q(λ) ≤ 2p′(Q) +QD+
Q (p′(Q)) = D+

Q

{
d

dQ
[Qp(Q)]

}
(4.33)

Mas, pela hipótese geral, a função Qp(Q) é concava, então D+
Q

{
d

dQ
[Qp(Q)]

}
≤ 0. Logo,

de (4.30) e (4.33) segue-se que D+
Q(λ) ≤ 0 para Q > 0. Portanto a função λ é não-

crescente.

A importância do Lema 4.4 é uma caracterização da família de problemas {EP (Q)}.
Em particular, se para algum Q1 um resolve EP (Q1) e encontra λ(Q1) > 0, então segue
que o aumento de Q para Q2 > 0 resultará em λ(Q2) ≤ λ(Q1). Uma vez que se procura
um Q∗ tal que λ(Q∗) = 0, a monotonicidade de λ garante que sempre se pode mover na
direção correta.
O próximo lema aborda a questão do conjunto de soluções de equilíbrio e sua unicidade
em condições de regularidade bastante fracas.

Lema 4.5. Sob as hipóteses do lema 4.4, definir o conjunto

S =
{
Q :

N∑
i=1

qi = Q , para uma solução de equilíbrio (q1, . . . , qN)
}
.

Então S é um conjunto convexo. Além disso, se uma das seguintes três condições adicionais
se mantiver para o mercado oligopolista, e se S 6= ∅, então S é um conjunto unitario e
portanto, existe uma solução de equilíbrio única:

i) fi são estritamente convexas para i = 1, · · · , N .
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ii) Qp(Q) é estritamente côncava, Q > O.

iii) p(Q) é convexa, Q > 0.

Demonstração. Uma vez que λ é uma função não-crescente e contínua de Q (Lemma 4.4 e
Lemma 4.2) e como Q ∈ S se e somente se EP (Q) tiver λ(Q) = 0 na otimidade (Teorema
4.2), então S = λ−1(0). Logo, S é um conjunto convexo. Além disso, a partir da prova
do Lema 4.4, segue-se que, se cumpre-se uma das condições estabelecidas, então λ é uma
função estritamente decrescente de Q e portanto injetiva. Por isso, se existe uma solução
de equilíbrio, então o Teorema 4.2 implica que deve corresponder a λ = 0, que deve ser
para um valor único de Q. Isto é, se Q1, Q2 ∈ S, então λ(Q1) = 0 = λ(Q2) implica que
Q1 = Q2. Assim S é um conjunto unitario. Mas o EP (Q) possui uma solução ótima única
para cada Q. Assim, existe uma solução de equilíbrio única. Isso completa a prova.

O estágio agora está definido para descrever o procedimento algorítmico para
determinar um equilíbrio de Nash (q∗1, q∗2, · · · , q∗N ) para a estrutura do mercado oligopolista.
Primeiro, derivamos limites superiores e inferiores aplicáveis a todos os elementos em S, o
conjunto de todas as soluções de equilíbrio. Esses limites superiores e inferiores na produção
total correspondem a um equilíbrio assumindo, em primeiro lugar, um mercado em que o
custo marginal é igual ao preço e, segundo, uma estrutura de mercado monopolista. Os
dois programas (convexos) a serem resolvidos são:

Maximizar
∫ Q

0
p(x)dx−

N∑
i=1

fi(qi)

N∑
i=1

qi −Q = 0 (λ) (4.34)

qi, Q ≥ 0

Maximizar Qp(Q)−
N∑
i=1

fi(qi)

N∑
i=1

qi −Q = 0 (λ) (4.35)

qi, Q ≥ 0

Seja Qu e Ql (parte de) uma solução ótima para (4.34) e (4.35), respectivamente. Em
seguida, resolver EP (Ql) e EP (Qu) para obter λ(Ql) e λ(Qu). O próximo lema demonstra
a utilidade e a razão para obter Ql e Qu.

Lema 4.6. Para qi, Q ≥ O, suponha que Qp(Q) seja côncava, p(Q) é estritamente
decrescente, e cada fi(qi) é convexa. Então, se Ql, Qu existem, obtém-se:

a) λ(Ql) ≥ 0 ≥ λ(Qu)
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b) Ql ≤ Q ≤ Qu para cada Q ∈ S

Demonstração. a) Primeiro, seja (qu, Qu) uma solução óptima para (4.34). Então,

p(Qu)− f ′i(qui) ≤ 0 i = 1, · · · , N

de modo que:
p(Qu) + quip

′(Qu)− f ′i(qui) ≤ 0 i = 1, · · · , N (4.36)

Agora, considere EP (Qu) e seja q̂ a solução única. Suponha que λ(Qu) > 0. Definir
I = {i : q̂i > 0}. Assim, temos:

λ(Qu) = p(Qu) + q̂ip
′(Qu)− f ′i(q̂i) > 0 i ∈ I (4.37)

De (4.36) e (4.37) segue-se que q̂i < qui i ∈ I.
Mas

Qu =
N∑
i=1

q̂i =
∑
i∈I

q̂i

e desde que: ∑
i∈I

q̂i <
∑
i∈I

qui ≤ Qu

Uma contradição é obtida. Assim, λ(Qu) ≤ 0.
Em seguida, seja (ql, Ql) uma solução óptima para (4.35). Então

p(Ql) +Qlp
′(Ql)− f ′i(qli) = 0 i ∈ I (4.38)

Onde I = {i : qli > 0}. Agora, considere o EP (Ql) e seja q̂ a solução única. Suponha que
λ(Ql) < 0. Então,

λ(Ql) = p(Ql) + q̂ip
′(Ql)− f ′i(q̂i) i ∈ J (4.39)

Além disso,
0 > λ(Ql) ≥ p(Ql)− f ′i(0) i ∈ J̄ (4.40)

Onde J = {i : q̂i > 0} e J̄ = {1, 2, · · · , N} − J .
Agora mostramos que I = J . Suponha que existe um k ∈ I tal que k /∈ J . Então,

0 > p(Ql)− f ′k(0) ≥ p(Ql)− f ′k(qlk)
> p(Ql) +Qlp

′(Ql)− f ′k(qlk) = 0

Assim, de (4.38) e (4.39) segue-se que: q̂i > qli para cada i ∈ I.
Mas por construção: ∑

i∈I
q̂i =

∑
i∈I

qli = Ql

Isto é uma contradição. Por tanto, λ(Ql) ≥ 0.
A parte (b) segue-se do teorema 4.2 e os lemas 4.4 e 4.5.
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Como resultado final dessa análise matemática, fornecemos uma prova alternativa
para a existência de uma solução de equilíbrio.

Teorema 4.4. Suponha que p(Q) seja estritamente decrescente, Qp(Q) é côncava e que
cada fi(qi) é convexa, q ≥ 0, Q ≥ O. Além disso, assumir que existem soluções (qu, Qu)
e (ql, Ql) para os mercados competitivos e monopolísticos, ou seja, existem soluções para
(4.34) e (4.35) respectivamente. Então, existe uma solução de equilíbrio (q∗, Q∗) para o
mercado oligopolista com Ql ≤ Q∗ ≤ Qu. Além disso, (q∗, Q∗) é único no caso de qualquer
uma das três condições valha:

a) p é convexa

b) fi é estritamente convexa para cada i = 1, · · · , N

c) Qp(Q) é estritamente côncava,

tudo na linha real não negativa.

Demonstração. Pelo Lema 4.6 observa-se que λ(Ql) ≥ 0 ≥ λ(Qu) e como λ é contínua
(Lema 4.2), deve seguir-se que existe Q∗ ∈ [Ql, Qu] tal que λ(Q∗) = 0. Do teorema 4.2
segue-se que (q∗, Q∗) é uma solução de equilíbrio para o mercado oligopolista. A afirmação
de unicidade segue do lema 4.5.

Corolário 4.5. Suponha que existe uma solução (qu, Qu) para o problema competitivo
(4.34). Se fi(0) < p(0) para cada i = 1, 2, · · · , N , então existe um equilíbrio (q∗, Q∗) para
o mercado oligopolista com 0 < Q∗ ≤ Qu.

Demonstração. Uma vez que p(0) > fi(0) para i = 1, 2, · · · , N , segue-se que λ(0) > 0.

Para resumir, pode-se começar com o intervalo [QL, QU ] = [Ql, Qu] e realizar uma
pesquisa direta de bisecção para determinar uma raiz de λ. Para cada Q selecionado,
o problema EP (Q) é resolvido e λ(Q) é assim avaliado. Uma solução de equilíbrio
corresponde ao valor de Q para o qual λ(Q) = 0. Ao invés de um método de bissecção
simples, descobrimos que se pode acelerar a busca alternando a interpolação linear uma vez
que o limite superior inicial QU seja revisado. Quando isso ocorre, os valores subsequentes
do iterar Q são determinados por:

Q = λLQU − λUQL

λL − λU

onde λL = λ(QL) e λU = λ(QU).
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4.3 Exemplo de equilibrio do modelo de Nash - Cournot

Como ilustração da metodologia proposta, nesta seçao vamos apresentar um modelo
de oligopolio com 5 empresas, em que cada uma das quais possui funcão de custo total da
forma:

fi(qi) = ciqi + βi
βi + 1K

−1/βi

i q
(βi+1)/βi

i (4.41)

Observe que
f ′i(qi) = ci +K−1/βiq

1/βi

i (4.42)

Isto é, a curva de oferta marginal da empresa i é derivada de uma curva de oferta de
elasticidade constante

qi = Kip
βi
i

traduzido por uma constante ci. A especificação dos parâmetros para estas cinco empresas
é mostrada na Tabela 1. Além disso, para este exemplo, assume-se que a curva de demanda

Empresa ci Ki βi

1 10 5 1.2
2 8 5 1.1
3 6 5 1.0
4 4 5 0.9
5 2 5 0.8

Tabela 1 – Especificação de parâmetros para o exemplo numérico

é dada por:
Q = 5000p−1.1 ou p(Q) = 50001/1.1Q−1/1.1 (4.43)

Como vimos acima pode-se determinar a solução do equilíbrio de três formas:

(i) Usamos o algoritmo chamado FDIPA (Feasible Direct Interior Point Algorithm)
proposto por José Herskovits (ver [4], [5], [6]) para calcular a solução ótima do
problema EP (Q) segundo a metodologia proposta em [20].

(ii) Usamos o algoritmo chamado FDA-MNCP (Feasible Direct Algorithm) (proposto
em [19], [18]) para resolver o MiCP (G,H) definido por (4.9)-(4.10).

(iii) Finalmente, usamos o algoritmo FDA-NCP proposto por Mazorche e Herskovits (ver
[18], [7]) para resolver o NCP (H) dado por (4.11).

Assim, a solução de equilíbrio de Nash (estimativa) usando os três algoritmos citados
acima, com tolerância de 10−6, é dada pelos valores de q∗i descritos na tabela 2 para cada
empresa i = 1, · · · , 5, onde a saída de equilíbrio total é dada por Q∗ = 204.2966.
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Empresa q∗i
1 36.9328
2 41.8184
3 43.7068
4 42.6594
5 39.1791

Tabela 2 – Estimativas das soluções de equilíbrio de Nash.

Para inicializar o procedimento algorítmico descrito em (i) são obtidos limites superiores
e inferiores sobre a produção total do oligopólio. Esses limites correspondem a soluções
ótimas para (4.34) e (4.35), Ou seja, as soluções para estruturas de mercado competitivas e
monopolísticas. As soluções ótimas para (4.34) e (4.35) resultam em Qu = 235.4 e Ql = 40,
respectivamente. Assim, pelo Lema 4.6, a saída de equilíbrio oligopolístico total está no
intervalo [Ql, Qu] ≡ [40.0, 235.4].
Logo, usando o algoritmo FDIPA para resolver problemas EP (Q), obtemos 6 iterações
para calcular o número de Q ≥ 0, onde para cada Q ≥ 0 calculado; o FDIPA resolveu
o problema EP (Q) com 5 iterações, dando un total de 30 iterações para determinar a
solução de equilíbrio dadas pelos valores de q∗i na tabela 2.
Usando o algoritmo FDA-MNCP descrito em (ii), obtemos 8 iterações para determinar a
solução de equilíbrio dada na tabela 2.
E o algoritmo FDA-NCP descrito em (iii), fez 12 iterações para calcular os valores da
solução de equilíbrio q∗i como mostra a tabela 2.
Foi usado o mesmo ponto inicial para os algoritmos FDIPA e FDA-MNCP, a saber
x0 = (20, 20, 20, 20, 20) e para o algoritmo FDA-NCP foi usado o ponto inicial x0 =
(100, 100, 100, 100, 100). Da tabela 3 observa-se que o algoritmo FDA-MNCP teve o melhor
desempenho, pois fez 8 iterações para determinar a solução de equilíbrio.

Algoritmo Iterações para encontrar q∗i
FDIPA 30

FDA-MNCP 8
FDA-NCP 12

Tabela 3 – Comparação dos Algoritmos para calcular o Equilíbrio de Nash.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho foi muito importante estabelecer condições necessárias e suficientes
para a existência de solução de uma inequação variacional (VI) e sua equivalência com
vários casos especiais de problemas de complementaridade (CP), assim como também, com
programas de otimização convexos; em particular, vimos a interconexão entre uma VI e
um problema de complementaridade misto (MiCP). Além disso, mostramos que o calculo
de um equilíbrio de Nash pode ser realizado resolvendo uma VI. Portanto, estas relações,
nos permitem determinar soluções numéricas para um caso de um problema de equilíbrio
de Nash, que pode ser resolvido como um MiCP, que por sua vez pode ser reescrito como
um NCP, ou resolvendo uma serie de programas convexos, usando os métodos descritos em
[20] e desenvolvidos neste trabalho. Cabe resaltar que só exibimos os resultados numéricos
sem aprofundar no estudo dos algoritmos aqui usados, no futuro pretendo continuar nesta
parte de algoritmos e análise numérico que ficou pouco explorada, por exemplo outros
problemas com mais empresas, colocar outros parâmetros na tabela 1, etc, para realizar
um estudo computacional que indique um algoritmo de melhor performance, fica também
como trabalho futuro comparar o melhor algoritmo com otimização miltiobjetivo para
resolver equilíbrios de Nash.
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