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Resumo

Neste trabalho vamos analisar as contribui¢oes da nao-comutatividade nos modelos
eletrodinamicos de Proca e Podolsky. O modelo de Proca nao-comutativo (NC) é origi-
nalmente nao invariante perante transformagoes de calibre. Neste trabalho obteremos,
através do método chamado “gauge unfixing” (GU), uma hamiltoniana invariante por
transformacoes de calibre. Em seguida, vamos estudar a versao NC do modelo eletro-
dinamico de Podolsky. Utilizando o produto Moyal e o mapeamento de Seiberg-Witten,
encontraremos uma lagrangeana para o modelo de Podolsky no espaco-tempo NC e, a par-
tir dai, analisaremos as contribui¢oes da nao-comutatividade para tal modelo. O primeiro
aspecto importante é a invariancia de calibre. O modelo de Podolsky ¢ originalmente in-
variante de calibre porém, no espago-tempo NC, a lagrangeana nao é invariante perante as
mesmas tranformacgoes. Utilizando o método de Noether, encontraremos uma agao dual
invariante de calibre e as simetrias serao calculadas. Em seguida é feita a quantizacao
do modelo de Podolsky NC através de dois métodos, o método de Dirac e o método de
Faddev-Jackiw. Uma comparagao sera feita entre os dois métodos.

Palavras chave: Espaco-tempo nao-comutativo, invariancia de calibre, mo-
delo de Proca nao-comutativo, modelo de Podolsky nao-comutativo, método

de Dirac, método de Faddeev-Jackiw, “gauge unfixing”
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Abstract

In this work we will analyse the contributions of non-commutative (NC) to the Proca
electrodynamics and also Podolsky’s electrodynamics. The NC Proca model is originally
not gauge invariant. Here we find, through the gauge unfixing method, a gauge invariant
Hamiltonian. With respect to the Podolsky model, we used de Moyal product and the
Seiberg-Witten map to analyze the NC contributions to this model. The first important
aspect is the gauge invariance. The Podolky model is originally gauge invariant, however,
in NC space the Lagrangian in not gauge invariant through the same transformations.
Using the Noether method, we find a dual action gauge invariant and we calculate the
symmetries. Then, we make the quantization for the NC Podolsky model through two
formalism: the Dirac and the Faddev-Jackiw. A comparison is make between this two
methods.

Keywords: Gauge unfixing formalism, gauge invariance, noncommutative
Proca model, noncommutative Podolsky model, Dirac method, Faddeev-Jackiw

method
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Capitulo 1
Introducao

O primeiro artigo sobre um espago-tempo nao-comutativo (NC) foi produzido por Sny-
der em 1947 [1]. Seu trabalho foi motivado pela necessidade de controlar as divergéncias
que aparecem em teoria quantica de campos como, por exemplo, a eletrodinamica quantica.
A ideia de um espaco-tempo NC é inspirada na mecanica quantica, introduzida original-
mente por Heisenberg, onde em um espaco de fase quantico, os operadores hermitianos i*

e p; satisfazem as relacoes de incerteza
[, p;] = ihdl, (1.1)

onde T e p sao os operadores posi¢ao e momento respectivamente.

O objetivo era utilizar uma estrutura NC para as coordenadas do espago-tempo em
pequenas escalas e com isso introduzir um corte no regime ultravioleta. Entretanto, C. N.
Yang [2] demonstrou que as divergéncias ndo desaparecem.

Além disso, nessa mesma época, as técnicas de renormalizacao em Teoria Quantica de
Campos ja se mostravam extremamente eficazes. A capacidade de previsao de grandezas
da eletrodinamica quantica era muito boa, o que fez com que essa ideia ficasse esquecida
por um certo tempo.

Em 1980, A. Connes [3] publicou um trabalho pioneiro sobre o que atualmente co-
nhecemos como geometria diferencial Euclidiana. Connes desenvolveu um tratamento
geométrico diferencial do Toro NC. Posteriormente, descobriu uma homologia de corren-
tes para dlgebra de operadores, a cohomologia ciclica [4, 5].

Atualmente existem varios motivos teéricos para introduzirmos a nao-comutatividade
das coordenadas. Um deles é a aplicacao em Gravitacao Quantica, que é desenvolvida
em uma escala da ordem da escala de Planck, sendo que esta, segundo De Witt [6, 7, §],
possui um principio de incerteza que impede a medida de posi¢coes com uma precisao maior
do que o comprimento de Planck. O momento e a energia necessarios para realizar tal
medida modificam a geometria nesta escala. A ideia é modelar estes efeitos através de
certas relacoes de nao comutagao entre as coordenadas.

Com relacao as coordenadas do espaco-tempo, temos simplesmente que o operador &



obedece a seguinte relagao de comutagao
[ZH, 27] =", (1.2)

onde i e v sao indices do espago-tempo n-dimensional e ## é uma matriz antissimétrica
podendo ser constante ou nao. Da relagao anterior, pode-se perceber a relagao de incerteza
entre os operadores coordenadas, o que leva a problemas de nao localidade e a quebra da
invariancia de Lorentz.

Recentemente foi demonstrado [9] que cordas abertas cujas extremidades estao ligadas
em uma 2D-brana, em presenca de um campo magnético B , agem como dipolos elétricos
do campo de calibre da brana, onde as extremidades vivem sobre campos de calibre no
espago-tempo NC determinado por (1.2).

Em um trabalho seminal, Edward Witten e Nathan Seiberg [10] mostraram que Teoria
Quantica de Campos no espago-tempo NC pode ser obtida como um limite da Teoria de
Cordas. Os efeitos da nao-comutatividade podem ser sistematicamente estudados de uma
maneira pertubativa através do chamado mapeamento de Seiberg-Witten (SW).

Teorias de calibre no espago-tempo NC agora podem ser tratadas como teorias de
calibre usuais com os mesmos graus de liberdade porém, com o parametro adicional de
deformacao 6. O mapeamento de SW nos permite formular um principio da acao em
termos dos campos usuais comutativos, assim a lagrangeana efetiva da acao é expandida
como séries dos termos originais mais o parametro 6.

Com isso, a atencao da comunidade cientifica voltou-se novamente para a
nao-comutatividade em fisica e varios trabalhos foram produzidos. Houve aplicacao do
mapeamento de SW em vérios modelos como eletromagnetismo de Maxwell [11], modelo
de Maxwell-Chern-Simmons [12], modelo de Proca [13], entre outros.

Atualmente é de conhecimento geral que a invariancia de calibre é fundamental no Mo-
delo Padrao de fisica de particulas. Consequentemente, as investigacoes sobre a invariancia
de calibre dos diversos modelos tedricos e de como obter modelos que sejam invariantes
de calibre é um procedimento importante em diversas areas da fisica teorica.

Teorias que possuem termos com derivadas de ordem superior na lagrangeana fo-
ram estudadas inicialmente com o objetivo de resolver o problema de renormalizagao do
campo gravitacional inserindo um termo quadratico do escalar curvatura na lagrangeana
de Einstein-Hilbert [14]. Atualmente, tais lagrangeanas sao utilizadas como um método de
regularizacao da divergéncia ultravioleta de teorias invariantes de calibre supersimétricas
[15].

A eletrodinamica de Podolsky [16, 17, 18] surgiu com o objetivo de eliminar a di-
vergéncia que aparece na eletrodinamica de Maxwell em curtas dirtancias. Assim, na
eletrodinamica de Podolsky a energia associada a uma particula pontual é finita.

Neste trabalho iremos analisar as contribui¢oes da nao-comutatividade, via mapea-

mento de SW, nos modelos eletrodinamicos de Proca e de Podolsky. Analisaremos as



relacoes de vinculos de tais modelos e consequentemente sua invariancia por transformacoes
de calibre.

Para o modelo de Proca, analisaremos os resultados a partir do trabalho desenvolvido
por F. Darabi e F. Naderi [13], onde foi mostrado que, assim como no caso comutativo,
o modelo de Proca no espaco-tempo NC nao é invariante perante as transformacoes de
calibre do eletromagnetismo. Aqui, encontramos uma versao invariante de calibre para
o modelo de Proca no espago-tempo NC pelo método chamado “gauge unfixing” (GU)
[19, 20]. Os resultados foram publicados em [22].

Em seguida, é feita a andlise dos efeitos da nao-comutatividade sobre a teoria eletro-
dinamica generalizada de Podolsky. A teoria de Podolsky é, originalmente, invariante de
calibre. Aqui, no caso NC, a teoria deixa de ser invariante pelas transformagoes 6 A, = 0, A.
Uma nova simetria serd encontrada via método de Noether [23, 24, 25, 26, 27, 28]. Os
resultados foram publicados em [29].

Ainda com relagao a eletrodinamica de Podolsky no espaco-tempo NC, primeiramente
foi feita a andlise de vinculos. Os vinculos encontrados sao vinculos de primeira classe,
caracterizando assim uma teoria que possui simetrias de calibre. Tais simetrias foram
calculadas a partir dos vinculos. Posteriormente, obtivemos os parénteses de Dirac pelo
método de Dirac, ou seja, quantizacao canonica. Depois, os parénteses de Dirac sao obtidos
pelo formalismo simplético [30]. Uma comparagao é feita entre os dois métodos aplicados.

No capitulo 2, falaremos sobre a nao-comutatividade em Teoria Quantica de campos.
Discutiremos o produto Moyal e o mapeamento de SW.

No capitulo 3, discutiremos os métodos de quantizacao de sistemas vinculados de Dirac
e o método de Faddeev-Jackiw, bem como o método GU de conversao de vinculos.

No capitulo 4, encontraremos uma hamiltoniana, e uma lagrangeana, invariante de
calibre para o modelo de Proca no espago-tempo NC.

No capitulo 5, falaremos da eletrodinamica de Podolsky no espaco-tempo NC onde
discutiremos sua invariancia de calibre.

No capitulo 6, realizaremos a quantizagao do modelo de Podolsky no espago-tempo NC

via método de Dirac e Faddeev-Jackiw.



Capitulo 2

Nao-Comutatividade em Teoria

Quantica de Campos

2.1 Produto Moyal

Neste capitulo iremos discutir a teoria de campos em um espaco-tempo NC. O trata-
mento dos campos serd feito via produto Moyal [31]. Além disso discutiremos a importante
ligacao feita entre os campos no espago-tempo comutativo e NC via mapeamento de SW.

No espaco-tempo NC, a algebra usual deve ser substituida por uma algebra adequada a
esse espaco-tempo. Nesta secao faremos uma breve apresentacao desta algebra via produto
Moyal, onde apresentaremos as suas principais propriedades.

Seja uma algebra comutativa de funcoes em R”, o produto usual é dado por

(f - 9)(@) = f(x) - g(x). (2.1)

Se os campos definidos em R possuem decrescimento réapido no infinito, entdao podem

ser descritos pela sua transformada de Fourier

(k) = [ dPae i o(z), (2.2)

~

onde Q:S(—k:) = o(k) se o(z) for real.

Para a construcao de um espaco-tempo NC substitui-se as coordenadas locais z¢ € R
por operadores Hermitianos #° obedecendo as relagoes de comutagao (1.2). A chamada
quantizagao de Weyl fornece uma relagao um-para-um entre a algebra dos campos definida
em RP e esta algebra de operadores. Assim, cada funcao q@(w) possui seu respectivo

coeficiente de Fourier, sendo o simbolo de Weyl definido por

- & — 1 DL & (k) ekid’
Wil = & = o [ ki) (23)

onde os k! sdo c-nimeros e o operador de Weyl é hermitiano se ¢(x) ¢ uma funcao real.



A fim de definir o produto Moyal, vamos introduzir o operador

~

T(k) = eikiii,

que satisfaz as propriedades

T'(k) = T(=k),
TR)YT (k) = T(k + ke~ 2%k5¢”
zwdxk):(zwy?Ilau@.

Se introduzirmos a eq. (2.4) na eq. (2.3), obteremos

o5 [ AT (R0E)

agora, utilizando as propriedades (2.5), chegaremos a

o =

o(k) = (2m)PTr{&T (k)},

e essa expressao sera nossa motivagao para introduzirmos o produto Moyal.

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

Se substituirmos @ pelo produto <i>1<i>2, 0 campo qg(k) estara relacionado a qgl e A@

através de um produto diferente do usual, ou seja,

—_—

(61 % o) (k) = (2m)°Tr{®,D,TT(k)},

que com o auxilio das egs. (2.5) e (2.6) podemos encontrar

—_~—

(614 02)() = [ AW (1)dalh — W)e #H5"

—_—

ou seja, o produto (ngSl * ng) indica a transformada de Fourier de (ngﬁl * ¢22)

Sabemos que

kilk > = K|k >,
Tilx > = x4|x >,
<kl > = (k).
< zlgp > = @(x),
<klx > = ezm; :

(2m)2

assim, utilizando (2.10), podemos escrever, apés um longo trabalho algébrico,

(2.8)

(2.9)

(2.10)



~

R 1 T
(1% @2)(k) = (2m)2P /de’dedDye_’(k_k i T o0 OO0 6, (2)da(y),  (2.11)

COmo
(614 02)(w) = [aPke (G x da)(), (212)
o produto (¢ * ¢5) () fica
(61 % d2)(2) = X7y (1)daly)| (2.13)
z=y
ou ainda,
(1% do) () = 2" %% 6 (2)62(y)| . (2.14)
que é a definicao do produto Moyal.
O lado esquerdo da eq. (2.14) pode ser escrito como
(él * &2)(33) = 031(35) * ¢22($), (2.15)
assim,
S . O g\ -
(¢1 % do) () = ¢ (x)exp (%@QW (%V) Pa()
= ¢ (ﬂf)ﬁlgz(z) + ; % %[amﬁm...Gungbl(x)]9“1”19“2”2...9“"”" (00,00, ...0,,, 02()],
(2.16)

de onde a nao localidade é facilmente percebida pelo fato de possuir um nimero infinito
de derivadas.
Definido o produto Moyal, podemos discutir algumas propriedades que serao utilizadas

neste trabalho. Primeiramente, desenvolvendo a expressao (2.16), obtemos

51() 5 $ale) = Bu()a(a) + 500, (1)) + o202 070,0,61(2)0,0rh()
* %%Qwéepkégmauapaxﬁgl(x)auaxanéz(ff) +0(0"). (217)

A partir da eq. (2.17), é facil ver que a regra de derivacao para o produto Moyal é

au(ﬂgl % o) = 3,%;51 % g + by * 8u<;52, (2.18)



que possui a mesma forma do caso comutativo.

Outra importante propriedade do produto Moyal é com relagao aos termos quadraticos
da agao. O fato de existir um nimero infinito de derivadas, eq. (2.17), implica na nao loca-
lidade do produto Moyal. Porém, esta nao localidade nao aparece nos termos quadraticos

da acao. De fato,

[Pain(a) xa(o) = [ dPair(w)inta),
— [dPain(a)in(o)
= / dP gy (x) * ¢y (), (2.19)

assim,

/ P20, (2) * () = / 420,61 ()0 o), (2.20)

ou seja, de acordo com a eq. (2.19), apesar de haver um numero infinito de derivadas no
produto Moyal, isso nao ocorre nos termos quadraticos da ac¢ao, assim, essa nao localidade
nao aparece nestes termos.

Agora vamos considerar o caso em que os campos sao dados por ¢ (z) = i e ¢y(x) =
z¥. Pela eq. (2.17), temos

1
T w3 = MY+ 50”’\8@“8@”, (2.21)
ou ainda, utilizando o fato de que 9,z" = 01 e \z” = 0%, temos

Bk Y = APEY 4 — M (2.22)

de onde podemos perceber que o produto z* % ¥ possui uma parte simétrica e outra

antissimétrica. Assim, o comutador Moyal fica definido por

[ZH, 2V], = ot x ¥ — ¥ * xH, (2.23)

ou seja,

o i 1 o )
[2#,2"], = 2H3" + 59’“’ — vt — =0,

. . 2
— fg/w _ fgw

2 2°

(3 1
— Zgu g

2! Tt

[, 2"], = i6". (2.24)



onde na pentltima linha da equacao anterior utilizou-se o fato do tensor 0" ser antis-
simétrico, ou seja, O = —@"*,
E importante estender a definicao do produto Moyal para mais de dois campos. Para

o caso de trés campos, por exemplo, temos

~ ~

(61(2) * do()) * dy(x) = [€27" % G (2) G (y)]amy * b, (2.25)
que desenvolvendo fica,

~

(01() * $a(x)) * G3(z) = [d1(2)da(w)] * by + %9“” (0401 (), 05 ()] * 03 ()

+ %%9“”%0’”[8#3,)@51(x)auaxcgz] % §s(z) + ... (2.26)
de onde podemos inferir que
(61(2) * o)) * P3(x) = du(x) * (a(w) x P3(2)), (2.27)
ou ainda,
(¢1(2) * Ga(x)) * P3(w) = d1(x) * P () * Gs(2), (2.28)
e

/ 0P 2 () * () * dalx) = / P 2da(x) * 1 (2) * bala)
= / dPxds(z) * 3() * ¢y (). (2.29)

Como ja definimos anteriormente o comutador Moyal para dois campos, podemos ex-

tender tal definicao para o caso de trés campos. Assim,

que possui a mesma forma do caso comutativo.

Até aqui discutimos as principais propriedades do produto Moyal. Iremos agora aplicar
as propriedades expostas anteriormente a teoria U(1), ou seja, a teoria eletromagnética de
Maxwell, a fim de obter resultados importantes que utilizaremos neste trabalho.

Utilizando a propriedade da acao, eq. (2.19), temos que a agao da teoria U(1) coincide

com a usual. De fato,

1 N N
S = _Z/d4$Fuv x [V

1 PN
=1 / d'zF,, F". (2.31)



Porém, é no tensor de Maxwell que se encontram as contribuicoes da nao-comutatividade,

que no espaco-tempo comutativo é definido por

—ieF),, = [D,, D,), (2.32)
onde e ¢ a carga e D, é a derivada covariante definida por

D, =0, —icA,. (2.33)

No espago-tempo NC, temos que o comutador usual deve ser substituido pelo comuta-
dor Moyal, eq. (2.23). Assim

—ieF,, = [D,, D)., (2.34)

Desenvolvendo a expressao anterior temos

—ieF,, = —ie(0,A, — 0,A,) + (ie) (A, x A, — A, x A,), (2.35)
consequentemente,
E,, =0,A, —0,A, —ie[A,, A).. (2.36)

que ¢é o tensor eletromagnético no espaco-tempo NC.

A transformagao de calibre infinitesimal referente a eq. (2.36) é

0 A, = Dy —ilA, €| *. (2.37)

ou seja, a transformagao acima deixa a eq. (2.36) invariante.

Outro ponto importante que vale descatar é com relacao as equacoes de movimento
no espago-tempo NC. Realizando a variacao na eq. (2.31), temos que as equagoes de
movimento sao

~

ME,, —ie[A" F,], =0, (2.38)
que podem ser escrita na forma compacta
D" % F,, = 0. (2.39)

Apo6s termos discutido as principais propriedades do produto Moyal, veremos na préxima
secao os principais aspectos do chamado mapeamento de SW, que é uma conexao impor-

tante entre o espacos-tempos comutativo e NC.
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2.2 O mapeamento de Seiberg-Witten

Nessa secao faremos uma breve apresentacao do mapeamento de SW, onde mostraremos
algumas aplicagoes que serao tteis para o desenvolvimento do trabalho.

Nathan Seiberg e Edward Witten mostraram [10] que certas teorias no espago-tempo
NC sao equivalentes, e existe um mapeamento entre os campos de calibre comutativos e
NC’s. Sendo assim, os efeitos da nao-comutatividade podem ser sistematicamente estuda-
dos de uma forma perturbativa através do mapeamento de SW, que converte uma teoria
no espaco-tempo NC em uma teoria convencional no espaco-tempo comum.

Como exemplo, temos o mapeamento de SW aplicado ao campo vetorial. Este campo
no espago-tempo NC expresso em termos do campo no espaco-tempo comutativo é dado
por

A, =A, — %H’JUAP(&,AM + F,.), (2.40)

onde flu ¢ o campo no espago-tempo NC e A, no espago-tempo comutativo.
Pela eq. (2.36), podemos escrever o tensor eletromagnético definido no espago-tempo
NC como
EF,=08,A, —0,A, —ic(A, x A, — A, A,). (2.41)

Para realizar o mapeamento de SW, basta utilizar a definicao do produto Moyal, eq.
(2.17), e em seguida substituir a eq. (2.40) na eq. (2.41). Neste trabalho vamos descon-
siderar termos com a ordem maior ou igual a (6%), pois § tem valor na escala de Planck,
ou seja, valor muito pequeno, assim iremos desconsiderar tais contribuicoes. Portanto, o

mapeamento de SW aplicado no tensor F),, se escreve

A

Fo=F,+07°(F,F.—A0:,F.). (2.42)

Nas expressoes (2.40) e (2.42), podemos observar que quando o parametro da nao-
comutatividade 6 se anula obtemos novamente as expressoes originais, ou seja, no espago-
tempo comutativo.

A andlise da nao-comutativadade a luz do mapeamento de SW sobre a eletrodinamica
de Maxwell foi feita por S.I. Kruglov [11]. Introduzindo a eq. (2.42) na ac@o (2.31) e
desprezando termos de ordem maior ou igual a 6%, temos como resultado a densidade de

lagrangeana

1 1 1
»CMaa:well = ZFMVFNV + geaﬁFaﬂFle/w - EQQBFSFQVFMV + 0(02)7 (243)

onde 6p; = 0 porque traz problemas de unitariedade [50, 51].
A densidade de lagrangeana (2.43) pode também ser escrita em termos dos campo E

e B utilizando as relagoes
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A, =(4,iAy),
EZ' :Z.F’i47
1
B; =§€iijjk,
1
9i :§€ijk0jka (244)

onde 0y = %. Assim, utilizando as defini¢oes acima, temos que

EMaxwell = %(Ez - B2>[1 + (5 g)] - (5 E)(E ’ é) + 0(92) (245)

Utilizando as equagoes de Fuler-Lagrange

oL oL
8"8(8“14,,) ~a1 =0 (2.46)

na densidade de lagrangeana (2.43), obteremos as equagoes de movimento para a teoria

de Maxwell no epaco-tempo NC

1 1
OF"™ + 507 0u(F™ Fag) + 10 0u(F*7 Fag) = 070, (Fas ')

+ 0,50, (FapF¥) — 0050, (F**F"?) = 0, (2.47)

onde estamos considerando o caso livre de cargas e correntes, ou seja, J* = 0.



Capitulo 3

Métodos de quantizacao de sistemas

vinculados

Neste capitulo discutiremos os formalismos de Dirac, que é um método para quantizar
sistemas vinculados através do formalismo canonico de quantizacao, e o de Faddev-Jackiw,
que também realiza a quantizacao de sistemas vinculados, porém de uma forma geométrica.

Além disso iremos descrever um método de conversao de sistemas vinculados de se-
gunda classe para sistemas de primeira classe, que é o método GU. A importancia de
sistemas de primeira classe reside no fato de possuirem simetrias de calibre.

Primeiramente vamos descrever o método de quantizagao canonica a fim de mostrar
o porqué de nao ser possivel utilizar este método em sistemas vinculados. Em seguida
discutiremos o formalismo de Dirac de quantizacao de sistemas vinculados e, por fim, o
formalismo simplético de Faddeev-Jackiw.

Para apresentarmos os métodos acima citados, vamos fazer uma breve recordacao so-
bre os formalismos hamiltoniano e Lagrangeano. Para tanto, seja um sistema classico
possuindo N graus de liberdade, que representaremos por ¢; (i = 1,2, ..., N) que sao deno-
minadas coordenadas generalizadas, a funcao lagrangeana é uma funcao das coordenadas

e das velocidades generalizadas e, em caso geral, do tempo, ou seja,

L:L(Qla"'7QN7q'17"'7q'N7t)7 (31)

ou, numa notagao mais concisa,
onde?=1,..,NN.

Se nos instantes de tempo t; e t5 o sistema classico esta caracterizado pelas coordenadas
e velocidades generalizadas (g;(t1),di(t1)) e (qi(t2), ¢i(t2)) respectivamente, o principio de

Hamilton estabelece que a evolucao do sistema entre os instantes t; e t, é tal que

5= / " L((as(t), i), £)dt, (3.3)

t1

12
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que é a chamada acao. Esta acao deve possuir um valor minimo, por isso, o principio de
Hamilton é também conhecido como principio da minima agao.

Fazendo portanto
0S5 =0 (3.4)

obtemos

/ Z 8L5ql 5ql)d 0 (3.5)

que pOdGHlOS escrever co1mo

ta aL daL
/Z 90~ @G, )ddidt + Za 0, (3.6)

onde usamos o fato de 5% = %5.

Se todas as trajetérias comecam em g;(;) e terminam em g;(t), temos que

6qi(t1) = dqi(t2) = 0, (3.7)

assim, substituindo a eq. (3.7) na eq. (3.6), vem que

aL d dL
/ Z e —)dqidt = 0. (3.8)

Como as variagoes d¢; sao arbitrarias, a eq. (3.8) sé pode ser zero se

N

oL d oL
Z (5% - Eﬁ_ql)éqz =0, (3.9)

1=

e, além disso, como d¢; sao independentes

OL doL

que ¢ conhecida como equacao de Euler-Lagrange e nos da a evolugao temporal de um

(3.10)

sistema classico.
Agora vamos tratar do formalismo hamiltoniano. Para tanto, considere a expressao

geral dL, ou seja, a diferencial de L, logo,

oL oL .\ 0L
dL = Z(a dg; + aqidqi+dqi)+§dt. (3.11)

i=1
Além disso, vamos introduzir a definicdo de momento candnico conjugado a ¢;, que sera
fundamental na passagem do formalismo lagrangeano para o formalismo hamiltoniano, isto

¢,
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oL

i = - 3.12
Pi= g (3.12)
que juntamente com a eq. (3.10) podemos reescrever a eq. (3.11) como
~ oL
dL = 3" (fudgs + pidd; + dis ) + S dt, 3.13
> (Pidai + piddi + d; ) + 5 (3.13)

=1

Mas

N N N
> pidgi=d( Y pidi) = > didpi, (3.14)
i=1 =1 =1

assim, introduzindo a eq. (3.14) em (3.13), obtemos

N N oL
d( Zpiqz' —L) = Z (qudpi — pidgi) — Edta (3.15)
i=1 i=1
portanto,
N
H = Zpiqz‘ — L(¢, Gi» 1) (3.16)
i=1

que é uma fungao de ¢;, p; e t, ou seja, H(q;,pi,t), ao contrario da lagrangeana que é
fungao de ¢;, ¢; e t, ou seja, L(g;,qi,t). Podemos perceber, pela (3.16), que a transigao
entre os dois formalismo ¢ feita através de uma transformagao de Legendre.

A diferencial dH é dada por

OH OH OH
dH = ——dg; + ——dp;) + —, 3.17
zi:(@qiq+8pip)+8t (3.17)
assim, comparando as eqgs. (3.15) e (3.17), podemos identificar
e
q’L - apZ’
OH
= 3.18
p 90, (3.18)

que sao as chamadas equacgoes de movimento de Hamilton. Tais equacoes descrevem a
evolucao temporal das coordenadas generalizadas g; e p;.

Fazendo uma analise comparativa entre os dois formalismo aqui tratados, o formalismo
lagrangeano se desenvolve no espaco de configuragoes, definido por N coordenadas genera-
lizadas e a evolucao temporal do sistema é dada pelas equagoes de Euler-Lagrange, sendo
estas de segunda ordem. Por outro lado, o formalismo hamiltoniano é definido no espaco

de fase, sendo este 2N-dimensional varrido por N ¢is e N pls e a evolucao temporal do
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sistema ¢é dada pelas equagoes de Hamilton, que sao de primeira ordem.
Agora vamos definir uma relacao essencial para a transicdo da mecanica classica para
a mecanica quantica. Seja A(g;,pi,t) uma quantidade definida no espago de fase. Sua

evolucao temporal é dada por

dA Z(@A, 0A > 0A (3.19)

o 8—%Qi+a—mpi +§7

i

utilizando as equacoes de Hamilton obtemos

dA Z (8A OH 0A 8H> 0A (3.20)

dt dq; Op; B Op; 9g; * at’

%

onde podemos identificar

0AO0H 0AOH
4, H} = Z <3(1z‘ op: Opi a%’), (3:21)

que é o chamado parénteses de Poisson entre A e H.
Assim, a evolugao temporal de um operador A na mecanica classica é dada por
dA 0A
—={AH} + —. 3.22
N (322)
Na mecanica quantica, a evolucao temporal de um operador A, é dada pela seguinte
equacao
dA 1 0A
— =—|AH|+ — 3.23
dt iﬁ[’ ]+8t’ (3.23)
onde [A, H] é o comutador entre A e H. Podemos observar a semelhanca entre as eqs.
(3.22) e (3.23). Isso sugere que as relacoes quanticas devem ser obtidas das andlogas
classicas por substituicoes do tipo
1

{A, B} > —[A,H]. (3.24)

Pela relagao anterior, vemos que se determinarmos os parénteses de Poisson entre as

quantidades de interesse para um sistema classico, podemos promoveé-las posteriormente

em operadores simplesmente multiplicando pelo fator % No entanto, quando tratamos

de um sistema vinculado isso pode gerar inconsisténcias. Nas proximas secoes iremos
discutir dois métodos que tratam dessas inconsisténcias, o método de Dirac e o método

de Faddeev-Jackiw.
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3.1 O método de Dirac

Nesta secao apresentaremos o meio mais utilizado para quantizar sistemas vinculados,
o formalismo de Dirac. Este método foi desenvolvido por Paul Maurice Dirac em seu livro
“Lectures on Quantum Mechanics”[32]. Antes, porém, faremos uma breve digressao sobre
sistemas vinculados e o tratamento especial que deve ser dado ao quantiza-los pelo método
chamado de quantizagao canonica.

Seja uma teoria classica que possua um vinculo envolvendo coordenadas e momentos

I'(q,p) =0, (3.25)

onde g e p sao todas as coordenadas ¢; e momentos p;, respectivamente. Apesar do vinculo
possuir valor nulo, o parénteses de Poisson entre este vinculo e outra quantidade qualquer,

A por exemplo, da teoria pode nao ser nulo, ou seja,

{AT} #0, (3.26)

o que ¢ incoerente. Por isso, utilizamos a notacao

I'(q,p) =0, (3.27)

2

onde ” =~ 7 significa fracamente zero.
Sejam A e B duas quantidades de uma teoria. Na quantizacao canonica essas quanti-

dades transforman-se em operadores e os colchetes de Poisson em comutadores, ou seja,

(4,8} = (4, B), (3.28)

onde ¢ é a unidade imagindaria e h a constante de Planck dividida por 2.

Assim, se I' é um vinculo ao qual essa teoria estd sujeita, e o parénteses de Poisson
entre A e I' é ndao nulo, eq. (3.26), ao promovermos A e I" a operadores, [ serd um operador
nulo e, consequentemente, qualquer comutador envolvendo [ deve ser, necessariamente,
nulo. Portanto, hd uma clara inconsisténcia entre a quantizagao canodnica e a analise de
sistemas vinculados.

Vamos agora fazer uma breve apresentacao do método de Dirac a fim de explicar seus
seus principais aspectos.

Seja um sistema descrito pela lagrangeana L(g;,p;) no espaco de configuragoes N-
dimensional, com 7 = 1,2, ..., N, sendo ¢; as coordenadas generalizadas e ¢; as velocidades
generalizadas. A passagem para o formalismo hamiltoniano é feita introduzindo os mo-

mentos canonicos p;, onde p; se relaciona com a lagrangeana por

)
94

No caso de um sistema vinculado, ¢; e p; podem nao ser independentes e a relagao

Di (3.29)
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(3.29) pode resultar em vinculos. Estes vinculos, que surgem diretamente das relagoes dos

momentos canonicos, sao chamados de vinculos primarios e sao denotados por

Gm(qi; pi) ~ 0, (3.30)

onde m =1,2,...., M e M<N. Ou seja, um vinculo é uma relagao entre p}s e ¢is.

Seja entao, a hamiltoniana candnica

H.(qi,pi) = pidi — L(qi, 4i), (3.31)

ao passarmos do formalismo lagrangeano para o hamiltoniano, queremos realizar tran-
formacoes entre o espago de configuracoes (¢;, G;) e o espago de fase (g;, p;). O Jacobiano

para essa transformacao é determinado por
0*L
Wij = =%+,
04;0q;

onde W;; ¢ a chamada matriz Hessiana.

(3.32)

E facil ver, pela eq. (3.32), que quando o sistema nao possui vinculos, a matriz Hessiana

possui o determinante diferente de zero, ou seja,

det W # 0, (3.33)

e transformacoes do tipo (¢;, ¢;) — (¢, p;) s@o sempre possiveis. Neste caso, as egs. (3.29)
podem ser resolvidas para as velocidades generalizadas.

Entretanto, quando o sistema possui vinculos a matriz Hessiana é singular, ou seja,

det W = 0, (3.34)

e nem todo ¢; pode ser univocamente determinado em termos de ¢; e p;. Se existirem M
vinculos na teoria, havera M velocidades nessas condigoes.

O método de Dirac consiste em manter os vinculos que surgem na teoria e incorpora-los
a hamiltoniana. A fim de descrever o método de quantizagao de Dirac, vamos reproduzir
aqui o que foi feito em seu “Lectures on quantum Mechanics”[32]. Primeiramente, vamos

aplicar o principio de Hamilton a lagrangeana L, ou seja,

b
/ 5L =0, (3.35)

assim, pela eq. (3.31),

b
5 / (pig; — H,)dt = 0. (3.36)

Desenvolvendo a relagao anterior e usando a relagao
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OH., 0H.,
aqi 5qi + 8]91' 5]),, (337)

“T(_. OH, O,
/a |:(_pi - a—qz) 0q; + (qz- — o, > 5pz} dt = 0. (3.38)

Como dg; e dp; sao funcoes arbritarias do tempo, a Unica maneira da relagao anterior

| OH, AN
(pi + a—%> 0q; — (% — ap; ) op; = 0. (3-39)

Por outro lado, realizando uma varia¢ao na eq. (3.30), encontramos

0H,. =

encontramos

ser satisfeita é

Obm Obm,
0g; Op;

Se existirem M vinculos, havera igual nimero de equagoes desse tipo. Multiplicando a

0q; + op; = 0. (3.40)

eq. (3.40) por A, e adicionando a eq. (3.39), obtemos

. OH, O . OH, O
. ZIm ) Sgr — - A ) S A 41
(pz + 94, + A 90 ) dq; (+qz o, Am o, ) op; ~ 0, (3.41)

ou seja, temos M fungoes arbitrarias A, (p,q), que sao chamadas de multiplicadores de

Lagrange. De acordo com a eq. (3.41), podemos escrever

__OH. | 00,
pi =~ aqz m an )
, 0H., Obm
P~ )\m_a
g p; * Op;

(3.42)

que sao as equacoes de Hamilton para sistemas vinculados.

Logo, a nova hamiltoniana, onde agora os vinculos estao incorporados, fica
HT = Hc + )\m¢m7 (343)

que ¢é a hamiltoniana primaria.
Como dissemos anteriormente, pode haver mais vinculos. Estes sao incorporados a
teoria de maneira semelhante. Por exemplo, se houver K vinculos secundarios (M + K <

N), a chamada hamiltoniana total passa a ser

Hy = Ho+ M\, a=1,2,.... M+ K. (3.44)

Para verificar se ha novos vinculos devemos utilizar uma condicao de consisténcia, ou
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seja, condicao 6bvia de que vinculos nao evoluem com o tempo, assim,

Gm = {bm, Hr} = 0. (3.45)

De acordo com o parénteses de Poisson entre os vinculos ¢,, e ¢,, pode acontecer de

{Gm, Pn} = 0, se for esse o caso Hr = H,, assim a eq. (3.45) se reduz a

bm = {0, H,} ~ 0, (3.46)

que ¢ uma relacao de vinculo. Este pode ser um vinculo ja conhecido, ou pode ser um
novo vinculo. Os vinculos que surgem da relagao anteior serao denominados de vinculos
secundarios, por nao vir diretamente da definigao de momento.

Se, por outro lado, {¢m, ¢, } # 0, ndo obteremos uma relagao de vinculo, mas sim uma
relacao com o multiplicador de Lagrange A,,.

Este processo deve ser repetido para todos os vinculos, inclusive para os secundarios que
vao sendo obtidos. Os novos vinculos obtidos neste estagio do processo sao denominados
terciarios e assim por diante.

Uma outra classificacao importante com relacao aos parénteses de Poisson entre os
vinculos é, se um vinculo possuir parénteses de Poisson nulo com todos os outros vinculos
da teoria, ele é denominado vinculo de primeira classe. A existéncia de vinculos de primeira
classe significa que a teoria possui invariancia por transformagoes de calibre. Se, por outro
lado, o vinculo possuir parénteses de Poisson nao nulo com pelo menos um outro vinculo
da teoria, ele é denominado de segunda classe.

O método de Dirac consiste na fixacao de calibre, quebrando a simetria, levando assim
a novos vinculos. Assim a teoria passa a ser de segunda classe, ou seja, os parénteses de
Poisson entre os vinculos, inicialmente de primeira classe, e os originados da fixagao de
calibre serao nao nulos. Portanto, podemos quantizar a teoria de maneira canonica.

Para tanto, Dirac generalizou os parénteses de Poisson para teorias que contém vinculos,
numa expressao denominada parénteses de Dirac, que desempenhara o mesmo papel que
os parénteses de Poisson desempenham nas teorias sem vinculos. A expressao para os

parénteses de Dirac é

{A H.}p = {A, H.} — {A, ¢.}C, {ow, H.}, (3.47)

onde a matriz Cy é

Cab = {¢a7 Cbb}, (348)

ea=1,2,.. M + K.
A matriz C’L;)l s6 sera nao nula se os vinculos forem de segunda classe, ou seja, se os

vinculos forem de primeira classe os parénteses de Dirac serao os parénteses de Poisson.

Logo, a quantizagao pode ser realizada de maneira canonica através dos parénteses de
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Dirac

(A B}y — %[A, Bl. (3.49)

E importante perceber que agora vinculos valem fortemente nos parénteses de Dirac,

ou seja,
{A ¢a}p =0, (3.50)

assim, ndo ha mais inconsisténcias na eq. (3.49).
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3.2 Meétodo de quantizacao de Faddeev-Jackiw

O método de Dirac, desenvolvido na secao anterior, tem como objetivo determinar os
parénteses de Dirac e realizar a quantizacao de um sistema vinculado de maneira canonica.
Em 1988, L. Faddeev e R. Jackiw [33], mostraram que os parénteses de Dirac podem ser
obtidos de uma maneira geométrica, conhecido como formalismo simplético.

Na formulacao simplética usa-se uma notacao mais concisa para as coordenadas e
momentos. Denotaremos a quantidade Y*, onde o = 1,2,..., N, como o conjunto de

coordenadas e momentos, ou seja,

Yi = i,
YNt =p, (i=1,2,..N). (3.51)

Pelas relacoes anteriores, é facil ver que os parénteses de Poisson tomam a forma
(Yo, VF} = e (3.52)

onde €*? é um elemento da matriz

w01
(6’3)—<_1 0>, (3.53)

sendo 0 uma matriz nula e 1 a matriz indentidade, ambas N xN.

Se o sistema possuir vinculos, é natural que a generalizacao da eq. (3.52) seja do tipo
{ye,vo} = oo, (3.54)

onde f*? é um tensor antissimétrico e nao singular, denominado tensor simplético.
A fim de compreender como o formalismo simplético funciona, vamos repetir a andlise
feita na secao anterior, porém, no formalismo simplético. Assim, seja a lagrangeana de

primeira ordem

L=a,(Y)Y*=V(Y), (3.55)

onde V(Y) é o potencial de a,.

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange

d [ OL oL
& (M) ~ oya =0 (3.56)

na lagrangeana (3.55), encontramos
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fagY? = 0.V, (3.57)
onde 0, = a% e o tensor simplético é dado por
8@3 6aa
0 = - —. 3.58
fas v, v, (3.58)

Se fop € nao singular, podemos determinar sua inversa, assim, podemos expressar a
eq. (3.57) como
Ve = 80,V (3.59)

onde f*% é a inversa de fuz.

No entanto, se a lagrangeana (3.55) descreve um sistema vinculado, f** ¢ singular e
nao podemos expressar as velocidades como em (3.59).

A fim de tratar do formalismo simplético com vinculos vamos denotar f,3 por fc(yoﬁ)

. , 0
e digamos que este possua M vinculos, com M < 2N, e modos zeros w(n), com m =

1,2,..., M. Assim,

Fiw, =0, (3.60)
pela eq. (3.57), podemos escrever
009,V =0, (3.61)

que é um vinculo.

Neste ponto fica clara a diferenca entre os formalismos de Dirac e de Faddeev-Jackiw.
No formalismo simplético os vinculos sao usados com o intuito de ir deformando a estrutura
geométrica da teoria até obtermos o tensor simplético, isto é, se olharmos para a eq. (3.54)
vemos que o foco é o lado direito desta. J& no formalismo de Dirac podemos generalizar os
parénteses de Poisson incluindo os vinculos, até que todos os vinculos sejam considerados,
obtendo-se assim a forma final dos parénteses de Dirac.

Para obtermos uma deformacdo no tensor f(© introduzimos os vinculos na parte
cinética da lagrangeana (3.55), que é feito tomando-se a derivada temporal do vinculo.
Em seguida, incluimos esse resultado na lagrangeana por meio de um multiplicador de La-
grange. Ou seja, a deformacao produzida é um alargamento do espaco de configuragoes,

. .y, . . e 0 , .
assim, as varidveis simpléticas passam a ser (Y%, Aé}) e a nova lagrangeana ¢ escrita como

LO = O(¥)¥ £ AOQO — Oy, (3.62)
ou ainda,
LY = (aQ'(Y) + AQ 0,00y = VO(Y). (3.63)

Da lagrangeana (3.63), podemos identificar os vetores
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ol = a2+ D0, 0,
all) =0, (3.64)

assim, pela eq. (3.58), obtemos 0s novos tensores

f(l) (1)
=0, (3.65)

mn

O procedimento anterior sera repetido quantas vezes forem necessarias, até que det f #
0. Neste caso, teremos o tensor simplético da teoria e consequentemente os parénteses de
Dirac.

Se chegarmos a um ponto em que a matriz f*? é singular e os modos zeros nio corres-
pondem a novos vinculos, caso de uma teoria de calibre, deveremos realizar a fixagao de
calibre para definirmos o tensor simplético.

Como exemplo, vamos considerar o modelo de Skyrme em mecanica quantica. FEste
modelo é uma teoria que descreve os bérions e suas interacoes através de solucoes estaticas
com energia finita em um modelo sigma nao linear.

A hamiltoniana que descreve o modelo de Skyrme é

1

onde M é a massa do sétiton, A é o momento de inércia, a; a coordenada coletiva e m; o

momento conjugado a coodenada a;. Assim, a lagrangeana em primeira ordem fica

L(D) = mal - H
1
=ma; — M — 8)\7TZ7TZ + n(aza; — 1)
= ma; — VO (3.67)
onde
0)(-(0) 1
VPGT) =M+ gy it n(aia; — 1) (3.68)
e as variaveis simpléticas sao
CZ(O) = (aia T, 77) (369)

Além disso, as formas canonicas nao nulas sao
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a; A(0) — o
mi A0 =,
nAD) =0, (3.70)
assim, o tensor simplético
Oa; Oq;
TaG oG
¢é dado por
0 —d6; O
f=106; 0 o0
0O 0 0
Esta matriz ¢é singular e possui o seguinte modo zero
0
v = | 0
1
Utilizando a relagao de consisténcia
009,V =0,
=9,V
= a;a; — 1,
Q0 =0 (3.72)

que é uma relacao de vinculo. O proximo passo é introduzir essa relacao de vinculo na

lagrangeana L) via multiplicador de Lagrange. Assim, temos

LW = ma; = V(Y + pQ), (3.73)
ou ainda,
LY = (7 + par)a; — VO (), (3.74)
onde
vy = V(O)(Ci(O)}Q(I):o — M gmm (3.75)

Pela relagao anterior, as novas variaveis simpléticas sao

CZ-(I) = (ai, mi, p) (3.76)
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de onde podemos identificar os novos vetores

4 AW = 7, + pay, (3.77)

e, consequentemente, a nova matriz simplética fica

0 —(52‘3' a;
fz(Jl) = | 0 0 0
a; 0 0

A matriz anterior é singular e possui os sefuintes modos zeros,

0
’U(l) = a;
—1

Assim, seguindo o método FJ, devemos utilizar novamente a relagao de consinténcia,

que nos da

08,V = 0
;0. V(1) — 9,V =0
a;m; = 0
(3.78)
que é um vinculo, que denotaremos por,
QW = a;m;. (3.79)
A nova Lagrangenana fica
L = (7 + pa;)a; — V(Q)(CZ-(Q) + uQ®,
= (m + pa; + pm;)a; + pagm; — V(Q)(Ci(z))' (3.80)
Assim, as novas variaveis simpléticas sao
(3.81)

61(2) = (aia Ty P ILL)7

e os vetores
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“AO = 7, + pa; + pm;,

140 — ¢
HAO =, (3.82)

A nova matriz simplética é dada por

@ 0ij

o=
a;

T Q;

que é uma matriz nao singular e, sendo assim, sua inversa pode ser determinada e é dada

por
0 _51']' — a;a; a; 0
f(z)fl o —51']‘ + a;a; QT — ATy T a;
i =
J a; i 0 —51']'
0 a; 5@' 0

de onde podemos inferir que os parénteses de Dirac da teoria sao

{ai7aj}D - 07
{ai,mi}p = 6ij — aia;,

{ﬂ-iaﬂ-j}D = (ljﬂ'i — aﬂrj

(3.83)

Nesta secao mostramos um método alternativo para obter os parénteses de Dirac de
uma teoria com vinculos. Como os resultados sao equivalentes, em alguns casos é mais

vantajoso utilizar o método de Dirac e em outros casos o método de Faddeev-Jackiw.
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3.3 Meétodo “gauge unfixing”’de conversao de vinculo

Nesta se¢ao iremos descrever um método para converter um sistema vinculado de
segunda classe em um sistema de primeira classe, o método chamado GU. Vimos nas
secoes anteriores que a importancia de uma teoria de primeira classe é que ela possui
simetrias de calibre. Assim, todo sistema vinculado de primeira classe é invariante de
calibre por simetrias geradas pelos vinculos de primeira classe [21].

Existem outros métodos de obtencao de simetrias de calibre em sistemas vinculados
de segunda classe, entre eles temos o método Batalin-Fradkin (BF) [34], originalmente
baseado na ideia de alargamento do espago de fase de Faddeev and Shatashvili [35]. No
método BF o alargamento do espaco de fase é feito incluindo novas variaveis.

Agora vamos descrever o método GU [19, 20] de conversao de vinculos. Ao contrario
do método BF, nesse formlaismo nao ha alargamento do espaco de fase. A ideia do método
GU é, uma vez que possuimos um ntumero par de vinculos de segunda classe, tratar metade
dos vinculos como geradores de simetria e a outra metade sera descartada.

Seja um sistema de segunda classe descrito pela hamiltoniana H. e que possua, por
exemplo, dois vinculos de segunda classe ¢; e ¢o. Podemos redefinir estes vinculos de tal

maneira que eles formem um par canonico, ou seja,

b1 — X
P2 =Y (3.84)
{x(@),%(y)} = 8*(z — y). (3.85)

Logo, se escolhermos x = (0 como nosso vinculo de primeira classe e descartarmos
1 ~ 0, a dinamica sera relevante apenas na nova superficie vinculada >; definida apenas
por x = 0. A fim de termos uma teoria invariante de calibre por transformagoes geradas
por x, as quantidades relevantes devem ser invariantes de calibre. Assim, para termos

observaveis invariantes, definimos o operador projetor

P =: ¢~ @wux :, (3.86)

onde para um funcional qualquer no espago de fase B temos xB = {x, B}. Para aplicar a
equacao acima, devemos adotar o seguinte ordenamento, quando [P atua em B, v deve estar
fora do parénteses de Poisson. Assim, teremos que B(zx) serd uma quantidade invariante

de calibre
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B(x) =: e~ P . B(x),
_ B(x) - / Pa(y){x (), B(x)}

n % Byd®z0 () (2){x (W), {x(2), Bx)}} — ool + o (3.87)

No caso da hamiltoniana, iremos obter uma hamiltoniana invariante de calibre, por

transformacoes geradas pelo vinculo de primeira classe, a partir da expansao

H(r) =: /% H(a)
 H) - / dr(y){x(y), H(z)}
451 [ Evd )0 ) () H@Y) = e o (35

onde {I:I ,X} = 0, ou seja, ndo hé vinculos de segunda classe nem novos vinculos, além
disso, x deve satisfazer a algebra de primeira classe {x(z), x(y)} = 0. Consequentemente,
o sistema descrito acima sera de primeira classe e, portanto, invariante de calibre.

Assim, o proposito do método GU é converter um sistema de segunda classe em um
sistema de primeira classe escolhendo um dos vinculos de segunda classe para ser o gerador
de simetrias. O outro vinculo deverad ser descartado e assim sera construida uma nova
hamiltoniana de primeira classe.

Uma versao alternativa do método GU apresentada aqui foi feita por Jorge em [19]



Capitulo 4

Extensoes da invariancia de calibre
para o modelo de Proca em um

espaco-tempo nao-comutativo

Neste capitulo iremos aplicar o método GU a teoria eletrodinamica de Proca no espago-
tempo NC. Vamos rever os principais aspectos do modelo de Proca no espago-tempo NC
desenvolvido F. Darabi e F. Naderi em [13].

A acao da eletrodinamica de Proca no espago-tempo NC é dada por
S= [ (~1Eu, v 4 Sm2A, « Ar) dt
= — o Fw +§m ok dz, (4.1)

onde # significa o produto Moyal, A* ¢ F* 3o o potencial vetor e o tensor eletromagnético
respectivamente descritos no espago-tempo NC, m é a massa do campo A, e iremos utilizar
a métrica (—, +, +, +).

Pela equagao (4.1) podemos perceber que o modelo de Proca no espago-tempo NC nao
¢ invariante perante as transformacoes usuais de calibre 04, = d,¢. Isso deve-se ao termo
que contém massa.

Neste capitulo vamos encontrar uma versao invariante de calibre para o modelo de
Proca no espaco-tempo NC. Como dissemos ateriormente, invariancia de calibre é um
dos principais ingredientes do Modelo Padrao, logo, podemos dizer que estudar teoria de
calibre no espaco-tempo NC é estudar invariancia de calibre além do modelo padrao.

Podemos notar que na eq. (4.1) os termos NCs nao aparecem, uma vez que oS campos
envolvidos vivem no espaco-tempo NC. Para tornar os termos NCs explicitos, como dis-
semos anteriormente, os termos devem ser reescritos em termos dos campos comutativos
através do mapeamento de SW, conectando os campos comutativos e NCs. O mapeamento
de SW aplicado aos campos A* e [ é dado pelas egs. (2.40) e (2.42) respectivamente.

Como dissemos anteriormente, uma propriedade béasica em teoria NC é que a integral

sobre o produto estrela de duas quantidades é igual a correspondente integral sobre o

29
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produto ordinério, levando a agao (4.1) a ser escrita como

S = / (_lﬁww i —mQAMA“> d. (4.2)

O préximo passo é usar o mapeamento de SW na acao anterior. Assim, utilizando as
egs. (2.40) e (2.42), a densidade de lagrangeana em (4.2) pode ser escrita em termos dos

campos comutativos como

1 1
L = ——F2 +—8a5FaﬁF3V—

1 1
4 m T g 500 Fuatislyn + §m2 [Ai — OapAa(Os A, + Fﬁu)AM] , (4.3)

2

onde podemos ver facilmente que o modelo original de Proca é recuperado quando fazemos
=0.

Utilizando as definigoes (2.44), a densidade de lagrangeana (4.3) pode ser escrita na

forma explicita

ﬁ:%EQ—B2)(1+5 B)—(0-E)E §)+—2(—A3+A?)
I x A) V() T (0 A)
+Zm2 (- B)A* — (§- A)(A- B)] . (4.4)

onde A2 = A - fT, obviamente. Podemos ver claramente que, como ¢é esperado no espaco-
tempo NC, a introducao do parametro de nao-comutatividade quebra explicitamente a
invariancia de Lorentz. A invariancia de Lorentz é a simetria fundamental da teoria da
relatividade de Einstein que diz que as leis da fisica sao invariantes perante transformacoes
de translacoes ou boosts.

No espago-tempo NC, no caso de um observador em um referencial inercial, rotacoes
e boosts deixam as leis da fisica invariantes porque transformacoes unitarias da matriz
0, podem ser calibradas por uma transformacao do tipo Moyal-calibre. Assim, seja a

transformacao

Ja(@) * f(2) * ga(2)" = fa(z) (4.5)

xy \ [ cosy seny !
x —seny cosy 2 )’

¢ uma rotacao no plano através do angulo

onde

QN Q-

v = arctg(ab), (4.6)
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assim, é possivel realizar rotacoes via transformagoes do tipo Moyal-calibre no parametro
6.

Porém, a teoria nao é invariante perante uma transformacao do tipo Lorentz particula
que corresponde a rotagoes ou boosts de campos de configuragoes localizados em um refe-
rencial fixo. Tais transformagoes deixam o parametro da nao-comutatividade ¢ invariante,
e leva a quebra espontanea de simetria [36]. Mas a discussao desse tépico estd fora de
nosso interesse.

As equagoes de campo podem ser organizadas em dois conjuntos de equagoes

V-D=p,
dD . .
- _ H=— 4.
5 V x J, (4.7)
onde
1 d - 1 — - —
— — — — — — — — — — = 1 — -,
D=E+(-B)B—(0-E)B—(E B)0—§m2(9>< ) Ao,
Y e 3~ 2 v 3 o= 3 o oo
J=m?|A—(Ex0)Ag+=(0-B)A—- (- A)B - -(A-DB)f|,
2 2 4 4
H =B+ (0)B+ (0 E)E—5(%12—1}32)0—7712 <1A§—A?)9+m2(9- YA, (4.8)

Podemos perceber que quando 6 = 0, temos as equagoes de campo de Proca originais.
Uma vez que nosso objetivo aqui é converter vinculos de segunda classe em vinculos
de primeira classe, é conveniente estudar a dinamica do sistema descrito acima no forma-
lismo hamiltoniano. Neste contexto, seguindo [13], o préximo passo é calcular o momento

conjugado a Ay e A; respectivamente

oL

" Sy o

oL _ —~(1+6-B)E;+ (6-E)B; + (E - B)f + —mZ(éx 1) A (4.10)
T (0 A;) i i 2 0o '

onde podemos perceber, pelas egs. (4.8) e (4.10), que m; = —D;
Seguindo o formalismo de vinculos de Dirac, podemos ver claramente que a eq. (4.9)
¢ um vinculo primario.
¢ = my ~ 0. (4.11)
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Utilizando a eq. (4.9), podemos obter E; em termos de m;, ou seja,

2
Ei=—(1-6-Bymi—(@-7)Bi— (7-B) + %(9 x A) Ap. (4.12)
Utilizando a transformacao de Legendre e a eq. (4.10) para expressar E; em termos de

m; em primeira ordem em #, obtemos

1 o . 2
ch/d%{ (@ + B + (B — w0 B+ (- B)(7-0) + 5 A3
2 2 2
X A 7 Ag— T A1+ B) — (0 x A)u(0,40) Ay
2 2 2 2
m? - o o o

onde H, é a hamiltoniana canonica.
Utilizando a condig¢ao de que vinculos nao variam com o tempo, a fim de obter novos

vinculos para a teoria, para o vinculo primério (4.11), temos

¢o = {¢1, H}, (4.14)
onde H, = [H.d*z. Pelarelagao anterior obtemos o vinculo secundério em primeira ordem
em 6

m? - m? - o
¢2:V-ﬁ+m2A0+7V-(0x )AO—T(HXA)w?zO, (4.15)
onde usando o fato de que m; = —D;, a eq. (4.15) pode ser vista como a generalizagdo da

lei de Gauss no espaco-tempo NC.
O préximo passo ¢ classificar o vinculo em primeira ou segunda classe. O resultado do

parénteses de Poisson entre ¢ e ¢ €

(on0nh ==t (14 59 0% D)) oo - ), (4.10)

que significa que ambos os vinculos sao de segunda classe e o sistema NC nao é invariante
de calibre. Esses dois vinculos definem uma superficie no espago de fase NC.

Podemos ver essa nao invariancia na equagao (4.3), uma vez que se considerarmos a
transformacao de calibre local padrao para a teoria eletrodinamica de Maxwell, isto é,
0A,(x) = 0ue(z), onde €(x), é o parametro de calibre local, temos que JF = 0. Esta
invariancia de F),, torna a lagrangeana em (4.3) um invariante de calibre se m = 0.
Consequentemente, como no caso padrao, o termo de massa quebra a invariancia de calibre
do modelo. Na préxima secao iremos ver que o método GU recupera a invarancia de calibre
de (4.3) convertendo vinculos de segunda classe em vinculos de primeira classe.

Na préxima secao iremos ver que o método GU insere a invariancia de calibre em (4.4),



convertendo vinculos de segunda classe em vinculos de primeira classe.
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4.1 Aplicacao do método “gauge unfixing”’ no modelo

de Proca no espaco-tempo nao-comutativo

Como dissemos anteriormente, nossos objetivos aqui sao dois, por um lado vamos
analisar a invariancia de calibre do modelo de Proca no espaco-tempo NC, onde o termo
de massa quebrou essa invariancia. Por outro lado, queremos investigar, em primeira
ordem do termo 6, se o formalismo GU é capaz de recuperar a invariancia de calibre de
tal teoria NC pois, como dissemos antes, os termos NCs podem trazer uma nao localidade
na renormalizacao com vinculos. Acreditamos que nossos resultados possam adicionar um
pouco de luz a invariancia de calibre a respeito das teorias descritas no espago de fase NC.

Como é uma caracteristica do modelo de Proca possuir dois vinculos de segunda classe,
para a construcao das lagrangeanas invariantes de calibre iremos descrever os dois casos.
Vamos construir duas hamiltonianas e suas respectivas lagrangeanas, que sao invariantes
de calibre, seguindo o método GU. Cada caso, sera caracterizado pela escolha de um dos
vinculos como sendo de primeira classe, ou seja, o gerador de simetrias de calibre. O outro

serd descartado. Feito isso, iremos calcular as transformacoes de calibre para cada caso.

4.1.1 Caso 1

Comegaremos a aplicar o formalismo de GU ao modelo Proca em (4.3) redefinindo os

vinculos, eqgs. (4.11) e (4.15), como
X = 7o (4.17)

05}
m2(1+ V- ((§ x A))’

) = (4.18)

onde temos usado que # << 1. Aqui, o denominador de 1 é o parénteses de Poisson entre
¢1 € ¢g, e Y é o vinculo “normalizado” redefinido através do ponto de vista do método GU.

Os vinculos x e 1, pela eq. (4.16), formam um par canénico conjugado, ou seja,

{x(2),0(y)} = —6¥(x —y). (4.19)

No primeiro caso, seguindo o método GU, iremos considerar que y na Eq. (4.17)
serd escolhido para ser o vinculo de primeira classe e ¢ na Eq. (4.18) serd descartado.
Assim, usando x como o gerador de simetrias e, aplicando a eq. (3.88), podemos calcular
a hamiltoniana invariante de calibre como

1 1 — -,

14+ =V - (0 x A)?|. (4.20)

Hlocaso = Hc - w ( 9

Note que substituindo a Eq. (4.18) na Eq. (4.20) podemos escrever a hamiltoniana
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(4.20) como
L o 2 2 NG B = = By e Moo
Hlocasozé(ﬂ- + B >+2<B — T )9 B+<7T )(’TFB)"—?AO—?(eX ) 7TAO
2 3. 2 2 .
- %Af(l +50-B) - m?(e x A),(0,Ag) Ag + 3%(9 . A) (A B) — 10,44
1 le > o0
onde o tltimo termo pode ser escrito, utilizando a eq. (4.18), como
1 1l > = 2
— 1+ =V (0 x q/ﬂ]: CEE— 4.22
2m? [< 3V ) 2m2(1+ 3V - (0 x A)) (4.22)
ou ainda, utilizando a aproximagao q 1v1(5x,§)) =(1- %6 (0 x A)), temos
1 le = - (1—3V- (6 x A))¢3
— |(1+=V-((0 2| = 2 4.2
s |1 59 (@ A MOLEYL 4.33)

1 1 = — —, 1 1 2 1 2 . . .
w {(1 + §V ) ((6 X ))¢2} = ﬁ(&-mf + Oym; Ay + §m2AO + ZmQAO V- (9 % )
2
X A) 7T 7)o x ) Ao
1 - - = —
— 5V AVE X A) (4.24)

Substituindo este tltimo resultado na Eq. (4.20), podemos reescrever a hamiltoniana

de primeira classe, eq. (4.20), usando o fato de que H = [d*zH, como

2
. RV F) 4 S x A) R+ T (V- RV x A)), (4.25)

ou ainda, simplificando a equagao anterior, temos
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1 1 S o - — oo
Hionso /d%(-(w? + B +5(B*— ) B+ (7-6)(7 B) - %Af(l +26- B)
m? - - - o (ﬁ.ﬁ)21~ . 1 = - s o
— A-B)— — T T+ — 7)> A
+3 1 (6 A) ) o2 +2(V 7)(0 x A) 7r—|—4m2(V T)*V - (0 x A)
(4.26)
Podemos verificar facilmente que, como nao ha Ay na hamiltoniana acima,
{X(l’), {Ocaso(y)} = 07 (427)

ou seja, a hamiltoniana é invariante de calibre. Assim, x e Hjacqso descrevem uma teoria
de calibre consistente no espaco de fase. Pode ser mostrado que, embora Hia..s seja de
primeira classe, possui campos nao invariantes de calibre.

A dinamica do modelo de Proca no espaco-tempo NC invariante de calibre pode ser

obtida pelo método usual como

Ay ={An, Hio g0} P,
7 ={7n, Hiocaso} PB:
Ay ={Ao, Hlo a5} P,
7o ={70, Hiocaso )} PB) (4.28)

que nos da os valores

2
Lo . . S 1 .
Ap = mn — 0,40 — (0 BYry + (- %) B, + (B ﬁ)en—%Ao((ex )n) + —50u(V - 7)
— 500 x )7,
7t = 0,
Ay =0,
5] T T R TN S NI ST S S SR S P P S«
in=—{V x[B(1+46 B)+§9(B — %) + (7 )_ZmAje_Z AOH—Zm (A-0)A]},
Lo 1 . - Lo 1 - .
+m2An(1+g(B ) + 5m A3 (7 x )n—zm2(9n(A B)+ (- A)B,) = 5(V - 7)[(7 x b)),
I R
-2 (HXV)(V-W)L, (4.29)

onde esta dinamica é importante na nova superficie vinculada definida apenas por .

A densidade de lagrangeana invariante de calibre pode ser escrita como

*Clocaso = _WOAO + ﬂ-nAn - Hlocasoy (430)
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onde o sinal menos no termo Ag é devido a métrica adotada.
Substituindo a hamiltoniana invariante de calibre Hjogus0, €q. (4.26), na equacao an-

terior, obtemos

Liocaso = +7 | T — O Ao — (6 B)mn + (6 - 7)B, + (B ﬁ)@n—%A()((e* x A)p
Lorgx i 714t P D] At B2+ Lm2—a0d. B
+ —50u(0ims) = 50u(0 % A) - 7] + S0ms) (0 x A)] = 552+ BY) + 5(B2 =730 - B
2 2 2
s BYR B = "2 4 3G 43" @ A B 2 9T L E s AR
+ (7 B)(7 - 0) - T A2+ $05) + 3°-(0- A)(A B)}+ S Om) (I x A) -7
1 — — —,

Apos alguma algebra, a lagrangeana invariante de calibre para o primeiro caso pode

ser escrita como

1 (V- B)? .
/ _ 3 Ton2 4 2
10caso /d :U{E + 5 Ay 52 (1 +2(6 B))
. 1 = =5 5 = 1 - - - = 1~ — -

BV [@xA)E| - LV B)ix &) B im0 A)
F AT D) BB+ T x A) Bo— (VB9 (Fx D)), (432
2 2 07 4m2 ’

onde L ¢ a densidade de lagrangeana (4.3).

Pode ser mostrado que as quantidades fisicamente importantes sao invariantes perante
transformacoes de calibre geradas por y. Voltaremos a esse assunto em breve. Claro que,
quando 6 = 0, recuperamos os resultados obtidos no espago de fase comutativo. Vale a
pena mencionar novamente que a presenca do vetor g implica que a invariancia de Lorentz
¢é quebrada, como pode ser visto na lagrangeana.

Como no caso comutativo, as equacoes de campo para o caso invariante de calibre sao

dadas por

—(Vx H)=—-J, (4.33)

onde
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1 - o e s oo -
p'=p+m2A0—|—§(V E)MV-(0xA)+6-B]+B-V@-E)+0-V(B-E)
—|—;m2v.(§x ﬁ)AO—i—%mQ(GAx 1) E,
S| oo o T W L
D’—D+W(V E)@-V)B + Ao(0 V)B—§V[(9x ) E]—§(E-V)(9>< )
1 5, » = 1 = (6, = e L 2 T S
+§mA0(9>< )—V{W(V-E) 5(9 B) -V (exA)—W@ V(@-E)+6-V(E

— - - - -1 — - -
+(9-V)(AOB)+[(B-VA0)+A0(V-B)]6—§[V (O x A)+ (6 x A)-V]E,
=, - 1 =g ]- o
JI =J— §V E(9 X V)AO — §m A0(9 X V)AO
1 - ~ = 1 — —
+ §(E V)@ x E) — 5m2AO(9 x E),
- = 1 2 4 3 = 1 A L 2 42 1
H =H— §m Q—F(v ) +§(V E) 0+A0(V'E)—Zm 0+4—7712(V E)
I R T V-E R
+ AgV(§- E) + Ay(F - V)(V x E) — S(E x §) x E+ (8- V) ( — +A0>E
]_ — — — — —.
+—(V-E)V(@-E)+ (0 V)E], (4.34)

onde (p, D,J H ) sao dados pela eq.(4.8). Note que, comparando com as equagoes em
(4.8), o ntimero de termos que possuem # aumentou drasticamente a fim de termos uma
lagrangeana invariante de calibre, apesar das tranformagoes de calibre serem simples, como
veremos mais adiante. Apesar do termo de massa quebrar a invariancia de calibre no que
diz respeito ao modelo de Proca, a introdugao dos termos no espago-tempo NC nao age
para tornar a invariancia de calibre impossivel, como vimos através do formalismo GU.
E sabido, pela analise de sistemas vinculados classicos, que simetrias locais podem
ser construidas a partir de vinculos de primeira classe [21]. Uma vez que os vinculos da
hamiltoniana podem ser obtidos durante o procedimento de Dirac, isso fornece um método

padrao para obter simetrias. Assim, uma transformacao de calibre pode ser dada por

0p(7) = e(@){o(2), T(9)}, (4.35)

onde ¢ é a varidvel com transformacao de calibre que estamos procurando, € ¢ um parametro
de calibre local e T' é um vinculo de primeira classe.

Em ambos os casos analizados aqui, o outro ainda sera analisado, temos um parametro
NC constante e dois vinculos de segunda classe. O espago de fase primario ¢ dado por
(Ao, mo, A;, m;), 0 vinculo de primeira classe escolhido é dado por x e, seguindo o método

GU, o outro vinculo ¢ foi descartado. Substituindo estas quantidades em (4.35) temos,
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respectivamente, as transformagcoes de calibre dadas por

51°casoA0(f) = G(f) € 51°ca$0g<f> = O) (436)

que sdo as transformagoes triviais para a lagrangeana (4.32). Pode ser verificado, usando

identidades vetoriais e eliminando derivadas totais, essa invariancia de calibre.

4.1.2 Caso 2

No segundo caso escolhemos ¢o como gerador de simetrias e o vinculo ¢; sera descar-

tado. Podemos reescrever estes vinculos, para facilitar o calulos, como

1 1 d - e 1 — —,
X =+ ﬁ(@-m +m?(Ay + §V (0 x A)Ag — 5(9 x A)-7)), (gerador de simetrias)
Y = — o, (4.37)
onde
2 le » = 1, -
qbg = 6{7’(‘2‘ +m (A() + §V : (9 X A)AO — 5(9 X A) <. (438)

Uma nova superficie vinculada é definida diferente do caso anterior. A nova teoria de
calibre sera definida nessa nova superficie.

Seguindo o método GU, a nova hamiltoniana invariante de calibre é dada por

2 2
Hoocaso /d3x{2(7r2+B2)+%(B2—7r2)9 B+ (7-0)(7 B)+—A§—m7(9>< ) - A
2 2 2
—%Af(wge B) — "0 (F x A)(@ido) Ag + 377 A)(A - B) — mdAg
3. .. 3 Lo . 3. - 1~
—w[ai(Ai<1+§e B)) = Z(0:6:(A- B) + Bi(6- ) + 5V - (6 x @) Ao+ 5(6 x 7) - VAg
1l = . 3~ = 3 . o o
—— |3V + 50 B)+ 10 Vo) (B- V) |, (4.39)

e podemos verificar que
{x(x), Hyocaso(y)} = 0, (4.40)

que confirma a invariancia de calibre de Hyopqg0.
Assim como no primeiro caso, vamos analisar as equacoes de movimento, que sao dadas

por
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2 2
Tty =V ﬁ—V-(Qxﬁ)—m2A0+m7(0>< ).ﬁ—%on.(ex ),
Ao = Bi(Ai(1 + ;9“. B) - ;ai(ei(/i’. B)+Bi(@- A)) — gﬁ (% #) Ay
P 1 3 . 3 o L.
- 5(9 x ) - VA + W@'((aﬂb)(l + 5(9 - B))) + Wai(ez'B -V + Bif) - V),

3

2
Ap =70 — (G- B)rp + (B-7)0, + (0-7)B, — %Ag(e x A)p = 0ado = 5 [9 X V(wAO)]

A densidade de lagrangeana de primeira classe pode ser obtida realizando a trans-

formacao de Legendre

CQOcaso = _WOAO + ﬂ-zAz - HQOCG,SO' (442)

Assim, a densidade de lagrangeana de primeira classe resultante para o segundo caso é

s L. L. 3. .
Covunes = —ToB0Ao + £ + g[e X F(A)] 7 — T8 x Fdo) - 7+ ol (A1 + 56 - B)
— — — -, 3 d - — 1 — —
- g(al(elux B) + B A)) — 29 - (0% B)Ao — (01 x E) - VA
]_ 1 3—’ g 3 - = — —
+— [§(V7T0)2(1 + 59 B) + 1(9 - Vo) (B - V)], (4.43)

onde, por simplicidade, ndo substituimos alguns resultados obtidos em (4.41) e Léa
densidade de lagrangeana (4.4). Pode ser visto diretamente que 7y é um novo campo que
aparece na densidade de lagrangeana e iremos discutir isso adiante.

As equagoes de campo nesse caso sao,
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V-D'= i

oD"

o VX Hr = —J", (4.44)

onde
p'=p+ - mV- (6 x E),
2
- | - o 1 o o
D'"=D + 577'0(9 X E) + 571'0(6 X VA[)) — g@ X V(Tfvo),

. . 37 - . N
Ji=T+3 [woe : VB—WOV(Q-B)] ,

2 3 o oo o2 3 o~ .1 3 o~ 3 .
H'"=H — §7T0(V >9+§7T0(HV)A— §7T()V(€ )+2_77’L2 §(V7T()) 9+§<9V7T0)V7TO
3 —. — — —.
+ E{W X (mgA)] x 0 + [V x (meb)] x A}. (4.45)

Neste caso podemos ver que o momento 7, esta presente e, desta forma, a sua capa-
cidade de introduzir a invariancia de calibre na lagrangeana. Comparando estas ultimas
equagoes com as (4.34) veremos logo abaixo que o campo Stueckelberg 7y introduziu a
invariancia de calibre usando uma série de termos em (4.45) e muito menos do que em
(4.34).

O leitor deve observar que temos algumas questoes para discussao relativas ao campo
de Stueckelberg.iE bem conhecido que o modelo de Proca padrao, apds a incorporacao de
Stueckelberg, tem dois vinculos de primeira classe. No entanto, o método GU leva a apenas
um vinculo. Podemos dizer que tal situagao ocorre gracas ao fato de que, no método GU, o
campo auxiliar que ajuda no método de conversao ¢ um dos campos existentes do sistema.
Por outro lado, o campo de Stueckelberg é externo e, desta forma, é um novo grau de
liberdade do sistema.

Outro tema a ser discutido é sobre a interpretacao do campo 7y na densidade de
lagrangeana (4.43) como um campo Stueckelberg. Agora, devemos que notar que, uma
vez que para a densidade de lagrangeana temos, de fato, um espaco de configuracoes e
nao um espaco de fase, o momento 7y se comporta como um campo externo no espaco
de configuragao (4.43). Como um campo externo, podemos vé-lo como um campo de
Stueckelberg. Algumas destas questoes foram tratadas na referéncia [47]

Para o segundo caso, as transformagoes para a densidade de lagrangeana (4.43) sao

dadas por
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52061180‘/40(5) = 07

Gs0caso () = -m2[ 7 x )e(@) — (6 x V)(Aoe(:z‘))] (4.46)

e, como no caso anterior, pode ser verificado que a densidade de lagrangeana (4.43) é
invariante perante as transformagoes acima. Assim, podemos mostrar que o campo 7 age
como o campo de Stueckelberg como é mostrado na referéncia [20]. Podemos demonstrar
também que a densidade de lagrangeana final é do tipo Stueckelberg no espaco de fase
NC. Em outras palavras, my ajuda a manter a densidade de lagrangeana no espaco-tempo
NC invariante.

Construir versoes NCs de sistemas classicos em fisica tedrica ¢ uma maneira de intro-
duzir termos ou quantidades que possuem um medida na escala de Planck. Isso pode ser
considerada uma maneira semi-classica uma vez que a constante de Planck em si nao foi
introduzida. Contudo, um espaco-tempo NC também pode ser considerado distorcido e
este espaco-tempo distorcido resultante pode ser considerado um caminho para entender
a gravidade quantica, além de outras formulagoes.

Como invariancia de calibre é um dos principais ingredientes do modelo padrao, e uma
vez que podemos considerar formulacoes da nao-comutatividade como formulacoes além
do modelo padrao, podemos dizer que estudar invariancia de calibre de modelos tedricos
no espaco-tempo NC é estudar invariancia de calibre além do modelo padrao.

Este é o principal objetivo deste trabalho, onde construimos uma versao invariante
de calibre do modelo de Proca no espaco-tempo NC. Acreditamos que seja um resultado
interessante uma vez que na sua formulagao cldssica, comutativa, o modelo de Proca nao
¢ invariante de calibre devido ao termo de masssa. Além disso, uma vez que formulacoes
NCs nao alteram os graus de liberdade para converter esse sistema de segunda classe
em um sistema de primeira classe, invariante de calibre, onde os parametros da nao-
comutatividade estao presentes, é um novo resultado na literatura de vinculos em espagos-

tempos NCs.



Capitulo 5

Teoria eletrodinamica de Podolsky

no espaco-tempo nao-comutativo

Neste capitulo iremos desenvolver a nao-comutatividade na Eletrodinamica de Po-
dolsky. A importancia do estudo de teorias no espago-tempo NC reside no fato de estar-
mos estudando os efeitos gerados em pequena escala no espaco-tempo, ou seja, em altas
energias.

Obter contribuicoes da NC para o modelo de Podolsky é importante pois estaremos in-
vestigando contribuicoes da eletrodinamica generalizada em pequenas distancias. Para
tanto, utilizaremos os conceitos desenvolvidos nos capitulos anteriores como, produto
Moyal, mapeamento de SW e invariancia de calibre.

Além disso, descreveremos aqui o método de Noether, que é um mecanismo para obter
uma acao dual, e invariante de calibre, a uma ag¢ao que nao seja invariante por trans-
formagoes de calibre. Uma comparacao entre os métodos de Noether e o de Stueckelberg

¢é realizada.

43
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5.1 Meétodo de Noether

Em um trabalho inspirador [37], Deser !

utilizaram o conceito da “acao mestra’para
mostrar a dinamica equivalente entre as teorias auto-dual (SD)?, e Maxwell-Chern-Simons
(MCS). Os autores demonstraram precisamente a existéncia de simetrias escondidas no
modelo SD. Apés este resultado, o procedimento da acao mestra foi utilizado para expor a
fisica escondida atras de fenomenos fisicos planares e bozonizacao. Relativo a este tltimo,
vale a pena explicar que é um procedimento que representa uma teoria de interacao em
termos de bosons livres. Em D = 2 essa aproximagao revela a equivaléncia dual apre-
sentada nessa representacao [38, 39, 40, 41, 42| sendo estendida para dimensoes extras
43, 44].

Motivado pela equivaléncia entre os modelos SD e MCS, foi natural questionar se ha
outra maneira de obtermos resultados novos e analogos. Em trabalhos que analisaram a
existéncia de simetrias escondidas dentro de sistemas de segunda classe, foi provado que
modelos nao invariantes, sao, de fato, equivalentes a sistemas invariantes de primeira classe.
Esses resultados foram obtidos sob certas condigoes de fixagao de calibre. A principal
vantagem de se ter uma teoria de calibre é o fato de podermos estabelecer correntes
equivalentes entre modelos diferentes através de diferentes condicoes de fixacao de calibre.

A técnica de incorporagao de Noether [45] é baseada na ideia tradicional de elevacao
local de uma simetria global e pode ser realizada por incorporagao interativa de termos
contadores de Noether. Esta técnica foi originalmente explorada no contexto do formalismo
de solda [23, 24, 25] e foi discutida em [26, 27, 28] uma vez que esta parece ser a técnica
mais apropriada para uma generalizagao nao-Abeliana da concepcao de mapeamento dual.

O método é um procedimento interativo e, o primeiro passo, acarreta a imposicao
de uma transformacao de calibre local trivial consistindo em uma lagrangeana de ordem
zero, que é como chamaremos a original e até agora intocada lagrangeana. Claro que
esta lagrangeana de ordem zero nao é invariante por transformacoes de calibre perante
a transformacao imposta. O calculo desta variacao nos permite construir a corrente de
Noether. Assim, a variacao da lagrangeana de ordem zero pode ser escrita como a soma
das correntes de Noether acopladas com o parametro local de calibre. Isto basicamente
completa a primeira interacao.

A segunda comeca com a introducao de campos auxiliares juntamente com as correntes
de Noether calculadas na primeira interacao. Assim, a agora primeira lagrangeana pode
ser escrita como a soma da lagrangeana de ordem zero mais os termos que acoplam as
correntes com o campo auxiliar. Se esta ainda nao for invariante de calibre, temos que
introduzir campos auxiliares, nao necessariamente novos, mais uma vez a fim de obtermos
invariancia de calibre. Assim, o processo continua até obtermos uma acao invariante de

calibre.

Lel.al
2Self dual
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5.2 Teoria eletromagnética de Podoslky no espaco-

tempo nao-comutativo

Vamos comecar com a densidade de lagrangeana da teoria eletromagnética de Podolsky
(16, 17, 18],
1 uv (12 AV Qu
Epod — _ZF F,u,l/ + 36)\F 5’ FHV’ (51)
onde FM é o campo tensorial e o termo a tem dimensdo 1/[M]. Aqui, iremos usar a
métrica (—,+, 4, +) e a notacdo para somatério de indices repetidos.
No espaco-tempo NC, o produto usual deve ser substituido pelo produto Moyal. Assim,
a densidade de lagrangeana da teoria eletrodinamica de Podolsky no espaco-tempo NC é

dada por
1 » o a? “ S
£Pod = _ZF * F'ul, + 36)\F x 0 FHV’ (52)

onde, como explicado anteriormente, * significa produto Moyal e a notagao com chapéu
indica objetos no espago-tempo NC.

Sabemos, pela eq. (2.19), que para dois objetos em uma integral o produto Moyal
pode ser substiuido pelo produto usual. Assim, a eq. (5.2) coincide com a (5.1), ou seja,
a densidade de lagrangeana (5.1) descreve a teoria de Podolsky no espago-tempo NC.

A fim de mostrar a contribuicao NC da respectiva teoria comutativa, devemos utilizar
o mapeamento de SW, que foi discutido no capitulo 2. Utilizando as eqs (2.40) e (2.42)
na eq. (5.1) temos que a densidade de lagrangeana do Podolsky no espago-tempo NC com
os mesmos graus de liberdade e termos adicionais devido ao parametro NC em primeira

ordem em 0 é

1 1 ,
EPod = _ZF2 - gep <4F/§LF0FMV - FPUF2>
2
a v loa
+ EGAFA M [Fuy + 207 (FupFye — A0, F )], (5.3)

onde podemos perceber facilmente que se 6, = 0 recuperamos a teoria comutativa. Assim,
podemos supor que fazendo tal aproximacao em 6, obteremos novamente os resultados
comutativos.

Pela densidade de lagrangeana (5.3) podemos perceber que o tultimo termo possui
derivadas de terceira ordem. Assim, para analisarmos a fisica do modelo de Podolsky no
espacgo-tempo NC devemos utilizar o modelo de ordem superior. Aqui, estenderemos para
terceira ordem o que foi desenvolvido no trabalho de Barcelos [46]°.

Voltando a densidade de lagrangeana (5.3), podemos escrevé-la em termos dos campos

fundamentais eletromagnéticos E e B, e do potencial vetor A utilizando as relaoes (2.44).

3et.al.
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Portanto, a densidade de lagrangeana (5.3) fica

/:'Pod =

+
DT Y I R

_l_
(V x B)(E - B) + [5- (A x V) E} (5.4)

A fim de obtermos as equagoes de movimento lancaremos mao do modelo de derivadas
de ordem superior generalizada [46]. Seja, entdo, uma densidade de lagrangeana que

possua derivadas de ordem 3 do tipo

L =L(A,,0,A,,0,0,A,,0,0,0,A,). (5.5)

Pelo principio variacional, temos

to
5/ dt/d3x£ =0, (5.6)
t1

e, considerando que nos instantes t; e t,

0A,(t) = 6A,(ty) =0,
0AL (1) = 0A,8(ts) =0, (5.7)

assim, realizando a varia¢do na eq. (5.5), temos que a equagao de Euler-Lagrange para o

caso de ordem 3 fica

oL oL oL oL
—% apa”c‘)(apayAM) B a"apa”a(agapayAu)

_|_
0A, 0(0,A,)
portanto, aplicando a equagao acima na densidade de lagrangeana (5.3), as equagoes de

=0, (5.8)
movimento para o modelo de Podolsky no espaco-tempo NC ficam

1
(1+ a®0)9,F™ + ap{§ [eﬂ[PFM”Fw + 0" FAJVF, 5 + 6% F2LF
1
- [eﬁaFﬂAFﬁa + WF?} + a2 [0700° Fy 0" F g + 0°PONF, 00 PP + 0°20,F 00, FP] }
10,0, |a*F50P° 0, FN™ + 0779, FPorl 45| = 0. 5.9
o B A

Pela a eq. (5.3) podemos calcular os momentos relativo ao espago de fase descrito

pelos pares: (A,,pu), (Au,m,) e (A, xu), formado pelas coordenadas e seus respectivos
momentos no espaco de fase. Para calcular os momentos canonicos, no nosso caso serao 3,

consideremos variacoes da acao com apenas um dos extremos matidos fixo, por exemplo,
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5Au(t1) = 07
5Au(t1) = 07
§A,(t) =0 (5.10)
obeteremos entao,
5S = / &P [(ﬁ — 025 09,95 L sg0—25 300, —25 L aa2E )aA,
DA, dA, d(9,A,) 9(9,A,) 80,0 A,) O(A,)
oL oL OL N - oL
+ (== — 30, — 6A, + 5A 5.11
<8AM 00,4, 0A, ) g <(?AM> } (5.11)

assim, os momentos canonicos p*, T e x* conjugados a A,, A, e A, respectivamente sao

os coeficientes de 64, 64, e 54,

Pt = 8.£ — 0o 8,./7’ — 20, 85. + 3803na—£.. + 30,,0m a—c + 0p0y = oL
0A, 0A, 0(0,A,) 8(87114“) 8(8 O, A ) 3(Au)
0A, 00,4, 0A,
oL

b=__ 5.12

=5 (5.12)

E fécil ver que uma vez que Lp,q nao possui A4,, todas as derivadas relativas a A, sao

nulas. Assim, podemos obter a forma explicita dada por
Xt =0,
70 =0,
T = @20 FO™ + a2 0% (Foi FI — A0;F) + a0 (9, F%) Fiyy + a2070;( A0, F™),
P = 020, (0. F°") + a%070,0% (Fu F — A0;F2) + 0200, (0, F* Fy;)
+ a2019, [aj(AiaaFa")} ,
Pt = —F"(1 - %eijﬂj) + 200" 0, F™ — 0?09 (0o F ") — 0™ Foy Ff — 07 Fo, FT'
o [9’”’ (00 F ™0, Fopm — O4(D0F Foy — 0 (0 F*Fyy) + 0y (0 F*™ Fry — ao(aaFa’kaj)}
+ 07 (= 0;(DoF" Foi) — 0; (06 F "0 Ai) + 0; (05 FM00" A;)0; (0 " Foi — 0;(0, F*" Ay)
— 9" (F;0' Fy; — 8 A0, Fy) — 0, [8”(FaiFj” — A0,F)
— 3000 (A FO") + 3070, [A akpko)} (5.13)

A fim de passar do formalismo lagrangeano para o formalismo hamiltoniano, devemos
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realizar a transformagao de Legendre. Como, pelas egs. (5.13), o momento x é nulo em

todas as componentes, a densidade de hamiltoniana canonica é dada por

Hpoa = Wu(b# + puAu - £Pod7 (5'14)

onde ¢ = Au, os momentos sao dados pelas eqs. (5.13) e a densidade de lagrangeana é
escrita pela eq. (5.3). Note que, em uma teoria de ordem superior, o espago de fase é dado
por (AO,An,AO,An, Py, Py, mo, T,). Assim, substituindo esses valores na equagao acima

temos

T
2

Hpos = +p"'dp + (1 B Wain) = M F' = 67 (Fai) 1 0” (F}')

+ Hijwnao‘(Ai)(ﬁng) — H”jﬂnﬂkaj — 1,00 + 1,0, F™

1 1 .. Qi

+ Z(QFO’“FOk + FME) (1 — §Q”Fij)7(F0iF0k FF + FFFoFy + FuF}F})
CL2 7rn7r" i n i n i o m

- ?3,\}7’\08“]7#0 — 202 —0 jajAﬂTn’Tf + 0 77Ti7TnF1j + 0 ]WnFaia F}

+ Gijﬁnﬁc"Aiﬁng + enjﬂ'n’ﬂ'kaj - a26’ij [8,\F’\08”(FmFoj - Aza]Fno)

S+ OO (F i Fy — Aiaij)} , (5.15)

onde escolhemos manter, por simplicidade, o tensor de Maxwell Fj;.

Na préxima secao iremos discutir a invariancia original de calibre da densidade de
lagrangeana (5.3), que é quebrada. Em outras palavras, uma vez que a introdugao do
parametro da nao-comutatividade nao modifica o nimero de graus de liberdade da teoria
original, como j& dissemos, o modelo descrito pela densidade de lagrangeana (5.3) é ainda
de primeira classe. Assim, na préxima segao, iremos recuperar a invariancia de calibre

original e faremos uma comparacgao entre os métodos de Stueckelberg e de Noether.
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5.3 Invariancia de calibre e dualidade

5.3.1 A aproximacao de Stueckelberg

Podemos ver claramente, pela densidade de lagrangeana (5.3), que o ultimo termo
da contribuicao NC quebra a invariancia original de calibre. Ou seja, pela densidade de

lagrangeana (5.3), o ultimo termo é

—a*0P7 O\ FN 0" A0, F,, (5.16)

ao aplicarmos a simetria 0 A, = d,€ o termo resultante é

—a*0P " O\F P, F, 50 ¢ (5.17)

o que implica que a variagao nao é zero e, assim, a lagrangeana nao é invariante perante
a transformagao A4, = J,e.

No entanto, esperamos que o nimero de graus de liberdade seja o mesmo em ambas
as lagrangeanas, comutativa e NC. Uma maneira de implementar a invariancia de calibre
na densidade de lagrangeana (5.3) é através do procedimento de Stueckelberg onde se
introduz campos auxiliares que facilmente conectam os termos que quebram a invariancia

de calibre, de tal forma que Lp,y pode ser dada por

1 1 )
Lpog = — ZFz -3 (4FVFYF,, — FyoF?)
2
4 %@F” (08 Fy + 2070 (FopFoo — (A, + 9,%)05 F)] (5.18)

onde x é um grau auxiliar de liberdade, o campo de Stueckelberg, que recupera a in-
variancia original de Lp,q e se Y = 0 retornamos para a Lp,q original. As transformagoes
de calibre para a densidade de lagrangeana acima devem ser dadas por 04, = J,A e
0x = —A. No entanto, eliminar os campos auxiliares nao é uma tarefa facil, podemos
perceber pela equacao (5.18) que x nao é isolado na expressao, ou seja, temos apenas ter-
mos com derivadas. Veremos agora que utilizando o método de Noether para invariancia
de calibre podemos facilmente eliminar o campo auxiliar a fim de obter uma acao final

invariante de calibre.

5.3.2 O método de Noether

Vamos utilizar agora o método de Noether para obter uma acao dual e invariante
de calibre a agao relativa & eq. (5.3). Demonstraremos que os termos NC destroem a
invariancia de calibre.

Vamos comecar, seguindo a técnica de dualizacao, fixando uma simetria de calibre local
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para o potencial vetor tal que

A, = 0, (5.19)

onde € é o parametro de calibre. E trivial ver que o campo tensorial de Maxwell é invariante
perante a transformacao (5.19), tal que 6 F),, = 0,04, —0,0A, = 0,0,6—0,0,€ = 0. Assim,
0 tinico termo que nao é invariante perante as transformagoes (5.19) na eq. (5.3) é o ultimo

termo. Portanto, vamos considerar este termo

Lo = —a*O\F™ | = 2070,(A,0, F)|
= a20 O\ PN [aﬂA,,aUFW - Apa#agFW} . (5.20)

A variacao de calibre é, apés uma integracao por partes,
§Ly = —a*0P O*O\FN O, F,,0,¢, (5.21)

que pode ser escrita como

Lo = JPO,e. (5.22)

Este resultado mostra, como foi dito anteriormente, que a teoria de Podolsky no espago-
tempo NC nao é invariante perante as transformagoes (5.19). A corrente de Noether J* é

dada por

JP = —a?0r O*O\F O, F,,. (5.23)

O préximo passo é construir a densidade de lagrangeana £; como

Ly =Lo—J'B,, (5.24)

onde B, é um campo auxiliar, podendo ser NC ou nao. A variagao de calibre de £; ¢
0Ly = 6Ly — (0J")B, — J*(6B,), (5.25)
e, seguindo o processo de dualizacao, podemos escolher convenientemente que

0B, = d,e, (5.26)

e substituindo esta equagao na eq. (5.25) temos que

6[:1 = (550 - (5J#)BM — J'LLaHE, (527)

onde podemos ver que o primeiro e o ultimo termos na tltima na eq. (5.27) se cancelam.
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Assim,

5Ly = —(6J")B,. (5.28)

No entanto, pela eq. (5.23) podemos facilmente obter que (6J*) = 0 e temos que L£; é

invariante de calibre e pode ser escrita como

Ly=Lo— J"B,
1 1 - y
— —ZFZ — gef’ (AFMFYF, — FyuF?)
2
i %wﬂyaﬂ (F + 207 (FpFyo — Ay Fry) — 07 (8, F.0 B,))] (5.29)

que é a densidade de lagrangeana dual da agao (5.3) e possui as mesmas propriedades
fisicas da densidade de lagrangeana original £y. O préximo passo é eliminar B, através

da equacao de movimento para A, que é dada pela eq. (5.9). Assim, temos

1 14 14 (6%
(1 + a20)3,F* + a,,{§ (0" PN E,, + 60" FV Fy 4 0% F I F]

— }l (0P FP Fgo, + 0°2F?] — 2a2 [0, F7 P07 0" F g + 0°VONE, .05 FP + 0P 0, F* 05 F] }
+ 20050, [ (0 F POV ) FL] — a*(0,0,05)0°° 0, (0" F7)
— a20P20,0,0,(0* F71*)Bs = 0. (5.30)

Resolvendo a ultima equacao para B, obtemos

0, A0"SNF)
M 2a202(0020,F PN Ay

(5.31)

onde 6% = 0,,0" e

1 v v (0%
SMF) =(1 + a20)9,F" + ap{§ U FNVE,, + 90PN E, 4 07 FY |
1
— 7 [0 F By 467 F?) — 20 [aUF"[AQP[ﬁa“Fw + 0PN, 05 P

+ 0P F | | +20%0,0, [(0. 07 ], (5.32)

que pode ser resolvido apds um arduo trabalho algébrico.

O ponto importante aqui é comparar os precedimentos de Stueckelberg e Noether que
sao equivalentes. O método de Stueckelberg é mais simples, porém mais trabalhoso de
calcular os campos. Por outro lado, o método de Noether ¢ mais longo, mas eliminar os

campos auxiliares, é mais viavel do que o método de Stueckelberg. Finalmente, podemos
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dizer, é possivel obter uma versao invariante de calibre para um modelo eletromagnético
possuindo derivadas de ordem superior.

No entanto, é facil perceber que, olhando para £; na eq. (5.29), ela ird se transformar
em uma lagrangeana enorme com muitos termos. Assim, para simplificar, vamos manter
a forma com o campo auxiliar. Uma vez que nosso objetivo aqui é obter, além de uma
versao NC da teoria de Podolsky, uma expressao dual invariante de calibre NC para a acao
original.

O campo auxiliar B,, apesar de recuperar a invariancia de calibre de £y nao pode ser
considerado um tipo de campo Stueckelberg. Embora em L£;, aparentemente, temos um
grau de liberdade a mais do que L, pois, como temos explicado, B, pode ser eliminada
através F),, pelas equagoes de movimento. Assim, a lagrangeana final, teria o mesmo
nimero de graus de liberdade original NC.

Aqui, introduzimos dois novos resultados, o primeiro é a versao NC da eletrodinamica
do Podolsky através do produto Moyal e do mapeamento de SW e, apés a demonstragao
de que termos NCs destroem a invariancia de calibre original, obtivemos uma teoria de Po-
dolsky invariante no espago-tempo NC. Apesar da agao final possuir um grau de liberdade
extra, um campo auxiliar B, este pode ser eliminado através das equagoes de movimento
para I,

Uma vez obtida a invariancia de calibre, pode ser considerado um sistema de pri-
meira classe e, seguindo o formalismo de Dirac, a quantizacao pode ser feita através dos

parénteses de Poisson, que sera discutido no préximo capitulo.

5.4 Meétodo de Dirac aplicado a eletrodinamica de

Podolsky no espaco-tempo nao-comutativo

Nesta se¢ao iremos aplicar o método de Dirac na teoria eletrodinamica de Podolsky
no espaco-tempo NC, discutida na secao 2 deste capitulo. A andlise da eletrodinamica de
Podosky no espaco-tempo comutativo foi feita por R. Bufalo e B.M. Pimentel na referéncia
48].

Primeiramente iremos obter os parénteses de Dirac pelo formalismo candnico, ou seja,
pelo método de Dirac. A analise de vinculos é feita e comparada com o caso comutativo.

Na proxima secao, a obtensao dos parénteses de Dirac sera feita pelo formalismo
simplético, método de Faddev-Jackiw, que é realizada de uma maneira geométrica em
comparagao com o método de Dirac. Uma comparacao entre os dois métodos é feita em
seguida.

Primeiramente faremos uma breve revisao do que foi exposto na referéncia [48]. Como a
densidade de lagrangeana que descreve a eletrodinamica de Podolsky (5.1) possui derivadas
de segunda ordem, devemos utilizar os momentos canonicos generalizados, para tanto,

vamos utilizar o preocedimento utilizado em [49]. Portanto, vamos considerar variagoes
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da acao com apenas um dos extremos mantido fixo, por exemplo,

(5.33)

Assim, no caso de uma densidade de lagrangeana que possua derivadas de segunda

ordem, ou seja,

L=L(A, 0,A, 0,0,A,), (5.34)

devemos realizar uma variagao na densidade de Lagraneana (5.34), obtendo assim

oL oL oL
Pt = -0 — 20,00 =———
04,  Co0A, U004,
oL
b= . 5.35
T 9004, (5.35)
Logo, pela densidade de lagrangeana (5.1),
Pt = FMO — &2(77ukaka,\FO)\ — 808,\]7’“),
T = a? (PO FO — O\ F*), (5.36)
de onde é facil ver que a componente ¥ é nula, ou seja,
=0, (5.37)
que é um vinculo primério
0 =7m"=~0. (5.38)

Seguindo o formalismo de Dirac, vamos aplicar a relacao de consisténcia a expressao
anterior a fim de encontrar novos vinculos. Para tanto, devemos escrever a densidade de
hamiltoniana a partir da aplicacao da transformacgao de Legendre a densidade de lagran-

geana (5.1), ou seja,

H.= PrA, + 7o, — L, (5.39)

a densidade de hamiltoniana canonica resultante é
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1 1 1
H. =Pl'o, + 4—a2(7Tk)2 + 7" (Okgo — O Fhy) — §(¢k — hAg)’ + Z(Fkﬁ)
2

— 5 (Okr — DA (5.40)

onde ¢ = Au'

Aplicando a relagao de consisténcia ao vinculo 24

Ql = {Ql, Hc + )\191}, (541)

que pela densidade de hamiltoniana (5.40) gera

Q= =P’ — gt = 0, (5.42)

que é uma nova relacao de vinculo.
Incorporando esses vinculos a densidade de hamiltoniana canonica temos a nova den-

sidade de hamiltoniana total

1 1 1
Hy = Plo, + 4—a2(7r’“)2 + 7 (ko — O Fw) — (0 = Ok Ao)” + Z(Fk12>
2

a
—;@m—@@%f+&m+&%. (5.43)
Aplicando a relagao de consisténcia ao vinculo {25, temos
Q3 = Qz = {92,HT}7
Qg =y = 9, P =~ 0, (5.44)
Incorporando este vinculo a densidade de hamiltoniana temos,
" L g k 1 > 1 2
Hr = Po, + @(W )* + 7 (Oppo — O F) — 5(% — OpAo)” + Z(Fkl )

2

-Ja@@—@m%f+xm+&m+&@& (5.45)

onde A é um multiplicador de Lagrange.

Continuando, devemos realizar a evolucao temporal do vinculo €23. O resultado obtido

Q3 =0 (5.46)
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ou seja, nao ha mais vinculos na teoria.

O conjunto de vinculos encontrados aqui sao todos de primeira classe, pois,

Agora vamos fazer a anélise dos vinculos a partir dos momentos (5.13), ou seja, no
espaco-tempo NC. Como ja foi dito anteriormente, a densidade de lagrangeana do modelo
eletrodinamico de Podolsky no espago-tempo NC difere da densidade de lagrangeana (5.2)
por possuir derivadas de ordem 3, e um termo que quebra a invariancia de calibre perante
a transformacao 04, = J,A. Analisaremos, pela perspectiva do formalismo de sistemas
vinculados, qual é a contribuicao desses termos para a invariancia de calibre da teoria
eletrodinamica generalizada de Podolsky no espaco-tempo NC.

Para aplicar o formalismo de Dirac vamos partir da densidade de hamiltoniana canonica

T,

He=+p'ou+

5 (]_ - 0”ng2> - FnﬂieijFJn

a

— eij(Fai>7Tn8a(PT> + Qijﬂ'naa(Ai)(ang) - an’ﬂ'nﬂ'kaj — Wnangbo + Wnasz
1 1. i

+ Z(zFOkFOk + Flekl)(l - §eljﬂj)7(F0iF0ka + FikaoFOJ + Flelijl)

CL2

SO0 E

n

I 09, Ayt + 09 e FT A+ 0, Faid® ™ + 07 m,0% A0, F" + 0",k By,
2a? J J o
— azeij (9,\F)‘08"(FmF0j — Alaano) + GAF/\”ﬁ”(Fanj — Ala]F“n)] s (548)

assim, os vinculos que surgirem serdo introduzidos na densidade de hamiltoniana (5.48)
através dos multiplicadores de Lagrange.

Pela eq. (5.13) temos como vinculo primario, o vinculo oriundo dos momentos canonicos

Ql =Ty ~ 0 (549)

que é o primeiro vinculo encontrado.
Com o objetivo de verificar se ha novos vinculos na teoria devemos, seguindo o forma-
lismo de Dirac, realizar a evolugao temporal desse vinculo. Logo, utilizaremos os parénteses

fundamentais de Poisson para uma teoria de ordem superior, ou seja,

{AM($‘>, pu<y>} = 5553<I’ - y),
{¢"(2), m(y)} = 806° (2 — y). (5.50)

Antes, porém, devemos acrescentar esse vinculo a densidade de hamiltoniana candnica

(5.48), obtendo assim a densidade de hamiltoniana total,
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(7")? ij n 40 in
HT = p’ugbu - (1 —0 ]0]-/1,-) — 7Tn8 A+ 7rn8iF

2a?
1 0k kl 1 ©J Hij k k k
+ 4_1(2F For + F* Fy)(1 — 59 F;;) + 7( OZ-FOij + F FioFoj + FiF; Fj)
2 . giinn
- %(ak¢k — OkORA)? — a®07 [O\F00" (FriFyj — AiDj Fro)] + a—;r[”z‘Fnj — A;0;m,]
+ QijW”[Fm@“Fnj — 8"Ai6jFMn] -+ )\191. (551)

O préximo passo é realizar a evolugao temporal do vinculo 24, ou seja,

0, / A2 (O, Hr), (5.52)

que, usando a eq. (5.51), obtemos

Q=0 =p° — 91" =~ 0, (5.53)

que é um novo vinculo da teoria.
E importante perceber que esse vinculo possui a mesma forma do caso comutativo,
mas as contribuicoes da nao-comutatividade se encontram dentro dos termos py e 7" pelas

egs. (5.13). Introduzindo este novo vinculo a densidade de hamiltoniana canénica temos

(Wn)2 ij n A0 in
HT = p,ugbu - (1 —0 ]8in) — 7Tn8 A+ WnaiF

2a?
1 1 . Qv
+Z(2FO’“F0k + FME) (1 - 5elﬂﬂj) + 7(meFO,c FF + FfFioFo; + FuFfF))
a? 2 250 A0 An 6l
- E(akzﬁbk — OpOkAg)™ — a0 [ONF0" (FriFo; — Ai0jFoo)] + T[WiFnj — A;0;my)
+ 9”#" [Fm(?“Fnj — 0“Ai0jF,m] + )\191 + )\QQQ. (554)

Dando prosseguimento ao formalismo de Dirac devemos agora verificar se ha novos

vinculos realizando a evolugao temporal do vinculo €25, assim,

Qy = / d*z{Qy, Hr}, (5.55)
o que nos leva ao novo vinculo,

Qy=V -7~ 0. (5.56)

Realizando a evolugao temporal desse vinculo encontramos a expressao
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Qg = a20ij[—8"(8i8mFm0)8ano + aﬁmFmoaja"Fno] — Hijﬁm(ﬁmnaijn), (557)

que nao caracteriza um vinculo pois, nao é uma relacao entre coordenandas e momentos.

Portanto, temos trés vinculo na teoria, todos de primeira classe

Ql = 7T0%0,
Oy =p° — 0,7 =0,
Q3=V-7~0, (5.58)
onde
{Qi, Q]} =0 \V/@j = 1, 2, 3. (559)
e a hamiltoniana total resultante fica
(ﬂ-n)Q ij n A0 in
Hr = plo, — 52 (1-0Y0;A;) — m,0"A° + 1,0, F
a
1 1 .. 0
+4 <2F0’“ng + F“Fkl> (1 - éewﬂj) +5 <F0,;F0ka + FF R By + FklﬂkF;)
a’ 2 y ij. n
-< (amk - a,iAo) a2 [@F*OG”(FMFOJ- - Aiaano)] +— [anj - Aiajwn]
-+ eijﬂ,n F laan - 8“A18F nl + )\191 + )\QQQ -+ )\3Q3. 5.60
p J it

Uma teoria que sé possui vinculos de primeira classe ¢ uma teoria que possui invariancia
por transformacoes de calibre. Adiante iremos discutir essas simetrias. Além disso, para
realizarmos a quantizacao de Dirac, como sé possuimos vinculos de primeira classe, deve-
mos realizar a fixagao de calibre a fim de fixar os graus de liberdade. Para tanto, vamos

fixar os calibres

21 Egbo =~ 0,
S, =(14+0)V-A~0,
S5 =Ag ~ 0. (5.61)

Ao realizar a fixacao de calibre, a teoria passa a ser de segunda classe e os parénteses

de Poisson entre os vinculos nao é mais nulo, assim,
{Z1(2), Q(y)} = 0¥ (x — y),

{Sa(2), Q(y)} = (1 - 20>V VD) (2 — ),
{S3(x), U (y)} = 6z —y). (5.62)
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Agora podemos obter os colchetes de Dirac da eletrodinamica de Podolsky no espaco-

tempo NC, assim

{A°(x), pi(y)}pB = O,

{¢'(2), po(y)} B = 0,

{AO(@JU(?J)}DB =4,

{¢'(x),m0(y)} B = 0,

{A" (), p()}ps = 616®) (& —y) — (1 = 20°V?) x 0.0'G(x —y),

{¢'(x), px(¥)}pB = 63,6 (z — y). (5.63)

Cabe aqui uma digressao sobre o que foi apresentado nessa se¢ao. A teoria de Podoslky
no espaco de fase comutativo é uma teoria de primeira classe, ou seja, possui invariancia
por transformacoes de calibre. Na secao anterior desenvolvemos um estudo detalhado
sobre a eletrodinamica de Podolsky no espaco-tempo NC e vimos que hd um termo na
lagrangeana (5.3) que quebra a invariancia de calibre usual, sendo assim, a langrangeana
(5.3) ndo ¢ invariante pelas transformacoes de calibre usuais 64, = J,A.

No entanto, pelo que foi exposto acima, encontramos que a eletrodinamica do Podolsky
no espaco-tempo NC, s6 possui vinculos de primeira classe. Como vinculo de primeira
classe é gerador de simetrias, devemos encontrar as simetrias geradas por esses vinculos.

O espago de fase é dado por

{A(J?Aiap0>pi7¢07¢i777_0a7ri}- (564)

Assim, as transformacoes de calibre para a eletrodinamica do Podolsky no espaco-

tempo NC sao

(5.65)

o que pode ser facilmente verificado substituindo essas transformacoes na variacao da eq.
(5.3). Portanto, o que fizemos quando usamos o método de Noether, foi descobrir uma

acdo dual por simetria a eq. (5.3)
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5.5 Formalismo simplético aplicado a eletrodinamica

de Podolsky no espaco-tempo nao-comutativo

Na secao anterior realizamos a quantizacao da teoria eletrodinamica de Podolsky no
espaco-tempo NC pelo formalismo canonico de Dirac. Nesta secao, iremos realizar a
quantizagao via formulagao simplética [33], onde os parénteses de Dirac (5.63) serao obtidos
de uma maneira geométrica como foi discutido na segao (2.2) .

Como a lagrangeana (5.3) possui termos de ordem superior, devemos seguir a apro-
ximagao de Ostrogradski [52, 53, 54] para lidarmos com esses termos. Logo, introduzimos

um novo par canonico

(T¥, Ar), (5.66)

que juntamente com os pares canonicos

(Pu’ Au)?
(T, AM), (5.67)

podemos reescrever a lagrangeana (5.3) em primeira ordem

L=+m,I" 4 p, AP — O (5.68)

onde (9 é o potencial simplético e os momentos canonicos sdo dados pela eq. (5.13).

Pelas egs. (5.68) e (5.3) podemos escrever o potencial simplético como
1 . = — d — —
v = 4p,IF — 2—&27?2(1 —019;A;) —a*(V-T = V24y)> =7 -V x (Vx A)+7- VI,
1 = -,
+ 509 % A

—(e*-f_é‘.mo){(f-(ﬁx ) — VA (V x ﬁ)]
A

oL STl -
+ [1 — 0 (V x A)] {E(F—VAO)
+&W@M-ﬁi@@wwxm< — 9;A0) — Ai0;(~Ty + 8, Ag)
— Hijﬂ'nﬂ'ienjk(ﬁ X /T)k — 0“7?” [(Fz — 8ZA0)(87LF] — @Fn)
+ (¥ x A ((ensm(V x A)™))]
+Giin [ (D — Do) + 0™ A0, (Emuin(V X

-,

)k)] + 0 A0, (5.69)
e, pela lagrangeana (5.68), temos que as varidveis simpléticas originais sao dadas por

CQ([O) - (Ak7pk7A071007Fk77Tk7F0)7 (570)

onde omitimos termo my pois ele ndo aparece na lagrangeana (5.68). Podemos entao
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identificar, pela lagrangeana (5.68), as formas canoénicas nao nulas como
Aaéo) = —pr; a0 = py; Fa,(go) = —Tg. (5.71)

Seguindo o formalismo simplético, precisamos calcular a matriz f,;(z,y). Pelas relagoes

anteriores, encontramos

Aij Oaxs
fab(x7y) = ! (572>
O3xa  Bij,
onde
0 6; 0 0
5; 0 0 0 0 0y
AZJ: *J O _1 Bl]_ 57,] O
0 0
1 0

E facil perceber que a matriz (5.72) é singular. Assim, o préximo passo é identificar o

autovetor com autovalor nulo, que é facilmente identificado como
Vo = (0,0,0,0,0,0,v7). (5.73)

onde 7 é arbitrario e associado a T.

Aplicando a relagao de consisténcia, a fim de encontrar vinculos para a teoria, temos

/d:cdy ((ﬂ%)((xy))) , (5.74)

0 que nos permite obter

/d:vl/7(po +V-7) =0, (5.75)
que é claramente um vinculo que denotaremos por
Y(zx)=po+ V- 7T=0, (5.76)
onde

T =" 0, F*" 4 0?07 0% (Foi F)' — Ai0;FY) + a*0™ (0, F ") Fiyj + a*070;(Ai0o F*™),
pO :azan(ﬁaFo‘”) + a29ij8n8a(FaiF]” — Alang) + a29"j8n(8aFakaj)
+ a*00,(0;( A0, F™)). (5.77)
E importante perceber que o primeiro vinculo que surge, eq. (5.76), é um vinculo

gerado pela relagao de consisténcia (5.74). No formalismo simplético, os vinculos que no

formalismo canonico surgem diretamente das relacoes dos momentos canonicos, neste caso
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7o ~ 0, nao sao considerados vinculos verdadeiros, por isso, ele nao aparece aqui.
Seguindo o procedimento de Faddev-Jackiw devemos introduzir este vinculo na lagran-

geana (5.68) por meio de um multiplicador de Lagrange \, ou seja,
L=m, "+ p, A"+ Npo+ V- 7) — v, (5.78)
e as novas variaveis simpléticas, pela eq. (5.78), sao
¢V = (Ax, pi, Ao, po, T, T, A). (5.79)
O novo potencial simplético é obtido pela relagao

v =0 (5.80)

1(z)=0’

assim, pela eq. (5.69),

n I ij a’ ~ - =
v = p, I — ﬁwm — 090, A;) — 3(vr — V2A0)? —7-V x (V x A)

+(1-0-(VxA) B(f— VAy)? + %(6 X /T)} —(6-T=0VA)T - (V x A)
VAV x A)?) + a207 [DAO — VT (ain(V x AV, — 8;A0) — Aiy(~Ty + 8, Ag)
— O ek (V x A)F — gid g [(ri — 8;A0)(0,T; — 9;T,)
+ (exa(V x D)) (enm(V x A)™)] + 097" [0 (T = Do)
+ 0™ A0, (e (V ,I)k)] 0T ADi, (5.81)
e, consequentemente, os novos vetores sao entao dados por

A (1) _ Ao (1) r (1 A

a,’ = —px; =po; ap = —T; aV =py+ V-7 (5.82)

A nova matriz fu,(x,y), pelas egs. (5.82), fica

fab(xay): v ! )
—D; Cij
onde

0 00

00 0 0 0ij 0

Dj: 00 0 € Cz]— _61']' 0 —03

0 -9, 0
0 0 1

que, assim como a matriz (5.72), é uma matriz singular.

A partir da matriz anterior, podemos identificar os modo-zeros que possuem autovalores



62

nao nulos como
7o = (0,0,7%,0,27,0,07). (5.83)

Y A
Logo, aplicando a relacao de consisténcia, com o objetivo de obter novas relagoes de

vinculo, temos

/ dx {53 5 Af(x) + 77 5Ff(x)] / dyvW(y), (5.84)

0 que nos leva a

/ dz*(V - p)(x) = 0, (5.85)

onde utilizou-se 7 — ;3 = 0. Ou seja, o novo vinculo gerado ¢

Q= (V- p)(z) =0, (5.86)

que é a mesma relacao de vinculo obtida no caso da quantizagao canonica, eq. (5.56).
Continuando, devemos introduzir esse novo vinculo a lagrangeana através de um novo

multiplicador de Lagrange, ou seja,
L =7, " 4 p A+ Npo+ V- 7) + (V- §) — @), (5.87)

onde
2 1
(@ — ( )lﬂz(m):()‘ (5.88)

As relagoes anteriores nos levam aos vetores
Aa,(f) = —pe; 0@ = py; Fa,(f) =—m P =py+ V-7 P =V.7 (5.89)
e as variaveis simpléticas
¢ = (Ax, pr, Ao, po, T, T, A, ). (5.90)

o ” 2 . .
Agora devemos escrever a nova matriz simplética, féb)(x, y), para analisar se tal matriz

;. ~ . . . A~ . . 2

é singular ou nao e assim identificar os parénteses de Dirac. A matriz féb)(x, y) resultante

é

A E.
(2) J 7,
fab (l’,y): )
_Eiy Fij
onde
0 0 0 0 dij 0O O
B - 0 0 —0; . P —0; 0 =0; 0
o100 N 0 -0 0’
0 0 1 0 0 0

que também é uma matriz singular, ou seja, nao possui inversa, assim nao podemos iden-
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tificar diretamente os parénteses de Dirac da teoria.

Identificando os modos zero, agora temos dois (7,) € (v, ), obtemos

7 = (17,0,0,0,0,0,0,v%), (5.91)

= (0,0,17,0,4, 0,4, 0). (5.92)

O préximo passo é aplicar a relagao de consisténcia a procura de novos vinculos. Porém,
a relacao v, gera novamente o vinculo V-7 =0. Consequentemente, a relacao de con-
sisténcia nao gera novos vinculos e a matriz continua singular e, portanto, conforme o
método simplético, o modelo apresenta uma simetria e o gerador da simetria é o respec-
tivo modo-zero.

O proximo passo € realizar a fixacao de calibre, ou seja, deve-se fixar os graus de
liberdade de calibre. Assim como no caso comutativo, iremos escolher o calibre de Coulomb

generalizado

-,

(14 Oa?)(V - A)
Ao

0,
0, (5.93)

o que nos leva a nova lagrangeana

LO =, PP 4+ p A+ Npo +V - 7) +0(V - §) + x(1 — ?PVV - A — B (5.94)

onde v? ¢ dado por

;ﬁ - —(vr) - %w (1 —070;A;) — 7 - (V x (V x A))]

(VX AP (V% DT + (7 x AP (- F - (V x A)
020" [0, T 0" (eik (V x A)F(T; + Aiajrn)] 677" i (nit(V x A)Y)
= 097" (1) (0T = ;1) + eV x A (enm(V x A)™)
+ 09T T, + 097" 0™ A0 (emni(V % A)*) + 077" Dy, (5.95)

3 — pnl™ —

Assim, a lagrangeana anterior nos permite identificar os vetores

Ao = —p; Ma® =py; T = —me a® = po+ V-7
03 =V .5 Xq® = V2V A (5.96)
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0 que nos leva a terceira matriz simplética

0 6 0 0 0 0 0 -V |
~5; 00 0 0 0 -3 0
0 00 0 0 1 0 0
@ | 0 00 0 & 0 0 0
=109 0 o —6; 0 9 0 0
0 01 0 & 0 0 0
0 & 0 0 0 0 0

| V20: 0 0 0 0 0

A matriz anterior é uma matriz nao singular, ou seja, podemos determinar, apés um
arduo trabalho algébrico, a sua inversa, e identificar os parénteses de Dirac da teoria.

Assim, os parénteses de Dirac sao

{Ax(2), P (¥)}pB = 070(2,y) — V0" Gz, y)
{T(2), 7" (y)}pB = 60 (2, ), (5.97)

identificando G(z,y) como a funcdo de Green
VaViG(z,y) = 0¥(x,y), (5.98)

e esse resultado estd de acordo com o obtido na sec¢do anterior, egs. (5.63), ou seja, ambos
os resultados coincidem, porém, com suas vantagens e desvantagens, principalmente com

relagao aos calculos extensos.



Capitulo 6
Conclusao

A teoria eletrodinamica de Proca no espago-tempo NC é um sistema vinculado e nao
invariante de calibre. Como ja foi dito anteriormente, teorias eletrodinamicas invariantes
de calibre sao importantes pelo fato do modelo padrao ser desenvolvido a partir de modelos
eletrodinamicos invariantes de calibre. Assim, ao analisarmos a invariancia de calibre no
espaco-tempo NC, estamos contribuindo para o entendimento da invariancia de calibre e
de sistemas vinculados na escala de Planck, onde as coordendas do espaco-tempo possuem
a relagao de incerteza (1.2)

Neste trabalho, a partir dos resultados obtidos em [13], obtivemos a versao invari-
ante de calibre para a eletrodinamica de Proca no espago-tempo NC. Como este modelo
constitui um sistema vinculado e, além disso, é um sistema de segunda classe, o método
utilizado foi o método GU. Para utilizar o método GU, é necessario que os vinculos pos-
suam o parénteses de Poisson nulos consigo mesmo. Sendo assim, podemos escolher um
dos vinculos para ser o gerador de simetrias e o outro vinculo sera descartado. A partir
dai, contruimos uma hamiltoniana invariante pelas transformacoes geradas pelo vinculo
gerador das simetrias.

Além disso, realizamos a andlise da dinamica do modelo a partir das equagoes de movi-
mento encontradas. Comparando com os resultados dados pela sua versao nao invariante
de calibre, surgem novos termos devido a nova hamiltoniana possuir novas contribuicoes.
A partir da hamiltoniana, agora invariante de calibre, realizamos uma transformagao de
Legendre a fim de encontrar a lagrangeana invariante por trasformacoes de calibre.

Como o modelo de Proca no espago-tempo NC possui dois vinculos de segunda classe
que satisfazem as condic¢oes de aplicagao do método GU, realizamos a andlise acima para
os dois vinculos do sistema. Os resultados forma publicados em [22].

A teoria eletrodinamica de Podolsky surgiu com o intuito de contornar divergéncias
que aparencem em curtas distancias na teoria de Maxwell, ou seja, a catastrofe ultravio-
leta. Isso foi feito acrescentando-se um termo que possui derivadas de ordem superior na
lagrangeana. Além disso, o termos possui massa, ou seja, a do campo A,. Originalmente,

a eletrodinamica de Pdodolsky é um sistema vinculado de primeira classe. Como é sabido,
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um sistema de primeira classe possui simetrias onde o gerador dessas simetrias é o proprio
vinculo de primeira classe.

Neste trabalho, analisamos as contribui¢oes da NC na teoria eletrodinamica de Po-
dolsky, ou seja, seu comportamento em pequenas distancias no espaco-tempo. Para tanto,
utilizamos o produto Moyal, até primeira ordem em 6, na lagrangeana (5.1). Com isso as
contribuicoes NC aparecem nos termos em 6. A partir do mapeamento de Seibreg-Witten,
fizemos a ligacao entre os campos no espaco-tempo NC e os campo no espago-tempo co-
mutativo.

A partir dai, investigamos o fato da lagrangeana (5.3) deixar de ser invariante pe-
rante as transformacoes usuais do eletromagnetismo, ou seja, 04, = d,A. Como a nao-
comutatividade nao altera os graus de liberdade, espera-se que seja possivel encontrar uma
lagrangeana dual que seja invariante de calibre. Tal lagrangenana foi determinada através
do método de Noether. Para tanto, introduziu-se um campo B, que foi determinado em
seguida. A trabalho foi publicado em [29]

Em seguida, foi feita a andlise dos vinculos da teoria de Podolsky no espago-tempo
NC. Assim como no caso comutativo, os vinculos encontrados sao de primeira classe e,
consequentemente, o modelo possui simetrias de calibre tendo os vinculos de primeira
classe como geradores.

Além disso, determinamos os parénteses de Dirac do modelo de Podolsky no espaco-
tempo NC através de dois métodos, primeiramente via formalismo de Dirac e, em seguida,
pelo formalismo simplético. Os resultados encontrados pelos dois métodos sao equivalentes
e uma analise entre os formalismos foi feita.

Acreditamos que esses resultados sejam importantes pois, estamos analisando simetrias
de calibre no espago-tempo NC, ou seja, em curtas distancias, que é importante para o
estudo do universo primordial, além de contribuir para a literatura de sistemas vinculados

no espacgo-tempo NC.
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