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RESUMO

O principal objetivo desse trabalho é estudar duas aplica¢bes distintas das bases de
Grobner a codigos lineares. Com esse objetivo, estudamos como relacionar codigos a
outras estruturas matematicas, fazendo com que tenhamos novas ferramentas para a
realizagao da codificacdo. Em especial, estudamos cédigos cartesianos afins e os c6digos

algébrico-geométricos de Goppa.

Palavras-chave: Base de Grobner. Variedades afins. Corpos de fungoes. Cédigos algébrico-

geométricos.



ABSTRACT

The main objective of this work is to study two different applications of Grobner basis
to linear codes. With this purpose, we study how to relate codes to other mathematical
structures, allowing us to use new tools to do the coding. In particular, we study affine

cartesian codes e algebraic-geometric Goppa codes.

Key-words: Grobner basis. Affine varieties. Function fields. Algebraic-geometric codes.
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1 INTRODUCAO

O problema de transmitir informagdes de forma segura e correta existe desde o inicio
da civilizagdo. Na transmissao de dados podem ocorrem problemas, como interferéncias
electromagnéticas ou erros humanos, que chamamos de ruido e que fazem com que a
mensagem recebida seja diferente daquela que foi enviada. A teoria de codigos corretores
de erro tem como objetivo desenvolver métodos que permitam detectar e corrigir a maior

quantidade de erros possivel.

Na década de 1940, os programas eram gravados em cartoes perfurados cuja leitura
pelo computador permitia detectar erros de digitagao. Caso um erro fosse detectado, a
leitura era interrompida. Inquietado pelo fato das méquinas conseguirem detectar um
erro, mas nao corrigi-lo, Hamming desenvolveu um codigo capaz de detectar até dois erros
e corrigir um erro, se ele for o inico. Ainda na mesma década, Shannon publicou "A
Mathematical Theory of Communication', consolidando o inicio da teoria de c6diigos em

conjunto com o trabalho de Hamming.

Em particular, a teoria de codigos lineares utiliza ferramentas matematicas sofistica-
das e pode ser abordada a partir de diversas areas, tais como Geometria Algébrica, Teoria
dos Numeros e Teoria de Grupos. Nesse trabalho, nossa abordagem de cédigos corretores
de erros utiliza duas ferramentas como base: variedades afins e corpos de func¢oes algébricas.
A primeira abordagem deve-se a Lax e Fitzgerald em [9] e torna-se bastante interessante
por utilizar resultados classicos. Ja a segunda, deve-se ao interesse de apresentar uma
classe dos codigos lineares introduzida por Goppa em 1981 que tem sido tema de estudo

desde entao.

Nosso interesse em apresentar dois tipos de construcao diferentes de cdédigos vem
do fato de que as mesmas admitem o uso de uma ferramenta comum de formas distintas:

as bases de Grobner.

O conceito de bases de Grobner apareceu pela primeira vez em 1965, na tese de
Buchberger, orientada por Grébner. O problema a ser resolvido parecia simples: dado um
ideal de um anel de polinémios K[z], como determinar uma base do anel K[z]/I como
K-espaco vetorial? Essa resposta era conhecida no caso de polindmios em uma s variavel,
mas muda quando temos varias variaveis. A ideia de Buchberger foi, entao, fixar uma
ordem monomial e determinar um conjunto especial ¢ de geradores para I (que sabemos
que é finita, pelo Teorema da base de Hilbert) com uma propriedade especial: as classes
dos mondmios que nao sao multiplos de nenhum dos monomios lideres de ¢ formam uma
base para K[z]/I.

Dessa forma, no primeiro capitulo, fazemos uma breve introduc¢ao ao conceito de

ordens monomiais e apresentamos as bases de Grobner e o algoritmo de Buchberger.



No segundo capitulo, apresentamos uma primeira aplicacao de bases de Grobner a
codigos. Para isso, comecamos com conceitos e resultados basicos da teoria de codigos,
mais especificamente de codigos lineares. Em seguida, estudamos a construgao de codigos
apresentada em [9] seguindo os passos de [3], os chamados codigos cartesianos afins, que

utilizaram variedades afins e certa aplicacdo que depende dos pontos de tais variedades.

Em seguida, comecamos o estudo da segunda aplicagao de bases de Grobner a

c6digos.

No terceiro capitulo, apresentamos as ferramentas que serao utilizadas no capitulo
seguinte e sao parte da teoria de corpos de fungoes, como lugares, valorizagao discreta
e divisores, além de resultados importantes, como o teorema da aproximacao fraca e o

teorema de Riemann-Roch.

No quarto capitulo, apresentamos a construcao de alguns cédigos lineares, tendo
como foco principal os cédigos geométricos de Goppa. Em particular, vemos o exemplo

dos codigos racionais.

Finalmente, no tltimo capitulo, apresentamos um estudo de codificagao de codigos
lineares utilizando bases de Grébner proposto por Little, Saints e Heegard. Nesse caso,
¢ dada uma estrutura de submodulo de um modulo livre para os coédigos de Goppa, um
grande avancgo na teoria de cddigos, pois tal sistema de codificacao é mais eficiente do que

canonico, isto é, utilizando matriz geradora.



2 BASES DE GROBNER

2.1 ORDENS MONOMIAIS

Neste capitulo, K denotard um corpo e K|[z] serd o anel de polindémios em n

variaveis x1, ..., T,, com coeficientes em K.

Definig¢ao 2.1. O conjunto de todos os mondmios de K[x] é denotado por M, ou seja,

n
M, = {H T, e, € N.}
i=1

O monomio 29 - ... - 22 é denotado por 1.

Definigao 2.2. Uma relagdo de ordem, ou uma ordenagao, sobre um conjunto C' (nao

vazio) é uma relagdo < satisfazendo:

1. ¢ < ¢ para todo ¢ € C (reflexiva).
2. Se c1, 9 € C sao tais que ¢; < ¢p € ¢3 < ¢ entdo ¢ = ¢ (anti-simétrica).
3. Sejam c1,c0 e c3 € C. Se ¢ < g e co < 3 entdo ¢ < ¢ (transitiva).

Definicao 2.3. Uma ordem monomial < sobre M, é uma relagao de ordem total que

satisfaz:

1. Seja myi,my € M, tais que m; < my, entao myms < moms para todo mg € M,,.
2. Todo subconjunto nao vazio de M, admite um menor elementos em relacao a <.

Definicao 2.4. Definimos a ordem lexicografica < da seguinte maneira:
n n

Dados dois mondémios H e H xf ' dizemos que
i=1 i=1

n n
se ap = O para todo k € {1,...,n}, isto é, fo‘ = fol, ou existe i € {1,...,n} tal que
i=1 =1

a; < B e aj = B; para todo j < i.

Exemplo 2.1. Considerando a ordem lexicografica e os mondmios zy3z3, zy?z?, v2y*22,

zhy, 3y?23 € K[z, y, 2], temos que:
xy’2t <pay’s® <paty'2? <p Pyt <paty.

Uma outra ordem que também utilizaremos é a ordem lexicogréafica graduada.
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Definicao 2.5. Definimos a ordem lexicografica graduada <o da seguinte maneira:

Dados dois mondmios H xit e H xf * dizemos que
i=1 i=1

n
=" <we I1 )

i=1 =1

se:
deg (H xf") < deg (H xf) ou deg <H xf‘l> = deg (H xf) e existe k € {1,...,n} tal

i=1 i=1 i=1 i=1
que oy > B e aj = [3; para todo j > k.

Outra ordem que utilizaremos nos ultimos capitulos é a ordem POT.

Definig¢ao 2.6. Um monoémio em K[z|™ é um vetor do tipo Xe;, onde e; é o vetor candnico

el <i<meX éum monémio em K|z

Definigao 2.7. A ordem POT, denotada por >por, sobre K[z]" é definida por:
a¥e; >por e,

sei<jou,sei=jek>l

Exemplo 2.2. Sejam a e b pertencente a K[z]™, com a = (z,2%,...,2") e b= (2", ..., 1),
entao temos pela ordem POT que ae; >por bej para @ < j, ae; <por be; para i > j e
quando tivermos ¢ = j teremos que dividir em dois casos

12 Caso: Se r for par, entao se 1 < g, temos ae; <por bej, agora se i > g, entao
ae; >por be;.

22 Caso: Se r for impar, temos ae; =por bej para i = j = %1, ae; <por be; para i < %

r+1

e ae; >por bej se i > 5.

Agora que ja definimos as ordens monomiais que serdao utilizadas ao longo desse
trabalho, vamos falar um pouco sobre o algoritmo da divisdo para n varidveis. Dados
polinémios f, f1, ..., fm em KJz], de forma semelhante ao algoritmo da divisdao de uma

varidvel, queremos encontrar qi, ..., ¢, 7 € K[x] tais que

f=ah+. ..+ qufm+r
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Para isso temos o seguinte algoritmo

Algoritmo da Divisao de n variaveis
Entrada: f, fi,..., fm € K[x];
Defina ¢, =...=q¢,=r=0¢ h = f;
Enquanto & # 0 faca
Se existe ¢ € {1,...,m} tal que ml(f;)|ml(h)
Entao

Escolha o menor tal indice ¢ e faga
Hn)
t(fi)’
ti(h)
t(fi) fi’

Qi = qi +

h=h-—
Senao

r=r+tl(h);
h=h—tl(h);

S
Saida: qi,...,qm, 7 € K[z] tais quef = > q;g; +,
=1

ml(f;)tm para todo m € M(r) e todo i = 1,..., 5.
O seguinte teorema nos garante a existéncia de ¢y, ..., ¢,, € 7 como no algoritmo
anterior.

Teorema 2.1. Sejam f, gy, ..., g, polindmios e < uma ordem monomial fixada. Entao

existem qi, ..., ¢, r € K|x], tais que

f =q191 + . + qsGm + 1,

com ml(g;) 1 m para todo m € M(r) e todo i = 1, ..., m.

Demonstragao. ver [§ teorema 3.30. O

Exemplo 2.3. Seja fi =22 +1e fo =2¢y° —y e f = 62%* + 72° + 8a%y” + 1, entdo
fazendo a divisao de f por f; e fs, temos pelo algoritmo da divisao

Iniciamos com
F = f=62%"+72°+82%" +1,
r = 0;
q1 = 0;
qo = 0
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Como ml(f1) divide ml(F’), obtemos

F=f- mi(/) fi =72 + 8zty" — 62°y* + 1;
ml(f1)

r=0;

¢ = 62°y?;

g2 = 0.

Como ml(f1) nao divide ml(F) e ml(f;) ndo divide mi(F'), obtemos:

F=F —ml(F) = 8z%" — 62%y* + 1;

r =Tz
¢ = 62%y%;
g2 = 0.

Como ml(f1) divide ml(F), obtemos
ml(F)

=t ml(f1)

fi=—62%y* — 8y’ + 1;

r="7x"
q = 62%y* + 8y°;
q2 = 0.

Como ml(f;) nao divide ml(F') e ml(f) ndo divide mi(F), obtemos

F=-8y+1;
r = T2° — 62%y*;
@ = 627y
g2 = 0.
Como ml(fs) divide ml(F'), temos
F=F— Z;éi;fg =4y + 1;

r = T2° — 62%y%;

¢ = 62°y* + 8y;

@ =—4

Como ml(f1) nao divide ml(F') e ml(f;) ndo divide mi(F"), obtemos

F=1;
r=T2° — 62%y* — 4y;
¢ = 62%y° + 8y°;
@ = —4
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Como ml(f1) nao divide ml(F) e ml(f;) nao divide mi(F'), obtemos

F=0;

r =72’ —62%y* — 4y + 1;
@ = 62%y* + 8y”;

g2 = —4.

No préximo passo o algoritmo para. Portanto, temos

f=(627y" +8y°)(a"y® + 1) + (2y° — y)(—4) + T2° — 62°y> — 4y + 1.

2.2 BASES DE GROBNER

A teoria de bases de Grobner para ideais de anéis de polindmios é uma ferramenta
muito utilizada na teoria de c6digos, pois sua principal caracteristica é determinar uma
base para um ideal dado de modo que um polinémio pertenca a esse ideal se, somente
se, deixa resto zero na divisao pelos elementos da base. Nas secoes e sempre que

omitirmos a ordem utilizada, estaremos considerando a ordem lexicografica.

Definigao 2.8. Dado um polinémio f € K|z|, denotaremos por ml(f) o mondémio lider

de f e tl(f) o termo lider.

Exemplo 2.4. Considere o polindémio f(x) = 3z*y? + 52%y + 3xy + 2x + y + 8, entdo
ml(f) = zty? e ti(f) = 3zty>.

Definicao 2.9 (Base de Grébner). Sejam [ C K[z] um ideal e < uma ordem monomial
fixada. Um subconjunto nao vazio e finito G de I é uma base de Grébner para I com
respeito a relagdo <, se para todo f € [ existe g € G de modo que ml(g) divide mi(f).

Denotaremos por ml(G) o conjunto de todos os monomios lideres de todos os g € G.

Exemplo 2.5. Considere o seguinte ideal I = (fy, f2), com f; = 2% e fo = a2y + v,
inicialmente poderfamos pensar que { f1, fo} seria uma base de Grébner para I, porém néao
é, pois se olharmos para h = —xy? 4+ yfo = ¥, temos que ml(f1) { mi(h) e mi(f2) t mi(h)
e h €1, pois —ay® = yfi — xfo,

Proposicao 2.1. Sejam J C [ ideais de K[x]. Se ml(I) = ml(J), entao I = J

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que I # J. Como > é uma boa ordem, entao
conjunto I \ J tem um elemento f cujo mondémio lider é minimo com relagdo a >.
Porém como mli(I) = mli(J), temos que ml(f) € mi(J). Portanto existe g € J tal que
ml(g) = ml(f), implicando que mi(f) > mi(f — g). Mas, pela minimidade de f, temos
que f—gé€ J. Como g € J, entdao f = (f —g) + g € J, que contradiz a hipétese feita

sobre J e completa a demonstragao. O]
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Corolario 2.2. Se G é uma base de Grobner de um ideal I de K[x], entao G gera .

Demonstragio. Pela definicdo de Base de Grobner temos que ml(1) = mi((G)), entao pela

proposigao anterior temos que I = (G). ]

Observacao 2.1. Um resultado analogo ao anterior para moédulos pode ser encontrado
em [5].

Um outro resultado importante que segue da proposicao [2.1| é o teorema da base
de Hilbert.

Teorema 2.3. (Teorema da base de Hilbert) Todo ideal de K[x] admite um numero

finito de geradores.
Demonstragio. Ver [4] pagina 145. O

Vamos denotar por Rg(f) o resto da divisao de f por G.

Proposicao 2.2. Sejam I um ideal de K[x] e G uma base de Grébner para I. Entéo,

f € I se e somente se o resto da divisao de f por G é zero.

Demonstragio. Seja Rg(f) o resto da divisdo de f por G. Como G gera I, entao se
Re(f) = 0 temos que f € I. Agora suponhamos que f € I e Rg(f) = r. Aplicando o
algoritmo da divisao para f e G = (g1, ..., gn) existem polinémios r, ¢y, ..., qs € K|[z| tais

que
f=> agi+r.
i=1
Segue entao que

r:f—ZQigiEI-
i=1

Se r # 0, entdo temos que mi(r) € mi(l) C (ml(I)) = (ml(G)), ou seja, existe g; € G tal
que ml(g;) | ml(r), contradizendo o fato de r ser o resto da divisao de f por G. Portanto,
r = 0. [

Corolario 2.4. Sejam G = {g, ..., g, } uma base de Grébner e f um polindémio do anel

K[x]. Entao existe um tnico polindémio r tal que

f=qg+ ... +qgs+r,

onde ¢y, ...,qs € K|zy,...,2,] e nenhum mondémio de r pertence ao ideal gerado pelos

monomios lideres dos g;s.



15

Demonstracao. Suponha por contradicdo que também podemos escrever f na forma

f=dg+..+dgs+7r

em que, como no enunciado do coroléario, ¢, ..., ¢, € K[z] e nenhum monémio de r’ pertence

as expressoes para f. Obtemos entao

(g1 + .+ 495 +7) — (d1g1 + .. + ¢ogs + ') = 0.

Assim

(@ —a)gr+ .+ (s —¢)gs+r—r"=0
donde podemos concluir que r — 1’ € (g, ..., gs). Logo, pela proposigao anterior, o resto
da divisao de » — ' por G tem que ser zero. Contudo, pela hipétese, nenhum monoémio de

r e r’ é divisivel pelo termo inicial de algum ¢, mas isso implica que o resto da divisdo de

r — 1’ por G é o préprio r — r’. Portanto, r — ' = 0, como queriamos mostrar. n

Observacao 2.2. Um resultado analogo ao anterior para moédulos pode ser encontrado

em [I] capitulo 3.

Proposigao 2.3. Seja GG uma base de Grobner no anel K[x], com respeito a alguma
ordem monomial. Suponhamos que g e h sdo elementos de G e que ml(g) divide mli(h).
Entao

H =G\ {h}

também é uma base de Grobner de (G).

Demonstragio. Basta mostrarmos que para todo f € (G) existe g € H tal que ml(g)|ml(f).

Como G é uma base de Grébner, entao ml(f) é divisivel pelo monémio lider de
algum polinémio de G. Se este polinémio nao for h, entdo pertence a H e nada a fazer,

Por outro lado, se o polinomio for A, entao
ml(g) divide ml(h) que divide ml(f).

Assim, em qualquer caso ml(f) é divisivel pelo monémio lider de um elemento de H como

queriamos mostrar. O

O seguinte resultado serd importante no tultimo capitulo desse texto e afirma que

um submddulo de F,[¢]" adimite base de Grobner do tipo {gV, ..., g™} tal que

1 1
O = (@), g (1), ..., gD (1))

g
9@ =(0,6701),...,¢? 1)

g(r) = (0,0,...,0, g(r)(t))

T
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Proposigao 2.4. Se M é um submédulo de F,[t]", entdao M admite uma base de Grébner
tal que: para cada 7 =1,...,r, existe no maximo um um elemento da base cujo monémio

lider é tiej.

2.3 ALGORITMO DE BUCHBERGER

Inicialmente podemos nao ter ideia de como calcular a base de Grobner de um
ideal, mas em meados de 1960 Bruno Buchberger apresentou um algoritmo simples para a
obtencao dessa base. Antes de apresentarmos esse algoritmo precisamos introduzir alguns

conceitos.

n n

Definigao 2.10. O minimo miltiplo comum (M MC), de dois monomios [ [ 2" e [| e

1
i=1 i=1
M, é o monoémio

MMC <Hmf‘l,fo’> = Hm]’,
i=1 i=1 i=1

onde ~; = max{a;, 5;} para todo i =1,...,n.

Exemplo 2.6. Considere m; = 23y22% e my = 22y*2%, entdo o MM C/(my, my) = x3y*2"

Definigao 2.11. Fixando uma ordem monomial em M, e dados elementos f,g € K[z]\{0},

o S-polinémio de f e g, que denotamos por S(f, g) é o polindémio

S(f,g) = MMC(mi(f), milg)) <tl(ff) - tl(gg)) .

Exemplo 2.7. Seja f =y*> —x e g = zy — y, entao MMC(mi(f), ml(g)) = zy* e

2
y-x ay—y
S(f,g)zwy2< i >=—332+y2

Proposicao 2.5. Fixada uma ordem monomial < sobre M,, temos que um subconjunto

G é uma base de Grobner se, e somente se,
RG(S(QH gj)) = 07
para todo par (g;,g;) € G x G.

Demonstragao. Ver [8], proposicao 4.15. O]

Teorema 2.5. Dada uma ordem monomial e {¢1, ..., gs} C K[z], podemos obter uma

Base de Grobner G para o ideal I = (gy, ..., gs) aplicando o seguinte algoritmo:
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Algoritmo de Buchberger
Entrada: {gi,...,9:} C K[x]
Defina Go =0,G1 ={g1,...,9s} e i = 1;
Enquanto G;_; # G; Faga
Para todo f,h € G;
Calcule o resto r da divisao de S(f, h) por G;
Se r # 0, entao
Gir1 =G u{r};
Se nao ;
Git1 = Gi;
1=1+1
Saida: G = G; Base de Grober para I.

Demonstracao. Primeiramente vamos mostrar que esse algoritmo finaliza depois de um
numero finito de iteragdes. Suponha que esse algoritmo nunca pare, entao existe uma

sequencia infinita de conjuntos
GiCGC...CG; T ...,
com G = G; U {r}, tal que r # 0 e ml(g) nao divide ml(r) para todo g € G;. Entao
(mU(G)) € (MU(Ga)) € . € (mU(G)) € -

mas pelo Teorema da Base de Hilbert temos que todo ideal de K[z] é finitamente gerado,
assim podemos concluir que essa cadeia é estacionaria. Agora que sabemos que esse
algoritmo finaliza depois de um numero finito de iteracoes, entao existe j > 0 tal que o
resto da divisao de S(f, h) por G, é zero, para todo f,h € G, assim pela proposicao

temos que G; ¢ uma base de Grobner para 1. O

Observagao 2.3. Um algoritmo andlogo para encontrar uma base de Grébner para

moédulos pode ser encontrado em [I] capitulo 3.

Exemplo 2.8. Considere I = (22, zy + y*), como no exemplo [2.5, sabemos que G =
{z* ry + y*} ndo é uma base de Grobner, entao vamos aplicar o algoritmo de Buchberger
para encontrar uma base.

Passo 1: Consideremos Gy = {fi, fo}, entdo S(fi, fo) = —xy?, fazendo a divisao de
S(f1, f2) por Gy, temos resto fz = 1.

Passo 2: Agora considere Gy = {f1, fo, f3}. Entao

S(fi, f3) = 0e S(fa, f3) = 94-
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Como S(fa, f3) = 0f1 +0fs + yf3, temos que o resto da divisao de S(fs, f3) por Gy é zero,

assim podemos concluir que G5 é uma base de Grobner para [.
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3 PRIMEIRA APLICACAO DE BASES DE GROBNER A CODIGOS

3.1 PEGADA

Novamente, consideramos K um corpo e K|[z]| o anel de polindmios de n varidveis

com coeficientes em K.

Defini¢ao 3.1. Seja I C K[z] um ideal. A pegada de I (com respeito a uma ordem

monomial fixada) é o conjunto:
A(I) ={M € M, | M nao é o mondémio lider de nenhum polinémio em I}

Exemplo 3.1. Considere o ideal I = (z,y) C K[z, y|, como 0 monomio lider de qualquer
polinémio nao constante de K{z,y| é divisivel por z ou por y, podemos concluir que
G = {z,y} é uma base de Grobner para I e A(]) = {1}.

Proposigao 3.1. Seja I C K|x| um ideal e seja {gi, ..., gs} uma de base de Grobner
para I. Entdo, o monémio M pertence a A(l) se, somente se, M nao é multiplo de

ml(g;) para todoi=1,...,;s

Demonstragio. Suponha que M € A(I). Se ml(g;) dividisse M terfamos M € I, contradi-
zendo a hipétese de que M € A(I). Portanto, ml(g;) nao divide M para todo i =1, ..., s.
Agora suponha que M nao é multiplo de ml(g;) para todo i = 1, ..., s, entdo, pela definigdo

de base de Grobner, temos que M nao é mondémio lider de nenhum polinémio de I. [

Exemplo 3.2. Seja I = (2% 2y + 3?,vy®) C K|z,y], e considere M, com a ordem lexico-
grafica, como sabemos pelo exemplo que G = {z% xy + y*, y*} ¢ uma base de Grobner
e pela proposicao temos que A(TI) é formado pelos monémios que nao sdo combinagao

de ml(I) = {z?, xy,y*}, assim temos que A(I) = {1,z,y,y*}.

Teorema 3.1. Seja [ C K[z| um ideal, entao

B={M+1|MeAI)}

é uma base para K[z]/I como um K-espaco vetorial.

Demonstragio. Seja G = {gi, ..., g; } uma base de Grobner para I com respeito a mesma
ordem monomial usada para determinar A(/) e seja f € K[z]. Dividindo f por G obtemos
qi,---, ¢ € T tais que
f=qg+ .. +qg+r
t
com r = Z%’Mi, a; € Klzx] e M; € A(I) para todo i = 1,...,t. Como f + I =

i=1
G+ ... Fqg+r+1eqg €1, temos f+ 1 =r+ 1. Portanto # gera K|[z]/I como
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I
um k-espaco vetorial. Agora seja > b;(M; +1) =0+1, onde b; € K e M; € A(I) para
i=1
I

todoi=1,...,]. Entao ZbiMi € I com b; = 0, pois caso b; # 0 e temos que ml(g;) nao
i=1

!
divide M; para todo j =1,....,t ei=1,...,1 terlamos ZbiM,- ¢ I. Isso mostra que A é

i=1
linearmente independente sobre K. Assim concluimos que % é uma base para K[z|/I [

Exemplo 3.3. Considerando I como no exemplo temos que K[z, y]/I é um K-espaco
vetorial de dimensdao 4 e {1+ I,z + I,y + I,y? + I} é uma base.

Sejam [ C Klz| um ideal e {fi,..., f;} uma base para I. Vamos denotar por
A(ml(f1),...,ml(f;)) o conjunto

{M € M, | M nao é um multiplo de f; para todo i =1,...,t}

Observacao 3.1. A(l) € A(mi(f1),...ml(fr)) e A(I) = A(ml(f1),....,mI(f:)) se, e

somente se, {f1,..., ft} é uma base de Grobner para [

Demonstracio. Seja f € A(I), temos que f nao é monémio lider de nenhum polinémio de
I. Isso implica que f nao é divisivel por f; para todo i = 1,...,n, pois I é um ideal de K|[z],
assim concluimos que A(I) C A(ml(f1),...,ml(f:)). Sejam A(I) = A(ml(f1),...,ml(f))
e fel. ComoA(I)=A(ml(f1),...,ml(f;)), temos que f é divisivel por algum f;, logo
{f1,..., ft} é¢ uma base de Grobner para I. Agora suponhamos que {f,..., fi} é um base
de Grobner. Se f € A(ml(f1),...,ml(f)), temos que f ¢ I, pois {fi, ..., fi} é uma base de
Grobner, logo f € A(I). O

3.2 NOCOES BASICAS SOBRE CODIGOS

Nesta secao, iremos introduzir algumas nogoes basicas da teoria dos cddigos. Seja
F, um corpo finito com ¢ = p* elementos, com p primo. Consideramos o espaco vetorial

n—dimensional I} cujos elementos sdo as n-uplas a = (ay, ..., a,) com a; € F,.

Definigdo 3.2. Para a = (a1,...,a,) € b = (b1, ...,b,) em F} definimos a distancia de

Hamming entre a e b como
d(a,b) = [{i - a; # bi}|

Definimos ainda o peso de a € F, como seu nimero de entradas nao-nulas, isto é
w(a) = |{i: a; # 0} = d(a,0).

Podemos provar que a distancia de Hamming é uma métrica em Fj, em particular,

vale a desigualdade triangular:

d(a,c) < d(a,b) +d(b,c)
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para todos a, b, c € Fg;

Definigao 3.3. Um co6digo C' é um subespaco vetorial de Fy cujos elementos sdao chamados
de palavras do c6digo. Chamamos de n o comprimento de C e dim C' é a dimensao de C.

Um [n, k]-cédigo é um cédigo de comprimento n e dimensao k.

Definigao 3.4. A distancia minima d(C') de um cédigo C' # {0} é definida por
d(C) = min{d(a,b) | a,b € C e a # b} = min{wt(c)| 0#ce C}.

Vamos nos referir a um [n, k| —cdédigo com distdncia minima d por [n, k, d]-cédigo.

Exemplo 3.4. No jogo de Pac-Man os tinicos movimentos que precisamos fazer ¢ direita,
esquerda, para cima e para baixo. Ao criar um controle para jogar Pac-Man podemos

codificar os quatro comandos como elementos de Fy x Fy da seguinte maneira

Esquerda — 00 Para cima — 10
Direita — 01 Para baixo — 11

Mas se recebermos 00, por exemplo, nao é possivel saber se foi de fato enviado 00 ou 10 ou
01, devido a proximidade das palavras, entao, para termos um um co6digo melhor podemos

modifica-lo da seguinte maneira

00 — 00000 10 — 10110
01 — 01011 11 — 11101

Agora caso o controle transmita um digito errado, podemos descobrir o erro, o que nao era
possivel anteriormente. Observe que o conjunto C' formado por {00000,01011, 10110, 11101}

¢ um subespaco vetorial de F5. Assim temos que C' ¢ um codigo comn =5k=2ed = 3.

Para um [n, k, d|—cédigo C, seja t = [(d — 1)/2] onde [z] denota a parte inteira do
ntmero real  (i.e., z = [z]+ € com [z] € Z e 0 < e < 1). Entdo, C é dito capaz de corrigir
até t erros e detectar até d — 1 erros. Assim, se u € F, e d(u, ¢) < t para todo ¢ € C' entao

¢ é uma palavra-cédigo com d(u,c) <t

Exemplo 3.5. Considerando o exemplo temos t = [(d —1)/2] = [(3—1)/2] = 1.

Portanto o coédigo C' é capaz de corrigir um erro e consegue detectar até 2 erros.

Um modo simples de descrever um cédigo C' explicitamente é escrever uma base

de C (como espaco vetorial sobre Fy).

Definigao 3.5. Seja C' um [n, k] cédigo sobre F,. Uma matriz geradora de C' é uma

matriz k X n cujas linhas formam uma base de C'
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As palavras do codigo sao, entao, todas as combinagoes lineares das linhas da matriz
geradora M, isto é, o codigo linear é o espago gerado pelas linhas de sua matriz geradora.
Dessa forma, um processo imediato de codificacao é: dado w € ]F’;, multiplicamos o vetor

linha w = (wy, ..., wy) por M, obtendo uma palavra codificada ¢ = wM.

Exemplo 3.6. Olhando novamente para o exemplo [3.4] temos que {01011,10110} é uma

base para C, assim a matriz geradora de C' é
01011
M = )
101 10
Vamos agora codificar 11, para isso basta multiplicarmos o vetor (1,1) pela matriz M,

1 1]-{(1) (1) (1) 1 (1)]:[1 110 1.

assim

Logo temos a palavra codificada 11101.

Definigao 3.6. O produto interno canonico em Fy ¢ definido por

<(l, b> = i a,;bi

=1

para a = (a1, ..., a,) € b= (b1,...,b,) € Fy.

Essa ¢ uma forma bilinear nao degenerada em Fy.

Definigao 3.7. Se C C Fy ¢ um c6digo entao
C*r={u € F} | (u,c) = 0 para todo ¢ € C}

é chamado o dual de C. O cédigo C é chamado auto-dual se C' = C* e auto-ortogonal se
C cct

Observacio 3.2. Da Algebra Linear, temos que o dual de um [n, k]-c6digo é um [n, n— k|-
codigo e (C+)t = C. Em particular, a dimensdo de um cédigo auto-dual de comprimento

nén/2.

Definicdo 3.8. Uma matriz geradora H de O+ é dita matriz de teste de paridade de C.

Claramente uma matriz de teste de paridade H de um [n, k] cédigo C' é uma matriz

(n — k) x n de posto n — k, e temos que
C={uelF,|Hu" =0},

onde u' denota a transposta de u. Assim uma matriz de verificacao de paridade identifica

se um vetor u € Fy estd no codigo ou nao.
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Um dos problemas bésicos na teoria de cddigos algébricos é o de construir, sobre
um alfabeto fixado F,, cédigos cuja dimensao e distancia minima sejam grandes em
comparacao com o seu comprimento. Entretanto, ha algumas restrigoes: se a dimensao
de um cédigo é grande (com relagao ao seu comprimento), entao sua distancia minima é

pequena. A cota mais simples é a chamada Cota de Singleton:

Proposi¢ao 3.2. Para um [n, k, d]-c6digo C vale
k+d<n+1.

Demonstragao. Considere o subespago £ C Fy' dado por
E = {(ay,...a,) <Fy | a; =0 para todo i < d}

Como cada a € E tem peso menor ou igual a d—1, entdo ENC = {0}. Como dim £ = d—1

obtemos
k+(d—1)=dimC+dimE = dim(C + E) + dim(C N E) =dim(C + E) <n

]

Cédigos cujos parametros atingem essa cota, isto é, tais que k +d = n + 1 sdo
chamados codigos MDS (do inglés, mazimum distance separable). E possivel provar que se

n < ¢+ 1, entao existe um cédigo MDS sobre [, para toda dimensao k < n.

3.3 CODIGOS CARTESIANOS AFINS

Iniciaremos essa se¢ao apresentando um conceito classico da geometria algébrica.

Para o leitor que desejar saber mais sobre o assunto, sugerimos [6].

Definicao 3.9. Seja I C K|[z| um ideal. A variedade afim associada a I é o conjunto

V(I)={(ai,..,a,) € K"| f(a1,...,a,) = 0 para todo f € I}.

Podemos ver que se I = (g1, ..., g:), entao (ai,...,a,) € V(I) se, e somente se,
gi(ay,...,a,) = 0 para todo i = 1,....,t. Dado V' = V(I) podemos considerar o conjunto
de todos os polindmios que possuem todos os elementos de V' como raiz. Denotaremos
esse conjunto por (V). Temos que I C I(V'), mas serd que [(V) C I7 A resposta esta no

seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser encontrada em [6].

Teorema 3.2 (Teorema dos zeros de Hilbert). Sejam K algebricamente fechado e I
um ideal de K[z]. Entao I(V (1)) = V1.
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Lema 3.1. Seja I C K[x] um ideal e seja Py, ..., P, elementos distintos de V' (I). Entao,
existem polinémios py, ..., p, € K|z] tais que p;(P;) = ¢;; para todo 7,5 € {1,...,r}, onde
d;; € o delta de Kronecker (p;(P;) é igual a O se i # j e 1 se i = j).

Demonstragio. Seja P; = (a;1,...,a;,) € K™ onde i = 1,...,r. Vamos mostrar como obter

polindmios p; como no enunciado. Como todos os pontos sao distintos, para i € {2,...,n}

existe j; € {1,...,n} tal que a1, # a;j,. Seja h; = (xj, — a;;,)/(a1;, — a;j;), entdo h;(P) =1

e h;y(P;) = 0 para todo i = 2,...,r. Assim, tomando p; = [] ks, obtemos pi(P;) =1 e
=2

p1(P;) = 0 para todo i = 2, ...,7. De forma andloga podemos obter ps, ..., p,. H

Proposicao 3.3. Seja I C K[z] um ideal tal que A(I) é um conjunto finito. Entao V(1)

é também um conjunto finito e #(V (1)) < #(A(1)).

Demonstragio. Sejam P, ..., P, elementos distintos de V' (I), a partir desses elementos

encontraremos um conjunto em K [z|/I que é linearmente independente e possui r elementos.

Isso provard a proposigao, pois sabemos que #(V (1)) é a dimensao de K[z]/I como

K —espaco vetorial, pelo teorema Pelo lema sabemos que existem py, ..., p, € K|[z]

tais que p;(P;) = d;; para todo 4, j € {1,...,7}. Assumindo que iai(pi +1) =0+ 1, onde
i=1

ai, ...,a, € K, entao Zaipi € 1. Assim Zaipi(Pj) =0, o que implica que j € {1,...,7}.
i=1 i=1
Logo {p1 + I,...,p, + I} é um conjunto linearmente independente sobre K|z|/I, como

queriamos. [

A demonstracao do resultado a seguir pode ser encontrada em [2], teorema 8.32.

Teorema 3.3. Seja [ C Kz]| um ideal tal que A(/) é um conjunto finito e seja L uma

extensao algebricamente fechada de K. Entao, o conjunto
Vi(I) ={(ay,...,a,) € L"|f(ay,...,a,) = 0 para todo f € I'}
é finito e #(V (1)) < #(A(I)). Além disso, se K é um corpo perfeito (isto é, finito ou de

caracteristica zero) e I é um ideal radical, entao #(V(I)) = #(A(1)).

Em 1988, Fitzgerald e Lax (ver [9]) propuseram uma construcao de cédigos utili-

zando variedades afins que apresentaremos a seguir.

Sejam I = (g1, ..., gs) C Fylz] e I; = (g1, .., gty 1 — @1, ..., 28 — ). Temos que

H(a:—a):(:cq—a:)

aclF,

sempre que V(I) = V(I,). A partir de agora, vamos considerar a ordem lexicogréfica
graduada em M C F,[z]|. Pela observagao obtemos que

#(A(L)) < #(A(ml(gr), ., ml(ge), 21, ., 7)) < ¢"
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e, pela proposigao [3.3] temos que
#(V (1) < #(A(1y)) -
Consideramos V' (1,) = { Py, ..., P,} e a aplicacao

¢ Fylz]/ly — FY
f + ]q — (f(Pl)a () f(Pm))

Proposicao 3.4. A funcao ¢ é um isomorfismo de IF -espagos vetoriais.

Demonstracio. Temos que ¢ é uma transformacao linear, entao basta mostrarmos que
¢ é sobrejetora e dim (F,[x]/1,) = m. Como z} — x; € I, para todo i = 1, ..., n, obtemos
que I, ¢ um ideal radical, pois contém um polindmio de uma varidvel sem quadrado
em cada varidvel (veja, por exemplo, [2], proposicido 8.14). Além disso, para qualquer
extensao algébrica fechada L de I, temos Vi (I;) = Vi, (I;). Assim, pelos teoremas
¢ 3.3 obtemos que dim (F,[z]/1,) = #(A(I,)) = m. Pelo lema [3.1] temos que existem
polinémios py, ...,pm € F,lz] tais que p;(P;) = &;; para todo 7,5 € {1,...,m}, donde
o(pi + 1) = (pi(P1), -, pi(P)) = €;, onde e; é o i-ésimo vetor da base canonica de F}’

para todo i € {1,...,m}. Isso prova que ¢ é sobrejetora. Portanto, ¢ é um isomorfismo. [

Definicao 3.10. Seja L C F,[z]/I, um F,subespaco vetorial de F,[z]/],. A imagem
©(L) = C(L) é chamado codigo de variedade afim associado a L.

Sejam Ay, ..., A, subconjuntos nao vazios de F, e X = A; x ... x A,. Para cada
i€ {1,...n}, seja f; = [[ (2 —c¢). Se I = (fi,...,[n), entdo V(I) = X. Ainda, se

CeAi
I, = (fi, fo, 2] — 21, .0yl — x,), temos que I, = I, pois f; é um fator de z} — x;.

Consideramos, para todo inteiro d > 0, o F,-subespaco vetorial de F,[z]|/I dado por
Li={p+1|p=0ou deg(p) <d},
onde p € F,[z].

Definigao 3.11. O cédigo cartesiano afim C'(d) é a imagem de Ly por ¢.

Quando A; = [F, para todo ¢ = 1, ..., n temos os codigos de Reed-Muller generaliza-

dos, um exemplo muito estudado de cédigos lineares.

Agora vamos determinar o comprimento de C(d). Seja d; = #(A;) para todo
i=1{1,...,n}. Entdo, V(I) =d; - ... - d,, é o comprimento de C(d) para todo d > 0.

Lema 3.2. {fi, ..., fu} é uma base de Grébner para I.
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Demonstragio. Como f; = [] (z; — ¢) e #(A;) = d;, entdo ml(f;) = 2% para todo
cEA;
{i=1,...,n}. Assim temos

A(T) C {xf - 200 < oy < d;, para todo i = {1,...,n}}

Como
#WV()=dy-...-dy <H#(A)) <dy-...-d,

obtemos em particular que #A(I) = dy, ..., d,. Isso mostra que B = {f1, ..., fn} é uma
base de Grobner para I. De fato, caso contrério, pelo algoritmo de Buchberger (Teorema
, teriamos que adicionar a B um polindomio cujo o monoémio lider nao é multiplo de xf
para todo i = {1, ...,n}, o que implicaria que #(A([)) < d; - ...~ d,. Isso e uma contradigao,
pois estariamos retirando um elemento de A(J) e acrescentando em B o que causaria
desigualdade. O]

Lema 3.3. Oideal de X = A; x ... x A, é 1.

Demonstragio. Da forma que X e [ foram definidos, temos que I C I(X), com isso
V(1) D V(I(X)), mas como V(I(X)) D X e V(I) =X, entao #(V (1)) > #(V(I(X))) >

#(X) = #(V(I)). Pela proposi¢ao 3.3 e o lema 3.2 temos que d; - ... - d, < #(V(1(X))) <
#(AI(X)) <#(A())=dy - ... dy. Como {fy,..., fn} C I C I(X), pela demostragao do

lema anterior temos que {f1, ..., f,} é uma base de Grébner para I(X), dai pelo corolario
2.2] segue que I = I(X). O

Agora, queremos calcular a dimensao de C(d). Como ¢ é um isomorfismo e
C(d) = ¢(Lg) temos que dim C(d) = dim L,. Seja

A(D)<a = {M € A(D)] deg(M) < d} .

Proposicao 3.5. O conjunto {M + I | M € A(I)<4} é uma base para Ly.

Demonstrag¢io. Pelo teorema temos que {M + I|M € A(I)<q} é um conjunto li-
nearmente independente que contém Lg. Seja f € Fylz], f # 0 tal que deg(f) < d.
Seja r o resto da divisdo de f por {fi,..., fu}, entdo f+ T =r + 1 e deg(r) < d. Dai
temos que r € A(l)<q, 0 que implica que f + I é uma combinacao dos elementos de
{M + I|M € A(I)<a} O

Lema 3.4. A dimensao de C(d) é dimC(d) = #(A(I)<aq), em particular dim C'(d) =
dy - ... dp e dpninC(d) =1 para todo d > Z(dl —1)

=1

Demonstragio. Como dimC(d) = dimLy e dimL; = #A(I)<4, entdao dimC(d) =
#A(I)<q. J& que {fi1,..., fn} é uma base de Grébner para I, temos que

A(l) ={aP - ..o 200 < oy < d; — 1, para todo i = {1,...,n}},
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assim A(l)<g = A(I) onde d > (d;—1). Logo A(I)<g = A(I) = dy-...-d,. Pelo fato que
i=1

@(L(d)) = Fdv-n temos, pela Cota de Singleton (proposicao , que dpinC(d) =1. O

Teorema 3.4. A dimensdo de C(d) para 0 < d < » (d; — 1) é dada por

i=1
dim(C(d)) = ( g ) —;( d—d ) + ...+
(—1) ( ! J) +...+(—1)”< )
1<11<Z.:<ij<n d—d;y — ... — dj d—dy —...—d,

Demonstragio. Pelo lema anterior, sabemos que dim C(d) = #(A(])<q). Entao, dim C(d)

é igual ao niimero de mondmios de A(7) da forma z{* - ... - x&" com 0 < H a; < d;. Seja

=1
h(t)=(1+t+ .. +td1—1) (Lt _}_tdn—l)'

O coeficiente de t* em h(t) é igual ao nimero de monémios em A(7) com grau a para todo

a€{0,...,> (d; —1)}. Assim para encontrar a dim C(d), basta calcular os coeficientes de
i=1

t0.¢, ..., 1% e soma-los. Porém existe uma maneira mais rapida, pois existe uma bijecdo entre

n
os conjuntos A(I)<ge Vg = {xy°-... 28 com Zai =de0<aq; <d;—1, para todo i =
i=0

1,...,n} dada por 3 : A(l)<y — V4 onde B(M) = xdM(x1/x, ..., T/ T0). Temos que
71 Vg — A(I)<q é dada por 37'(N) = N(1,zy, ..., 7,). Como aq é um inteiro maior
que zero que satisfaz Z a; = d e como «; varia zero a d; — 1 para todo ¢ = 1, ..., n, entao

i=0
ap pode variar de zero a d. Agora consideremos

H(t) =1 +t+2+  +t1) (T4t + .+t (It 4+t
entdo o coeficiente de t¢ é a cardinalidade de V, mas se considerarmos
Ht)=(Q+t++.) - (L4t+ .+t (A t+ .+t

o coeficiente de t? continua sendo a cardinalidade de V4, pois a parte ! +t4+2 + . nao
altera o valor do coeficiente de t?. Para calcular o coeficiente de t¢ observemos que H(t) é
uma funcao real de uma variavel ¢ definida em uma vizinhanga de 0, para |t| < 1. Dai

1+t+2+... = i, assim temos

1 1—th 1 — tdn
Ht)=—— —— .-
(®) 1—t 1—t 1—t

logo
1 i
=1
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Usando que W = Z ( , j)t], obtemos
J

J=0

—i<n+])ﬂ H(l 1)
_ i(njj»ﬁj) th+ oottt 44

1<i1<2<n

1§i1<...<ij§n

ZZ(W)f_z(n?‘y)w.zmz(nﬂﬂ- SRR

J

=0 =0 i=1 =0 1<i1 <iz<n

— (1 +J j diy +..4d; n+7J\,, ngd;, ... td;
3] O e S AR TRS vl (O ORI AT
=0 1<iy<..<ij<n o\ J

Como queremos calcular o coeficiente de t? e ja que j varia de zero a infinito, entdo vamos

olhar apenas para os valores de j que nos dardo t¢. Assim teremos

n+d\,, ~—(n+d—d;\,, , n+d—d, —..—d;\
— o (=1) d .
<Ci>t Zz(d—di>t+ +(-1) > ( dod o, >t+ +

1<iy<...<ij<n i

n+d—d; —..—d;
—1)" 11 in td
( >< d—dy — .. —d; ) ’

n

como queriamos. O

Para encontrar a distancia minima de C'(d), para 0 < d < ) (d; — 1), precisaremos
i=1
do seguinte resultado.

Lema 3.5. Sejam 0 < d; < ... < d, e s < Z(dl — 1) inteiro. Seja m(ay,...,q,) =
i=1

[1(di — a;), onde 0 < o; < d; é um inteiro para todo i = 1, ...,n. Entao

n

min{m(a, ..., o) |01 + ... + an < s} = (depr — 1) [] ds
i=k+2

k

onde k e | sao unicamente definidos por s = 2:(61z —1)+lcom0<I<dp—1 Se
i=1

k + 1 = n entao teremos que H di=1leses<di—1lentdok=0el=s.
i=k+2

Demonstracao. Observe que o valor minimo ¢ alcangado quando temos os valores maximos
n

para «;, ou seja, para ZO‘i = s, 0 lema afirma que esse valor maximo é atingido nos
i=1
seguintes valores de «;

(n=dy—1,.,ap =di — 1,041 =1, Qo =0, ...;a,, = 0)
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n

Portanto seja o = (o, ..., ay) com Y a; = s, vamos provar que oy; = d;—1 parai = 1,.... k
i=1

e a; =0 parai=k+2,..,n, entdo suponha que oy, < d;; — 1 para algum i, € {1,....,k} e

seja is € {k+1,...,n} tal que oy, > 0 e oy, + o, < d;; — 1. Denotemos por o/ a n-upla
obtida de «a substituindo «;, por oy, + @y, € a;, por 0, assim teremos que

n
m(a) —m(a') = (@i ai, + (diz — di))aiy) - [ (di — i) >0,
i=Liii iz
isso implica que m(a) > m(a’). Agoraseis € {k+1,...,n} com oy, > 0e o, +ay, > d;; —1,
entao denotaremos por o a n-upla obtida de « substituindo «a;, por d;; — 1 e a;, por
a;, — (di; — 1 — ), teremos

n

m(a) —m(a”) = (diy1-a; ) diy1-0,)-  []  (di = i) >0,

i=15ii 2

implicando que m(a) > m(a). Assim provamos que se m atingir o minimo de o podemos

assumir que o; = d; — 1 paratodot=1,....k e oy =0 para i = k + 2,...,n. Agora falta

n k k n
provar que a1 = . Temos que s =Y "y, Y oy =» (di—1)e Y =0, assim
=1 =1 i=1 i=k+2
k k
l=s Zd -1) Zaz—kakﬂ—f— Z o — Z(di_l):ak+1,
i=1 i=k+2 i=1
como queriamos. O
Teorema 3.5. Seja 0 < d < Z , a distncia minima de C'(d) é (dgs1—1) [ (di—1),
i=1 i=k+2
k

onde k e [ sao unicamente definidos por d = Z(d, —1)+1lcom0<[<dg —1 Como

i=1
n

no resultado anterior, se £+ 1 = n teremos que H di=1,esed<dy—1lentao k=0e
i=k+2

[=d.

Demonstragio. Seja F € Ly e seja Jp = (F, f1,..., fn), entdo o nimero de zeros da
palavra do cédigo o(F + I) = (F(P), ..., F(Py)) é igual a #{V(F)N{Py,...,P,}} =
#{V( 72(7 V(fl,. ,fn)} = H#V(F f1,.., [n) = #(V(Jr)). Assim temos que w(p(F +
1)) H Jr)). Pela proposicao 3.3 obtemos que #V (Jr) < #(A(Jr)). Seja
Ty

M =z

- % o monomio lider de F, pela observacao E 3.1 temos que A(Jp) C

n

A(M, 2§, ..., 2%), como 0 < a; < d;, entdo temos H d;—1) elementos da forma z®-...-x%".
=1

Os elementos que sao multiplos de z7" - ... - 2%, sdo da forma PR ) com q; <
n
A < d;, entao fazendo a contagem temos H(dl — «; + 1) elementos. Assim podemos

=1
n n n

concluir que #A(M,z%, ... 2%) = H —I[(di —a; + 1) =[] di — [](di — ),

=1 i=1 =1 =1
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i=1 i=1 i=k+2
lema anterior como (dgy; — 1) [, é o minimo de m(ay, ..., a,), entdo w(p(F + 1)) >

(dpy1 — 1) H d;. Para ver que essa cota é alcangada, tomemos A; = {a;1, ..., a;q, } para
i=k+2

kodi—1 l
i=1,..,nesea G(xy,..,x,) = (H I (=i — aij)) [ (zks1 — arirj), entdo deg(G) =
i=1 j=1 j=1
ko di—1 ! k
deg | [T I (zi — aij) | +deg | [ (@41 — ansry) | =D (di—=1)+1=d
i=1 j=1 j=i =

n
Temos que A; x ... x A, possui H d; elementos. Vamos calcular o nimero de
i=1
elementos pertencente a Ay X...x A,, que nao é raiz de G. Nas k primeiras coordenadas temos

uma tinica opgao que é (a;q, , ..., g, ), Na (k+1)-ésima coordenadas temos (dgi1—1) opgoes e
n n

a partir de k+1 temos d; opgoes para cada i > k+1, entdo G possui H di—(dgs1—1) H d;

i=1 i=k+2
n

zeros em Ay X ... X Ay, assim w(o(G + 1)) = (dpy1 — 1) ] ds
i=k+2
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4 INTRODUCAO A TEORIA DE CORPOS DE FUNCOES ALGEBRI-
CAS

Nesse capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados basicos da teroria
de corpos de fungoes algébricas necessarios para o estudo de codigos algébrico-geométricos
que faremos no capitulo seguinte. Sugerimos como bibliografia para o assunto a referéncia
[11].

41 LUGARES

Defini¢ao 4.1. Um corpo de fungoes algébricas F'/K de uma varidvel sobre um corpo K
é uma extensao F' O K tal que F' é uma extensao algébrica finita de K (x) para algum

x € F transcendente sobre K.

Para simplificar referiremos a F'/K como um corpo de fungoes algébricas. O
conjunto K= {z € F | z é algébrico sobre K} é um subcorpo de F, pois soma, produto
e inverso de elementos algébricos é algébrico. K é chamado corpo de constante de F/K.
Temos que K CK C F e é claro que que F/ K é um corpo de fungoes sobre K. Dizemos

que K ¢ algebricamente fechado em F' se K=K.

Observacao 4.1. Um elemento z € F' ¢ transcendente sobre K se, e somente se, a

extensao F'/K(z) é de grau finito.

Defini¢ao 4.2. Um anel de valorizagao do corpo de fung¢oes F'//K é um anel & C F com

as seguintes propriedades:

i) KCOCF.
ii) Para cada z € F, temos que 2z € 0 ou 2! € 0.

Proposicao 4.1. Seja & o anel de valorizagao de um corpo de fungées F/K. Entao

temos:

a) ¢ é um anel local, isto é, ¢ possui um unico ideal maximal P = & \ 0%, onde
0> = {z € 0] existe um elemento w € & com zw = 1} é o grupo de unidades de

0.
b) Seja 0 # x € F. Entao x € P, se e somente se, z~! ¢ 0.

¢) Para um corpo K de constantes de F/K temos KC & ¢ KNP = {0}.

Demonstra¢io.  a) Primeiramente provaremos que P é um ideal. Seja x € Pe z € O,

entdo xz ¢ O, pois se existisse y € O tal que (zz)y = 1, isso implicaria que z é
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invertivel contradizendo o fato de x € P. Agora se z,y € P\ {0}, entdao zy~!

yx~! pertence a @, suponha sem perda de generalidade que zy~! € €, isso implica
que ry t+1¢€ O, assimz+y = (ry ' +1)y € P. P éum ideal maximal tinico, pois
seja um ideal J tal que P C J C 0, e seja a € J\ P, logo a é invertivel e portanto

teremos J = 0.

b) Se x € P, segue que z~! ¢ €. Por outro lado se 7! ¢ €, entdo x € 0, isso implica
que = € P, pela definicao de P

c) Seja z € Ke suponha que z ¢ O. Pela definigdo de & temos que 27! € ¢. Como
Ké corpo, entdao z é algébrico sobre K, o que implica que 2! também é algébrico

sobre K, assim existem aq, ..., a,, € K tais que
A (27" 4+t a (27 +1=0.

Mas ainda,
Z D(am(z )™+ ta) =1

implica que
z=—(ap(zH)" +. . +a)eK[z|CO

que é uma contradi¢ao, logo KC 0. De forma analoga, podemos mostrar que se z €
K\{0}, entdo z € &, consequentemente z € * e dai KNP = {0}

]

Lema 4.1. Sejam & o anel de valorizagao do corpo de fungoes algébricas F'/K, seja P
seu ideal maximal e 0 # x € P. Sejam ainda 1, ...,z, € P tais que z1 = v e x; € ;11 P

para cada 1 =1,2,...,n — 1. Entao temos que
n<[F: K(z)] < oc.

Demonstracao. Pela proposicao (c), temos que = ¢ K , logo x é transcendente sobre
K e pela observacao podemos afirmar que a extensao [F': K(z)] é finita. Assim, é

suficiente provar que o conjunto formado por xy,xs,...,x, € linearmente independentes
n

sobre K (z). Suponhamos que existe uma combinacdo linear nao trivial »  p;(z)z; =
i=1
0 com ¢;(z) € K(x).
Podemos assumir sem perda de generalidade que ¢;(x) € Klz| e 2 ndo divide p;(z)
para todo i. Seja a; = ;(0) o termo independente de ;(z) e fixemos j € {1,2,...,n} tal

que a; # 0, mas a; = 0 para todo 7 > j. Assim obtemos

ZSOZ v)z;i + i)z = 0= —p;(z ngl
i#£j i#£]
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com @;(x) € O, parai € {l,...,n} poisx =x, € P, x; € x;P parai < j e p;(v) = xg;(x),
para i > j, onde g;(x) € K[z]. Portanto,

—pi(x) =Y soxx)jj;ﬂ +3 ;g,«x)xi

1<J 1>
TiDi )
=2 eile) ==+ 3 g
i<j Ly i>; Lj

com p, p; € P, de modo que a ultima parcela da igualdade anterior ¢ um elemento de P.
Por outro lado, ¢;(z) = a; +zg;(z), com g;(x) € K[z] C 0. Assim, a; = ¢;(z) —zg;(x) €
PNKCPNK= {0} o que é uma contradicao, ja que a; # 0. ]

Teorema 4.1. Seja ¢ um anel de valorizagao do corpo de fungoes F'/K e seja P o tnico

ideal maximal. Entao temos o seguinte:

a) P é um ideal principal.

b) Se P =10 entao cada 0 # z € F possui uma unica representacao da forma z = t"u

para algumn € Z e u € 0.

Demonstra¢io.  a) Suponhamos que P nao seja um ideal principal, tomando x; € P\{0},
como P # 1,0, existe 5 € P\ 2,0. Assim temos que zox; " & O e, pela proposicio
m, temos que x;lxl € P. Portanto x; = xg(q:;lxl) € zoP. Fazendo este mesmo
argumento, obtemos uma sequéncia infinita x, o, ... de elemento de P tais que

Tn € 1 P, para cada n > 1, que é uma contradi¢dao pelo lema anterior.

b) Seja z € F \ {0}, sem perda de generalidade, suponhamos que z € . Se z é
invertivel entdo z = t°2. Agora suponha z € P, temos que P = t0 e, pelo lema

anterior, o comprimento da sequéncia

— tmfl — tm72

X1 =z, ) ) T3 xm:t

é finito. Assim, existe um valor maximo m > 1 tal que z € ™. Agora z = t"u com
uw € 0%, poisseu ¢ O, entao u € P =10 e daf z € t"" 0, que é uma contradigio
pela maximalidade de m. Para provar a unicidade, suponhamos que z = ut™ = vt™,
onde u,v € 0* e n > m. Logo uv™! = "™, e portanto n = m e uwv~! =1, isto é,

n=meu="v.

]

Definigao 4.3. a) Um lugar P do corpo de fungoes F'/K é um ideal maximal de algum
anel de valorizacdo & de F/K. Cada elemento ¢t € P tal que P = t0 ¢é chamado um

elemento primo de P.

b) Pp:={P | P é um lugar de F/K}.
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Defini¢ao 4.4. Uma valorizacao discreta de F'//K é uma funcao v : F' — Z U {oco} com

as seguintes propriedades:

i) v(z) = oo se, e somente se, z = 0.
ii) v(zy) = v(z) + v(y), para cada z,y € F.
iii) v(z + y) > min{v(z),v(y)} para todo =,y € F.
iv) Existe um elemento z € F' tal que v(z) = 1.
v) v(a) =0 para todo a € K \ {0}.

Lema 4.2 (Desigualdade Triangular Estrita). Seja v uma valorizagao discreta de F/K,

entdo v(z +y) = min{v(z),v(y)} para cada par x,y € F tal que v(z) # v(y).

Demonstracio. Seja a € K, entao v(a) = 0, assim v(ay) = v(a) +v(y) = v(y) = v(—=1) +
v(y)v(—y), ouseja, v(y) = v(—y). Sev(x) < v(y) e suponha que v(z+y) # min{v(x),v(y)},
temos v(z +y) > v(z). Entdo obtemos que v(z) = v((x +y) —y) > min{v(z +y),v(y)} >

v(x), contradigao. O

Defini¢ao 4.5. Definimos vp : F' — Z U {co} uma fung¢ao que associada a um lugar
P € Pr que age da seguinte maneira: dado um elemento primitivo ¢ de P, cada elemento
nao nulo z € F' tem uma representacao unica na forma z = t"u, onde u € 0p e n € Z.

Assim, definimos vp(z) =n e v(0) = co.

Teorema 4.2. Seja F'//K um corpo de fungoes algébricas.

a) Seja P € Fp. vp define uma valorizagao discreta, além disso temos
Op={z€ F |vp(z) >0}
Op ={z€ F|vp(z) =0}
P={z¢€ F|vp(z) > 0}.

b) Um elemento z € F' é um elemento primo de P se, e somente se, vp(z) = 1.

¢) Reciprocamente, suponha que v é uma valorizagao discreta de F/K. Entao, o

conjunto

P={zeF|v(z) >0}

¢ um lugar de F/K e
Op={z€ F|v(z) >0}

¢ o anel de valorizagao correspondente.
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Demonstragio.  a) Primeiramente vamos provar que v, e uma valorizagao discreta.

i) Pela definigao temos que vp(z) = 0, se e somente se, z = 0.

ii) Para x = Oouy = 0 é imediato. Seja = e y elementos ndao nulos de de
F, como z = t"uey = t"™w, entdo x -y = t"u - t"w = """uw, isto é,
vp(z - y) = vp(x) + vp(y).

iii) Sejam x = t"u e y = t"w e suponhamos que n < m, entdao x +y = t"u+t"w =
t"(u 4+ ™ "w), isso implica que vp(x 4+ y) = n, se u + ™ "w é invertivel ou

v(z +y) > n, se u+t" "w ndo é invertivel.
iv) op(t) = 1.

v) Para todo 0 # a € K, temos que a é invertivel, donde a = t%a, logo vp(a) = 0.

Seja z € F tal que vp(z) > 0, assim z = t"u com u € Op, entdo z € Op.
Consequentemente
Op={z¢€ F|vp(z) >0}

Analogamente podemos provar que
p={z€ F|vp(z) =0}
e como P = 0\ 0%, temos que
P={z¢€ F|vp(z) > 0}.

b) =) Seja t um elemento primo de P, entao t = t1, logo vp(t) = 1.

<) Seja z € F tal que vp(z) = 1. Fixando um elemento primo ¢ de P temos que
z =tu onde u € 0. Assim, P =t0p = 20p, portanto z é um elemento primo de
P.

¢) Primeiramente mostremos que &p = {z € F | v(z) > 0} é um subanel de F'. De fato,

0 € Op, pois v(0) = 0o > 0. Sejam =,y € Op, entdao v(z) > 0 e v(y) > 0. Logo,
o(z — y) > min{o(z),v(y)} > 0

v(zy) = v(z) +v(y) > 0.

Assim, temos que x — y e zy sdo elementos de Op, portanto Op é um subanel de F'.
Como existe z € F tal que v(z) = —1, entdao Op C F. Ja que v(a) = 0 para todo
a € K\ {0}, entdo K C Op. Sabemos que existe um z € Op tal que v(z) = 1, e dai
K C Op. Agora, seja z € F'\ {0}, temos que

0=v(1)=v(zz ") =v(z)+v(z) = v(z) >0 ou wv(z')>0
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consequentemente, z € Op ou 2~ € Op. Assim podemos concluir que &p ¢ um anel

de valorizacao.

Seja z € Op, temos que
0=v(1) =v(zz™) = v(z) +v(z1),

com z7! € Op. Mas v(z) > 0 e v(z7!) > 0, que implica que v(z) = v(z71) = 0.
Reciprocamente, seja z € Op tal que v(z) = 0 devemos mostrar que 2z~ € Op.
Temos que
0=0v(1)=v(zz™") =v(2) +v(z"") =v(z")
,isto é, v(2z71) = 0 e daf 27! € Op. Portanto, um elemento z ¢ invertivel em Op se,
e somente se, v(z) = 0. Logo, P=0p \ Op = {z € F'|v(z) > 0}.
O

Definicao 4.6. Seja P € Pp.

a) Fp = Op/P é o corpo de classes residuais de P. A aplicacdo v — x(P) =z + P é

chamada aplicagao das classes residuais com respeito a P.
b) O grau de P é deg(P) = [Fp : K]. Um lugar de grau 1 é dito lugar racional de F/K.

Proposigao 4.2. Seja P € Pr e 0 # x € P, entao deg(P) < [F: K(z)] < oc.

Demonstracao. Pela proposicao e a observagao temos que [F : K(z)] < oc.

Precisamos mostrar que se z1(P), ..., z,(P) sao linearmente independentes sobre
K, entdo zy,...,2, € Op sao linearmente independentes sobre K (z) e assim terfamos que

deg(P) < [F : K(z)].

Suponhamos que existe uma combinacao linear nao trivial,

com p;(z) € K(z) e pi(x) # 0 para algum i € {1,...,n}. Sem perda de generalidade,
suponhamos que ¢;(z) € Klz| e que nem todos os ¢;(z) sao divisiveis por z, entdo
vi(x) = a; + xg;(x), com a; € K \ {0}, ¢;(x) € K|z] para algum i € {1,...,n}. Notemos
que se x € P e g;(x) € K[x] C Op, entao p;(z)(P) = a;(P) = a;. Assim,

n

0=0(P) = 3 F)(P)(P) = 3 aie(P)

i=1
o que é uma contradigao pois z1(P), ..., z,(P) sao linearmente independentes sobre K. [
Definigao 4.7. Sejam P € Pp um lugar de F/K e z € F. Dizemos que P é um zero de z

se vp(z) > 0 e P é dito polo de z se vp(z) < 0. Se vp(z) =m > 0, entdo P é dito um zero

de ordem m. Agora, se vp(z) = —m < 0, entdo P é um polo de z de ordem m.
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Teorema 4.3. Sejam F'/K um corpo de fungbes algébricas e R um subanel de F' com
K C R C F. Suponha que {0} # I C R. Entdo, existe um lugar P € Fp tal que I C P e
R C Op.

Demonstracao. Consideremos o conjunto
F ={S5|S éum subanel de ' com RC S e IS #S}.

Pela definicao os elementos de IS sao da forma > a;s; com a; € [ e s; € S, ou seja, 1S é
um ideal de S. Pela relagao de inclusao, temos que % ¢é parcialmente ordenado e como
R C %, entao . # ().

Seja 7 C % uma cadeia em .7, entao defina
T =|J{S;5 €7}

é¢ um subanel de F' com R C T'. Verifiquemos agora que I'T # T'. Suponhamos que IT =T,
entao 1 €, isso implica que 1 = ' ; a;s;, onde a; € I e s; € T. Como JZ ¢é totalmente
ordenado, existe Sy € 7 tal que s; € Sy para cada i = 1,...,n, isso implica que 1 € IS,
com isso Sy C 1.5y, entdao Sy = ISy o que é uma contradicdo, pois Sy € # C .%. Portanto,
T € %, o que implica que toda cadeia em .%# é limitada superiormente em .%, assim
pelo lema de Zorn .# tem um elemento maximal, isto é, existe & C F tal que & C F,
RCOCF,I0# 0 e 0 é maximal. Vamos mostrar que ¢ é um anel de valorizacao de
F/K. Se 0 = K, como por hipétese, K C R, entdo R = K, assim R é um corpo, com isso
seus Unicos ideais seriam os triviais, o que ¢ uma contradi¢dao. Portanto, K C ¢. Como
I#£{0}el0 +# O,entao O C Fel C O\ C*, pois se O = F, terfamos que IF = F o
que é uma contradicao, e dai & C F. Agora suponhamos que I nao esta contido em &'\ *.
Entdo, existe um elemento z € F tal que 2 ¢ 0 e 27! ¢ ¢. Como € é maximal, temos que
O|z] e O[z"'] ndo sdo elementos de Z, ja que R C 0[2] C F e RC O[z'] C F, obtemos
que [0z] = O[z] e [0[27'] = O[z7Y]. Assim, existem ag, ay, ..., an,bo, b1, .., by € [O
tais que
o+ arz+ ... +a2"=1=by+bzt+...4+b,27™

Como [0 # O, entao n > 1 e m > 1. Suponhamos que n e m sdo os valores minimos que
satisfazendo as equagoes acima e consideremos m < n. Multiplicando o lado esquerdo por

(1 —bg) e o direito por a,2z" teremos

(1 — bo)ao -+ (1 — bQ)CLlZ + ...+ (1 — bo)anz" = (1 — bo)

(b — 1)anz" + brayz" ' + ...+ bpa,z" ™ = 0.
Somando essas duas expressoes temos
1 =ag(1 —bg) +ar(1 —bo)z+ ...+ Gppm1(1 — bg)z" ™ 14
[@n—m(1 = Do) + anbp)z" "+ -+ + [an—1(1 — by) + anbi]2" " + by
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que contradiz a minimalidade de n. Assim, temos que z € & ou z~! € € para todo
elemento de F'. Portanto, ¢ é um anel de valorizacdo de F/K el C P=0\ 0*. O

Corolario 4.4. Sejam F/K um corpo de fungoes e z € F' transcendente sobre K. Entao

2 possui pelo menos um zero e um polo. Em particular Pp # ().

Demonstragio. Tome R = K|z] e I = zK|[z]. Entao existe um lugar P € P tal que
I C PeRC Op (teorema . Como z € I C P, entao vp(z) > 0, ou seja, P é um zero

1

de z. Analogamente, existe um zero () para z~, isto é, um polo de z. O

4.2 APROXIMACAO FRACA

Teorema 4.5 (Teorema da Aproximagao Fraca ou Teorema da independéncia). Sejam
Py, ..., P, € Pr lugares dois a dois distintos de F/K, x1,...,2, € Fery,...,r, € Z.

Entao, existe x € F' tal que

vp(x —x;) =71 paratodoi=1,...,n.

Demonstragao. Chamaremos cada vp, de v; por simplicidade.

Afirmacgao 1: Existe u € F tal que v1(u) > 0 e v;(u) < 0, para cada i = 2,...,n.
Provaremos aplicando indugao sobre n. Para n = 2, devido a maximalidade dos anéis Op,,
temos que os anéis sao dois a dois distintos. Assim, existem y; € Op, \ Op, € yo € Op,\ Op,.
Entao vi(y1) >0, v2(y1) <0, v1(y2) < 0 e va(y2) > 0. Agora, tomemos u = y;/ys, assim

teremos vy (u) > 0 e va(u) > 0.

Para n > 2, pela hipdtese de indugdo existe um elemento y com vi(y) > 0 e
v;(y) < 0 para todo i € {2,...,n — 1}. Se v,(y) > 0, basta tomarmos u = y. Mas se
vn(y) > 0, tomemos z € F tal que v1(2) > 0 e v,(z) < 0 e considere u =y + 2", com r > 1

tal que rv;(z) # vi(y) parai=1,...,n — 1. Assim

v1(u) > minf{wv (y),rvi(2)} >0
v;(u) = min{v;(y), rv;(2)} < 0 para todo ¢ € {2,...,n}.
Afirmacgao 2: Existe w € F' tal que vy(w — 1) > ry e v;(w) > r; para i ={2,...,n}.

Seja u como na afirmagao 1. Defina w = (1 + u*)~!. Assim para s € N suficiente-

mente grande, como v1(1) = 0, temos

n(w—1) = v (1_+uu> oy (=) + o1 (1 4+ u) )

=svy(u) — v (1 + u*)

=sv1(u) + min{wv; (1), v1(v*)} = svy(u) >
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O mesmo resultado vale para v; para cada i = {2,...,n}. Logo,

vi(w) = —vi(w™") = vi(1 +u®) = —sv;(u) > r; para todo i = {2,...,n}.

Afirmacgao 3: Dados y1,...,y, € F, existe z € F com v;(z — y;) > r; para todo i €
{1,2,...,n}.

Escolha s € Z tal que v;(y;) > s para todos i,j € {1,...,n}. Assim, pela afirmagao 2,
existem wy, ..., w, € F tais que v;(w; — 1) > r; — s e v;(w;) > r; — s para i # j. Tomemos

z = Z?:1 y;w;, entao
vilz —y) = vl Y, ywy +yi(w; — 1))
i=1/5#i
= min {v;(y;(w; — 1)), vi(yrwn), . . ., Vi(Yic1Wi1), Vi Y1 Wit1), - - Vi(Ynwn) } > 73

Prova final do teorema

Pela afirmagao 3 existe z € F' tal que v;(z — ;) > r; para todo i € {1,2,...,n}. Agora
tomemos z; tal que v;(z;) = r;. Novamente pela afirmacao 3, existe 2’ tal que v;(2'—z;) > r;
para todo i € {1,2,...,n}, assim v;(2") = v;((2/ — 2z;) + 2z;) = min{v; (2 — 2;),vi(2)} = 7.

Deste modo, para x = z + 2/, temos:
vi(x — x;) = vi((z — ;) + 2') = min{v;(z — ), v:(2") } = 4,
como queriamos. O

Corolario 4.6. Todo corpo de func¢oes possui infinitos lugares.

Demonstracao. Suponha que existe somente um quantidade finita de lugares, Py, ..., P,.

Pelo Teorema da Aproximagao Fraca, existe um elemento z € F'\ {0} tal que vp, (z) > 0

para todoi € {1,2,...,n}. Entdo x é um elemento transcendente de K que nao possui
polos, contradizendo o coroldrio [4.4] O
Proposigdao 4.3. Sejam F/K um corpo de fungoes algébricas e P, ..., P. zeros do

elemento z € F'. Entao
va )deg(P;) < [F': K(x)].

Demonstragio. Considere v; = vp,, f; = deg(P;) e e; = v;(z).

Pelo Teorema da Aproximagao Fraca [4.5] existe ¢; tal que v;(¢;) = 1 para todo
i€ {l,..,n} e v(t;) = 0, para todo k # i. Agora sejam s;1,...,S8;;, € Op, tais que
si1(5), ..., sif(P;) formam uma base de Fp, sobre K.
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Em particular, com uma aplicagdo mais fraca do Teorema da Aproximacao Fraca,

existem z;; € F' tais que para todos 1, j

vi(si; — zij) > 0 e vg(z;;) > e, para k # 1.

O conjunto {t%z;;;1 < i < r, 1 < j < fie0 < a < ¢ — 1} é linearmente
independente sobre K(x). De fato se existir uma combinagao linear nao trivial

r  Ji e;—1

2.2 ) pial@)tizy; =0 (4.1)

i=1 j=1 a=0
sobre K (z), suponhamos sem perda de generalidade que ¢;;,(z) € K|x] e que nem todos os
©ija() sdo divisiveis por x. Entdo, existem indices k € {1,..., 7} ec € {0,...,e; — 1} tais
que T | prjq(z) para todoa < ceje{l, ..., fi}, e x{ prje(z) para algum j € {1,..., fi}.
Agora, multiplicando por ¢, ¢, obtemos

r  Ji e;—1

D0 D Gial@)titi 2y = 0. (4.2)

i=1 j=1 a=0

Para ¢ # k todas as parcelas de estdao em Py, ja que
vk (ija ()15t 2i5) = vi(Pija(@)) + ve(tf) + vr(t) + vk(2i5) 20— c+ e, > 0.
Para i = k e a < ¢ temos que
Ok (Prja()ty “2kj) = Ve(Prja(2)) + vk(te ) + vk(2kj) > ex +a—c > e, —c > 0.
Para i = k e a > ¢ temos que
Uk (Prja(@)ty “2j) > ek +a—c>a—c>0

Combinando com (|4.2]), obtemos

k
Z gokjc(x)zkj € Pk

Como miltiplos de x pertencem a Py, entdo gyj.(z)(P;) € K e nem todos
©rje(2)(Py) sao nulos, pois = nado divide todos os gyjc(x). Assim temos uma combinagao

linear nao trivial
Z rje(®)(Pr)zr; (Py) =0

sobre K, o que é uma contradlgao, pois como v;(s;; — zi;) > 0, entao s;; — z;; € P isso
implica que s;;(P;) = z;(F;) e, como {s;1(F;), ..., si;(F;)} é uma base de Fp, sobre K,
entdo {21 (L), . - ., 2kp, (Pr)} € uma base de F'p, sobre K. Assim concluimos que o conjunto
{t*2z;;1<i<r,1<j<fieo<a<e; —1} élinearmente independente sobre K(z), e
como o numero de elementos dessa forma ¢ igual a

' T

Z fiei = Z vp, deg(P;

i+1 i=1

concluimos a proposigao O
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Corolario 4.7. Em um corpo de fungoes algébricas F'/K, cada elemento 0 # x € F

possui somente um nimero finito de zeros e polos.

Demonstragio. Se x é constante e como KNP = {0}, entdo x nao possui zeros nem polos.
Se x é um elemento transcendente sobre K, entao o ntimero de zeros de x é menor ou
igual a [F': K(z)] pela proposi¢ao De forma analoga, mostramos que z~! tem um

numero finito de zeros, e portanto, x possui um nimero finito de polos. n
4.3 DIVISORES

Definig¢ao 4.8. O grupo dos divisores de F//K é definido como o grupo abeliano livre

gerado pelos lugares de F'/K e é denotado como Div(F'). Um divisor é uma soma formal

D = Z n,P, com n, € Z e quase todo np = 0.
PE]PF

Definicao 4.9. O suporte de D é definido como
supp(D) = {P € Pr | np # 0}.

Um divisor da forma D = P com P € Pr é chamado divisor primo e dados dois divisores

D=YnpPeD =3 n/PP definimos a soma como

D+D' =Y (np+np)P.
PePr

O elemento neutro do grupo Div(F) é o divisor

0= Z npP, onde n, =0 para todo P € Pp.

PePp

Seja D = > npP um divisor de F/K e Q um lugar de F//K. Definimos a valorizacao

PEPF
em D como vg(D) := ng e uma ordem parcial em Div(F') é definida por

D, < Dy se, e somente se, vp(D1) < vp(Ds) para todo P € Pp.
O grau de um divisor D é definido como

deg(D) = Y vp(D) deg(P).

PePp

Logo, a aplicagdo deg : Div(F) — Z é um homomorfismo de grupos. Assim faz

sentido a definicao a seguir.

Definigao 4.10. Seja 0 # x € F e denotemos Z e N o conjunto de zeros e polos de x

respectivamente. Entao definimos
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i) ()0 = X vp(x)P, o divisor de zeros de x.
Pez

i) ()0 = P%:N(—vp(x))P, o divisor de polos de x.

iii) () = ()0 — (¢)oo, 0 divisor principal de z.

Defini¢ao 4.11. O conjunto de divisores Princ(F) = {(z) | 0 # x € F'} ¢é dito o grupo
dos divisores principais de F//K. Esse grupo é um subgrupo de Div(F).

Definicao 4.12. O grupo quociente
CIU(F) = Div(F)/Princ(F)

¢ chamado grupo das classes de divisores de F/K. Para D € Div(F), o elemento
correspondente em CI(F') é denotado por [D]. Dois divisores D e D’ serao chamados de
equivalentes se [D] = [D'], isto é, se existir algum 0 # = € F tal que D = D’ + (x). Nesse

caso, escreveremos D ~ D'

Definicao 4.13. Para um divisor A € Div(F), definimos o espago de Riemman-Roch
associado a A por

Z(A) = {r € F| (x) = —A} U{O}.

Note que, para 0 # z € F, (x) > —A se e somente se vp(z) > vp(—A) = —vp(A)
para todo P € Pp, para x = 0, vp(x) = oo > —vp(A) para todo P € Pp. Entao,
Z(A)={x € F|vp(x) > —vp(A) VP € Pp}. Assim, se

A= > npP=> nP,—> m;Q;, onde n; >0em; >0,

PePr i=1 j=1

T S
temos que 0 # z € Z(A) se e somente se vp(x) > —vp(> n; P — ¥ m;Q;) para todo
i=1 =1

P € Pp, isto é, vp,(x) > —n; para i = 1,...,7 e vg,(r) > m; para j = 1,...,s. Portanto,
Z(A) é o conjunto de todas as fungbes x € F tais que x possui zeros de ordem pelo
menos m; em (); ( 7 =1,...,s) e possui polos apenas em P; com ordem no maximo n;
(1=1,..,r).

Lema 4.3. Seja A € Div(F'). Entao temos:

a) Z(A) # {0} se e somente se existe um divisor A" tal que A" ~ A e A’ > 0.
b) £ (A) é um espaco vetorial sobre K.

c) Se A" é um divisor equivalente a A, entdao Z(A") = Z(A).

e) Z(0) =K.

f) Se A <0, entao Z(A) = {0}.
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Demonstragio.  a)

Z(A) #{0} & Jz e F\ {0} tal que (z) > —A
S A=A+ (x)talque A~ Ae A" >0
& JA € Div(F)tal que A’ ~ Ae A" > 0.

b) E claro que 0 € ZL(A), assim £ (A) # ). Sejam z,y € Z(A) e A € K. Entao,

vp(z +vy) > min{vp(z),vp(y)} > —vp(A) e

vp(Ax) = vp(A) +vp(x) = vp(z) > —vp(A)

para todo P € Pp. Assim temos que = + y e Az pertence a Z(A). Isto é, Z(A) é

um espago vetorial sobre K.

Temos que se A ~ A', entdo existe z € F'\ {0} tal que A = A’ + (). Considere a
aplicacao
0: Z(A)— F

T—> Iz

Temos que ¢ é uma aplicagao linear. Agora seja x € Z(A) \ {0}, entao (z) > —A.
Como p(x) = xz # 0, entdo (zz) > —A’. Portanto, ¢(x) = xz € L(A"). Se x =0,
temos que p(x) = p(0) =0 € Z(A’). De forma anéloga, temos que ¢ : L(A") — F

definida como z — z2z7!

Z(A). E como ¢ é a inversa de ¢, podemos concluir que £ (A’) ~ Z(A).

¢ uma transformacao linear cuja imagem esta contida em

Note que se x € K \ {0}, entao (z) > -0 =0e K C £(0). Reciprocamente, se
x € Z(0)\ {0}, entao (x) > 0. Isto implica que vp(x) > 0, logo x nao possui polos.
Entao, pelo coroldrio [4.4] temos que = € K.

Suponha por absurdo que existe um elemento x € Z(A) \ {0}. Entao, (z) > —A, o
que implica que x nao possui polos, mas possui pelo menos um zero, contradizendo

o corolario (4.4

Lema 4.4. Sejam A, B € Div(F') com A < B. Entao, Z(A) C Z(B) e

dim(.Z(B)/.Z(A)) < deg(B) — deg(A).

Demonstragio. Seja x € Z(A) \ {0}, entdo vp(z) > —vp(A) para todo P € Pp. Como
A < B, entao —vp(A) > —vp(B), dail vp(z) > —vp(B), isso implica que = € Z(B),
portanto .Z(A) C .Z(B).
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Mostremos agora para B = A+ P onde P € Pr. O caso geral segue por inducao.
Tome t € F tal que vp(t) = vp(B) = vp(A) + vp(P) =vp(A) + 1. Seja xz € L (A), entdo

vp(z) > —vp(B) = —vp(t) = vp(zt) = vp(z) + vp(t) > 0= ot € Op.

Agora defina
@ . X(B) — FP

x+— (xt)P

Observemos que

v € Ker(p) & ot € P < vp(at) >0
< vp(x) +vp(t) > 0 < vp(z) > —vp(t)
< vp(x) > 1 —vp(t) © vp(x) >1—vp(B) = —vp(A)
s axe L(A).

Portanto, Ker(p) = Z(A). Consequentemente, ¢ induz uma transformacao linear injetiva

e dai

dim(Z(B)/Z(A)) < dim(Fp) = deg(P) = deg(B) — deg(A).
[

Proposigao 4.4. Para cada divisor A € Div(F), o espago Z(A) é um espago de dimensao
finita sobre K. Mais precisamente, se A = A, — A_, onde A, e A_ sdo divisores positivos,
entdo dim(Z(A)) < deg(Ay) + 1.

Demonstragio. Temos que Z(0) = K pelo lema Entao,
dim(Z(A+)/£(0)) = dim(Z(A4)) — dim(£(0)) = dim(L(A)) — 1,

assim

dim(Z(A;)) = dim(ZL(A4)/Z(0)) + 1.

Mostremos agora que dim Z(A) < deg A, + 1. Temos que 0 < A, entdo pelo
Lema [4.4] temos que

dim(Z(A;)) < deg(A;) — deg(0) + 1 = deg(A) + 1,
o que conclui a prova, pois
A=A, —A <A, +0=A< A, = Z(A) CZL(A).
]

Definicao 4.14. Para A € Div(F'), o inteiro ((A) = dim(.Z(A)) é dito dimensao do

divisor A.
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Teorema 4.8. Se x € F'\ K, entdo

deg((2)o) = deg((7)oc) = [F: K()].

r

Demonstragdo. Sejam n = [F : K(z)] e B = (z)s = »_ —vp,(z)F;, onde os P; com

i=1
1 =1,...,r sao os polos de . Entao temos, pela proposicao 4.3

deg(B) = ivpxa:l) deg(P,) < [F : K(z)] = .

Mostremos agora que n < deg B. Seja {u,...,u,} uma basede F//K(x)e0 # C € Div(F)
tais que (u;) > —C paratodo j = 1,...,n. Mostremos que os elementos z'u; com 0 < i < k
e 1 <j < n pertencem a £ (kB + C) e sdo linearmente independentes sobre K. Como

i<ke(uj)>—C paracadai=1,...,n, entao
(whg) = (&) + (5) = i(2) + (1) = i()o — i(2)oo + (1) > —i(2)oe — kB = C,

logo z'u; € £ (kB + C). Além disso, se tivermos

i=1

com a;;z? € K(z), entdo » _a;;z* = 0 para todo j=1,...,n, pois {u1,...,u,} é uma base
k

de F. Mas, como x ¢ um elemento transcendente sobre K, isso implica que a;; = 0 para

cadal=1,....,kej=1,...,n Assim, o conjunto {z'u;;0 <i < kel <j<n}é
linearmente independente sobre K. Como esse conjunto possui n(k + 1) elementos, entao,

pela proposicao anterior, temos que

n(k+1) <dim(kB + C) =deg((KB+ C)4) + 1 = kdeg(B) 4+ deg(C) + 1
= k(deg(B) —n) >n —deg(C) —1

para todo k£ > 0. Como o lado direito desta ultima desigualdade nao depende de k,
podemos concluir que deg(B) > n. Como (x)y = (271)4, temos deg(z) = (z71) e = [F :
K(z™1)] = [F: K(z)] e, assim, deg(z)y = deg(r)s = [F : K(z)] O

Corolario 4.9. Seja A um divisor de F/K.
a) Se A’ é um divisor de F/K tal que A" ~ A, entdo ((A) = ((A’) e deg(A) = deg(A4’).
b) Se deg(A) < 0, entao £(A) = 0.
c) Se deg(A) = 0, entdo sao equivalentes:

i) A é um divisor principal.
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i) £(A)
iii) ¢(A)

v

1.
1.

Proposicao 4.5. Existe uma constante v € Z tal que para todos os divisores A € Div(F')

temos que:
deg(A) — £(A) <.

Demonstragio. Inicialmente observemos que se A; < Ay entao, dim(.Z(As)/Z(A1)) <
deg(Az) — deg(A;), assim pelo lema[4.4] temos que

entao
deg(A1) — £(Ar) < deg(Az) — £(A2). (4.3)

Sejax € F\ K e B = (2)x. Analogamente & demonstracdo do Teorema [1.8] existe
C' > 0 um divisor dependendo de x tal que ¢(kB + C) > (k + 1) deg(B) para todo k > 0.

Novamente pelo Lema [£.4] temos que
(kB +C)—{(kB) = dim(Z (kB + C)/Z(kB)) < deg(kB + C) — deg(kB) = deg(C),

assim

(kB + C) < {(kB) + deg(C).

Usando o fato que deg(B) =n = [F': K(z)] (pela demonstragdo do Teorema [4.8)),
temos que

((kB) + deg(C) > (k4 1) deg(B)
isso implica que
((kB) > (k+ 1) deg(B) — deg(C)
= kdeg(B) + deg(B) — deg(C)
= kdeg(B) + (deg(B) — deg(C)),
dai
U(kB) > kdeg(B) + ([F : K(x)] — deg(C)), para todo k > 0,

assim
deg(kB) — ((kB) < v
para todo k > 0 e para algum v € Z, onde v = [F : K(z)] — deg(C).
Agora devemos mostrar que podemos substituir kB por 7. Mas para isso precisare-

mos provar a seguinte afirmacao:

Afirmacgao. Dado A € DivF, existem divisores A, D e um inteiro £ > 0 tais que A < Ay,
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Ai~DeD<EkB.
Prova da afirmagao

Tomemos A; > A tal que A; > 0. Assim, temos que

((kB) — (kB — Ay) = dim(Z(kB)/ £ (kB — Ay))
< deg(kB) — (deg(kB — Ay)),
logo
U(kB — Ay) > l(kB) — deg(A;) > deg(kB) — v — deg(A;) > 0

para um k suficientemente grande. Logo, existe um elemento 0 # z € Z(kB — A;).
Definindo D = A; — (2), teremos que Ay ~ D e D < A; — (A; — kB) = kB, como
queriamos.

Agora pela Afirmacao, podemos concluir o resultado pois

deg(A) — £(A) < deg(A1) — £(Ay)
= deg(D) — ¢(D) pelo Corolario
< deg(kB) — ((kB)

<.

Definigao 4.15. O género g de F'/K é definido por
g = max{deg(A) —((A)+ 1| A € Div(F)}.
Teorema 4.10 (Riemann). Seja F'//K um corpo de fungdes de género g. Entao:

a) Para todo A € Div(F), temos £(A) > deg(A) +1 —g.

b) Existe um inteiro ¢, dependendo somente do corpo de fungdes algébricas F/ K, tal
que ((A) = deg(A) + 1 — g sempre que deg(A) > c.

Demonstra¢io.  a) Segue direto da defini¢ao de género g.

b) Tomemos Ay € DivF tal que g = deg(Ag) — £(Ag) + 1 e definamos ¢ = deg(4g) + g.
Se deg(A) > ¢, entao

— deg(A) — deg(Ay) + 1 — g
> c—deg(4g) +1—g
=1
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Tomemos z € £ (A— Ap) \ 0 e definamos o divisor A’ = A+ (2) > Ay. Entao, temos

que

deg(A) — £(A) = deg(A") — ((A") Pelo Corolério 4.9
> deg(Ag) — (Ay)  Pelo Lema [44]
=g—1

Logo, ¢(A) < deg(A) — g+ 1 e por (a) obtemos a igualdade.

]

As definigoes a seguir sdo importantes para a compreensao do enunciado do Teorema

de Riemann-Roch.

Definigao 4.16. Um diferencial de Weil de F'//K é uma transformacao K-linear
w:dp — K
que se anula em @7y (A) + F para algum divisor A € Div(F'). Chamamos
Qp = {w | w é um diferecial de Weil de F//K }.
O médulo do diferencial de Weill de F'/K, para cada A € Div(F'), definimos

Qp(A) ={w € Qp | wse anula em o7p(A) + F}.
Podemos considerar Qr como um espago vetorial sobre K e Qp(A) um subespago
vetorial de 2, que é unidimensional sobre F.

Defini¢ao 4.17. a) O divisor (w) do diferencial de Weil w # 0 é o tinico divisor de
F/K satisfazendo:

i) w se anula em Zp((w)) + F.
ii) Se w se anula em @p(A) + F, entao A < (w).

b) Para 0 # w € Qp e P € P, definimos vp(w) = vp((w)).
¢) Um divisor W é chamado divisor canonico de F/K se W = (w), para algum w € Qp.
Observacao 4.2. Segue diretamente das defini¢coes que
Qp(A) ={w e Qr |w=00u(w) > A}.
Proposicdo 4.6. a) Para0#z € Fe 0 # w € Qp(A), temos que (zw) = (z) + (w).

b) Dois divisores canénicos de F'/K sao equivalentes.
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Os divisores canonicos tém um importante papel na teoria de corpos de fungoes,

ja que, nesse caso, ¢ possivel obter o seguinte resultado, cuja demonstracao pode ser
encontrada em [11]

Teorema 4.11 (Riemann-Roch). Seja W um divisor canénico de F'/K. Entao, para cada
divisor A € Div(F),

U(A) =deg(A) +1—g+ (W —A).
Corolario 4.12. Para um divisor canonico W, temos deg(W) =2g —2 e (W) = g.

Teorema 4.13. Se A é um divisor de F//K de grau deg(A) > 2g — 1, entao

((A) =deg(A)+1—g.
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5 CODIGOS ALGEBRICO-GEOMETRICOS DE GOPPA

Neste capitulo, descrevemos a construgao de coédigos corretores de erros proposta por
Goppa usando corpos de fungoes algébricas. Definiremos os cédigos algébrico-geométricos
de Goppa, desenvolvendo suas propriedades bésicas. Na sec¢ao [5.2], apresentaremos como

um exemplo os codigos construidos por meio de corpos de fungdes de género zero.

5.1 CODIGOS ALGEBRICO-GEOMETRICOS

Sejan =q — 1 eseja 3 € F; um elemento primitivo do grupo multiplicativo Fy,
isto ¢, tal que F\ = {53, (2%, ..., 8" = 1}. Para um inteiro k com 1 < k < n, consideraremos

o espago vetorial k—dimensional
L ={feF,[X]|deg f <k —1} (5.1)

e a fungao valorizacao ev(f) : £ — Fy dada por

eo(f) i= (F(B), F(B?), ... (8")) € T

Essa fungao é F -linear e injetiva, pois os polindémios f € F,[X] de grau menor que n tem

menos que n zeros. Portanto

Cr ={£(8), f(B%), . f(B") | f € L}

é um [n, k] cédigo sobre F?, chamado de cédigo de Reed-Solomon. O peso de uma palavra
do cddigo 0 # ¢ = ev(f) € Cy é dado por

wt(c)=n—|{i e {l,...,n}; f(B) =0} >n—degf>n—(k—1).

Agora, vamos introduzir a nocao de cédigo algébrico geométrico. Vamos fixar

algumas notagoes validas para esta secao.

F/F, é um corpo de funcoes algébricas de género g.
e Py,..., P, sao lugares dois a dois distintos de F/F,,.

e D=P+ ..+ P,

o G é um divisor de F/F, tal que suppG N suppD = 0.

Definig¢ao 5.1. O cédigo algébrico geométrico C'¢ (D, G) associado aos divisores D e G é

definido por

Cy(D,G) = {(x(Py), ... x(P) | z € Z(G)} CF



51

Note que essa definigao faz sentido, pois se z € Z(G) temos que vp,(x) > 0
(1 =1,...,n), pois suppG N supp(D) = 0. A classe residual z(P;) de z modulo P; é um
elemento do corpo das classes residuos de P; (ver defini¢ao . Como deg P; = 1, esse

corpo de classes de residuos ¢é F,.

De forma anéloga a (|5.1)) vamos considerar a aplicagao valorizacao evp : Z(G) —
I, dada por
evp(z) = (2(P1), ..., 2(P,)) € Fy. (5.2)

A aplicacao de avaliacdo é F-Linear, e C¢(D, G) é a imagem de .Z(G) por evp.

Teorema 5.1. C¢(D,G) é um [n, k,d] cédigo com pardmetros
k=UG)—{G—-D)ed>n—degG.

Prova. A aplicagao de valorizagdo em ([5.2)) é uma aplicacao sobrejetiva linear de £ (G)
para C'¢(D, G). Provemos agora que Ker(evp) = Z(G — D). De fato,

Ker(evp) = {z € Z(G)|z(P)=0paratodoi=1,..,n}
= {z € Z(G)|vp >1paratodoi=1,..,n}
= ZL(G)N{z e F|vy(x) >1VP e {P,..,P,}}
= Z(G)N{zx € F|vy(x) > —v,(D) VP €{Py,..,P,}}
= {z e Flu(z)> —v,(G)VP € {Pp\{P1,...., P }} N
{x € Flvy(x) > —v,(D)VP € {P,..., P,}}
= {z € F|vp(x) > —vp(G — D) para todo P € Pr}
= Z(G-D,). (5.3)

Assim segue que k = dimCy(D,G) = dim Z(G) — dim Z(G — D) = {(G) —
(G — D). Agora assumindo que Cy(D,G) # 0, seja x € £ (G) com wt(evp(x)) = d.
Entéao existem n — d indices ji, ..., jn—a € {J,...,n} tais que z(P},) = 0; isso implica que
re L(G—(P,+..+P;, ,)\{0}, ie, {(G—(P,+...+P;,_,)) > 1, entdo pelo corolario
segue que deg(G — (P, + ...+ P;,_,)) > 0. Portanto: degG — (n — d) > 0 e assim
concluimos que d > n — deg GG. [

Corolario 5.2. Suponha que o grau de G é estritamente menor que n. Entao, a aplicacao

valorizagao evp : Z(G) — Cy(D,G) é injetiva e temos:
(a) Cy(D,G) éum [n,k,d] codigo com
d>n—degGek=0G)>degG+1—g

consequentemente,
E+d>n+1-—g. (5.4)
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(b) Se, além disso, 2g — 2 < deg G < n, entao k =deg G+ 1 — g.

(c) Se {x1,...,xx} ¢ uma base de Z(G), entao a matriz

[L’l(Pl) Jil(Pg) l‘l(Pn)

é a matriz geradora de C¢(D, G).
Demonstragio. Como degG < n e deg(G — D) = degG — deg D < n —n = 0, entdo
dim(G — D) = 0 isso implica que £ (G — D) = Ker(evp) = {0}, e portanto, evp é uma
aplicagao injetiva.

(a) Como k=/((G),d>n—degG e {(G) > degG+ 1 — g, entédo

k+d>0G)+n—degG>n+1—g.

(b) Se 2g — 2 < deg G, entao pelo teorema temos: k= {0(G) =degG+1—g.

(c¢) Como {z1,...,2,} é base de Z(G) e evp é injetiva, temos que {x(Py),...,x(P,)} é
base de C'¢(D,G) e M é uma matriz geradora.

O

Observe que a cota inferior (5.4)) para a distdncia minima é muito parecida com a

cota superior de Singleton. Confrontando ambas cotas e com deg G < n, temos
n+l—g<k+d<n-+1 (5.5)

Note que k+d =n+1 se F' é um corpo de fung¢des com género g = 0, assim os codigos
geométricos de Goppa construidos por meio de corpos de fungoes racionais Fy(z) sao
também coédigo MDS. A fim de obter uma distdncia minima significativa, geralmente

considera-se deg G < n.

Definigao 5.2. O inteiro d* := n — deg(G) é chamado de distancia projetada do c6édigo
Cg(D,QG).

Observagao 5.1. Suponha que /(G) > 0 e d* = n — deg(G) > 0. Entao d* = d se e
somente se existe um divisor D’ com 0 < D' < D, deg(D') = deg(G) e ¢{(G — D’) > 0.

Demonstragio. Suponha que d* = d =n—degG e seja x € Z(G) tal que wt(evp(z)) = d.

Entao, evp = (z(P1),...,x(P,)) possui degG = n — d coordenadas nulas, sejam elas
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deg G
). Seja D' = > Pj;, entdo deg D' = deg G,0 < D' < Del(G—-D') >0,

Jj=1

‘T(Pil)7 "'x(PidegG

pois z € (G — D').

Agora suponha que e exista um divisor D' com 0 < D' < D,degG e {(G — D) > 0,

entdo existe v € Z(G — D’), se tomarmos P € suppD, teremos
up(x) 2 —vp(G = D') =2 —vy(G) + vy(D')

isso implica que x(P) = 0 para pelo menos deg D’ lugares, logo wt(evp(z)) < n — deg D'.
Dai d < n — degG = d* e pelo teorema[5.1]d > n — deg G. Portanto d = d*. O

Definig¢ao 5.3. Dois codigos C1,Cy C Fy sdo ditos equivalentes se existe um vetor

a=(ai,...,a,) € F} tal que Cy = aCy, isto é:
02 = {<alcla '-~7ancn) | (Cl, ---,Cn) € Ol}

Proposigao 5.1. (a) Suponha G; e Gy divisores com G; ~ Go (i.6. G; = Gy + (y)
para algum y € F) e suppGy N suppD = suppGs N suppD = (). Entao os codigos
Cy(D,Gh) e Cy(D,Gs) sao equivalentes.

(b) Inversamente, se um cédigo C' C F4 é equivalente a C'»(D, G) entdo existe um divisor

G’ ~ G tal que suppG' N suppD = e C =Cgy(D,G).

Demonstragio. (a) Temos Gy ~ G, entdao Go = G1 — (y). Como suppGy N suppD = ) e
suppGs N suppD = O e (y) = G — G entao vp,()—o, para todo i = 1,...,n, assim
a=(y(P),....,y(P,)) € Fy. Pelo lema temos que a aplicacao

(pf(Gl) — $<G2)7

r — Ty

é bijetiva. Entao, dado ¢ € Z(G;), podemos escrever ¢ = xy para algum x € F.

Assim

Cy(D,G) = {((c(P)),....c(P,)) | c€ L(Gy)}
= {ley(P), ., zy(P)) | v € Z(G1)}
= W), - y(Po)(@(Pr), .z Po) | v € Z(Gh)}
= aCyg(D,Gy)

(b) Seja C = a-Cg(D,G) com a = (ai,...,a,) € F}. Pelo teorema da aproximacao
fraca, podemos escolher z tal que vp (z —a;) =1 > 0, assim z(F;) = a;. Tomemos
G'=G —(z), entao C = Cy(D,G").

]
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5.2 CODIGOS RACIONAIS

Nesta secao, como um exemplo do que vimos na anterior, vamos investigar os
codigos geométricos de Goppa associados a divisores de um corpo de fungoes racionais, mas
para isso vamos primeiramente estudar um pouco sobre esses corpos de fungoes racionais.
Ao longo da segao, K representa um corpo e K|[x] o anel de polinémios sobre uma variavel

z com coeficientes em K.

Definigao 5.4. Um corpo de fungoes racionais é um corpo de fungoes algébricas F/K,

com F' = K(x), onde = é transcendente sobre K e

_ @) x),g(x z], g(x
K@) = {8 10).0t0) € Kl gto) £ 0},
Dado um polinémio moénico e irredutivel p(z) € K[x] consideraremos o anel de
valorizacao
= { L1 0. at0) € Klol.pta) )}
de K(x)/K com ideal maximal
Py = {% | f(x),9(z) € Klz], p(x) | f(2),p(z) Tg(l')}-

Analogamente, teremos

6. - {J;Eﬂ) | F(a). gle) € Kla, deg f(z) < deg<g<x>>}

é outro anel de valorizacdo do corpo de fungoes racionais K (x)/K, que define o lugar

Py - {g((; | fla), gle) € Klal, deg f(z) < deg(g(as))}

que tem como elemento primo ¢t = 1/x. Chamaremos P, de lugar infinito de K (x).

Vamos agora provar alguns resultados de dos corpos de fungdes racionais

Proposicao 5.2. Seja K(x)/K o corpo de fungoes racionais.

a) Se P = Py;) € Pk(y), onde p(x) € K[z] é um polinémio moénico irredutivel. Entao,
p(z) é um elemento primo de P, e a valorizagao correspondente vp pode ser descrito,
da seguinte maneira: se z € K(z) \ {0} é escrito na forma z = p(x)"(f(z)/g(z))
com n € Z, f(x),g(x) € K|z], p(x) t f(x) e p(x) t g(x), entdo vp(z) = n. O corpo
das classes residuais K(x)p = Op/P é isomorfo a K[z]/(p(z)). Consequentemente,
deg P = deg(p())
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b) No caso que p(x) =z —a com a € K, o graude P = P,_, é 1, e as aplicacoes das

classes residuais é dado por
2(P) = z(«) para z € K(x),

onde z(«) é definido da seguinte forma: escreva z = f(x)/g(z) com polindmios

primos relativos em K[x], entao

2(a) : {f(a)/g(&), se g(a) #0

0o, se g(a)=0

c) Seja P = P, é o lugar infinito de K (x)/K, entdo deg P, = 1. O elemento primo
para Py, ét = 1/x. A correspondente valorizagao discreta vy, é dada por
o (23] = de((0)) - den(a(o),
onde f(x),g(z) € K[z]. A aplicacdo das classes residuais correspondente a P, é
determinada por z(Py) = z(o0) para z € K(x), onde z(00) é definido da forma
usual, se
a,x” + ...+ ag

- n7bm O)
R I S 7

entao
Ay /b, se n=m,

2(00) 1 0, se n < m,

00, se n > m.

Demonstragio.  a) Consideremos P = Py, € Pp, p(z) € Klz] irredutivel. O ideal

P,y C Opy) é gerado por p(x), pois se % € Py, entao p(z)|f(x) e p(x) nao
divide g(x), dai % = %p(az) € Opyp(). Portanto P,y C p(x)0ps). Ja que

p(x) € Py, entdo p(x) Oy Agora vamos definir

¢: Klx] — K(x)p

f(x) — f(z)(P)

¢ estd bem definida,pois ¢ () = ¢(x)/1, implicando que p(x) € Op,y. Além disso ¢ é
um homomorfismo e p(x) € Kergp < ¢(x)(P) = (P) < p(z|e(x)) < ¢(z) € (p(x)).
Provemos agora que ¢ € sobrejetivo. De fato, seja z € 0),), entao existem
u(z),v(z) € Klx] tais que z = f(z)/g(x) e p(z) t v(z). Mas ainda, como p(z)
é irredutivel, m.d.c.(p(x),v(x)) = 1, entdo existem a(x),b(z) € K[x] tal que
a(x)p(z) + b(x)v(z) = 1. Por isso

z=1.z=a(x)p(x) + b(z)v(r) —— = - p(x) + b(x)u(x).
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Consequentemente, temos que ¢(b(z)u(x)) = (b(z)u(x))P = z(P). Deste modo, pelo
teorema dos isomorfismos, K (z)p é isomorfo a K[z|/(p(z)). Como [K[z]/(p(x)) :
K] = [K(z), : K] = deg P = deg(p(x)).

b) Seja P = P, com a € K. Se f(x) € K[z] entdao (z — ) | (f(z) — f(a)). Assim
f(@)P = (p(x)q(x)) (P) + f(a)(P) = f(@).

Seja z € Op, entao existem f(x), g(z) € K[z] tais que z = f(x)/g(z) e (x — ) 1 g(x),
onde g(z)P = g(a) # 0. Assim obtemos

Agorase z ¢ Op, entao z = f(x)/g(z) com f(x),g(x) € K[z]em.d.c(f(x),g(x)) =1,

temos que z(P) = oo = z(«)

ii1) Provemos que 1/x é um elemento primo de P,, = P. Considere z = f(x)/g(x) €

P, isto implica que deg f < degg. Como z # 0, entdo z = % xf((gg) pois deg(xf( ) <
deg g(x), assim (zf(x))/g(x) € Ox. Logo P = (1/2)04 o que implica que 1 é primo

de P,. Ja que P, com respeito a x é Py em relacao a %, entao %j) ~ %O/x) ~
I((l[}f)”] =deg Py =1=deg P, =1.
m

Teorema 5.3. Nao existe lugares do corpo de fungoes racionais K (x)/K, além dos lugares

Py@) e Py definidos no inicio dessa secao.

Demonstragio. Seja P um lugar de K(x)/K, Op o anel de valorizagao correspondente a
P. Entao:

Caso I: Suponha = € Op, entdo K[x] C Op, isso implica que I = K[z] N P é um ideal
de K[x], como P é maximal, entdo I é maximal em K|[z], assim K[z]/I é corpo. A vista
disso temos um mergulho K[z]/I — K(x)p. Como K ¢é corpo, entdo K[z] é um dominio
de ideais principais, logo um polindmio ménico irredutivel p(z) € K[z] tal que I = (p(z)),
entdo [ = K[z] N P = p(z)K|[z].

Notemos que cada g(z) € K[z] com p(x) { g(x) = g(z) ¢ I = g(x) ¢ P, entdo
g(z)™t = ﬁ € Op. Portanto

Oy = {ﬁi | F(@). 9(z) € Kla), pla) +g<x>} |

Seja f(x)/g(z) € Opay, ja que p(z) 1 g(x), teremos que g(x)~* € Op, logo f(x)/g(z) € Op.

Portanto, Oy, € Op, visto que 0, ¢ um anel de valorizacao e a partir disso

Op(z) ¢ maximal, assim temos O,y = Op, dai P,(v) = P.
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Caso II: Agora, suponha z ¢ O, entdo v~ € Op e 7' € P, assim K[z7!] C Op =
rltePNK[z =z 'K[z7!'] € PN K[z7!] ideais de K[z!]. Como z~! é irredutivel

temos analogamente ao caso [ que PN K[z7'| =z 'K[z7'] e

On O fla™) 1 1 K1z ~1
p 2 — [ f@7),9((z7)) € K[z~ ], 27 tg(a™)
g(z™1)
ap +az '+ .. Fax”
- b
{b0+b1x—1 + . Ay 0 7 0}
(apx™ + ayz™ '+ ... +ay,)/x"
= , bg#£0
{ (F + byze™ 1 + .+ b)) Jzm 7
apx™ 4+ 4 a,x™
= b
{boxm+n+...+bmxn’ 0%0}
u(z)
= o) | u(z),v(z) € Klz| e degu(zr) < degv(x)p = Ox
Portanto, como O, é maximal, entao 0, = Op, logo P = P, O

Proposicao 5.3. Todo corpo de fungoes racionais K (z)/k, possui género g = 0.

Demonstracio. Seja P, o polo divisor de x. Considere para r > 0 o espago vetorial

Z(rPy), temos que 1, z,...,z" estdo em Z(rP,,), assim pelo teorema de Riemann
r+1</l(rPy)=deg(rPx)+1—g=r+1—g
para r suficientemente grande, como g > 0, entao podemos concluir que g = 0. O

Agora vamos descrever os codigos de Goppa de forma bem explicita por meio de
matrizes geradora e de paridade. Na teoria de codigos, essa classe de codigos é conhecida

pelo nome de Cédigos Generalizados de Reed-Solomon.

Definig¢ao 5.5. Um cédigo algébrico geométrico C'¢ (D, G) associado a divisores G e D

de um corpo de fungoes racionais [y ¢ codigo racional.

Observe que o comprimento de um codigo geométrico racional de Goppa ¢ limitado
por ¢ + 1 pois F, tem somente g + 1 lugares de grau um: o polo P, de z e para cada

a € F,, ozero P, de z — o

Proposigao 5.4. Seja C' = C¢(D, G) um cédigo geométrico racional de Goppa sobre F,

e sejam n, k, d os parametros de C. Entao, temos:

(a) n<qg+1.

(b) k£ =0 se e somente se degG < 0 e k = n se e somente deg G > n — 2.
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(c) Para 0 < degG <n —2,
k=1+degGed=n—degG.
Em particular, C' é um coédigo MDS.

(d) C*+ é também um cédigo geométrico racional de Goppa.

Demonstragio. (a) Temos que D = Py + ... + P, com os Py, lugares dois a dois distintos
de grau um em F,. Como F, possui apenas ¢ + 1 lugares de grau um, entao
n=degD < g+ 1.

(b) Tomemos k = 0 e suponhamos que deg G > 0. Entao, podemos ter deg G < n ou
deg G > n.
Se deg G < n, como g = 0, entdo pelo coroldrio 3.2 teremos k = ¢(G) = deg G+1 > 1,
uma contradigdo. Agora, se deg G > n, entao G — D satisfaz a igualdade de Riemann,
donde (G — D) = deg(G — D) + 1. Segue que

k=0G)+1—4¢G—-D)—1=degG+1—degG+n—1=n>1,

uma contradi¢do. Portanto, podemos concluir que deg G < 0. Agora suponhamos
que deg G < 0 entdo £ (G) = 0. Logo, Im evp =0 e k = 0. Portanto, k =0 se e
somente se deg G < 0.

Seja k = n, entao, pela cota de Singleton, K +d < n + 1, donde d < 1, isto é,
1> degG —n = degG > n — 2. Reciprocamente, suponha que degG > n — 2.
Comog=0en>1 entaton —2 > —1 = 2g — 1, donde ¢(G) = degG + 1 e
deg(G — D) =degG —n >n—1+n= —1. Assim, {(G —d) = degG —n + 1.

Portanto:
k=0G)—4G—-D)=degG+1—(degG—n+1)=n

Em particular, pela cota de Singleton e pelo corolario temosn+1—g<k+d<
n+ 1. Mas como g = 0, temos k+d =n+ 1, o que implica que C' é um cdédigo MDS.

(c) Se 0 < deg(G) < n — 2, entdao deg(G) > 0 isso implica que ((G) = deg(G) + 1
e como deg(G) < n — 2, entao deg(G — D) < 0, assim /(G — D) = 0. Logo
k = 0G) —I(G—D) =1+ deg(G). Pela cota de Singleton temos que d <
n+1—k =n—deg(G). Mas pelo corolario , temos que d > n —deg(G). Portanto,
d =n — deg(G).
(d) C+ =Cy(D,G)* =Cq(D,G)=Cy(D,H),H=D -G+ (n).
O]

A seguir, determinaremos matrizes geradoras para um codigo racional de Goppa.
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Proposigao 5.5. Seja C = C»(D,G) um cédigo racional de Goppa sobre F, com para-

metros n, k e d.

(a) Se n < g entao existem elementos oy, ..., a, € F, dois a dois distintos e vy, ..., v, € Fy

(ndo necessariamente distintos) tais que

C={(vif(ar), ., vnflan)) | f € Fylz] e deg f <k —1}

A matriz

V1 V2 c. Un
a1V [0 5X%)] e ApUp
M=| vy a3vy ... v,
o/f_lvl a§_102 o oszlvn

¢ uma matriz geradora para C'.

(b) Sen =g+ 1, C tem uma matriz geradora

U1 Uy . Up, 0

U1 QU ... ouu, 0

M= olvy v, ... v, 0
ooy oy L af e, 1

_ X
onde Fy = {ay, ...,an1} e vy, ..., 0,1 € F.

Demonstragio. (a) Inicialmente vamos construir uma base para C¢(D,G). Seja D =
P+ ..+ P, comn < q. Como ha g + 1 lugares de grau um em F/IF,, entao existe
P de grau um nao pertencente ao suporte de D. Seja Q = P;, entdo ) # P. Assim,
deg(G— P) =0 > 2g — 1 (pelo teorema[l.13) e £(Q — P) = deg(Q — P)+1—g = 1.
Pelo corolario Q) — P ¢ principal, entao existe z € F' com (z) = @ — P. Logo
(2)0 = Q e (2)oc = P, porém [F : Fy(z)] = deg(z)oc = 1, donde F' = F.(2) e
P = P,,. Suponhamos que deg G > n — 2, pelo corolario k = n, o que implica
que Cy(D,G) = F;. Agora, suponha que degG < n — 2. Pelo corolario
degG = k — 1. O divisor B = (k — 1)P,, — G tem grau zero e {(B) = 1, o que
implica que B é principal. Entdo, existe u € F' tal que B = (u). Observemos que
{u, zu, ..., 2" u} € Z(G), pois para 0 < i < k — 1 temos:

(') =i(2) + (u) =i(Q — Po) + (k= 1)Py — G =iQ + ((k — 1) —i)Py — G,
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assim (z'u) > —G.
Como F = F,(z) e {(G) = k, entdo {u, zu, ..., 2""'u} é linearmente independente

sobre IF,. De fato, se
k

|
—

al(ZZU) = 07

ﬂ.
o

entao
k

|
—

k=1 k=1
a;(z'u) = ud (") = D (') =0=a; =0
i=0 i=0

~
I
o

pois z é transcendente sobre F,. Portanto {u, zu, ..., 2*"'u} é base para Z(G), ou
seja,

Z(G) ={uf(2)|f € Fyl2], degf <k -1}
Tomando «o; = z(F;) e v; = u(P;), teremos
(uf(2))(F) = u(P)f(2(P)) = vif(ew), parai =1,...n.

Portanto:

C = C(D,G) = {(01.F(01), o vn-f(a)) | deg(f()) < k — 1}

e, como k = deg G + 1, teremos que

B ={(v1,....,vp), (Q1V1, ..., 0y, .., (@5 0y, o B0, )
gera C'. Entao [ é uma base de C' e, assim, M é uma matriz geradora.

(b) A prova é essencialmente a mesma de n < ¢q. Agora, temos n = g+1 e podemos escolher
z de forma que P, = P, é o polo de z. Como anteriormente, (k—1)P,, —G = (u) com
0#uekF e{uzu..,2"u} é uma base de £Z(G). Observemos que P, = P, =
(2)oo- Temos que, para todo j = 1,...,k—2, uz/(P,) = 0, pois v,, (uz?) = k—1—j > 1.
Mas para j =k — 1, vp, = 0, ou seja, v = uz""1(P, — 1) € F, temos:

(uz"F"D(P), ..., (uzF"D(Ry) = (@ oy, .. o o,y ).

Substituindo u por y~'u obtemos que

B ={(v1,...,0,,0), (1, ..., Ay, 0), ..., (& oy, . @ o, 1)),

é uma base de C' = C¢(D,G) e M é a matriz geradora.



61
6 SEGUNDA APLICACAO DE BASES DE GROBNER A CODIGOS

6.1 AUTOMORFISMOS DE CODICOS ALGEBRICO-GEOMETRICOS

Sejam (¢q, ..., ¢,) € [y e S, o grupo simétrico, cujos elementos sao permutagoes do
conjunto {1,2,...,n} para 7w € S,. Considerando 7(c1, ..., ¢n) = (Cr(1), --s Ca(n)), O grupo de

automorfismo de C' é dado por

Aut(C) ={m € S,; (C) = C} = {m € Sy; m(c) € C para todo ¢ € C'}.

Vamos estudar os automorfismos de um codigo algébrico-geométrico induzidos

pelos automorfismos do corpo de fungodes correspondente.

Fixado um corpo de fungées F'/F,, consideramos Aut(F/F,) o grupo de automor-
fismos de F' sobre F, isto é, o(a) = a para todo o € Aut(F/F,) e a € F,. Esse grupo age
em Pp definindo o(P) := {o(z); z € P}, induzindo, dessa forma, uma relagao entre vp e
vy(p) dada por vy(p)(y) = vp(c~*(y)) para todo y € F. Além disso, deg(c(P)) = deg P e

obtemos uma acao no grupo dos divisores dada por
o> npP):=> npo(P)

Consideremos agora Py, ..., P, lugares de grau um de F/F, distintos, o divisor
D = P, +...+ P, e G um divisor tal que supp(G) N supp(D) = (). Seja C' = C»(D,G) um
codigo de Goppa. Definimos Autp ¢(F/F,) o subgrupo dos automorfismo de Aut(F/F,)

formado pelos automorfismos que fixam D e G, isto é
Autp (F/F,) = {0 € Aut(F/F,); o(D) = D e 0(G) = G}
Lema 6.1. Todo o € Autp ¢(F/F,) induz um automorfismo nao-trivial:

o(f(Pr), s f(Pa)) = (f oo )(P1), .. (f o0 ) f(Fn))

Demonstragio. Ver [10] lema I1.A.1 O

Corolério 6.1. Seja 0 € Autp (F/F,) e Supp(D) = Oy U ...U O, a decomposi¢ao do
supp(D) em érbitas disjuntas sobre a acdo o. Entao as entradas das palavras c6digos

correspondem aos lugares em cada O; que sao permutados ciclicamente por o.

Vamos ver agora como dar uma estrutura de médulos para codigos geométricos de
Goppa C¢ (D, G) associando a um submédulo de F,[¢]". Se considerarmos um automorfismo
o € Autp(F/F,), entdo os lugares ¢ € supp(D), com ¢ = (cq, ..., ¢,) sdo divididos em

r—ciclos ciclicos pela agdo de o, que chamaremos de orbitas e denotaremos por Oy, ..., O,.
T

Cada orbita O; possui r; elementos onde Zri = n. Denotaremos os elementos de
i=1
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O, = (P, ..., Piy;—1) parai = 1,...,7, onde P, ¢ é um elemento escolhido aleatoriamente de
O;. Definimos P, ; = o’ (Pio). Assim,vemos que P;,, = P, , € por convengao, escreveremos

P = U_l(Pz',o) =P
Temos que se ¢ € C, entdao ¢ = (f(Py), ..., f(P,)), com f € Z(G). Reorganizando

as coordenadas de O;, se necessario, podemos representar as palavras de C' como r—uplas

de polinémios de uma variavel
(hl(t)a ) hT(t)) S Fq{tr»

com
T4 —1

hi(t) = X J(P)P.

e podemos ver as r-uplas (hy(t), ..., h(t)) como elementos do FF,[t|]—md6dulo
™ Falt]
M = —
D1

Assim temos, C'¢(D, G) associado ao submédulo F < F,[t]" que é a imagem inversa de

7~1(C) da sobrejecio
7 F[t] $ T

=1
6.2 CODIFICACAO DE CODIGOS GEOMETRICOS DE GOPPA

Um cddigo C' C Fy pode ser interpretado como a imagem de aplicagao injetiva
o IF’; — (. Como vimos na se¢ao 3.2, usando a matriz geradora M do cédigo C' temos
um algortimo de codificagao imediato dado pelo produto de um vetor linha w = (wy, ..., wy)
por M. Nessa secao, vamos apresentar o algoritmo de codificacao de Little, Saints e
Heegard, que utiliza a base de Grobner e possui uma maior eficiéncia para a codificagao
de codigos geométricos de Goppa. Na sec¢do [6.3] veremos um exemplo de codificacao

utilizando esse algoritmo.

Definigao 6.1. Dada uma base de Grobner ¢ para E, as posi¢oes de informagao sao
os coeficientes dos k£ primeiros mondémios lideres da forma tlej com [ < r; —1, que
aparecem nas r-uplas construidas das palavras (h(t), ..., h.(t)) do cédigo, ordenando de
forma decrescente com a ordem POT. Denotaremos esses monomios por m; = t'e;,, para
1=1,2,... k.

Para h = (hi(t), ..., h(t)), definiremos o vetor VC(h) € F} como sendo o vetor

formado pelos coeficientes dos termos de h na ordem POT'.
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Para a codificagao utilizaremos o seguinte algoritmo

O Algoritmo de Codificagao (Little, Saints e Heegard)
Entrada: Base de Grobner ¥, w = (wy, ..., w) € IF'; e {my,...,mg}
Saida: E(w) € C¢(D,G)

k
Inicio: Seja f = Zwimi
i=1

Defina E(w) =VC(f — R)

Com f=a1g1 + ... + asgs + R, onde ay, ...,as € F[t], g1, ..., gs sdo os elementos de 4 e¢ R

é o resto.

Assim f — R esta associado a uma palavra cédigo de C' e pela construgao da f,

temos uma bijecao entre f — R e uma palavra de C. Para maiores detalhes ver [10].

Para encontrar aq, ..., as e R utilizaremos um algoritmo semelhante ao algoritmo

da divisao.

ALGORITMO (6.1)
Iniciod=f;R=0;5=1
Para ¢ =1 até r, faca
Se tl(g;) contém e;, entdo
a; = Quoc(d;, gj,)
R; = Res(d;, g;,)
d=d—a;9; — Rie;

R =R+ Rieip
Jj=Jj+1

Caso contrario
a; =0
R =R+ d;e;
d=d— d;e;

Onde Quoc(d;, gj;) é o quociente da divisao de d; por g;, e Res(d;, gj,) é o resto.

6.3 CODIFICACAO DE CODIGOS HERMITIANOS

Nesta secao, vamos apresentar um exemplo de utilizagado dos algortimos vistos na
secao anterior utilizando o corpo de fungoes Hermitiano. Para isso, enunciamos a seguir as
principais propriedades de tal corpo de fungdes. Mais sobre o assunto pode ser encontrado

nos exemplos 6.3.6 ¢ 6.4.3 e no Lema 6.4.4 da referéncia [11].
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Definigao 6.2. O corpo de funcées H = F2(x,y) definido como
H =TFp(z,y), onde 29" =¢? +y
é chamado corpo de fungoes Hermitiano H/F ;2 sobre F .

Lema 6.2. O corpo de fungdes Hermitiano possui as seguintes propriedades:
a) O género de H/F 2 é g = @.

b) H possui ¢* + 1 lugares de grau um sobre F 2, a saber:

a) Py o polo comum de z e y;

b) outros ¢* lugares de grau um: para cada par (a,() € Fpe x Fp tal que
B9+ B = ait! existe tnico lugar P, s de grau um tal que z(P,g) = a e
y(Pa,,B) = B

Exemplo 6.1. Vamos estudar o corpo de funcdes Hermitiano, onde z* = 3% + y em
Fo \ {0} = {1,,0?, ...;a"}.

Pelo lema 6.2 esse corpo de fungoes possui género g = 3 e pelo teorema [5.1| e de
Riemann Roch temos k = deg(19P) —g+1=19-3+1=17

Temos que o é um gerador de Fj, isto ¢, uma raiz nao trivial de 2° — z. Note que
) —r=z( 1) =2(@ - D@+ D)@+ 1) =2(r— 1) (z+1)(2* + 1)(z* + 1)

O corpo g possui quatro elementos com ordem igual a 8, isto é, quatro elementos primitivos
sendo eles as raizes de z* 4+ 1. Considerando a uma dessas raizes, temos que o, a®, a” sao

os demais elementos primitivos do corpo. E 1util ver ainda que

2 +1= (2 +2 — 1)(2® — x — 1) sobre F3

Isso é interessante no caso Hermitiano, pois temos uma fungao do tipo N(z) = Tr(y),
onde N(z) = z* é a norma de Fg em F3 e Tr(y) = y*> + y ¢ o trago de Fy sobre F3. Os
lugares de grau um do corpo Hermitiano sao correspondentes aos pares (x,y) € Fa que
satisfaz a equacdo z* = y® + y, isto é, os lugares de (z,y) € Fy tais que N(z) = Tr(y).
Pelo lema temos 3% + 1 = 28 lugares de grau um, sendo que um deles é o P,,. Assim,
vamos calcular a norma e o trago dos elementos de Fy. Claro que 7r(0) = N(0) = 0.
Ainda, Tr(1) =1 e N(1) = —1. Os demais estao na tabela a seguir:
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i o N(a%) = ot a’ Tr(a') = a® + o

1 at = -1 ad a® +a

2 Qs a® =1 ab = —a? —a?+a?=0

3 o’ at? = —1 a =a ad +a

4 4 alt =1 al? = -1 at—1=-2=1
S5l ad=—-a| a®=-1 |a¥=-a®| -a*—a=—(a®+a)
6| a’=—a? a? =1 al® = o? a?—a?=0
71a"=-a?| o®=-1 al=—a | —a® —a=—(a®+a)

Assim, para ter certeza dos lugares de grau um diferentes de P., falta saber a® +a. Como

3 2

a?+a—1=0, temos que a® = —a? + a, assim o® + o = —a? — o = —1. Logo,

Tr(a) =Tr(a®) = —1=Tr(1)

Tr(a*) =Tr(a®) = Tr(a") = 1.

Juntando isso, obtemos os 27 lugares de grau um diferentes de P., do corpo de fungoes

Hermitiano sobre Fy :
(1,a%), (1,0%), (1, a7), (a, 1), (@, ), (@, %), (a®, %), (a*, %), (a?,a7), (o?, 1), (a®, ),

(ag, a3), (a4, a4), (a4, a5), (a4, 047), (a5, 1), (a5, a), (a5, 043), (046, a4), (aG, a5), (a6, a7),
(@’,1),(a",a), (a",a%),(0,0),(0,0),(0,a°)
onde cada par (o, 3) representa o lugar P, 5.

(]3

Definicao 6.3. Scja r € Z, C, = Cy(D,rPy), onde D = ZH a soma de todos os

lugares de H/FF,2 com grau um, exceto P, C, é chamado de codlgo Hermitiano.

Observemos que os codigos Hermitianos tem comprimento ¢* sobre F 2 e que se
r <0, entdao Z(rQs) =0e, entdo C, = 0. Paraocasor > @ +¢> —q—2 = ¢ +2g9 — 2,

temos pelo teorema e pelo teorema de Riemann-Roch que
dim C, = U(rQw) — U(rQu — D)
=(r+l-g)—(r—¢+1-g)
=n

Consequentemente C, = Fr.. Os casos em que 0 <r < ¢® + 2q — 2 também sdo conhecidos
(ver [I1] secao 8.3).
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Exemplo 6.2. Seja C1g = C»(D, 19P,,) um cbdigo sobre o corpo de fungdes Hermitiano,
onde 7! = y? +y em Fo \ {0} = {1,a,a?, ...,a"} com automorfismo o dado por o(z) = ax
e o(y) = a’y. No exemplo , calculamos os 27 lugares racionais diferentes de Py, de tal

corpo de funcoes, assim, usando o Lema [6.1] temos:

o((Lah) = (@a®) = (@ 1),  o((a’,a") = (%) = (a%,a?),
o((1,0%) = (@,a%) = (@a),  o((a’1) = (a%,a?),

o((1,a7) = (@,a) = (@,0?),  o((a%a)) = (a,a%),

o((e 1)) = (a2, a%), o((?,a%) = (a%, a7),

o((e,@)) = (a2, a?), o((af,a%)) = (a7, ) = (a”, 1),
o((e, ) = (a2, a7), o((af,a)) = (a7, %) = (a7, ),
o((a%,a%) = (a%,a¥) = (%, 1), o((a%a")) = (a”,al) = (a7, a?),
o((a%, %) = (0%, a), o((07,1)) = (a®,a%) = (1,a4),
o((a%,a”) = (a%,al) = (a,a%), o((a”,a)) = (a,a%) = (1,0%),
o((a,1)) = (a*,a), o((a”,0%)) = (a*,a7) = (1,a7),
o((?,a)) = (a*,0%), 2((0,0)) = (0,0),

o((?,a%)) = (a*,a"), 7((0,02)) = (0,a%),

o((af,a%) = (@, a¥) = (0%, 1), o((0,a%) = (0,a2%) = (0,02)

a((a*,0%) = (a®,a”) = (a®, ),

Assim temos as seguintes Orbitas

,af), (o, 0?), (0%, a7), (%, %), (a',a"), (a®,a?), (a®, aT), (a7, %))
,at), (o, 1), (@?,a), (o)1), (a*, o), (a®, 1), (a®, a*), (", 1))

((1,a"),(
((1,a7),(
03 = ((1,0"), (o, @), (a*,0%), (0", a), (0, 0”), (a”, @), (o, 0%), (0, 1))
((0,a7), (
(0

A partir dessas decomposi¢oes podemos representar as palavras de C' como quintuplas de

polinébmios em uma variavel da forma
(ha(t), ha(t), hs(t), ha(t), hs(t)) € Folt]®
Como x tem polo de ordem 3 em P,,, y tem polo de ordem 4 em P, e
(1,2, y, 2% 2y, 2, 2%, 2%y, 22, 4%, 2%y, a2, 2,y 25y, 2%, wyt)

¢ uma base para .2 (19P,,). Utilizando a ordem POT e o algoritmo de Buchberger (teorema
conseguimos a base de Grobner ¥ = {g1, g2, 93, 94, g5 }, garantida pela proposigao
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para o submédulo E de Fyg[t]®; onde

1,ab at® +at* + % + o*t* + at + o?, ot + a, 1)
0,t4+a° t° + ' +a"t* + "t + ", a’t + o) 1)

0,0,0,t* —1,0)

g1 = (
92 = (
g3 = (0,0,1° + a5 + ®t* + a"t* + at? + a*t + a®, Pt + a?, ")
g1 = (
gs = (07070707t_1)

Assim obtemos as seguintes posi¢oes de informacao:
mi =tey,...,m; = te;,mg = €;
mg = t7€2, oy M5 = t62
mig = t7€3, myy = t6€3.

Agora vamos codificar
w = (0,0,0,0,0,0,a%,0,0,0,0,0,0,0,0* «,0) € Fy’

Definindo

17
= Z w;my;
i=1

= a’tey + a’tey + at’ey
= (®t,a’t,at”,0,0) € Fy[t]°.
A partir do algoritmo vamos calcular o resto da divisao de f por ¢4. Pelo algoritmo

temos d; = fi e
i—1

d; = fi—Zakgki — Ry parat > 2
k=1
Ja que

f—ca’tg = (0,a%t — a’t,at” — a*t® — a*t® — t* — o°t* — a*t? — &’t, —a’t* — a't,0)
ea’=aea?—a=1,entdo

f—a’tg = (0,t,at” — ™’ — o™ — at* — o°t® — ot — o, —a’t? — a't,0)
Assim, dividindo d; = o3t por g;, = 1, temos o quociente ot e resto
R, =0.

Dividindo ds =t por gs,, temos o quociente 1 e resto

R2 = —a5.
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Dividindo d3 = at” —a*t%— (a*+1)t° — (a®+a)t* — (a"+ ) —a*t? — (a"+a’)t—a +a’ =
at” — ot 4 o3 — a*t? + o't — o por g3, temos quociente at — «
Ry = —2031° + ot* + at® — at® + o

Dividindo dy = 2a3t° —a?t* +at®+at?—a? por g4, temos quociente 2a°t3 —2a*t* + ot — 3
e
R4 = —

E finalmente dividindo ds = 20> — o®t* + at® + at? — t — a? por gs,, temos quociente
203t + 13 + at? + 2at + o e resto

R5 = 044
Assim,
R = (Ry, Ry, R3, Ry, R5) = (0, —a®, =202t + o*t* + at® — at® + o?, —a, a?)
Portanto,
f—R=(a%a*+a° at” +2a°t° — o*t* —at® + at?* —a?,a,—a*) € E

logo,
VC(f—R) = (0,0,0,0,0,0,a30,0,0,0,0,0,0, 0% o a, 0,20, —a?, —a, a, 0, —a?, 0, a, —a?).



[10]

[11]
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