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RESUMO

O objetivo principal desse trabalho é o estudo local de curvas planas singulares usando
valorizagoes e semigrupos de valores. Vimos que os objetos algébricos que correspondem
aos pontos da curva sao as valorizagoes ou, equivalentemente, os anéis de valorizagao
discreta. Mais precisamente, seja k um corpo algebricamente fechado, C' uma curva plana
projetiva irredutivel e nao singular e k(C) o corpo das fungoes racionais de C. Entao,
existe uma bijecao entre os pontos da curva C' e o conjunto das valorizacoes discretas da
extensao k(C)/k. Vimos também que no caso de curvas singulares essa correspondéncia
nao é em geral uma bijecao. Estudamos semigrupos de valores associados aos anéis locais
de algumas curvas planas e também usamos as noc¢oes de semigrupo e ideais relativos para

caracterizar modulos livres de tor¢ao e posto 1 sobre dois exemplos de curvas singulares.

Palavras-chave: Curvas. Valoriza¢oes. Semigrupos.



ABSTRACT

The main of this work is the local study of singular plane curves using valuations and
semigroups of values. We have seen that the objects that correspond to the points of the
curve are the valuations or, equivalently, the discrete valution rings. More precisely, let k
be an algebraically closed field, C' an irreducible non-singular projective plane curve and
k(C) the rational function field of C. Then, there exists a bijection between the points of
the curve C' and the set of discrete valuations of the extension k(C')/k. We have also seen
that in the case of singular curves this correspondence is not usually a bijection. We have
studied semigroups of values associated with the local ring of some plane curves and we
have also used the semigroup notions and relative ideals to characterize the torsion free

modules of rank 1 on two examples of singular curves.

Key-words: Curves. Valuations. Semigroups.
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1 INTRODUCAO

A motivacao inicial para a escolha do tema apresentado nesse trabalho foi o estudo
de feixes de profundidade 1 sobre uma curva C, cujas singularidades sao pontos duplos
ordindrios. Em [S], C. S. Seshadri mostra a existéncia de uma bijegdo entre o conjunto
das classes de equivaléncia desses feixes e o conjunto de classes de equivaléncia de fibrados

vetoriais sobre (', a normalizagao de C', munidos de uma estrutura adicional.

Em [ALR], os autores dao uma outra prova dos resultados de C.S. Seshadri
mostrando a propriedade funtorial dessa relacao e estendendo a discussao para a estabilidade
dos feixes. Em [ARM], mostra-se que os resultados continuam vélidos para curvas cujas

singularidades sao cuspides.

Um ponto central destes trabalhos é certamente a Proposigao 2 [p. 164] de [S]
que descreve localmente os feixes sobre os pontos singulares da curva C'. Por isso, nosso
objetivo foi estudar os modulos livre de tor¢ao e posto 1 sobre os anéis locais de dois tipos
de curvas singulares, usando as técnicas apresentadas em [BDF] e [BF| de associar a esses

objetos semigrupos de valores e ideais relativos.

Mais especificamente, vimos em alguns exemplos particulares como associar aos
R-moédulos livre de torcao e posto 1 ideais relativos de S, onde S é o semigrupo de valores
de R.

No Capitulo 2, apresentamos alguns objetos bésicos de Algebra Comutativa como
por exemplo, modulos, fecho inteiro de um anel, valorizacao discreta, anéis de valorizacao

discreta e alguns resultados importantes para o desenvolvimento do trabalho.

No Capitulo 3, estudamos curvas planas irredutiveis via corpos de fungdes algébricas
e vimos que os objetos algébricos que correspondem aos pontos das curvas sao as valorizagoes
(ou equivalentemente, os anéis de valorizacao discreta) do seu corpo de fungoes racionais.
Mais precisamente, vimos que para uma curva plana projetiva irredutivel C' e nao singular
existe uma bijecao entre os pontos da curva e o conjunto das valorizacoes da extensao
k(C)/k, onde k(C') é o corpo de fungdes racionais de C' (k é um corpo algebricamente
fechado). Vimos também que para curvas singulares essa correspondéncia nao é em geral

uma bijecao.

No Capitulo 4, com o objetivo de estudar modulos livres de torgao e posto 1 sobre
anéis locais de dois tipos particulares de curvas singulares, estudamos a no¢ao de semigrupos
numeéricos, semigrupos de valores e ideais relativos. Nesse capitulo também, apresentamos
a nogao de completamento de anéis e médulos que é uma ferramenta importante para o

calculo dos semigrupos de anéis e modulos.
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2 RESULTADOS BASICOS

Neste capitulo apresentaremos os pré-requisitos de Algebra Comutativa que serdo
necessarios para a compreensao dos capitulos subsequentes e também para a familiarizacao

com as notacoes.

2.1 ANEIS E IDEAIS

Nesta se¢do, apresentaremos algumas propriedades e defini¢oes elementares de
anéis e ideais, que é um dos conceitos basicos da Algebra Comutativa. Em todo nosso

trabalho, estaremos considerando anel comutativo com unidade.

Teorema 2.1. Todo anel R # {0} possui pelo menos um ideal mazimal.

Demonstragao: Ver [AM], Teorema 1.3, pag. 4. |

Corolario 2.1. Cada elemento de um anel R que nao é invertivel, esta contido em um

ideal maximal.

Demonstragao: Seja a € R um elemento nao invertivel. Entdao, R/{a) # {0} e, pelo
Teorema 2.1, existe um ideal maximal m C R/(a). A imagem inversa de m em R é um

ideal maximal contendo a. [ |

Definicao 2.1. Um anel R que tem um tnico ideal maximal m se denomina anel local. O

corpo k = R/m se denomina corpo residual de R.

Proposicao 2.1. (i) Sejam R um anel e m um ideal de R, tal que cada v € R —m €

invertivel em R. Entdo, R é um anel local e m é seu unico ideal maximal.

(ii) Sejam R um anel e m um ideal mazimal de R, tal que cada elemento de 1 +m ¢

invertivel em R. Entao R é um anel local.
Demonstracao:

(i) Suponha que exista um ideal J tal que m & J C R. Entao, existe z € J tal que

x ¢ m. Como z é invertivel, J = R. Portanto, m é maximal.

Agora suponhamos que exista outro ideal maximal m’ C R. Como m’ é proprio e
m é formado pelos elementos de R que ndo sao invertiveis, temos que m’ C m C R.
Mas, como m’ é maximal, temos que m’ = m. Portanto, R é um anel local e m seu

ideal maximal.

(ii) Seja x € R—m. Queremos mostrar que existe um y invertivel em R. Como z € R—m,

entdo r ¢ me m+ (z) = (R). Logo, existem y € R e t € m tais que t + zy = 1.
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Entdo, vy =1 —t € 1 + m e, portanto, é invertivel em R. Logo y é invertivel em R.

Do item i) segue que R é um anel local.

Defini¢ao 2.2. Dado um ideal a de um anel R, denotamos por r(a) o ideal radical de a,
ou seja,

r(a) :={r € R; r" € a, para algum n € N}.

2.2 MODULOS

Esta secao apresenta definicdo de modulos e algumas de suas propriedades. Anéis

e ideais sdo exemplos de modulos.

Definicao 2.3. Seja R um anel. Um R-mddulo M é um grupo abeliano junto com uma

aplicagao
p: R x M — M representada por pu(r,z) = rx
tal que, para todo x,y € M e todo r,s € R, as seguintes propriedades sido satisfeitas:
(i) r(x+y) =re+ry;
(ii) (r+ 8)z =rx + sx;
(iii) (rs)z = r(sz);
(iv) 1z = =.

Definicao 2.4. Um subconjunto nao vazio N de um R-médulo M é um submdédulo de M

se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

(i) Para todo m,n € N, tem-se m +n € N;
(ii) Para todor € R e m € N, tem-se rm € N.

Definicao 2.5. Se N, P sao submodulos de M, definimos
(N:P)={reR; rP C N},

que é um ideal de R.

Em particular, chamamos anulador de M, o conjunto

(0:M)={reM; rM =0},
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e este ideal serd denotado por Ann(M).

Defini¢do 2.6. Um R-moddulo ¢ fiel se Ann(M) = 0. Se Ann(M) = a, entdo M ¢é fiel

como A/a-mébdulo.

Se M = Zin, os x; sao chamados de geradores de M; isto significa que todo
iel
elemento de M pode ser expresso (nao necessariamente de forma tnica) como uma
combinacgao linear finita de z; com coeficientes em R.

Definicao 2.7. Dizemos que um R-moédulo M é finitamente gerado se possui um conjunto

finito de geradores.

Definicao 2.8. Sejam R um dominio de integridade e M um R-médulo. Um elemento
m € M é chamado um elemento de tor¢io de M se Ann (m) := {a € R; am = 0} # {0},

isto é, se m é anulado por algum elemento nao nulo de R.

Proposicao 2.2. Sejam R um dominio de integridade e M um R-mddulo. Os elementos
de torcao de M formam um submodulo de M, chamado o submddulo de tor¢io de M,
denotado por T(M).

Demonstracao: De fato, seja

T(M)={m € M; am =0, para algum a € R nao nulo}.

Sejam mq,my € T(M). Entdo, existem aj,as € R, ndo nulos, tais que aym; = 0
e agmg = 0. Logo, ajaz(my + msg) = (a1az)my + (araz)ms = as(aymy) + ay(agms) = 0.

Como R é um dominio de integridade, ajas # 0 e my +mq € T(M).

Sejam a € R, m € T(M) e b € R, nao nulo, tal que bm = 0. Entao, b(am) =
a(bm) =0 e ab # 0. Logo, am € T'(M). [

Defini¢ao 2.9. Um R-médulo M é dito livre de tor¢io se T'(M) = {0}.
Exemplo 2.1. Seja R um dominio de integridade. Todo R-moédulo livre é livre de torcao.

Definicao 2.10. Seja R um dominio de integridade com o corpo de fragées K e seja M

um R-modulo. Definimos o posto de M, denotado por rankz M, por:
rankpM = dimg K Qg M.

2.2.1 Sequéncias Exatas

Definicao 2.11. Uma sequéncia de R-mddulos e R-homomorfismos

_>M171£>Mz$>Mz+l—>
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é exata em M; se Im(f;)=Ker(fi+1). A sequéncia é exata se for exata em cada M;. Em

particular:

(i) 0 — M’ Iy M ¢ exata < f 6 injetora;
(ii) M & M" — 0 é exata < g é sobrejetora;

(iii) 0 — M’ Iy M % M = 0 é exata < f é injetora, g é sobrejetora e ¢g induz um
isomorfismo de Coker(f) = M/ f(M') sobre M".

Definigao 2.12. Uma sequéncia de R-médulos e R-homomorfismos da forma
0— M LM% M0
é chamada sequéncia exata curta de R-mddulos e R-homomorfismos.

2.3 ANEIS E MODULOS DE FRACOES

Nesta secdo apresentaremos algumas definigoes e propriedades da formacao de
fragoes. A formacao de fragoes e o processo associado de localizagao sao ferramentas

técnicas importantes em Algebra Comutativa.

Definicao 2.13. Seja R um anel. Um sistema multiplicativo de R é um subconjunto S

de R, nao vazio, tal que 1 € S e S é fechado com respeito a multiplicacao de R.
Em R x S, definimos a relagdo = por:

(x,8) = (y,t) < (xt —ys)u = 0, para algum u € S.

. X NP _ .
Usaremos as notagoes — para a classe de equivaléncia (, s) e S™LR para o conjunto
S
das classes de equivaléncia.
Ao definirmos em S™!R as operacoes:
r Yy xt+ys

S t st

Ty xry
s t st

para todo z,y € R e todo s,t € S, o conjunto S™'R passa a ter uma estrutura de anel.

O anel S7'R é chamado de anel de fracées de R em relacdo a S. Também existe
um homomorfismo de anéis f : R — S™!R definido por f(z) = /1, que em geral, nao ¢
injetivo.

Observagao 2.1. Se R for um dominio de integridade e S = R — {0}, chamamos o

conjunto S~'R de corpo de fragoes de R.
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O resultado a seguir é satisfeito para todos os anéis de fragoes.

Proposi¢ao 2.3. (Propriedade Universal do Anel de Fragoes) Seja g : R — Ry um
homomorfismo de anéis tal que g(s) é um invertivel em Ry, para todo s € S. Entao eziste

um tinico homomorfismo de anéis h : ST'R — Ry, tal que g = ho f.

Demonstragao: Ver [AM], Proposicao 3.1, pag. 42. [

Exemplo 2.2. Seja p um ideal primo de R. Entao S = R —p é um sistema multiplicativo

e, nesse caso, escrevemos R, em vez de ST'R.
Definicao 2.14. O processo de passar de R a R, ¢ chamado de localiza¢io de R em p.

Proposicao 2.4. Os ideais primos de S™'R estio em correspondéncia biunivoca com o0s

ideais primos de R que nao interceptam S.

Demonstragao: Ver [AM], Proposicao 3.11.(iv), pag. 47. [

A construcdo de ST!R pode ser extendida para um R-mdédulo M, definindo a

relacdo = em M x S por:

(m,s)=(m',s') < IFte Stal que t(sm' —sm)=0Vm,m' e MeVs,seS.

~ m . N _
Usaremos as notagoes — para a classe de equivaléncia (m,s) e S™'M para o
s

conjunto dessas classes.

Definimos em S~'M as operacoes:

+: ST'MxS'M —  S'M
(m m’) R mt+m's

st st

STIRx S'M — S'M

<x m) xrm
-, — |_> -
st st
para todo m,m' € M e z,s,t € S.
Entao S~'M ¢é um S~!R-médulo.
Seja u : M — N um homomorfismo de R-médulos. Entao v induz um homomor-

fismo de S™'R-médulos S7'u : STIM — STIN, de maneira que S~1'u aplica m/s em

u(m)/s. Temos também que S™!(vou) = (S71v) o (S71u).
O seguinte resultado, é uma importante propriedade da operacao S~*.

Proposigao 2.5. A operacio S~! € exata, isto é, se M’ L M % M" ¢ uma sequéncia
. ~ _ Ss-t _ s-t _ . A
de R-mdédulos exata em M, entdo S~*M’ 5L SN S STIMY ¢ uma sequéncia de

S~'R-médulos exata em S™'M.
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Demonstragao: Ver [AM], Proposicao 3.3, pag. 44. [

2.4 DEPENDENCIA INTEIRA E ANEL DE VALORIZACAO

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades relacionadas a dependéncia

inteira. Também, apresentaremos alguns resultados importantes sobre anel de valorizagao.

2.4.1 Dependéncia Inteira

Sejam R um anel e B um subanel de R (tal que 1z € B). Um elemento z € R é
inteiro sobre B, se x é raiz de um polindmio modnico com coeficientes em B, isto é, se x

satisfaz uma equacao da forma
"+ b 40, =0

onde os b;s sdo elementos de B. Evidentemente, cada elemento de B ¢ inteiro sobre B.

Proposicao 2.6. As sequintes afirmacoes sdo equivalentes:

(i) © € R é inteiro sobre B;
(7i) Blz] é um B-mddulo finitamente gerado;

(7ii) Blz| estd contido em um subanel C' de R tal que C' é um B-mddulo finitamente

gerado;

(iv) Eziste um Blx]-mddulo fiel M que é finitamente gerado como B-mddulo.

Demonstragao: Ver [AM], Proposicao 5.1, pag. 66. |

Corolario 2.2. Sejam x;, para 1 <1 < n, elementos de R inteiros sobre B. Entdo o anel

Blzy,...,x,] € um B-mddulo finitamente gerado.

Demonstragao: Ver [AM], Corolario 5.2, pag. 66. |

Corolario 2.3. O conjunto C' de elementos de R que sao inteiros sobre B é um subanel

de R que contém B.

Demonstragao: Ver [AM], Corolario 5.3, pag. 66. |

Defini¢ao 2.15. Denominamos o anel C' do Corolario (2.3), o fecho inteiro de B em R.
Se C' = B, entao dizemos que B é integralmente fechado em R. Se C' = R, dizemos que o

anel R é inteiro sobre B.
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Corolario 2.4. Se B C R C C sdo anéis e se R € inteiro sobre B e C' ¢ inteiro sobre R,

entao C é inteiro sobre B.

Demonstragao: Ver [AM], Corolario 5.4, pag. 67. |

Teorema 2.2. Sejam B C R anéis, R inteiro sobre B e, p um ideal primo de B. Entdo

existe um ideal primo de R tal que qN B = p.
Demonstragao: Ver [AM], Teorema 5.10, pag. 68. |

2.4.2 Dominios de Integridade Integralmente Fechados

Definicao 2.16. Um dominio de integridade é dito ser integralmente fechado se é inte-

gralmente fechado em seu corpo de fragoes.

Proposigao 2.7. Seja R um dominio de integridade. As sequintes condigoes sao equiva-

lentes:

(i) R é integralmente fechado,
(i) R, € integralmente fechado, para cada ideal primo p;

(iii) Ry € integralmente fechado, para cada ideal mazimal m.
Demonstragao: Ver [AM], Proposigdo 5.13, pag. 70. [

2.4.3 Anel de Valorizacao

Seja R um dominio de integridade e seja K seu corpo de fragoes.

Definicao 2.17. Dizemos que R é um anel de valorizacdo de K se, para cada x € K e
r#0, r€ Roux™! €R.

Proposicao 2.8. Seja R um anel de valorizacao. Entdo se cumprem as sequintes afirma-

coes:

(i) R é um anel local;
(ii) Se R' é um anel tal que R C R' C K, entdo R’ é um anel de valorizagio de K;

(7ii) R € integralmente fechado em K.

Demonstracao:
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(i) Seja m o conjunto dos elementos de K que nao sao invertiveis em R, ou seja, x € m
se, e somente se, v = 0 ou 27! ¢ R. Vamos mostrar que m é um ideal de R. De fato,
se a € R ez €m temos que ax € m, pois caso contrario, (ax)™' € R o que implica

que 7' =a(ax)™' € R.

Agora, sejam z,y € m nao nulos. Como zy~! € K, entao xy~! € Rouyz~! € R.
Sexy '€ Rentaioz+y=(1+zy )yec RmCme,seyr ' € Rentdox +y =
(1+yz~ ')z € Rm C m. Logo, r + y € m. Em virtude da Proposigao (2.1), R é um

anel local e m seu ideal maximal.

(ii) Como z € K, entaiox € RC R' ouxz~! € R C R'. Logo R é um anel de valorizagio
de K.

(iii) Seja x € K inteiro sobre R. Entao temos
"+ b b, =0

com b; € R. Se x € R j4 estd provado. Agora, se x ¢ R, entdao z~! € R, pois R é

um anel de valorizacao. Assim, segue que:

fa— —(blxn_l 4+ -4 bn)
" (™t 44 b7)
xn—l = = xn—l
r = —(b+ bor 4 4 bnxl_") € R.

Logo x € R. Absurdo, pois supomos inicialmente que = ¢ R.

Portanto R ¢ integralmente fechado sobre K.

Nosso objetivo principal com os resultados apresentados a seguir é mostrar que o
fecho inteiro de um dominio de integridade A no seu corpo de fracoes K é a intersecao de

todos os anéis de valorizacao de K que contém A.

Definicao 2.18. Seja S um conjunto nao vazio. Dizemos que S parcialmente ordenado e

escrevemos (.59, <) se:
(i)  <a; VaeS (Reflexiva);
(i) r<yey<z=z=y, VayecS (Anti-simétrica);
(ili) r<yey<z=x<z VuzyzeS (Transitiva).

Um subconjunto 7" C S é uma cadeia em S se, para todo x,y € T, ou x < y
ou y < x. Dizemos que a cadeia T ¢é limitada superiormente se, existe z € S tal que
t<z Vtel.
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Lema 2.1. (Lema de Zorn) Se toda cadeia T C S tem uma cota superior em S, entdo

existe um elemento mazimal em S.

Seja K um corpo, {2 um corpo algebricamente fechado. Seja ¥ o conjunto de todos
os pares (A, f), onde A é um subanel de K e f é um homomorfismo de A em Q. O

conjunto X é parcialmente ordenado, como segue:
(AN <A f)eACAe f |a=T

Vamos provar que o conjunto ¥ satisfaz as condi¢oes do Lema de Zorn.

Seja T C ¥ uma cadeia, isto é,
T = {(Ai, fi)ier; (Ais fi) € B e (Ai, fi) < (A4, f;) ou (A, f;) < (Ai fi), Vi, jel}
Queremos construir o par (A, f) tal que

(Awfz) S (Aa f)7 isto é> tal que Az g Ae f

Definimos A = U A; € K um anel.
iel
Considere f: A — () definida da seguinte maneira: dado x € A = U A;, temos
iel

Vejamos que a fungdo f estd bem definida. De fato, se x € A;NA;, como
(A, ;) < (A, f;) ou (A, f;) < (A, fi) , pois T é uma cadeia, temos que A; C Aj e
fila, = fiou A; C Aie fila, = f;. Logo, f; |a,= fiou fi |a,= f; e filx) = f;(x) ou
fi(x) = fi(z).

Agora, vejamos que f é um homomorfismo. Dados v € A; e y € A;, podemos

que = € A;, para algum i € I. Entao f(x) := fi(z), ou seja, f

supor, sem perda de generalidade, que A; C A;. Entao, z,y € A;. Logo, x +y € A; e

xy € A;. Daf segue que f(z+y) = filz+y) = filz)+ fi(y) e f(ey) = filzy) = fi(x) fi(y),
isto é, f é um homomorfismo de anéis.

Portanto, o conjunto ¥ satisfaz as condi¢oes do Lema de Zorn. Logo, > possui

pelo menos um elemento maximal, que denotaremos por (B, g).

Lema 2.2. B ¢é um anel local e m = Ker(g) € seu ideal mazimal.

Demonstragao: Como g(B) é um subanel de um corpo, portanto um dominio de integridade,

B
ker(g)

Podemos estender a fungao g a um homomorfismo

e g(B) ~ , temos que o ideal m = Ker(g) é primo.

g: B, — Q
b b
U

s g(s

~—



19

onde b € B, s ¢ m = ker(g).
Vejamos que g estd bem definida. Com efeito,

b b
—="1em By=3t¢m tal que t(bs; —sb)) =0 € B.
S S1

Logo,

Além disso,
f: B — By
b
b — -
é homomorfismo injetor, pois B é dominio. Logo, B, contém uma cépia de B e (sem
perda de generalidade B C By,) (B, g) < (Bn,g). Como (B, g) ¢ um elemento maximal

de Y, concluimos que B = By,.

Portanto B é um anel local e m seu ideal maximal. [ |

Lema 2.3. Seja x um elemento ndo nulo de K. Seja Blx] o subanel de K gerado por x

sobre B e seja m[x]| a extensio de m em Blx|. Entdo ou m[z] # Blx] ou m[z™'] # Bz™!].

Demonstracao:
Suponhamos que m[z] = Blz] e m[z~!| = B[z™!]. Entdo, temos as seguintes
equacoes:
ug +w ' + -t unr™ =1 (u; € m) (2.1)
vo+vr v =1 (v; €m) (2.2)

em que podemos supor que os graus m,n sao os menores possiveis. Consideremos m > n

e multipliquemos (2.2) por z™. Assim

vor" + v " v, = 2"

vt v, = 2" — vea

v o, = 2™(1— ) (2.3)

Como vy € m, B é um anel local e m = Ker(g) é seu ideal maximal, pela Proposigao
(2.1) se deduz que (1 — vp) ¢ um invertivel em B, e a equagao (2.3) pode ser escrita da

seguinte forma:

" = wi " A wy,
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Uy
Y% B
d=u)

Portanto,

onde w; =

1

" —wx" T — s —w, =0,

contrariando a minimalidade de m na equagao (2.1).

Portanto, m[z] # Blz] ou m[z~!] # B[z~ !]. |

Teorema 2.3. Seja (B, g) um elemento mazimal de ¥. Entao B é um anel de valorizag¢do

do corpo K.

Demonstragao: Pela definicdo de anel de valorizagao, devemos mostrar que se x # 0 é um
elemento de K, entdo z € B ou 27! € B. Pelo lema anterior, suponhamos que o ideal
m[z] é um ideal préprio do anel B’ = Blz|. Entdo, m[z] estd contido em um ideal m’ € B’

e tem-se que M’ B =m (poism Cm'N B C B).

Portanto, a inclusdo B < B’ induz uma inclusao k = B/m — k' = B'/m/.
Entao k' = k[z] onde T é a imagem de x em k’. De fato , como T € k' e k C k' entdo
k[z] C k'. Agora, para ver a inclusdo contréria, seja y € k. Como k' = B'/m’ = Blz|/w’,
temos que y = f(r), onde f(x) = ag + a1z + -+ + a,a™ € Blz]. Isso implica que
fx) =ag+a@T+--- +apa" € k[T]. Logo, k' = k[z]. Como k' é corpo, T é algébrico sobre
k e, portanto, k' é uma extensao algébrica finita de k. Assim, V y € k¥',3 h(T) € k[T]
moénico tal que h(y) = 0.

Agora, o homomorfismo g : B — 2 induz uma inclusdo g : k = B/m — (, onde
m = ker(g). Considerando a inclusdo k[T| — Q[T] dada por g(h(t)) = h'(t), temos que
h(y) = 0 implica que h'(y) = 0. Como  é algebricamente fechado, segue que y € €.
Entéao podemos estender g : k = B/m — Q a uma inclusao ¢’ : k' = B/m’ — Q.

Compondo ¢’ com o homomorfismo natural f : B® — k' = B/m/, temos que
gof=¢ :B — Qestende g.

Entao, (B, g) e (B',¢’) sdo tais que B C B’ e ¢'|p= g, ouseja, (B,g) < (B',q') € ¥.
Como (B, g) é um elemento maximal de ¥, temos que (B, g) = (B',¢') e B’ = B. Logo
x € B.

Portanto, B é um anel de valorizacao do corpo K. [

Corolario 2.5. Seja A um subanel de um corpo K. Entdo o fecho inteiro A de A em K ¢

a intersecao de todos os anéis de valorizacio de K que contém A.

Demonstracao: Sejam A C K subanel e B um anel de valorizagao de K tal que A C B.

Vamos mostrar que A = N B.

Como B ¢ integralmente fechado, temos que:
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Logo, A C N B.

Reciprocamente, seja z € K. Se x ¢ A, vamos mostrar que = ¢ () B, ou seja, que
r ¢ B, para nenhum anel de valorizagio B de K. Como x ¢ A, entdo x ¢ A[z™'], pois
caso contrario, o seria raiz de um polinémio monico com coeficientes em A, ou seja, v € A.
Logo, 7! € Alz™!] e 27! ndo é unidade em A[z™'], o que implica que z7! € m’ C A/,
para algum ideal maximal m’ de A" = A[z].

Seja Q o fecho algébrico de k' = mj Aplicando o lema de Zorn a colecao:

¥ ={(C,h);Csubanel de K, A" C C e h:C — Qhomomorfismo tal que g|a= f},

onde f : A" — kK’ é o homomorfismo natural e, usando o Teorema 2.3, temos que existe
B C k' elemento maximal de X' e g : B — Q um homomorfismo tal que B é um anel de

valorizacao de k' e A C B.

Entdo z7 ' em’e f(z7!) =0 em Q. Se x € B, entao g(z) € Q. Logo,
g(x)- flz=!) =0=g(z)-gla™') =0=g(z-27') =0=1=0 (Absurdo).

Logo, x ¢ BeNB C A.
Portanto A = N B [ |

2.5 VALORIZACAO DISCRETA E ANEIS DE VALORIZACAO DISCRETA

Nesta sec¢ao, apresentaremos o conceito de valorizagao discreta e anéis de valorizagao

discreta, juntamente com suas principais propriedades.

2.5.1 Valorizagao Discreta

Definicao 2.19. Sejam K um corpo e K* = K\{0}. Uma wvalorizagao discreta em K é
uma funcao v : K* — 7Z sobrejetiva que satisfaz:
(i) v(zy) =v(z) +vly), YV z,ye K"

(i) v(z+y) > min{v(z),v(y)} sez,ye K"

Convencionamos definir: v(0) = oo.

SeVné€Z, co+n=00eoco+00=00 temos que (i) e (ii), definidos acima,

valem Vz,y € K.

E facil ver que: v(1) =0, v(—z) = v(z) e v(z~!) = —v(z).
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Proposicao 2.9. Sejam x1,xo,...,x, € K. Entao

(i) v(zy + 22 + -+ + ) > min{v(z1),...,v(x,)} e a igualdade se verifica se o

min{v(zy),...,v(x,)} € atingido s6 uma vez.

(ii) Sexy,xa,...,T, ndo sao todos nulos e r1+xo+- - -+, = 0, entao min {v(xy),...,v(z,)}

nao € atingido so uma vez.
Demonstracao:
(i) Fazendo indugdo em n e usando a propriedade (ii) da Defini¢do 2.19 mostramos que
v(zy + x4+ -+ x,) > min{v(zy),...,v(z,)}

Vamos supor, sem perda de generalidade, que min{v(z1),...,v(z,)} = v(x;1) e

v(xy) <wv(z;), Vi=2,...,n, Entdo devemos mostrar que

V(T + 2o+ -+ xn) = v(21).

Por hipdtese, sabemos que v(zy+x2+- - -+x,) > v(x;). Para mostrar a desigualdade

contraria, note que:

v(z) =v(@ +ao+ -t Ty — Ty — T3 — - — Ty)
> min{v(x; + 20+ -+ x,),0(—22 — - — 2,)}
=min{v(xy +z2+ -+ 2,),v(xa + - -+ 2,) }.

Se min{v(x; + xo+ -+ + x,),v(x2 + -+ x,)} =v(ry + 22+ - - + x,), temos que
v(zy) >v(r + a0+ -+ ) > v(2).

Se min{v(zy + xo + -+ x,),v(xa + - + )} = v(x2 + -+ + x,,), entdo

v(zy) >v(wy+ -+ x,) > min{v(ze,...,2,)}

v
= v(x;).
para todo @ # 1.
Entao v(z1) > v(x;), mas por hipétese v(z1) < v(x;) para todo ¢ # 1.

Portanto, v(xy + xy + -+ - + x,) = v(z1).

(ii) Se min{v(x; + x2 + - -+ + x,,)} fosse atingido uma vez, entdo pelo item anterior,

teriamos que:

v(xy + 2o+ -+ x,) = min{o(zy, g, ..., x,) } = v(27).
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Mas,

Absurdo.

O conjunto R = {x € K; v(xz) > 0} é um anel de valorizagao, chamado de anel de

valorizacao v de K. De fato, dado = ¢ R, temos que v(z) < 0. Como v(1) = 0, temos que
0=v(1) =v(zz™) =v(x) +v(z™!) = v@") = —uv(x).

Entdo v(z~!') > 0. Logo, z~! € R.

Portanto o conjunto R é um anel de valorizacao v de K.

Exemplo 2.3. Para cada primo fixo p, definimos

v: Q — Z
r > n
0 — o

c
onde x :p”g comc,d€Z,ptceptd.
Entao v, é uma valorizacao discreta de Q. De fato, dados

x:pm% compfaep’[beyzp”% comptcepid,

temos que v,(z) =m, v,(y) =n e:

ac

(i) vy(zy) = v, (pmJ’”Cd) =m+n = v,(x) + v,(y) pois ptace pftcd,

d nfmb
(i) Sem <n, vp(r+y) =1, (pm (CL—FZZC)) = m = vp(x), pois p{ (ad + p"~"bc)

eptbd,esem>n
" "ad + be

vz +y) =, (p” (bd)) =n = v,(y), pois p{ (p™ "ad) e p 1 be.
Assim;
0p(z + 9) > min {m, n} = min {0,(2), u,(3)}.

Portanto, a funcao v, ¢ uma valorizacao discreta de K.

O anel de valorizagao de v, ¢ o anel local Z,) = {Z; a,beZ, pt b}.
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2.5.2 Anéis de Valorizagao Discreta

Definicao 2.20. Seja R um dominio que nao é um corpo. R ¢é dito um anel de valorizacao
discreta, se existe um elemento irredutivel ¢ € R tal que todo elemento z € R — {0}, pode
ser escrito de maneira tinica como z = ut™, onde u ¢ invertivel e n é um inteiro nao negativo.
O elemento irredutivel ¢ é dito pardmetro de uniformizacao de R ou uniformizante local

em R.

Observagao 2.2. A condicao de R ser um anel de valorizagao discreta (AVD) é equivalente
a R ser noetheriano, local, cujo tnico ideal maximal é principal (ver [WF], Proposigao 4,
pag. 34).

Observacao 2.3. Qualquer outro parametro de uniformizacao de R é da forma ut, onde

u é invertivel.

Proposicgao 2.10. Dada uma valorizagao discreta de K, v : K — ZU{o0}, consideremos
o conjunto R = {x € K; v(z) > 0}. Entao R é um anel de valorizag¢ao discreta, chamado
o anel de valorizacdo discreta de v, que tem K como corpo de fragoes. Reciprocamente,
todo anel de valorizacao discreta que tem K como corpo de fragoes é dessa forma para

alguma valorizacao v de K.

Demonstracao:

Temos que R é um dominio pois R C K e K é um corpo. Além disso, se z € R e

v(z) > 0 entao v(1/z) = —v(z) < 0. Logo, R é um dominio que nao é um corpo.

Devemos mostrar que existe t € R, irredutivel, tal que Vz € R—{0}, z = ut™, n >0

e u invertivel em R.

Primeiro devemos observar que uma consequéncia imediata do fato de v(1/u) =
—v(u) é que, u € R é invertivel (em R) se, e somente se, v(u) = 0. Sendo v uma aplicagao
sobrejetiva, existe t € K tal que v(t) = 1. Suponhamos t = ab com a,b € R. De
1 =wv(a) 4+ v(b) temos v(a) = 0 ou v(b) = 0. Portanto, ou a ou b é invertivel em R e t é

irredutivel.

Dado z € R, sejamn =v(z) > 0ecu=2t"" € K. Entdao v(u) =0 e z = ut” com
w invertivel em R. Além disso, se z = uit™ = ust"™, njv(t) = nov(t) e ny = ny. Portanto,

a menos de multiplicacdo por invertiveis, temos unicidade.

Observe que K é o corpo de fragdes de R pois, se z € K — {0}, entdo z € R ou
271 eR.

Reciprocamente, seja R C K um anel de valorizagao discreta que tem K como
corpo de fragdes. Entao fixado ¢ (parametro de uniformizacdo em R) é verdade que
todo z € K — {0} pode ser escrito de maneira tinica como z = ut" onde n € Z. Defina

ord(z) =n e ord(0) = co. B facil ver que
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ord: K — Z U {0}

¢ uma valorizacao discreta de K. ]

Se R ¢é o anel de valorizacao correspondente a valorizagao v, denotaremos as vezes

R por O, e seu ideal maximal por M,.

Definicao 2.21. Seja R um dominio de integridade. Se R é um anel de valorizacao

discreta, entao R é um anel de valorizacao de v. Logo, R é um anel local e, o conjunto
M, ={z € K; v(z) >0}
é seu ideal maximal.

2.6 CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS EM UMA VARIAVEL

Definigao 2.22. Seja K/k uma extensao de corpos. Chamaremos K /k corpo de fungoes
algébricas em uma varidvel, com k como corpo de constantes, se k for algebricamente

fechado em K e, se existir z € K — k tal que [K : k(z)] < oo.

A partir desse ponto, estaremos considerando k um corpo algebricamente fechado.

Exemplo 2.4. Sejam k um corpo algebricamente fechado, k[t] o anel de polindémios em
uma variavel com coeficiente em k e K = k(t) o corpo de fracoes de k[t]. Entao K/k é um

corpo de funcoes algébricas em uma variavel.

Lema 2.4. Sejam R um anel de valorizagdo discreta do corpo de fungoes algébricas em
uma varidvel K/k, M o ideal mazimal de R e x € M nao nulo. Sejam x1,zs, ..., T, € M

tais que ¥y = x e x; € x;11 M, para todo i =1,2,...,n— 1. Entao [K : k(x)] > n.

Demonstragao: Como [K : k(z)] é a dimensdo de K visto como k(z)-espago vetorial,
basta provarmos que o conjunto {z1,...,x,} é linearmente independente sobre k(x). Dai,

teremos que [K : k(z)] > n.

Suponha, por absurdo, que exista uma combinacao linear E w;x; = 0 nao trivial
—
. b ~ . A 1/. ~
com @; € k(x). Podemos assumir que todos os ¢;’s sdo polindmios em x e que x nao

divide todos eles. Defina a; = ¢;(0), o termo constante de ¢; ¢ escolha j € {1,...,n} tal

que a; # 0 e que a; = 0, para ¢ > j. Assim obtemos:

d_pii=0= —pjz; =) o (2.4)
i=1 i#]

Observe que ¢; € R para qualquer ¢, poisx € M, z; € 2;,M, parai < j e @; = xg;,

para ¢ > j, onde g; sao polinémios em .
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Dividindo (2.4) por x;, temos:

—p; = soiﬁ +> fgm.
J

i<i Yio i>;

Uma vez que ﬁ, L e M, pois z; € ;M se i < j, o lado direito desta igualdade

Lj  Xj
pertence a M. Entao, ¢; € M. Por outro lado, ¢; = a; + xg;, com g; € kjz] C R e
r € M. Entdo, a; = ¢; —xg; € M. Mas a; = ¢;(0) € k e M Nk = {0}. Contradigao,

pois pela escolha de j devemos ter a; # 0.

Logo, o conjunto {x1,...,x,} é linearmente independente e, portanto, concluimos
que [K : k(z)] > n. |
O resultado a seguir nos da algumas propriedades basicas de anéis de valorizacao

discreta de um corpo de fungoes algébricas em uma variavel.

Proposicao 2.11. Sejam R um anel de valorizacdo do corpo de funcgoes algébricas em

uma varidvel K/k e M o ideal mazimal de R. Entdo:

(i) M é um ideal principal.

(i) R € um dominio de ideais principais. Mais precisamente, se M = (t) e I C R for

um ideal nao nulo, entao I = t"R, para algum n € N.

Demonstracao:

(i) Suponha, por absurdo, que M nao seja principal e tome x; € M nao nulo. Como
M # 1R, existe 15 € M\z,R. Entdo, z; 'z, ¢ R, pois, caso contrario, terfamos
que x5 € 11 R. Logo, x5 'z; € M, donde temos que z; € zoM.

Continuando com essa construc¢ao, obtemos por indugao, uma sequéncia infinita de

elementos x1, s, ... € M, tais que z; € x;.1 M, para todo i > 1. Mas, pelo lema

2.4, isso nos leva a uma contradicgao.
Portanto, M é um ideal principal.

(ii) Segue-se por defini¢do que R é um dominio de ideais principais. Agora, seja I C R
um ideal nao nulo.

O conjunto C' = {r € N; t" € I} é nao vazio, pois se 0 # = € I, entdo z = t"u, com
u€E R er>0,dait" =aut €l.

Seja n = min(C'). Vamos provar que I = t"R.

De fato, como t" € I, entao I D t"R. Por outro lado, seja y € I com y # 0.

Temos que y = tw, com w € R* e s > 0, entdo t* = yw*

y=1t"-t*"w € t"R. Portanto, [ = t"R.

e s > n. Logo,
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3 CURVAS ALGEBRICAS

O nosso estudo de curvas serd via o estudo de corpos de fungoes algébricas em
uma variavel. Os objetos algébricos que corresponderdao aos pontos da curva, serao as
valorizagoes (ou equivalentemente, os anéis de valorizagao discreta) do seu corpo de fungoes

racionais.

3.1 VARIEDADES ALGEBRICAS

Nesta secao, apresentaremos os conceitos basicos da Geometria Algébrica que serao

usados neste trabalho.

Definicao 3.1. O espaco afim de dimensao n sobre um corpo k, denotado por A} ou

simplesmente por A"(k), é o conjunto de todas as n-uplas de elementos de k. Um elemento

p=(ay,...,a,) € A"(k) serd chamado ponto e os a}s serao chamados de coordenadas de
p.

Considere o anel de polinémios k[X7, ..., X,] nas variaveis Xy, ..., X,, com coefici-
entes em k. Seja S C k[X7,...,X,] um subconjunto. Denotamos por

V(S)={peA"(k); flp)=0V [feS}
o conjunto de zero de S.

Definicao 3.2. Dizemos que um subconjunto X C A"(k) é fechado se X = V(S) para
algum S C k[Xy,..., X,].

Observagao 3.1. Os subconjuntos fechados de A™(k) sdo também chamados de conjuntos

algébricos afins.

Definigao 3.3. Se f € k[X3,..., X,] é um polindémio ndo constante, o conjunto de zeros

de f se denomina hipersuperficie definida por f.

Definigao 3.4. As hipersuperficies em A2, isto é, o conjunto solugao de f(Xi, X3) = 0,
onde f é um polindmio nao constante em duas variaveis, sao também chamadas Curvas

Algébricas planas.
Exemplo 3.1. O conjunto H = {(t,t*t*); t € k} é um conjunto algébrico.
De fato, consideremos os polinomios f(X,Y,Z) = X? -Y e g(X,Y,Z) = X? - Z.

E claro que para p = (t,12,t%) e t € k, temos f(p) = 0 e g(p) = 0. Logo, o conjunto
H = {(t,t*,t*t € k} C V(f,g). Reciprocamente, se p = (z,y,2) € V(f,g), entdo

y=2e z=0"=p=(2,y,2) = (z,2% 2°) € H.

Portanto H é um conjunto algébrico.
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Defini¢ao 3.5. Definimos a topologia de Zariski em A"(k) escolhendo para abertos os

subconjuntos de A" (k) que sdo complementares de conjuntos fechados.

Definicao 3.6. Um subconjunto Y de um espago topoldgico X ¢é irredutivel se ele nao
puder ser escrito como a uniao Y = Y; UY; de dois subconjuntos fechados (de Y, com a

topologia induzida) préprios.

Defini¢ao 3.7. Uma variedade afim é um subconjunto fechado irredutivel de A™(k). Um

subconjunto aberto de uma variedade afim é uma variedade quase afim.

Seja X C A™(k) um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X por
I(X):={f €k[Xi,....X,]; f(p))=0Vpe X}

Proposicao 3.1. (i) Sejam Ty, T, subconjuntos de k[Xq,...,X,]. Se Ty C Ty, entdo
V(Ty) 2 V(Ty).

(ii) Se X1 C Xy sao subconjuntos de A"(k), entao I(Xy) 2 I1(Xs).
(iii) Para qualquer dois subconjuntos X1, Xo de A™(k), temos I(X1UXs) = I(X1)NI(X>).

(iv) Seja k algebricamente fechado. Para qualquer ideal a C klxy ..., x,], [(V(a)) = /a,
onde /a é o radical de a.

(v) Para qualquer subconjunto X C A"(k), V(I(X)) = X, onde X € o fecho de X, isto

€, a intersegio de todos os subconjuntos fechados de A™(k) contendo X .

Demonstragao: Ver [HR|, Proposicao 1.2, pag. 3. [

O resultado a seguir, relaciona conjuntos algébricos irredutiveis e ideais primos, o

que facilita a caracterizacao de tais conjuntos.

Proposicao 3.2. Seja X um subconjunto de A"(k). Entao X ¢é irredutivel se, e somente

se, 1(X) € um ideal primo.

Demonstragao: Se X é irredutivel, vamos mostrar que I(X) é primo. De fato, se fg € I(X),
entao X C V(fg) = V(f)UV(g). Assim, X = (X NV(f))U(X NV(g)). Como X é
irredutivel, entdo X = X NV(f) ou X = X NV(g). Logo, X C V(f) ou X C V(g).
Portanto, f € I(X) ou g € I(X), isto é, I[(X) é primo.

Reciprocamente, suponha que I(X) é primo e que X = X; U X5, com X; C X
e Xo € X. Assim, I(X;) 2 I(X) e I(X3) 2 I(X) e desta forma existem f € I(X;) e

g € I(Xy) tais que f,g ¢ I(X). Por outro lado, fg € I(X; U X5) = I(X), o que é um
absurdo, pois I(X) é primo. Portanto, X é irredutivel. |

Exemplo 3.2. A™(k) é irredutivel para todo n, pois o ideal I(A™(k)) = (0) é primo.
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Definicao 3.8. Dado X C A"(k) um subconjunto fechado, definimos o anel de coordenadas
de X, denotado por I'(X), por

KIX1 . X0

r(X) = -

Definicao 3.9. O espago projetivo de dimensao n sobre um corpo k, denotado por P}
ou simplesmente por P"(k), é o conjunto das classes de equivaléncia de (n + 1)-uplas

(ag, - ..,a,) de elementos de k, ndo todos nulos, sob a relagao de equivaléncia dada por
(agy...,an) ~ (bo,...,by) < IN€k—{0}; (by,...,b,) = (Aag,...,Aay).

Um ponto p € P*(k) serda denotado por p = (ag : ... : a,) e os a,s serdao chamados de

coordenadas homogéneas de p.

Usualmente, chamamos de pontos finitos os pontos do conjunto
{(xo:...ixy) €PMk); 2o A0} ={(1:ay1:...:2); (21,...,2,) € A"(k)}
e chamamos de pontos no infinito os pontos do conjunto

{(wo:...:2p) €P"k); 20 =0} ={(0:2y:...:3,); (21:...:13,) €P"Hk)}.

Note que o conjunto dos pontos finitos de P"(k) pode ser identificado com A™(k) e

o conjunto dos pontos no infinito pode ser identificado com P*" (k).

Em particular, temos
P! (k) = reta afim dos pontos finitos U {(0: 1)},
e assim P!(k) tem um tnico ponto no infinito. E temos
P?(k) = plano afim dos pontos finitos U reta projetiva dos pontos no infinito.

Defini¢ao 3.10. Um ponto p = (ag : ... : a,) € P"(k) é zero de um polindémio F €
k[Xo, ..., Xy,], se F(p) = 0 para qualquer escolha de coordenadas homogéneas. Neste caso,

F € k[Xo, ..., X,] deve um polindémio homogéneo de grau d, isto é,

F(tag, ... ta,) = t"F(ay,...,a,), Yt € k — {0}.

Seja S C k[Xy, ..., X,] um conjunto de polinémios homogéneos. Denotamos por
V(S):={peP(k); Flp)=0VY FeS}
o conjunto de zero de S.

Definicao 3.11. Dizemos que um subconjunto X C P"(k) é fechado se X = V(S) para

algum conjunto S C k[Xo, ..., X,] de polinémios homogéneos.
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Observacgao 3.2. Os subconjuntos fechados de P"(k) sao também chamados de conjuntos

algébricos projetivos.

Definigao 3.12. Definimos a topologia de Zariski em P"(k) escolhendo para abertos os

subconjuntos de P"(k) que s@o complementares de fechados projetivos.

Definigao 3.13. Uma variedade projetiva é um subconjunto fechado irredutivel de P" (k)
(com uma topologia induzida). Um subconjunto aberto de uma variedade projetiva é uma

variedade quase projetiva.

Seja X C P™(k) um subconjunto. Definimos o ideal homogéneo de X por
I(X) :={F €k[Xo,....X,]; F(p)=0Vpe X}.

Definigao 3.14. Dado um subconjunto Y C P"(k) definimos Y C P"(k), o fecho projetivo

de Y, como sendo a interse¢ao de todos os subconjuntos fechados de P"(k) que contém Y.

Para qualquer subconjunto Y C P"(k) temos que V(I(Y)) =Y. Se Y C A"(k) for
um fechado afim, identificamos A" (k) com o aberto Uy C P"(k) e falamos do fecho de Y

em P"(k), o qual chamamos fecho projetivo de Y.

Definig¢ao 3.15. Dado X C P"(k) um fechado projetivo, definimos o anel de coordenadas
homogéneas de X, denotado por I'(X), por
k[ Xo, ..., X
NX)=—————.
(X) (X

3.2 CURVAS ALGEBRICAS E CORPOS DE FUNCOES ALGEBRICAS

Dada uma V' C A"(k) uma variedade algébrica, sejam I C K[X;, Xs,...,X,] o
ideal primo de V e I'(V) = K[Xy, Xo, ..., X,,]/I. Entao, I'(V') é um dominio de integridade

e k(V'), seu corpo de fragdes, é chamado corpo de fungoes racionais de V.

Definicao 3.16. A dimensao de V' ¢é o grau de transcendéncia da extensao K (V')/k. Uma

variedade de dimensdo um é chamada curva.

Observacio 3.3. E possivel mostrar que em A2(k) as defini¢des 3.4 e 3.16 coincidem.

Assim, no caso de curvas, K(V)/k é um corpo de fungoes algébricas em uma

variavel (com k como corpo de constantes).

Observagao 3.4. Se K/k é um corpo de fungdes algébricas, podemos mostrar que
[K : k(z)] < oo, para todo x € K\k. Além disso, se k for algebricamente fechado, existe
x € K\k tal que K/k(x) é separdvel e portanto K = k(z)(y). Como [K : k(z)] < oo,
existe f € k[X,Y] irredutivel tal que f(z,y) = 0. Logo, se C' é a curva plana irredutivel

definida por f(X,Y) = 0, teremos K isomorfo ao corpo de fungoes racionais de C.
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Defini¢ao 3.17. Seja K/k uma extensao de corpos. Uma valorizacdo de K/k é uma
valorizagao de K tal que v(a) =0, V a € k\{0}.

O conjunto das valorizacoes de K /k serd denotado por Sk, isto é,
Sk ={v: K* = Z; v é uma valorizacdo de K e v(a) =0, Va€k—{0}}.

Veremos a seguir exemplos de valorizagao da extensao k(t)/k, onde k(t) é o corpo

de fragdes de k[t], o anel de polindmios em uma variavel com coeficientes em k.

Exemplo 3.3. Fixado a € k, podemos escrever todo elemento f(t) € k[t] na forma
f(t) =c(t—a)"fi(t),comn € N, ¢ € k nao nulo e tal que (t—a) ffi(t). Consequentemente,

todo elemento de k(t) tem a forma

M—c —a)"
FOREA

com m € Z, ¢ € k nao nulo e tal que (t —a) ffi(t) e (t —a) fg:1(1).

A funcao v, : k(t) — Z U {oco} definida por:

v, (c(t - a)mfl(t)> —m,

91(t)

onde ¢ € k é ndo nulo, (t —a) ffi(t) e (t —a) fg1(t) e v,(0) = 00, é uma valorizagao de

k(t)/k.

Exemplo 3.4. Como no exemplo anterior, podemos escrever um elemento arbitrario de

k(t) na forma

7t — o™ fl (t) 7
(t) 91(t)
com m € Z, ¢ € k ndo nulo e tal que t ffi(t)g1(t). A fungdo v : k(t) — ZU{oo} definida

por: ,
(o) =

onde ¢ € k é nao nulo, t [fi1(t)g:1(t) e v(0) = oo, é uma valorizagdo de k(t)/k tal que

ft)
9

v(t) = —1 e v(1/t) = 1. Tal valorizacao serd denotada por v.

A proposicao a seguir mostra que as valorizagoes definidas nos Exemplos 3.3 e 3.4

sao as unicas valorizacoes de k(t)/k.

Proposicao 3.3. Seja v : k(t) — ZU{o0} uma valorizagao de k(t)/k tal que v(0) = oco.

Sev(t) >0, entdo v = v,, para um unico a € k. Além disso, se v(t) < 0 entdo v = V.
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Demonstragao: i) Suponhamos v(t) > 0. Afirmamos que v(f) >0, V f € kl[t].
De fato, todo f € k[t] ¢ da forma
f(t) = ap+ art + agt* + - - - + a,t", com ag,ai,...,a, €k ea, #0.
Logo,

v(f) > min {v(ag),v(ar) + v(t),...,v(a,) + nv(t)} > v(a,) + nv(t) = no(t) > 0.

Usando que v é sobrejetiva temos que existe f € k[t] tal que v(f) > 0.

Escrevaf:cH(t—ci), comc,c; €k,Vi=1,...,r,ec#0.
i=0

De v(f) > 0 obtém-se que v(t — ¢;) > 0, para algum i € {0,...,r}. Fazendo ¢; = a,

veremos que v = Ug.

Observe que se b € k e b # a = ¢;, entao

v(t —b) =min{v(t —¢),v(b—c¢)} =0.

Além disso, dado z € k(t) arbitrario, escrevemos z = c(t — a)®g(t)/h(t) com e € Z,
¢ € k nao nulo, g(t), h(t) € k[t], h(t) # 0 e tais que (t — a) 1 g(t)h(t). Entao v(z) = e.

Como v é sobrejetora, v(t —a) =1 e v = v,.

Para a unicidade, observe que v(t —a) > 0 e v(t — b) > 0, com a # b, implicaria
0 =v(a—b) = v(—t+a+t—>b) > min{v(—(t—a)),v(t—b)} = min{v((t—a)),v(t—0b)} > 0.
i1) Se v(t) < 0. Entao, v(1/t) > 0 e para b # 0,

v <1 - ZZ) > min {v(1),v(b/t)} = min {v(1),v(b) +v(1/t)} = min {0,v(1/t)} = 0.

Pela Proposicao 2.9, como o min{v(1),v(b/t)} = min{0,v(1/t)} s6 acontece uma

vez, ja que v(1/t) > 0, vale a igualdade e

v (1 - i) — min {0, v(1/£)} = 0.

Logo, para todo f(t) € k[t], temos f(t) = ct™ [[(1 — ¢;/t), comm €N, ¢,c; €k e
i=1
nao nulos, e portanto v(f(t)) = m. Mais ainda,

o[ 2g) =

sem €Z,c€kénaonuloet ffi(t)g(t). Assim, v = vs. |
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3.3 CURVAS ALGEBRICAS E VALORIZACOES

Nesta se¢ao veremos como associar pontos de uma curva plana irredutivel afim a

valorizagoes de k(C')/k. Veremos primeiramente em um exemplo particular.

Exemplo 3.5. Seja C' a curva afim dada por F(X,Y) = X = 0, cujo fecho projetivo é

P!(k). Entao existe uma bijegao entre o conjunto de valorizagoes de k(C') e os pontos de
P(k).

De fato, se C' é dada por FI(X,Y) = X = 0, temos

I'C) = <§[(§”1;])> = k[f;;/] =k[t], onde t =Y €

k[X,Y]
(X)

Y ¢é a classe residual de Y em k[X,Y]/(F) e

Entao segue dos Exemplos 3.3 e 3.4 e da Proposicao 3.3 que existe uma bijecao

entre os seguintes conjuntos

{v;v é valorizagdo de k(t)/k} <+— kU {oo} =P (k)
v =1, — a
Voo —s 0

Definigao 3.18. Sejam C' uma curva plana afim dada por F(X,Y)=0e p=(a,b) € C.
Dizemos que p é um pontos simples de C' se Fx(p) # 0 ou Fy(p) # 0. Um ponto p € C
que nao ¢ simples é chamado ponto singular. Uma curva que sé possui pontos simples se

denomina uma curva nao singular.

Veremos que o exemplo anterior pode ser generalizado no seguinte sentido: dada
uma curva plana afim irredutivel e nao singular C', existe uma bijegdo entre um subconjunto
das valorizagoes de k(C)/k e os pontos de C'. Para isso, precisaremos de alguns resultados

que serao apresentados a seguir.

Proposicao 3.4. Seja K/k corpo de fungoes algébricas em uma varidvel. Sejam v uma
valorizagio de K/k e f € K tal que v(f) > 0. Entdao existe um tunico ¢ € k tal que
v(f—c)>0.

Demonstracao:

Se f e kentaov(f — f) =v(0) =0 ec=f.

Agora, se f ¢ k entdo [K : k(f)] < oo e, como v é sobrejetiva, existem z € K e
g(X) € Ek[f][X] ndo nulos, tais que v(z) > 0 e g(z) = 0. Considere g(X) = > b;(f)X"
i=0
com by(f) # 0. Afirmamos que v(b;(f)) > 0, para algum i =0, ...,r.
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De fato, se v(b;(f)) = 0, para todo i = 0,...,r tal que b;(f) # 0 entdo

o0 = 1(0) = (S0 ) = o0l
contradigao.
Fatorando b;(f) temos que b;(f) = aﬁ(f —¢;)% e v(f —¢;) > 0 para algum
j=0,...,s, pois v(b;(f)) > 0. Denotemos taljc:jopor c.

Resta mostrarmos a unicidade. Suponhamos que exista b € k, b # ¢ tal que
v(f —b) > 0. Entao,

0=uv(b—c)=v[(f —c)=(f =b)] = min{v(f —c),o(f =b)} > 0.
Absurdo. Logo, ¢ € k é tnico. |

Definig¢ao 3.19. Seja K/k corpo de fungoes algébricas em uma varidvel. Dados f € K, v
uma valorizacao de K/k com v(f) > 0 e ¢ € k tal que v(f — ¢) > 0, definimos ¢ o valor de
f em v e denotamos f(v) = c¢. Se v(f) < 0, dizemos que f tem um pélo em v e denotamos

f(v) = oc0. Se v(f) > 0 dizemos que f tem um zero em v.

Assim cada f € K/k define uma fungao
f : {v é uma valorizacdo de K/k} — kU {oc0}.

Lema 3.1. Seja v uma valorizagio de K /k.

(i) Se f,g € K sao tais que v(f) >0 e v(g) > 0, entao:

(f9)(v) = f(v)g(v), (3.1)
(f +9)(v) = f(v) +g(v). (3.2)
(it) Se ge K —{0} e f,h € K tais que v(hf) > 0,v(hg) > 0 e v(f/g) > 0, entdo:
M)
hg(v) g< ) (33)

Demonstracao:

(i) Mostremos inicialmente que (fg)(v) = f(v)g(v).
Se f(v) = ce g(v) = e, segue da defini¢ao que v(f —¢) > 0 e v(g — e) > 0. Entao.

devemos mostrar que v(fg — ce) > 0. Com efeito,

v(fg—ce)=v(fg—cg+ecg—ce) =v[(f—c)g+c(g—e)
> min{v(f —¢) +v(g), v(c) +v(g—e)}
> 0.
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Agora, para mostramos que (f+g)(v) = f(v)+g(v) vamos ver que v[(f+g)—(c+e)] >
0. Mas,

v[(f+9) —(e+e) =vl(f =)+ (g —e)] Zmin{v(f —¢), v(g—e)}

> 0.

(ii) Suponhamos hf(v) = c e hg(v) = d, ou seja, v(hf —¢) > 0 e v(hg — d) > 0. Vamos
mostrar que v(f/g — c¢/d) > 0. De fato,

v(f/g—c/d) =v(hf/hg —c/d) =wv[(hf/hg—c/hg+ c/hg—c/d)]
= v[(hf —c)/hg + c(d — hg)/hgd)]
> min{v(hf — ¢) — v(hg),v(d — hg) — v(hg)}
= min{v(hf —¢), v(d —hg)} > 0.

Na sequéncia, para associarmos valorizagoes aos pontos de uma curva precisaremos

definir anel local de uma curva em um ponto.

Seja V uma variedade afim e seja p € V. Dizemos que uma funcao racional
f € k(V) esté definida em p se existirem a,b € I'(V) tais que f = a/b e b(p) # 0.

Definimos O,(V') como sendo o conjunto de todas as funcoes racionais de V' que
estao definidas em p. Entao, O,(V') é um subanel de k(1) contendo I'(V'), ou seja,

O,(V) ={f € k(V); f esta definida em p}.

E fato que O,(V') é um anel local noetheriano, chamado anel local de V' em p, cujo

0 Unico ideal maximal é:
Mp(v> = {f € Op(v)§ f(p) = 0}-

O anel local é o objeto que traduz propriedades locais. Por exemplo, se C' é uma

curva plana, temos:

Teorema 3.1. Um ponto p € C é simples se, e somente se, O,(C) é um anel de valoriza¢do
discreta. Neste caso, se L = aX + bY + ¢ € uma reta que passa por p mas nao é tangente

a C em p, entao a imagem | de L em O,(C) é um parametro de uniformizagio de O,(C).

Demonstragao: [WF] Teorema 1, pag. 49. [

Proposicao 3.5. Seja K/k corpo de fungoes algébricas em uma varidvel com k como

corpo de constantes. Seja R um anel local com k C R C K.

Entao existe B, anel de valorizacao discreta com K como corpo de fragoes, tal que
kCRCBCKeMgp=RNMpg, onde Mg € o ideal maximal de R e Mp € o ideal

mazximal de B.
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Além disso, se R é um anel de valorizacao discreta, entao R ndo estd contido

propriamente em nenhum outro anel de valorizagdo discreta de K.

Demonstragao: [EO] Corolario 9,7, pag. 62.
|

Veremos agora como associar pontos de uma curva afim irredutivel C' dada por

F(X,Y) =0 com valorizagoes.

Seja k(C') o corpo de fungdes racionais de C. Entao k(C) = k(z,y), onde z = X e
y =Y sao as classes residuais de X e Y em K[X,Y]/(F).

Proposicao 3.6. Se S,;(C)/k = {v € Sk v(x) > 0ev(y) > O} e
v (2(v),y(v)),

entdo @(S,;(C)/k) = C. Além disso, se C for ndao singular, ¢ € uma bijecdo.

Demonstragao: Segue das igualdades (3.1) e (3.2) que
Fx(v),y(v)) = F(z,y)(v) = 0(v) = 0,

ou seja, p(Sycy 1) C C.

Reciprocamente, dado p € C, temos que O,(C) é um anel locale k C O,(C) C k(C).
Entéao, pela Proposigao 3.5, existe v valorizagao de k(C)/k tal que

0,(C) C O, e M, = 0,(C) N M,.

Mas se p = (a, b), entdo (z—a), (y—b) € M, o que implica que (z—a), (y—b) € M,,
ou seja, v(x —a) >0ewv(y —b) > 0. Assim, z(v) =a, y(v) =be

p = (2(v),y(v)) = ¢(v) € L(Skoym)-

Para concluir, observe que se p = (a,b) = (z(v),y(v)), entdo v(z —a) > 0 e
v(y—0b) > 0 e, portanto, o anel local de C' em p, O,(C), estd contido no anel de valorizagao
discreta correspondente a v, isto é, O,(C) C O,. Entao, se p é um ponto nao singular de
C, pela Proposicao 3.5,

OP<C) =0,

donde concluimos que existe um tnico v € Sy tal que p = ©(v). Portanto, se C' é nao

singular teremos ¢ : S}Q(C) s, — C uma bijecao. |

Veremos nos exemplos a seguir a construcao da correspondéncia ¢ em curvas

singulares.
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Exemplo 3.6. Seja C' uma curva afim sobre k = C dada por F(X,Y) = X2+ X3-Y?2 = 0.
Sejam z = X e y =Y as classes residuais de X e Y em K[X,Y]/(X?+ X —Y?). Entao

2
v =22 +2° =221+ 2) = (y) =1+
T

Fazendo t = y/z, temos v =12 — 1, y = t(t* — 1) e

k(C) = k(z,y) = k(t* — 1,t(t* — 1)) = k().

Nesse caso, pela Proposicao 3.3, Skc)x = {ve; ¢ € b} U {vso}.

Além disso, como x e y sdo polindémios em ¢, temos que v(z) > 0 e v(y) > 0 se, e

somente se, v(t) > 0. Logo,
Skeyn = 10 € Skeywsv(z) > 0ev(y) >0} = {v,; c €k}

Para v. € Sk(oy/k, temos v.(t — ¢) =1 e t(v,) = c. Logo,
2(ve) = t(ve)” = 1(ve) = ¢ = e y(ve) = tve) (tH(ve)? — L(ve)) = c(¢* — 1).
Portanto
o Spom — K’
ve +— (2—=1,¢(c*-1)).

Observe que p = (0,0) é o tnico ponto singular de C' e ¢(v.) = (0,0) se, e somente
se, ¢ =1 ou ¢ = —1. Ou seja, na origem, a curva C' admite duas valorizacoes v, e v_q,

cujos uniformizantes locais sao u =t — 1 e w =t 4+ 1, respectivamente.
Em O,, r =u(u+2) e y=u(u®+3u+2)=u’+ 3u®+ 2u.

Analogamente, mostra-se que em O,_,, r = w(w — 2) e y = w® — 3w? + 2w.

N

Figura 1 — Curva X2 + X3 - Y2 =0
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Exemplo 3.7. Seja C' a curva afim sobre k = C dada por F'(X,Y) =Y? — X" =0, onde
n = 2] + 1 é um inteiro positivo impar. Como no exemplo anterior, sejam v = X ey =Y

as classes residuais de X e Y em K[X,Y]/(Y? — X™). Entao

Y 2
y2 = " = x2l+1 = (l) = .
T

Fazendo t = y/z!, temos z = 2, y = ta! = t(t?)! = ?!F1 =" e

K(C) = k(z,y) = k(2,271 = k(1).

Entao, pela Proposicao 3.3, Skcy/x = {ve; ¢ € k} U {vso}.

Novamente, como x = t? e y = t" temos que v(z) > 0 e v(y) > 0 se, e somente se,

v(t) > 0, ou ainda, se e somente se, v = v, para algum c € k.
Logo, Sicyk = {v € Skoymiv(x) =2 0 e v(y) > 0 = {v,; c € k}.

Segue da defini¢do que para v, € Skc)/k, Ve(t —¢) =1 e t(v.) = c. Assim,

r(v.) = t(v.)? = e y(v,) = t(v.)" = "

Portanto,
p: S ,’C(C) s k2
ve > ().

Novamente p = (0,0) é o tinico ponto singular de C' e ¢(v.) = (0,0) se, e somente
se, ¢ = 0. Com isso, podemos ver que na origem, a curva C' admite uma tnica valorizagao

v cujo uniformizante local é u = t. Nesse caso, x = u? y = u™.

Figura 2 — Curva Y2 — X3 =0

Exemplo 3.8. Seja C uma curva afim sobre k = C dada por F'(X,Y) = Y3 - X3 - X* = 0.
Fazendo t = y/z, temos que z =3 — 1, y = t(t* — 1) e K(C) = k(t). Entao,

Skcye = {ve; ¢ € k} U{us}
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ev(x) >0ewv(y) >0 se, e somente se, v = v, para algum c € k.

Dado v, € Skcy/k, temos
2(1e) = Hu)? = & — 1 e y(v,) = H(ve) = e(c* — 1)

Portanto,
¥ S;Q(c)/k — K
ve +— (A —1,¢c(c®-1))

Novamente, p = (0,0) é o tinico ponto singular de C' e

%) = Sc=1,—i— -, ——1— —.
(UC) (0,0) C s B 1 2, 5 1 5

Entao, na origem, a curva C' admite trés valorizagoes.

Figura 3 — Curva Y2 — X3 — X4 =0
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4 SEMIGRUPOS DE VALORES
4.1 SEMIGRUPO NUMERICO

Definicao 4.1. Um semigrupo numérico S é um subconjunto dos nimeros naturais N,

que satisfaz as seguintes condicoes:

(i) 0 € S;
(ii) Se a,b € S, entdo a+b € S;
(iii) N\S ¢ finito.
Denotaremos um semigrupo numérico da seguinte forma
S ={0,s1,82,...,5,—>}
onde s; > s; para i > j e a seta significa que todos os elementos de N a partir de s,

pertencem a S.

Dizemos que s1 é a multiplicidade de S e o denotamos por m(S), s, é o condutor

de S e serd denotado por §(S), ou simplesmente f.

Definimos F'(S) = max (N\S) o nidmero de Frobenius de S. Observe que F(S) =
f—1. Os elementos do conjunto G(S) = N\ S sdo chamados lacunas de S ¢ a cardinalidade,
g(5), de G(S) é chamada de género de S.

Exemplo 4.1. S = {0,3,6,9, —} é um semigrupo numérico com F(S) = 8, G(5) =
{1,2,4,5,7,8} e g(S) = 6.

Sejam S um semigrupo numérico e H C S. Dizemos que S é gerado por H se
n

Vs e, existem hy,...,h, € He \,..., N\, €N tais que S:Z)\ihi.
i=1
Todo semigrupo numérico é finitamente gerado. De fato, note que

S:<817"'7Sn:675—{—17"'75—{—51_1)7 (41)

Consideremos H = {s1,...,8, =6,8+1,...,8+ s — 1}.

Como S = {0, s1, 82, ...,8,, —>}, é facil ver que todos os elementos de H estao

contidos em S. Por outro lado,

0,81,...,8p €(S1,...,8n=0,0+1,....,0+s —1).

Agora, seja um elemento a € S tal que a > s, = . Pelo algoritmo de Euclides

existem ¢,7 € Ntaisquea=qgf+r,comg>1e0<r <p.
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Se r = 0, temos que a = ¢f. Logo, a € (s1,...,8, = 5,6+ 1,....0+s — 1).
Agora, se 0 < r < 3, dividimos r por s; e encontramos ¢q;,7; € N tal que r = ¢1r1 +

com 0 < r; < s;. Entao
a=(@B+r)=qf+qsi+r=0@-)+qasi +8+r =

a€(sy,....,sn=0,0+1,...,80+s —1),
pois (¢ — 1) € N.

Chamaremos conjunto minimal de geradores de S o conjunto de elementos de S
que geram S e tal que nenhum elemento desse conjunto pode ser obtido, como combinagao
linear com coeficientes lineares, a partir de outros. Pela formula (4.1), para encontrar o
conjunto minimal de geradores de S, basta tirar do conjunto de geradores aqueles que sao

soma de dois anteriores.

Proposigao 4.1. O conjunto minimal de geradores de S é unico.

Demonstragao: Suponha por absurdo que existam dois conjuntos geradores distintos de

S. Sejam estes conjuntos G = {¢g1,...,9n} € Go = {h1, ..., hy}. Suponhamos G; e Gy

distintos e que existe ¢’ € G1\Gs. Dai ¢’ € S. Além disso, como G5 é um conjunto gerador

de S, temos que ¢’ = Zaihi, onde a; € N* e h; € G5, Vi=1,...,m. Agora, como h; € S
i=1

e (G1 é conjunto gerador de S, entao h; = Zbijgj comb; €EN‘eg,cG,Vj=1,...,n.
j=1
Logo,

a;bi;g;,
1

m n m n

=S aS -5

=1 7=1 =17
isto é, ¢’ é combinagao linear com coeficientes positivos de outros elementos do conjunto

(G1. Absurdo, pois GG é conjunto gerador minimal. Portanto G; C G5. Analogamente,

mostramos que Go C (7. [ |
Lema 4.1. Seja H = (ay,as,...,a,). Entao H é um semigrupo numérico se, e somente
se, mde(ay, as, ..., a,) = 1.

Demonstracao: Suponhamos que mdc(ay, as, ..., a,) = d # 1. Pela propriedade do mdc,

temos que d|a; para cada 1 <1i < n, ou seja, a; = dk; para cada 1 < i < n.
Tome h € H. Entao, h = a1z + - - - + a,x,. Dal, segue que,
h = dkyzy + dkoxs + - - - + dkpz, = h = d(kixy + kozo + -+ - + knxy),
ou seja, H C (d) = {kd; k € N}. Assim, N\(d) C N\H.
Se d # 1, existe e € N com d < e < 2d tal que

{e+n; n e N} CN\(d) C N\H.
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Isso implica que N\(d) nao é finito. Absurdo, pois como H é um semigrupo

numérico, N\ H é finito. Logo, d = 1.
Para mostrar a reciproca, é suficiente provar que N\ H ¢é finito.

Como mdc(ayq, as, . .. ,a,) = 1, existem inteiros z1,...,2, € ay,...,a, € H tais que

z1a1 + - - -+ zpa, = 1. Movendo esses termos com z; negativo para o lado direito, podemos

encontrar i, . .., i, j1,- .., ji € {1,...,n} tais que z;, a;, +- - -+z;,a;, = 1—2,a5,— - -—2;,a;,.
Seja h = —z,a;, — -+ — zj,a;,. Entdo h € (a1,...,a,) e h+1 =z a;, + - + z,a;, €
<G1,...,an>.

Provaremos que se n € N for tal que n > (h—1)h+ (h—1), entdo n € (ay,...,a,).
De fato, dadon > (h—1)h+ (h—1), sejam ¢, r € N tais que n = gh+r, com 0 <r < h—1.

Como por hipétese n > (h — 1)h + (h — 1), temos que

gh+r>h—-1Dh+h—-1)=q¢>h—-1>r.

Logo

Definicao 4.2. A cardinalidade do conjunto minimal de geradores de S, é chamada de

dimensao de merqulho de S e denotamos por e(.S).
Observacao 4.1. Se e(S) =1, entdao S = N.

Exemplo 4.2. Se m é um inteiro positivo, entdao S = {0, m, —} é um semigrupo numérico

com multiplicidade m. Pela formula (4.1), temos que S = (m,m +1,...,2m — 1).

Exemplo 4.3. Seja S = {0,5,7,9,10,12,14,—}. Temos que S = (5,7,9). Logo,
m(S) =5, F(S)=13, G(5)={1,2,3,4,6,8,11,13} e g(5) = 8.

O Oow
©e® O
e Oo

50 eo
e O~
e Oow
w0 @t

[ J
14

[y
[

Figura 4 — Diagrama do semigrupo S = (5,7,9)

O diagrama acima, usado para representar semigrupos, é construido da seguinte
forma: na primeira coluna coloca-se o condutor de .S e em cada coluna a partir da segunda
coloca-se dois inteiros cuja soma é o ntimero de Frobenius, listados em ordem crescente
na linha superior e decrescente na inferior. Bolinhas pretas indicam os elementos que

pertencem a S e bolinhas brancas indicam os elementos de N\ S.
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Exemplo 4.4. Seja S = {0,4,7,8,9,11,—}. Temos que S = (4,7,9). Logo, m(S) =
4, F(S) =10, G(S) = {1,2,3,5,6,10} e g(S) = 6.

O Ow

[ )
=0 eo
©® O~
©o® Ow
~@® Ow
20 O~

Figura 5 — Diagrama do semigrupo S = (4,7,9)

Definicao 4.3. Seja E, F' C 7Z, definimos as seguintes operagoes:

(i) E+F={a+0b; acE, be F},

(ii) E+n={a+n; a€ E, neZ},

(iii) nE =E+ E+ ...+ E, n vezes, n € N*,
(iv) E—F={a€Z; a+ F C E}.

Definigao 4.4. Um ideal relativo de S é um subconjunto nao vazio I de Z tal que:

() I+SCI

(ii)) I+ s C S, para algum s € Z.

Um ideal relativo de S que esta contido em S é um ideal de S.

4.2 ANEIS LOCAIS DE CURVAS E SEMIGRUPOS

Sejam C' uma curva plana irredutivel dada por F(X,Y) =0 e k(C)/k o corpo de

funcgoes racionais de C'.

Dado p € C, temos que O,(C) C k(C) é um anel local noetheriano e que O,(C) é
a intersegao de todos os anéis de valorizagao de k(C') que contém O,(C') (ver Corolario
2.5). Observe que pela Proposi¢ao 2.11, como k(C)/k é um corpo de fungoes algébricas

em uma varidvel, os anéis de valorizagoes de k(C') sao anéis de valorizacao discreta.

Além disso, temos que O,(C') é um O,(C)-mddulo finito e portanto O,(C')-ideal

fracionario (ver [R], Teorema 8.11, padg. 122). Como consequéncia temos que
07 (0p(C) : 0p(C)).

Definicao 4.5. Dizemos que p € C' é um ponto unirramificado se existir uma unica

valorizagao v de k(C)/k tal que O,(C) C O,. Nesse caso, temos que O,(C) = O,.. Caso

contrario, dizemos que p € C' é um ponto multirramificado.
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Defini¢ao 4.6. Dado p € C unirramificado e v : k(C) — Z U {oc} valorizacao tal que
0,(C) C O,, definimos:

v(Op(C)) = {v(x); x € OY(C)}
Proposigao 4.2. S =v(0,(C)) é um semigrupo numérico.
Demonstracao: De fato,
(i) 0 € S, pois v(1) = 0;
(ii) Dados a,b € S, existem z,y € O,(C) tais que a = v(x) e b = v(y). Dai, segue que:
a+b=v(z)+v(y) =v(xy) € 5,

pois zy € O,(C).

(iii) Para concluir, devemos mostrar que N\S ¢é finito. Para isso, observe que sendo

p € C unirramificado temos O, = O,(C). Entao, dado z € (0,(C) : O,), temos que
20, C O,(C). Seja t o pardmetro local de O,. Como (O,(C) : O,) é um O,-mddulo,
temos t'z € (0,(C) : O,) para todo i € N. Assim,

v(t'z) =v(t") +v(z) =i +v(z) €S,
para todo i. Logo, N\S ¢é finito.

Portanto, S = v(O,(C')) é um semigrupo numérico. |

Observagao 4.2. Se p € C for simples, O,(C') = O, para uma tnica valorizagdo v :
k(C) — Z U {oo}. Sendo v um aplicacao sobrejetiva, existe x € k(C') tal que v(x) = 1.

Como
0,(C) = {= € K(C); v(2) = 0},

temos que x € O,(C) e 1 € v(O,(C)). Logo, v(0,(C)) = N.

Exemplo 4.5. Seja C a curva plana irredutivel dada por Y? = X", onde n ¢ impar e seja
p = (0,0) o tnico ponto singular de C'. Seja R o anel local de C' em p. Entao, como vimos

no Exemplo 3.7, k(C) = k(t) e existe uma tnica valorizacao v de k(C)/k tal que
kC R=0,0C)cCO,.

A saber, v = vy, onde vy : k(t) — Z U {oo} é tal que vy(t) = 1 (ver Exemplo 3.3).
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Neste caso,
k C k[t*,t"] C R = k[t*, t"] 20y C R = K[t] 1.
Seja S = v(R). Afirmamos que S = (2,n) ={0,2,4....,n—3,n—1,—}.
De fato,
i) v(t?*) =2, v(t") =net’t" € R. Logo,2,n €S e

(2,n) =40,2,4.....n—-3,n—1,—} CS.

ii) Suponhamos n = 2{ + 1. Um elemento genérico de R é da forma
GRS
g(#*, )

onde f(T1,Ts), g(Ty, Ty) € k[T, Ty] sdo polindmos nao nulos e g(t2,t") & (t2,t"), isto

é, o termo constante de g(7},7T3) é nao nulo.

Z =

S
Facamos f(11,T3) = Z ai; TiT3 € k[T, T3). Entdo
i+j=0
FE ) = 3 ai (1) (") = (ago+aiot*+ - +apt® +agt"+ termos de grau maior ),
i+5=0

onde a;; € k, para todo 7, j. Dai segue que

0, seag # 0;
v(f(t3,t") =< 2k, se agy =apg == ag-10 = 0 e ay # 0, para 0 < k < ;
a, coma>mn, sedag =ayp=---=ayg=0.

podendo ser qualquer inteiro maior que n.

Analogamente, fazendo ¢(T1,Ty) = > b, TiT3 € k[Ty, T3], temos
i+5=0

gt 1") = 3 by () (") = (boo+biot*++ - +at® +byt"+ termos de grau maior )
i+j=0

e, como bgg # 0, v(g(t?,t")) = 0.

Logo, v(z) = o(f(2,1%)) — v(g(t2, %)) = v(f(12, "))  dai segue que

Sc{0,2,4.....n—=3,n—1,—}=(2,n).

No caso de p € C' ser multirramificado, trabalharemos no completamento dos anéis

locais e os objetos associados serao os semigrupos de valores.
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4.3 COMPLETAMENTO

Apresentaremos agora alguns resultados que serao usados para definirmos o m-adico

completamento de um anel, onde m C R ¢é o ideal maximal.

4.3.1 Sistema Inverso e Limite Inverso

Definicao 4.7. Um conjunto parcialmente ordenado I é chamado um conjunto dirigido

se, para cada par i,j € I, existe k € [ tal que i < ke j < k.

Lema 4.2. Seja I um conjunto dirigido. Dado {\y,...,\,} C I, existe X € I tal que \; <
A para todo i € {1,...,n}.

Demonstracao: Faremos inducao em n.

Para n = 2, pela definicao de conjunto dirigido, existe A € [ tal que A\ < A e
As <A

Para n = 3, sejam A, Ay, A3 € I. Entéo existe ' € I tal que \y < XN e Xy < N. E
também existe \” € I tal que N < X" e A3 < X' Logo A\ < N A < XN e <\,

Suponhamos verdadeiro para n elementos de I, isto é, dado {\i,..., A\, } C I,
existe A € I tal que \; < A,..., A\, < A. Mostraremos que a afirmacao é verdadeira
para {A1,..., A\, \py1t C 1. De fato, por hipdtese de indugao, existe A € I tal que
A< A ...\ < A Como I é um conjunto dirigido, existe X' € I tal que A < X e
A+ 1 <N, Portanto, A < A< N, ... N, <A< Ne ), +1 ). |

Definicao 4.8. Sejam R um anel e I um conjunto dirigido. Um sistema inverso de
R-médulos sobre I, consiste de uma familia de R-mo6dulos (M;);e; e, uma familia de
R-homomorfismos {y;; : M; — M;; i,j € I} definidos sempre que j < 4, satisfazendo os

seguintes axiomas:
(i) py é a aplicagao identidade de M;, para todo ¢ € I
(ii) pir = pjk © pi; sempre que k < j <.
Em outras palavras, os diagramas como abaixo, quando definidos, sdo comutativos.

Hij

MiHMj

Hik
| A

M,

Denotamos um sistema inverso por Ml = (M;, pi;)ier-
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Definicao 4.9. Seja M = (M,, f1;j)icr um sistema inverso de R-mddulos. Um limite
inverso desse sistema é um par (M, {p;},.;), onde M é um R-moédulo e {p; : M — M;},;

¢ uma familia de R-homomorfismos de médulos que satisfaz as seguintes condigdes:

(i) Dj = Wij © p;, para todo 7 <1;

M;

M

(ii) (Propriedade Universal do Limite Inverso) Dado qualquer par (N, {f;})icr, onde N
¢ um R-médulo e {f; : N — M;},.; ¢ uma familia de R-homomorfismos tal que
fi = mij o fi, para todo j < 7, existe um unico R-homomorfismo ¢ : N — M tal
que f; = p; o, para todo © € I.

P
M;

Observacgao 4.3. As aplicagoes p; do limite inverso sdo chamadas projecoes, porém nao

N M

sao necessariamente sobrejetivas.

Definicao 4.10. Definimos H M;, o produto direto de R-mo6dulos, com as operagoes usuais
icl
de soma e multiplicagdo por escalar, isto é, para todo = (2;)icr, ¥y = (Yi)ier € H M; e
iel
para todo a € R,

r+y = (T)ier + Wi)ier = (xi + Yi)ier €
ar = a(x;)ier = (a2;)icr.

Teorema 4.1. Seja M = (M;, pij)icr wm sistema inverso de R-mddulos. Entdo:

(i) Existe (M,{p;},c;) limite inverso de M, denotado por Hm M.
(it) Se (M,p;) e (N, q) sao limites inversos de M, entdo existe um dnico R-homomorfismo
v: M — N tal que q; oy = p;, para todo i € 1.

Demonstracao:

(i) Sejam I_IMz o produto direto de R-moddulos e, para cada ¢ € I, m; a aplicagao
iel
projecao do produto direto em M;. Defina

M = {(xz‘)iel e [I1M;; wij(z;) = z;, para todo i > j},

iel
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e p; = mi|p: M — M, as restrigdes das projegdes canonicas a M.
Afirmamos que (M, {p;},c;) ¢ limite inverso de M.

Vamos verificar que M é um submoddulo do produto direto H M; .
iel
Com efeito, dados © = (2;)icr,y = (Yi)ier € M e a € R, temos que p;;(z;) = z; e

wii(yi) = yj. Assim:
(1) v —y = (zi — vi)ier © pij(xs — yi) = paj(T:) — pij(ys) = v5 — y; € M;.
(i) ax = (az;)ier € wij(az;) = ap;;(z;) = ax; € M;.

Logo, M é um submodulo do produto direto.

Agora, sejam py : M — M, e p; : M — M, as projecoes canonicas de M em My e

M;, respectivamente. Se k <[ € I, entao:

(pak opl)((xi)iel> = Muc(pl(%)ief) = MZk(Iz) =z = pr((74)icr)-

Portanto, pp = . o p;, para todo k <.

Agora, suponhamos que N é um R-médulo e que {f; : N — M;}, ., é uma familia
de R-homomorfismos tal que f; = p;; o fi, para todo j < i. Vamos mostrar que

existe um tnico R-homomorfismo ¢ : N — M tal que f; = p; o ¢, para todo 7 € I.
Sejat): N — H M;, definida por ¢(y) = (f;(y))icr- Como cada f; é homomorfismo,

el
temos que 1 é homomorfismo. De f; = p;; o f;, sempre que j < ¢, segue que
w:N—>MCHMieque

iel

pio(y) = m(Y(y)) = m((fi(y))ier) = fily) = piop = fu.

Por fim, para mostrar a unicidade, suponhamos que exista outro R-homomorfismo
' N — M tal que f; = p; o)/, para todo i € I. Entédo, para todo y € N

pi(¥'(y) = fily), Vi e I = p(v(y) = pi('(y)), Viel
= P(y) =¢'(y), Yy e N = ¢ ="

Portanto, (M, {p;}..;) € limite inverso de M.

iel
Sejam (M, {pi};c;) e (N,{qi};c;) limites inversos de (M;, {f;}ier). Aplicando a
propriedade universal de (M, {p;},.;), existe um tnico R-homomorfismo ¢ : N —

M tal que p; o ¢ = ¢;. De forma andloga, aplicando a propriedade universal de

(N, {4i};c;), existe um tinico R-homomorfismo ¢ : M — N tal que ¢; o ¥ = p;.

N e M e M Y

N A N A

N
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Assim, g;o (o) =piop =g epio(porh)=gqoy =p; para todo i € I. Ou seja,
os diagramas

N vop N e M i M
idn idag
Aﬂ AL

sao comutativos. Logo, pela unicidade da aplicacao dada na definicdo do limite

inverso temos que 1) o 0 = idy € Y 0 Y = idy;.

4.3.2 Completamento

Sejam R um anel e M um R-moédulo. Para um conjunto dirigido I, seja F =
{M\},c; uma familia de submédulos de M, indexada por I, tal que para todo A, ju € I e
A < ptemos My O M,,. Em seguida, tome F como um sistema de vizinhangas de 0. Mais

especificamente, defina
UCM éaberto <= VereU, 3 eltalquex+ M, CU.

Entao, M é um grupo topologico.

De fato:

(i) @ é aberto por vacuidade e M é aberto pois, V x € M e V M, € F tem-se que
x+ M, C M.

(ii) Seja {Ua},c, uma colecdo arbitréria de abertos. Dado z € | ] U, temos que z € U,
Q€N
para algum o € A. Como U, ¢é aberto, entao existe A € I tal que x + M, C U,. Dai

x+ My C U U,. Logo U U, é aberto.

aEN aEN

(iii) Seja Uy, Us, ..., U, uma colecao finita de abertos. Dado = € ﬂ U; temos que x € Uj;

i=1
para todo ¢ = 1,...,n. Entao existe \; € I tal que v + M,, C U, para cada

ie{l,---,n}, tais que:
r+ M, < U
r+ M, C U
ZE—}-M)\H g Un

Seja A € I tal que \; < AVie {l,...,n}. Assim, My, D M, Vie {1,...,n}.
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Logo
x+ My, C z+ M, C U
r+ My € z+M,, C U
r+ M, C z+ M, < U,

Portanto, x + M, C ﬂ U,.
i=1

Logo, M é um grupo topoldgico.

Definicao 4.11. Uma topologia definida a partir de um sistema de vizinhancas de 0 é

chamada de topologia linear.

Lema 4.3. M, é um subconjunto aberto e fechado.

Demonstracao: De fato, cada M, C M é um conjunto aberto, cada classe m + M) é
novamente aberto e o complementar M — M, de M) é uma uniao de classes, que também
é aberto. |

Segue do lema anterior que o médulo quociente M /M, é discreto na topologia

quociente.

Além disso, para A < p, a inclusao My D M, induz um homomorfismo natural
o @ M/M,, — M/M,. Esses homomorfismos fazem do conjunto {M/M);¢,,} um

sistema inverso de R-mddulos sobre o conjunto dirigido /.

Definicao 4.12. O limite inverso l&lM/MA do sistema inverso {M/My, ox.} e, € cha-

mado o completamento de M e sera denotado por M.

Segue da construcao do limite inverso que

M = {(x,\)Ae[ € H(M/M,\), oau(z,) = ) para todo A < ,u}

i=1
e que existe um R-homomorfismo natural ¢ : M — M que é continua.

Definicao 4.13. Dizemos que M é completo quando o homomorfismo ¢ : M —> M é

um isomorfismo.

Exemplo 4.6. Sejam R um anel, m C R ideal e M um R-médulo. Para cada ¢ € N, sejam
R; = R/m' e M; = M/m"M e, para j < i, considere a aplicagdo candnica ¢;; : R/m' —
R/mi. Entao (M;, ¢i;)ien ¢ um sistema inverso de R-médulos. O m-ddico completamento

de R é o anel

A R
&lml
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O m-adico completamento de M é o R-mddulo

M
miM -

Exemplo 4.7. Sejam k um corpo, R = k[t] o anel de polind6mios em uma variivel e

W= i

m = (t). Para cada inteiro positivo i, seja

LZ,] ~ k[[t]], o anel das séries de poténcias formais em uma variavel.
m
Para ver isso, observe que, por construgao

Entdo, R = m

P e k[t] B Elt) . .
R { @) 50 € (00 =0 € 3 i <.

Ou seja, os polindmios p;(t) e p;(t) coincidem até a poténcia j, sempre que j < i. Desse

modo, existe um homomorfismo natural de R em k[[t]] que associa o elemento (p;(£))ien-
(e.¢]
de R a série de poténcias Z a;t" tal que p;(t) = ag + ayt + - - - + a;t*, para todo i > 0. Esse

i=1
homomorfismo é claramente bijetor, portanto é um isomorfismo.

Exemplo 4.8. Sejam k um corpo, R = klty,...,t,] o anel de polindmios em n varidveis
com coeficiente em k e m = (tq,...,t,). Entdo, o completamento de R com respeito a m é

R = kl[[t1,...,t,]], o anel das séries de poténcias formais em n varidveis.

Teorema 4.2. Sejam R um anel, M um R-modulo com uma topologia linear e N C M um
submddulo. Considere em N a topologia induzida de M e em M /N a topologia quociente.

Entao, estas topologias sdao lineares e:
(i) 0= N — M — M/N ¢ uma sequéncia exata e N é o fecho de (N) em M, onde
v M — M é uma aplicagdo natural.

(ii) Se, além disso, a topologia de M é definida por uma cadeia decrescente de submdédulos
M, D My D ..., entao

O—>]/\7—>M—>J\7/7\7—>0

o~

¢ uma sequéncia exata. Em outras palavras, M/N ~ ]\7/]/\7
Demonstragao: [MR]| Teorema 8.1, pag. 56. |
Como consequéncia desse tltimo resultado temos:

Teorema 4.3. Seja R wm anel Noetheriano e m = (ay, ..., a,) um ideal de R. Entdo, R,

o m-ddico completamento de R € tal que:
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R[[Xy,..., X,]]

R~ :
(Xl—al,...,Xn—an)

Logo, R é wm anel Noetheriano.

Demonstragao: [MR] Teorema 8.12, pag. 61. |

Teorema 4.4. Seja R um anel semilocal com ideais maximais my, ..., m, € seja m =
rad(R) = mymy...m, o nilradical de R. Entao, o m-ddico completamento R de R se

decompoe como um produto direto

onde R; = Ry, € Jf{l € o m;-adico completamento do anel local R;.

Demonstragao: [MR] Teorema 8.15, pag. 62. |

4.4 SEMIGRUPOS DE VALORES

Nesta se¢ao veremos como associar aos anéis locais de curvas em pontos singulares

multirramificados o conceito de semigrupos de valores.

Seja R um anel local, noetheriano, reduzido e unidimensional, tal que seu fecho
inteiro R, no anel total de fragoes Q(R), ¢ um R-mdédulo finito. Sejam p;, i =1,...,n
primos minimais de R. Se R/p; é o fecho inteiro de R/p; no seu corpo quociente Q(R/p;),

veremos que o diagrama a seguir é valido, onde todos os homomorfismos sao injetivos.

R — R/p1 X -+ X R/p,
! 3
R = R/py x -+~ x R/p, (4.2)
\J \x
QR) — Q(R/p1) x - x Q(R/pn)
Proposicao 4.3. Seja R um anel noetheriano e reduzido. Sejam p;, 1 =1,...,n primos

minimais de R. Entao Q(R) ~ [[ Q(R/p;).
i=1

Demonstracao: Primeiro vale a pena lembrar que o corpo de fragoes de R é o conjunto
r
S_lR:{;TGReSES},
s

onde S é o conjunto de nao divisores de zero de R e r/s = r1/s; se e somente se existe
t € S tal que t(rs; —rys) = 0 em R. Além disso, como p; é um ideal primo, R/p; é um
dominio de integridade, para todo = 1,...,n . Nesse caso, o anel total de fragoes de

R/p; é seu corpo de fragoes.
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Afirmamos que S™!p; sdo os tinicos primos de S~ R.

De fato, os ideais primos de S™'R sao da forma S~!p, onde p C R é primo e
pN S =0. Como R\S é o conjunto de divisores de zero de R , portanto é igual a U}, p;

(ver [AM], pag.59) temos que:

n
pNS=0=pCJpi=pCp
i=1
para algum ¢ = 1,...,n. Como p; sao primos minimais, p = p;, para algum ¢ =1,...,n.
Assim, os ideais maximais de S™'R estao entre os ideais S~'py, ..., S p,.

Para concluirmos a afirmagao vamos mostrar que S~'p; C S~ 'p; < p; C p,.
Sejam Z, ;j € Q(R) tais que ;: = Z, com r; € p; er; € p;. Entdo existe t € S
(ndo divisor de zero) tal que (r;s; — 7;s;)t = 0 em R. Logo,
(risj —rjs;) = 0= r;s; =1;8 € p;.
Como s; ¢ p;, 1; € p; e, portanto, p; C p;. Sendo p;, p; minimais, temos p; = p;.

Logo, pelo Teorema Chinés dos Restos, temos:

SR S'R y SR - SR
N S~ S7py S7ipsy S=1p,

Observe que () S~'p; € S™'([) p;) = 0 implica

i=1 i=1
SR y STIR ‘o ST'R
S7pr S7pe S7pn’

QR)=S"'R~

Além disso, nao é dificil ver que

SR
—— ~ Q(R/p,).
= Q(R/p:)
Portanto,
Q(R) = Q(R/p1) X -+ x Q(R/py).
|
Proposicao 4.4. Seja R um anel noetheriano e reduzido e sejam p;, para i =1,...,n,

primos minimais de R. Entdo R~ R/p; x -+- X R/p,, onde R e R/p;, parai=1,...,n,

representam o fecho inteiro dos respectivos anéis.

Demonstracao: Do diagrama a seguir, onde todos os homomorfismos sao injetivos,

R — R/p1 X -+ X R/p,

S 3
QR) = Q(R/p1) x -+ x Q(R/p,)
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segue que R/py X -+ X R/p, — Q(R/p1) X -+ x Q(R/py).

Como R/p; X -+ X R/p, é um R-mbdulo finitamente gerado, temos que R/p; X
-+ X R/p, é inteiro sobre R.

Além disso, R/p; inteiro sobre R/p; implica que R/p; X --- X R/p,, ¢é inteiro sobre
R/p; x --- x R/p, e, consequentemente, inteiro sobre R.

Entdo, temos que R/p; X -+ X R/p, C R C Q(R). Agora devemos mostrar que
R/py x -+ x R/p, é integralmente fechado em Q(R) ~ Q(R/p1) x - -+ x Q(R/p,).

Para isso, seja (ki,...,k,) € Q(R) =~ Q(R/p1) x -+ x Q(R/p,) inteiro sobre R.

Entéo, cada k; é inteiro sobre R e portanto sobre R/p;, ou seja, pertence a R/p;. |

Agora, seguindo [BDF], veremos como associar a R o objeto chamado semigrupo

de valores.

No que segue vamos supor que R é um anel noetheriano, reduzido, unidimen-
sional, local e tal que o fecho inteiro R no anel total de fragées de R é um

R-médulo finito.

Uma importante classe de exemplos desses anéis sao os anéis locais de uma curva

algébrica.

Sejam p;, para ¢ = 1,...,n, primos minimais de R. Entao, pela Proposicao 4.4,
R=R/p; x---X R/p,, onde R/p; é o fecho inteiro de R/p; em Q(R/p;). Desde que R/p;

¢ um dominio de integridade unidimensional, noetheriano e integralmente fechado, ele é a

interse¢do de dominios de valorizagao discreta obtidos localizando-se R/p; nos seus ideais

maximais (ver [CDK], Teorema 2.10, pag. 407).

Observagao 4.4. Que R/p; é a intersegao de anéis de valorizacao do seu corpo de fragoes
segue do Corolario 2.5. Que tais anéis de valorizacoes sao anéis de valorizagoes discretas

segue de [AM], Proposigdao 9.2, pag. 105.

Entdo, para cada i = 1,...,n podemos escrever R/p; = B;1 N By N...N By, onde
B;; sao anéis de valorizacao discreta, para todo 1 < j < h;. Seja v;; a valorizagao discreta

associada a B;;, para 1 <t <mnel <j <h,.
Definicao 4.14. Para cadar = (r1,...,1,) € Q(R) ~ Q(R/p1) X - - xQ(R/p,,) definimos:

v(r) == (v11(r1), - s 10y (1), 021 (72), o Vapy (T2)5 o VR (), -+« Vp, ()

v(R) = {v(r);r € R é ndo divisor de zero}.

Observacgao 4.5. Observe que no isomorfismo Q(R) ~ Q(R/p1) X -+ X Q(R/p,), um
elemento r € R é da forma r = (ry,...,r,), onde r; =T/1 e T é a classe de r em R/p;,

para todo ¢ = 1,...,n. Nesse caso, por um abuso de notagao escrevemos r = (r,...,7).
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Definicao 4.15. Seja d = Z h;. Entao v(R) C N? é um semigrupo chamado semigrupo
i=1
de valores de R.

Observagao 4.6. Sem perda de generalidade podemos supor que os dominios R/p;,
1 <i < n, sdo dominios de valorizagao discreta e nesse caso, teremos que n = d (ver

[BDF]).

Afim de simplificar as notacoes e os argumentos é possivel supor R completo. De
fato, os semigrupos de R e R, o completamento de R com respeito ao ideal de Jacobson de
R, sao iguais como pode ser visto em [BDF]. Vamos também supor que R é residualmente
racional, isto é, para todo ideal maximal m,; de R/p; temos R/m =~ (R/p;)/m;;, onde m é

o maximal de R.
Proposicao 4.5. Seja S = v(R) C N. Entdo,
i) Sea,be S, entaoa+beS.
(ii) Se a = (ay,...,aq),b=(by,...,bq) €S, entao

min(a,b) := (min(ay, b1), ..., min(aq, by)) € S.

(iii) Se a,b € S, a# b ea; =b;, para algum i € {1,...,d}, entao existe ¢ € S tal que

g > a; =b; e e; > min(a;,bj), para cada j # i, e a igualdade acontece se a; # b;.

(iv) (0,...,0) € o dnico elemento em S com uma componente nula.
Demonstracao: Dados, a,b € S sejam z,y € R tais que a = v(z) e b = v(y).

i) Temos a = v(z) = (v1(x),...,v4(x)) e b = v(y) = (vi1(y),...,vq4(y)), onde v; :
Q(R/p;) — Z U {0}, parai = 1,...,d, sdo valorizagoes. Entao,

a+b=((vi(x)+vi(y),...,va(x) +va(y)) = (v1(zYy),...,va(zy)) = v(2Y) € S.

ii) Se v;(x) # v;(y), para todo i € {1,...,d}, entdo v;(z + y) = min {v;(z),v;(y)} (ver

Proposigao 2.9). Assim, nesse caso,

min(a,b) = (v1(x +y),...,v(x+y)) =v(z+y) €S.

Se vi(z) = v;(y) para algum i € {1,...,d}, podemos assumir (reordenando se neces-
sario) que v;(x) = v;(y), ..., vq4(z) = v4(y) (para algum i > 1). Entao, consideremos

— 0 4% —0t% c Rin. & A i izaca
os elementos © = u;t;’ e y = vty € R/p; onde t; é o parametro de uniformizacao

em R/p; e uj,v; € R/p; sdo invertiveis. Como estamos supondo (R/p;)/m; ~ R/m,

podemos assumir que u;, v; sao invertiveis em R/m. Supondo que a cardinalidade de
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R/m é maior que d, existe ¢ € R/m tal que cu; —v; # 0, para todo j = {i,...,d}. Ou
seja, existe ¢ € R/p; invertivel tal que vj(cx;—y;) = a; = b;, para todo j = {i,...,d}.
Observe ainda que, para 1 < j <4, temos v;j(x) # v;(y), por hipétese, o que implica

vj(cz; —y;) = min {a;, b;}. Logo, v(cx — y) = min(a,b).

Suponhamos a; = b;. Entao v;(z) = v;(y), o que implica v;(z/y) = 0 e, portanto,
x/y ¢ m; (o ideal maximal de R/p;). Por assumirmos que R é residualmente racional,

existe u € R invertivel tal que z/y — u € (t;) = m;. Portanto,

v; <x —yyu) > 0= v(z—yu) —vi(y) > 0= v(x —yu) > v;(y) =a; = b.

Além disso,
v;(x — yu) > min{v;(x), v;(y) + v;(w)} = min{v;(x), v;(y)} = min(a;, b;).
E, se a; # b;, entio
v;(x — yu) = min{v;(x), v;(y) + v;(u)} = min{v;(x), v;(y)} = min(a;,b;).
Entdo, tome & = v(z — yu).

Seja a = v(z) € S, tal que v(z) = (vi(x),...,va(x)) e v;(z) = 0, para algum

ie{l,...,d}. Como, v;(z) =0 implica que x é invertivel em R/p;, isto é, x ¢ m;
- _ R/pi R <
(o ideal maximal de R/p;) temos que T # 0 em nép ~ Como z ¢ m, entao

x ¢ invertivel em R. Dal segue que, existe y € R tal que xy = 1, o que implica x

invertivel em R/p;, para todo j =1,...,d, e v;(z) =0, para todo j =1,...,d.
Logo, a = v(z) = (0,...,0).

Proposigdo 4.6. Seja S = v(R) C N Entdo, existe c € N, chamado condutor de R,
tal que S D ¢+ N,

Demonstragao: Ver [D], Proposi¢ao 1.3, pag. 2943. [

Exemplo 4.9. Sejam C' a curva plana (Y — X?)Y =0 e p = (0,0) o tnico ponto singular

de C. Seja R o anel local de C' em p. Entao R satisfaz as condigoes assumidas para a

definigao de v(R) e, trocando R pelo seu completamento, podemos supor R = k[[t]] x k[[u]].

De fato, observe que:

rc) = Y] ; = Hr.ul

(Y - XY

onde e y sdo as classes de X e Y em k[X,Y]/{((Y — X?)Y). Portanto (y — 2?)y = 0.
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Como (0) = (y — 2?)(y) = (y — 2*) N {y) C k[z,y] e (y — %), (y) sdo ideais primos
de k[x,y] temos que q, = (y — z?) e q, = (y) sdo os primos minimais de k[z,y|.

Mas R = O,(C) = k[r,y|z,) e portanto, segue do homomorfismo canonico
klz,y] — k[2,y]@y), que os primos minimais de R sao p, e p,, as localizagoes de g,

e q, em (z,y), respectivamente.

Logo, pelo diagrama 4.2, temos a sequéncia exata

k T k Z, x k ) k ?
0 — k[, ylzy — 2 Ylea) X 2 Yl = G ryl x M
R ’ ’

ou, equivalentemente,

M « k[x7y] = klx $2 n X klx = X KU
0_%R_%<@—ﬂﬂ>@m ((w )@m e 2 Mt = Wi > Mo

Fizemos © = t e x = u nos anéis, k[x, z?)(; ;2y € k[z](z), respectivamente, para evitar

confusao.

Sejam R o completamento de R com respeito ao seu ideal maximal m = () k[, Y12y
¢ Ry, Ry os completamentos de k[t] ) € k[u]), com respeitos aos ideais my = (t)k[t] e
my = (u)k[ul(yy, respectivamente. Observe que esses dois tltimos ideais sao as imagens de

m em k[t]y e klu]wy, respectivamente.

Entao, pelo item i) do Teorema 4.2, temos que
0— R— Ry x Ry.

Mas, R ~ k[[z,y]], R ~ k[[t]] e Ry ~ k[[u]].

Logo,
0 — R = kl[z,yl) - Ry = K[[t]] x R> = K[[u]],
onde
Vv kllzyll — K] x K[[u]]
1 — (1,1)
x — (t,u)
)

Y o (t2,0).

Finalmente, como k[[t]] X k[[u]] é inteiro sobre k[[x,y]] e integralmente fechado em

k((t)) x k((w)), temos que o fecho inteiro de R no seu anel total de fracdes é k[[t] x k[[u]].

Para efeito do célculo do semigrupo de valores de R, S = v(R), observamos que k[[t]]
¢ um anel local, cujo ideal maximal é m, = (t). Portanto ¢ um anel de valorizacao discreta,

cuja valorizagao associada é vy : k((t)) — Z U {oco} tal que v;(t) = 1. Analogamente, k[u]]
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é um anel de valorizagao discreta e a valorizacao associada é vy : k((u)) — Z U {0} com
vo(u) = 1. Entao,

S =v(R) ={v(f(z,v)); f(z,y) é nao divisor de zero em k[[x,y]]} e

v(f(@y) = (i(@(f (2, 9), v2(0(f(2,9))) = (i(f(t,£%), v2(f (1, 0))).

Agora, note que:

i) v(1) = (vi(1),v2(1)) = (0,0) € 5;

ii) v(z) = (vi(t),v2(u)) = (1,1) € S implica que v(z™) = (v1(t"), v2(u™)) = (n,n) € S,
para todo n € N;

iii) y é um divisor de zero em k[[z, y]], portanto v(y) nao esté definido;
iv) v(zd +y) = (0 (83 + %), va(u® +0)) = (11 (£ + 12),12(u?)) = (2,3) € S5

v) Como (2,3) e (2,2) € S, entdo pela propriedade (zii) da Proposigao 4.5, temos que
existe € = (€1,€2) € S tal que €; > 2 e e = 2. Ou seja, (61,2) € S, com € > 2.
Afirmamos que para todo n € N, tal que 2 < n < ¢, (n,2) € S. De fato, pela
propriedade (ii) da Proposigao 4.5,

(n,2) = min {(n,n), (e,2)} € S.
Aplicando novamente a propriedade (ii7) da Proposigao 4.5 aos pares (€1, 2), (€1, €;)

de S temos que existe § € S tal que d; > € e b2 = 2. Ou seja, (01,2) € 5, com

€1 < 0;. Novamente, para todo m € N, tal que ¢, < m < 4y, temos
(m,2) = min {(m,m), (01,2)} € S.
Continuando o processo, concluimos que (a,2) € S, para todo a € Ne a > 2.

vi) Do item anterior temos que (3,2) € S. Como (2,2) também estd em S temos, pela
propriedade (ii7) da Proposicao 4.5, que existe € = (€1, €2) € S tal que €, =2 e €5 > 2.
Ou seja, (2,€63) € S, com €3 > 2. Afirmamos que dado n € N tal que 2 < n < €,
(2,n) € S. De fato, pela propriedade (ii) da Proposigao 4.5,

(2,n) = min {(n,n),(2,e)} € S.

Novamente, aplicando sucessivamente as propriedades (ii) e (i7i) da Proposi¢ao 4.5
concluimos que (2,b) € S, para todobe Ne b > 2.

vii) Finalmente, dado (a,b) € N? tal que a,b > 2 e a # b, temos que

(a,b)=(a—2+2,b—242)=(a—2,2)+ (2,b—2) € S,
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pelos itens v) e vi), se a —2,0—2 > 2. Caso, 0 < a—2,b—2 < 2,isto é, 2 < a,b < 4,

teremos (a,b) pertencente ao conjunto
{(2,3),(2,4),(3,2),(3,4) = (2,3) +(1,1),(4,2),(4,3) = (3,2) + (1, 1)} C S.

Logo, {(0,0), (1,1)} U{(2,2) + N?} C S.

Para mostrar a inclusdo contraria considere f(x,y) € k[[x,y]] um nao divisor de

zero. Entao,

f(x,y) = Z aijmiyj = ago + a10T + ag1y + axx” + anxy + a?)g?f + ...
i+5=0

f(t, tz) = ago + alot + a01t2 + a20t2 + a11t3 + ag2t4 —+ ...

f(u, 0) = agp + a10U + a20u2 + ...

Assim,

(0,0), se agy # 0;
v(f(x,y)) = (vi(f(t,1%)), va(f(1,0))) = (1,1), se agy =0 e aig # 0;

(a,b), coma>2eb>2 seayp=ay=0,
ou seja, S C {(0,0),(1,1)} U{(2,2) + N?}.

Veremos em dois exemplos, como usar os semigrupos de valores para calcular as

classes de isomorfismos de R-modulos livres de tor¢ao e posto 1.

Para isso, assumimos R um anel local, noetheriano, reduzido e unidimensional tal
que seu fecho inteiro, R, é finito como R-médulo. Entdo, todo R-médulo M finitamente
gerado, livre de tor¢ao e posto 1 é isomorfo a um R-médulo M’ tal que R C M’ C R (ver
[ARM]).

Analogamente ao que fizemos para R, definimos o semigrupo de valores de qualquer

subconjunto de R.
Definicao 4.16. Para qualquer subconjunto 7" C R, definimos:
o(T) = {v(f); f €T éum nao divisor de zero em E} :

Proposicao 4.7. Sejam M um R-médulo finitamente gerado tal que R C M C R e
S =wv(R) C N FEntio, E :=v(M) C N? satisfaz as sequintes condigoes:

(i) Dadosa € S ebe E, entio a+bec E.
(i) Se a,b € E, entao min(a,b) € E.

(iit) Se a,b € E e a; =b;, entio existe ¢ € E tal que ¢; > a; = b; e €; > min(a;,b;) onde

a igualdade acontece se a; # b;.
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(iv) Eziste c € S tal quea+ E C S.

Demonstragao: Ver [D], pag. 2946. |

Definicao 4.17. Um ideal satisfazendo as propriedades da Proposicao 4.7 é chamado

ideal relativo de S.

Exemplo 4.10. Seja R o anel local da curva plana Y2 = X" na origem, onde n = 2/ + 1.

Vimos no Exemplo 4.5 que

S=v(R)={0,2,4....,.n—=3,n—1,—} = (2,n).

Seja I/ um ideal relativo de S tal que S ¢ E & N.

Note que, se a € E, entao a+ 2 € E, pois 2 € S. Afirmamos que
E={0}U{a+N},

onde a é um numero impar tal que 2 <a <n — 3.

Observe que, pela definicao de ideal relativo de S, temos que S C E. Logo, todos
os inteiros positivos pares e menores que n estao em FE, bem como todo inteiro positivo
maior que n. Como F # S, existe ¢ inteiro impar, 0 < ¢ < n, tal que ¢ € E. Seja a o

menor inteiro impar que pertence a E. Entao,
{a,a+2,(a+2)+2,...,a+2k; k eNea+2k=n} CFE

e a afirmacao segue.

Trocando R por seu completamento e usando a descricao de E veremos que o
conjunto das classes de isomorfismos de R-modulos livres de tor¢ao de posto 1, denotado

por TF(R), pode ser representado por:

TF(R) ={R, R+t"?R R+t""R,...,R+1°R,R+t’R, R}.
De fato, vimos no Exemplo 4.5 que R = k[t?, t"] 42 my, R = k[t] e k(C) = k(2).
Logo, R ~ k[[t2,t"]].
Supondo R completo, isto é, R = R temos entdo que B = k[[t]]. Seja M um

R-moédulo tal que R C M C R. Entao, dado m € M temos que

m= Z ait’ = Z azt™ + Z agjt7 T = Z agt** —I—ta(z gt ).
=0 k=0 =0 k=0 j=0

€R €R

Observe que sendo a impar, 25 + 1 — a é sempre par. Logo, M = R + t*R, com
2<a<n-3.
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Note que, embora tenhamos substituido R por seu completamento para simplificar

a computacao, os modulos acima sao precisamente aqueles que representam as classes de

isomorfismos, tomando R = k[t?, t"] 42 4n).

Exemplo 4.11. Seja R o anel local da curva plana (Y — X?)Y = 0 na origem. Vimos no

Exemplo 4.9 que

(i)

(i)

(iii)

S =wv(R)={(0,0),(1,1)} U{(2,2) + N?}.

(0,0)
O O
(a,0) (0,)
[ ] (6] (6]
(1,1 (1b)  (a)
[ J L]
(2,2) (ab)

Figura 6 — Bolinhas pretas indicam que o elemento estd em S C F

Agora, seja E um ideal relativo de S tal que S C E C N2

Se (a,0) € E para algum a > 0, afirmamos que (0,b) € E para qualquer b > 0.

De fato, aplicando o item (éii) da Proposicao 4.7 aos pares (a,0), (0,0) € E, temos
que existe (€1,€3) € E tal que e = 0 e e > 0. Seja a um ntmero inteiro tal que

0 < a < €. Entéo, pelo item (ii) da Proposigao 4.7, segue que
(0,a) = min{(a,a), (0,e)} € E.

Usando sucessivamente (ii) e (ii7) da Proposi¢do 4.7, concluimos que (0,b) € E,

para qualquer b > 0.

Analogamente, mostramos que se (0,b) € E, para algum b > 0, entao (a,0) € F
para qualquer a > 0.
Se (a,1) € E para algum a > 1, entdo (1,b) € F para qualquer b > 1.

De fato, aplicando o item (éi7) da Proposicao 4.7 aos pares (a,1),(1,1) € E, temos
que existe (€1,€63) € E tal que ¢ = 1 e o > 1. Seja b um ndmero inteiro tal que

1 < b < €. Entao, pelo item (ii) da Proposigao 4.7, segue que

(1,0) = min{(b,b), (1,e2)} € E.
Usando sucessivamente (ii) e (4i7) da Proposi¢ao 4.7, concluimos que (1,b) € E,
para qualquer b > 1.

Além disso, se (1,b) € E, para algum b > 1, mostra-se que (a, 1) € E para qualquer
a>1.
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(iv) Finalmente, se (a,0) € FE para algum a > 0, entdo (a + 1,1) € E desde que
S+ECE.

Usando todas as afirmagoes feitas nos itens anteriores temos que se (a,0) € E para

algum a > 0, entao (m,n) € E, para todo m,n € N, ou seja, F = N2,

E se nao existir um elemento em E de (a,0) € E para algum a > 0e S C F, entao

(a,1) € E para algum a > 1.

(0,0)
O O
(a,0) (0,b)

[ ] [ ] [ ]
(1,1) (1,6) (a,1)

° °
(2,2) (ab)

Figura 7 — Bolinhas pretas indicam que o elemento estd em E

Assim E deve ser da forma E = {(0,0)} U ((1,1) + N?).

Nesse caso, ordenando E pela rela¢ao (ay,b1) > (ag,by) se a; > b;, para i = 1,2,

temos que (1,2) = v(t,u?) é o menor elemento de E = v(M) que nio estd em S = v(R).

Logo, podemos escrever
TF(R)={R,R+ (t,u*)R, R}

ou, em termos de ideais,

TF(R)={R,m, F},
onde F = (R: R).
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