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RESUMO

Processos de transferéncia de calor com mudanga de fase sao de interesse em véarias areas
da ciéncia, engenharia e aplicacoes industriais. Em processos de solidificacao, por exemplo,
a ocorréncia de trincas e formacgoes de vazios causados por uma reducao na capacidade de
resistir a esforgos mecanicos geralmente sao observados, e é de grande importancia prever
esses comportamentos para que possam ser evitados. Uma das formas de se estudar esses
fenomenos e suas aplicacoes é através do uso de modelos matematicos que possibilitam,
através do uso de métodos de discretizacao temporal e espacial a realizacao de simulagoes
computacionais. Dessa forma, este trabalho estudou e comparou diferentes formulacoes
numeéricas do método dos elementos finitos para problemas de transferéncia de calor com
mudanca de fase levando em consideracao a conducao como mecanismo de transferéncia
de calor. Na metodologia usada, os processos de solidificagao ou fusao foram tratados
por meio de métodos baseados em malhas fixas. Diversos experimentos numéricos foram
realizados para se analisar a adequabilidade dos métodos estudados e propostos neste

trabalho e os resultados obtidos foram satisfatérios.

Palavras-chave: Transferéncia de calor com mudanca de fase. Método dos elementos

finitos. Método da capacidade efetiva. Método da entalpia.



ABSTRACT

Heat transfer processes with phase change are of great interest in several areas of
science, engineering and industrial applications. In some of these applications, such
as in solidification processes, the occurrence of cracks and void formation caused by
a reduction in the ability of the material to resist mechanical loadings are generally
observed, and it is of great importance to predict these behaviors so that they can be
circumvented. One of the ways to study these phenomena and their applications is
through the use of mathematical models and executing of computer simulations. Thus,
this work studied and compared different numerical formulations of the finite element
method for the heat transfer problems with phase change considering only conduction
as the main mechanism of heat transfer. In the methodology used, the solidification or
melting processes were treated by means of numerical methods based on fixed meshs.
Several numerical experiments were performed to analyze the suitability of the methods

studied and proposed in this work and the results were satisfactory.

Keywords: Heat transfer with phase change. Finite element method.  Enthalpy
method. Effective heat capacity method.
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1 Introducao

O interesse em estudar problemas que envolvem processos de transferéncia de calor com
mudanca de fase sao de grande importancia em diversas areas tais como na metalurgia,
engenharia e em varias aplicagoes industriais.

Neste trabalho abordam-se os processos de fusao, que é a transformacao do material
solido para o liquido; e solidificacao, que é a transformacao do material liquido para o
solido.

Problemas que envolvem processos de transferéncia de calor com mudanca de fase sao
conhecidos como problemas de fronteira mével. Nestes casos uma parte do contorno do
problema é “livre”e sua posicao e forma ao longo do tempo devem ser determinados como
parte da solucao do problema. Fisicamente, tal fronteira separa as fases liquida e sélida
do material e por isso é denominada de frente de solidificacao/fusao [0).

As solucoes analiticas disponiveis para esses problemas tratam casos muito simples
de conducao unidirecional de calor e sao de pouca aplicacao pratica. Entretanto,
elas fornecem um ponto de partida para a verificacao no desenvolvimento de modelos
computacionais e solucoes de problemas mais complexos envolvendo mudanca de fase.
Esses problemas sao conhecidos como problema de Stefan [6].

H&a trés formas de transferéncia de calor em um material. Sao eles: conducao,
conveccao e radiacao [7]. Serd considerado neste trabalho, por questoes de simplicidade
e foco na mudanca de fase, apenas a transferéncia de calor por conducao. A abordagem
numérica para a solucao das equacgoes diferenciais sera através do método dos elementos
finitos [8] para discretizagao espacial e método das diferengas finitas para discretizagao

temporal.

1.1 Motivacao

O processo de mudanca de fase mais comum ¢é sem duvida o derretimento do gelo e
a solidificacao da dgua. Cerca de 70% da superficie terrestre é coberta de dgua, que
pode ser encontrada em trés estados, ou fases: liquido, que é o que vemos em lagos,

rios e oceanos; sélido, que é o gelo ou a neve; gés, que é o vapor de dgua. Em [9]
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¢ examinado o derretimento do gelo através do modelo de Stefan, que é um problema
classico de transferéncia de calor com mudanga de fase. A Figura|l.1]ilustra um exemplo

de derretimento do gelo.

Figura 1.1: Exemplo de derretimento de uma geleira

Além disso, a modelagem de problemas que envolvem mudanca de fase é utilizada em
muitos problemas com diferentes materiais em varias areas da engenharia e ciéncia, como
em diversos processos industriais. Algumas aplicacoes praticas associadas a mudanca
de fase sdlido/liquido incluem o congelamento de produtos alimentares na industria
alimenticia [10]; instalagbes de armazenamento de energia térmica por meio de materiais
de mudanga de fase; crescimento de cristais [11].

Destaca-se entre essas aplicagoes os processos metalturgicos, tais como lingotamento,
fundicao, soldagem, purificagdo de metais e especificamente a solidificacao de materiais
energéticos [12].

Na simulacao numérica de um problema dessa natureza para a industria de fundicao,
por exemplo, é importante ter o conhecimento da localizacao das fases liquida e sélida
durante o esfriamento do metal vazado. Com base nessas informagoes pode-se perceber a
possibilidade de formacao de vazios e porosidades [13], micro-segregacao e outros defeitos.
Com esse conhecimento, podem ser propostos ajustes na forma do molde ou podem
ser utilizadas outras estratégias como o uso de arrefecedores ou alimentadores afim de

melhorar a qualidade das pecas vazadas. Dessa forma evita-se um ntmero maior de pecas
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rejeitadas.

Quando se trata de materiais energéticos tem-se uma situacao extrema. HEste nome é
dado aos materiais explosivos sélidos que sao utilizados para a propulsao de granadas. Nos
processos de fabricacao destas municoes a ocorréncia de vazios pode levar a detonacao do
projétil no momento de seu lancamento. Desse modo, é muito importante ter uma correta
compreensao e simulacao computacional afim de prever esses comportamentos para que
possam ser evitados a sua detonagao prematura.

A fundicao continua é um processo no qual o aco liquido flui continuamente através
de recipientes sendo gradualmente resfriado, conformado e cortado em forma de barras,
passando posteriormente pelo processo de laminagao (veja a Figura[l.2(a))). Esse processo
permite reduzir a produgao de residuos de metal e a qualidade do produto final é maior [1].
Na Figura mostra-se o diagrama do processo de vazamento continuo em que o ago
derretido é derramado de recipiente em recipiente e depois conformado através de um

molde de cobre por uma série de rolos.

(a) (b)

Figura 1.2: Processo de fundigao continua de aco (a) fotografia; (b) esquema; (Figuras

extraida de [I]).

Nesse contexto também destaca-se a aplicagao de processos de transferéncia de calor
com mudanca de fase em dispositivos de gravacao de midias tais como discos de Blu-
Ray [14]. Blu-Ray é um formato de disco ético (similar ao CD e DVD) para video e audio
de alta definicao e com grande capacidade para armazenamento. A Figura mostra

uma representacao esquematica de um sistema de gravacao 6ptica de disco Blu-Ray, que
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consiste no derretimento do material de mudanca de fase que apds um tempo muito curto

se solidifica em um estado amorfo representando fisicamente um bit escrito.

Figura 1.3: Representacao esquematica de um sistema de gravagao éptica Blu-ray (figura

extraida de [2]).

Como visto, existem diversos exemplos de aplicacao de problemas de transferéncia de
calor que envolvem mudanca de fase e, portanto, contribuem no interesse de se fazer um
estudo para melhor compreensao dos fenomenos envolvidos e entendimento dos métodos

numéricos associados para sua simulagao computacional.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como principal objetivo estudar e comparar diferentes formulagoes
numéricas do método dos elementos finitos para problemas de transferéncia de calor com
mudanca de fase levando em consideragao apenas a condugao como mecanismo dessa
transferéncia.

Desta forma, neste trabalho serao revisadas algumas formulacoes classicas para o
problema de mudanca de fase levantando suas caracteristicas e, sobretudo, as suas
dificuldades do ponto de vista numérico, tendo em vista a futura formulacao de novos
métodos ou utilizacao de outras técnicas.

Para atingir o objetivo fundamental, o presente trabalho evoluiu de acordo com a

concretizacao do seguinte conjunto de objetivos especificos:
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e Utilizagao do método dos elementos finitos na discretizacao espacial da equagao da
conducao de calor e outros métodos para a discretizagao no tempo;

e Utilizagao do método de Newton para solucao do sistema nao-linear do problema
de calor com mudanca de fase;

e Modelagem do fenémeno da mudanga de fase e da libera¢ao/incorporagao do calor
latente que a acompanha utilizando os métodos baseados em malha fixa;

e Modificacao na integracao espacial do método da capacidade efetiva para evitar
erros numéricos presentes nesse método.

e Realizagao de experimentos numéricos, comparacoes dos métodos e comparagoes

com solugoes analiticas e dados da literatura.

1.3 Organizacao do Texto

Este texto esta organizado em 5 capitulos. Apds uma breve introdugao e motivagao sobre
o problema de mudanca de fase, no Capitulo 2 sao apresentados os conceitos basicos
relacionados a esse problema, bem como a modelagem de transferéncia de calor por
conducao e a formulacao do Problema de Stefan e sua solucao analitica para um caso
particular. Em seguida, no Capitulo 3 sao apresentados a aplicacao do método dos
elementos finitos para a discretizacao espacial do problema da conducao de calor em regime
transiente, seguindo uma segunda discretizacao agora relativa ao tempo adotando-se para
a integracao temporal uma formulagao pelo método de Euler implicito. Ainda nesse
capitulo sao apresentados o método de Newton usado para a solugao do sistema nao-linear
e as formulagoes para o problema de mudancga de fase baseado em malhas fixas, incluindo
uma modificagao baseada na integracao numérica do método da capacidade efetiva. O
Capitulo 4 é dedicado a apresentar os resultados numéricos obtidos com a utilizacao dos
métodos discutidos no capitulo anterior que foram implementados neste trabalho. Por
fim, no Capitulo 5 as conclusoes finais, limitagoes e perspectivas de trabalhos futuros sao

apresentados.
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2 Problemas de Mudanca de Fase

Este capitulo é dividido em quatro secoes. Na primeira secao sao apresentados os conceitos
bésicos referentes aos problemas de mudanga de fase incluindo com mais detalhe a
transferéncia de calor por condugao. Na segunda secao, é apresentado a modelagem
de transferéncia de calor por conducao bem como a equacao diferencial parcial que a
descreve e condigoes de contorno e inicial para uma completa formulacao do problema de
transferéncia de calor. Por fim, na terceira e quarta segoes sao apresentados o classico

Problema de Stefan e sua solugao analitica para um caso particular, respectivamente.

2.1 Conceitos associados a problemas de mudanca de
fase

Em um material, ambas as fases sélida e liquida sao caracterizadas pela presenca de forgas
coesivas que mantém os atomos em proximidade. Em um soélido, as moléculas vibram em
torno de posicoes de equilibrio fixas e seus atomos estao mais proximos um do outro,
enquanto que em um liquido as moléculas podem “escapar”dessas posi¢oes de equilibrio
causando uma distancia maior entre seus atomos. A grandeza fisica relacionada ao grau
de agitacao dessas moléculas é denominada temperatura. A temperatura pode ser medida
em diversas escalas sendo as mais comuns em Kelvin (K), graus Celsius (°C') ou graus
Fahrenheit (°F).

Alguns materiais quando submetidos a variagoes de temperatura (aquecimento ou
resfriamento), sdo capazes de mudarem de fase, isto é, passam do estado sélido para o
estado liquido e vice-versa. Nesse caso, a mudanga de fase do material pode ocorrer a
uma temperatura constante ou em uma determinada faixa de temperatura.

A mudanca de fase é caracterizada pela transferéncia de calor entre os materiais,
ou seja, é preciso haver uma transferéncia de energia suficiente para torna-lo sélido ou
liquido. A quantidade necessaria de energia que uma determinada quantidade de um
material precisa receber ou ceder para mudar de fase é denominada calor latente e sera
aqui representada pela letra L, cuja unidade de medida no Sistema Internacional de

unidades (SI) é [J/kg].
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Foram citados acima trés formas de transferéncia de calor: conducao, conveccao e
radiacao. A condugao pode ser definida como sendo a transferéncia de energia de uma
regiao de alta temperatura para outra de temperatura mais baixa dentro de um meio
ou entre meios diferentes em contato direto; nao ha fluxo ou transferéncia de massa no
material. Ao se aquecer, por exemplo, a extremidade A de uma barra metélica enquanto
a outra extremidade, B, é mantida a uma temperatura menor, existe uma transmissao
desse calor da extremidade A (de maior temperatura) em dire¢ao a extremidade B (de
menor temperatura). Esse fluxo de energia que ocorre em um meio material é denominado
condugao.

Em um fluido, como um gas ou um liquido, o calor pode ser transferido através do fluxo
de particulas, ou seja, ocorre devido ao movimento do préprio fluido [3]. Esse processo é
chamado convecgao. Um exemplo corriqueiro seria o resfriamento de um ambiente através
da utilizacao de um aparelho de ar-condicionado.

A transmissao por radiacao transporta a energia térmica por ondas eletromagnéticas,
por exemplo, o calor do Sol que nos atinge. Percebe-se que nao ha substancia no espaco
para conduzir esse calor. O calor é apenas uma forma de radiagao eletromagnética.

A transicao de uma fase do material para outra devido a absorcao ou liberacao de calor
ocorre em uma certa temperatura ou como dito anteriormente, ocorre em uma faixa de
temperatura. A essa temperatura 7T, se dd o nome de temperatura de fusao/solidifica¢ao
ou simplesmente temperatura de mudanca de fase. Sob pressao fixa, a temperatura T,
pode ser um valor fixo ou uma funcao de outras varidveis termodinamicas. Interface ou
frente de fusdo/solidificagdo é o nome que se da para a regiao de transi¢ao de fase onde
ambas as fases solida e liquida coexistem.

Para a maioria dos materiais puros, materiais constituidos de uma tnica substancia,
a interface corresponde a uma curva isotérmica com espessura desprezivel. Quando a
mudanca de fase ocorre em um intervalo de temperatura, caracteristica de materiais
compostos ou que sofrem super-resfriamento, essa faixa de temperatura fica compreendida
entre as temperaturas conhecidas como liquidus e solidus [5]. A temperatura liquidus é
a menor temperatura correspondente a fase totalmente liquida e a temperatura solidus é
a maior temperatura correspondente a fase totalmente solida. O material situado nesse
intervalo esta parcialmente liquido e parcialmente sélido se assemelhando a um meio

poroso e nesse caso a regiao de mudanca de fase pode ter uma espessura aparente e é
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chamada de zona mushy.
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Figura 2.1: Representagao de uma regiao de transigao de fase - Figura extraida de [3].

Observam-se na Figura trés regioes distintas: a regiao solida, a regiao liquida e
a zona mushy, onde o material estd mudando de fase. A microestrutura da zona mushy
pode ter formas bem complexas e variadas. Na figura a seguir é ilustrado algumas formas

que a zona mushy pode apresentar, incluindo o caso de uma fronteira planar.
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Figura 2.2: Interface planar e morfologia esquemédtica de uma zona mushy - Figura

extraida de [3].

2.1.1 Conducao de Calor

A transferéncia de calor por conducao (ou difusao) é a transferéncia de energia térmica

dentro de um meio ou entre meios diferentes em contato direto. A temperatura, calor
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(energia térmica) e fluxo de calor sdo quantidades fundamentais relacionadas a condugao
de calor através de um material. O calor flui das temperaturas mais altas para as
temperaturas mais baixas.

A energia térmica, também chamada de entalpia é o calor absorvido por um material
sob pressao constante. Denota-se por H a entalpia por unidade de massa (J/kg). Para
um material puro sob pressao constante, quando nao ha variacao de volume, a entalpia
representa a energia total e o calor absorvido (ou liberado) estd relacionado com o aumento
da temperatura através de

dH = ¢ dT, (2.1)

onde ¢(T') é o calor especifico, medido em J/kg°C, o qual representa a quantidade de
energia (ou de calor) que é necessario fornecer (ou remover) a 1kg de material para elevar
(ou reduzir) sua temperatura em 1°C'.

Isto é, o calor especifico é uma propriedade do material, é um valor sempre positivo e
pode depender da temperatura [6]. O calor que acompanha uma variacao de temperatura
dado por é chamado calor sensivel (ou entalpia sensivel) que difere do calor latente
de mudanca de fase pelo fato de que calor latente é a energia absorvida (ou liberada) a
temperatura constante (7, temperatura de mudanga de fase). Da equagao o calor
sensivel (entalpia sensivel) por unidade de massa de material a temperatura T é entao
dado por

T
entalpia sensivel = / c(T)dr, (2.2)

com ¢ = ¢, se o material é liquido (T" > T},,) e ¢ = cg se o material é sélido (T < T5,,).
Se T' = T,, o material pode ser tanto solido ou liquido, sendo identificado pela energia
(entalpia) disponivel; Se liquido & T}, entdao contém calor latente L por unidade de massa,
enquanto que sélido a T}, nao possui calor latente. Se fixar a escala de energia escolhendo
H = 0 para sélido a T,,, a entalpia total pode ser definida como a soma do calor latente

total (entre 0 e L) com a entalpia sensivel, ou seja:

HYT) =L+ qu:n cp(t)dr, para T > T, (liquido)

H(T) =0+ f;;n cs(t)dr,  para T < T, (sélido)
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Se o calor especifico for constante em cada fase, a expressao ([2.3]) simplifica para

HYT) :=L+c (T -T,), para T > T, (liquido)
H = (2.4)
H3(T) =0+cs(T —Ty,), para T <T,, (sélido)
Portanto, as fases sélida ou liquida podem ser caraterizadas tanto pela temperatura quanto

pela entalpia como

solido <— T <1, < H<QO,
(2.5)

liquido <— T >1T,, <— H > L.

Em T =T, a entalpia leva um salto de magnitude L. Se H = 0 o material é sélido e

se H = L o material é liquido. A regiao onde
T'=T, e 0<H<L (2.6)

é chamada de zona mushy, regiao que contém as fases liquida e sélida simultaneamente.
Na Figura mostra-se o grafico que ajuda a exemplificar bem o exposto sobre a

descontinuidade da temperatura em T}, e sua relacdo com a entalpia do material.

H .
Liquido
dH )
[ ar ~ CL
0 >
Sélido Tm T
dH __
ar Ccs

Figura 2.3: Relagao de estado H = H(T') com ¢, e cg constantes.

Além das quantidades temperatura e calor (energia térmica), o fluxo de calor também
estd relacionado com a transmissao de energia por conducao em um material. O fluxo de
calor pode ser definido como a quantidade de calor que atravessa uma unidade de area

por unidade de tempo [6]. E uma quantidade vetorial cuja unidade de medida ¢é dada em
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J/ms = W/m, e sua dependéncia com a temperatura se da pela Lei de Fourier (que foi

proposta em 1822 [15]), a qual é dada por:
q=—kVT (2.7)

onde k é o tensor de condutividade térmica do material, a qual é medida em J/ms°C ou

W/mK e V(-) é o operador gradiente dado por (%, %), %).

2.2 Modelagem de Transferéncia de Calor

Sabe-se, quando uma substancia é aquecida, a temperatura aumenta e o calor (que é
um tipo de energia) sempre tende a fluir de uma regiao de alta temperatura para uma
regiao com temperatura mais baixa. Habitualmente ha trés métodos bésicos pela qual a
transferéncia de calor pode ocorrer: por conducao, por conveccao ou por radiagdo como
descrito anteriormente.

A distribuicao de temperatura num meio pode ocorrer devido ao efeito combinado
destas trés formas de transferéncia de calor. Em um problema de determinacao da
distribuicao de temperaturas em solidos, por exemplo, pode-se ter esses trés modos
de transmissao de calor, onde a transmissao por conducao processa-se em seu interior
e a transmissao por conveccao e por radiacao surgem como condi¢oes de contorno do
problema [15].

Apresenta-se nesta secao a modelagem matematica de transferéncia de calor por
conducao. As principais quantidades relacionadas a conducao de calor através de um
material sdo, temperatura, calor (energia térmica) e fluxo do calor. A temperatura
esta relacionada ao movimento das moléculas de um material, calor absorvido por um
material sob pressao constante é chamado entalpia (energia térmica) e fluxo de calor é
uma quantidade de calor que atravessa uma unidade de area por unidade de tempo dado
pela lei de Fourier acima definido em ([2.7)).

A lei da conservacao da energia escrita em termos da entalpia é dada por:

%(p[—[) +V.q=F (2.8)

onde F' (em J/m?s) é uma fonte volumétrica de calor (se F' > 0) ou um sumidouro (se
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F < 0), p é a massa especifica do material (kg/m?), q é o fluxo de calor e V - (-) é o
operador divergente dado por (% + %) + %).

A partir da lei da conservagao de energia e assumindo p constante e conducao
de calor isotropica, isto é, para qualquer direcao as propriedades do material nao mudam,
também expressando H e q em termos da temperatura pelas relacoes e , obtém-
se a equacao da conducao de calor:

T
pc%—t =V (kVT)+ F (2.9)

Esta equacao expressa a conservacao de calor por meio de condugao isotrépica do
material de acordo com a Lei de Fourier. Trata-se de uma equacao diferencial parcial que
descreve o comportamento da temperatura T'(x,t) na posi¢do X no instante de tempo ¢
valida para cada posicao x da regiao ocupada pelo material de condutividade térmica k,
massa especifica p e calor especifico c.

Para determinar o campo de temperatura num dominio ) é necessario resolver a
equacao diferencial parcial sujeita a condigoes de contorno e condigoes iniciais
apropriadas. As condigoes de contorno podem ser, temperaturas prescritas em uma parte

I't do contorno

T=TemIy, (2.10)

fluxo de calor prescrito g em uma outra parte I'; do contorno
g=qemlI,, (2.11)

transmissao de calor por conveccao de uma parte I'. do contorno a temperatura 7" para o

fluido que esta proximo a temperatura ambiente T,
q=h(T —Tyx)emT,., (2.12)

onde h. é o coeficiente de transmissao de calor por conveccao, e também do tipo
transmissao de calor por radiagao entre uma parte do contorno I', a temperatura T e

a superficie envolvente a temperatura T, dada por

q=Be(T* =T} = pe(T* + TN (T + T, (T —T,) = h(T —T,) em T, , (2.13)
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onde § é a constante de Stefan-Boltzmann, ¢ é a emissividade e h, é o coeficiente de
transmissao de calor por radiacao. No caso onde a transferéncia de calor no contorno se
processar simultaneamente por conveccao e por radiagao e em particular se for T,, = Ty,
pode-se escrever

q=ho(T —Ty) 4+ h (T —=T,) = hey(T — T) (2.14)

onde he = h.+ h, é o coeficiente de transmissdo de calor por convecgao e (ou) por
radiacao.

Neste trabalho serd considerado transmissao de calor por condugao com temperaturas
prescritas em I'r , fluxo prescrito em I'; e considerando k£ constante. Dessa forma, a

equacao ([2.9) pode ser reescrita da seguinte maneira:

T
pc%—t =kV*T+ F (2.15)

que em conjunto com as condicOes iniciais e de contorno formulam um problema de

condugao de calor envolvendo mudanga de fase do material. Em (2.15), V(-) é o operador

laplaciano dado por (‘9;1(2 + ‘?y(;) + 8322(2'))
O modelo matematico da classe de problemas de mudanca de fase mais simples que
envolvem um minimo de efeitos fisicos necessarios para sua formulacao sao conhecidos
como Problema de Stefan. A caracteristica principal destes problemas de mudanca de
fase é que além da distribuicao de temperaturas, a forma e a localizacao da interface sao
desconhecidas, precisando ser resolvidas como parte da solugao do problema.

Solugoes analiticas para esses problemas sao encontradas em casos limitados,
envolvendo geometria semi-infinita e unidimensional; propriedades fisicas do material
consideradas constantes em cada fase; temperatura de mudanca de fase também constante;
sem fontes ou sumidouros de calor; transferéncia de calor apenas por condugao isotrépica;
sem fluxo de material; a interface entre as fases tendo espessura considerada nula e sendo
uma isoterma a temperatura de mudanca de fase. Mais detalhes a respeito desse tipo de

problemas de mudanca de fase, chamados Problema de Stefan, podem ser encontrados

em [3] [6].
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2.3 Problema de Stefan

Apresenta-se nesta secao a formulagao do modelo matematico da classe de problemas de
mudanca de fase mais simples. Estes modelos sdo conhecidos como Problemas de Stefan [3]
0] e sdo caracterizados por considerar apenas a conduc¢do como principal mecanismo de
transferéncia de calor. Nos processos de mudanca de fase para esse tipo de problema,
a regiao de transicao de fase consiste de uma interface sélido-liquido bem definida de
espessura nula que separa as fases soélida e liquida. Além das condigoes de contorno

tradicionais, é necessario impor condi¢oes na interface sélido-liquido.

o€

O€)3

Figura 2.4: Detalhamento do problema de mudancga de fase.

Na Figura observam-se esquematicamente uma regiao em transicao de fase, onde
as fases sdlida e liquida estao separadas por uma curva denotada por s representando
a interface. Também nessa figura €2, e 0€); representam, respectivamente, o volume
ocupado e a fronteira externa do material em estado sélido, e €; e 0f); representam,
respectivamente, o volume ocupado e a fronteira externa do material em estado liquido.

Deve-se, portanto, resolver a equacao do calor em cada uma das fases. No
solido, as propriedades serao denotadas por cg e kg e no liquido serao denotadas por ¢y,
e kr,. A condicao a respeito da localizacao da interface é conhecida como condicao de

Stefan e definida a seguir:

0s oT oT
pLE = ]{?L (8—n>x28 + ks (&)xzs (216)

onde s representa a posicao da interface, % a velocidade da interface ao longo do tempo,

g—z em x = s representa a derivada parcial da temperatura quando se aproxima da interface

seja pela esquerda ou pela direita. A relagao (2.16]) expressa que a diferenga entre o fluxo

de calor entre a fase sélida e a fase liquida é proporcional a velocidade da interface.
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Dessa forma, a formulacao matematica do processo de mudanca de fase chamado
Problema de Stefan pode ser definido por:

Seja uma regiao de dominio €2, inicialmente solido a temperatura Tipicia < T, que
¢ fundida tmpondo uma temperatura Tj, > T,, em 0Qp, enquanto que em OS) € mantido
1solado. Assume-se que as propriedades termofisicas p, cr, ki, cs e ks sao constantes e
conhecidas, e a interface solido-liquido bem definida ocorrendo em x = s(t).

Formalmente, o problema de Stefan é descrito da seguinte maneira:

Encontrar a temperatura T(x,t), em Q et > 0, e a posi¢cao da interface s(t), para
t > 0, satisfazendo:

Equacoes diferenciais:

T

chaa—t =V . (k,VT), em Qp, t>0 (regido liquida) (2.17)
T

pcS%—t =V . (ksVT), em Qg, t>0 (regiao sdlida) (2.18)

Condigoes de interface:

T,=T,=1T,, em x=5 ¢ t>0 (2.19)

0 or aT
pLa—i =kr (%) + ks (%) para t >0 (2.20)

Condigoes iniciais:

s(0) =0, (2.21)

T(x,0) = Thniciar < Trn em Q0 (material inicialmente solido) (2.22)

Condigoes de contorno:

T(x,t) =T, >Ty,, em x€Ip e t>0 (2.23)

EVT -n=0 para t >0 em 02 (contorno adiabdtico) (2.24)

2.4 Solucoes Analiticas dos Problemas de Stefan

Nesta secao serao apresentados a formulagao e solucao analitica de dois casos simples de

problemas de mudanca de fase unidimensionais: o problema de Stefan de uma fase e o
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de duas fases. No problema de Stefan de uma fase a expressao “uma fase” refere-se ao
fato de que apenas uma das fases é considerada “ativa” no processo enquanto a outra
fase ¢ mantida a temperatura de mudanga de fase T,,. Ja& no problema de Stefan de
duas fases ambas as fases, sélida e liquida participam efetivamente do processo. Embora
exista formulacao do Problema de Stefan para casos em duas ou trés dimensoes, solugoes

analiticas nao estao disponiveis [6].

2.4.1 Problema de Stefan de uma fase

O problema de Stefan unidimensional de uma fase é o mais simples modelo de problema
de mudanca de fase que apresenta solucao analitica. Como uma das fases é mantida a
temperatura 7,,, elimina-se a necessidade de formular uma equacao de conducao de calor
para esta fase. O problema entao consiste de uma regiao semi-infinita com temperatura
inicial uniforme 7, com o material inicialmente sélido (para o problema de fusdo) ou
liquido (para o problema de solidificagao).

Para o problema de fusao e considerando as propriedades fisicas p, c;, kr e L
constantes, o modelo matematico corresponde a :

Encontrar T(z,t) e s(t) tal que:

oT T
peL gy = L%, para 0 < x < s(t), t>0; (2.25)
T(s(t),t) =T, para t > 0; (2.26)
ds oT (s(t)~,t) ‘
pLa = —kLT para t > 0; (2.27)
s(0)=0 (material inicialmente completamente sdlido);  (2.28)
T(0,t) =Ty, > T, para t > 0. (2.29)

O processo de solucao é baseado na solucao de similaridade de Neumann envolvendo a
fungao erro [3],[6], mas aqui nao serd mostrado detalhadamente. Solugao de similaridade no
contexto de equagoes diferenciais parciais (EDPs) é uma solugdo que é obtida a partir de
sua transformagao em uma equagao diferencial ordinaria (EDO), através de uma mudanga
de variavel, onde a nova variavel independente é uma relagao entre as originais. Dessa
forma a solucao analitica para o problema de Stefan de uma fase é apresentado a seguir

da seguinte maneira:
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A posicao da interface é dada pela equacao:

s(t) = 22/krt. (2.30)

O valor de X é calculado pela seguinte equagao nao-linear:

cr(Tn — Th)

AN erf(\) = N

(2.31)

Neste trabalho o método de Newton-Raphson foi usado para determinar o valor de A.

Por fim, determina-se a temperatura da fase liquida através da equagao a seguir:

Ty (z,t) = Tj, — (Th — mw. (2.32)

erf(A)

Da equacao ([2.31]), define-se a razao entre a entalpia sensivel e o calor latente de fusao
L como o nimero de Stefan:

(2.33)

O nimero de Stefan é um nimero adimensional e permite caracterizar um problema de
transferéncia de calor com mudanca de fase. Valores grandes de Ste indicam um aumento
na velocidade do processo de transferéncia de calor tornando o problema mais dificil de
ser resolvido numericamente. Ja para valores pequenos de Ste indicam que o processo
é mais lento, sendo mais facil capturar informagoes da mudanca de fase e, portanto, o
problema pode ser mais facil de ser resolvido numericamente.

A seguir sera apresentado o Problema de Stefan de duas fases e sua solucao analitica

agora para um problema de solidificagao.

2.4.2 Problema de Stefan de duas fases

No problema de Stefan de duas fases ambas as fases participam efetivamente do processo,
com suas temperaturas variando, sendo necessario utilizar a equacao de condugao para
cada uma delas. Considerando as propriedades fisicas p, cp, kr, cs, ks e L constantes e
considerando agora o caso da solidificagao, o material é entao inicialmente liquido, mas
sua temperatura inicial deve ser um valor 7. > T,,. O modelo matematico que descreve

o problema de solidificacao pode ser formulado da seguinte forma:
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Encontrar T(z,t) e s(t) tal que:

or o0*T
= e : 2.34
peL, kr 5 para s(t) <z, t>0; (2.34)
0T

pesTy = l{?sw, para 0 <x <s(t), t>0; (2.35)

T(s(t),t) =T, para t > 0; (2.36)
ds IT (s(t)~,t) IT (s(t)*,t) _

'OLE = —kg e + kyp, o para t > 0; (2.37)
T(x,0)=T.> Ty, s(0)=0 >0 (2.38)
T(0,t) = Ty < T, lim T(z,t) = T, para t > 0, (2.39)

T—00

onde a condigao é chamada de condi¢ao de Stefan.

A estrutura deste problema permite a obtencao de uma solucao de similaridade de
Neumann seguindo passos idénticos aqueles utilizados na solugao do problema de Stefan
de uma fase [6]. A solugao analitica para o problema de Stefan de duas fases é entao dada
por [6] da seguinte forma:

Posigao da interface dada pela equacao:

s(t) = 22/kst. (2.40)

A temperatura da fase sélida onde 0 < x < s(t), et >0 é

n@@:n—ghqmz%%ﬁ. (2.41)

A temperatura da fase liquida para x > s(t), e t > 0 é dado por:

erfo(32)

erfc()\\/k:s/k;L)’

onde erfc(zx) é a funcdo erro complementar, definida por erfc(z) = 1 — erf(z). Ainda, nas

equagoes ([2.41)) e (2.42)), A é a solugao da seguinte equagao transcendental

Ty(x,t) =T, — (T. — Tp) (2.42)

Cs(Tm — Th) CL(TC — Tm)
i - ) — I\7, 2.43
eMerf() vaeMerfe(vz\) v (2:43)

com vV = 7=,
L
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3 Meétodos Numéricos

Nesse capitulo os métodos numéricos utilizados para resolver o problema de transferéncia
de calor com mudanca de fase serao apresentados. Em particular, serao apresentados
o método dos elementos finitos para discretizacao espacial e suas modificagoes para o
problema de mudanca de fase, métodos para discretizagao no tempo e o método de Newton

para solucao de sistemas de equagoes nao-lineares.

3.1 Introducao

Foram vistas varias aplicacoes que envolvem processos de transferéncia de calor com
mudanca de fase e de forma similar diversos métodos numéricos tém sido utilizados para
a solucao em problemas desse tipo [16].

Em [I7], utilizou-se 0 método dos elementos finitos na discretizagdo espacial em um
problema de condugao de calor transiente enquanto algumas formulagoes explicitas para a
discretizagao temporal foram estudadas e comparadas. Nesse trabalho Thomas et al. [17]
resolveram o problema utilizando elementos finitos triangulares e compararam diferentes
formulacoes para a solucao do problema do ponto de vista da precisao numérica e
desempenho computacional.

Dalhuijsen et al. [18] realizaram um estudo comparativo utilizando o método dos
elementos finitos com diferentes aproximacgoes para a formulacao baseada na entalpia
e diferentes métodos de integracao no tempo. Outros trabalhos que utilizaram o método
dos elementos finitos para o problema de mudanca de fase também podem ser encontrados
em [19, 20, 21].

Por outro lado em outros estudos como aqueles realizados por Voller et al. [22] e
Odone et al. [3], uma formulagao baseada na entalpia e no método dos volumes finitos
(MVF) foi utilizada para o problema de mudanga de fase. Entretanto, ressalta-se que
nesses trabalhos considerou-se também a transferéncia de calor por convecgao e, portanto,
foram utilizados métodos especificos para o tratamento do termo convectivo como, por
exemplo, o algoritmo SIMPLE [23].

Neste trabalho, utiliza-se o método dos elementos finitos em um problema de
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transferéncia de calor com mudanca de fase em regime transiente utilizando-se elementos

quadrilaterais isoparamétricos bilineares.

3.2 Método dos Elementos Finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma das técnicas utilizadas na solucao de
problemas térmicos, e possui certas vantagens em relacao a outras como diferencas
finitas [15], tais como a representacao de geometrias e condigoes de contorno complexas,
a utilizacdo de fungoes de forma (fungdes de aproximagao) mais simples. Além disso
o método possui uma forma sistematica que o torna atrativo para implementacao em
computador.

A aplicacao do Método dos Elementos Finitos para a equacao da conducao de calor
definida logo abaixo estd bem documentada em alguns textos [15] e, por esta razdo, aqui
serd feito apenas uma breve descricao da formulacao e sua discretizagao espacial por
elementos finitos para o problema em regime transiente.

A equagao da energia relacionando o comportamento térmico de um material é dada
por:

pc*aa—f =V.(kVT)+ F (3.1)

onde ¢* é o calor especifico dependente da temperatura que sera detalhado mais adiante,
k a condutividade térmica do material, ' o vetor fonte ou sumidouro de calor, T a
temperatura e ¢ o tempo.

O campo de temperatura que satisfaz a equacao acima também deve satisfazer a

condic¢ao inicial e as condic¢oes de contorno consideradas neste trabalho:

e Condicdo de contorno essencial T'=T em I'p, em que a temperatura T é prescrita

na parte I'z do contorno (Condigao de Dirichlet);

e Condicao de contorno natural ¢ = ¢ = 0 (g—z; = O) em I'y, onde n é a normal
externa ao contorno. O fluxo ‘g—z ¢ nulo, sendo uma superficie perfeitamente isolada.

(Condi¢ao de Neumann).

O primeiro passo na discretizacao espacial pelo MEF ¢é a formulacao variacional,
também conhecida como formulagao fraca, da equacao diferencial (3.1). Esta formulagao

é obtida ao se multiplicar ambos os lados a equac¢do por uma funcdo teste v = v(x,t),
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considerada nula no contorno I'y, e integrar em todo o dominio 2 usando a féormula de

Green. A fungao teste v pertence ao seguinte espago:

Vo = {v : o]l + [[Vo]| < o0, v[p, = 0}, (3.2)

wwnéwm (3.3)

Dessa forma, a formulacao variacional da equagao (3.1)) consiste em: encontrar T tal

onde a norma ¢é dada por:

que para cada t € [0,tf], com t; sendo o tempo final, satisfaz:

/pc*a—TU dQ = — /(kVT)(Vv) dQ + / Fv dQ, Yv € V. (3.4)
o Ot 0 0

A solugao da equagao (3.4) é obtida discretizando-se inicialmente o espago, dando
lugar a um sistema de equacoes diferenciais ordindrias na variavel temporal, que com
as condigbes iniciais descrevem um Problema de Valor Inicial (PVI), que posteriormente
deve ser integrado no tempo.

Para tanto, o dominio €2 é dividido em um numero finito de subdominios nao
sobrepostos, aos quais se dd o nome de elementos €, tal que |JI, Q. = €, onde m
¢ o numero de elementos. A funcao desconhecida, no caso a temperatura T', é entao
aproximada, no interior de cada elemento, em termos das temperaturas nodais, 7}, em

qualquer instante de tempo ¢, de acordo com:

1) =2 ei(Ti(1), (3.5)

e a derivada
n

S R IR AW (36)

onde n é o numero de nds do elemento e ¢; ¢ a funcao de forma associada ao né j, ou seja,
¢ uma funcao definida por partes que tem valor 1 (um) no né6 j e 0 (zero) nos demais.
No método de Galerkin [, I5], escolhe-se para a fungao teste v as préprias fungoes de

forma ¢;, usadas para a aproximacao da temperatura. Dessa forma tem-se:

/ ‘Z% 0 — — / (VT)(Ver) d + / For d. (3.7)
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parat=1,--- . n.

Substituindo (3.5)) e (3.6 em (3.7)), tem-se o seguinte sistema de equagoes diferenciais:

| Fecaa=310 [ oo d+ 3T0 [(90)(Tp) d2. (33

J=1
parai=1,...,n.

De forma matricial tem-se:
MT + AT = F(t) (3.9)
onde os coeficientes da matriz de massa, M, sao dados por:

Mi; = / pctpip; dil, (3.10)
Q

os coeficientes da matriz de rigidez, A, dados por:

Ay = [ (90)(T6,) do, (3.11)
Q

e os coeficientes do vetor de carga (fluxos nodais) por:

Q

Neste trabalho utilizou-se de elementos finitos isoparamétricos bilineares. O conceito
de isoparamétrico significa que as coordenadas de um ponto genérico do elemento sao
obtidas por interpolacao das suas coordenadas nodais, utilizando-se para as funcoes de
interpolacao as mesmas fungoes de forma usadas na aproximacgao da temperatura T (13.5)).
A definicao das funcgoes de base do elemento quadrilateral bilinear em um sistema local
de coordenadas, assim como outros detalhes técnicos do MEF podem ser encontrados na

literatura especializada [§].

3.3 Discretizacao no tempo

O problema semi-discreto definido pela equagao (3.9)) representam um sistema de equagoes

diferenciais ordinérias (EDOs) de primeira ordem e sua discretizagao é feita pelo método
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das diferengas finitas [4]. O método das diferengas finitas é o nome genérico dado a
métodos que envolvem a aproximacao de derivadas espaciais. FExistem disponiveis na
literatura diversos esquemas de solugao para a equagao , como os métodos de Euler
explicito, implicito e Crank-Nicolson. Nesse sentido, um dos esquemas mais utilizados,
devido a sua flexibilidade, é o método-0 [24], no qual o parametro 6 permite escolher
entre os esquemas de Euler explicito (estabilidade limitada pelo passo de tempo), Euler
implicito (incondicionalmente estéavel) e outros como serd mostrado a seguir.

Ressalta-se aqui também que nesse contexto do problema de mudanca de fase é comum
encontrar na literatura trabalhos que usam outros esquemas para discretizagao no tempo
como a familia de métodos de dois passos conhecida como esquema Dupont IT [I8] ou o
esquema de Lees [25]. Entretanto, nesse trabalho o escopo foi limitado ao uso do método-6

descrito a seguir.

3.3.1 Método-0

Antes de prosseguir, ressalta-se que o sistema de EDOs dado pela equagao (3.9) é um
sistema nao-linear. Nesse caso, o sistema pode ser melhor interpretado da seguinte forma
geral:

M(T)T + A(T)T = F(t), (3.13)

onde evidencia-se o fato de que a matriz de massa M depende da temperatura, devido a
presenca do coeficiente c¢*, e também que a matriz de rigidez também poderia depender da
temperatura através do coeficiente de condutividade térmica k. Entretanto, essa tltima
dependéncia nao foi considerada nesse trabalho.

O esquema de integracao temporal adotado no presente trabalho é conhecido como
método-6, conforme descrito em [I8], o qual consiste em uma familia de métodos de um
passo que representam uma aproximagao para a equagao ((3.9)).

O esquema de discretizacao temporal para a equagao (3.13]) é da seguinte forma:
Mn+€(Tn+1 . Tn)/At + An+9<9Tn+l + (1 . Q)Tn) — Fn—&-@’ (3'14)

onde 0 € [0, 1] é um parametro que permite obter varios esquemas diferentes de integragao
no tempo. Aqui, M™% ¢ A" representam as matrizes M e A avaliadas no instante de

tempo t,19 = Ot + (1 — 0)t,, isto é, em um instante entre t,, e ¢, 1.
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Desta forma pelo método-0 pode-se escrever:
(M0 OALA™ YT = (M0 — (1 — O)AtA™ T + AtF" 0 (3.15)

onde os valores mais usuais para 6 e os correspondentes métodos sao [4, 24]:

e 0 =0 (Euler Explicito);

e 0 = 1 (Crank-Nicolson);
e 0 =2 (Galerkin);

e 0 =1 (Euler Implicito).

Todos, exceto o primeiro (Euler explicito), dos esquemas acima sao implicitos, isto é, eles
exigem a solucao de um sistema de equacgoes lineares.

A utilizacao do método de Euler explicito exige uma restricao no tamanho do passo
de tempo e no tamanho do espacamento para se obter convergéncia da soluc¢ao de um
problema, por isso a classificacao de método de condicionalmente estavel.

Por outro lado, os métodos implicitos usuais sao geralmente incondicionalmente
estaveis, isto é, nao ha restricao quanto ao passo de tempo e do espacamento da malha.
Dessa forma é possivel usar passos de tempo maiores sem comprometer a estabilidade
da solucao e, assim, estes métodos gastam menos tempo para atingir uma solucao com a
precisao desejada em algum problema. Porém, o custo computacional desses métodos por
passo de tempo aumenta devido a necessidade de resolver um sistema de equagoes. Além
disso, destaca-se que no presente caso, como as propriedades do material dependem da
temperatura, esse sistema de equagoes é nao-linear.

Os resultados que serao apresentados no Capitulo 4] foram obtidos utilizando-se o
esquema de Fuler implicito (§# = 1) para integracao no tempo, o que ird implicar na
necessidade de se resolver um sistema de equacoes nao-lineares a cada passo de tempo.

Geralmente, o uso da técnica de condensagao (lumping) da matriz de massa M reduz
gastos computacionais quando o método de Euler explicito é utilizado [§]. Em particular,
nesse contexto de problemas de mudanga de fase, alguns trabalhos [I8| 26] utilizaram esse
processo que consiste em substituir a matriz M por uma matriz diagonal MP que possui
as somas das linhas de M em cada diagonal. Assim, as entradas diagonais M2 sdao dadas
por:

j=1



38

Em [I§] o uso de condensagao da matriz de massa forneceu em melhores resultados
quando combinado com as técnicas de integracao no tempo de Lees e Dupont II.
Entretanto, Dalhuijsen et al. [I8] reportaram que o uso da técnica de lumping da matriz
de massa combinado com o método de Euler implicito resulta em poucas diferencas
quando comparado com a versao da matriz de massa consistente (sem utilizar a técnica
de condensagao).

Em experimentos iniciais desse trabalho nao foi observada nenhuma melhoria
significativa nos resultados quando a matriz de massa foi condensada e, portanto, essa

técnica nao foi explorada em profundidade e nem comparada nos métodos aqui abordados.

3.4 Meétodo para solucao do sistema nao-linear

Embora existam varios esquemas disponiveis, neste trabalho adotou-se o método-6 com
a escolha 6 = 1 [4], isto é, um esquema implicito que requer a solucdo de um sistema
de equagoes. Como dito anteriormente, esse sistema de equagoes é nao-linear, ja que a
propriedade térmica c¢* do material depende da temperatura. Portanto, como o sistema de
equacoes dada por é nao-linear a sua solu¢ao requer um processo iterativo. Adotou-se
neste trabalho um procedimento baseado no método de Newton-Raphson [15].

Para aplicar o método de Newton-Raphson na equacao (3.15]), que deve ser resolvida

a cada passo de tempo, primeiramente define-se o residuo R da seguinte forma:
R = (M™ 4 gAtA™T YT — (M — (1 — 0)AtA™T™ + AtF™), (3.17)

A formulagao iterativa para resolver o sistema de equagoes nao-linear (3.17)) é da seguinte

forma:
n+1 n+l n+1
SO AT = —Ry, (3.18)
Tjn+1 - Tjnj_l1 + ATJnJ’_lv ] = 17 ooy Niter

onde 7 denota o passo do algoritmo do método de Newton, n;., 0 seu nimero de iteragoes
e n+ 1 o instante de tempo atual. A matriz J é conhecida como matriz Jacobiana .J e é

dada por:
n+1
JnJrl _ aRJ+

= T M™0 L OALA™T? (3.19)

em que ignoram-se as contribuicoes das propriedades térmicas que dependem da
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temperatura [19]. Para iniciar as iteragoes considera-se que Jg‘“ = Jve Tptt =T

Entao, calcula-se o incremento de temperatura da seguinte forma:
1 1\—1 1
AT = — (T4 R+ (3.20)

O procedimento iterativo continua, resolvendo-se o sistema (3.20)) para ATj"H, em
cada novo passo do processo iterativo, até que a solugao convirja. Quanto ao critério de

convergéncia adotado, optou-se por [19]:

_Im (3.21)
FIpntl , :
5Tl
onde ¢ é a tolerancia exigida, || - || ¢ a norma euclidiana, AT ¢ a alteragio ao campo

de temperaturas na iteragao j e Tj"+1 ¢ a temperatura atual.

Também ¢é destacado que uma vez utilizado elementos isoparamétricos para calcular

as integrais em ((3.10)), (3.11)) e (3.12)) empregam-se as férmulas da quadratura Gaussiana

em que as propriedades do material sao calculadas em cada ponto de Gauss em funcao
da temperatura nesses pontos.

Na literatura encontram-se modificagoes e melhorias adotadas juntamente com o
método de Newton para resolver o sistema de equagoes nao-lineares e até mesmo métodos
alternativos. Em [27] o método de Newton baseado em busca linear foi aplicado para
o problema de mudanga de fase, enquanto em [24] o método de Picard é descrito. Mais
formulagoes e discussoes sobre o sistema nao-linear desse problema podem ser encontradas

em [28].

3.5 Formulacoes para o problema de mudanca de fase

A analise de processos de conducao de calor envolvendo mudanca de fase é importante
para muitas aplicagoes praticas como vimos anteriormente. Devido a isto sao encontrados
na literatura um grande niimero de métodos numéricos para a resolucao da equacgao da
conducao de calor . Os métodos numeéricos encontrados podem ser divididos em dois
grandes grupos: métodos de malha fixa [I8, 29] e métodos de malha mével [30, BT, [32].
Nos métodos de malha mdvel um conjunto de equacoes de conservacao é aplicado

separadamente a cada uma das regioes de fases sdlida e liquida; devem ser aplicadas
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condicoes de continuidade da temperatura e do fluxo do calor a interface entre as regioes;
a malha computacional deve ser modificada em ambas as fases a cada instante de tempo
para rastrear corretamente a localizagao da interface. Nesses métodos a equagao da energia
(calor) normalmente é formulada em termos da temperatura.

Nos métodos de malha fixa, por outro lado, o conjunto de equagoes de conservacao
¢ empregado em todo o dominio computacional, ou seja, ¢ usado a mesma equagao em
ambas as fases solido e liquida e nao sao necessarios condicoes de interface.

Neste trabalho utilizou-se os métodos de malha fixa. Destacam-se trés tipos de
métodos na literatura:

e Método Direto (Método da Capacidade Efetiva);

e Método da Entalpia;

e Método da Fonte de Calor.

No Método Direto ou Método da Capacidade Efetiva, o tratamento da liberacao ou
incorporacao do calor latente ¢é feito diretamente na definicao do calor especifico ¢ do
material [18], o qual é artificialmente aumentado sobre o intervalo em que ocorre mudanca
de fase. No Método da Entalpia define-se o calor especifico em termos da entalpia H do
material, que é uma fungao mais suave do que a do calor especifico [29], ou seja, a entalpia
¢ uma funcao linear por partes e o calor especifico é uma funcao descontinua. Por fim,
no Método da Fonte de Calor [26] o problema acima referido é associado a parcela que
corresponde a geracao de energia interna de calor, também conhecido como termo fonte
de calor, na equacao de conducao de calor quando este é levado em consideracao em um
problema.

Nos métodos de malha fixa, a posicao da interface geralmente estd em uma localizagao
desconhecida entre os ndés do elemento do dominio do problema e a evolucao do calor
latente é tratada em termos do calor especifico dependente da temperatura. Por esta
razao € introduzida uma nova variavel: a entalpia H, a qual pode ser calculada como a
soma do conteiudo do calor sensivel e calor latente.

Para um problema isotérmico, ou seja, quando a mudanca de fase ocorre em uma

temperatura fixa 7,,,, a entalpia pode ser definida como segue [4]:

fTT f es(T) dT, para 1" < T},
fT::f cs(T) dT + L + f;:n o(T) dT, paraT > 1T,

H= (3.22)
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onde T, ¢ a temperatura de referéncia [6], 7;, é a temperatura de mudanca de fase, ¢ e
¢ sdo, respectivamente, os calores especificos da fase sélida e liquida e L é o calor latente.
Para o caso onde a mudanca de fase do material ocorre em um intervalo de

temperaturas AT = T; — T,, a entalpia pode ser definida por:

fq? P cs(T) dT, para T' < T
H = fTSf cs(T) dT + qu; (%% + ¢4(T)) dT, paraT, <T <T; (3.23)
Jo, es(T) dT + L+ [7' cp(T) dT + [ ei(T) dT, para T > T,

onde Ty e T} sao, respectivamente, as temperaturas solidus e liquidus e cy ¢ o calor
especifico no intervalo de temperaturas T, < T < T;.
Com a anterior definicao da entalpia e nao considerando fontes ou sumidouros de calor,

a equacao da conducao de calor pode ser escrita da seguinte maneira:

OH

= =V (V) (3.24)

Lembrando que o calor especifico se relaciona com a entalpia através da defini¢ao ([2.1)

como:
dH
= — 3.25
©Tar (3.25)
e ainda que a entalpia é apenas funcao da temperatura
OH dHOT
il 3.26
ot dT ot ( )
a equagao (3.24]) pode ser escrita na forma mais usual por:
or

e, dessa forma, pode-se resolver o problema da liberagao (ou incorporagao) do calor latente
pela correta definicao do calor especifico. Encontram-se na literatura algumas formas de
aproximacao do calor especifico usado na equagao (3.27)), sendo possivel definir o Método

da Capacidade Efetiva e o Método da Entalpia que serao descrito nas secoes seguintes.
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3.5.1 Meétodo da Capacidade Efetiva

No Método da Capacidade Efetiva, o calor especifico pode ser calculado diretamente a
partir das equagoes (3.23). Assim considerando-se que a libera¢do (ou incorporagao)
de calor latente ocorre de maneira uniforme ao longo do intervalo de mudanca de fase

T, <T <1}, ou seja
dL L

dar ~ T-T,
e considerando que o calor especifico das fases sélida, liquida e mushy sao constantes, o

calor especifico ¢* é dado por:

Cs, para T' < T
¢ =9 ¢+ gte, para T, <T<T, (3.28)
c, para T’ > 1;.

A Figura[3.T] mostra a variagao tipica do calor especifico ¢* e da entalpia H em fungao

da temperatura.

Hc* H(T)
c*(T)
} >
T, T
AT

Figura 3.1: Grafico tipico de H e ¢* em fungao da temperatura.

Pode-se ver que este cédlculo direto do calor especifico necessita manter um intervalo
de temperaturas para a evolugao do calor latente, caso contrario, a capacidade de calor
efetiva ¢* torna-se infinito. Este método portanto pode nao modelar com precisao uma
mudanca de fase isotérmica devido a necessidade de um intervalo de temperaturas.

O principal problema no contexto da modelagem numérica é que a informagcao do calor
latente situado na zona de mudanca de fase pode estar contido em um estreito intervalo

de temperatura, entre pontos de integracao ou entre os nés do elemento durante um
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tinico passo de tempo e ser perdido (ver Figura . Isto impoe restricoes no tamanho do
passo de tempo e do espacamento na analise numérica. Também podem ocorrer oscilagoes
numéricas devido ao comportamento do calor especifico ao redor do intervalo de mudanca
de fase se assemelhar a fungao delta de Dirac [I§] e isto dificulta a convergéncia da

solugao [5].

Fase solida O Nos do elemento

x Pontos de Integragdo

Zona de mudancga de fase

—— Fase liquida

Figura 3.2: Ilustragao de um elemento finito com uma possivel localizagao da frente de

solidificagao (figura adaptada de [4]).

3.5.2 Meétodo da Entalpia

O Método da Entalpia consiste em representar o calor especifico ¢* em de forma
mais suave fazendo o uso da entalpia, como pode ser observado na Figura . Alguns
autores [4, B, 18, 24], B3] afirmam que esse recurso evita erros numéricos que acontecem
quando se usa o Método da Capacidade Efetiva acima descrito.

Podem ser encontradas na literatura varias técnicas para a determinacao do calor
especifico, por exemplo em [5]. Assim, interpolando a entalpia no interior dos elementos

finitos utilizando as mesmas fungoes de forma para aproximar a temperatura 71"
Hixt) = > Hi(t)oi(x), (3.20)
i=1

na qual ¢; sdo as fungoes de forma (as mesmas utilizadas para aproximar a temperatura),
H; os valores nodais da entalpia e n o nimero de nés do elemento, alguns métodos foram

propostos [5] para a obtencao do calor especifico, tais como:

dH  OH  9H

Oz 4 Oy | 0z
or T or T or
oz oy 0z

*

1
o —

=3 , (3.30)
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ou a forma de Del Giudice et al. [34] dada por

= : (3.31)

¢ = . . (3.32)

Nota-se que em partes do dominio em que o campo de temperaturas é uniforme,
situacao muito frequente no inicio do processo transitorio, nenhum dos métodos acima
¢é aplicavel, sendo necessario, nestes casos, recorrer ao calculo direto do calor especifico

dado pela equagao (3.28). Além disso, considera-se neste trabalho o uso do calor especifico
dado pela equagao (3.32)).

3.5.3 Integragcao descontinua

Aqui sera apresentado uma modificacao do método da capacidade efetiva com o objetivo
de contornar alguns de seus problemas numéricos como o erro cometido durante a
integracao numérica do termo da matriz de massa que envolve o coeficiente ¢* dado pela
expressao , que é uma funcao descontinua. Antes, um simples experimento que
demonstra o uso da quadratura de Gauss em fungdes do tipo (3.28]) sera apresentado a
fim de motivar o método.

A integragdo numérica de uma fungao descontinua similar aquela do coeficiente c*
do método da capacidade efetiva foi analisada com o método de Gauss para diferentes
nimeros de pontos. O estudo considerou os mesmos parametros de um problema que sera
apresentado posteriormente (ver Segao e utilizou diferentes intervalos de mudanca de
fase AT'. Entretanto, aqui nao se considerou as contribuicoes da matriz de massa, apenas
a integracao de uma funcao tipo aquela dada pela equacao .

A Tabela[3.1|apresenta o erro relativo cometido na integracao de uma funcao do tipo ¢*
dada por para diferentes niimeros de pontos de integracao. Observa-se claramente
que em varios casos o erro cometido ¢ inaceitavel e em apenas alguns poucos casos para

AT = 3°C o erro é pequeno. Ainda assim, nesse caso se o interesse ¢ em um problema
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de mudanca de fase isotérmico a escolha de um intervalo de temperatura artificial como

AT = 3°C pode resultar em um distanciamento da solucao do problema.

erro relativo
n| AT =05 AT =1 AT =3
1| 0.9336 0.9336  0.9336
2 3.7343 1.4004  0.2334
3| 0.9336 0.3631  0.2853
4| 0.9336 0.9336  0.2334
51 1.3006 0.1835  0.0985
6| 7.5041 0.0916  0.2334
71 0.9336 0.6104  0.0105
8| 0.5308 0.3176  0.1898
9| 0.2829 0.3253  0.0407

Tabela 3.1: Erro relativo cometido na integracao de Gauss com diferentes ntimeros de

pontos (n) para uma fungao descontinua.

Tendo em vista a discussao anterior, uma modificacao baseada na integragao numérica
do método da capacidade efetiva sera discutida.

Relembra-se que um problema numérico que pode ocorrer quando se usa o calor
especifico, definido na equagao é que durante um processo de solidifica¢ao/fusao
o calor latente liberado/incorporado que estd na zona de mudanca de fase pode estar
situado no interior do elemento entre pontos de integracao. Nessa situacao a contribuicao
do elemento para os termos da matriz de massa, que contém o calor especifico sera perdido,
j& que como se pode verificar na Figura [3.2] o calor especifico nos pontos de integragao
possui valores correspondentes a fase soélida e a fase liquida, mesmo que no interior do
elemento esteja ocorrendo mudanca de fase.

Em razao disso, a ideia de usar integracao descontinua no método da capacidade
efetiva é fazer a separacao das regices sélida, liquida e zona mushy no elemento para
que a informagao do calor latente nao seja perdida na regiao de mudanca de fase como
mencionado acima.

Neste trabalho, o desenvolvimento da integragao descontinua sera para um problema

de solidificacao e refere-se a um dominio unidimensional. Em outros trabalhos diferentes
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técnicas para se realizar uma integracao numérica descontinua como, por exemplo, em
elementos triangulares foram apresentadas [21, [33], 35].

O primeiro passo é dedicado a separacao ou identificacao das regioes sélida, liquida
e/ou mushy no elemento através da determinagao da posicao da interface. Tendo em vista
que na regiao de mudanca de fase, onde se encontra a interface, existem as temperaturas
T,, T, e T; que sao temperatura solidus, temperatura de mudanca de fase e temperatura
liquidus, respectivamente, a posi¢ao de cada uma dessas temperaturas no elemento ¢é feita

da seguinte forma:

&+1.0

& = 2m Lz = (g - ) + (3.33)
. LT L&+ 10
§ = 27—jj+1—_§—jj L = ZT(%‘-H — ;) + ;. (3.35)

onde T} e Tj1; sao as temperaturas nos nés da esquerda e direita do elemento; £, £ e &
sao as posigoes, no sistema de coordenadas do elemento de referéncia, da temperatura
solidus, temperatura de mudanca de fase e temperatura liquidus, respectivamente,
enquanto que no sistema de coordenadas globais do elemento as posicoes sao dadas por
Ty, Ty, € T,

As seis possiveis regioes que foram identificadas em um elemento estao registradas na
Figura |3.3] a qual representa por S a regiao sélida, por M a regiao de mudancga de fase

(regiao mushy) e por L a regiao liquida.
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(d) (e) (f)

Figura 3.3: Separacdo de um elemento em vérias regides distintas: (a) elemento com
regices solida, mushy e liquida; (b) elemento com regides mushy e liquida; (c) elemento
com regides solida e mushy; (d) elemento totalmente sélido; (e) elemento totalmente

elemento mushy; (f) elemento totalmente liquido.

Apos identificar cada regiao no elemento, o segundo passo a ser feito é integrar de forma
adequada cada uma delas usando o procedimento da quadratura de Gauss (padrao) e, por
fim, somar a contribuicao de cada regiao para que seja feito o cadlculo completo da matriz
de massa do elemento.

Aplicando a técnica da quadratura de Gauss, a integral de qualquer fungdo Z no

elemento €2, pode ser calculado da seguinte forma:

/ Z(x) = /Q Z(x(&))detd d§ =Y Zi[detT|W; (3.36)

i=1

onde w é o numero de pontos de Gauss, Z; e W;, i = 1,--- ,w sao os valores do integrando
e 0s pesos nesses pontos, e detd é o determinante do Jacobiano obtido através da relagao
do sistema de coordenadas de referéncia em 2. para o sistema de coordenadas principal

em (),
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4 Resultados

Nesse capitulo os detalhes da implementacao e dos experimentos computacionais
realizados neste trabalho serao descritos. Os diversos experimentos computacionais foram
realizados com o objetivo de se comparar a eficacia e precisao de cada uma das formulacoes

de elementos finitos para o tratamento de problemas de mudanca de fase.

4.1 Implementacao computacional

Os experimentos numéricos realizados neste trabalho foram baseados em uma
implementagao computacional dos métodos numéricos descritos anteriormente utilizando
a linguagem de programagao Python [36] com suporte para computacdo cientifica
(processamento de vetores e matrizes) através das bibliotecas NumPy [37] e SciPy [38].
Para a solucao numérica de sistemas de equacoes lineares foi utilizada a implementacao
da fatoracao LU disponivel na biblioteca NumPy e para encontrar raizes de equagoes nao-
lineares, como no calculo A definido na equagao foi utilizada as fungoes do pacote

optimize da biblioteca SciPy.

4.2 Problema 1D de solidificacao

Este problema considera a solidificacao de uma placa semi-infinita, inicialmente na fase
liquida com uma temperatura inicial T, superior a temperatura de mudanca de fase, isto
é, Ty > T,,. O dominio de solucao para andlise da solidificacao ocorre em um retangulo
com comprimento de 4 metros e de altura 0.05 metros, que foi considerado como um
dominio unidimensional finito Q = [0,4], conforme ilustra a Figura 1.1} Nota-se que o

elemento finito na direcao y possui altura equivalente a 0.05 metros.
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Figura 4.1: Dominio de solucao para a analise de solidificagao de uma placa semi-infinita.

(Figura adaptada de [4])

No instante de tempo inicial a temperatura no extremo esquerdo da placa é reduzida
bruscamente e mantida constante em T,, = —45°C durante toda a simulacao. Considera-se
também que o coeficiente de condutividade térmica, o calor especifico e a massa especifica
de ambas as fases, liquida e s6lida, sao iguais e constantes [5], como descrito na Tabela

a seguir.

Tabela 4.1: Dados do problema de solidificagao unidimensional

Dados Valor Unidade
Condutividade térmica ks =k =108 W/m°C
Massa especifica ps=p =10  kg/m?
Calor especifico cs=c=10 J/kg°C
Calor latente L =70.26 J/kg
Temperatura inicial Ty = 0.0 °C
Temperatura na fronteira T, = —45 °C
Temperatura de mudanca de fase 7, = —1.0 °C

A solucao analitica para esse problema pode ser obtida de acordo com a formulagao
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descrita anteriormente na Secao [2.4.2] Os estudos aqui realizados utilizaram a solugao
analitica com A\ = 0.506465 [4] e considerou como referéncia um ponto localizado em z = 1
m.

Experimentos computacionais foram realizados utilizando-se o método de KEuler
implicito, enquanto que para a solucao do sistema de equagoes nao-lineares o método
de Newton modificado, como descrito anteriormente, foi utilizado com uma tolerancia
de 1073 para o critério de parada. Diferentes discretizacoes do dominio espacial foram
consideradas, entretanto, nos experimentos descritos a seguir uma malha computacional
de 48 elementos de mesma dimensao, ou seja, h = 0.083 m foi utilizada. Os parametros
tais como o tamanho do passo de tempo At e o intervalo de temperatura onde ocorre a
mudanca de fase AT sao dados por 0.001 segundos e 0.5°C, respectivamente.

Para esse problema o nimero de Stefan é dado por

(T —Ty)  1.0(—1.0 — (—45))
Ste = ; = T ~ (.63,

que como discutido anteriormente, devido a razao entre o calor especifico e latente,
representa um desafio aos métodos numéricos ja que ocorre mudanca de fase.
A seguir os resultados obtidos com os diferentes métodos considerados neste trabalho

sao apresentados.

4.2.1 Capacidade Efetiva

O Método da Capacidade Efetiva (MCE) faz uso do cdlculo direto do calor especifico
e, portanto, é preciso considerar um intervalo de temperatura onde se supoe ocorrer
a mudanca de fase. Lembrando que esse intervalo de temperaturas nao deve ser de
grande dimensao para evitar que a simulacao numérica se afaste muito do problema de
solidificagao original, mas também nao deve ser pequeno demais para evitar que erros

numéricos ocorram.
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Figura 4.2: Evolucao da temperatura com o tempo no ponto x = 1 m.

A Figura apresenta o resultado obtido no problema de solidificacao com o método
da capacidade efetiva. Observa-se que a evolucao da temperatura no ponto xr = 1 m nao
corresponde satisfatoriamente com a solucao exata. Pode-se perceber que no tempo t =
0.7 s aproximadamente a mudanga de fase na solu¢ao numérica ocorre antecipadamente em
relacao a solugao analitica, que ocorre em t = 0.9 segundos, aproximadamente. Ressalta-
se que embora diferentes intervalos de mudanca de fase AT, diferentes passos de tempo
e espagamentos, ou diferentes nimeros de pontos de integracao de Gauss tenham sido
testados, nenhuma combinacgao obteve uma solugao razoavelmente satisfatoria neste caso.

Esse comportamento do MCE nesse problema teste foi reportado em [5] e também
foi observado neste trabalho. A grande dificuldade do método em encontrar uma solugao
apropriada neste problema de mudanca de fase isotérmico é devido ao uso do intervalo
de temperatura de mudanca de fase artificial. Do ponto de vista numérico, a informagcao
sobre o calor latente pode estar contida em uma pequena faixa de temperaturas e a mesma
pode nao ser capturada corretamente se a mudanca de temperatura em um passo de tempo
passar pelo intervalo de mudanga de fase [I§].

A seguir sao apresentados os resultados com dois métodos que contornam os problemas

enfrentados pelo MCE na solucao deste problema.
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4.2.2 Capacidade Efetiva com Integracao Descontinua

A Figura [4.3] apresenta a evolugao da temperatura no ponto x = 1 m quando o método

da capacidade efetiva é utilizado fazendo uso da integracao descontinua discutida na

Seqdo [3.5.3]

2 T T T
| | — Solugdo Exata

~— Solu¢dao Numérica

D b N
6 _4 .............................................................................................................
N

g O e N

s

5] _8 .............................................................................................................

%

:
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190 05 1.0 15 2.0
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Figura 4.3: Evolucao da temperatura no ponto = 1 m usando o método da capacidade

efetiva com integragao descontinua.

Observa-se na Figura (4.3) que aqui ha uma boa concordancia entre o resultado obtido
pelo c6digo implementado e a solugao exata dada por [4]. Ressalta-se que, embora a
mesma formulagao para o tratamento da mudanca de fase tenha sido utilizada (capacidade
efetiva) no presente caso e no anterior, a tnica diferenga entre eles foi o uso da técnica
de integracao descontinua que separa o elemento finito em diferentes fases para realizar
a integracao numérica. Portanto, fica claro a dificuldade da integracao numérica adotada

em integrar corretamente a funcao descontinua associada ao método da capacidade efetiva

(ver Figura[3.1).

4.2.3 Entalpia

Como mencionado anteriormente, existem vérios recursos na determinacao do calor

especifico usando a entalpia, a qual é uma funcao mais suave do que o calor especifico.

Em [5] sdo sugeridas algumas aproximagdes para o termo cx = %. Neste trabalho
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considerou-se apenas a representacgao dada pela equacao ((3.32)).
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Figura 4.4: Evolucao da temperatura no ponto x = 1 m usando o método da entalpia

com a aproximagao de Morgan et al [3].

Pode-se observar que o método da entalpia, assim como o método da capacidade
efetiva com uso de integracao descontinua obtém resultados satisfatérios que estao em
boa concordancia com a solugao exata do problema.

Nesse caso, como a entalpia é uma fungao mais suave (linear por partes, ver F igura
do que o calor especifico direto (usado no método da capacidade efetiva), o resultado da

integracao numérica ¢ melhor e, portanto, a aproximagao numérica também.

4.2.4 Frente de solidificagcao e erro numérico

Nas segoes anteriores foram apresentados o histérico de temperaturas ao longo do tempo
para um ponto fixo do dominio (z = 1 m) utilizando os métodos da entalpia e da
capacidade efetiva. Nesta secao também serd apresentado o histérico de temperaturas
ao longo de tempo em x = 1 m juntamente com outras visoes da solu¢ao do problema de
solidificagao unidimensional tais como a distribui¢ao da temperatura no tempo final ¢t = 2
segundos e a evolucao da frente de solidificacao. Em seguida serd ilustrado o erro relativo

para uma avaliacao geral da precisao do método utilizado nesse problema. A precisao é



54
quantificada pelo erro dado da seguinte forma:

||Tn _Ta”

Erro =
| Tl

(4.1)

onde T, e T, sdo as solucoes numéricas e analiticas, respectivamente e || - || a norma
euclidiana.

A Figura apresenta diferentes visoes da solucao do problema de solidificacao
unidimensional e as respectivas aproximacgoes numéricas obtidas para o mesmo utilizando

o método da capacidade efetiva com o uso de integragao descontinua.
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Figura 4.5: Comparagoes da solugao analitica e da solucao numérica pelo método dos
elementos finitos usando a formulacao da capacidade efetiva com integragao descontinua.
(a) evolucdo da temperatura para o ponto z = 1 m; (b) distribuigdo de temperatura no
tempo t = 2 s; (c) evolucao da frente de solidificagao ao longo do tempo.

Nota-se que para uma discretizacao particular (h = 0.083 m, que corresponde a
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uma malha de 48 elementos ao longo de x, At = 0.001 s e AT = 0.5°C) o modelo
numérico aproxima de forma satisfatoria a resposta exata do problema unidimensional de
solidificacao capturando detalhes importantes da solugao. A Figura[d.5 mostra o histérico
de temperatura no ponto xr = 1 m, a temperatura em ¢t = 2 segundos assim como para a
evolucao da frente de solidificagao ao longo do tempo.

Em seguida, utilizando as métricas para o calculo do erro entre as solugoes analitica e
numérica, definidas na equagao (4.1)), o erro relativo em cada um dos graficos anteriores foi
calculado para diferentes passos de tempo, sendo que os seguintes valores foram utilizados:
At = {0.0005,0.001, 0.0025,0.004, 0.005} segundos.

A Figura mostra os erros para a evolugao da temperatura no ponto x = 1 m
no grafico , a distribuicao de temperatura no tempo t = 2 s no grafico e a
evolucao da frente de solidificagao ao longo do tempo no grafico .

Fica evidente nessa figura que o tamanho do passo de tempo influencia de forma
significativa no valor do erro, ou seja, em geral quanto menor é At, menor serd o erro
relativo.

Percebe-se que para a maioria das discretizagoes analisadas nesse estudo, Figura 4.6} o
erro é menor do que 5%. Além disso, mostra-se que os erros obtidos para as Figuras[4.5(b)|
e tiveram valores menores do que 2% e valor menor do que 3% na Figura .

Fachinotti et al. [20] simularam em seu trabalho um problema de solidificagao
unidimensional similar com o apresentado acima, porém utilizando uma malha com poucos
elementos triangulares e obtiveram valores pequenos para o erro relativo para diferentes
discretizacoes, a partir de um determinado tamanho de passo de tempo, exceto para a
malha mais grosseira. Em seu trabalho os erros obtidos para diferentes discretizagoes
tiveram valores abaixo de 5% na maioria dos casos. Além disso, observa-se que os erros
relacionados com a evolucao da temperatura em x = 1 m apresentam valores maiores do

que na distribuicao da temperatura no tempo final e na evolucao da frente de solidificacao,

com resultados qualitativamente semelhantes observados nas Figuras|4.6(a)l, {4.6(b)[e|4.6(c)|

deste trabalho.

Analisando a precisao dos resultados dados pela Figura observa-se boa
concordancia com os resultados reportados por Fachinotti et al. [20] mesmo que tenham
sido usados métodos e malhas diferentes na resolucao do problema. Foram utilizados

nos resultados obtidos nesta secao elementos quadrilaterais idénticos, esquema de Euler
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Figura 4.6: Precisao do método da capacidade efetiva com uso de integracao descontinua
em termos da discretizacdo do tempo. (a) evolu¢do da temperatura em z = 1 m; (b)
distribuigao da temperatura em ¢ = 2 s; (c) evolugao da frente de solidificacao.

implicito para discretizacao temporal, método de Newton para resolver o sistema nao-
linear e uma formulacao do método da capacidade efetiva com uso da integracao
descontinua. Por outro lado, os resultados de Fachinotti et al. [20] foram obtidos utilizando
elementos triangulares, esquema de Euler Implicito na discretizacao do tempo, método
de Newton original e uma formulacao diferente para o método da entalpia daquela usada

neste trabalho.

4.2.5 Efeito do intervalo de mudanca de fase

Afim de analisar a influéncia do intervalo de temperatura onde ocorre mudanca de fase é

apresentado nesta secao os resultados obtidos usando o método da entalpia e o método
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da capacidade efetiva com integracao descontinua para diferentes AT. Foram usados um
intervalo de tempo fixo At = 0.001 s e malha de elementos finitos quadrilaterais com
tamanho A = 0.021 m. Em seguida s@o apresentados os erros obtidos para cada AT em
forma de tabela.

Nas Figuras e estao ilustrados o efeito do intervalo de temperatura AT para
o método da entalpia e para o método da capacidade efetiva com o uso da integragao
descontinua respectivamente. Observa-se um comportamento semelhante entre os dois

métodos aqui utilizados.
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Figura 4.7: Evolugao da temperatura no ponto = 1 m usando o método da entalpia.
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Figura 4.8: Evolucao da temperatura no ponto = 1 m usando o método da capacidade

efetiva com integracao descontinua.

Na Tabela 4.2| sao apresentados os erros relativos para os dois métodos utilizando
diferentes intervalos de temperaturas AT. Observa-se que em ambos os métodos (ME e
MCE ID) o erro relativo fica em torno de 5% para AT = 0.25°C, AT = 0.5°C e AT = 1°C.
Nos demais casos, para AT = 2°C e AT = 3°C o erro fica maior do que 5%. Nesse caso,
em particular para AT = 3°C observa-se um erro inaceitavel para esse problema, tanto
pelo ME quanto pelo MCE ID, conforme mostram as Figuras [4.7] e [1.8] Destaca-se que
os menores erros cometidos neste experimento foram obtidos usando-se o método MCE

ID e, em particular, para AT = 0.5°C o erro cometido foi de 2.7%.

Tabela 4.2: Erro Relativo para diferentes intervalos de temperatura utilizando o método
da entalpia (ME) e o método da capacidade efetiva com uso da integracao descontinua

(MCE ID).

AT (°C)
Método 0.25 0.5 1.0 2.0 3.0
ME 3.837 x 1072 3.110 x 1072 6.155 x 1072 8.750 x 1072 1.509 x 107!
MCE ID | 2.975 x 1072 2.749 x 1072 5.773 x 1072 8.584 x 1072 1.531 x 107!

Nota-se, entretanto, que a precisao dos métodos diminui a medida que o intervalo de
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mudanca de fase AT diminui, como pode se observar pelos erros entre AT = 0.5°C e
AT = 0.25°C. Valores ainda menores para AT foram estudados, porém a qualidade da
aproximacao piora, assim como foi observado por Dalhuijsen et al. [18].

Na figura pode-se observar o comportamento mencionado acima apresentando-se
os erros relativos obtidos para diferentes intervalo de temperatura. A curva azul “Erro
temperatura”, representa os erros cometidos para a temperatura ao longo do tempo em
x =1, a curva verde “Erro historico”representa os erros para a temperatura no espaco e
por fim, a curva vermelha “Erro frente” representa o erro para a frente de solidificacao ao

longo do tempo.
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Figura 4.9: Erro relativo para diferentes intervalos de temperatura.

Observam-se a medida que o intervalo de temperatura é reduzido, os erros também sao
reduzidos. Entretanto, para intervalo de temperatura abaixo de 0.4°C aproximadamente,

OS €erros comecam a aumentar.

4.3 Problema 1D de fusao

Este problema considera a fusao de uma placa semi-infinita, inicialmente na fase sélida
com uma temperatura inicial Ty inferior a temperatura de mudanga de fase, isto é, Ty <

T,,. Serd considerado o mesmo dominio de solucao do problema de solidificacao visto
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em [£.2] No instante de tempo inicial a temperatura na extremidade esquerda da placa é
aumentada bruscamente e mantida constante em T,, = 45°C. As propriedades térmicas
do material sao consideradas constantes e iguais paras fases liquida e solida e sao descritas

na Tabela [4.3] a seguir.

Tabela 4.3: Dados do problema de fusao unidimensional

Dados Valor Unidade
Condutividade térmica ks =k =108 W/m°C
Massa especifica ps=p =10 kg/m?
Calor especifico cs=c=10 J/kg°C
Calor latente L =170.26 J/kg
Temperatura inicial Ty =0.0 °C
Temperatura na fronteira T, =45 °C
Temperatura de mudanca de fase T, =1.0 °C

A solugao analitica para esse problema é calculada de acordo com a formulacao dada
por [5] e corresponde a um ponto localizado em z = 1 m com A\ = 0.506465 [4].

Neste experimento utilizou-se uma malha de 48 elementos quadrilaterais de
comprimento h = 0.083 m, intervalo de mudanga de fase AT = 0.5 °C, tamanho do
passo de tempo At = 0.001 s e tolerancia no método de Newton de 1073.

Nas Figuras e sao apresentados os resultados obtidos pelos métodos da

capacidade efetiva (sem o uso da integracao descontinua) e entalpia, respectivamente.
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Figura 4.10: Evolucao da temperatura no ponto x = 1 m utilizando o método da

capacidade efetiva.
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Figura 4.11: Evolucao da temperatura no ponto = 1 m utilizando o método da entalpia.

Como presumido, devido ao resultado obtido na Secao [4.2.1], o método da capacidade

efetiva nao se aproxima de forma satisfatoria da solugao exata do problema unidimensional
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de fusao da mesma maneira que o método da entalpia.

4.4 Problema 2D de solidificacao

Este tultimo problema consiste na solucao de um problema de solidificacao usando
elementos bidimensionais de uma regiao quadrada medindo 4 m cada lado. Inicialmente, a
regiao considerada esta na fase liquida com uma temperatura T superior a temperatura
de mudanca de fase T,,. No instante de tempo inicial a temperatura nas faces z = 0
e y = 0 é reduzida e mantida constante em 7T,, = —45 °C. Consideram-se constantes
as propriedades térmicas do material e iguais para as fases liquida e sélida, conforme

mostrado na Tabela .41

Tabela 4.4: Dados do problema de solidificacao bidimensional

Dados Valor Unidade
Condutividade térmica ks =k =108 W/meC
Massa especifica ps=p =10 kg/m?
Calor especifico cs=c=10 J/kg°C
Calor latente L =170.26 J/kg
Temperatura inicial Ty = 0.0 °C
Temperatura na fronteira T, = —45 °C
Temperatura de mudanca de fase 7, = —0.15 °oC

Os resultados para a variagao da temperatura com o tempo nos pontos x =1, y = 1
exr = 2,y =1, usando At = 0.001 segundos e AT = 1.0°C s@o comparados com 0s
resultados encontrados em [29].

Mostra-se na Figura a discretizacao de elementos finitos usada no problema
em conjunto com a da distribuicao de temperaturas em diferentes instantes de tempo.
Destaca-se nas figuras os pontos localizados em (1,1) e (2,1), os quais foram utilizados

na obtencao e comparacao dos resultados.
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(c) t=2 (d) t=3

Figura 4.12: Evolucao da distribuigao de temperatura em diferentes instantes de tempo.

Nas Figuras e apresenta-se a evolucao do campo de temperatura nos dois
pontos distintos utilizando os métodos da entalpia (ME) e da capacidade efetiva (MCE),
respectivamente. Observa-se, de forma geral, uma boa concordancia dos resultados aqui
relatados com aqueles apresentados por Morgan et al. em [29]. Ressalta-se que Morgan et
al. [29] utilizaram o método explicito de Lees [25] para a discretizacdo temporal e elementos
finitos de 8 nés para a discretizagao espacial. Além disso, a malha utilizada em [29] é
mais refinada na regiao proxima do contorno onde a condi¢ao de contorno ¢ aplicada.

Finalmente, ressalta-se que, em particular, neste problema o MCE nao apresentou um

resultado ruim como nos problemas relatados anteriormente.
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Figura 4.13: Simulac¢do usando o Método da Capacidade Efetiva (MCE) sem o uso da

3.0

integracao descontinua.

— Morgan (1978), x=1, y=1
—  Morgan (1978), x=2, y=1 | |
— ME, x=1, y=1

ME, x=2, y=1
§ —10t 3 :
S 15k A N
2 i
= 20 s
o — P A . B TIN e
3
= —25}
—30}
35k ......................................................
4 1 1 1 1
?).O 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Tempo (s)
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5 Conclusoes

Este capitulo apresenta as conclusoes finais do trabalho desenvolvido, algumas limitacoes

e possibilidades de trabalhos futuros.

5.1 Conclusoes

Neste trabalho abordou-se a modelagem matematica de problemas de transferéncia de
calor que consideram a mudanca de fase do material. Esta é uma classe de problemas
que possui diversas aplicagoes importantes em varias areas da ciéncia e engenharia, tais
como, por exemplo, na metalurgia entre outras.

A classe de problemas de mudanga de fase mais simples é conhecida como problemas de
Stefan na qual se considera apenas a condugao como principal mecanismo de transferéncia
de calor e possui solucao analitica apenas para alguns casos em que se utiliza geometria
unidimensional. Também podem ser formulados em duas ou trés dimensoes, sendo que
nestes casos, tratamentos numéricos devem ser feitos devido a inexisténcia de solugoes
analiticas. Neste trabalho apresentou-se os modelos matematicos do problema de Stefan
de uma e de duas fases e suas solucoes analiticas.

A modelagem computacional abordada neste trabalho para descrever o processo de
transferéncia de calor de um material sujeito a mudancga de fase, levando em consideracao a
transferéncia de calor apenas por conducao, foi tratada por meio do método dos elementos
finitos. O método dos elementos finitos consiste, essencialmente, na integracao de uma
equacao diferencial em elementos finitos para se escrever uma equagao algébrica discreta
equivalente a equacao diferencial original. Empregou-se o esquema de Euler implicito
na discretizacao temporal e utilizou-se o método de Newton na resolugao de um sistema
nao-linear.

As diferentes formulagoes de elementos finitos abordadas neste trabalho para o
problema de mudanca de fase foram do tipo baseados em malha fixa, tais como o método
da entalpia, o método da capacidade efetiva e uma modificacao do método da capacidade
efetiva que consiste na técnica de integracao descontinua adaptada apenas para problemas

unidimensionais. Em um problema unidimensional foi observado que a solugao numérica
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do método da capacidade efetiva apresentou dificuldades de convergir, enquanto que
nos métodos da entalpia e da capacidade efetiva com o uso da integragao descontinua
obtiveram equivaléncia de resultados e satisfatérios com dados da literatura. Também
em um problema bidimensional, os métodos da entalpia e da capacidade efetiva com
integracao descontinua reproduziram resultados satisfatorios com solugoes encontradas
na literatura.

Assim, pode-se concluir nesse trabalho que focou, principalmente, nos métodos da
entalpia e da capacidade efetiva, que a integracao numérica realizada em um elemento
¢ de grande importancia para a precisao da aproximacao numérica. Quando o MCE
foi utilizado em sua forma classica, em alguns problemas a solucao encontrada nao foi
satisfatéria, enquanto que a sua versao proposta com uso da integracao descontinua foi
capaz de obter resultados satisfatérios proximos do método da entalpia. Ressalta-se que
a estratégia do ME é exatamente suavizar a funcao descontinua do coeficiente usado
no MCE e através dessa suavizagao ¢é possivel obter melhores resultados na integragao

numérica que, consequentemente, resultam em uma melhor aproximagcao.

5.2 Trabalhos Futuros

Como previsoes de trabalhos futuros nesta linha de pesquisa, pode-se estender a
implementacao do método da capacidade efetiva com o uso da integracao descontinua
para outras dimensoes, isto é, adaptéa-la para elementos finitos quadrilaterais, triangulares,
tetraedros e hexaedros.

Também espera-se estudar a insercao do termo convectivo ao problema de mudanca
de fase, uma vez que na maioria dos fenomenos relacionados a transferéncia de calor a
existéncia de movimento e transporte de massa no material estao presentes no material
em estado liquido, tornando-se o0 modelo matemético mais realista [3].

Considerando todas essas possibilidades de melhorias, outra possibilidade seria se
estudar problemas com geometrias mais complexas que requeiram o emprego de malhas
nao estruturadas para uma boa cobertura do dominio e, consequentemente, a aplicacao

em problemas de interesse da industria e engenharia.
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