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“If the doors of perception were cleansed everything would appear as it is, infinite.”

William Blake



Resumo

A investigacao das divergéncias ultravioletas é um passo relevante para o melhor en-
tendimento de uma nova teoria. Neste trabalho as divergéncias de 1-loop no setor do
campo livre sao obtidas para o popular modelo dos Galileons. Os célculos sao realizados
através da técnica generalizada de Schwinger-DeWitt e também por meio dos diagramas
de Feynman. O primeiro método pode ser diretamente generalizado para o espago-curvo,
mas aqui vamos lidar apelas com o limite do espaco plano. Mostramos que a realizacao
ultravioleta da teoria inclui o termo w0*r. De acordo a andlise prévia para o caso da
gravitacado quantica, isso significa que a teoria pode ser modificada para se tornar super-
renormalizavel, mas entao seu espectro fisico inclui dois fantasmas massivos e um escalar
massivo com energia cinética positiva. A abordagem efetiva nessa teoria pode ser per-
feitamente sucedida, exatamente como na gravitacao quantica com derivadas superiores,
e nesse caso o teorema de nao renormalizacao dos Galileons continua valido na regiao de

baixas energias.



Abstract

The investigation of ultraviolet divergences is a relevant step in better understanding of
a new theory. In this work the one-loop divergences in the free field sector are obtained for
the popular Galileons model. The calculations are performed by the generalized Schwinger-
DeWitt technique and also by means of Feynman diagrams. The first method can be
directly generalized to curved space, but here we deal only with the flat-space limit. We
show that the ultraviolet completion of the theory includes the 7047 term. According
to previous analysis in the case of quantum gravity, this means that the theory can be
modified to become superrenormalizable, but then its physical spectrum includes two
massive ghosts and one massive scalar with positive kinetic energy. The effective approach
in this theory can be perfectly successful, exactly as in the higher derivative quantum
gravity, and in this case the non-renormalization theorem for Galileons remains valid in

the low-energy region.
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Capitulo 1

Introducao

Os Galileons sao um novo modelo de campo escalar real. Originalmente foram in-
troduzidos no contexto do modelo da gravitacao de Dvali-Gabadadze-Porrati [21] e tem
atualmente atraido um grande interesse na literatura, sendo responsaveis por inimeras
aplicacoes (veja, por exemplo, [37, 15, 16] e as referéncias contidas nesses trabalhos).
Uma motivagao padrao para se considerar os Galileons é que se assume propriedades nao
convencionais de renormalizacdo para a teoria [32, 36], especialmente quando tratada na
abordagem efetiva da teoria quantica de campos [27, 47, 9].

Resumidamente, os Galileons sao teorias contendo na agao o termo cinético padrao
com duas derivadas e termos de interacao com muito mais derivadas. Como resultado, o
propagador no nivel de arvore é livre de fantasmas de derivadas superiores enquanto que as
possiveis divergéncias tém mais derivadas do que os termos presentes na acao classica resul-
tando assim em uma teoria que nao serd renormalizavel [32, 36]. Essas propriedades fazem
ser interessante uma comparagao entre o modelo dos Galileons e a gravitagao quantica com
derivadas superiores (GQDS) [44, 3] (veja também a referéncia [7] para uma introducao
mais detalhada). O ponto comum entre as duas teorias é a presenca de termos de derivadas
superiores. No caso da GQDS a teoria pode ser renormalizével [44] ou super-renormalizavel
[3]. Entretanto, existe um prego a se pagar: o espectro de particulas da teoria inclui fan-
tasmas [3, 44]. J4 o modelo dos Galileons é muito mais nao renormalizavel, no sentido
de que existem muito mais possiveis tipos de divergéncias. Porém, todas as divergéncias
logaritmicas tém muito mais derivadas do que a acao classica inicial, resultando assim que
o setor de baixas energias da teoria possa ser livre de corregoes quanticas ultravioletas
fortes.

O esquema de construcao de uma teoria que nao é afetada, no limite ultravioleta,



por correcoes quanticas, parece muito atrativo, mas existe um ponto importante para se
verificar. Se existem divergéncias de derivadas superiores no setor do propagador, entao a
teoria efetivamente tem um fantasma massivo. Eliminar esse fantasma do espectro leva a
uma possivel quebra da unitariedade, assim como acontece na GQDS. E exatamente como
na GQDS, podemos tentar formular uma teoria de maneira que os fantasmas sao sejam
gerados em energias suficientemente baixas. Assim, para se explorar a nivel quantico o
modelo dos Galileons de maneira completa deve ser também realizado o calculo direto das
contribuicoes quanticas para o propagador do campo escalar. Esse calculo, no nivel de
1-loop, é o objetivo da presente dissertacao.

No geral, o estado da teoria quantica depende essencialmente da estrutura das di-
vergéncias ultravioletas no setor do campo livre. Pode acontecer que a teoria quantica
seja nao renormalizavel, ou possa ser completada para se tornar renormalizavel ou até
mesmo super-renormalizavel. No tltimo caso a contribuicao de 1- loop pode ser a tinica
que é realmente significativa. Neste trabalho vamos descobrir qual é a situacao para o
modelo dos Galileons, e concluir se a teoria nao é renormalizavel, renormalizavel ou super-
renormalizavel. Vamos aqui nos restringir apenas no limite do espago-tempo plano, pois
esse ¢ suficiente para responder todas as questoes formuladas acima.

A dissertacao se organiza da seguinte maneira: Os Capitulos 2 e 3 sao referentes a re-
visao bibliografica. Sao apresentados resultados importantes da teoria quantica de campos
usual e de seu formalismo funcional, com o intuito de ir fixando as notagoes e nomencla-
turas que serao utilizadas no decorrer do texto. Em especial sera apresentada no final do
Capitulo 3 a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [4]. Esse sera o formalismo padrao
para o calculo das divergéncias de 1-loop para o modelo dos Galileons. A vantagem prin-
cipal dessa técnica é que os calculos podem em principio ser facilmente generalizados para
o caso do espaco-tempo curvo. E importante enfatizar que o objetivo desses capitulos nao
é o de deduzir nem demonstrar os resultados (muito desses de demonstragao complicada)
pois isso ocuparia um espago desnecessario no texto. Varias referéncias sao deixadas a
cargo do leitor.

No Capitulo 4 é apresentada a parte original do trabalho, recentemente publicada em
[35], em que as divergéncias no nivel de um loop sdao obtidas. Na segao 4.1 apresenta-
mos uma breve descricao da acao classica dos Galileons. J4 na secao 4.2 a derivagao
das divergeéncias é realizada por meio da técnica generalizada de Schwinger-DeWitt e as

consequeéncias do resultado sao discutidas na secao 4.3. Na secao 4.4 mostramos como



o mesmo resultado pode ser obtido através da técnica mais convencional dos diagramas
de Feynman. O objetivo principal dessa secao é de cardter ilustrativo e também com a
intencao de termos um maior controle sobre os resultados obtidos.

Por fim, no Capitulo 5 tiramos nossas conclusoes fazendo discussoes adicionais do

resultado e apresentaremos perspectivas futuras de trabalhos relacionados a dissertagao.



Capitulo 2

Campos relativisticos

Este capitulo tem como objetivo fazer uma breve revisao, fixar notagoes e nomencla-
turas relacionadas aos campos relativisticos usados na teoria quantica de campos. Para
uma exposi¢ao mais detalhada sobre o assunto sao recomendados ao leitor as referéncias
28, 38, 40]. Como os Galileons podem ser vistos como um modelo de campo escalar real
sem massa contendo termos de interagao com derivadas dos campos, vamos considerar

neste trabalho apenas o caso particular do campo escalar real.

2.1 Notacao relativistica

Vamos comegar o texto fixando as notagoes e convencoes que serao utilizadas neste
trabalho. Também vamos comecar a definir grandezas fisicas que serao 1teis.

Os indices gregos «, (3, i, v... tomam valores 0, 1,2,3 enquanto que os indices latinos
1,7, k... percorrem os valores 1,2, 3. Denotamos as coordenadas do espaco-tempo quadridi-

mensional de Minkowsky por
= (ct, x), (2.1)

onde ¢ é a velocidade da luz no vacuo e x é o tradicional raio-vetor em trés dimensoes.

Para as funcoes definidas sobre o espaco de Minkowsky convencionamos

p(r) = o) = p(x,t) = @x(1). (2.2)
Durante a dissertagao usaremos a assinatura da métrica (+, —, —, —), isso significa que o

intervalo entre dois eventos infinitesimalmente proximos no espago-tempo pode ser escrito

como
ds* = g, dz'dz” (2.3)

4



sendo
G = g" = diag(1,—1,—-1,-1), (2.4)

a métrica de Minkowski.

J& para os operadores diferenciais, definimos a derivada parcial em relagao a x*

0 10
% =50~ (o¥) (2:5)
e o operador de D’Alembert
1 02

A integragao sobre o espaco quadridimensional é

/dx = /d4x = /dmodacldx2dx3. (2.7)

O quadrivetor de energia-momento de uma particula tinica é escrito como

v =(Zp). (28)

onde p é o momento relativistico tridimensional da particula. A relacao de dispersao entre
a energia e o momento tem a forma
E2
oo 22 2
P'py=me = — =P (2.9)
Para os proximos capitulos vamos adotar unidades em que ¢ = h = 1, entretanto vamos

escrever essas constantes explicitamente quando for necessario.

2.2 A equacao de Klein-Gordon

Entendemos como campo uma funcao dependente do tempo t e das coordenadas espa-
ciais x, isto ¢ p(x,t). Do ponto de vista fisico o campo ¢(x,t) pode ser tratado como um
sistema mecanico com um nimero infinito de graus de liberdade, numerados pelo vetor x,
ou seja, p(x,t) = px(t).

Se é de nosso interesse que o campo ¢(z) descreva quanticamente o estado de uma
particula relativistica, esse deve ser coerente com a relagao de dispersao (2.9). Para en-
contrar qual é a relagdo entre o campo e a equacao (2.9) vamos substituir na mesma no

lugar de F e p, os operadores diferenciais como se faz na mecanica quantica

0
FE  — —1 2.1
_Hat’ p— —iV, (2.10)



ou resumidamente
P — 0", (2.11)
O resultado da substituicao leva a
(O+m?)p =0. (2.12)

A equagao (2.12) é conhecida como equagao de Klein-Gordon e é a equagao bésica que
qualquer campo relativistico que descreva particulas livres deve satisfazer.

A interpretacao da equacao de Klein-Gordon como a equacao de uma particula tnica,
com fungao de onda ¢(x) em analogia com a mecanica quantica de Schrodinger, apresenta
problemas conceituais como estados livres com energias negativas e probabilidade nao
definida de maneira positiva [28, 38]. Entretanto essas inconsisténcias sdo solucionadas

através do processo de quantizacao canonica, que serd alvo de discussao na proxima secao.

2.3 Quantizacao Canonica do campo escalar livre

Como foi salientado na secao anterior, a equacao de Klein-Gordon interpretada como
a equacao de onda de uma tnica particula quantica apresenta problemas conceituais rela-
cionados a ocorréncia de solugoes com energias negativas e probabilidade nao definida
positivamente. Para resolver esses problemas devemos considerar o processo de quan-
tizagao canonica que consiste em reinterpretar as variaveis dinamicas do sistema, o campo
() e seu momento conjugado m(x), como operadores que atuam no espaco dos vetores
de estado e satisfazem relacoes canonicas de comutacao.

De maneira mais detalhada, o processo de quantizacao canonica consiste nos seguintes

postulados:
1. O estado do sistema ¢ descrito por um vetor normalizado | ¢) no espago de Hilbert.

2. O campo ¢(x) e 0 momento 7(x) no momento inicial sdo representados por opera-

dores Hermitianos ¢(x), 7(x), que satisfazem as relagbes candnicas de comutagao

[p(x), (y)] =0, (2.13)

(i), 7(y)] = 0. (2.14)



[p(x), 7(y)] =id(x —y). (2.15)

A cada observével classico A[p, 7] corresponde um operador hermitiano *

A

A= Alp, ]| (2.16)

p=@,m=7"’

atuando no espago dos vetores de estado | v).
3. O valor esperado do observavel A no estado | ¥) é dado por (¢ | A | ).

4. A dinamica do sistema é descrita pelo operador de evolucao temporal U (t,t0) que

satisfaz a equagao de Schrodinger

d o
iUt 1) = HOU(t, 1), (2.17)

onde H (t) é o operador de Hamilton. O operador de evolugao temporal possui as

seguintes propriedades

Ulto,to) =1, (2.18)
Uty to) = Ulta, t1)U(t1, to). (2.20)

A evolucao temporal do operador ¢(x) na interpretagdo de Heisenberg é, por exem-

plo, dada por ¢(z) = Ut (£)p(x)U(¢).

Juntos, os postulados 1,2,3 e 4 constituem o conteido do processo de quantizacao
canonica.

Para ilustrar o procedimento, vamos aplicd-lo ao campo escalar real descrito pela
equacgao de Klein-Gordon (2.12). Introduzindo os operadores na interpretacao de Heisen-

berg

o(x) = U (Oe(x)0(1), #(x) = O (x0T (2), (2.21)

'Em certos casos na construcdo do operador A deve se considerar uma prescricdo adicional sobre o
ordenamento dos operadores ¢(x), #(x). Esse procedimento deve ser realizado de tal maneira que o
operador A seja hermitiano e de maneira que os observaveis fisicos calculados sejam correspondentes as

experiéncias de laboratério.



as equagoes de Heisenberg correspondentes sao

~ ~

Z@(m) = [@(m)v H] 3 Zﬁ'(x) = [ﬁ(m), H] (2.22)

Utilizando o operador de Hamilton correspondente desse modelo

=5 [Es#@) +06@0(@) + m*e ) (2.23)

e os comutadores (2.13), (2.14) e (2.15) chegamos a

Sa) = #(x), #a) = Ap(x) — mp(a). (2.24)

O¢(x) +m2d(z) = 0. (2.25)
A solugao da equagao (2.25) pode ser expressa por meios da série de Fourier

[e"a(p) + eP"al (p)] (2.26)

@) = [ e
2T ) 2@ E)

wa) = —i [ —EPER) iy g 2.27
@ sl ) — il ) 2.7

onde nas férmulas acima p® = E(p) e pr = p,z* = p°t — p-x. Os operadores a'(p) e a(p)
sao conhecidos respectivamente como operadores de criagao e aniquilagao.
Para construir os correspondentes vetores de estado, vamos utilizar as solugdes (2.26)

e (2.27) para expressar H em termos dos operadores d e af 2

i = [ @i e)ilp) (2.28)
Podemos também considerar o operador do momento contido no campo ¢

P = [ @ il p)a(p). (229)
O operador

N = / at(p)a(p), (2.30)

2As férmulas dessa secdo devem ser entendidas através da prescricio adicional de ordenamento dos
operadores conhecida como ordenamento normal. Essa consiste em colocar todos os operadores af a

esquerda dos operadores @ (para uma discussao detalhada do assunto veja [28, 38, 40]).



comuta (por construcio) com os operadores H e P7, sendo assim seus autovetores também
sao autovetores de H e P7. Os autovetores de N correspondem & solucao do oscilador

harmoénico quantico e tem a forma [28, 38, 40, 41]

il (1)l (pu) | 0), (231)

-

‘plf” Jpn>:

=)

onde n é um nimero inteiro e o vetor | 0) é definido como a solugao da equacao

a(p) |0y =0. (2.32)
A equagao de autovalores para N tem a solucao

N|p17"'7pn>:n‘p17'..7p7’L>' (233)

O operador N ¢é conhecido como o operador do nimero de particulas e o estado (2.31) é
conhecido como o estado de n particulas. Através da férmula (2.33) podemos escrever as

seguintes equagoes de autovalores para os operadores P’ e H

Plpi, - Pa)=n(pi+P2+ - +Pu) | P1, Pu)s (2.34)

H | P1,-++ ,Pn) = n(E(pl) + E(p2) + - - —|—E(pn)) | P, Pn)- (2.35)

As equagdes (2.33), (2.34) e (2.35) formam a base para a interpretacdo dos estados do
campo quantico em termos de particulas. Se interpretarmos nimero discreto n como o
numero de particulas, podemos ver que o momento tridimensional total do sistema é a
soma individual dos momentos das particulas e que a energia total é a soma da energia das
particulas individuais, assim como € de se esperar de um sistema de n particulas livres.

A equagao (2.32) nos mostra que
N|0)=0, H|0)=0, P|0)=0. (2.36)

Isso significa que o numero de particulas, a energia, e o momento do estado | 0) sdo zero.
Esse estado é chamado de vacuo.

Como o conjunto de vetores | pi,- -+ ,Pn) sa0 autovetores da Hamiltoniana, esses po-
dem ser utilizados para formar uma base no espago dos estados quanticos do campo escalar

livre. Qualquer estado | ¥) pode ser expandido nessa base através de

| ) :Z/dp:{’...dpz ®,(p1,- ,Pn) | PL, D). (2.37)
n=0

O conjunto de estados (2.37) é conhecido como o espago de Fock.
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2.4 Propagador de Feynman e Funcoes de Green
Para a teoria de Klein-Gordon a fungao de Green D(z, ') definida pela equagao
(O+m? —ie)D(z,2") = —id(x — '), (2.38)

onde i€ é uma constante pequena, é conhecida como Propagador de Feynman. Utilizando

a transformada de Fourier

/ d4p —ip(z—1’)
e a identidade
d4p —ip(x—2a’

na equagao (2.38) podemos encontrar o propagador na representagao dos momentos
D(p) = (2.41)
p)= p2—m?2+ie’ '

A constante infinitesimal i€ nos mostra como devemos tratar os pélos p* = m?

na equagao
(2.41). Nas proximas férmulas, por questao de simplicidade, vamos omitir essa constante.
Entretanto, o propagador de Feynman deve ser sempre entendido como em (2.41).

Pela férmula (2.26) é possivel mostrar que Dp pode ser representado como [28, 38, 40]

D(z,2") = (0 | T{p(z)@(«")} | 0) (2.42)

onde a operagao T significa o ordenamento cronolégico dos operadores

T{@(x)p(x")} = 0(t — ') p(x) () + 0" — 1) () () . (2.43)

A generalizacao da férmula (2.42) para um modelo de campo escalar qualquer, descrito pela
Lagrangiana £(¢, d,¢), é conhecida como funcéo de Green de n pontos ou simplesmente

funcao de n pontos

Gn(w1, 22,7+ wn) = (0| T{@(21)P(22) - - - @(n)} | 0) - (2.44)

A fungao de Green de n pontos representa um dos objetos centrais para o estudo da
teoria quantica de campos. Através dessa quantidade podemos calcular observaveis fisicos
importantes como, por exemplo, as se¢oes de choque de um processo de espalhamento
e as taxas de decaimento de particulas [38, 40]. Em especial as divergéncias de 1-loop
podem ser calculadas através das funcgoes de Green por meio da técnica dos diagramas de

Feynman. Esse assunto sera abordado dentro da teoria dos Galileons na secao 4.4.



Capitulo 3

Métodos funcionais da teoria

quantica de campos

Vamos terminar aqui os capitulos relacionados a revisao bibliogréafica considerando os
métodos funcionais da teoria quantica de campos. Na sec¢ao 3.1 vamos mostrar como a
matriz do operador de evolucao temporal pode ser escrita pela integral funcional, usando
como referéncia [28, 38, 40, 41]. Nas segoes 3.2 e 3.3 vamos seguir [7] e construir o funcional
gerador das funcoes de Green, a acao efetiva e sua expansao em termos dos loops. O
resultado central do capitulo é a féormula (3.50) para a acdo efetiva de 1-loop. Por fim,
vamos expor de maneira resumida o método do tempo proprio de Schwinger-DeWitt. Essa
técnica é uma poderosa ferramenta para calcular as divergéncias da acao efetiva tanto no

espaco-tempo plano como no espago curvo.

3.1 Integral funcional

A dinamica de um sistema quantico é definida pelo operador de evolugao temporal
Ut" ). O elemento de matriz (¢" | Ut",t) | ¢') = (¢", " | ¢, ') representa a ampli-
tude de transicdo entre a configuragdo de campo ¢'(x) no instante de tempo ¢’ para a
configuragao ¢”(x) no momento t”. O objetivo dessa se¢ao é expressar esse objeto por
meio de uma representagao 1til, conhecida como integral de caminho de Feynman ou
simplesmente integral funcional.

Primeiramente vamos considerar, por questao de simplicidade, um sistema quantico
com apenas um grau de liberdade descrito por um tnico operador de coordenada ¢ e um

unico operador de momento p. Seja |¢) o autoestado de posicao e seja |p) um autoestado

11
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do momento, nesse caso sao vélidas as relagoes padroes [41]

qla) = ala), (3.1)
plp) = plp) (3.2)
1 .

(rlq)= NorT : (3.3)

=/dq Q) r:/dp ] - (3.4)

A Hamiltoniana do sistema é H = H (p, )} ,onde H(p, q) é a correspondente fungao

q9=4,p=p’
de Hamilton classica. Considere agora a amplitude de transigao

<q”,t” | q/,t/> — <q// | U(t”,t/) | q/> . (35)
Através da relagao de completeza (3.4), podemos escrever

(@' Ut /dp @ 1) | U | &) (3.6)

Se o intervalo de tempo ¢” — t’ for suficientemente pequeno, é valida a aproximagcao [41]

U’ t)~1- ﬁ(t”—t’)ﬁ. (3.7)
Sendo assim,
lUE ) 1) =~ @ld) =" =) p | H|d) (3.8)

= (rlq) [1 - ,%(t” - t’)H(q’,p)]

<p | q/>€_%(tﬁ_t,)H(q/7p) .

Q

Portanto, utilizando as férmulas (3.8) e (3.3) encontramos

R dp Z q//_q/
L T B e e e S GERL U] S

Seja agora o intervalo de tempo t” — ¢’ arbitrario. Nesse caso podemos subdividi-lo em
N partes iguais de tamanho At =t;, —t; ; ondei =1,.... N —let; <ty <..<ty_1.

Através da propriedade de composi¢ao do operador de evolugao temporal

Ut ) = Ut ty—1) Ulty_1,tn—s) - Ulta, t1) U(ty, t') (3.10)
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e da férmula (3.4) podemos escrever

W' | U ¢) | d) = / dax 1 dg (@ | Tty ) lava) x (311

X {qe | Ultaytr) | @a){an | U(t1, ) | @)

Desde que At possa ser suficientemente pequeno podemos aplicar em cada elemento de

matriz da equagao (3.10) a relagao (3.9) obtendo assim

- dqidp, dgn-1dpn-1 dpn 1
i "t N~ e {—At 12
@ 1O gy~ [ AN DY o {arx (312)
" —qn-1 qN-1 — qN—2 ¢ — ¢ @ — ¢
X[pN AL + PN-1 AL + + P2 AL + » AL
—H(QNA;Z?N) - H(QNJ,Z?NA) — = H((h;pz) - H(qupl)} } .

Para que a equacao acima seja exata devemos considerar o limite em que At — 0 e
correspondentemente N — oco. Nesse caso a expressao no expoente de (3.12) é uma soma

de Riemann para a integral

/tlt dt [p(t)q(t) — H(q(t), p(t))] = Su(t",1), (3.13)

onde Sy (t",t') é a acdo classica escrita no formalismo de Hamilton. Quando N — oo o
nimero de integrais em (3.12) formalmente tende ao infinito, sendo realizada uma inte-
gracao sobre todas as possiveis trajetorias entre ¢’ e ¢” no espaco de fase. Introduzindo a
notagao condensada

N-1 N

L n dq; dp,
DqDp = lim / 1111 ) (3.14)
=1 7

J=1

a equagao (3.12) pode ser escrita resumidamente como

(" 1" q.t) = / DqDp eiSu"1). (3.15)

A equagao (3.15) é conhecida como integral de caminho sobre o espago de fase.

Agora vamos considerar o caso especial em que a funcao de Hamilton é

H(q,p) = ot Vi(g). (3.16)

Substituindo a equagao (3.16) em (3.15) encontramos

@140 = [ Dapp e {3 [p0a0 - B ~vigen]}. e

2m
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Realizando o deslocamento p(t) — p(t) + mq(t) sobre a integral é possivel mostrar que
<q”,t" | ql,tl> — N /Dq e%S(t”,t’)’ (318)

onde S(t",t") = f;n dt L(q(t),q'(t)) é a agdo no formalismo de Lagrange e

i ! p(t)2

N~ = | Dpe nlv zm (3.19)

é nesse caso um fator de normalizagao, pois nao depende de ¢ e nem de p. Por questao de
simplicidade vamos omiti-lo durante o texto.

A equagao (3.18) é conhecida como representagao do elemento de matriz do operador
de evolucao temporal pela integral de trajetéria de Feynman. Essa integral é realizada
sobre todos os possiveis caminhos do espaco das configuragoes em que todas as trajetérias
tem inicio no instante ¢’ no ponto ¢’ e terminam no momento " na posicao ¢”.

Agora considere um modelo de campo escalar descrito pela Lagrangiana L(p, d,¢).
Como explicado no capitulo anterior, o campo ¢ (t) pode ser visto como uma coordenada
generalizada enumerada pelo vetor posi¢ao x. Logo, através do processo de discretizacao

dos campos é possivel repetir todas as consideragoes acima, obtendo o resultado [28, 38, 40]
<<,0”,t” | S0/7t/> _ /D(p G%S(t“,t’)’ (320)

onde S(t" t') = f;ﬁ dt [ Pz L(p,0,p) .

Os experimentos tipicos de teoria de quantica de campos realizados nos aceleradores de
particulas sao processos de espalhamento. Nesses experimentos, inicialmente as particulas
se encontram livres, sao jogadas umas contra as outras, colidem e interagem por um
intervalo de tempo tipico e tornando-se depois livres novamente. Definindo o instante
inicial e final assintoticamente por ¢ — Foo e sendo o estado inicial e final o vacuo a

amplitude de probabilidade de transicao desse processo pode ser escrita como
(0,00 | 0,00) = /Dgp enSlel (3.21)

onde S[p| = [d*z L(p,0,¢) é a agdo total no formalismo de Lagrange. A expressdo (3.21)
¢ conhecida como probabilidade de transicao vacuo a vacuo e sera a relacao béasica para

futuras consideragoes.
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3.2 Funcional gerador das Funcoes de Green e Acao

Efetiva

Um dos objetos mais fundamentais da teoria quantica de campos sao as funcoes de

Green

Gn(xla L2, 7$n) = <T(ﬁ($1)(ﬁ($2) T (,5(33”) > ) (3'22)

onde o simbolo T define o ordenamento cronolégico dos operadores e usamos a notagao
condensada para o valor esperado do vacuo (---) = (0] ---]0). O conjunto das fungoes
de Green G, (x1, 29, -+ ,2,) contém toda a informagao de interesse na teoria quantica de
campos. Através do mesmo tipo de consideracoes utilizada na secao anterior é possivel
expressar o produto de operadores (3.22) por meio da integral funcional

I Do o(x1)p(xs) - - - play) e
o ngpeiS[W] ’

(3.23)

Gn(xla Lo, 7xn)

Podemos, ao invés de considerar individualmente cada uma das fungoes GG,,, introduzir um

objeto que inclui todas as funcoes de Green conhecido como funcional gerador das funcoes

Green Z[J]. Esse é definido por
Z[J) = / Dy Sleitel) (3.24)

onde J(z) é um campo escalar cldssico arbitrario conhecido como fonte e na equagao acima

usamos a notacao condensada de Bryce DeWitt para o produto de dois campos

wJ = /da: o(x)J(x). (3.25)

Através da equagao (3.23) é possivel ver que qualquer fungao de Green pode ser obtida a

partir de Z[J] pela diferenciacao

1 " Z[J]
Cnln o ) = g S )6 () -~ 80 () =0 (3.26)

Um outro objeto fundamental para a teoria quantica de campos é a acao efetiva I'[¢].

Para introduzi-lo, considere o funcional W[.J] definido pela regra

Z[J] = el (3.27)



16

ou de maneira equivalente
WIJ] = —iln Z[J]. (3.28)

Agora considere a quantidade

SWJ] 1 0Z[J] [ Dpp(x)elleren
5J(z)  Z[J]diJ(z) f%iei(smw) = (p(z|J]))- (3.29)

O escalar definido pela férmula (3.29) é conhecido como campo médio ou campo de fundo.
Por questoes de simplicidade vamos denoté-lo por (p(z|J)) = ¢(x|J).
Assumindo que a relacao

SWJ]
0J(z)

¢(z[J) = (3.30)

possa ser resolvida de maneira que a fonte seja expressa como uma funcao do campo de

fundo,
J = J(z]9), (3.31)
definimos a agao efetiva I'[¢] pela transformagao de Legendre
Llo) = (W = D),y - (3.32)

Uma das consequéncias diretas da defini¢ao (3.32) e da férmula (3.29) é a equacdo de

movimento
orfg]  oWI[J]é6J 0J B
o o) 06 ¢5¢ J=-J, (3.33)
isto é,
oL'[¢]
=—J(z). 3.34
=@ (3.34)
A equacao (3.34) é andloga a equagao de campo para a agao classica na presenca do termo
fonte,
05]g]
=—J(z). 3.35
=@ (3.35)

Sendo assim, comparando as equagoes (3.34) e (3.35), podemos ver que a acao efetiva
desempenha na teoria quantica o mesmo papel do que a agao S[p| para a teoria cldssica. Na
proxima secao vamos reforcar essa interpretagao mostrando que na teoria de perturbacgoes
a acao efetiva pode ser escrita como a agao classica mais correcoes quanticas em poténcias

da constante .
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3.3 Expansao em loops da Acao Efetiva

A acao efetiva I'[¢] é um objeto extremamente complicado, sendo assim, na pratica
ela é usualmente calculada em termos da teoria de perturbacao baseada na expansao em
loops. O objetivo dessa se¢ao é revisar esse formalismo.

Considere o funcional gerador das fungoes de Green escrito na forma
Z[J] = eV = /Dgp e (Slelted) (3.36)
Introduzindo a agao efetiva por meio da férmula (3.32), obtemos
A Tlol+6) _ / Dy eh(STel+ed) (3.37)

Utilizando a equagao de movimento (3.34) e realizando a troca de varidvel na integral

© —  + ¢, conhecida como deslocamento de fundo, encontramos
/D(,peh Slp+pl—p &f])_ (3.38)

O funcional S[¢ + ¢] pode ser expandido em uma série de Taylor funcional no campo

quantico ¢(x)

516+l = Slel + Z / day---dens i@ﬁb(%) plar) - pra), (339
ou resumidamente usando as notagoes de DeWitt
S+ = Z §™ = Slg] + i 806l (3.40)
onde _
Snld] = "510) (3.41)

0(x1) -+ 60 (wn)

Usando a férmula (3.40) em (3.38) encontramos
exp (7—1F[¢]) /Dso exp [¢] + 5@Salele + 3 —Sal¢le (3.42)
n=3

- (Tl - S[qﬁ])]}-

Agora, fazendo a substituicao na integral funcional ¢ — h%gp, temos

)
exp <—

i) = [ Do (g[Sl + gesiole+ sl 649

- By (Tl —S[do])}}-
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Para resolver a equacao (3.43) para a acao efetiva vamos utilizar a teoria das perturbagoes.

Assumimos que a acao efetiva possa ser expandida no parametro pequeno h:

(e 9]

g =Y A"T™[g]. (3.44)

n=0
A expansao (3.44) é conhecida como expansao em loops e o parametro n define o niimero
de loops. A substituicao direta de (3.44) na equagao (3.43) nos mostra que na ordem zero

em h a acao efetiva coincide com a acao classica, isto é,
Llg] = S[¢] + Y h"T™[g]. (3.45)
n=1

Assim podemos ver que a acao efetiva pode ser escrita perturbativamente como a agao
classica, mais corregoes quanticas no parametro de loop h. Substituindo a féormula (3.45)

na equagao (3.43), encontramos
(00) = [poen[i(Gesior X s Ga0)
exp (1 = exp || = —S, .
P 2 P eXp |1\ 5210y 2 " 2
_ ﬁﬂwﬁmwul
0
A equacao (3.46) define a teoria de perturbagoes para a ac¢ao efetiva. Ela pode ser resolvida

para cada ordem no parametro i, em particular, na primeira ordem temos
aW%h3/D¢&WMW:(m%&wn4ﬂ, (3.47)

onde utilizamos a integracao gaussiana. Introduzindo a notacao para a forma bilinear da
acao

f = H(e.y) = Suf6] = % , (3.48)

a relagao (3.47) pode ser reduzida a equagao

ﬁ%m:%mDaﬁ. (3.49)

Agora, extrapolando a relagao da algebra linear tr In A = det In A para os operadores,

encontramos

me:%ﬂmﬁ. (3.50)

A equagao (3.50) é conhecida como acao efetiva de 1-loop, sendo a principal férmula para

os calculos de 1-loop na teoria quantica de campos. O simbolo Tr denota o traco funcional

TrA= /dx Az, z), (3.51)
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onde A(z,z) = A(z, y)!y:z e A(x,y) é o niicleo do operador A definido por
A= Az, y)d(z —y). (3.52)

A relagao (3.50) reduz o célculo da agao efetiva de 1-loop ao cdlculo dos tragos funcionais
do operador H. 0O tracos funcionais podem ser calculados, por exemplo, através do método

de Schwinger-DeWitt que serd o nosso préximo assunto.

3.4 Meétodo de Schwinger-DeWitt

A técnica de Schwinger-DeWitt é um formalismo para o célculo agao efetiva e em
particular, de sua parte divergente. O método foi originalmente proposto por Schwinger
[42], sendo estendida por DeWitt [20] para o espago-tempo curvo e generalizada para
operadores nao minimos por A. O. Barvinsky e G. A. Vilkovisky [4]. Em especial, o
formalismo que aqui serda desenvolvido permite realizar calculos no espaco-tempo curvo
com calculos explicitamente covariantes.

A agao efetiva de 1-loop (3.50) depende de parametros externos através da forma bi-

linear da acao H. Considere sua variagao com respeito a esses parametros
ST = %Trf]‘l 6H . (3.53)
O operador H1 pode ser representado como
o= / s eioft (3.54)
0

A equacao (3.54) é conhecida como representacao do operador H! pela integral sobre o

tempo préprio s. Como resultado,

T = —%Tr / dse SH§[T = (5( — %Tr / @ €_iSH> : (3.55)
0 0

S

Logo, além de uma constante aditiva néo essencial, o funcional sT'™" é dado por

_ ' © ds -
o= _'m / 05 st (3.56)
2 0o S

A quantidade

K(z,2'|s) = emisH (3.57)
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é conhecida como nucleo de calor de Schwinger. Esse operador satisfaz a equagao de

Schrodinger,

i%f((:c,xqs) = —HK(z,2'|s), (3.58)

com a condi¢ao inicial
K(z,2'10) =1. (3.59)

O célculo da agao efetiva é entao nesse caso, reduzido ao calculo da quantidade K (z, x'|s)
através da equagao diferencial (3.58). Se o operador H pode ser escrito na sua forma
minima

~ ~

H=0+m’+P, (3.60)

essa equacao pode ser resolvida por uma expansao em séries através do seguinte ansatz

K(z,2'|s) = Ko(z,2'|s) Q(x, 2'|s) . (3.61)
onde
Ko, 2']s) = — e S5 —im?s (3.62)
oL  (4mis)® ’ '

2w é a dimensao do espago-tempo e

oo

Z Pag(z, 2) (3.63)

k=0
Os termos ag(z,z’) sdo conhecidos como coeficientes de DeWitt. Substituindo (3.61) na

equagao (3.58) podemos encontrar a seguinte relagdo de recorréncia para ax(x, z’)
~ ]- I\ A~ o ~ AN
(k + 1)ak+1 + 5(1’ - ) @Lakﬂ =Uay + Pay . (364)

Em particular os primeiros coeficientes, no limite de coincidéncia x = 2/, obtidos a partir

dessa férmula sao, por exemplo,

~

aog(x,x) =1, (3.65)
ay(z,2) =P, (3.66)

1y 1
as(x,x) = 5 P?+ 8 OpP. (3.67)
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Através da férmula (3.61) podemos encontrar a féormula final para a acao efetiva de

1-loop
— ) OOdS 1 i(acfaC')2 .2 >
O / s Tt § (s (2, ) 3.68
2 ' 0o S (47TS)W6 4 kzo(w) ) ( )

Um resultado importante (para sua demonstracao, veja [4]) é que a parte divergente da
acao efetiva corresponde aos trés primeiros termos da série em (3.68). Em especial, as di-
vergéncias logaritmicas correspondem a k = 2, tal que a expressao para a parte divergente

da acao efetiva de 1-loop, na regularizagao dimensional [31], é
— 1
i) — ——/d% do(z, 1), (3.69)
€

onde € = (47)?(2w — 4). Através da aplicagao direta da férmula (3.69) podemos calcular
as divergéncias logaritmicas para teorias em que a parte bilinear da acao pode ser escrita
na forma minima (3.60). No entanto, quando o operador H nao é minimo é necessério
utilizar a generalizagao do método de Schwinger-DeWitt proposta por A. O. Barvinsky e
G. A. Vilkovisky [4].

Para calcular as divergéncias nesse formalismo é necessério reduzir a agao efetiva (3.50),
por meio de manipulacoes algébricas, a quantidades fundamentais conhecidas como tracos

universais funcionais

Tr Oy, 00, - - - Oy —

akﬁ 5(93 - :B/) : (3.70)

Aqui 1/0 é o inverso do operador de D’Alembert e pode ser definido pela transformada

de Fourier

Na referéncia [4] os tragos universais (3.70) foram expressados através de uma expansao

nos coeficientes de Schwinger bastante similar a equacao (3.68), a saber

1 N (=)t *ds s"
Tr aala---aakﬁé(l'—l‘)——mTr/o ?W 8041+ (372)
Z- oo

7
4s

(& =2)ar)| -+ [0 + @ =)o) | Do isV iy, ')
§=0
Também foi mostrado que as divergéncias contidas nesses tracos podem ser expressadas,

no espaco-tempo plano, pela férmula
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1 / QZ 4 g/(ﬁ/_i)2n74
Tr 8#1"'auzn74@5($_$)dw - T dxm, (3.73)
onden >2e
gl(ﬁf.i)%,4 = Guips Guapa * " Guon_spon_a 1+ todas as permutagoes dos indices. (3.74)

As manipulagbes algébricas que sdo necessarias para a aplicagao da férmula (3.73) nao sao
complicadas e estao bastante detalhadas em [4] (veja também [7]). As transformagoes que
iremos utilizar para o cédlculo das divergéncias do modelo dos Galileons serao mostradas

na pratica no decorrer da secao 4.2.



Capitulo 4

Divergeéncias de 1-loop no modelo

dos Galileons

A agao efetiva I'[¢] é um dos principais objetos de interesse na teoria quantica de
campos. Usualmente é calculada em termos da teoria de perturbacoes baseada na expansao
em [oops. Nessa expansao sao encontrados tipicamente termos dependentes de integrais de
Feynman que sao divergentes no limite dos momentos grandes. Isso significa que a teoria
quantica de campos contém divergéncias ultravioletas.

O procedimento especial de reconstrucao de uma teoria de maneira que as divergéncias
nao sejam mais presentes na agao efetiva é conhecido como renormalizagdo (maiores detal-
hes sobre a teoria da renormalizacao podem ser encontrados em varios livros textos como
[5, 11, 28, 38, 40], em especial para o espaco-tempo curvo veja [7]). Teorias nao renor-
malizaveis sao no geral a nivel quantico desprovidas de sentido fisico. Sendo assim é de
grande importancia para um novo modelo de campo considerar o problema de sua renor-
malizacao. Em especial a aproximacao de 1-loop é de grande interesse na teoria quantica
de campos, pois na maioria das vezes é suficiente para encontrar propriedades fisicas de
um modelo, como a renormalizacgao.

O objetivo desse capitulo é desenvolver o cédlculo das divergéncias de 1-loop para o
recente modelo dos Galileons [37, 16, 15]. Na secao 4.1 iremos apresentar uma revisao
bibliografica desse modelo. Na secao 4.2 as divergéncias sao calculadas pela técnica de
Schwinger-DeWitt generalizada por Barvinsky e Vilkovisky [4]. A elegancia desse método
¢é a possibilidade de extensao direta para o espago-tempo curvo mantendo a covariancia
geral em todos os passos das consideracoes. Essa propriedade é vantajosa em relacao a

técnica dos diagramas de Feynman, que necessita para sua aplicacao no espago-tempo

23
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curvo a expansao da métrica no fundo plano g,, = 1, + hy,. Essa expansao nao mantém
explicitamente a covariancia, dificultando os céalculos praticos e interpretacao dos resul-
tados. Vale enfatizar que uma extensao dos cdlculos que serao aqui apresentados para o
espago-tempo curvo é altamente recomendada, pois as principais aplicagoes dos Galileons
estao na Cosmologia.

Para o cédlculo das divergéncias, é necessario também dar um sentido matematico as
quantidades infinitas. Isso pode ser realizado por um procedimento conhecido como regu-
larizagao. Qualquer processo de regularizagao consiste na introducao de novos parametros
de maneira que, quando esses parametros tendem a algum valor definido, as quantidades
calculadas formalmente divergem. Durante todo este trabalho sera usado a regularizacao
dimensional (para uma revisao sobre o assunto veja [31]) sendo as divergéncias expressas
pelo parametro ¢ = (47)%(2w — 4) onde 2w ¢é a dimensao do espago-tempo.

Na secao 4.3 discutimos as propriedades quanticas da teoria dos Galileons baseados nos
resultados obtidos previamente. Veremos que a teoria é nao renormalizavel podendo ser
completada para se tornar super-renormalizavel. Entretanto, neste caso o modelo perde
suas propriedades iniciais como a simetria Galileana, as equacoes de movimento de segunda
ordem e auséncia de fantasmas. Por fim, como estamos lidando aqui apenas com o espaco-
tempo plano, vamos na se¢ao 4.4 repetir os célculos da se¢ao 4.2 por meio dos diagramas
de Feynman, com o objetivo ilustrativo e pedagogico. Uma revisao sobre o método dos
diagramas de Feynman é altamente recomendavel para um melhor entendimento dessa
secao. Veja, por exemplo, [38, 40]. A parte original que serd aqui desenvolvida foi publicada

no artigo [35].

4.1 O modelo dos Galileons

O modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) é um modelo da gravitacdo sobre uma

brana com dimensao 3 + 1 imersa em um volume 5D com a acao [21]
S — M / X V"G Ry[G) + M? / d'z\/ =g Rlg, (4.1)

onde X = (y,a*) é a coordenada, G45(X) é a métrica em cinco dimensoes e R5[G| o
escalar de Ricci 5D. A brana é localizada em y = 0 sendo g,,(x) = Gap(y = 0,2) a
métrica induzida 4D e R[g] o escalar de Ricci quadridimensional. E possivel obter a acao

efetiva 4D integrando pela superficie. Foi mostrado em [32] que o limite de desacoplamento
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do modelo de DGP existe e que a acao efetiva quadridimensional se reduz a uma teoria
de um tunico campo escalar ™ com agao

M5

AS = 5

/ d'r 9,70 r0r . (4.2)

Esse termo apesar de conter derivadas superiores possui a propriedade de que suas equagoes
de campo sao segunda ordem. Outra importante propriedade é a invariancia sob a trans-

formagao
T =7 +bat +c, (4.3)

onde c e b, sao constantes. O parametro vetorial b, corresponde a um deslocamento
constante no gradiente d,m — 9,7 + b,, o que nada mais é do que uma generalizacao
espaco-temporal da simetria de Galileu £ — & + v, da mecanica nao relativistica. Por esse
motivo a equagao (4.3) é conhecida como transformagao Galileana.

E possivel generalizar a estrutura (4.2) associando a ela todos os outros termos que
tém a mesma simetria e que continuam com equagoes de campo de segunda ordem. Na
referéncia [37] foi mostrado que no espago-tempo quadridimensional plano existem apenas

cinco Lagrangianas contendo essas propriedades

L = 7, (4.4)
Ly = %Qmﬁ"ﬂ ,
Ly = 0,mo"n0Or,
Ly = % L w0 (Or)? — 0,70"0" 70, 70O — %@@W@“@”W@Lﬂr@pﬂ
+ 0,m0"0"10,0,m0" ,
L; = é@,ﬂf&“ﬂ(ﬂﬂ)?’ - % , o0 0, mOn — %@@ﬂ@“&”ﬂ?ﬂ@pﬂDﬂ
+ 0,m0"0"10,0,m0 m + % (?ua”wﬁyﬁgﬂ@g@“ﬂ@\ﬂﬁkﬁ

1
+ §a#aywa“a”wagwﬁga%aﬂ — Guwa“(?’jwa,ﬁgwa"ﬁ)‘ﬁmr .
O modelo descrito pela Lagrangina
5
L, = Zciﬁia (4.5)
i=1

onde ¢;’s sao coeficientes genéricos, é conhecido como modelo dos Galileons e o campo 7

¢ conhecido como Galileon.
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Os Galileons tem varias aplicagoes, sendo a maior parte relacionada a Cosmologia
23,9, 1, 13, 12, 14, 18, 30, 34]. No entanto, nesse trabalho ndo vamos entrar nos detalhes
de suas aplicagoes, vamos assumir a Lagrangiana (4.5) e através de cdlculos de 1-loop

estudar as propriedades quanticas da teoria.

4.2 Calculo das divergéncias de 1-loop

Nessa secao vamos mostrar em detalhes o calculo dos contratermos que contribuem
para o propagador da teoria (4.5). Para calcular as divergéncias vamos utilizar o método
de Schwinger-DeWitt generalizado por Barvinsky e Vilkovisky [4]. Em resumo, a técnica
consiste em realizar manipulagoes algébricas para reduzir a agao efetiva de 1-loop (3.50)
em partes menores conhecidas como tracos funcionais universais. A obtencao dos tragos
universais pode ser encontrado em detalhes no artigo original [4], sendo assim, nao é
nosso objetivo aqui descrever o método complicado de obtencao desses tragos. Ao invés
disso, vamos apresentar suas expressoes finais e demonstrar sua aplicacao no célculo das
divergéncias de 1-loop. Os unicos tipos de tracos universais nao nulos no espago-tempo

plano podem ser resumidos na férmula [4]

. (n—2)
1 21 iy -
Tt Oy Oy s —| = —= [ d'a L2t n>2 4.6
K Han=4 Mn | g, € / 2n=2(p —1)17 - (4.6)
onde
g,(jff.i)m_4 = Guips Guapa "~ Juon—_spen_s + todas as permutagoes dos indices

(4.7)

e € = (4m)%(2w — 4) é o parametro da regularizacao dimensional [31].
Para que possamos aplicar a férmula (4.6) vamos realizar calculos similares aos pre-
viamente usados em [6] (descritos também passo a passo no Capitulo 8 do livro [7]).

Primeiramente, considere a acao efetiva de 1-loop

o = %Tr In A, (4.8)

aqui H é a forma bilinear da agdo (4.5). Para encontrar o operador H vamos utilizar o
método do campo de fundo, que consiste na divisao dos campos em campo de fundo e

parte quantica

T =m+o0. (4.9)
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Substituindo (4.9) em (4.5) e colecionando os termos de segunda ordem no campo quantico
o, encontramos a forma bilinear da agao

1 A
S@ — —3 /d4x cHo, (4.10)

em que devido a estrutura geral da Lagrangiana (4.5), H pode ser representado como
H=0O+4+P +P+--, (4.11)

com P, ~ O(x), Py ~ O(n2) e assim por diante. Antes de escrevermos a forma explicita
dos operadores 151,27,, podemos considerar alguns aspectos qualitativos que nos permitirao
reduzir a quantidade dos calculos necessarios. De inicio, notemos que como estamos apenas
interessados em calcular os termos que contribuem para a funcao de dois pontos do campo
escalar, todos os nossos cdlculos deverao ser realizados até a ordem O(7?), ou seja, nao
precisamos levar em conta termos além de Pyedo quadrado de P;.

Agora, substituindo (4.11) em (4.8) encontramos

TrinH = Trln([l+ﬁ1+P2—|—---)

A1 A1
— Trlnl:]+Trln(1+P1—+P2—+...>

0" 0
1 a1 1.141
— Trln0O+ Tr <P15+P25—§P15P1—> ¥ (4.12)

Na equacio acima foi utilizado a propriedade In (A B) = In(A)+ In (B) e a definicio do
logaritmico de um operador por meio de sua série de poténcias. Os termos omitidos em
(4.12) sdo da ordem O(7?) e como mencionamos acima eles sao irrelevantes para a nossa
finalidade.

Pode-se notar que as divergéncias aparecem em (4.6) somente para n = 2,3, ..., logo
todos os termos proporcionais a (1/00) na equagao (4.12) nao contribuem para nossos
calculos. Além disso, a parte divergente de Tr In[J é nula, pois esse termo nao pertence

ao conjunto dos tragos universais (4.6). Entao, podemos escrever

. 1 A P |
Tr In H = —-—Tr P=P—=| . 4.13
S div 2 g 1|:| 1[] div ( )
Para calcular a equagao (4.13) precisamos da forma explicita de ]31, a saber
P = Um™9,0,, onde U™ = dey [(Dw)g”” - (aﬂavw)]. (4.14)

Para reduzir o problema ao trago universal (4.6) precisamos realizar a comutagao a



28

seguir:
~ 1 41 - 1 4 1
Tt P, = P, = Tr U*9,05 =U"9,0,—=
"o Olaw rUT0.0s gUM 005,
N A 1 1 - 1
— aff v v
- T U aaaﬁ{w 0y =5 + [E,U“ ]auayﬁ} L (419)
Com a ajuda da identidade
1 . 1 ~11
—,A]:——[D,A]—, 41
[D OJ OJ (4.16)
podemos calcular o comutador que aparece na equagao (4.15)
Lo 1 A 1 DY 1
[E,U }auaya = —(00")0,0s 5 + (C0")0,0, = (4.17)

+4(*0U)920,,0, i — 12(*070U*) 50,0, i - z(aAUW)M,@ﬁ

HA(DPOTUM™)020,0,0, — S(apaAaTUW)apaAa 9,0

|:|4 H D5

16 (40P PTT™) 0,0,070, 0,0 — =+ O (1> .

Os termos omitidos possuem dimensao de fundo (para maiores detalhes sobre essa termi-

nologia veja [4]) maior do que 1/I* e podem ser omitidos, pois sao finitos [4]. Substituindo

a equacao (4.17) na equagao (4.15) encontramos a seguinte expressao:

1.1
Tr P,=P
I 1[] 1D

o v 1 ro T T Y 1
8T (0,000 ) 9507 0,0, = — 1207 (070700 )0,0,000,0,0,

o Ty 1 ro Ty 1
= Tr{ — U (0,0,00")3,0, =5 + U (O*0") 050,00 =

. . 1 . . 1
AU (000507070 ) 050,00, =1 — 1602 (a0 07U ) 030,000, 0,00 =

+16Uaﬂ(awapa*afUﬂ”)aaaﬁawapaAaTayaﬂ%} (4.18)

div.
Usando os tragos universais podemos encontrar o valor de cada termo da equacao
acima. Como exemplo, vamos mostrar em detalhes como utilizar a férmula (4.6) no

primeiro termo da equagao (4.18). Para n = 3 a férmula do trago universal (4.6) fica

2 2 14 1 (6% v
— Tr U*?(0,05,00")9,0, Tl 26 d*zU(0,0,00") g,.,
d'z U (0,0,00") . (4.19)
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Por consideragdes andlogas podemos calcular todos os outros termos da equagao (4.18),

encontrando o seguinte resultado

~ ~ 1 ) ~ ~ ~ ~
af 27 v — 4 27TV a 2711
Tr (O 0*)0.050,0, 5, 126 d'z {2 U, (020" + U2(0 UM)} ,
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8 Tr U (9,0°0U")93000,,0, == D4
21

= d*x {QUg(aaaﬂmU“”)+Ua5(8a85DU,ﬁ”)}7

€

ATy U (0,050*0™ U 910,0,,0, D4

div

2 o v « 3
_ —§/d4x {2U #(02050,0,U") + U B(aaaﬁDUﬁ)}’

—12Te U*(9*070U™)d, 85(%8 0,0, D5

div

i . . i o o
- / at {0°9(0,0500%) + 5 U (CPUL) + 4T(0,0,00%)

+ U, (020 + Ug(aﬂaymz?ﬂ”)} ,

— 16 Tr U*?(9,0° 0" U")p0,0,0:0,0, ==

D5
i ) ) ) o y
- 2—€/d4x {Uaﬂ(aaaﬁmU[f) +2Ua6(aa(%6uay(]u ) + 202(8,0,00" )} |

div

16 Tr Uaﬁ(8w8p8A87U“”) 00,050,,0,0,0;0,0,, =

|:|6
= - [ da {ZUS(DQUL‘)+U§(8u8,,DU””)+U“'B(8a85DUﬁ)

div

+20°%(8,050,0,U"" ) + 4U2(0,0,00") + % U, (020" } (4.20)

Deste modo, a equacao (4.18) pode ser reduzida a

1 1 22

1 - N N N

T P, = P = d*z{ — U*%(0,0,00") — — U, (T*U™

g 1D "Olaw ~ {40 (0a0500U) = 155 Uk )

1 . . 1 - .

o « 271wy .~ 7rop w\ T JTo nv

710 40U (C*uU) 30U (04050,,0, U B U2(0,0,00")

1

(e% g
+ 45 Ue(@,0,00™) } (4.21)

Substituindo a forma explicita do operador U* definida por (4.14) na equacio (4.21)
chegamos a

1 1
TI'Pl Pl_

N
=22 / &'zt (4.22)

Finalmente, a partir dessa expressao e das férmulas (4.8), (4.13) obtemos o resultado para

as divergéncias de 1-loop da acao efetiva no setor do campo livre,

2
e = —5—3 / dz 70 . (4.23)
€
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4.3 Discussao dos resultados

Resumiremos de uma forma sistematica as informacoes relevantes sobre as propriedades

quanticas da teoria dos Galileons que podem ser obtidas através do resultado (4.23):

® As divergéncias logaritmicas ultravioletas do modelo exigem contratermos com a forma
704, Como a acao classica (4.5) ndo contém esse tipo de termo nao é possivel ter um
controle sobre esse tipo de divergéncias através de um processo de renormalizagao. Para
que a teoria dos Galileons seja consistente no nivel quantico devemos incluir o mesmo tipo
de termo na sua agao cléssica.

® De acordo com a anélise da teoria gravitacional similar em [3], a teoria dos Galileons com
o termo cldssico extra 7(0*7 tem, tipicamente, dois fantasmas massivos (excitacoes com
energia cinética negativamente definida), um grau de liberdade do tipo escalar massivo
e 0 modo escalar original sem massa. Sendo assim, o propagador do campo 7 pode ser

representado pela estrutura geral [3]

1 Al AQ AS
Glp) = 5 - — 5 T 3 2~ 9 2 (4.24)
p p*+mg p*+mj p*+ms3
A172’3>0, msg > me >mq > 0.

Na férmula acima, usamos a assinatura Euclidiana da métrica e assumimos que nao exis-
tem taquions no espectro de particulas. Isso pode ser sempre providenciado adicionando-se
A acao cldssica termos do tipo 71?7 e 7137 seguido de um ajuste de seus coeficientes. En-
tretanto, as consideragoes que serao apresentadas a seguir também sao véalidas na presenca

de taquions.

e A analise da referéncia [3] nos mostra que o modelo com o termo adicional 717 ¢
super-renormalizavel para qualquer escolha dos coeficientes ¢, no setor de interacao de
(4.5). Teorias super-renormalizdveis sdo aquelas em que o grau superficial de divergéncia
diminui quando avancamos na ordem da teoria de perturbacoes, isto é, a partir de um certo
nimero de loops apenas subdiagramas de ordem inferior podem ser divergentes. No nosso
caso, as divergéncias aparecem apenas a nivel de 1-loop, ja no segundo [oop somente os
subdiagramas de 1-loop contém divergéncias. Essa propriedade nao depende se o espaco-
tempo é plano e também é vélida para o espago-tempo curvo (veja a referéncia [7] para

uma introdugao na teoria geral da renormalizagao no espago-tempo curvo).
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e A abordagem efetiva na teoria quantica dos Galileons é perfeitamente possivel se colo-
carmos um parametro suficientemente pequeno na frente do termo classico f 7%, Esse
parametro deve ter a dimensao M % e, portanto, a escolha de um coeficiente pequeno
significa que escolhemos um parametro de massa M grande. As massas de ambos os fan-
tasmas mq, mg e do escalar com energia cinética positiva, msy, vao ser da mesma ordem de
magnitude de M (veja [3] para detalhes). Se considerarmos fenémenos fisicos cldssicos ou
quanticos com energias tipicas muito menores do que M, os modos massivos serao inativos
e as conclusoes encontradas em [32, 36] e [27, 47] permanecem corretas, inclusive o teorema

de nao renormalizacao.

® As divergéncias de 1-loop (4.23) ndo sao invariantes perante a transformagao (4.3). Isso
significa que a simetria Galileana é de fato uma simetria de baixas energias, sendo violada

pelas corregoes ultravioletas.

4.4 Calculo das divergéncias de 1-loop através dos
Diagramas de Feynman

Na secao anterior calculamos as divergéncias logaritmicas de 1-loop por meio do método
generalizado de Schwinger-DeWitt. Esse formalismo é vantajoso, pois é relativamente
simples generaliza-lo para o espago-tempo curvo. Entretanto, como aqui estamos lidando
apenas com o espaco-tempo plano, podemos realizar também o calculo equivalente pelos
tradicionais diagramas de Feynman. O objetivo dessa se¢ao é ter um controle adicional
sobre o resultado (4.23) e como a teoria dos Galileons nao é usual, as consideragoes apre-
sentadas aqui podem ser instrutivas. Vamos também fazer uma breve comparagao entre
os diagramas de Feynman e os tragos universais considerados na se¢ao anterior.

Os diagramas que podem contribuir para o propagador do modelo dos Galileons no
nivel de 1-loop sdo provenientes dos termos de interacao L3 45 da Lagrangiana (4.5). Con-
sideraremos cada um desses termos de maneira separada. Como a Lagrangiana £3 contém
apenas trés campos, seus diagramas sao analogos aos diagramas de uma teoria do tipo A¢?.
A tnica diferenca estd em todas as possiveis maneiras distintas de contrair as derivadas

presentes em L3. Denotando a derivada do propagador por

d'p  _ip(a—y) _Pp
(2r)? P2 —m?’ (4.25)

+_3MD($y):i/
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podemos representar os diagramas conectados vindos do vértice L3 pelas Figuras 1 e 2.

-] . ) .

Figura 1. O primeiro conjunto de diagramas fornecidos pelo termo L.

Figura 2. O segundo conjunto de diagramas gerados por L3.

Os préximos diagramas sao fornecidos pela Lagrangiana £,. Devido ao fato desse termo

ter somente quatro campos, seus diagramas tém a forma parecida com os diagramas da

//@ ZL. //@ L L @ L

77 77 77 7 7 7

teoria A\¢*

Figura 3. Os diagramas gerados pela Lagrangiana L4 que podem con-

tribuir para o propagador do campo dos Galileons.

Ja a Lagrangiana L5 nao pode gerar nenhum diagrama de 1-loop para a funcao de dois
pontos. Para a demonstragao dessa afirmacao, considere a definicao do ntimero de loops
L de um diagrama de Feynman em termo do ntimero de suas linhas internas /I e ntimero

vértices V' [40]
L=I1-V+1. (4.26)

Como L5 tem um nuimero impar de campos, de acordo com teorema de Wick [28, 38, 40],
somente a partir da segunda ordem na constante de acoplamento c5 os diagramas deixam
de ser nulos. Na segunda ordem temos que realizar a contragao entre dez campos quanticos,
sendo dois desses responsaveis por linhas externas do diagrama. Os oito campos restantes
sao contraidos em pares formando as linhas internas do diagrama. Sendo assim, temos um
nimero minimo de linhas internas I = 4. Como estamos na segunda ordem em c; temos
V' = 2, logo pela equagao (4.26) L = 3. Isto é, ja no primeiro diagrama de Feynman nao

nulo gerado por L5 temos trés loops, o que termina nossa demonstracao.
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Antes de realizarmos os calculos necessarios, podemos fazer uma anéalise qualitativa dos
diagramas de Feynman no regime de grandes momentos. Como estamos interessados nas
divergéncias ultravioletas, essa andlise é suficiente para nos mostrar qual desses diagramas
realmente contribuem para as divergéncias logaritmicas. Considere a integral associada ao
primeiro diagrama da Figura 1

L) = & / d'q pgua(d" —p") (@ —p") (1.27)
(2m)* ¢*(q —p)?

Para grandes momentos podemos expandir o denominador da equagao (4.27) no parametro

pequeno (p/q)

1 1 1 D p? >
= =—|1+2=+3=5+--- 4.28
¢*(¢ — p)? 4<1 _ E>2 q* ( q ¢ (428)

q

e usando também a relagao

/ d'q ~ / dq ¢*, (4.29)
0

chegamos a (na préxima equagao vamos omitir os indices tensoriais e coeficientes, pois
estamos apenas interessados na andlise qualitativa que pode ser conseguida através da

contagem do numero de momentos p)
a0 o [T 6 7, P
M(p) "2 & [ dg (- +pP+p +E+--->. (4.30)
0

Podemos ver que o terceiro termo da equacao acima diverge logaritmicamente e a poténcia
de p que o acompanha tem grau oito. Esse niimero de momentos é justamente, na repre-
sentacao de coordenadas, o termo (0% obtido na secao anterior. Por consideracoes andlogas
¢é possivel mostrar que os outros diagramas da Figura 1 também possuem o comportamento
(4.30) nos grandes momentos.

Ja os diagramas das Figuras 2 e 3, de fato, nao contribuem para as divergéncias da
teoria dos Galileons. O motivo é que esses diagramas tém derivadas espago-temporais do
propagador

4 .

D) =Dz~ )., = | (577; . (431)
que ¢ definido sobre um tinico ponto do espaco tempo, ou seja, nesse caso temos 9, D(0) =
0.

Através da analise simples feita acima, podemos explicar de maneira qualitativa, por

meio dos diagramas de Feynman, as contribuigoes de cada termo para as divergéncias na
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expansao da acao efetiva (4.12). Considere o primeiro termo Tr 151%. Como P, é propor-
cional a c3 0 mesmo acontece com o termo Tr ]31%, logo esse contém apenas contribuicoes
provenientes da Lagrangiana £3. Entao, podemos ver que esse termo nao contribui porque
corresponde aos diagramas proporcionais a ¢z que sao todos nulos pois, £3 tem um ntmero
impar de campos.

O préximo termo é Tr E%. Lembre-se que P, é da ordem O(7?) sendo assim, esse é
proporcional a ¢s. Consequentemente esse termo é nulo, pois ele corresponde aos diagramas
da Figura 3, que como mencionado previamente nao contribuem para as divergéncias.
Finalmente, o ultimo traco é Tr ]31%]31 %. Esse termo é proporcional a 3, e sua contribuigao
¢é dada pelos diagramas da Figura 1.

Todas as consideragoes apresentadas acima nos permitem escrever a expressao para a

parte divergente da funcao de dois pontos como

G (2.9) = g (arx =~y + aox = g e =
+a4x$-—_{ )ﬁ_‘y) . = — @ ;

onde a1 23 sao coeficientes combinatorias e o operador de polarizacao ¢ dado por

@: II(p) :ié %aiHi (p), (433)

)
div

sendo

_ 2 [ e e - ) e - 1)

Hl(p) - 3/ (271—)4 q2(q _ p)2 5 (434)
_ 2 [ 4 PPawe" =)@ — ")
He(p) = 3/ (2m)t ¢*(q —p)? ’ (435)
o [ pup P — ) (Po — 4a) (™ — q°)

[3(p) = e / o) 201 ) (4.36)

_ 2 [ T4 ppd' 0" — ) — )
4(p) = ¢ / o) 20— . (4.37)

Para separar a parte divergente das integrais acima vamos usar a regularizacao dimen-
sional [31]. Essa consiste em reformular a teoria para um espago-tempo de dimensao

arbitraria 2w. Calculando as integrais iremos encontrar resultados que dependem do

(4.32)
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parametro w. As divergéncias ultravioletas se manifestam na forma de pdlos simples
do tipo 1/(2 — w).

Usando as férmulas do apéndice A podemos calcular as integrais (4.34)—(4.37), encon-
trando como resultado

- 2
1C
Hl(p7w> = Tgp8[17

IL(p,w) = 0, i=2,3,4. (4.38)

A definicao da integral I; pode ser encontrada no Apéndice A. Para calcularmos a parte di-
vergente do operador de polarizacao vamos tomar o limite em que w — 2. As divergéncias

sao encontradas no pélo da fungdo gamma I'(2 — w) existente em I;. Entao, encontramos

2
Ly, === (4.39)

onde € = (47)?(2w — 4). Levando em consideragao o coeficiente combinatorial oy = 4,
chegamos a

ic2 ic2
gin(p, w) = 73198 h‘dw = —T3p8- (4.40)

Por fim, devemos calcular através do operador de polarizagao (4.40) a acao efetiva
divergente na representacao de coordenadas. Com essa finalidade podemos usar a férmula

de Dyson (para maiores detalhes, veja a secao 7.3 de [40])
G~ (p) = D™(p) — (p). (4.41)

Como o propagador de Feynman D(p) nao possui termos divergentes, a equacao (4.41)

pode ser reescrita em funcao da parte divergente da acao efetiva como

52f(l) 2
ToT €

A equagao (4.42) pode ser facilmente resolvida, e sua solucao é

2
= —;—3 / d*z 70, (4.43)

€

que é exatamente o mesmo resultado obtido na segao anterior por meio da técnica de

Schwinger-DeWitt.



Capitulo 5

Conclusao e Perspectivas

Nesse trabalho foi desenvolvido o método do campo de fundo junto com a técnica ge-
neralizada de Schwinger-DeWitt para o calculo das divergéncias de 1-loop que contribuem
para o propagador do modelo dos Galileons. O calculo também foi realizado através dos
diagramas de Feynman. A conclusao é que o limite ultravioleta da teoria inclui termos de
derivadas superiores, tal como foi antecipado em [32, 36]. Esse termo faz com que a teoria
dos Galileons seja nao renormalizdavel. Entretanto, um novo aspecto interessante é que se

adicionarmos o mesmo tipo de termo a agao classica do modelo

5
S:Z/d4m£i+M_6/7rD47T, (5.1)
i=1

somos levados a uma teoria quantica super-renormalizavel, onde apenas a contribuicao de
1-loop para a acao efetiva é divergente e tudo além dessa ordem ¢ finito. O novo termo
nao possui a simetria Galileana m — m+b,2" 4 c e consequentemente nao possui equacoes
de movimento de segunda ordem. Isso significa que esse tipo de teoria tem fantasmas
massivos, excitacoes do campo com energia cinética negativa.

Essas conclusoes nos mostram que existe uma grande similaridade entre o modelo

quantico dos Galileons e a gravitagdo quantica. A teoria gravitacional com agao classica

Sy = —Mj/d%\/—_g(}z +2A), (5.2)

onde R é o escalar de Ricci e A é um termo constante, também possui divergéncias de

1-loop com derivadas superiores e também nao é renormalizével no caso geral [45, 19, 29].

36
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Do mesmo modo, é possivel considerar aqui a adicao dos termos de derivada superior a

acao classica
S = Sgu + Sps, (5.3)
onde
Sps = /d4x\/—_g {a,C? + ayF + asOR + ayR*}, (5.4)

sendo C? o quadrado do tensor de Weyl e E o termo topolégico de Gauss-Bonnet. A teoria
(5.3) é conhecida como gravitagao quantica com derivadas superiores (GQDS).

A GQDS é uma teoria renormalizavel [44], podendo até mesmo ser generalizado para
se tornar super-renomalizavel [3]. E assim como o modelo dos Galileons com o termo
extra [ 7%, a GQDS possul em seu espectro de particulas fantasmas. O estado dos
fantasmas nessas duas teorias sao muito préximos, no caso da GQDS é a massa de Planck
Mp que desempenha o papel do parametro massivo M da equagao (5.1). Em ambos os
casos podemos providenciar, no nivel de arvore, a auséncia de fantasmas para energias
suficientemente pequenas.

Um teste simples da tltima afirmagao foi recentemente considerado na Cosmologia [22].
Foi mostrado que as solucoes cosmolégicas fisicamente relevantes na teoria da gravitagao
com derivadas superiores (mesmo com corre¢oes semiclassicas complicadas) sao estaveis
com respeito a perturbagoes gravitacionais (ondas gravitacionais). Definitivamente, este
resultado é esperado valer até quando nao comegamos a lidar com perturbacoes com a
amplitude inicial da ordem da magnitude de Planck. No entanto, depois que o universo
passou através de sua época inicial na escala de Planck, tais perturbacoes violentas nao
sao mais geradas e, portanto, a teoria ¢ segura no nivel classico. Provavelmente, isso deve
significar que a teoria quantica também ¢ livre do problema dos fantasmas no nivel de
arvore. Certamente isto nao é uma afirmacao 6bvia, porque nao é claro como as solugoes
cléssicas mais importantes da teoria gravitacional (como, por exemplo, as cosmoldgicas)
podem ser reproduzidas através da aproximacao linear da gravitagao. Ao mesmo tempo, a
estabilidade das solugoes cosmoldgicas [22] é definitivamente uma questdo muito mais fun-
damental do que a abordagem linearizada da gravitacao, assim podemos definitivamente

dizer que temos argumentos fortemente positivos a favor das teorias com derivadas
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superiores .

Vamos agora, finalmente, discutir as ligdes praticas que podemos aprender da analogia
entre o modelo quantico dos Galileons (5.1) e a GQDS. Como as principais aplicagoes dos
Galileons sao relacionadas a Cosmologia (veja, como exemplo [23, 9, 1, 13, 12, 14, 18,
30, 34]), seria interessante em trabalhos futuros considerar, em analogia com a referéncia
[22], a estabilidade das solugoes cosmoldgicas cldssicas na teoria com derivadas superiores
(5.1). Entretanto, para esse fim devemos completar o termo calculado aqui, [ #0%r, por
termos dependentes também da curvatura do espago-tempo. Para se realizar esse tipo de
calculo, a técnica adequada é o método de Schwinger-DeWitt, pois este, permite realizar
calculos no espago-tempo curvo sem a quebra da covariancia das equagoes. O formalismo
desenvolvido na secao 4.2 pode ser diretamente generalizado para o espago-tempo curvo.
Vamos aqui, discutir qualitativamente as possiveis mudancas nos calculos e as fontes de
novos termos dependentes da curvatura. A primeira delas estd no préprio modelo dos
Galileons. Qual é a Lagrangiana dos Galileons no espago-tempo curvo? Este assunto
foi extensivamente discutido nas referéncias [15, 16, 17, 25, 24, 8], sendo mostrado que
é possivel realizar generalizagdes nao minimas das Lagrangianas (4.3). Isto é, podemos
adicionar a acao classica do modelo novos termos que dependem da curvatura do espago-
tempo. As outras diferencas sao encontradas durante as manipulagoes algébricas. Como
a derivada covariante V, nao comuta, durante os cdlculos de, por exemplo, H ou até
mesmo de comutadores como o da equagao (4.17) sdo gerados novos termos dependentes
da curvatura. Como ilustracao, na teoria dos Galileons com generalizacao minima, o

operador P (equagao (4.14)) deve ser substituido no espago-tempo curvo por

P =VIV,+U"V,V,, (5.5)

onde V*=4c;R™(V,m) e UM = des[—(On)g™ + (VAV 7).

Por fim, a ultima diferenca estd nos proprios tragos universais. No espaco-tempo curvo
existem varios outros tipos de tragos diferentes de (4.6) que nao sao nulos [4]. Em especial
os tragos proporcionais a (1/00), o que faz com que, por exemplo, o termo P, possa

contribuir para as divergéncias na expansao (4.12).

!Existem vérias outras propostas interessantes para a solucao do problema dos fantasmas na GQDS
[46, 2, 26, 33, 39] que podem também ser produtivas. Em qualquer caso é importante se preocupar com
os termos de derivadas superiores na gravitagao, uma vez que esses sa0 necessarios para a consisténcia da

teoria quantica dos campos de matéria com a gravitacao cldssica de fundo [7, 43].
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Independentemente da maioria das informacoes relevantes para as aplicacoes Cos-
moldgicas poderem ser perfeitamente obtidas a partir de argumentos de contagem de
poténcia, é importante de qualquer maneira generalizar nosso célculo das divergéncias de

1-loop para espaco-tempo curvo em um trabalho futuro.



Apeéendice A

Integrais da regularizacao

dimensional

Para calcular as integrais de Feyman dos diagramas da segao 4.3, precisamos das
férmulas a seguir. As equagoes basicas (A.1)-(A.5) podem ser encontradas na referéncia
[31] e as outras integrais podem ser obtidas pelo método explicado em [10]. Todas as inte-
grais sao definidas sobre o espaco Euclidiano e devem ser entendidas através da prescrigao

adicional para o caso sem massa como explicado em [31].

d*q B

/ (2m)2q%(q — p)? L (A1)
d*qqy _

/ @nagiq —pp (A-2)

d*q q.q,
/ (27T)2“q2(g —ppp = Ol papel (A.3)

d*q 44 a
— pooupels + Euals A
| Tty S = vl Eu A

d*q 400909
/ (27T)2wq;<q - 5)2 = PuPvPaPslt + Guvapls + Huvaply (4.5)
d%q 4udvdadpdp I K I L 1 A
am)E(q — p2  PubrPabsPohio T Ruvasplin + Luvasphiz (40)
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(2m)*¢*(q — p)?
+ T,ul/a,BprIG )

onde
Eiva = 0,upa + todas as permutagoes dos indices,
Guvap = Ouwbaps + todas as permutacoes dos indices,
Hypop = ddap + todas as permutacoes dos indices,
Kvagp = 0,upabpp, + todas as permutagoes dos indices,
Lyvagy = 0u0asp, + todas as permutacoes dos indices,
Rivagpw = 0wPaPpPpPe + todas as permutacoes dos indices,
Sivapw = OuwdapDpPw + todas as permutacoes dos indices ,
Tivaps = O0udapdp + todas as permutacoes dos indices.
As integrais I, ..., 1 podem ser expressadas em termos da integral basica I,
1 2(w—2)
L = I'2—wl(w—-1)I(w—-1)p

(47)“T (2w — 2)

e sao dadas pelas expressoes

1
12_5117
2
—p
Iy = I
ST 4w —1)""
L=—" 1,

41

(A7)

(A.10)
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(A.14)

(A.15)

(A.16)
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(A.18)

(A.19)
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