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Resumo

Nesta dissertagao apresentamos um estudo em Dindmica de Fluidos, em que foram discutidas
as equagOes bdasicas como por exemplo a equagdo de Navier-Stokes e a equagdo da con-
tinuidade em suas formas diferenciais tradicionais. Apresentamos também uma analogia destas
equagdes com as equagdes de Maxwell do eletromagnetismo. E tendo em vista esta analogia, as
equagdes da dinamica dos fluidos foram escritas em uma forma linear, analoga "a forma das
equagdes de Maxwell. Com isso podemos obter uma formulagdo Lagrangiana e Hamiltoniana,
0 que permite estudar o sistema como um sistema vinculado aplicando entio métodos de
teoria quéntica de campos. Inicialmente para o caso de um fluido incompressivel usamos o
método simplético para a obten¢do dos comutadores. Por fim, apresentamos uma extensao da
analogia entre fluidos incompressiveis e a equagoes de Maxwell, tratando agora de um fluido
compressivel. No caso de um fluido compressivel fizemos o tratamento através do uso do
calibre de Lorentz para proceder a quebra da simetria do modelo. E com isso ob-termos os
comutadores através dos parénteses de Poisson.

Palavras-chaves: Teoria de Calibre, Mecanica de Fluidos.



Abstract

In this dissertation was showed a study in fluids dynamic, where it was discussed the basic
equations of fluids, for example, the Navier-Stokes equations and the continuity equations in
differentials form and in the tensorial form. It was also presented an analogy between Maxwell
equations and fluids equations. This analogy allows writing the equations of fluids in a linear
form as the electromagnetism equations. Thus, using this analogy one can do a Lagrangian and
a Hamiltonian formulation for fluids. Treating this system as constrained system and applying
quantum field theory methods in the study of fluids dynamic. We first use a symplectic method
to obtain the commutators for a compressible fluid. In this case, the commutators were
obtained using the Lorentz gauge to broken the gauge symmetry.

Keywords: Gauge Theory, Fluid Mechanics.
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1 Introducao

As Teorias de Gauge, também chamadas de Teorias de Calibre, representam uma classe de
teorias baseadas na idéia de que as transformacoes de simetria podem ser locais ou globais.
Essa idéia aplica-se nao somente as teorias de campo, mas aos sistemas de dimensao
finita, como alguns descritos por equacoes diferenciais ordinarias. Muitas teorias sao
descritas por Lagrangianas que sao invariantes sob determinados grupos de transformagoes
de simetria. A quantizacao dessas teorias necessita de cuidados especiais pois, devido a
presenca de simetrias de calibre, existem graus de liberdade supérfluos, os quais devem

ser eliminados (antes ou depois) da implementagao de um processo de quantizagao valido.

O nosso objetivo é investigar as simetrias em modelos para fluidos. Em um
primeiro momento, devido a uma analogia com o eletromagnetismo de Maxwell, estu-
daremos a Dinamica Metalfuida (DM) como um sistema vinculado (simetria de calibre).
Com objetivo de determinar a dinamica do modelo, aplicaremos o método simplético para
sistemas vinculados invariantes de calibre, obtendo-se os parénteses de Dirac do modelo.

Contudo primeiramente iremos expor a DM.

Em um segundo momento, mostraremos como podemos formular as equacoes
tipo-Maxwell para o caso de fluidos compressiveis. Permitindo o tratamento do modelo
como um sistema vinculado. Ao estudarmos a dinamica utilizaremos o calibre de Lorentz

para quebrar a simetria do modelo.



2 Mecanica dos fluidos

Neste capitulo iremos apresentar as principais equagoes da dinamica de fluidos na sua
forma diferencial tradicional. Iniciaremos apresentando a equacao diferencial da continui-
dade e logo depois a equacao do momentum. E com a inclusao dos efeitos da viscosidade

as equagoes de Navier-Stokes e a equacao da vorticidade.

2.1 Elementos de Mecanica dos fluidos

As equacoes que descrevem a mecanica de fluidos sao equacoes diferenciais
parciais. Essas equacgoes exigem condigoes que especificam certos valores para as variaveis

dependentes em valores dados pelas variaveis independentes. Se a variavel independente

[

é o tempo, as condicoes sao chamadas condicoes iniciais; se a variavel independente

[©N

uma coordenada espacial, as condigoes sao condicoes de contorno. O problema total

dito problema de valor inicial ou um problema de valor de contorno.

2.1.1 Equacao Diferencial da Continuidade

Comecaremos nossa procura das equacoes diferencias parciais que representam o movi-
mento de um fluido, aplicando a conservagao da massa a um pequeno volume em es-
coamento. Consideremos o fluxo de massa através de cada face do volume de controle
infinitesimal fixado. Estabelecemos que o fluxo liquido de massa que entrou no elemento

de volume ¢ igual 4 taxa de variacao da massa do elemento, isto ¢,

0

min - mout - Emelemento- (2]—>

Para realizarmos este balanco de massa, identificamos as quantidades pv,, pv,
e pv, no centro do elemento e as tratamos como varidveis simples. Tomando a funcao pv

no ponto (z — %, dy, dz) a eq.(2.1) toma a forma



2.1 Elementos de Mecanica dos fluidos 8

PV — Apv.) dr dydz — | pv, + pv.) d dydz +
or 2
I(pvy) dy
[,ovy oy 9 dxdz — | pvy, + ay

2
d(pv,) dz d(pv,) dz B
{pvz— 52 Q}d dy — {pvz—i— 9 o drdy =
= %(pd:cdydz) : (2.2)
Segue-se da eq.(2.2) que:
0 0 0 dp
[%(pvx) + a—y(pvy) + a(pvz)} drdydz = —adxdydz
de onde
0 0 0 op
il - — =——, 2.
Como a densidade p é considerada uma variavel, entao
dp dp op Op ov,  Ov,  Ov,
9P, 9P, 0P OP Py —0, 2.4
e Ty T Tar TP\ Tay Tz ) T (24)
ou, em termos da chamada derivada substantiva (B.35)
Dp ov,  Ov,  Ov,
Dt+p<8x+8y+8z> 0 (2:5)

Esta equacao é chamada equac¢do diferencial da continuidade.

Podemos introduzir o operador gradiente, chamado nabla, o qual, em coorde-

nadas cartesianas, tem a forma

O~ 0. 0
= i+ —j+ —Fk. 2.
\Y 6x2+8y]+8zk (2.6)

A equacao da continuidade pode entao ser escrita na forma

Dp .
it V- -0=0 2.7
Dt Py ’ (27)

onde U = vyt + vyJ + v,k e V-¥ é chamado da divergéncia da velocidade.

Para o caso de fluxos incompressiveis, um fluxo no qual a densidade de

uma particula nao muda a medida que ela movimenta-se no fluido, temos que:

Dp  0p ap Op dp
“L o, o, b0 2E =0, 2.
Dt = ot T Vgp Tg, Tlg, =0 (28)
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Fluxos incompressiveis que tém gradientes de densidade sao algumas vezes chamados de
fluxos estratificados; fluxos atmosféricos e oceanicos sao exemplos de fluxos estratificados.

Usando a eq.(2.8) na equacao da continuidade, para um fluxo incompressivel temos que:

Vi = 0. (2.9)

Isso significa que a divergéncia do vetor velocidade é zero para um fluido incompressivel.

2.1.2 Equacao Diferencial do Momentum.

Suponhamos que o campo de velocidade ou o campo de pressao em um fluxo incom-
pressivel ! nao sejam conhecidos e desejamos resolver as equacoes diferenciais que nos
darao as informacoes desejadas. A equacao diferencial da continuidade é uma equacao
que nos ajuda para este fim; entretanto, ela tem trés quantidades nao conhecidas, a saber,
as trés componentes da velocidade. A equacao diferencial do momentum é uma equacao
vetorial, o que equivale a trés equacoes escalares. Estas equacoes nos auxiliarao em nossa
tentativa para determinar os campos de velocidade e pressao. Existe uma dificuldade na
obtencao dessas equacoes, ja que devemos usar as componentes da tensao para determi-
nar as forcas exigidas na equacao do momentum. Vamos identificar as componentes da

tensao.

Existem nove componentes da tensao que atuam em um dado ponto em um
escoamento. Isto quer dizer que a tensao na realidade é um tensor de nove componentes,
que indicaremos por 7;; (4,7 = 1,2,3). Relacionaremos as nove componentes da tensao
com os campos de velocidade e pressao por meio de equagoes apropriadas. As componentes
da tensdo atuam na diregao positiva em uma face positiva (um vetor normal aponta na
dire¢do das coordenadas positivas) e na diregdo negativa em uma face negativa (um vetor
normal aponta na direcdo das coordenadas negativas). O primeiro subscrito em uma
componente da tensao indica a face a qual a componente da tensao atua, e o segundo
subscrito indica a direcao em que uma componente atua; a componente 7., atua na
diregao y positiva sobre uma z-face positiva e na direcao y negativa sobre uma x-face

negativa. Uma componente que atua perpendicular a uma face é dita uma tensao normal;

'Em uma discussao geral, tal como nesta seco, o fluxo incompressivel significar4 um fluxo de densidade

constante.
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as componentes 0,,, 0,y € 0, a0 tensoes normais; uma componente da tensao que atua
tangencialmente a uma face é chamada uma tensdo de cisalhamento; as componentes

Tay> Tyas Tazs Tzas Tyz € T2y 520 as componentes da tensao de cisalhamento.

Para obtermos a equacao diferencial do momentum, consideremos as forgas
que atuam sobre uma particula que ocupa o elemento de fluido infinitesimal. As compo-
nentes da tensao sao funcoes de x, y, z e t, e entao os valores destas mudam de face para

face, ja a localizacao da cada face é ligeiramene diferente.

A segunda lei de Newton da diregdo = é dada por > F, = ma,. Para a

particula do fluido ocupando um elemento infinitesimal, ela toma a forma

d d

oxr 2 oy 2
asz dz 80'9590 dx
+ (Tzz + 57) dzdy — (am = on 7) dydz
OTye dy 0T, dz
— (Tyx — 6_27) dzdz — <TZ$ ~ 5, 7) dzdy
D,
+ pg.drdydz = pdxdydzﬁ, (2.10)
onde a componente do vetor gravidade g na direcao = é g,, e %Jt” ¢é a aceleracao da

particula no fluido. Apds dividirmos pelo volume dxdydz, a equacao acima simplifica-se

para
D'Uz aaxx aTyJ; 87—Z$
R LAl LA
Dt Ox dy 0z

p + 0 (2.11)

Analogamente, para as diregoes y e z teriamos

Dv, 0oy,  O1yy  OTy
Dt Oy * Ox * 0z TPy
Duv, aazz aTxZ aTyZ
= .. 2.12
th 0z + ox + dy trg ( )

Pode-se mostrar, calculando-se torques em relacao aos eixos que passam pelo centro do

elemento infinitesimal, que

Tyz = Tay
Tyz = Tay (2.13)

Tez = Tza-
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Isto é, o tensor tensao é simétrico; assim, temos realmente seis componentes da tensao.

O tensor tensao é expresso de modo usual por

Oxe Toy Taz

Tij = | Tys Oyy Tyz (2.14)

Tex Tzy Ozz

Agora vamos obter a equacao de Euler. Em varios fluxos, especialmente para
fluxos em torno de um contorno (fluxo em torno de um aerofdlio) ou em regides de mu-
danga repentina (fluxo mediante uma colisdo), uma boa aproximacao para o tensor tensao

é:

—-P 0 0
=11 0 —-P 0 |- (2.15)
0 0 -P

Para tais fluxos, assumimos que as componentes da tensao de cisalhamento, que resultam
de efeitos viscosos, podem ser negligencidas as componentes normais da tensao sao iguais

ao negativo da pressao 2.

Introduzindo estas componentes na eq.(2.11) e na eq.(2.13), obtemos

Dv, oP n
Dv, oP
=Y - _= 2.16
Dt oy TP (2.16)
Dv, oP n

Suponhamos que o eixo z é vertical tal que g, = g, = 0 e g, = —g. As equagbes em (2.16)

podem ser escritas como

D, . 5 - oP. 0P, OP-: -
— (vt +vk)=—|—i+——7+ =k | — pgk. 2.17
th(UZ+Uy]+U ) <8x2+6y + 3, ) Pyg (2.17)
Na forma vetorial, temos a equac¢ao de Fuler:
Dv ~
— = —VP — pgk. 2.18
P pY (2.18)

2Esse fato também é usado para a deducdo da equacdo de Bernoulli.
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2.1.3 Equacao de Navier-Stokes.

Virios fluidos exibem relagoes lineares entre as componentes da tensao e os gradientes de
velocidade. Tais fluidos sao chamados fluidos newtonianos e incluem fluidos comuns tais
como agua, dleo e ar. Se, além da linearidade, exigirmos que o fluido seja isotrdpico®, é
possivel relacionar as componentes da tensao e os gradientes de velocidade usando somente
duas propriedades do fluido, a viscosidade e o sequndo coeficiente de viscosidade X. As
relacoes entre a tensao e os gradientes de velocidade, chamadas de equacoes constitutivas,

sao dadas por:

Ov, .
Owe = —P4+2u Y + AV,

ox

ov
oy = —P+2u—2+ V-7,
vy ay

v, .
0., = —P+4+2u v + AV,

0z

Ov, ~ Ov,
Toy = M(@y—{_%)’
B Ov,  Ov,
Tez = ”(8z+ax)’

B ov,  Ov,

Para a maioria dos gases, e para gases monoatomicos exatamente, o segundo coeficiente

da viscosidade esta relacionado com a viscosidade por:

2
A=—Zh, (2.20)

essa condicao é conhecida como hipotese de Stokes. Com essa relacao, a média negativa

das trés componentes normais da tensao ¢é igual a pressao, ou seja,

1
P = —g(am + 0y + 022). (2.21)

A eq.(2.21) é também valida pra um gds. Se substituirmos as expressoes constitutivas
(2.19) nas equagoes diferenciais do momentum (2.11) e (2.13), e usando a hipétese de

Stokes, obtemos:

Du, v, v, 0%*v, pw o (Ov, Ov, v,
"Dr ~ _6_x+pgw+u(8x2+6y2+622)+§8_x<8x+6_y+8z>’
Dv, 0P O*v,  0%v, %, po (v,  Ov, Ov,
Dt 8y+pgy+'u(8y2+0y2+822)+38y(8x+0y+82>’
Do, oP v, 0%, 0O%v, pd [(Ov, Ov, Ov,
"Dt~ _$+p92+”(8:v2+0y2+0z2)+§&(83§+0_y+82>’

(2.22)

3A condicdo de isotropia existe se as propriedades do fluido sdo independentes da direcéo.
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onde estamos supondo um fluido homogéneo, isto é, as propriedades do fluido (isso inclui

a viscosidade) sao independentes da posicao.

Para um fluxo incompressivel (V -7 = 0), a equagao da continuidade mostra

que as equagoes em (2.22) se reduzem a

Duv, oP v, v, 0O%*v,
Dt~ _%+pgx+u(8x2+0y2+022)’
2 2 2
DT? = —%—I; + pgy + 1 (%;;’ + aayvj + %Zvj) , (2.23)
Du, opP v, 0%, 0O%v,
"Dt~ _§+p92+u(8332+8y2+8z2>'

Essas equacoes sao chamadas equacoes de Navier-Stokes. Note que com essas trés equagoes
diferenciais e a equagao diferencial da continuidade, temos quatro equagoes e quatro
incégnitas, a saber, v,,v,,v, e P. A viscosidade e a densidade sao propriedades conhecidas
do fluido. Com condigoes de contorno e iniciais apropriadas, as equagdes em (2.23) po-
dem ser resolvidas. E oportuno comentar aqui que pelo fato das equagoes serem equacoes
diferenciais parciais, nao podemos assegurar que a solucao encontrada serd realmente ob-
servada no laboratério, ja que as solugoes nao sao unicas. Por exemplo, um fluxo laminar
e um fluxo turbulento podem ter idénticas condicOes iniciais e de contorno, ainda que

sejam dois fluxos (duas solugoes) diferentes.

Podemos expressar as equacgoes de Navier-Stokes na forma vetorial. Temos:

Dv D'Ug;é D'Uyﬁ D'Uz]%

Dt - Dt T o) T o
P. OP. oP-
vp = 9P 0P, OP; (2.24)

ox dj 0z
V20 = V%, + V) + Vu.k,

em que usamos o Laplaciano

P PO

5t ot 9 (2.25)

Combinando as equagoes em (2.24), as equagbes de Navier-Stokes em (2.23) tomam a

forma vetorial
Dv

—— = _VP+p7 25, 2.26
D1 VP + pg+ pV=u (2.26)

P
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2.1.4 Equacoes da Vorticidade.

As equagoes da vorticidade serao obtidas da equacoes de Navier-Stokes. Sabemos que a

vorticidade & e a aceleracao a sao dadas por:

w = VxvU
Dv 81)
a = 0-V)U. 2.2

Tomando o rotacional da equagao de Navier-Stokes (2.26), vem que:

o7
V x [ 8t+p(v V)U} = —V x VP4 pV x G+ uV x V7. (2.28)
Notemos que:
ov 0 L 0d
V x E = a—tv XU = E
V x Vi = V3V x @) = V3, (2.29)

além disso, obtemos também que:

VX [(7- V)] = (F-V)(V x5)—[(Vx7)- V|7
= (7-V)&— (@ V)P (2.30)

A eq.(2.28) entao torna-se, supondo que p e p sao constantes, e v = %, a equacdao da

vorticidade,
D—#
FL: — (@ V)i + vV, (2.31)
que pode ser escrita como
Duw, 8 v, 0vy 9
Dr = Yo, +w ya —|—wz—az+qum
Dw ov ov v,
Dty = Wy—> pe Y +w "y i wz—a + UV2wy (2.32)
Dw, ov, oy ov, n ov, e
— = wWy—— W, vVew,.
Dt ox 8y 0z

Pelo fato de que a vorticidade é o rotacional da velocidade, todos os termos nas equagoes
da vorticidade envolvem somente a velocidade e suas derivadas. Consequentemente, as
equacoes da vorticidade sao frequentemente escolhidas quando as equagoes diferenciais do
movimento sao necessarias pra a resolucao de alguns problemas. Vejamos, agora, algumas
conclusdes que podem ser feitas considerando-se a equagao da vorticidade (2.31). Se um

fluxo é inviscido, entao ele é irrotacional (ou seja, & = 0 em todos os pontos do fluxo);



2.1 Elementos de Mecanica dos fluidos 15

D&
Dt

ele deve permanecer irrotacional porque = 0 -persisténcia a irrotacionalidade. Se um
fluxo uniforme aproxima-se de um objeto, a vorticidade (rotagao das particulas do fluido)
é introduzida somente pela acao da viscosidade. Sem efeitos viscosos, a vorticidade nao
pode ser criada em um fluxo irrotacional que se aproxima. Se v, = 0, v, = v.(z,y) e
vy = vy(x,y) (fluxo plano), entdo a nica componente nao nula da vorticidade é w,. Para

tal fluxo a equacao da vorticidade toma a forma:

Dw,
Dt

= vVw,. (2.33)

Notemos que efeitos viscosos sao necessarios para causar mudancas na vorticidade em um

fluxo plano.
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3 Dinamica Metafluida como um Sistema

Vinculado

Neste capitulo apresentaremos inicialmente as equagoes da DM. Logo em seguida iremos
formular a Lagrangiana do modelo, com objetivo de tratar o modelo como vinculado. E

finalmente utilizar o método simplético para estudarmos a dinamica do sistema.

3.1 Dinamica Metafluida

Consideremos o escoamento de um fluido incompressivel (Dp/Dt = 0) com altissimos
niumeros de Reynolds, ou em outras palavras, fluxos newtonianos incompressiveis turbu-
lentos. As equacoes de movimento para um fluido newtoniano sao dadas pelas equacoes

de Navier-Stokes, como mostrado no capitulo 2,

= 2
% = -G XU — V(% + %) + vV?7, (3.1)

onde U(Z,t) é o campo de velocidade, WJ(Z,t) é o campo de vorticidades, p(Z,t) é o campo
de pressao, p é a densidade (constante) e v é a viscosidade cinematica do fluido. O produto

vetorial da vorticidade com a velocidade é o vetor de Lamb, e sera indicado por
(Z,t) =& x 7. (3.2)

A quantidade entre parénteses no segundo termo do lado direito da equacao (3.1) é a

funcao energia de Bernoulli
o(@t) =L+ v (3.3)
p 2
Para um fluido incompressivel, a equacao da continuidade (% + pV - = 0) se reduz a
V.-7=0. (3.4)

Notemos que as equagdes (3.1) e (3.4), constituem um sistema de equagoes diferenciais
acopladas, ao qual é adicionado condigoes iniciais e de contorno. Por exemplo, na presenca

de contornos rigidos, a condicao de que o fluido em contato com tais contornos rigidos
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esteja em repouso é frequentemente usada e o escoamento pode ser gerado do repouso.
O sistema acima descreve adequadamente escoamentos com altos niimeros de Reynolds.
Entretanto, fluxos turbulentos sao caracterizados por muitas escalas espacgo-temporais
produzidas e mantidas por uma transferéncia continua de energia das grandes para pe-
quenas escalas. E aqui que entra, e temos que nos contentar com isso, uma descrigao
de quantidade médias. Reynolds introduziu a decomposicao dos campos através de uma
média e uma parte devido a flutuagoes. Esta é a famosa decomposicao de Reynolds, que
aplicada as equagoes de movimento leva ao aparecimento de termos que nao podem ser
obtidos analiticamente, devido a parte convectiva nao-linear. Note que as equacoes de
Navier-Stokes ja sao nao-lineares devido a parte convectiva. Uma questao que natural-
mente levantamos é se existem variaveis dinamicas em termos das quais as equagoes que
descrevem o escoamento tornam-se lineares. Em geral, a resposta é que nao existem tais
variaveis “especiais”. Entretanto, podemos apresentar alguma parte da nao-linearidade
como fontes a serem modeladas, ou seja, identificaremos certas quantidades como fontes
do movimento turbulento. Estas novas quantidades do fluxo possuem estrutura espacial
e temporal, e resultam de uma tentativa de apresentar a turbuléncia como uma interacao

entre vorticidade e o vetor de Lamb.

Nesta “nova teoria da turbuléncia” é proposto formar um sistema de equacoes
nao para valores médios de ¥ e p, mas para valores médios de & e [. Esta nova teoria é

chamada de Dinamica Metafluida [6].

3.2 Novos conceitos e Equacoes

Vamos iniciar escrevendo a forma usual das equacoes de Navier-Stokes

% (5 V)T = —Vp+ vV, (3.5)
note que
(7 V)i = %w? +(V X T) X 7. (3.6)

Introduzindo a eq.(3.6) na eq.(3.5), obtemos

= 2
% =G xT— V(g + %) + V7, (3.7)
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onde @ = V x 9. Isto justifica a eq.(3.1). Tomando-se o rotacional da eq.(3.7), vem que

w = —V x (Jx¥) +vV x Vi
%—f = —V x [+ vV, (3.8)

Esta equacao descreve a evolugao da vorticidade. Por outro lado, como a vorticidade ¢ o

rotacional da velocidade temos
V- -d=0. (3.9)

E claro que as equacdes (3.8) e (3.9) siio vélidas localmente, independentemente se o fluxo
é turbulento ou nao. Note que as formas “mediadas” destas equacoes sao vélidas. A
eq.(3.8) contém apenas a vorticidade e o vetor de Lamb; logo, conhecendo-se f, a solugao
da equagao (3.8), com condigoes iniciais e de contorno apropriadas, constituiria-se no
problema de resolvermos uma equacao diferencial parcial linear. A questao é como obter
o vetor de Lamb. Uma das possibilidades seria modelar o rotacional do vetor de Lamb
por alguma outra quantidade envolvendo somente a vorticidade. Mas como podemos ver
a definicao de l_: terfamos gradientes de velocidade diferentes da vorticidade, e nenhum
progresso seria feito. De qualquer modo, podemos considerar o vetor Lamb como uma
outra variavel dinamica, além da vorticidade, e olhar as equagoes (3.8) e (3.9) como um
sistema incompleto de quatro equagoes, onde a evolucao e a divergéncia da vorticidade
sao dados, ao passo que a evolugao e divergencia do vetor de Lamb estao ausentes. Vamos
entao obter estas relacoes para completarmos o sistema de equacoes, onde a evolucao de
um campo envolve variagoes espaciais do outro, enquanto termos extras nao lineares sao
vistos como suas fontes. Estas fontes sao determinadas pelas condigoes externas do fluxo

(a geometria e crescimento energético) nao dos valores dos campos.

Agora, vamos estudar a divergéncia do vetor de Lamb. Aplicando o operador

divergéncia em ambos os lados da equacao de Navier-Stokes, temos que

w — V- (@x0) -V -Vo+1V-V4
=V-I = -V, (3.10)

logo a divergéncia do vetor de Lamb esta relacionado com a “aglomeracao” da funcao
energia de Bernoulli, que representa a tendéncia da energia de aglomerar-se em algumas
regioes onde seu valor é positivo, evacuar-se de algumas outras regioes onde seu valor
é negativo; quanto maior a tendéncia, maior a magnitude da divergéncia. Alguns au-

tores chamam esta aglomeracao de curvatura (isto ndo tem nada haver com o conceito
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geométrico de curvatura). Note que para um fluido Newtoniano incompressivel, a di-
vergéncia do vetor de Lamb é a mesma tanto no caso viscoso como no nao viscoso, o que

pode ser visto diretamente no calculo realizado para a obtengao da eq.(3.10).

As consideragoes anteriores, nos levam a um novo conceito tedrico, a saber, o

de densidade de carga turbulenta, que indicaremos por n(Z,t). Sua definigdo matematica

é dada por
n(it) = V-IL (3.11)
Notemos que
n(z,t) = V-1
= V. (Jx7)
= - (Vx0)—d-Vxv

I
@L

(Vx1)—d-d,

(3.12)

o que implica que a densidade de carga turbulenta ¢é identicamente nula em escoamentos

irrotacionais.

Vamos obter agora as equacoes que descrevem a evolucao do vetor de Lamb.

Para isso, escrevamos a equacao de Navier-Stokes, eq.(3.7), na seguinte forma

= —% — V¢ +vV?7, (3.13)

derivando esta equacao com respeito ao tempo, obtemos

ol 9% _0¢ ,0
__gv , 14
o~ o YatWVa at (3.14)

Os dois primeiros termos do lado direito da eq.(3.14) podem ser caracterizados como
contribuicgoes inviscidas para evolugao do vetor Lamb, no sentido de que eles sao os tnicos
termos presentes no caso inviscido, ao passo que o terceiro termo pode ser considerado
como corregao viscosa dela. Portanto, primeiramente escreveremos a evolucao do vetor de
Lamb como se o fluido fosse inviscido (isto é, governado pelas equagoes de Euler), e logo
exigiremos que os efeitos viscosos ocorrerao somente através do ultimo termo da eq.(3.14).

Vamos ao célculo dos termos inviscidos. Vem da eq.(3.14) que

ol 0% _0¢
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Por outro lado,

Q_f_ 2(c3><17)

o Ot
= a—w><*—|—*><a—17
~ oo VY o

Das equagoes (3.7) e (3.8), obtemos (considerando apenas os termos inviscidos)

ov

e
o] -
E——VXZ

Introduzindo as equagdes (3.17) e (3.18) na eq.(3.16), obtemos

ol = 7
a:—(Vxl)><17~|—c?><(—l—v¢)-

Note que

—

Mas 71 = 7- (& x ) = 0, e logo a equacdo (3.20) fica
—(Vx)xt=—@ V) —(1-V)i—1xa.

Introduzindo a equagao (3.21) em (3.19), vem que

%:—(a-vﬁ— (- V)7 — & x V.

Por outro lado,

— — —

Vx@xl) = 8(V-)=UV-0)+ (- V)T — (@ V)
I

Introduzindo a equacao (3.23) em (3.22), temos

%ZUQwa—ﬁn—Vx(U~u7)17—a3><V(¢+v2)—2(f~V)17.

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)
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Notemos que o primeiro termo do lado direito da equacao (3.24) assemelha-se, a menos
do fator multiplicativo v?, ao primeiro termo que aparece na equacao de evolucao da
vorticidade (vide equagao (3.8)). Os termos restantes nao tém equivalentes na equagao
de vorticidade e nao podem ser escritas como combinagoes de & ou L. Assim, aqui entra
o conceito da segunda fonte turbulenta, a saber, o vetor corrente turbulenta j(f, t), dado

por
J=n+Vx (@ -30+&xV(p+0?)+2(- V7. (3.25)

Introduzindo a parte viscosa e a equacao (3.25) na (3.24), resulta

ol o o , 00

a = vaw—j‘i‘va

% = VVUxd—j+ VVQ(—T— V¢ + vV27)

% = VP’V X&—j+vVn—vV2i+ 12V (3.26)

O ultimo termo nesta equagao ¢ uma correcao de segunda ordem na viscosidade e pode

ser negligenciada. Portanto, a forma final da equacao que fornece a evolucao do vetor de

Lamb é
o
ot

Esta equacao implica que existem duas corregoes ao resultado inviscido dado pela equacao

= V¥V X&—j+vVn—vVi. (3.27)

(3.24). A primeira envolve o gradiente de carga turbulenta e pode ser vista como uma
correcao viscosa ao vetor corrente turbulenta. A segunda correcao é de maior importancia
e descreve como os gradientes espaciais do vetor de Lamb afetam sua evolucao através
da viscosidade. Notemos que o sinal negativo em frente a estes termos, como veremos
mais tarde, é responsavel pela obtencao de uma equacao de onda simples para ambos, a
vorticidade e o vetor de Lamb. Em conclusao, temos encontrado um sistema de quatro

equacoes, ou seja,

V-d=0, (3.28)
& —V x [+ V3, (3.29)
ot
V.-l=n, (3.30)
6f 2 = - 27
E:viw—j—i-VVn—VVl, (3.31)

que sao validas localmente em um escoamento laminar ou turbulento. Note que este

sistema de equacgoes é linear.
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3.3 As equacoes da Dinamica Metafluida

Para um fluido inviscido, ou seja, v = 0, as equagoes (3.28)-(3.31) tornam-se

V-3 =0, (3.32)
o -
o= VXL (3.33)
V-l=n, (3.34)
I .
o _ @*V x @& — j. (3.35)

ot
Estas equagoes sao andlogas as entao chamadas equagoes de Maxwell microscopicas, que

podem ser escritas da seguinte maneira

V-b=0, (3.36)

b .
a =—-V X e, (337)
V- &= dmp, (3.38)
% = AV x b— 4ri, (3.39)

—

onde b(Z,t) é o campo magnético microscépico, €(Z,t) é o campo elétrico microscépico,
p(Z,t) é a densidade de carga microscépica, e i(Z,t) é a corrente microscopica. Uma
descri¢ao mais economica dos campos é obtida introduzindo-se o potencial vetor @(z,t) e

o potencial escalar 1. E facil ver que as substituigoes

b=V xd, (3.40)
oa

= —— — 41

€ T V) (3.41)

deixam as equagoes (3.36) e (3.37) como identidades. Os dois sistemas dividem uma ca-
racteristica comum, que ¢ a de ter seus campos variando com extrema rapidez no espaco e
no tempo. Podemos argumentar que no eletromagnetismo a carga e a corrente sao dadas,

ao passo que na hidrodinamica elas fazem parte do problema. Na verdade, isto nao é
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tao rigoroso. As variagoes espaciais dos campos eletromagnéticos microscopicos ocorrem
em distancias da ordem < 107%s, e suas flutuacoes temporais ocorrem em perfodos de
< 107135 para vibracoes nucleares e < 10~!"s para movimentos de orbitais eletronicos.
Medidas macroscopicas levam a médias em intervalos muito maiores que estes. Portanto,
todas as flutuagoes microscopicas sao “mediadas”, dando variagoes de quantidades ma-
croscopicas relativamente suaves e lentas. Estas quantidades macroscopicas sao determi-
nadas experimentalmente e esta é a razao porque sao consideradas como uma espécie de
“insumo” nas equagoes de Maxwell macroscépicas. O quadro qualitativo resultante para
as fontes eletromagnéticas é analogo ao das fontes turbulentas na formulacao da dinamica

metafluida.

Obtidas as equagoes “microscopicas” fundamentais, equagoes (3.28)-(3.31), to-
maremos as médias de todas as quantidades sobre o espacgo, aplicando um método de
filtragem devido a Russakoff [43]. As fontes médias obtidas deverao ser determinadas
experimentalmente, exatamente ou numericamente, e devem ser consideradas como um
“insumo” nas equagoes da DM. Vamos comegar com o método de filtragem. A média

espacial de uma funcdo A(Z,t) com respeito a uma funcao teste f() é definida por
< A(Z)t) >= /f(f’)A(f— 7 t)d, (3.42)

onde f(Z) > 0 em alguma vizinhaca de # = 0, e [ f(#")d*¢’ = 1. Vamos supor também
que f(Z) é isotrépica. Uma f(Z) que satisfaz esta hipétese é f(Z) = (mR)*2e~"*/%*. Outra
hipé6tese necessaria sobre nossa funcao filtro é que ela seja de classe C*°(R). Assim, sobre
pequenas distancias, por exemplo, da ordem da microescala de Kolmogorov 7, podemos

expandir f da seguinte maneira
(@ V)*f(2), (3.43)

onde | @ |~ n. Vamos, agora, aplicar o método de filtragem nas equagoes (3.28)-(3.31).

Os campos de Lamb e vorticidade, em grande-escala, serao definidos por
L = <@t >
W = <a&(Z,t) >, (3.44)

Logo as equagbes homogéneas, (3.28) e (3.29), ficam

V-Ww

I
o

(3.45)
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Figura 3.1: Comparacio entre os campos < 42V x @& > e < 4> > V x W de um fluxo em

um canal[6]

= -V x L+vVW, (3.46)

V- L=<n(Zt)>, (3.47)

oL B L B -
= < v’V X & > — < j(T,t) > +vV < n(Z,t) > —vV>L. (3.48)
Com o intuito de que o sistema acima tenha solugao, usaremos a seguinte aproxime¢ao 3.3

[6]

<PVUXDT>=<P >V xW. (3.49)

Com esta aproximacao podemos classificar os escoamentos em “homogéneos”

e “nao-homogeéneos”. No escoamento homogéneo as fontes turbulentas sao nulas e, neste
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caso, as equagoes da DM ficam

V-W =0
68_1/;/ = —VXE+VV2W,
V-L = 0,
L - 2 =
%—t = <v*>VxW-vV L (3.50)

O valor médio da velocidade, < ¥ >, pode ser tomado como a raiz quadrada da energia
cinética total por unidade de massa e volume filtrado. Estas equagoes podem ser resolvidas
analiticamente e numericamente para condigoes de contorno apropriadas; por exemplo,
uma caixa ctibica periédica. No caso da turbuléncia nao homogénea, as fontes turbulentas

nao sao nulas, e as equagoes da DM ficam

V-W =0
88_1/;/ = -V xL+uvV*W,
V-L = N(it)
(9E 9 A _— . A
5 = <V >V xW—-J(@t)+vVN(z,t) —vVL, (3.51)

onde N(Z,t) =< n(Z,t) > e J(Z,t) =< j(Z,t) >. Os dois novos campos L ¢ W foram
introduzidos devido a generalidade. Eles representam os efeitos que a filtragem das fontes
turbulentas introduzem nos campos bésicos LeW. Em notacao tensorial, podemos

expressar suas relagoes como seguem

- a@aﬁ
Lo = Lo + 47(P, Z[; B 4+, (3.52)
Wo =Wy +dn(My+---). (3.53)

As quantidades 15, M , Qap (€ objetos similares em ordem superior) representam as médias
macroscépicas de dipolo de carga turbulenta, dipolo de voértice, e quadrupolo de carga
turbulenta, e densidades de momento superior do particular fluxo turbulento. Estes mo-
mentos sao nulos no caso de turbuléncia homogénea. As relagoes que expressam E e V?/
em termos dos campos basicos L e W e serao chamadas relacoes constitutivas. No caso

mais simples, temos uma relacao linear do seguinte tipo

-

= €L,

-

ew. (3.54)

=K ikl
I
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As constantes € e £ podem ser interpretadas como os analogos hidrodinamicos das cons-
tantes dielétricas e permeabilidade magnética, respectivamente. Nos casos mais simples
podem ser consideradas como escalares, ao passo que em geral serao tensores de segunda

ordem, refletindo a presenca de anisotropias.

3.4 Abordagem Lagrangiana da Dinadmica Metafluida

A partir da interpretacao geométrica para escoamentos de Euler (NS con v = 0), Arnold
[21, 22] mostrou, usando métodos de algebra de Lie, que este tipo de escoamento pode
ser descrito em um formalismo Lagrangiano em qualquer dimensao. Isto tem muitas
consequéncias interessantes em mecanica dos fluidos, e foi ativamente estudado [23, 24,
25, 26, 27]. A aplicacao do principio variacional em escoamentos de fluidos incompressiveis
sem viscosidade é muito usado no estudo do movimento de fluidos oceanicos e atmosféricos

em grandes escalas, conhecidos como escoamentos quasigeostréficos [27, 28, 29].

Associado a estas formulagoes Lagrangiana da equagao de Euler, eq.(C.6),
existe uma estrutura simplética e varias formulacoes Hamiltonianas. Isto nao é um novo
estudo deste tipo de sistema. Em hidrodinamica, Clebsh introduziu variaveis canonicas
[30] para descrever o movimento de um fluido ideal (sem viscosidade) em uma classe par-
ticular, mas fisicamente importante, de escoamentos nos quais as linhas de vértice sao as
linhas de intersegao de duas familias de superficies A\(7,t) e p(Z,t) [31]. As varidveis de
Clebsh podem descrever a turbuléncia resultante na instabilidade do escoamento plano
paralelo ou esocamentos de Couette axialmente simétricos. Este é um exemplo de uma
descrigao continua. Uma outra descricao Hamiltoniana de fluidos turbulentos é dada pela
teoria de ondas de turbuléncia que estuda os estados estacionarios do sistema estatistico
classico, que consiste de ondas que apresentam uma pequena interagao [32, 33]. A Ha-
miltoniana neste caso pode ser escrita como a soma de duas partes: a Hamiltoniana nao
pertubada mais a Hamiltoniana pertubada. A descrigdo por vortices pontuais também
forma um sistema Hamiltoniano [34], porém, discreto, para escoamentos de fluidos tur-
bulentos. Uma outra representagao Hamiltoniana, que é apropiada quando tratamos com

esocamentos hélicos, é devida a Kuz'min [35] e Oseledets [36].

Entretanto, embora haja uma grande variedade de formulagoes Lagrangianas

para a equacao de Euler, eq.(C.6), em nenhum destes casos as descrigoes Lagrangianas(ou
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Hamiltonianas) permitem obter a equacao de movimento de NS, eq.(3.1), para o escoa-
mentos de fluidos viscosos. Nao é obvio que tais descricoes possam ser estendidas para
escoamentos viscosos, isto €, para descricao verdadeira da turbuléncia. Naturalmente uma
pergunta que se pode fazer é se existe um formalismo Lagrangiano (ou Hamiltoniano) cu-
jas as variaveis canonicas nos conduzam as equacoes de movimento de um escoamento
com viscosidade. Neste ponto é que entra a DM, nos apontando um caminho para contor-
nar esta dificuldades e, portanto, encontrar um formalismo Hamiltoniano(ou Lagrangiano)
para tratar escoamentos turbulentos com viscosidade. Estenderemos a analogia que existe
entre as equagoes de movimento da DM, equacao(3.50), e as equagoes de Maxwell do ele-
tromagnetismo para obtermos um formalismo Lagrangiano para o sistema que permitira,
mais tarde, discutir os vinculos e as simetrias presentes no escoamento turbulento. E
importante ressaltar que estaremos usando os valores médios para as equagoes da DM,
onde foi aplicado o método de filtragem devido a Russakoff. Com o intuito de simplifcar

a notagao tomaremos as seguintes defini¢oes dos valores médios

I = <I(&t) >
W= <d(Tt) >, (3.55)

entao o conjunto de equagoes para os valores médios da vorticidade e do vetor de lamb, é

dado por

V-& = 0, (3.56)
%—(’; = —VxI+vVi, (3.57)
V-l = N(Zt) (3.58)
af 2 = o — 27
5% = c“V xd— J(Z,t) +vVN(Z, t) — vV, (3.59)

Note que ¢ = vv2, que é a média espacial do quadrado da velocidade e que
pode ser tomada como a raiz quadrada da energia cinética total por unidade de massa e
volume filtrado. As quantidades J e N sdo respectivamente as médias espacias das fontes

-

jen.
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No eletromagnetismo classico, a densidade de Lagrangiana é dada pela a dife-

renga entre o quadrado do campo elétrico (E) e o quadrado do campo magnético (E), a

saber,

Loy = %(52 — B?). (3.60)

Usando a analogia estabelecida entre eletromagnetismo e turbuléncia e a correspondéncia
entre as entidades fisicas apresentadas anteriormente, propomos a seguinte Lagrangiana

para a turbuléncia
1
L= / d3f§(f2 — A&, (3.61)

que pode também ser escrita em termos do campo de velocidade e da funcao energia de

Bernoulli. Usando a eq.(3.13), e pelo fato de que & = V X ¥, temos

1 ov a2 Lo 2
.,%—2( Vo at+VV 7) 5¢ (V x 0)%. (3.62)

Aplicando as equagoes de Euler-Lagrange [60] na lagrangiana (3.62) e considerando a

equacao canodnica para a coordenada ¢, temos

0L 0L 0z

= = =0
o(0p)  0(Oje) 09 ’
50,0) (0i0 — v; + v07v;)0;5, (3.63)
0Z 0% 0L 0L

% 500) D ane) O ol0ne) 09

=0, (3.64)

onde usamos a identidade dada na eq.(3.1). Agora, considerando a equagao canonica para

a coordenada ¥, a identidade dada na eq.(3.1) e Jd = V x ¥, temos

X

G =0 (3.65)
OF (Lo — iyt vdPu)by, (3.66)
81}1
0L .,
o) 2¢*(Ow; — 0juy) (3.67)
83 = —21/(-8&25 - Uz + Va21}i)(5jk(sil. (368)

(ki)
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Substituindo na equacao de FEuler-Lagrange, tem-se

ol(7, 1)
ot

= AV x &(7,t) — vV2U(T,1). (3.69)

Deste modo, a Lagrangiana, eq.(3.62), gera corretamente as duas ultimas equagoes de
movimento para a DM, equagoes (3.56)-(3.59), para o caso em que nao existem fontes
turbulentas (N = J = 0), com as coordenadas generalizadas sendo a fungao energia de
Bernoulli ¢ e o campo de velocidade v. As outras duas equagoes sao obtidas devido ao
modo como & e [ sdo definidos, Para obter a primeira equacao na eq.(3.56) basta tomar

a divergéncia de & = V X ¥ e para a segunda, tomar o rotacional da eq.(3.1).

Consideremos agora a situagao em que os termos de fontes estao presentes nas

equagoes de movimento. A densidade Lagrangiana de interagao .Z,; é postulada

Lot =J T —n¢—vir- VN, (3.70)
que traz um termo de correcao devido a viscosidade. Neste caso, a densidade Lagrangiana

total é dada por

1 7 1 B}
L= (~Vo- UL v - AV XD+ T T No—vi- VN, (371)

v
ot
Este é sem duvida um resultado interessante da DM, que nos permite encontrar um forma-
lismo Lagrangiano para o movimento de fluidos viscosos incompressiveis. As equacoes da
DM, (3.56)-(3.59), podem ser derivadas da densidade de Lagrangiana (3.71) (da mesma
forma que o caso sem fontes) a partir das equagoes de Euler-Lagrange [60], com o campo

de velocidade ¥ e a fungao de energia de Bernoulli ¢ sendo as variaveis canonicas.

Um resultado importante que pode se derivar dessa descri¢ao Lagrangiana para
o escoamento de fluidos incompressiveis com viscosidade, é a possibilidade de obtermos a
equagao de Navier-Stokes, eq.(3.1). Para tanto, vamos calcular o momento conjugado ao

campo de velocidade v, dado por

5U(Z, 1)
= (T tH Vo(F,t) — vVE(E, ). (3.72)

Comparando com a eq.(3.1), temos que

R(T,t) = —1(7,1). (3.73)
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Podemos entao escrever que

-

U(Z,t) = —1(Z,t) — Vo(Z,t) + vV*i(Z, 1), (3.74)

—

que é a equacao de Navier-Stokes, eq.(3.1), para os campos filtrados, onde usamos (7, t) =
W x . Vamos agora derivar a Hamiltoniana do sistema fazendo uma transformagao de

Legendre da Lagrangiana, que é obtida como
H = / PEFT— L), (3.75)

Mas, do momento conjugado dado na eq.(3.72), temos U =7 —V¢+ V2. Desta forma,
a densidade de Hamiltoniana para o escoamento de um fluido viscoso incompressivel é

dada por

]. ]_ -
H = 57?2 —7-Vo+ vt V07— 5c2(v x¥)?—J -0+ N¢+vi-VN. (3.76)

As equagoes Hamiltonianas de movimento sao

96(Z, ) 5H
ot o7
COR(E) A ,

i = er T VvV2I(Z,t) + AV x V x §(Z,t) + vV N(Z,t) — J(7,1).(3.77)
v

A primeira destas equagoes é a equacao de Navier-Stokes, e que nos leva a concluir que
I(Z,t) = —7(Z,t). Entdo, a segunda equagio na (3.77) concorda com a quarta equacio
da DM, ja que &J(Z,t) = V x ¢. A primeira e segunda equagao da DM, (3.56) e (3.57),
sao satisfeitas tomando-se o divergente de & = V x ¢ e o rotacional da eq.(3.1), res-
pectivamente. A terceira das equagoes da DM nao pode ser obtida como uma equacao
Hamiltoniana baseada na equacdo (3.76). Podemos contudo, dizer que devemos conside-
rar as solugoes das equagoes Hamiltonianas para as quais V - [-N=0ouV-7#+N = 0,
em algum instante de tempo definido. Se entdao pudermos mostrar que esta restricao é
mantida para todos os instantes, as solucoes obtidas formam um conjunto consistente e

satisfatorio. A derivada do tempo de V - 7@ 4+ N = 0 é encontrada a partir da segunda,

eq.(3.77). Tomando a divergéncia da equagao e usando a equagao da continuidade, temos

—azt'” = VWAV 7+ AV VX VxT+vVEN-V-J
, . 0N
= yvz(V~ﬁ+N)—v-J_—v-J_aa—t
O w.ieN) = 0, (3.78)
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Ja que a equacao ¢ de primeira ordem na derivada temporal, mostramos que a restricao
de que V -7+ N = 0 em algum instante do tempo é equivalente a validade da terceira

equagao (3.58) ao longo do tempo.

Uma caracteristica importante dessa descricao Hamiltoniana para escoamentos
turbulentos de fluidos incompressiveis em 3D, é o carater geral desse formalismo obtido.
Apresentamos um formalismo Hamiltoniano para o escoamento mais geral sem a neces-
sidade da introducao de novos parametros ou de trabalhar com um outro conjunto de

varidveis.

3.5 Analise Simplética

Agora vamos aplicar o método simplético a DM descrita pela densidade de Lagrangiana,

eq. (3.71). Primeiramente, vamos reescrever eq.(3.71) como
v - %z’ﬂ R o %(w)? - %CQ(V X T)2 — v V25 — v(V2F) - (V)
+ V;(v?ﬁ)? +J-0—vi-VN —¢N. (3.79)
Conforme o método simplético, deve-se reduzir a densidade de Lagrangiana de segunda
ordem para primeira ordem na velocidade. Para tanto, usa-se o proprio momento con-

jugado a velocidade como campo auxiliar, que ao ser inserido na Lagrangiana, eq.(3.79),

gera a seguinte Lagrangiana de primeira ordem,
L0 —7.5-UO), (3.80)

onde (0) indica a interacdo zero e onde o potencial simplético é

1 1 .
U = 57?2 — -V +vit- V- 5(;2(v X0 +vi-VN —7-J+¢N.  (3.81)

O conjunto inicial de varidveis simpléticas é £ = (v;, 7;, ¢), permite identificar a eq.(3.80)

com a eq.(A.5), as quantidades

(0)

Ai v = Ty,
AT — g
A2 — o, (3.82)

o que nos leva a seguinte quantidade nao nulas (veja eq.(A.7))

0
(0)o7 5a’

L Oa
fij (LL’,y)— (f

= 00( — ) = — £ (%, 7). (3.83)
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A matriz simplética correspondente f(©) é entdo dada por

0 —d; 0
f(o) - 5ij 0 0 5(5 - ?7), (3'84>
0 0 O

que obviamente € singular e, portanto, possui vinculos, de acordo com o método simplético.
Vamos, entao, encontrar estes vinculos para produzir uma deformacao na estrutura geo-

métrica e chegar a um novo tensor nao-singular.

Como a matriz, eq.(3.84), é singular ela tem um modo-zero, obtida partir da

eq.(A.10), a saber
00 = ( 0 0 v ) , (3.85)

onde © é a matriz transposta de v, e representa uma matriz (1 x 3) e v® é diferente de

zero. Logo, contraindo este modo zero com o gradiente do potencial U, tem-se

J
30 6 ) (7 —
/d yv (5<b(:?,t)U () =0, (3.86)
onde usando eq.(3.80), encontra-se
J
3 & 0) (7 — 3 & T N(i7 37 =
[ it iU = [ A @+ NS E - =0 687

Como v? é uma funcao diferente de zero, o seguinte vinculo é obtido,
Q=V-7(7,t)+ N(7,t), (3.88)

que é equivalente a lei de Gauss no eletromagnetismo.

Segundo o método simplético, este vinculo deve ser introduzido no setor cinético
da densidade de Lagrangiana, eq.(3.80), por meio de multiplicador de Lagrange A logo, a
Lagrangiana de primeira iteragao é obtida como sendo

o 1 1 =
L = 7?-17+/\(V-7?+N)—§ﬁ2+502(v><17)2—m7-VN+17-J—¢N

+ 7-Voé—uvi- V. (3.89)

Agora considerando o vinculo, dada na eq.(3.88), fortemente no setor potencial da La-

grangiana, eq.(3.89), temos

/ BTF-Vé — N) = / BV - (67) — (V- 7+ N)o) = 0. (3.90)
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Desta forma, a densidade de Lagrangiana de primeira ordem pode ser reescrita como
LV =7 G4+ NV -7+ N¢)—UD, (3.91)

onde o potencial simplético é dado por

1 1 -
U0 =g = 57~ 5c2(v x )2 4 v -V2*G -0 J+vi- VN, (3.92)
Note que, ao considerar o vinculo fortemente igual a zero no potencial simplético, o
campo ¢ naturalmente desaparece. Considerando agora que o novo conjunto de variaveis
simpléticas é dado na seguinte ordem ¢ = (v;,7;, ), temos os momentos canonicos

uma-forma,

Agl)ﬁ =
AT = 0
ADY = V.1 4N, (3.93)
e a matriz simplética,
0 —6; O
= 6; 0 oY [dZ—1), (3.94)
0 -0 0

como podemos observar, a matriz f(!) é singular. Precisamos, entéo, continuar procurando
os vinculos da teoria para encontrarmos um tensor nao-singular. Nesse caso o modo-zero,

usando a eq.(A.10), é dado por

50 = ( o0 ) (3.95)

J

que deve satisfazer a condicao
7 — 9t =0, (3.96)

que sdo expressoes totalmente arbitrarias. Contraindo o modo-zero v com o gradiente

do potencial UM, temos

g o 10 . Y o s .l
% = @Dy [ PR x @) - v [ EEGV

+ y—/d3 VN (i —y—/d3 ) - J ()] (3.97)
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Combinando a eq.(3.95) e a eq.(3.96), temos

Q, — y% EF DTGP (F — ) = —oON@)OT)

= vWNZ)N(D)

09(7)
ot

= oWANF)V? (3.98)

onde foram usadas as eq (3.10)e equagao da continuidade.

A analise simplética abre a possibilidade de investigarmos a DM dentro e fora
do intervalo inercial. A DM fora deste intervalo serd investigada em um trabalho futuro. E
importante considerarmos que no intervalo inercial, apesar da existéncia de viscosidade,
nao existe dissipacao de energia, entdao a fungao energia de Bernoulli (¢) é constante.
Devido a isto, {2y é igual a zero e , consequentemente, a simetria de calibre escondida é
revelada. Isso ocorre devido ao modo-zero nao gerar um novo vinculo, ou seja, quando
¢ é constante, a eq.(3.98) é identicamente nula. Assim, conforme o método simplético,

quando um modo-zero nao gera um novo vinculo, temos a presenca de uma simetria.

Para obtermos os parénteses de Dirac entre os campos do espaco de fase, temos
que fixar a simetria de calibre. Isto ¢ feito introduzindo uma condicao de calibre no setor
cinético da Lagrangiana de primeira ordem, eq(3.91), através de um multiplicador de

Lagrange.

Seguindo a analogia entre o eletromagnetismo e a turbuléncia, vamos escolher

o calibre de Coulomb
x2 = V- U(Z,t). (3.99)

Este calibre vem da condicao de incompressibilidade do fluido. Neste caso, obtemos a

seguinte densidade de Lagrangiana,
(1) oD - : — 1 2 1 —\ 2 - 2= |~ 7
& :7T'U—|—)\<V'7T+N)—|—77(V'U)—§7T —§(VX’U) —vi - VU4 v J,(3.100)
tomando o vinculo y» fortemente no setor do potencial simplético, eq.(3.100),
/d3f(v X )2 = —/d?’;z?(U« vi): (3.101)
Assim, a densidade de Lagrangiana de segunda iteracao é dada por

PO =7 G+ NV -7+ N)+09(V-0) - U, (3.102)
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onde o potencial é

-

1
u® =y, = §(v x 0)2 +vw- V20— J. (3.103)

Sendo o novo conjunto de varidveis simpléticas dado na ordem £@ = (v;, 7, A, )

(2)

Ai v = T
AT — ¢
AP = Vi N
AT = V.7, (3.104)
com a correspondente matriz simplética f*) escrita como
0 —d&; 0 0o
0 0 9/ 0
TEE ’ 5(& — 7). (3.105)
0 —-907 0 0
-o0r 0 0 O

que é a uma matriz nao-singular. Segundo o métoddo simplético, a inversa de f? gera

os parénteses de Dirac entre os campos fisicos,

o707 oY
0 0ij — % 0 —%
o0*oF oY
—0;i + L5 0 . 0
Fo = JOVQ o ;2 . 5(Z — 7). (3.106)
V2
o%
— 0 0 0

Sendo assim, a partir da matriz (f (2))_1 identificamos os seguintes parénteses de Dirac,

w@m@” = -5+ L) s,
@@ = (@@ =0 (3107

Estes sao nada menos que o parénteses de Dirac da teoria de turbuléncia no calibre

V-7 =0. O proximo passo seria a quantizagao da teoria vinculada, que pode ser obtida
. ~ N D . .

pela regra de quantizacao candnica {, }~ — —il,]. Fazendo isso, obtemos os comutadores

da teoria

@@ = (-as+ L) s -,

[vi(Z),v;(7)] = [m(Z), m; ()] = 0. (3.108)
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4 Fluidos Compressiveis como um Sistema

Vinculado

Teorias de calibre tém desempenhado um papel importante em teorias de campos ja
que elas estao relacionadas com interacoes fisicas fundamentais na natureza. De um
modo mais geral, estas teorias tém simetrias de calibre definidas por algumas relagoes
chamadas, na linguagem de Dirac, de vinculos de primeira classe. A quantizacao dessas
teorias necessita de cuidados especiais pois, devido a presenca de simetrias de calibre,
existem graus de liberdade supérfluos, os quais devem ser eliminados (antes ou depois)
da implementacao de um processo de quantizacao valido. Um exemplo de uma teoria de

calibre é o eletromagnetismo.

Jé foram feitas algumas tentativas para a obtencao de um conjunto de equagoes
Tipo-Maxwell para a mecanica dos fluidos. Por exemplo, uma analogia apresentada entre
as equacoes de Maxwell e as equagoes de um fluido incompressivel turbulento foram feitas
por Troshkin (1993) [45] e Marmanis (1998)(DM) [6]. Diferentemente deles T. Kambe
(2010)[44], escreveu as equagoes Tipo-Maxwell para um fluido compressivel. Motivado

pela similaridade das equagoes entre a mecanica dos fluidos e o eletromagnetismo.

Como existe a analogia entre os sistemas, todos os modelos citados anteri-
ormente apresentam simetria de calibre como o eletromagnetismo. Isso permite tratar
os modelos como um sistema vinculado. Isso foi feito primeiramente para fluidos incom-
pressiveis turbulentos (DM) e apresentado no capitulo anterior [8]. Agora queremos tratar
o modelo para fluidos compressiveis. Por isso faremos a descricao Lagrangiana e Hamil-

toniana do modelo de Kambe para finalmente obter os comutadores.

No caso compressivel ndo podemos utilizar o método simplético [apéndice A]
porque agora nao conseguimos eliminar os graus de liberdade supérfluos utilizando o
calibre de Coulomb pois tal calibre, na mecanica dos fluidos esta relacionado com a in-
compressibilidade, o que deixa a escolha inviavel para um fluido compressivel. Portanto

sO nos resta utilizar o calibre de Lorentz para eliminarmos os graus supérfluos dos sistema.
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Vamos em primeiro lugar escrever as equagoes tipo-Maxwell para fluidos com-

pressiveis. Comecaremos recordando a forma das equacgoes de Maxwell

v E =1
€o

V-H = 0,

, OH

E = ——
V X TR

q 1J° 10E
VxH = Lz 0 (4.1)

ce cot’
onde ¢¢ = 4mp°p e Je = 47“]_% sao respectivamente a densidade de carga e o vetor densidade

de corrente. Os campos vetoriais £ e H podem ser escritos também em termos dos

potenciais vetor A e escalar ¢, através da relacao

_ 104
E = — ==
c Ot Ve
H = VxA (4.2)

com essas defini¢oes, as equagbdes acima requerem que os potenciais A e ¢ satisfacam as

seguintes equagoes

1624 > =
1 0% ¢

S 4V-A=0. (4.5)

Ja na mecanica dos fluidos, as equagoes de movimento de um fluido ideal sao

dadas pelo conjunto de equacoes

o oo, 1
i (0- V)= ;VP, (4.6)
dp |
E+(v V)p+pV -0 =0, (4.7)
Os



4 Fluidos Compressiveis como um Sistema Vinculado 38

%—j+V><(wxz7)=0, (4.9)

onde p é a densidade do fluido, s é a entropia por unidade de massa e P é a pressao. As
interpretacoes destas equagoes ja foram apresentadas nos capitulos anteriores. A primeira
equacao ¢ a equacao de Euler, a segunda ¢ a equacao da continuidade, a terceira a equacao
da entropia enquanto a ultima equacao ¢é a equacgao da vorticidade. Note que se a entropia
tem um valor uniforme sy, neste caso o fluido se mantém em um estado isentréopico s = s
em qualquer regiao do fluido e tempo. Portanto considerando um fluido isentrépico,
podemos da termodinamica escrever que Vh = %VP, onde h ¢ a entalpia por unidade de
massa. Imediatamente, podemos escrever que uma variagao da entalpia esta relacionada

com uma variacao na densidade através da relagao

1 a?
Ah = -AP=—Ap, (4.10)
P p
portanto
2
ath = %8tp
a2
onde a é a velocidade do som definida por a® = (g—fj)s. Substituindo essas relagoes nas

equagoes de Euler (4.6) e da continuidade (4.7), chegamos nas seguintes expressoes

o o 1,
E‘F(U-V)U—F;v}l—o, (4.12)
%Jr(ﬁ-V)thaZV-U—O. (4.13)

Linearizando a eq.(4.12) negligenciando o termo (¢-V)¥, e da mesma forma para eq.(4.13),
mas neglicenciando (0 V)h, e finalmente substituindo a velocidade do som a por um valor

constante ag, as equacoes sao reescritas

ov 1
— +-Vh=0, 4.14
o (4.14)
oh
a + a(Q)V U= 0, (4'15>

portanto combinando essas duas equacoes obtemos uma equacao de onda para os campos

de velocidade e da entalpia, ou seja,

1 9%
a5~ V=0, (4.16)
2
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1 eh
—— —V*h=0. 4.17
at ot? v (4.17)

Observe que as equacoes sao analogas as equagoes do eletromagnetismo. As equagoes
(4.16) e (4.17) sdo idénticas as equacdes (4.3) e (4.4) no vacuo onde J° = 0 e ¢° = 0. Note
ainda que a eq.(4.12) é andlogo a condigao de Lorentz (4.2), portanto temos as seguintes
correspondéncias (ff, ¢°,¢) <> (ag¥, h,ap). O que possibilita a formulagao das equagdes
Tipo-Maxwell para a mecanica dos fluidos. Além disso note que as ondas sonoras de um

fluido sao analogas as ondas eletromagéticas.

4.1 Analogia com as Equacoes de Maxwell

A formulagao das equacgoes tipo-Maxwell para a mecanica dos fluidos é baseada na corres-
pondéncia entre os potenciais eletromagnéticos com o campo de velocidade e a entalpia
por unidade de massa ((A, ¢, ¢) < (ao®,h,ag)). Observe que os campos elétricos e
magnéticos no eletromagnetismo sdo escritos em termos dos potenciais, eq.(4.2). Dessa

forma podemos escrever os seguintes vetores

- ov
Ef = —— —Vh
ot v
H = Vv x7, (4.18)

onde os campos ¥ e h sao os campos de velocidade e a entalpia por unidade de masssa
respectivamente. Com essa definicao temos as seguintes equacoes tipo-Maxwell para um

fluido compressivel:

vV.-El = qf
V-H' =0
- oHf
Ef —_— p—y
V x + 5 0
Yol -
a%Vfo—aa—t = J7, (4.19)

onde ag denota a velocidade do som em um estado do fluido em repouso, e as fontes sao

dadas por

¢ = -0,V -0) - V?h (4.20)

7f = 920 — 8,(Vh) + a2V x ©. (4.21)
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Note que essas fontes satisfazem uma equagao da continuidade similar ao eletromagne-

tismo, ou seja,
o' + V-7 =0. (4.22)

Podemos ainda com a equacao de Euler (4.6) escrever o campo vetorial E7 somente em
termos do campo de velocidade

EN = (0-V)iI=&x 0+ V(%UQ). (4.23)

Essa expressdo nos leva a escrevermos a fonte ¢/ em termos do campo de velocidade
= 1
¢ =V [T V)] =V (@ xv)+ v2(§qﬂ). (4.24)

Se substituirmos uma derivada parcial da entalpia no tempo, com auxilio da eq.(4.13), no

vetor densidade de corrente, chegaremos na expressao
P =02 V(T V)h+a*V - 0) + a2V x 7, (4.25)

cuja a evolugao dos termos fontes devem ser determinados pelas resolugoes das equagoes
de Euler (4.6) e da continuidade (4.7). A inclusdo do efeito da viscosidade nas equagoes
para o modelo, é realizada reescrevendo as equacgoes de movimento para o caso de um

fluido viscoso.

4.2 Formulacao Lagrangiana

A existéncia da analogia entre os potencias eletromagnéticos com as quantidades de um
fluido abre a premissa que além de podermos escrevermos um sistema de equacoes analogo
ao eletromagnetismo, podemos ainda obter uma Lagrangiana para o sistema. Podemos
observar que os campos Ef ¢ HY , equagoes (4.18), sao componentes de um tensor de

segunda ordem anti-simétrico. O tensor intensidade do campo
H"W = gAY — 9" AP, (4.26)
que ainda pode ser escrito explicitamente em termos de Ef e HY ,

0 -B/ —-El —Ef
Ef 0 -H/ HI

H™ = v, (4.27)
Bl HI 0 —Hl

Ef —H] HI 0
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onde introduzimos o quadrivetor potencial e o quadrivetor corrente,

V“ == (h,aoﬁ)
J* = (aoq’,57), (4.28)

5 respectivamente. Além do operador diferencial

19
ao Ot’

M = ( V). (4.29)

No caso da teoria de Maxwell para o eletromagnetismo a densidade de Lagrangiana é dada

por £ = —1F"F

w, utilizando a analogia entre os potenciais eletromagnéticos com as

entidades fisicas da mecanica dos fluidos, e com o uso do tensor H*”, propomos a seguinte

densidade de Lagrangiana

1
& = H"H,. (4.30)

O momento canonico 7 associado ao quadrivetor V# é dado por

p 0L
s = T
ove
T = H" (4.31)

e aplicando a equagao de Euler-Lagrange em (4.30), obtemos a seguinte equagao de mo-

vimento

8, H"™ = 0. (4.32)

No caso com fontes devemos somente acrescentar o termo de interacao %, = —J"V,,, na

densidade de Lagrangiana da equagao (4.30)

1 1
g = _ZHMVHMV - a—ojuvu (433)

cuja aplicacao da equacao de Euler-Lagrange gera a nova equacao de movimento

~ 1
8MH“” = —J" (4.34)
Qo

No caso da densidade de Hamiltoniana do sistema basta fazermos uma transformagcao de

Legendre da densidade de Lagrangiana, (4.26), que é obtida como

H =,V — L. (4.35)
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Com o uso da Hamiltoniana, podemos obter os parénteses de Poisson fundamentais do

modelo:

{(V¥(@), 7"} = n™o(Z —2),
{V¥(z), V'(@)} = 0,
{rt(z), 7" (z")} = 0. (4.36)

Nao podemos proceder a quantizacao canonica via parénteses de Poisson acima, porque
a teoria apresenta vinculos. Da relagao (4.31), imediatamente obtemos o seguinte vinculo

(primério)

7 = 0. (4.37)

Alguns caminhos podem ser seguidos para obtencao dos comutadores do mo-
delo. Como exemplo pode ser citado o método simplético (Apéndice B) que usamos na
DM no capitulo anterior e o método de Dirac. Mas devemos ser cuidadosos na esco-
lha do procedimento porque no eletromagnetismo os potenciais eletromagnéticos nao tem
uma interpretacao fisica, diferentemente do modelo proposto para a mecanica dos fluidos
onde os potenciais equivalentes sao entidades fisicas, no caso o campo de velocidadde e
a entalpia. Por isso a escolha de um calibre analogo ao calibre de Coulomb, ou seja,
V - ¥ =0 que é a condicao de incompressibilidade do fluido. Mas, como o tipo de fluido
que queremos investigar, que é descrito pelo conjunto de equagoes (4.19), sao fluidos com-
pressiveis a escolha do calibre de Coulomb é inviavel. Além disso um outro problema
surge com os termos de fonte, com a escolha adequada do calibre eles seram nulos que
é um caso particular. Entao, uma alternativa apropriada é o equivalente ao calibre de
Lorentz, eq.(4.12), que estd relacionado com a compressibilidade do fluido e com ondas
sonoras. Portanto ao invés de usarmos a densidade de Lagrangiana (4.30) iremos usar a

densidade de Lagrangiana proposta por Fermi (1929)

7 - —;lH“”HW - %(éuma (4.38)
em que « ¢ uma constante arbitraria. Como podemos notar, a densidade de Lagrangiana
acima nao € mais um invariante de calibre. Note que é como se ja tivéssemos “fixado
o calibre”. Por isso o termo —i(é“vﬂf na eq.(4.30) é chamado o termo de fixacdo
de calibre. Assim, os problemas decorrentes da fixacao de calibre nao existem mais.

Entretanto, podemos argumentar que o modelo descrito pela a Lagrangiana dada por
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(4.38) nao corresponde as equagoes (4.19). Note-se que a equagao de movimento para V,,
é agora

Ov, — (1 - é)é@v" =0, (4.39)

onde [0 = 9,0". Vamos analisar este ponto com mais detalhes. Para tornar mais claras
as nossas conclusoes, juntemos o termo de interacao a Lagrangiana. Assim, temos

1 1
= —ZH“”HW - %(aﬂvu)z — JVH (4.40)

A equacao de movimento para V* é, neste caso,
. 1~ -
o, H" + =0"(0,V*) = J". (4.41)
Q

O que, positivamente, nao correspondem as equagoes (4.19), a nao ser que por hipétese,
consideremos (@V“) = 0. Nao vamos fazer isto. A hipdtese que vamos tomar é que a
corrente J* seja conservada, o que é bem razoavel. Isto significa que, no presente modelo,
(@J # = 0) nao surge mais em decorréncia das equagoes de movimento. Assim, tomando

a derivada de ambos os lados de (4.41) com respeito a x¥, obtemos
L5 v u=o
—0o,vH=. (4.42)
a

Considerando que « seja uma constante nao infinita, temos que 5MV“ satisfaz uma equacao
de campo livre. Logo o termo i(é"vﬂﬁ nao deve, efetivamente, causar nenhuma in-
fluéncia na teoria. Assim, a Lagrangiana (4.40) deve descrever, em termos efetivos, o
modelo das equagoes Tipo-Maxwell para fluidos. O passo agora é a obtencao dos comu-

tadores para o modelo. O momento conjugado a V# é

. 0L
m = 0
oV h
= HM - énﬂo(éyv"). (4.43)

0

Note-se que agora 7° nao é mais nulo. Nao ha vinculos. Assim, a quantizagao pode ser

feita, diretamente, via parénteses de Poisson. Temos, entao, os comutadores.
[Vu(x)v ﬂ-y(x/)] = nwé(f— f‘)7
Vi), V()] = 0,
[ (x), 7" ()] = 0. (4.44)

Voltemos agora as equagoes de movimento (4.42), vimos que o termo de calibre satifaz

uma equacao de um campo livre. Agora em virtude de escolhermos o calibre de Feynman,
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a = 1 obtemos uma equacao de movimento em termos de V#, dada pela a seguinte

expressao
Ove = Je. (4.45)

Repare que no caso sem fontes, J* = 0, a equagao anterior se torna

Ov* =0, (4.46)
no caso (u = 0),
1 0?
———h—V?h = 44
T v 0 (4.47)

Observe que nao precisamos usar o processo de linerarizagao das equagoes de movimento
para chegarmos na equagao de onda para uma onda sonora (4.47). O que demonstra que

0 nosso modelo nao altera a fisica da mecanica dos fluidos.
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5 Conclusao

Nesta dissertacao, cujo o principal objetivo consiste na investigacao das simetrias de
calibre em fluidos, mostramos primeiramente que, no contexto da DM, a turbuléncia
hidrodinamica apresenta uma simetria escondida. Mostramos que esta simetria, revelada
através do formalismo simplético, s6 é preservada dentro do intervalo inercial. No caso
de um fluido compressivel nao utilizamos o método simplético para revelar a simetria
escondida. Procedemos quebrando a simetria de calibre e chegando nos comutadores de

forma usual para um sistema sem vinculos.
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A Sistemas Vinculados

Todas as teorias de campos fundamentais em fisica sao invariantes com relagao a algum
grupo de transformacao de simetria local. Tais teorias sao chamadas de teorias de calibre
(ou gauge) ou mais geralmente de sistemas singulares, ou seja, sistemas com vinculos.
A teoria de calibre tem ocupado um papel importante no contexto da teoria de campos.
As interacoes fundamentais conhecidas na natureza sao todas governadas pelas teorias
de calibre. De um modo mais geral, nés chamamos de teoria de calibre aquelas teorias
com vinculos de primeira classe [12, 13]. Sistemas vinculados foram estudados siste-
maticamente pela a primeira vez por Dirac [12, 13] hd mais de cinquenta anos, e seu

desenvolvimento se fez no formalismo Hamiltoniano.

Sistemas vinculados sao cacterizados no espaco de fase pela presenca de vinculos,

que sao funcgoes das coordenadas e momentos, dados por

T(q,p) =0 (A.1)

Apesar disso, o paréntese de Poisson desta quantidade com outra qualquer, A(q,p), da

teoria pode nao ser nulo, ou seja

{AT}YH#0 (A.2)
Por este motivo, em lugar de (A.1), é comum escrevermos

T(q,p) =0 (A.3)

onde se diz fracamente igual a zero, significando que a relagdo acima nao vale, necessari-

amente, dentro dos parénteses de Poisson.

Para fazermos a passagem para a mecanica quantica, T' e A devem ser transfor-
mados em operadores, que chamaremos de 7' e A. Em virtude de (A.1), T é um operador

nulo. Assim, qualquer comutador envolvendo T deve ser nulo, ou seja
[A,T] =0 (A.4)

Mas pela regra geral de quantizagao canonica {, } — —i[,] e (A.2) deverfamos obter um

resultado diferente de zero para o comutador entre T e A.
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Como podemos ver, a regra geral de quantizacao canonica nos leva a uma in-
consisténcia quando o sistema apresenta vinculos. Estes vinculos podem ser classificados
em primérios e secunddrios, etc, ou de primeira classe e segunda classe [12, 13, 14, 15]. Os
vinculos de primeira classe implicam na presenca de invariancia de calibre da teoria. Por
outro lado, em teorias com vinculos de segunda classe nao ha esta propriedade. Existem
varios métodos para se tratar sistemas vinculados baseando-se na classificacao acima. A
maioria trabalha com vinculos de primeira classe [14, 15], que estao relacionados 4 cha-
mada simetria BRST. Para os de segunda classe existe o método dos paréntese de Dirac
[12, 13]. Existe também um método mais recente de Fadeev e Jackiw [16] e Barcelos
Wotzasek [17, 18], que nao segue a classificacao anterior. Neste método o formalismo de

Dirac pode ser evitado.

Nos consideraremos os formalismos de Fadeev-Jackiw-Barcelos-Wotzasek para
tratarmos turbuléncia como um sistema vinculado. Estes procedimentos tém sido usados
com grande sucesso em teoria Quantica de Campos para quantizar alguns modelos [37,
38, 39, 40, 41, 42]. Vamos ver um pouco mais sobre o formalismo de Fadeev-Jackiw-

Barcelos-Wotzasek.

A.1 Formalismo simplético

No estudo de campos autoduais, Fadeev e Jackiw mostraram como o parénteses de Dirac
pode ser obtidos através de um tratamento geométrico usando estruturas simpléticas [9].
Mas, campos autoduais s6 apresentam vinculos quando tratados no formalismo de Dirac
[12]. O que nem sempre ocorre, ja que a maioria dos sistemas vinculados no formalismo de
Dirac o sao, também, no formalismo simplético. A proposta de Fadeev-Jackiw para tais
sistemas é que se fizesse, primeiramente, a eleminacao dos graus de liberdade supérfluos.
Isto, porém nem sempre ¢ possivel. Mesmo assim, o método simplético pode ser coveni-
entemente estendido de tal maneira que os vinculos do sistema possam ser incorporados

[10, 11}, trabalhando com Lagrangianas de primeira ordem, do tipo
L =AU (A.5)

onde £*(a;, p;)(a = 1,2,...,2N) sao varidveis simpléticas, A, sdo os momenta candnico

uma forma e U é o potencial simplético. Os a; e p; sao varidaveis do espaco e seus momen-
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tos conjugados, respectivamente.

As Lagrangiana quadraticas sempre podem ser transformadas em primeira or-
dem introduzindo-se campo auxiliares e estendendo o espaco de configuragoes. A equacao

de Euler-Lagrange de (A.5) é

faﬁgﬁ = aOéU7 (A6)
COo1m
A
faﬁ - 850‘ 0{5 (A?)

Quando os coeficientes A, (£) sao tais que det(f.s) # 0 sem vinculos, podemos resolver

(A.6) para as velocidades, tal que
€ = [I0,0, (A.8)

onde f*f  que é a inversa de f,s5, ¢ anti-simétrica e nao singular. Ele é chamado
de tensor simplético, e corresponde ao parénteses de Dirac do sistema descriro pela a

Lagrangiana(A.5)

{eo,¢"}" = por (A.9)
Quando a matriz f*# ¢ singular, ndo podemos identificar f.3 com o tensor simplético,
e o parénteses da teoria nao podem ser consistentemente definidos. Para contornar esta
dificuldade, os vinculos da teoria sao usados para se produzir uma espécie de deformacao
na estrutura geométrica, levando ao aparecimento de um novo tensor que pode ser nao
singular [11].

. . . . 0 .
Para isto, vamos denotar a quantidade singular acima por féﬁ) e considerar

que ela tenha M modos zeros Vﬁg),m =1,2,...,M, tal que

FO,0 — ¢ (A.10)

mn- m

Agora, usando (A.10) na equagao (A.6) verificamos que
v99,,U =0, (A.11)

que pode ser um vinculo. Consideremos que (A.11) seja realmente um vinculo (chamado

’ . . ~ 0 .
de vinculo verdadeiro). Para produzirmos uma deformagao do tensor fo(éﬁ), devemos in-

troduzir este vinculo na parte cinética da Lagrangiana por meio de multiplicadoes de
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Lagrange. O espaco das configuragoes da teoria é estendido com este processo. Assim, a
partir desta nova Lagrangiana, identificamos novos vetores AY. Em consequéncia, pode-
se identificar novos tensores fcilﬂ) Se o det fég # 0, os vinculos da teoria foram eliminados,
e os elementos da matriz () podem ser identificados como sendo os parénteses de Dirac
da teoria. Caso contrario, o procedimento deve ser repetido tantas vezes quantas forem
necessarias. Porém, pode acontecer do modo zero nao conduzir a novos vinculos e a ma-

triz continuar singular. Este é o caso, por exemplo, das teorias de calibre. Neste caso, a

saida é fazer a fixacao de calibre para se obter um tensor simplético.
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B Elementos de Analise Tensorial

Cartesiana

B.1 Elementos da Analise Tensorial

O objetivo desse apéndice é apresentar, de modo breve, uma notagao matematica -
notacao tensorial cartesiana-, que permitira escrever as equacoes da dinamica dos fluidos,

em sua forma mais geral, de uma maneira relativamente simples e concisa.

B.1.1 Vetores

Um vetor pode ser caracterizado pelo seu modulo, sentido e direcao, ou, ainda, por

suas trés componentes cartesianas,

/U$
v=| v, (B.1)
Uy
ou
T = 0,1 +vy) + vk (B.2)

em que ¢ , j, k sao os vetores unitarios dos eixos z,y,z, respectivamente. Em notacao

tensorial cartesiana ou notag¢ao dos indices, a e.(B.1) pode ser escrita

r=v , (1=1,2,3), (B.3)
em que vy = Uy , U2 = Uy , U3 = V.

Consideremos, agora, um novo sistema de eixos ', 3/, 2z’ obtido, por exem-

plo, a partir da rotagao dos eixos originais x,y,z
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/
T = anT + ay + a3z

/

Y = anx + axny + asz (B.4)

!/
Z = a31% + a3y + assz.

As coordenadas do vetor ¥ nesse novo ponto sistema de eixos podem ser escritas

/
U$

<L
I

v

IS~

v

E sabemos que ¢ pode ser obtido a partir de ¥ por

7 = A7, (B.6)

em que A é a matriz que descreve a transformacao de coordenadas, ou matriz de rotacao.

Sejaa;; (4,7 = 1,2,3) o elemento genérico da matriz A. Logo, a eq.(B.6) pode ser escrita

/
Vg ail a1z a3 Vg
!/ —
Uy — | Q21 a2z G23 Uy | > (B.7)
/
v, as1 @z Gsg Uy
ou seja,
3
!/ —
v, = E ;U5 = Q45V5, (B8)
J=1

em que estamos usando a convencdao da soma ',em que a repeticao de um indice significa
soma. A eq.(B.8) representa trés equagdes, para as componentes vy = v, Uy = v, Uy = U,

, contidas na eq.(B.7)

Note-se que, se 0 novo sistema de eixos for obtido pela rotagao dos eixos x

e y de um angulo 6 em torno do eixo z, a matriz A é

cosf) senf 0
A= | —senf cosh 0 |. (B.9)
0 0 1

Lou convencdo de Einstein.
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Neste caso, a matriz (B.7) fica

vl cos senf 0 Uy
v, | = | —senfl cos 0 vy | (B.10)
o 0o 0 1)\
ou ainda,
v, = cosOuv, +senfu,,
v, = —senfuv, + cosfuv,, (B.11)
v = w,.

Também notemos que os elementos da matriz de rotagao sao os co — senos
diretores das direcoes dos novos eixos de coordenadas z’,1/, 2’ em relagcao aos eixos x, vy, z.
Assim, a;j é o co—seno do angulo entre o novo eixoi (i =1,2,3; 1=2/2=1y',3=2)

e oantigoeixo 7 (7=1,2,3; 1=2x,2=y9y,3=2).

B.1.2 Tensores Cartesianos

Além da convencao da soma, usamos na eq.(B.8) a conven¢do de dimensaes, isto é,
admitimos que um vetor tem trés componentes, que representam as trés dimensoes do
espaco fisico. Em um espago com n dimensoes, o nimero de componentes de um vetor
st = P ao d ito d de ord
é n- = n. Por extensao do conceito de vetor, um tensor de ordem r em um espaco n
dimensional terd n” componentes. Por exemplo, para n = 3 (espago fisico tridimensional)

o nimero de componentes de um tensor de ordem 7 esta relacionado na tabela a seguir

r | nimero de componentes | notacao denominacao

0 30 =1 A escalar

1 3= A; vetor

2 3?2 = Aij tensor de segunda ordem
3 33 =27 Aij tensor de terceira ordem.

A eq.(B.8) para a transformagao de um vetor pode ser generalizada para um

tensor cartesiano de ordem r. Neste caso, temos, para uma rotacao do sistema de coor-
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denadas (ou também uma transformagao ortogonal linear ?),

A/ = am-aqjask...Aijkm, (B12>

Pgs..
em que

1. Ajjk... sao as componentes de um tensor de ordem 7 no sistema inicial;

2. A sao as componentes do mesmo tensor no novo sistema de coordenadas;

Pgs...

3. a;j sao os cossenos diretores entre os novos eixos e os antigos.

Para um tensor de segunda ordem, a eq.(B.12) fica

A;q = &pibquij7 (B13>
ou, em notacao matricial,
/11 /12 /13 ajp a2 Aas bir bz bis A A A
5 by Abs = | aG21 a2 a3 bar by b3 Ao Agy Aoz |
31 éz ;’33 asy agz Gsg b31 b3p b33 Azr Az Ass
(B.14)

0 que representa nove equagdes algébricas. Assim vemos que, comparando a notagao
(B.13) com a notagao matricial (B.14) a concisdo e elegancia da primeira.
B.1.3 Operagoes Vetoriais

A notacao tensorial cartesiana, usada, por exemplo, em (B.3) e (B.8), permite maior
clareza e concisao na manipulacao de vetores e operadores vetoriais. Consideremos as

operacoes mais usuais nessa notacao.

Produto Escalar

Na notagao vetorial, temos

A-B=A,B,+A,B,+ A.B., (B.15)

2Podemos, também, de uma maneira geral, considerar transformacdes lineares de coordenadas.
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e usando a notacao dos indices

A-B=AB,

e

(B.16)

Introduzindo o delta de Kronecker (que é um tensor de segunda ordem),

1, se 1=

0, se 1#]

a Eq.(B.16) pode ser escrita por

Gradiente

O gradiente de uma funcao escalar f, continua e com derivadas parcias continuas em

uma certa regiao é

of . of Of;

Vf=—i+— B.19
/ oz * ayj * 0z’ ( )
que pode ser escrito por
of
.= =0, f, B.20
(V)= =af (B.20)
com 0; = %.
Divergéncia

A divergéncia de uma funcao vetorial A continua e com derivadas continuas em uma

certa regiao é

o, i 0A 04, 04,

5 Ty T o (B.21)

que pode ser colocada na forma

L 94
A = i
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Produto Vetorial

O produto vetorial de AeBé

Ax B=(A,B, — A.B,)i + (A,B, — A,B.)] + (A.B, — A B, )k (B.23)

podendo ser escrito por

em que introduzimos o simbolo de permutacdo €;;,, ou simbolo anti-simétrico de Levi-

Civita,

1, se 1,7,k formam permutacao na ordem ciclica: 123, 231, 312.
€jk =94 —1, se 1,7,k formam permutacao na ordem anti-ciclica: 132, 213, 321.

0, se 14,7,k nao formam uma permutacao: 1 =7 ,i=%k,ouj==%k.

(B.25)

O simbolo de permutacao esta relacionado com o delta de Konecker pela relacao

€ijk€irs = €jki€irs = 5jr5ks - 5js(5kr (B26>

€1 ¢ um pseudotensor, pois nao se transforma exatamente segundo a relagao (B.12). O

produto (A x B); , entdao é um pseudovetor.

Rotacional

O rotacional do campo vetorial Aé

- 0A 0A,\ » 0A 0A,\ - 0A 0A:\ -
A= A N T2y e B.2
v X <0y az)l—'—(@z 8x)j+(8x 8y> ’ (B.27)
e esta relagao pode ser escrita por
(V X ff)z = €ijkajAk7 (BQS)

em analogia com a equagao (B.24).



B.1 Elementos da Andlise Tensorial 56

Teorema de Stokes

Seja A um campo vetorial e v uma curva fechada, o teorema de Stokes afirma que
podemos relacionar a circulagao de A em torno de v com o fluxo de V x A através da

area delimitada por v da seguinte maneira

7{,& Az = /(v x A) - fds. (B.29)

o7 S

Em notagao de indices, temos

0% S
Teorema do Gradiente

Seja f uma funcao escalar, e V' o volume delimitado pela superficie fechada S. Entao,

/Vde: ]{fﬁds, (B.31)
Vv S

em notacgao tensorial cartesiana

/ O fdV — 7{ Frads. (B.32)
1% S

Laplaciano

O operador Laplaciano em coordenadas cartesianas é

0? 0? 0?
LA VAR v N R B.33
\V4 V-V 92 + By + 9.2’ ( )
ou em notacao tensorial
2 0” 2
Derivada Material
Para a derivada material
DA 9A .

= + (7-V)A, (B.35)
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podemos escrever
DA; 04,
Dt 0Ot

Produto Externo

O produto externo de dois tensores cartesianos é o tensor obtido pela colocagao dos
tensores lado a lado, sem o uso dos indices de soma. Como exemplo, podemos fazer o
produto de A; e B;

ou seja, o produto externo de dois tensores de primeira ordem é um tensor de

segunda ordem. Para A; e Bjj, temos

A;Bji, = Ciji, (B.38)

ou seja, o produto externo de um tensor de primeira ordem e um tensor de

segunda ordem ¢é um tensor de terceira ordem. Para A;; e B,,,, temos

ou seja, o produto externo de dois tensores de segunda ordem ¢é um tensor de

quarta ordem.

Produto Interno

Chama-se contracao ao processo de identificacdo de dois indices quaisquer de um ten-

sor. Por exemplo,

1. Aijr — Auir apos a contracao dos indices ¢ e j.

2. Ajjr — A;j; ap6s a contracao dos indices i e k.

3. Ajjr — A;j; apés a contracao dos indices j e k.
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Note-se que, como prevalece a convencao de soma, o tensor resultante é de
primeira ordem. De modo geral, o processo de contragao reduz a ordem de um tensor
cartesiano por um fator 2. Podemos, entao, definir o produto interno de dois tensores
cartesianos como um produto externo seguido de uma contragao envolvendo os indices de

ambos os tensores. Por exemplo, para os tensores A; e B;, obtemos

prod ext prod int
AB; = AB;, == C,

ou seja, o produto interno de dois tensores de primeira ordem ¢ um escalar. Naturalmente,
este é o produto escalar, que é um caso particular do produto interno. Para os tensores
A; e Bji, temos

AiBjk — AZBJZ — Cj

ou seja, o produto interno de um tensor de segunda ordem por um de primeira é um

tensor de primeira ordem. Para os tensores A;; e B,, temos
AijBrs — AijBis — Cjs,
AijBTs — AUBT'Z — C]r

Assim, o produto interno de dois tensores de segunda ordem é um tensor de segunda

ordem.
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C.1 Equacoes da Dinamica de Fluidos
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Vamos usar, agora, a elegante notagao tensorial cartesiana descrita no capitulo an-

terior para re-escrever as equacoes dos fluidos discutidas anteriormente em uma forma

particularmente compacta e elegante. Nessa forma, as equagoes sao especialmente tteis

no caso de fluidos reais, em que a viscosidade nao pode ser desprezada.

C.1.1 Equacgao da Continuidade

Anteriormente vimos que a equacao da continuidade pode ser escrita na forma

Dp .

0 = E—l—va
_Op dp ap ap v, v, v,
= ot T Vgp Ty T, TPy TP, TP

Usando a notagao tensorial cartesiana, essa equacao fica

0
a—lj + vz&»p + p@ivi = O,

ou
dp

Note-se que

0i(pviv;) = pv;0v; + v;0;(pv;),

introduzindo (C.3) em (C.4), obtemos

3i(PUz'Uj) = Pviawj - Ujatpu

0z

que pode ser vista como a equacao da continuidade em notagao tensorial cartesiana.
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C.1.2 Equagao de Euler sem Forcas Externas

A equagao de Euler para um fluido nao viscoso sem a acao de forgas externas é (vide

eq.(2.18))

ov

P T p(T7- V)i =—-VP. (C.6)

Usando notacao tensorial cartesiana, temos

v,
pa_qu + pvjajvi = —&P (C?)
Note-se que

dpvi)  Ov; dp
o o TUar (C-8)

combinado as equagoes (C.7) e (C.8), vem que

dpvi) dp
675 = —@ZP — pvj@jvi + Uia
dp
== —@ZP — (pvjajvi — UZE) . (09)

Introduzindo (C.5) em (C.9), obtemos

d(pvs)
ot

= —[0:P + 9;(pvjvy)] - (C.10)

Vamos escrever esta equagao em uma forma mais simples, introduzindo o tensor

II;; o qual é definido por

Hi]’ = P(SZ] + PUU;. (Cll)

Da eq.(C.11) vem que

0ill;; = 0;(Pds; + pviv;)

0;(Pdij) + 0;(pvivy)



C.1 Equacoes da Dinamica de Fluidos 61

Combinando (C.10) e (C.12), obtemos

_ o , ~
em que fizemos 0, = 5. A eq.(C.13) é a equagdo de Euler sem forcas evternas em
notacao tensorial cartesiana. Esta equacao é equivalente a equacao de conservacao do
momentum (densidade de momentum), colocada em uma forma semelhante & da equagao

de continuidade eq.(C.3).

Note-se que o tensor II;; definido em (C.11) é de segunda ordem e simétrico,

e seus componentes podem ser escritas na forma

Hll H12 H13
Hikz = H21 ]._.[22 H23 5 (014)
I3 IIsp 1l33

ou ainda
P+ pv2  pugu, PULV,

Iy, = puzvy P+ pul o puyu, , (C.15)
PULV, poyv, P+ pv?

Vamos mostrar que Il;; esta associado ao fluzo de momentum do fluido. Note-
se que o momentum associado a um elemento de volume dv deslocando-se com velocidade
U é pvdv. Assim, o primeiro membro da eq.(C.13) é simplesmente, a taxa de varia¢ao com

o tempo do momentum do fluido, por unidade de volume. E segue-se da eq.(C.13) que

/at(pvi)dv = —/8kHikdU, (C.16)
1% %

Usando o teorema da divergéncia no lado direito da eq.(C.16), temos que

3t/(pvi)dv = —fﬂiknkds, (C.17)

v s

Agora, é natural chamar II;; de fluro de momentum que, no presente caso, é um tensor
simétrico de segunda ordem, sendo o momento um vetor, ou seja, um tensor de primeira
ordem.

Por fim, a eq.(C.13) mostra que uma variagdo do momento em um dado ponto do espago
estd relacionada com o fluxo do momento através de um elemento de volume em torno
do ponto considerado. A forma (C.13) da equagao de Euler é especialmente usada nos

fluidos reais, onde a viscosidade esta presente.
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C.1.3 A Equagao de Navier-Stokes

Ja sabemos que, em fluidos ideais, na auséncia de forcas externas, sé existe transporte
de momento (e, portanto, forcas atuando em um elemento de volume) por meio de gra-
diente de pressao. Vamos evidenciar a limitagao desse tratamento com um exemplo bem
simples. Consideremos uma camada de fluido em repouso e, acima desta, outra camada
do mesmo fluido desloca-se com velocidade constante. Em um fluido ideal, o movimento
se prolongaria indefinidamente, ainda que nenhuma forca externa atuasse sobre o fluido.
Obviamente, em fluidos reais, a camada superior sofreria uma desaceleracao até parar,
ficando todo o fluido finalmente em repouso. Essa desaceleracao é causada por uma forga
tangencial (ou forga de cisalhamento), sendo uma consequéncia da viscosidade do fluido.
A viscosidade é uma manifestacao dos processos irreversiveis de dissipacao de energia, e
atua como uma forca de atrito. O escoamento de um fluido viscoso pode ser imaginado
como uma pilha de lencois deslizando uns sobre os outros. Nesse caso, a viscosidade

corresponderia ao atrito, ou friccao entre os lencois.

Nesta se¢ao, apresentaremos uma deducao simplificada e intuitiva da equacao
de Navier-Stokes para fluidos viscosos, usando a notacao tensorial cartesiana. Nosso ponto
de partida serd a equacao de Euler na forma tensorial, para um fluido sem acao de forcas

externas.

Podemos considerar a acao da viscosidade na forma de uma forca por unidade

de volume .Z. Neste caso,a FEq.(C.18) pode ser escrita

Oy(pvi) = =01l + F, (C.19)

E conveniente definir o tensor de viscosidade oy, tal que

ﬁi = 8kaik. (C20)
A equagao de Euler (C.19) fica

O (pv;) —OlLig, + Okoig



C.1 Equacoes da Dinamica de Fluidos 63

at/pvidv = —

14

E logo,

Oc(ILix — oi)dv,

I
|
U}\e\ <\

Em analogia com o que temos feito, se — ¢ I;znyds corresponde a variagao
do momentum produzido pelas forcas de pressao e pelf) movimento do fluido através da
superficie S, § oynids é o termo correspondente produzido pelas forgas viscosas atuantes
no fluido. Enf uma descri¢cao microscopica, este termo refere-se ao momentum transferido

através da superficie S pelas colisoes ineldsticas dos atomos proximos a superficie.

O tensor de viscosidade o pode ser obtido de maneira geral e vigorosa, por
exemplo, em estudos sobre elasticidade. Neste capitulo, faremos somente uma deducao

intuitiva [20].

Seja um fluido isotrépico. Se o fluido estiver em repouso, ou em movi-
mento uniforme, com velocidade v idéntica em todos os pontos, nao temos forcas de
cisalhamento. Porém, se houver alguma velocidade relativa entre as particulas do fluido,
as forgas viscosas serao importantes. Assim, espera-se que o tensor o;; nao seja proporci-
onal a velocidade v;, mas que dependa das possiveis variacoes da velocidade, envolvendo
termos do tipo Okv;, Ox0;v;,.... Vamos restringir nossa andlise aos termos lineares, por
simplicidade. Note-se, também que as forcas viscosas atuam como se o fluido estiver em

rotacao uniforme, tal que sua velocidade possa ser escrita por

V=& %7, (C.23)

em que & ¢é a velocidade angular do fluido. Portanto, ;. deve ser nulo se a
velocidade for constante e também se uma relagdo do tipo (C.23) for satisfeita. Usando

notacao tensorial cartesiana, podemos escrever

Uy = €4jkW; Tk

=7

Vi = €kjiW;jTq, (C-24>
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de modo que
8kvi = Eijkw]'

@vk = Ekjiw]', <C25)

Assim, para que as duas condicoes ! sejam satisfeitas, o tensor oy, deverd ser

proporcional aos termos 0,v; + 0;vy € 0;,0,v,. Em outras palavras podemos escrever

Oik — /L(&kvl + 8ka) —+ AéikﬁTUT, (C26)

em que p e A sao os coeficientes de viscosidade dinamica ? (veja equacao (2.19)),

que, em geral, sao independentes da posi¢ao do fluido.

Introduzindo (C.26) em (C.21)

9 (pvi) = —OkILiy, + Ok [p(Okvi + Osvk) + Ak Orvy]. (C.27)
Usando a defini¢ao de Il;;, e a relagdo (C.11), obtemos
Oi(pvi) = —Ok[Podir + pvivg — pu(Okvi + Oivy) — Aoar0pv,], (C.28)
em que usamos a notacao Py para a pressao do fluido. Em termos da derivada material,

a eq.(C.28) fica
Dl)i

1% Dt = —8k [Po(slk — u(@kvz + @vk) — )\(Siké?rw] . (C29)
Definindo o tensor 7y, :
Tk = O — Podi
= —PFyo + /L(akvi + &vk) + A0,y (CBO)
a eq.(C.29) fica
DUi

Essa equacdo é andloga com a eq.(C.7) . Vemos que, se p = A = 0, isto é, se a vis-
cosidade for desprezivel, as equagdes (C.29) e (C.31) reduzem-se ao caso anterior, dado

pela eq.(C.7), e Py é a pressao exercida em um ponto qualquer do fluido. Note-se que no

Lo, ndo deve ser proporcional a v; e o fluido ndo estd em rotacdo uniforme.

1 1

2 Alguns valores tipicos: p ~ 0,01 gem™'s™! para a dgua e p~ 1,8 x 10* gem~'s™! para o ar;

ambos medidos em temperatua ambiente.
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caso presente, o conceito de pressao é mais complexo, e o o termo Py, constitui o valor
estatico do tensor T, que é chamado tensor da tensoes. O tensor 7, é definido de modo
que TNk € a forca que atua em um elemento de area de unitario k. Portanto, 7; é a

componente normal atuando em um elemento de area de unitario n;. Sejam os tensores

1
Cir = 5(8}&), + @vk), (032)
err = OpUy., (C.33)
Assim, o tensor 7y, fica
Tik = —Polir + 2pes + Agre, . (C.34)

O tensor e;, é conhecido como tensor da taza de deformacao, e a relagdo (C.34) reflete
o fato de que a tensao em um fluido é proporcional a taxa de variacao da deformacao
sofrida pelo fluido. Esse resultado foi inicialmente enunciado por Newton, nos Principia.

Da Eq.(C.34), vem que

T = —Fy + 2pen + e,
Too = _PO + 2#622 + /\er,,, (C?)E))

T33 = — Py + 2uess + ey

Logo
Tii = Ti1+ Ta2 + T33
= —3P0 + 2,&(611 + €99 + 633) + 3)\€rr
= —3F) + 2ue. + 3ep.
e logo

1 2
_gTii = P() — (/\ + g/,b) Crp. (C36)

Vamos definir a pressao média P por

P = —gﬂ'i- (C.37)
Da eq.(C.36) , temos
2

Como e, = V - ¥ (vide Eq.(C.33)), entao

P—p— <)\ + §u> van (C.39)
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Novamente vemos que, se 7 = 0 ou V-# = 0, P = Py, que é o valor estitico da tensdo
(normal). Porém, se isto nao ocorrer em um fluido viscoso, teremos P # Py, o que
significa que a pressao definida em (C.37), ndo podera ser tratada como uma varidvel
termodinamica, ja que ela passa a depender do tensor da taxa de deformacao. Para que

isso seja contornado, devemos ter

2 2
Atgn=0 = A=—gpu (C.40)

que ¢é a hipdtese de Stokes (vide equagao (2.20)). E, desta forma, P = F

Considerando as equagoes (C.26) e (C.40), o tensor de viscosidade oy, fica
2
Oik,. = W (5’“}1 + &-vk — g(sikaﬂ}r> i (C41)
e a equacao de movimento (C.27) pode ser escrita da seguinte maneira
2
O(pvi) = —0kllix + O {M (akvz' + Oy, — géikaﬂ}v)}

2
= —8k [Pézk + POV — <8kvz + 81‘1}}@ - géik&,v,_)] . (042)

A equagao (C.42) diz respeito ao movimento de um fluido viscoso sem
forcas externas nao viscosa, como, por exemplo, as forcas gravitacionais. Introduzindo a

(densidade) de forga F devida a esses processos, a equacio (C.42) fica

2
8t(pvi) = —8k P5zk + PU;VE — W (8}&)1 + @vk — géik&,vr)] + E <C43)

Consideremos, agora o caso particular de um fluido incompressivel sob acao de forcas

externas. Neste caso, temos

o,v, = 0. (C.44)
Logo, a equagao (C.41) reduz-se a
oix = w(0kv; + O;ug), (C.45)
e a eq.(C.43) fica
pOw; = =0kl + Ok[p(Okv; + Ojur)] + F;

= —6kHik + u@ﬁvi + ,u(?ﬁkvk + E

= —6kHik + u@,fvi + E (C46)
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onde usamos o fato que ud;0xvr = 0.

Note-se que

Dvi — % + v.0Lv;
Dt~ or R
logo
8112-
Pop = pDyv; — puOgv;. (C.47)

Introduzindo a equagao (C.47) em (C.46), vem que

v
'0(9_1; = purOpv; — OR(Pdy,) — Op(pvsvg) + popv; + ;. (C.48)
Pela eq.(C.5), temos
pUROKV; — Ok (pviug) = v;:0ip = 0. (C.49)

Portanto, a eq.(C.48) fica

D’Ui

P Dt —Ok(Péix) + pojv; + F, (C.50)
ou

DUZ‘ . 1 2 1

Dt = pak(Pézk) -+ yﬁkvl -+ pE’ (C51)

em que v = ’;‘ ¢ a viscosidade cinematica.

As expressoes (C.50) e (C.51) sdo as formas alternativas da equacao de
Navier-Stokes para um fluido homogeéneo e incompressivel. Esta equacao representa a

aplicagao da segunda lei de Newton a um fluido com viscosidade.

Para encerrarmos esta segdo, vamos voltar a equagao (C.43) e obter a
equacao de Navier-Stokes para um fluido incompressivel com forcas externas. Assim,
usando (C.43), (C.47) e as equagoes (C.5) e (C.11), obtemos
Dw;
Dt

D?JZ'
Dt

2
P = —8k(P(51k) + u@ﬁvi + ,u(‘)k&-vk - gu&c@wr&k + Fi’ (C52)

1 1 1

= ——(9k(P52k) + 1/8,31)1- + gVak&«UT(Sik + —F;, (C53)
p p

ou ainda, voltando a notacao vetorial

Dy 1 1
“U —;VP + vV + SVV(V-0) +

o F. (C.54)

SR

As relagoes (C.52), (C.53) e (C.54) sao as expressoes da equacdo de Navier-Stokes para

fluidos compressiveis.
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