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Resumo

Nesta dissertacao serao vistos elementos de teoria de gravitagdo modificada pelos efeitos
quanticos e uma proposta de métrica inomogénea do tipo Kasner. Primeiramente, ird se abordar
a teoria semiclassica, consistindo esta na quantizagdao dos campos de matéria, deixando o campo
gravitacional como um campo externo classico. Depois serd vista a acao efetiva induzida pela
anomalia como consequéncia do trago do tensor-momento energia nao ser nulo a nivel quantico.
Por fim, seré considerada a proposta da solugao inomogénea do tipo Kasner e perspectivas futuras
para essa solugao.

Palavras chave:Acao efetiva; Espaco curvo; Métrica de Kasner; Métrica anisotropica.
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Abstract

In this work will be seen gravitation theory elements modified by quantum effects and a pro-
posal for inhomogeneous metric type Kasner. First, it will address the semiclassical theory, con-
sisting in this quantization of matter fields, leaving the gravitational field as a classical external
field. Then will be seen the effective action induced by anomaly as a result of energy-momentum
tensor trace not be null in the quantum level. Finally, the proposal of the inhomogeneous solution
of the Kasner type and future prospects for this solution will be considered.

Keywords:Effective action; Curved space; Kasner metric; Anisotropic metric.
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Notacdo e convencoes

Geometria Riemanniana

A convencao de sinal para a métrica e para o tensor de curvatura utilizada nesta dissertacao serd
(+ — ——). Logo sera usada a seguinte assinatura para a métrica: (+ —, — —), sendo o tensor
de Riemann,

R”upcr = l_wz/p7 o Fﬂua,p + F”ap Paua - Fucw Faup )
e também defini-se o tensor de Ricci como sendo Ry, = Rj,,. Em espago-tempo curvo escreve-

se a métrica como g,,, e no caso especial para métrica de Minkowski como 7),,,. O determinante

da métrica sera representado como
g = det (gu) -
A simetrizacao entre dois indices serd representada pelo uso de parénteses

1
Ty = 5T+ Ton),

e a anti-simetrizacao serd denotada por colchetes

1
Thyw) = §(Tuv —Top) -

Convencoes e abreviagoes

Na maior parte serao as unidades naturais de medida com ¢ = h = ¢y = 1, a nao ser que seja

dito o contrario. Também serao usadas as seguintes abreviagoes,

vi



Oy: Derivada parcial;

Vi Derivada covariante;

0 = ¢"V,V,: Operador D’Alembertiano generalizado;
In: Logaritmo natural;

diag: matriz diagonal.
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Introducao

Na auséncia de uma teoria quantica de gravitacao consistente, uma alternativa é a abordagem
semiclassica. Trata-se, em primeira instancia, em quantizar os campos de matéria e deixar o
campo gravitacional figurando como um campo classico externo. Nesta abordagem é necessaria
a inclusao de termos de altas derivadas na acao original, para que os campos de matéria possam
ser renormalizaveis . Dessa forma a acao completa inclui o termo de FEinstein-Hilbert com

constante cosmoldgica [1]

1
Spg = ——— [ d*zv/—g(R+2A) (1)
167G
e os termos de altas derivadas

Syp = /d4m\/—g{a102 + asE + a30OR + a4R2}, (2)
onde C? = Rimﬂ — 2R§ﬁ + %RQ é o quadrado do tensor de Weyl e E = waaﬁ — 4Riﬂ +R*éo0

termo topologico de Gauss-Bonet. Todos os termos da agao do vacuo
Svac = SEH + SHD (3)

pertencem a acao gravitacional. Se as equacoes de Einstein sao consideradas como algo que
de fato define a relagao entre distribuicdo de matéria e geometria, é claro que acao completa,
chamada acao do vacuo, deve contribuir.

De posse da acao do vacuo, passa-se em Teoria Quéantica de Campos a investigar o compor-
tamento dos campos de matéria no espago-tempo curvo. Uma abordagem que se mostra 1til é

a da acao efetiva [9], na qual identificamos as corregbes quanticas a agao classica dos campos de



matéria através da expansao em loop da agao efetiva. Com isso, pode-se calcular, por exemplo,
o chamado potencial efetivo, obtendo a dindmica do campo de matéria em questao [19]. Nesses
célculos surgem quantidades divergentes, sendo entao necessario se passar ao processo de renor-
malizagao dos campos de matéria. Portanto, torna-se necessario identificar essas divergéncias na
acao efetiva, e um dos métodos para isso é o chamado Método Schwinger-DeWitt.

As teorias de gravitacao de altas derivadas tiveram inicio na investigacao da estabilidade de
solugbes fisicamente importantes em [4], onde a estabilidade do vdcuo quantico no espago-tempo
de Minkowski foi explorada pela primeira vez. Tarefa semelhante também foi posta em pratica
para o espago de De Sitter [5]. No entanto, poucos estudos tem sido feitos sobre o comportamento
de solugdes anisotrépicas em teorias de gravitacao de altas derivadas. Uma razao para estudo de
modelos com métrica anisotrépica é porque a solugao mais geral perto da singularidade acaba por
ser anisotrépica. Dizendo isso, considera-se que, nos primeiros estagios da solucao cosmoldgica, a
expansao foi primeiramente anisotrépica, perto da singularidade, e apenas depois fez a transicao
para uma expansao isotropica, a qual se observa no Universo de hoje.

Ainda que se considere que o Universo fora anisotrépico perto da singularidade, continua a
existir o problema da prépria singularidade. Como nao hd uma teoria quantica de gravitacao
completa, é preciso de inicio uma teoria classica, mas com a qual pode-se construir as corregoes
quanticas necessarias.

Os primeiros estudos acerca do comportamento de modelos cosmolégicos anisotrépicos perto
da singularidade na abordagem semiclassica foram feitos por V. A. Belinsky, A. A. Starobinksky

e em outros trabalhos [6, 7].



cAPiTULO 1

Aspectos Gerais de Teoria Quantica de Campos no Espaco-Tempo Curvo

Sera focada a ateng@o aqui no desenvolvimento da teoria da gravitacao semicldssica. Parti-se-a
da revisao dos conceitos fundamentais da teoria e entao serd feita uma introducao a expansao de
Schwinger-DeWitt (também conhecida como DS-expansion). Por fim, serd mostrado a aplicacao

da expansao de Schwinger-DeWitt a um campo escalar real.

1 Campos quanticos em um espago-tempo de fundo

Mesmo que uma teoria quantica da gravitagdo esteja atualmente fora de possibilidade [10], é
possivel formular uma teoria semiclassica para a gravitagao. Tal teoria poderia entao ser aplicada
em escalas além da relatividade geral até a escala de Planck, onde toma lugar a teoria quantica
da gravitacdo. A forma mais natural de formular uma teoria semicldssica é através de pequenas
perturbacoes na métrica cldssica de fundo. As perturbagoes irdo surgir do campo de matéria
quantizado [10].

Deve-se comecar a formulagao da teoria semiclassica considerando as equagoes de campo de

Einstein,
1
R, — §Rg,u, +Agu = —KT . (1.1)

O contetdo de matéria-energia do espaco-tempo ird contribuir na equacdo acima através do

tensor de energia-momento, que é obtido através dos campos de tensores cldssicos. Contudo,



a primeira tarefa serd substituir o tensor de energia-momento classico 7}, pelo valor esperado

quantico (7},,), definido como,

(out, 0|7}, |in, 0)
(out, 0in, 0) ’

<T,u,1/> = (12)

onde |in) e (out| s@o os estados in e out do véacuo. Formalmente o valor esperado é obtido através
dos campos de matéria quanticos. Porém, na pratica, utiliza-se outro método, no qual é calculada

uma acao efetiva para os campos de matéria pelo valor esperado através da seguinte relacao,

2 o0

Nt (Thw) - (1.3)

2 A acao efetiva e correcoes quanticas a 1-loop

Uma vez que essa dissertacao tem como um dos objetivos analisar correcoes quanticas a 1-
loop para a agao com métrica anisotrépica de fundo, é de suma importancia apresentar alguns
elementos matematicos e fisicos da Teoria Quantica de Campos.

Na quantizacao de campos pode-se utilizar dois procedimentos de quantizacao: a quantizacao
candnica ou a quantizagdo por integrais de trajetéria. A primeira consiste basicamente em se
fazer uso do método operatorial, no qual os campos sao tratados como operadores que atuam
em um espaco de Fock[13]. Na segunda, soma-se, de uma maneira apropriada, sobre todas
as configuragoes possiveis do campo, tratando os campos nao como operadores, mas sim como
varidveis estocdsticas [3]. Usando qualquer uma das duas abordagens pode-se calcular amplitudes
de transicoes de estados quanticos em processos de espalhamento de particulas fornecidas pela
matriz S[13].

Na abordagem da quantizacao por integrais de trajetéria define-se um dos objetos ma-
tematicos mais importantes da Teoria Quéantica de Campos, as chamadas fungoes de Green

de n pontos
Gn($17~--a$n) = <O|T{¢ ($1)¢ (xn)}|0>’ (1'4)

onde T significa ordenamento cronolégico, ¢ é um campo escalar real e sao usados os estados de
vacuo. Dentro do formalismo das integrais de trajetéria define-se ainda o funcional gerador das

fungoes de Green

Z|J] = (0,0ut||in,0); = /D¢exp{i5[¢,g#y]+i/ d"xJ(ac)qb(:v)}. (1.5)



O funcional Z[J] pode ser entendido como o fornegedor da amplitude de transigao entre o “vécuo
inicial” e o “vdcuo final” na presenga da fonte “produtora de particulas” J(z). O elemento
diferencial D¢ denota integracao sobre todas as configuragoes possiveis do campo.

O funcional gerador Z[J] gera todas as possiveis fungoes de Green, conectadas e nao-conectadas.
As fungoes de Green de n pontos sdo geradas através de Z[J] efetuando-se n derivagoes variacio-

nais
_ 7]
—Sid (z1) 60T (T0) | g

G(1, ooy ) (1.6)

Define-se outro funcional, W[J], que gere apenas fungdes de Green conectadas de n pontos, e que

esteja relacionado com Z[J] expresso na forma
W, (1.7)

A dinamica de um campo classico, por exemplo, é expressa através das equagoes de movimento
provenientes da variagao de uma agao [14]. No dominio quantico a generalizacao da acao classica
recebe o nome de acao efetiva e consiste em se fazer correcoes quéanticas a agao cléssica. Considere-

se primeiramente a definicao de campo médio

- OWI[J]
= 1.
¢ diJ(x)’ (18)
entao a agao efetiva é introduzida com a seguinte expressao
I[¢] = W[J] - / d*zp(x)J(v). (1.9)

Pode-se notar que a acao efetiva é um funcional do campo médio e para se obter as correcoes
quanticas a agao classica, faz-se a expansao do campo escalar em torno do campo médio através

de
¢ — ¢+ o,

e escreve-se a agao efetiva como

L[¢] = S[b, gu] + T [¢], (1.10)

sendo, T’ [(]3] =30 f(n) [45], a parte devido a corregao quantica .
Ao nivel de 1-loo, isto é, em primeira ordem na expansao, pode-se obter a conhecida férmula

para a parte devido a corregao [2],
—=(1) 7 _1 _ _3 _
' [¢] = 5 In Det S5 (0] = 5 Tr In S (6, 9] » (1.11)
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com

41 5S[¢79MV]
%2100 = 5500 )|,y (112

As correcoes quanticas a nivel de 1-loop exigem o célculo de determinantes funcionais. Para
isso pode-se utilizar o método de Schwinger-DeWitt que serd serd abordado em uma segdo mais
a frente.

Tomando-se J = 0 para o funcional Z[.J]obtém-se,

Z[0] = (0,out||in, 0) ;- , (1.13)
podendo-se notar que
5Z[0] =i / D¢ 6Se™S9ur] — (0, out|dSin, 0) . (1.14)
Logo,
20200 _ 10, out|T fin, 0). (1.15)

V=g ogh”

Se é conhecida a expressao para Z[0] com a agao efetiva sendo
Z[0] = €T, (1.16)

teremos,

V=9 09"

Dividindo por Z[0] = €' = (0, out||in, 0) iremos obter,

= 4 (0, out|T}, |in, 0) . (1.17)

2 or (0, out|T},|in, 0)
_ (T, 1.18
T30 = (ooutm0y ) (1.18)

Que justifica a expressao (1.3).

3 Acoplando Matéria e Gravidade

Para o cdlculo do valor esperado (T},,), por exemplo, para um campo escalar real, é conveniente
2] ) )

comecar escrevendo a acao cldssica para o campo escalar acoplado a gravidade. Iremos obter

que a variacao desta acao com respeito ao campo escalar ird produzir a equagao de movimento

para o campo classico. Esta equacao de movimento pode ser “convertida” na expressao para



fungoes de Green. Vamos considerar agora o exemplo mais simples de campo escalar acoplado a

gravidade. A lagrangiana cldssica em quatro dimensbes para esse caso sera

1 1 1
Lo = 5900 ad5— 5m*e* — SERY. (1.19)

O espago curvo manifesta-se nesta equacao em duas formas: através da métrica no primeiro
termo e do ultimo termo no qual a gravidade esta acoplada com o campo escalar.

A constante & determina o acoplamento entre matéria e gravitagdo. Dois casos importantes
sao o acoplamento minimo & = 0 e o acoplamento nao-minimo, definido no espago n-dimensional
como [2],

n—2

e (1.20)

£(n) =

Para o caso bidimensional esses acoplamentos serdo iguais, como podemos ver facilmente em
(1.20).

A equacado de movimento para o campo escalar serd obtida variando a acao cldssica

Sy = /d4m\/—g£d, (1.21)

com relacao ao campo escalar

158y
V=g 69

O campo cléssico, entao, deve satisfazer a equagao de movimento classica

= ¢*’VaVso +m*p +ERp = 0. (1.22)

[O+m*+ &R ¢ =0, (1.23)
onde, [J representa o operador de d’Alembert generalizado para coordenadas curvilineas,
0 = ¢**V,V;. (1.24)

A equagao de movimento cldssica dada em (1.23) pode ser usada para construir o operador
de campo quantizado para ¢. Porém, mais importante ainda é que pode-se usar (1.23) para

encontrar as fun¢ées de Feynman-Green para o campo escalar

O, + m? + £R(2)] Gr( 2) = L EZ2) (1.25)
—g(x)
A equagao (1.25) possui a seguinte solugao,
Gr(a,a) = [0y +m?+ eR(z) 1 &= 2) (1.26)
—g(x)



4 Método Schwinger-DeWitt

Na segunda secao anterior, mostrou-se que as correcoes quanticas a 1-loop aos campos de matéria
reduzem-se ao cdlculo de um determinante funcional. Para empreender tal tarefa pode-se con-
siderar um método, originalmente desenvolvido por Schwinger no contexto da Eletrodinamica
Quantica [16], e depois utilizado por DeWitt [15] no espago-tempo curvo, chamado Método
Schwinger-De Witt. Como dito anteriormente, inicialmente ird se este método para o caso de um
campo escalar real.

Para comegar, é til estabelecer o significado de S[¢]. Ele pode ser visto como o elemento

matricial do operador
H=0+m?+¢R, (1.27)

atuando em uma espaco de Hilbert nao-fisico. Assim, tem-se

SQ[(b] = H(ml,mg) = <x1\ﬁ]m2> (1.28)

!/ . ~ .
Os vetores |z ), que formam uma base para esse espago de Hilbert, sao autovetores de um conjunto

de operadores x* hermitianos com espectro continuo, logo

|’y =3 M) e (1.29)

/

(z'|z") =W (', z"). (1.30)

Visto dessa maneira, o calculo de determinantes funcionais se reduz a encontrar o determinante
de uma matriz com infinitos termos. Tal abordagem é desenvolvida em [9].

Para aplicar o método de Schwinger-DeWitt, vamos considerar a variacao de
f(l) = %Tr In H

em relacdo a parametros externos. Dito de maneira mais especifica, ird se ter apenas um

parametro externo, neste caso o campo gravitacional de fundo. Obtém-se entao
(5%Tr InH = %Trﬁ_léf]. (1.31)
Pode-se representar o operador, H, do seguinte modo [15]
A~ o0 . 3
H!= / idse”H (1.32)
0

9



sendo s chamado tempo prdprio de Schwinger. A expressao para a corre¢ao em primeira ordem

torna-se

i 7—1 <713 i & > —isH i . *ds —isH
~TrH "6H = -Tr6H dse = —Trdi —e . (1.33)
2 2 0 2 o s

Comparando-se os lados esquerdos e direitos da expressao acima, obtemos

o0 5
TrInH = z/ ﬁe_iSH. (1.34)
0 S

Seguindo [DeWitt-65,livro muk], é introduzido o operador Evolu¢do, dado por

U(a:,a;/, s) = e*isg, (1.35)
o qual satisfara a equacgao
ou -
,— = HU 1.36

com a condicao de que quando s = 0 se tem U(x,aj/; s =0) = 6@ (w,x/). Define-se também o
operador

.a(z,z/) . 9

A 1 ((E, JZ‘I) 62752 —im S’ (137)

Uo(x,x/; s)=—D
(4mis)2

[N

/ . A . ;. / , . ~
com o(x,z ) sendo a distancia geodésica entre os eventos z e x , N o numero de dimensoes e
/ . .
D(z,z ) o determinante de Van Vleck-Morret, o qual tem a seguinte forma

D(n.s!) = de (222D ).

oxroxv

Partindo de uma representagao para o operador evolugao na forma de uma expansao em série

de poténcias de s, com a seguinte forma

Ulz,z';s) = Up(z,z'; 5) Z(is)”dn(a:?x/), (1.38)
n=0
definindo-se a quantidade
A(:‘Caxl) = _g(xl)D (ZL‘,l‘,) _g(l‘)v (139)

considerando que H possa ser escrito do seguinte modo

H =10+ 2"V, +1I

10



. ’ . “ ’ .
e usando algumas propriedades de o(z,x ), os coeficientes d,(z,x ) podem ser determinados

através das seguintes equacoes [9, 15]

VHoV i = 0 (1.40)

(n+ Déns1 + VPV iy = A" 20(A%4,) + Ha,,. (1.41)
Para o caso em que x — x/, segue que
V. Vo = = Ry, (1.42)

sendo R, = [V, V,] o comutador no espago dos campos. Para os demais coeficientes obtém-se

[15]

ay(z,x) = P =T+ GR- V" — b, bt (1.43)
. 1 2 1, 1 a2

onde o operador S, tem a seguinte expressao

~ ~ ~ ~ ~ ~

Siw = Ry + (Vuhy, — Vo hy,) + (hyuhy, — hyhy).

Ainda é possivel, embora mais complicado, o cdlculo dos demais coeficientes a,, o que é feito
para os coeficientes ds e d4 em [17]. De posse dos coeficientes da expansao em poténcias de s do

operador evolugao, é feita sua substituicao na relagao 5Tr In H , e obtem-se assim

) . 1 / )
. *d 1 D2 ) el /
%TrlnH = ;Tr/o 8( (2, )el o im’s E (is)"an(z, ) (1.45)

47[‘Z'8)% s? o
Para o nimero de dimensoes igual a quatro, somente os trés primeiros termos na integral
acima serao divergentes [10], com as divergéncias logaritmicas correspondendo ao terceiro termo
da expansao. Portanto, a acao efetiva terd uma parte finita e outra divergente, com a expressao

para a ultima, na regularizacao dimensional, dada por

B n—4
ngj = —'UT /d4m\/—gTrd2(x,m), (1.46)

onde £ = (47)%(n — 4) é o parametro de regularizagio dimensional e y o pardmetro dimensional
de renormalizacao. Finalmente,fazendo-se a substituicdo da expressdo para as(z,x) em (1.46)

encontra-se

_ nf 1
i) =-£ /d“xf R§ﬁ+DR)+ Ypilopylee | (1.47)

180( pwaf 6 12°7m

11



5 Aplicacao da formula de Schwinger-DeWitt

A férmula de Schwinger-DeWitt foi obtida para o célculo das divergéncias a 1-loop na segao

anterior. Para o caso de um campo escalar real o operador H tem a seguinte expressao

A~

H=1(0 - m? — €R),, (1.48)

onde 4,7 = 1,2, ..., Ng, com Ny sendo o nimero de campos escalares reais. Comparando H para

o0 campo escalar real com a expressao geral
=10+ 20"V, +11,

pode-se indentificar h* = 0, Il = —1(m? + ¢R). Entdo, Suw=0eP = 5;-[(5 - HR - m?.

Finalmente,
@ _ pr d —g R2 1 4
div — z 180( uvaf aﬁ) + im +
+ m2(§ — 1)R+ 1(g — 1)232 — ,(5 — 1)DR . (1.49)
6 2 6 6 6

E possivel calcular também as divergéncias a 1-loop para campos espinoriais e vetoriais [10].

Por fim pode-se escrever a férmula de Schwinger-DeWitt em uma forma mais compacta como

n—4
=1 / de/=g[wC? + bE + cOR), (1.50)
onde C? = Rimﬁ 2R? ap t 1R2 é o quadrado do tensor de Weyl para o espaco 4-dimensional,
E = Ruvaﬁ 4R? ot R? é o invariante topolégico de Gauss-Bonet em quatro dimensoes e os

coeficientes w, b e ¢, sdo, respectivamente,

I 31
b = — No+ 55Ny + 16N 1.52
(360 O+360 T 180 1) (152)
1 1 1
¢ = —Nyp+ —N1 — —Nj, (153)

180 30 2 10

sendo Ny, N 1e N1, nessa ordem, o nimero de campos escalares, espinoriais e vetoriais.

Ap6s o uso da férmula de Schwinger-DeWitt | resta passar a renormalizacao da agao, ja que
esta contém termos divergentes. Para o empreendimento dessa tarefa sao incluidos contra termos
afim de se cancelar as divergéncias. No entanto, a inclusao desses contra-termos gera o que se

chama de Anomalia Conforme, que serd tratada no préximo capitulo.
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CAPITULO 2

Acado Induzida por Anomalia

Considerando a nivel classico a agao total como sendo composta da agao do vacuo juntamente
com a acao dos campos de matéria escalares, férmions de Dirac e Gauge Vetoriais, todos livres e
sem massa, pode-se mostrar que hé invaridncia da acao perante transformacoes conformes [20].
Isso é acarretado pela invariancia conforme de cada parte da acao. Como consequéndia o trago
do tensor momento-energia serd nulo. No que se segue, primeiramente ird se demonstrar tal fato.

Para isso, suponha que se tenha um conjunto de campos ¢’ na presenca de um campo gravi-
tacional externo g,,,. A identidade de Noether correspondente & simetria conforme local tem a

forma [11]

08 08
—29;1,11 (5‘9“1/ + Z 5¢Z = 07 (21)

onde d; sdo os chamados pesos conformes. A nivel cldssico, como j4 dito, a acido é composta pela
acao do vacuo e a dos campos de matéria. Os campos de matéria irdo satisfazer as equagoes de

movimento obtidas do principio variacional

35S
o

0,

o que reduz a identidade de Noether a

08 -
g‘“’égﬁ =
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Portanto, da definigdo dinamica do tensor momento-energia

o — 299

)
vV —9 Guv
obtém-se que seu traco serd nulo.

Ao se levar em conta as correcoes quanticas a 1-loop & acao dos campos de matéria na presenca

de um campo gravitacional de fundo, obtém-se a agao efetiva
= Smatéri(z + Svac + f(l) (23)

A parte devido & correcao quéantica, I't), possui termos divergentes. Para lidar com esse pro-
blema, faz-se uso do processo de renormalizacao, no qual sao incluidos novos termos a fim de
se cancelar essas divergéncias. Entretanto, restarda uma parte finita que nao é conformalmente
invariante, e por isso é gerada uma anomalia no trago do tensor momento-energia [1].

Ap6s a renormalizacdo, a acao efetiva torna-se
r=5+TW4+AS, (2.4)

onde novamente abreviou-se para S a agao do vacuo e da matéria, M ¢ a parte devido a corregao
quantica a 1-loop e AS é o contra termo escolhido de maneira a cancelar as divergéncias. Em n

dimensoes AS tem a forma

€

n—4
As ="~ /dmﬁ—g[wcﬂ +bE + dJR], (2.5)

que nao é conformalmente invariante e como consequéncia tem-se

2 SAS
T=T'=——"—gu—r.

vV —9g Guv

Para calcular o traco acima serd usada a transformacao conforme e apds se efetuar a derivacao
variacional serao tomados os limites indicados, obtendo-se

1 . 5AS[§W62"]
— —e .
V=g oo n—4,0—0,Gu0— Guv

(2.6)

E necessario expressar AS em funcao da métrica g,,. Para isso serd aplicada a transformacao
conforme em cada termo de AS no espago quadridimensional. Comecando pelo quadrado do

tensor de Weyl, temos segundo [11]

2 _ 4o ~2
CMVOéﬁ =€ CNVQB (27)
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V=g =¢*/=7, (2.8)
de tal modo que
\% _gciuaﬁ =V _géﬁuaﬁ' (29)

Para se calcular a transformagao conforme do segundo e terceiro termos de AS, é util

reescreve-lo como
Iun —4 9 2 2
AS:Et/m¢ﬂ4mj+mE—SDm+%wﬂﬁmR} (2.10)

Pode-se mostrar que a transformacao conforme, em um espaco quadridimensional, para o segundo

termo da integral acima fica sendo [11]
2 /= 2_-_ .
v—g(E — §DR) =v—g [(E - 3DR> —|—4A40’] , (2.11)
onde Ay é um operador conformalmente invariante no espaco quadridimensional, satisfazendo a
V _9A4 =V _§A47
com a seguinte forma

2 1
Ay =%+ 2R™V,V, — SRO+ g(V“R)Vu. (2.12)

Usando os resultados obtidos da aplicacdo da transformacao conforme aos termos de AS, e

substituindo-os na expressao do trago, obtém-se o resultado para anomalia [20].

T = —(wC? 4+ bE + cOR). (2.13)

1 Acao efetiva e anomalia

Foi demonstrado anteriormente que devido as correcées quéanticas, chega-se a anomalia do trago
do tensor momento-energia. Nesta secao, serd considerada para a anomalia uma equacao para a

parte finita de I j4 renormalizada, na seguinte forma

-2 or

— = gy—— = — (WC? + bE + OR) . 2.14
/jggﬂ 59/“/ ( ) ( )
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Serao necessarias aplicagoes de transformagao conforme a varios termos. Os resultados dessas
transformagoes serdo tirados de [11]. Também serd usado, quando se mostrar necessirio, a

formula

B 2 g 5A[gu,,]:7 1 6A[gu]
/=g i Y V=g 00 gu—gu,0—0

to

(2.16)

Vamos expressar a equagao para o trago utilizando-se da transformacao conforme, assim

temos

5o = VY [wC2 +b (E - §DR> + <c+ gb) DR] : (2.17)

Jur=€2?Guu

onde os segundo e terceiros termos foram reescritos de uma forma conveniente, em razao da qual
surgird o operador auto-adjunto conformalmente invariante A4 apds a aplicacao da transformacao
conforme. E obtida entdo uma equacao diferencial em derivada variacional. Para resolvé-la
aplica-se a transformagao conforme em cada um dos termos e depois faz-se a integracao em o,

com o seguinte resultado

_ 9 _ _
Llgw] = Selguw] + /d%”ﬁ [wJCQ + bo <E - 3DR> + 2baA4a] -

1 2
ST d*z\/—g <c+ 3b> R?. (2.18)

No céalculo acima foi usada a férmula

2 ) / 4 9
—guw— [ dz/—gR* = —120R. 2.19
/jg H 591“1 ( )

Por fim, é necessario expressar todos os termos na métrica g,,,, obtendo entao

_ _ 2 _ _ _
T = S.[gu]+ / d4x\ﬁ—g{wa(§’2 + bo (E — 3DR> + 2b0A40 —

- % doy=g <c + §b> R — 6(Vo)® — 6(C0)]? } (2.20)

O funcional conformalmente invariante S, figura como uma constante de integragao e geralmente
ele é desconhecido. A solugdo acima entretanto nao é covariante, pois nao estd expressa em

funcao da métrica original g,,. E necessério entao obter uma solucdo covariante [12]. Para isso,
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primeiramente deve-se obter algumas relagoes uteis para os calculos aqui desenvolvidos. Serd

usada a relagao

d*z\/—g(x) A(guw) [E - gDR] , (2.21)

onde A = A(g,,) é uma quantidade arbitraria, porém conformalmente invariante. Aplicando-se
a transformagao conforme a ela e ap6s isso fazendo a variagao em relacao ao fator conforme o(y),

tem-se entao

5 ( d*z\/—g(x) A(guwe® [E—DR+4A4U] = 4y/—gALA = 4/—gA A, (2.22)
(o

Visando a utilidade do tltimo resultado para a obtengao da forma covariante da acao induzida,

faz-se ainda a introdugao da funcao de Green do operador Ay, satisfazendo a
(A4)xG(I‘, y) = (54(‘7"7 y)

Usando desses resultados o termo na agao efetiva, que quando sofre variagdo com respeito ao

fator conforme produz T, = —C? é
/d4 Vg /d4y\/ y)C?(x <E— DR) . (2.23)
Y
De maneira completamente analoga, o termo responsavel por gerar T, = b (E ( 5 R) é

= [ vt [ atvy=a) (£ S0R) e (£-508) . @2

por fim, utilizando (3.19) e (3.22) encontra-se para o tltimo termo

2
r,=— 30; b [ b/ =g R (a (2.25)

A agéo induzida pela anomalia pode ser representada em forma local introduzindo campos esca-
lares tensoriais [12]. Para a obtengao da representacao covariante e local, é 1til reescrever a acgao

na forma simétrica
2
/d4fcv—g(w) /d4y\/—g(y) (E - 3DR> G(z,y)

[1‘;02 - g (E - ngﬂ ) (2.26)

E ainda 1til a introdugéo do termo [ d*zd*y\/—g(x)\/—g(y)C?(2)G(x,y)C?%(y) na acdo. Apesar

desse termo nao ser diretamente produzido pela anomalia, ele é conformalmente invariante e pode
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ser visto como uma redefinigao do funcional Sc[g,,]. Portanto, a acdo induzida fica
b 2
¢ [dov=a@ [ a5 | (- Sor)
1 w w
- = [ d'z/— /d4 — <02> Gz, ((72)
5 [ vt [atey/=a0) (5750°) G (5756 )

Fw,b =

Entao, com ja dito, introduzindo os dois campos escalares auxiliares, ¢ e 1, a acdo efetiva

induzida pela anomalia fica, na forma geral

k3

r = -3
12

1 2
/d%ﬂ{alCQ +as B+ agR = R + S 0046 + ¢ [k C% + ko (B — SOR)] +

b opAw+ k4wc2}, (2.28)

onde a1, as e ag sao os parametros da agao classica do vacuo; k1, ke, ks e k4 dependem dos coefi-

cientes w, b e ¢, e consequentemente através deles, do niimero de campos de matéria, relacionados

por
w
by = ——
! 2v/—b
PR
2 = 2 )
9
k3 = c-+ gb,
w
by = Y 2.99

As equagbes de movimento para os campos auxiliares sao obtidas da variacao da acao com

relagao a ¢ e v, sendo portanto

V—b

V=g [Am + (E - ng) - 2\;”_702} ~0 (2.30)
V=9 [Aw = 2\”‘/”_702} —0 (2.31)

J& que os campos auxiliares sao conformalmente invariantes, hé a liberdade de escolher a trans-

formacao gu, = 1uw, tornando as equagoes de movimento

O + 8w/ —bdjo =0 (2.32)

v =0, (2.33)

18
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cujas solucoes sao

¢ = —8mV~ba + ¢o (2.34)

Y = 1o, (2.35)

onde ¢g e Yy sao solucdes da equacao homogénea.

19



CAPITULO 3

Solucdo de Kasner

Neste capitulo seréd considerada uma solugao exata e anisotrépica das equagoes de Einstein, estas
derivadas da agao de Einstein-Hilbert, primeiramente obtida por Kasner em 1921 [8]. A razao
para isso é que, ainda que o modelo isotrépico seja adequado para a descricao de estagios mais
avangados na evolugao do universo, em estagios iniciais (isto é, perto da singularidade), podem
ter existido anisotropias que posteriormente passaram a ser isotrépicas. O desenvolvimento da
obtengao dessa solugao seguird o livro [18]

Vamos considerar as equagoes de Einstein para o vacuo. Com uma escolha conveniente do
sistema de coordenadas, teremos que todas as componentes do tensor métrico serao funcoes da
coordenada z° = t, em unidades ¢ = 1. Nesse caso, sem perda de generalidade, pode-se ter

gio =0, com i = 1,2,3. Com uma transformagao de coordenadas

v/ 900 dt — dt, (31)

podemos fazer ggg igual a um. Portanto, estamos diante do problema de resolver as equagoes de

Finstein no vacuo, cuja a métrica tem as seguintes caracteristicas

goo =1, goi =0, gij = —7(t).

Usando a métrica acima, as equagoes do campo gravitacional no vacuo serao

1
Xi +5xix; =0 (3.2)
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1 4
—(/x)) =0, (3.3)
NG VX

onde x;; = 8(;’? e v é o determinante do jacobiano e o ponto representa derivacao em relagao ao

tempo. Da segunda equacao imediatamente temos
J _ o\
VX = 2X;, (3.4)

onde os A’s sdo constantes de integracao. Contraindo os indices i e j, e usando as equagoes (3.2)
e (3.4), temos

1 (3.5)

Portanto, surge uma equacao diferencial ordindria bastante simples e com ela obtemos que o
determinante do jacobiano é

o142
v = A2 (3.6)

Com uma transformacao apropriada, podemos sem perda de generalidade, fazer )\;'- = 1. Usando

dessa tltima condigao e substituindo (3.4) em (3.2), temos
AN =1. (3.7)

Levantando-se o indice em (3.4) com a métrica ;; e usando a solu¢ao do determinante do

Jacobiano, obtemos um sistema de equacoes diferenciais ordinérias

2

Vij = f\f%‘k. (3.8)

Os coeficientes )\f podem ser vistos como as componentes de uma matriz. Por uma trans-

2

formacao linear nas coordenadas z', 22 e 2® podemos fazer essa matriz assumir a forma diagonal.

Denotando seus autovalores como p1, p2 € p3 e assumindo que eles sejam reais e distintos, temos

p1 0 0
0 D2 0
0 0 p3

Com isso o sistema de equacOes diferenciais se tornard mais simples, por exemplo, uma das
equacoes sera

Vi1 = %)\hn,
cuja solugao é

711 = Constante . 2P,
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E féacil ver que acontecerd o mesmo para os demais elementos diagonais de 7;;. Portanto, as
demais solucoes serao

99 = Constante . t2P2

33 = Constante . t2P3.

As constantes podem ser absorvidas por um mudanca de coordenadas, por exemplo, Const dz —
dz. Finalmente, escolhendo a dire¢ao dos autovetores de A% como a diregao de nossos eixos do

sistema de coordenadas, aos quais chamaremos de x, y e z, obtemos o intervalo
ds® = dt? — t*P1da® — t%P2dy? — %P3 d22, (3.9)
Do fato que )\g )\3- = 1, obtemos a primeira condicdo que satisfazem os autovalores,
pi+ps+pi=1, (3.10)
e usando a solugao para 7y, temos a segunda condicao
p1+p2+p3 =1 (3.11)

Os trés autovalores nao podem ter o mesmo valor. O caso em que dois deles tem o mesmo

valor ocorre em (0,0,1) e (—%,%,32).

$,5). Em todos os outros casos os autovalores sao diferentes,

um deles sendo negativo e outro positivo. Podemos ver que o elemento de volume espacial na
métrica de Kasner serda dado por,

dV = tdzdydz. (3.12)

Portanto, a métrica de Kasner corresponde a um espago homogéneo, porém anisotrépico, cujo
volume e as distancias entre dois eixos, por exemplo, os eixos y e 2z, aumenta com o tempo,
enquanto que no outro eixo, neste caso o eixo x, as distdncias diminuem. O momento t = 0
¢ um ponto singular da solucao. Neste ponto a métrica tem uma singularidade a qual nao
pode ser eliminada por qualquer transformacao do sistema de coordenadas onde o tensor de
curvatura quadridimensional seja nulo no infinito. A tnica excecdo ocorre para os valores de

p1 = p2 = p3 = 0. Para estes valores, através da seguinte transformacao

t sinhz = ¢ (3.13)

t coshz=r, (3.14)
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obtemos a métrica de um espaco de Minkowski, com intervalo dado por
ds® = dr? — d¢* — dx® — dy*. (3.15)

Caso se considere que os autovalores py, ps e p3 possam assumir valores complexos, a métrica
pode ter fungoes, por exemplo, senoidais e logaritmicas. Uma métrica diferente, também poderia
ser obtida se de inicio fosse considerado que todas as suas componentes sao funcoes de outra
coordenada que nao a coordenada temporal. Por exemplo, se fosse considerado a coordenada

1

2! = 2 ao invés de 2 = t, o método de obtencdo das componentes do tensor métrico seria

totalmente andlogo, porém a solucao obtida acarretaria no seguinte intervalo
ds® = 2P dt? — da® — 2P dy* — aP3d2? (3.16)

Cabe ainda ressaltar (como dito no inicio desse capitulo)que as equacoes de Einstein, das
quais foi obtida a solucao de Kasner, sao provenientes da acao do vacuo, considerando-a apenas

composta da agao de Einstein-Hilbert.
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cAPITULO 4

Anomalia e Kasner

Este capitulo apresentard uma proposta de solucao anisotrépica mais geral do tipo Kasner
com base na agao efetiva induzida pela anomalia. Para comecar, retorna-se temporariamente a

solugao de Kasner do capitulo anterior.Como obtido 14, a métrica de Kasner é dado por
ds® = dt* — tPrda® — tP2dy* — tP3d2?, (4.1)

que é uma solucao exata das equacoes de Einstein no vacuo. Usando essa solugao, podem-se

calcular as componentes do tensor de Ricci, dadas por

Rop = %2(]91 +p2+p3— (T +15+p3)),
Rio = Ro; = 0,

Riy = (p1+p2+p3 — 1)p 2@ 71,

Roy = (p1 + p2 + p3 — 1)pat?@271),

Rss = (p1 +p2 +ps — 1)pst?® 71, (4.2)
com ¢ = 1,2,3, além de que R;; = 0 para i # j. O escalar de Ricci, R, serd
R:t%(pl+p2+p3(2—P1+p2+p3)—P%+P§+P§)- (4.3)
Se os coeficientes p1,ps € p3 satisfazem a

pL+pe+ps=pi+p;+p3=1, (4.4)
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todas as componentes dos tensor de Ricci e do escalar de Ricci serao nulas.

Portanto, se a

solucao de Kasner fosse usada como métrica de fundo, quaisquer termos calculados nas corregoes

quanticas que envolvessem o tensor e o escalar de Ricci seriam nulos. As tdnicas contribuigoes

poderiam surgir apenas do tensor de Riemann, cujas componentes sao

1(1 = py)t*»
Roygy = 2= Pt

12 )

Rogos = pa2(1 _t§,2)t2p2 |
Rosos = p3(1 _t2p3)t2p3 |
Ryg12 = p1p2t;:1t2p2 |
Ri313 = 191173?5:2mt2p37
Rasas = ]92p3¢:§2t2m ‘

1 Meétrica do tipo Kasner

A métrica de Kasner como apresentada até entao é solucdo das equacbes de movimento do

campo gravitacional no vicuo obtidas a partir da acao do vacuo contendo apenas o termo de

Einstein-Hilbert. Devido as correcoes quanticas a acao classica, a agao total considerada serd

a acao do vacuo adicionada da acao efetiva induzida pela anomalia e da acdo dos campos de

matéria classicamente conformes. Na busca de uma solugao anisotrépica mais geral, ird se partir

do seguinte intervalo, usando coordenas esféricas
ds® = N2(t)dt? — a®(t)[dr® + b2 (t)r2d$],
sendo df) o elemento de angulo sélido, dado por
dQ = db? + ¢ (t)sen?0dp?.
Para simplificar, serd adotado o tempo conforme, através da seguinte mudanca
N (t)dt = a(n)dn.

Expressando a(n) como

_ 20
a’(n) =e€ (77)’
tem-se entao uma transformacgao conforme do tensor métrico na seguinte forma

uv = €2U(n)§uu-
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Desse modo, na métrica g, o intervalo sera
Gudatdx” = dn? — dr® — b*(n)r?dQ. (4.11)
E ainda 1til expressar as funcées b2(n) e ¢2(n) como
b () = >, (4.12)
A(n) =€, (4.13)
e no lugar de 72 usar A\(r). Com essas novas designacoes, a métrica Juv Sera
G = diag(1, -1, —e2PMH2A() _ o 2p(m)+2A(r)+27(n) sen 26). (4.14)
Recorrendo as seguintes abreviagoes
20(n) + 2A(r) = W (r, ) (1.15)

2p(n) + 2A(r) +27(n) = x(r, ), (4.16)

a métrica g,,, pode ser expressa como
G = diag(l, —1, =W rm _ex(rm) gep 20). (4.17)

O proximo passo serda aplicar a transformacgao conforme na acao total constituida da agao
classica e da acao efetiva induzida pela anomalia 2.28, expressar todos os termos na métrica g,

e fazer as seguintes variagoes da agdo para se obtér as equagdes de movimento

08

=0 (4.18)

Com isso, pode-se analizar os efeitos quanticos de uma solugao anisotrépica, pois se obtera um
sistema de equagoes diferenciais de trés equagoes para as fungoes o(n), p(n) e 7(n). Voltando ao
tempo fisico, t, espera-se que para t — oo se tenha p =0 e 7 = 0, e com isso a métrica acabe

por se isotropizar. Em um trabalho futuro serao feitos os célculos anteriores e suas andlises.
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CAPITULO b

Consideracoes finais

Nesta dissertagao foram apresentados elementos da teoria de gravitagao modificada pelos efei-
tos quanticos e uma proposta de solugao da métrica inomogeénea do tipo Kasner. Primeiramente,
partiu-se da revisao de alguns conceitos bésicos da Teoria Quantica de Campos no espaco-tempo
curvo, com a apresentagao da abordagem da acao efetiva e as corregdes quanticas a acao. Depois
foi apresentado o método Schwinger-DeWitt, com o qual pode-se identificar, usando regularizacao
dimensional, a parte divergente da acao efetiva e realizar a renormalizacao com a introducgao de
contra-termos na agao. Também se considerou a aplicacdo do método Schwinger-DeWitt a um
campo escalar real livre no espaco-tempo curvo. Depois foi feita uma breve exposicao da in-
variancia conforme, apresentando a identidade de Noether, e mostrando com esta que se uma
acao classica é conformalmente invariante o trago do tensor momento-energia serd nulo. Porém,
devido as corregoes quanticas a acao classica, o trago do tensor-momento energia deixara de ser
nulo, e por isso foi desenvolvida a acao efetiva induzida pela anomalia. Porém, na sua obtencao,
a agao passa a ser nao-local. Para contornar esse problema foram introduzidos dois campos esca-
lares auxiliares, e acdo pode ser expressa localmente. Antes de se entrar de fato na proposta da
solucao inomogénea, foi feita uma deducao da solucao exata das equacoes de Einstein no vacuo
como obtida pelo matematico norte-americano Edward Kasner em 1921. Por fim, apresentou-se
a proposta da solucao inomogénea do tipo Kasner para as equacoes de movimento provenientes

da acao total como composta da acao classica juntamente da agao efetiva induzida pela anomalia.
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Mostrou-se como aplicar uma transformacgao conforme a fim de reescrevér a acao total de maneira
conveniente a se encontrar as equacoes de movimento. Desenvolvimento mais aprofundados da

proposta de solucao inomogénea do tipo Kasner serdao deixados para trabalhos futuros.
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