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inomogêneas do tipo Kasner

Simpliciano Castardelli dos Reis

9 de Julho de 2015

Juiz de Fora–MG, Brasil



Universidade Federal de Juiz de Fora – UFJF

Instituto de Ciências Exatas – ICE

Departamento de F́ısica – DF

Dissertação de Mestrado

Gravitação modificada pelos efeitos quânticos e as soluções
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Resumo

Nesta dissertação serão vistos elementos de teoria de gravitação modificada pelos efeitos

quânticos e uma proposta de métrica inomogênea do tipo Kasner. Primeiramente, irá se abordar

a teoria semiclássica, consistindo esta na quantização dos campos de matéria, deixando o campo

gravitacional como um campo externo clássico. Depois será vista a ação efetiva induzida pela

anomalia como consequência do traço do tensor-momento energia não ser nulo a ńıvel quântico.

Por fim, será considerada a proposta da solução inomogênea do tipo Kasner e perspectivas futuras

para essa solução.

Palavras chave:Ação efetiva; Espaço curvo; Métrica de Kasner; Métrica anisotrópica.
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Abstract

In this work will be seen gravitation theory elements modified by quantum effects and a pro-

posal for inhomogeneous metric type Kasner. First, it will address the semiclassical theory, con-

sisting in this quantization of matter fields, leaving the gravitational field as a classical external

field. Then will be seen the effective action induced by anomaly as a result of energy-momentum

tensor trace not be null in the quantum level. Finally, the proposal of the inhomogeneous solution

of the Kasner type and future prospects for this solution will be considered.

Keywords:Effective action; Curved space; Kasner metric; Anisotropic metric.
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Notação e convenções

Geometria Riemanniana

A convenção de sinal para a métrica e para o tensor de curvatura utilizada nesta dissertação será

(+ − −−). Logo será usada a seguinte assinatura para a métrica: (+−,−−), sendo o tensor

de Riemann,

Rµνρσ = Γµνρ, σ − Γµνσ, ρ + Γµαρ Γανσ − Γµασ Γανρ ,

e também defini-se o tensor de Ricci como sendo Rµν = Rαµαν . Em espaço-tempo curvo escreve-

se a métrica como gµν e no caso especial para métrica de Minkowski como ηµν . O determinante

da métrica será representado como

g ≡ det (gµν) .

A simetrização entre dois ı́ndices será representada pelo uso de parênteses

T(µν) =
1

2
(Tµν + Tνµ) ,

e a anti-simetrização será denotada por colchetes

T[µν] =
1

2
(Tµν − Tνµ) .

Convenções e abreviações

Na maior parte serão as unidades naturais de medida com c = ~ = ε0 = 1, a não ser que seja

dito o contrário. Também serão usadas as seguintes abreviações,

vi



• ∂µ: Derivada parcial;

• ∇µ: Derivada covariante;

• � = gµν∇µ∇ν : Operador D’Alembertiano generalizado;

• ln: Logaritmo natural;

• diag: matriz diagonal.
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Introdução

Na ausência de uma teoria quântica de gravitação consistente, uma alternativa é a abordagem

semiclássica. Trata-se, em primeira instância, em quantizar os campos de matéria e deixar o

campo gravitacional figurando como um campo clássico externo. Nesta abordagem é necessária

a inclusão de termos de altas derivadas na ação original, para que os campos de matéria possam

ser renormalizáveis . Dessa forma a ação completa inclui o termo de Einstein-Hilbert com

constante cosmológica [1]

SEH = − 1

16πG

∫
d4x
√
−g(R+ 2Λ) (1)

e os termos de altas derivadas

SHD =

∫
d4x
√
−g{a1C

2 + a2E + a3�R+ a4R
2}, (2)

onde C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ + 1
3R

2 é o quadrado do tensor de Weyl e E = R2
µναβ − 4R2

αβ +R2 é o

termo topológico de Gauss-Bonet. Todos os termos da ação do vácuo

Svac = SEH + SHD (3)

pertencem à ação gravitacional. Se as equações de Einstein são consideradas como algo que

de fato define a relação entre distribuição de matéria e geometria, é claro que ação completa,

chamada ação do vácuo, deve contribuir.

De posse da ação do vácuo, passa-se em Teoria Quântica de Campos a investigar o compor-

tamento dos campos de matéria no espaço-tempo curvo. Uma abordagem que se mostra útil é

a da ação efetiva [9], na qual identificamos as correções quânticas à ação clássica dos campos de
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matéria através da expansão em loop da ação efetiva. Com isso, pode-se calcular, por exemplo,

o chamado potencial efetivo, obtendo a dinâmica do campo de matéria em questão [19]. Nesses

cálculos surgem quantidades divergentes, sendo então necessário se passar ao processo de renor-

malização dos campos de matéria. Portanto, torna-se necessário identificar essas divergências na

ação efetiva, e um dos métodos para isso é o chamado Método Schwinger-DeWitt.

As teorias de gravitação de altas derivadas tiveram ińıcio na investigação da estabilidade de

soluções fisicamente importantes em [4], onde a estabilidade do vácuo quântico no espaço-tempo

de Minkowski foi explorada pela primeira vez. Tarefa semelhante também foi posta em prática

para o espaço de De Sitter [5]. No entanto, poucos estudos tem sido feitos sobre o comportamento

de soluções anisotrópicas em teorias de gravitação de altas derivadas. Uma razão para estudo de

modelos com métrica anisotrópica é porque a solução mais geral perto da singularidade acaba por

ser anisotrópica. Dizendo isso, considera-se que, nos primeiros estágios da solução cosmológica, a

expansão foi primeiramente anisotrópica, perto da singularidade, e apenas depois fez a transição

para uma expansão isotrópica, a qual se observa no Universo de hoje.

Ainda que se considere que o Universo fora anisotrópico perto da singularidade, continua a

existir o problema da própria singularidade. Como não há uma teoria quântica de gravitação

completa, é preciso de inicio uma teoria clássica, mas com a qual pode-se construir as correções

quânticas necessárias.

Os primeiros estudos acerca do comportamento de modelos cosmológicos anisotrópicos perto

da singularidade na abordagem semiclássica foram feitos por V. A. Belinsky, A. A. Starobinksky

e em outros trabalhos [6, 7].
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CAṔITULO 1

Aspectos Gerais de Teoria Quântica de Campos no Espaço-Tempo Curvo

Será focada a atenção aqui no desenvolvimento da teoria da gravitação semiclássica. Parti-se-á

da revisão dos conceitos fundamentais da teoria e então será feita uma introdução à expansão de

Schwinger-DeWitt (também conhecida como DS-expansion). Por fim, será mostrado a aplicação

da expansão de Schwinger-DeWitt a um campo escalar real.

1 Campos quânticos em um espaço-tempo de fundo

Mesmo que uma teoria quântica da gravitação esteja atualmente fora de possibilidade [10], é

posśıvel formular uma teoria semiclássica para a gravitação. Tal teoria poderia então ser aplicada

em escalas além da relatividade geral até à escala de Planck, onde toma lugar a teoria quântica

da gravitação. A forma mais natural de formular uma teoria semiclássica é através de pequenas

perturbações na métrica clássica de fundo. As perturbações irão surgir do campo de matéria

quantizado [10].

Deve-se começar a formulação da teoria semiclássica considerando as equações de campo de

Einstein,

Rµν −
1

2
Rgµν + Λgµν = −κTµν . (1.1)

O conteúdo de matéria-energia do espaço-tempo irá contribuir na equação acima através do

tensor de energia-momento, que é obtido através dos campos de tensores clássicos. Contudo,
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a primeira tarefa será substituir o tensor de energia-momento clássico Tµν pelo valor esperado

quântico 〈Tµν〉, definido como,

〈Tµν〉 =
〈out, 0|Tµν |in, 0〉
〈out, 0|in, 0〉

, (1.2)

onde |in〉 e 〈out| são os estados in e out do vácuo. Formalmente o valor esperado é obtido através

dos campos de matéria quânticos. Porém, na prática, utiliza-se outro método, no qual é calculada

uma ação efetiva para os campos de matéria pelo valor esperado através da seguinte relação,

2√
−g

δΓ

δgµν
= 〈Tµν〉 . (1.3)

2 A ação efetiva e correções quânticas a 1-loop

Uma vez que essa dissertação tem como um dos objetivos analisar correções quânticas a 1-

loop para a ação com métrica anisotrópica de fundo, é de suma importância apresentar alguns

elementos matemáticos e f́ısicos da Teoria Quântica de Campos.

Na quantização de campos pode-se utilizar dois procedimentos de quantização: a quantização

canônica ou a quantização por integrais de trajetória. A primeira consiste basicamente em se

fazer uso do método operatorial, no qual os campos são tratados como operadores que atuam

em um espaço de Fock[13]. Na segunda, soma-se, de uma maneira apropriada, sobre todas

as configurações posśıveis do campo, tratando os campos não como operadores, mas sim como

variáveis estocásticas [3]. Usando qualquer uma das duas abordagens pode-se calcular amplitudes

de transições de estados quânticos em processos de espalhamento de part́ıculas fornecidas pela

matriz S[13].

Na abordagem da quantização por integrais de trajetória define-se um dos objetos ma-

temáticos mais importantes da Teoria Quântica de Campos, as chamadas funções de Green

de n pontos

Gn(x1, ..., xn) = 〈0 |T {φ (x1) ...φ (xn)}| 0〉, (1.4)

onde T significa ordenamento cronológico, φ é um campo escalar real e são usados os estados de

vácuo. Dentro do formalismo das integrais de trajetória define-se ainda o funcional gerador das

funções de Green

Z[J ] = 〈0, out||in, 0〉J =

∫
D φ exp

{
iS[φ, gµν ] + i

∫
dnxJ(x)φ(x)

}
. (1.5)
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O funcional Z[J] pode ser entendido como o forneçedor da amplitude de transição entre o “vácuo

inicial” e o “vácuo final” na presença da fonte “produtora de part́ıculas” J(x). O elemento

diferencial Dφ denota integração sobre todas as configurações posśıveis do campo.

O funcional gerador Z[J] gera todas as posśıveis funções de Green, conectadas e não-conectadas.

As funções de Green de n pontos são geradas através de Z[J] efetuando-se n derivações variacio-

nais

Gn(x1, ..., xn) =
δZ[J ]

δiJ (x1) ...δiJ (xn)

∣∣∣∣
J=0

. (1.6)

Define-se outro funcional, W[J], que gere apenas funções de Green conectadas de n pontos, e que

esteja relacionado com Z[J] expresso na forma

eiW[J ]. (1.7)

A dinâmica de um campo clássico, por exemplo, é expressa através das equações de movimento

provenientes da variação de uma ação [14]. No domı́nio quântico a generalização da ação clássica

recebe o nome de ação efetiva e consiste em se fazer correções quânticas à ação clássica. Considere-

se primeiramente a definição de campo médio

φ̄ =
δW [J ]

δiJ(x)
, (1.8)

então a ação efetiva é introduzida com a seguinte expressão

Γ[φ̄] = W [J ]−
∫
d4x ¯φ(x)J(x). (1.9)

Pode-se notar que a ação efetiva é um funcional do campo médio e para se obter as correções

quânticas à ação clássica, faz-se a expansão do campo escalar em torno do campo médio através

de

φ −→ φ̄+ φ,

e escreve-se a ação efetiva como

Γ[φ̄] = S[φ̄, gµν ] + Γ
[
φ̄
]
, (1.10)

sendo, Γ
[
φ̄
]

=
∑∞

n=0 Γ
(n) [

φ̄
]
, a parte devido a correção quântica .

Ao ńıvel de 1-loo, isto é, em primeira ordem na expansão, pode-se obter a conhecida fórmula

para a parte devido a correção [2],

Γ
(1) [

φ̄
]

=
i

2
ln DetS2

[
φ̄
]

=
i

2
Tr lnS2

[
φ̄, gµν

]
, (1.11)
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com

S2

[
φ̄
]

=
δS[φ, gµν ]

δφ (x1) δφ (x2)

∣∣∣∣
φ=φ̄

. (1.12)

As correções quânticas a ńıvel de 1-loop exigem o cálculo de determinantes funcionais. Para

isso pode-se utilizar o método de Schwinger-DeWitt que será será abordado em uma seção mais

à frente.

Tomando-se J = 0 para o funcional Z[J ]obtém-se,

Z[0] = 〈0, out||in, 0〉J=0 , (1.13)

podendo-se notar que

δZ[0] = i

∫
Dφ δSeiS[φ,gµν ] = i 〈0, out|δS|in, 0〉 . (1.14)

Logo,

2√
−g

δZ[0]

δgµν
= i 〈0, out|Tµν |in, 0〉 . (1.15)

Se é conhecida a expressão para Z[0] com a ação efetiva sendo

Z[0] = eiΓ , (1.16)

teremos,

ieiΓ
2√
−g

δΓ

δgµν
= i 〈0, out|Tµν |in, 0〉 . (1.17)

Dividindo por Z[0] = eiΓ = 〈0, out||in, 0〉 iremos obter,

2√
−g

δΓ

δgµν
=
〈0, out|Tµν |in, 0〉
〈0, out||in, 0〉

= 〈Tµν〉 , (1.18)

Que justifica a expressão (1.3).

3 Acoplando Matéria e Gravidade

Para o cálculo do valor esperado 〈Tµν〉, por exemplo, para um campo escalar real, é conveniente

começar escrevendo a ação clássica para o campo escalar acoplado à gravidade. Iremos obter

que a variação desta ação com respeito ao campo escalar irá produzir a equação de movimento

para o campo clássico. Esta equação de movimento pode ser “convertida” na expressão para
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funções de Green. Vamos considerar agora o exemplo mais simples de campo escalar acoplado à

gravidade. A lagrangiana clássica em quatro dimensões para esse caso será

Lcl =
1

2
gαβφ,αφ,β −

1

2
m2φ2 − 1

2
ξRφ2 . (1.19)

O espaço curvo manifesta-se nesta equação em duas formas: através da métrica no primeiro

termo e do último termo no qual a gravidade está acoplada com o campo escalar.

A constante ξ determina o acoplamento entre matéria e gravitação. Dois casos importantes

são o acoplamento mı́nimo ξ = 0 e o acoplamento não-mı́nimo, definido no espaço n-dimensional

como [2],

ξ(η) =
n− 2

4(n− 1)
. (1.20)

Para o caso bidimensional esses acoplamentos serão iguais, como podemos ver facilmente em

(1.20).

A equação de movimento para o campo escalar será obtida variando a ação clássica

Scl =

∫
d4x
√
−gLcl , (1.21)

com relação ao campo escalar

− 1√
−g

δScl
δφ

= gαβ∇α∇βφ+m2φ+ ξRφ = 0 . (1.22)

O campo clássico, então, deve satisfazer a equação de movimento clássica

[� +m2 + ξR]φ = 0 , (1.23)

onde, � representa o operador de d’Alembert generalizado para coordenadas curviĺıneas,

� = gαβ∇α∇β . (1.24)

A equação de movimento clássica dada em (1.23) pode ser usada para construir o operador

de campo quantizado para φ. Porém, mais importante ainda é que pode-se usar (1.23) para

encontrar as funções de Feynman-Green para o campo escalar

[�x +m2 + ξR(x)]GF (x, x′) =
δn(x− x′)√
−g(x)

, (1.25)

A equação (1.25) possui a seguinte solução,

GF (x, x′) = −[�x +m2 + ξR(x)]−1 δ
n(x− x′)√
−g(x)

. (1.26)
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4 Método Schwinger-DeWitt

Na segunda seção anterior, mostrou-se que as correções quânticas a 1-loop aos campos de matéria

reduzem-se ao cálculo de um determinante funcional. Para empreender tal tarefa pode-se con-

siderar um método, originalmente desenvolvido por Schwinger no contexto da Eletrodinâmica

Quântica [16], e depois utilizado por DeWitt [15] no espaço-tempo curvo, chamado Método

Schwinger-DeWitt. Como dito anteriormente, inicialmente irá se este método para o caso de um

campo escalar real.

Para começar, é útil estabelecer o significado de S[φ̄]. Ele pode ser visto como o elemento

matricial do operador

Ĥ = � +m2 + ξR, (1.27)

atuando em uma espaço de Hilbert não-f́ısico. Assim, tem-se

S2[φ̄] = H(x1, x2) = 〈x1|Ĥ|x2〉. (1.28)

Os vetores |x′〉, que formam uma base para esse espaço de Hilbert, são autovetores de um conjunto

de operadores xµ hermitianos com espectro cont́ınuo, logo

xµ|x′〉 = x
′µ|x′〉 e (1.29)

〈x′ |x′′〉 = δ(4)(x
′
, x

′′
). (1.30)

Visto dessa maneira, o cálculo de determinantes funcionais se reduz a encontrar o determinante

de uma matriz com infinitos termos. Tal abordagem é desenvolvida em [9].

Para aplicar o método de Schwinger-DeWitt, vamos considerar a variação de

Γ
(1)

=
i

2
Tr ln Ĥ

em relação a parâmetros externos. Dito de maneira mais especifica, irá se ter apenas um

parâmetro externo, neste caso o campo gravitacional de fundo. Obtém-se então

δ
i

2
Tr ln Ĥ =

i

2
Tr Ĥ−1δĤ. (1.31)

Pode-se representar o operador, Ĥ, do seguinte modo [15]

Ĥ−1 =

∫ ∞
0

idse−isĤ , (1.32)
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sendo s chamado tempo próprio de Schwinger. A expressão para a correção em primeira ordem

torna-se

i

2
Tr Ĥ−1δĤ =

i

2
Tr δĤ

∫ ∞
0

dse−isĤ =
i

2
Tr δi

∫ ∞
0

ds

s
e−isĤ . (1.33)

Comparando-se os lados esquerdos e direitos da expressão acima, obtemos

Tr ln Ĥ = i

∫ ∞
0

ds

s
e−isĤ . (1.34)

Seguindo [DeWitt-65,livro muk], é introduzido o operador Evolução, dado por

Û(x, x
′
, s) = e−isĤ , (1.35)

o qual satisfará a equação

i
∂Û

∂s
= ĤÛ , (1.36)

com a condição de que quando s = 0 se tem Û(x, x
′
; s = 0) = δ(4)(x, x

′
). Define-se também o

operador

Û0(x, x
′
; s) =

1

(4πis)
N
2

D
1
2
(
x, x′

)
ei
σ(x,x′)
s2

−im2s, (1.37)

com σ(x, x
′
) sendo a distância geodésica entre os eventos x e x

′
, N o número de dimensões e

D(x, x
′
) o determinante de Van Vleck-Morret, o qual tem a seguinte forma

D
(
x, x′

)
= det

(
−∂

2σ (x, x′)

∂xµ∂xν

)
.

Partindo de uma representação para o operador evolução na forma de uma expansão em série

de potências de s, com a seguinte forma

Û(x, x
′
; s) = Û0(x, x

′
; s)

∞∑
n=0

(is)nân(x, x
′
), (1.38)

definindo-se a quantidade

∆(x, x
′
) =

√
−g(x′)D

(
x, x′

)√
−g(x), (1.39)

considerando que Ĥ possa ser escrito do seguinte modo

Ĥ = 1̂� + 2ĥµ∇µ + Π̂
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e usando algumas propriedades de σ(x, x
′
), os coeficientes ân(x, x

′
) podem ser determinados

através das seguintes equações [9, 15]

∇µσ∇µâ0 = 0 (1.40)

(n+ 1)ân+1 +∇µσ∇µân+1 = ∆−
1
2�(∆

1
2 ân) + Π̂ân. (1.41)

Para o caso em que x→ x
′
, segue que

∇µ∇ν â0 =
1

2
R̂µν , (1.42)

sendo R̂µν = [∇µ,∇ν ] o comutador no espaço dos campos. Para os demais coeficientes obtém-se

[15]

â1(x, x) = P̂ = Π̂ +
1̂

6
R−∇µĥµ − ĥµĥµ, (1.43)

â2(x, x) =
1̂

180
(R2

µναβ −R2
αβ + �R) +

1

2
P̂ +

1

6
�P̂ +

1

12
Ŝ2
µν , (1.44)

onde o operador Ŝµν tem a seguinte expressão

Ŝµν = R̂µν + (∇µĥν −∇ν ĥµ) + (ĥµĥν − ĥν ĥµ).

Ainda é posśıvel, embora mais complicado, o cálculo dos demais coeficientes an, o que é feito

para os coeficientes â3 e â4 em [17]. De posse dos coeficientes da expansão em potências de s do

operador evolução, é feita sua substituição na relação i
2Tr ln Ĥ , e obtem-se assim

i

2
Tr ln Ĥ =

i

2
Tr

∫ ∞
0

ds

s

1

(4πis)
N
2

D1
2 (x, x′)

s2
ei
σ(x,x′)
s2

−im2s
∞∑
n=0

(is)nân(x, x
′
) (1.45)

Para o número de dimensões igual a quatro, somente os três primeiros termos na integral

acima serão divergentes [10], com as divergências logaŕıtmicas correspondendo ao terceiro termo

da expansão. Portanto, a ação efetiva terá uma parte finita e outra divergente, com a expressão

para a última, na regularização dimensional, dada por

Γ̄
(1)
div = −µ

n−4

ε

∫
d4x
√
−gTrâ2(x, x), (1.46)

onde ε = (4π)2(n− 4) é o parâmetro de regularização dimensional e µ o parâmetro dimensional

de renormalização. Finalmente,fazendo-se a substituição da expressão para â2(x, x) em (1.46)

encontra-se

Γ̄
(1)
div = −µ

n−4

ε

∫
d4x
√
−g

[
1̂

180
(R2

µναβ −R2
αβ + �R) +

1

2
P̂ +

1

6
�P̂ +

1

12
Ŝ2
µν

]
. (1.47)
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5 Aplicação da fórmula de Schwinger-DeWitt

A fórmula de Schwinger-DeWitt foi obtida para o cálculo das divergências a 1-loop na seção

anterior. Para o caso de um campo escalar real o operador Ĥ tem a seguinte expressão

Ĥ = 1̂(�−m2 − ξR)x, (1.48)

onde i, j = 1, 2, ..., Ns, com Ns sendo o número de campos escalares reais. Comparando Ĥ para

o campo escalar real com a expressão geral

Ĥ = 1̂� + 2ĥµ∇µ + Π̂,

pode-se indentificar ĥµ = 0, Π̂ = −1̂(m2 + ξR). Então, Ŝµν = 0 e P̂ = δij [(ξ − 1
6)R − m2].

Finalmente,

Γ̄
(1)
div = − Ns

µn−4

ε

∫
d4x
√
−g
[ 1

180
(R2

µναβ −R2
αβ) +

1

2
m4 +

+ m2(ξ − 1

6
)R+

1

2
(ξ − 1

6
)2R2 − 1

6
(ξ − 1

6
)�R

]
. (1.49)

É posśıvel calcular também as divergências a 1-loop para campos espinoriais e vetoriais [10].

Por fim pode-se escrever a fórmula de Schwinger-DeWitt em uma forma mais compacta como

Γ̄
(1)
div =

µn−4

ε

∫
d4x
√
−g[wC2 + bE + c�R], (1.50)

onde C2 = R2
µναβ − 2R2

αβ + 1
3R

2 é o quadrado do tensor de Weyl para o espaço 4-dimensional,

E = R2
µναβ − 4R2

αβ + R2 é o invariante topológico de Gauss-Bonet em quatro dimensões e os

coeficientes w, b e c, são, respectivamente,

w =
1

120
N0 +

1

20
N 1

2
+

1

10
N1 (1.51)

b = −
(

1

360
N0 +

11

360
N 1

2
+

31

180
N1

)
(1.52)

c =
1

180
N0 +

1

30
N 1

2
− 1

10
N1, (1.53)

sendo N0, N 1
2

e N1, nessa ordem, o número de campos escalares, espinoriais e vetoriais.

Após o uso da fórmula de Schwinger-DeWitt , resta passar à renormalização da ação, já que

esta contém termos divergentes. Para o empreendimento dessa tarefa são inclúıdos contra termos

afim de se cancelar as divergências. No entanto, a inclusão desses contra-termos gera o que se

chama de Anomalia Conforme, que será tratada no próximo caṕıtulo.
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CAṔITULO 2

Ação Induzida por Anomalia

Considerando a ńıvel clássico a ação total como sendo composta da ação do vácuo juntamente

com a ação dos campos de matéria escalares, férmions de Dirac e Gauge Vetoriais, todos livres e

sem massa, pode-se mostrar que há invariância da ação perante transformações conformes [20].

Isso é acarretado pela invariância conforme de cada parte da ação. Como consequêndia o traço

do tensor momento-energia será nulo. No que se segue, primeiramente irá se demonstrar tal fato.

Para isso, suponha que se tenha um conjunto de campos φi na presença de um campo gravi-

tacional externo gµν . A identidade de Noether correspondente à simetria conforme local tem a

forma [11]

−2gµν
δS

δgµν
+
∑
i

δS

δφi
= 0, (2.1)

onde di são os chamados pesos conformes. A ńıvel clássico, como já dito, a ação é composta pela

ação do vácuo e a dos campos de matéria. Os campos de matéria irão satisfazer as equações de

movimento obtidas do principio variacional

δS

δφi
= 0,

o que reduz a identidade de Noether a

gµν
δS

δgµν
= 0. (2.2)
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Portanto, da definição dinâmica do tensor momento-energia

Tµν = − 2√
−g

δS

gµν
,

obtém-se que seu traço será nulo.

Ao se levar em conta as correções quânticas a 1-loop à ação dos campos de matéria na presença

de um campo gravitacional de fundo, obtém-se a ação efetiva

Γ = Smatéria + Svac + Γ̄(1). (2.3)

A parte devido à correção quântica, Γ̄(1), possui termos divergentes. Para lidar com esse pro-

blema, faz-se uso do processo de renormalização, no qual são incluidos novos termos a fim de

se cancelar essas divergências. Entretanto, restará uma parte finita que não é conformalmente

invariante, e por isso é gerada uma anomalia no traço do tensor momento-energia [1].

Após a renormalização, a ação efetiva torna-se

Γ = S + Γ̄(1) + ∆S, (2.4)

onde novamente abreviou-se para S a ação do vácuo e da matéria, Γ̄(1) é a parte devido a correção

quântica a 1-loop e ∆S é o contra termo escolhido de maneira a cancelar as divergências. Em n

dimensões ∆S tem a forma

∆S =
µn−4

ε

∫
dn
√
−g
[
wC2 + bE + c�R

]
, (2.5)

que não é conformalmente invariante e como consequência tem-se

T = Tµµ = − 2√
−g

gµν
δ∆S

gµν
.

Para calcular o traço acima será usada a transformação conforme e após se efetuar a derivação

variacional serão tomados os limites indicados, obtendo-se

T = − 1√
−ḡ

e−nσ
δ∆S[ḡµνe

2σ]

δσ

∣∣∣∣
n→4,σ→0,ḡµν→gµν

. (2.6)

É necessário expressar ∆S em função da métrica ḡµν . Para isso será aplicada a transformação

conforme em cada termo de ∆S no espaço quadridimensional. Começando pelo quadrado do

tensor de Weyl, temos segundo [11]

C2
µναβ = e4σC̄2

µναβ (2.7)
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e

√
−g = e4σ√−ḡ, (2.8)

de tal modo que

√
−gC2

µναβ =
√
−ḡC̄2

µναβ . (2.9)

Para se calcular a transformação conforme do segundo e terceiro termos de ∆S, é útil

reescreve-lo como

∆S =
µn−4

ε

∫
dn
√
−g
[
wC2 + b(E − 2

3
�R) + (c+

2

3
b)�R

]
, (2.10)

Pode-se mostrar que a transformação conforme, em um espaço quadridimensional, para o segundo

termo da integral acima fica sendo [11]

√
−g(E − 2

3
�R) =

√
−ḡ
[(
Ē − 2

3
�̄R̄

)
+ 4∆̄4σ

]
, (2.11)

onde ∆4 é um operador conformalmente invariante no espaço quadridimensional, satisfazendo a

√
−g∆4 =

√
−ḡ∆̄4,

com a seguinte forma

∆4 = �2 + 2Rµν∇µ∇ν −
2

3
R� +

1

3
(∇µR)∇µ. (2.12)

Usando os resultados obtidos da aplicação da transformação conforme aos termos de ∆S, e

substituindo-os na expressão do traço, obtém-se o resultado para anomalia [20].

T = −(wC2 + bE + c�R). (2.13)

1 Ação efetiva e anomalia

Foi demonstrado anteriormente que devido às correções quânticas, chega-se a anomalia do traço

do tensor momento-energia. Nesta seção, será considerada para a anomalia uma equação para a

parte finita de Γ já renormalizada, na seguinte forma

−2√
−g

gµν
δΓ̄

δgµν
= −

(
wC2 + bE + c�R

)
. (2.14)
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Serão necessárias aplicações de transformação conforme a vários termos. Os resultados dessas

transformações serão tirados de [11]. Também será usado, quando se mostrar necessário, a

fórmula

− 2√
−g

gµν
δA[gµν ]

δgµν
= − 1√

−ḡ
δA[ḡµν ]

δσ

∣∣∣
ḡµν←→gµν ,σ−→0

.

to

(2.16)

Vamos expressar a equação para o traço utilizando-se da transformação conforme, assim

temos

e4σ δΓ̄

δσ
= −
√
−g
[
wC2 + b

(
E − 2

3
�R

)
+

(
c+

2

3
b

)
�R

]∣∣∣∣
gµν=e2σ ḡµν

, (2.17)

onde os segundo e terceiros termos foram reescritos de uma forma conveniente, em razão da qual

surgirá o operador auto-adjunto conformalmente invariante ∆4 após a aplicação da transformação

conforme. É obtida então uma equação diferencial em derivada variacional. Para resolvê-la

aplica-se a transformação conforme em cada um dos termos e depois faz-se a integração em σ,

com o seguinte resultado

Γ̄[ḡµν ] = Sc[ḡµν ] +

∫
d4x
√
−ḡ
[
wσC̄2 + bσ

(
Ē − 2

3
�̄R̄

)
+ 2bσ∆̄4σ

]
−

− 1

12

∫
d4x
√
−g
(
c+

2

3
b

)
R2. (2.18)

No cálculo acima foi usada a fórmula

2√
−g

gµν
δ

δgµν

∫
d4x
√
−gR2 = −12�R. (2.19)

Por fim, é necessário expressar todos os termos na métrica ḡµν , obtendo então

Γ̄ = Sc[ḡµν ] +

∫
d4x
√
−ḡ

{
wσC̄2 + bσ

(
Ē − 2

3
�̄R̄

)
+ 2bσ∆̄4σ −

− 1

12

∫
d4x
√
−g
(
c+

2

3
b

)[
R̄− 6(∇̄σ)2 − 6(�̄σ)

]2}
. (2.20)

O funcional conformalmente invariante Sc figura como uma constante de integração e geralmente

ele é desconhecido. A solução acima entretanto não é covariante, pois não está expressa em

função da métrica original gµν . É necessário então obter uma solução covariante [12]. Para isso,
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primeiramente deve-se obter algumas relações úteis para os cálculos aqui desenvolvidos. Será

usada a relação ∫
d4x
√
−g(x)A(gµν)

[
E − 2

3
�R

]
, (2.21)

onde A = A(gµν) é uma quantidade arbitrária, porém conformalmente invariante. Aplicando-se

a transformação conforme a ela e após isso fazendo a variação em relação ao fator conforme σ(y),

tem-se então

δ

δσ(y)

∫
d4x
√
−ḡ(x)A(gµνe

2σ)

[
Ē − 2

3
�̄R̄+ 4∆̄4σ

]
= 4
√
−ḡ∆̄4A = 4

√
−g∆4A. (2.22)

Visando a utilidade do último resultado para a obtenção da forma covariante da ação induzida,

faz-se ainda a introdução da função de Green do operador ∆4, satisfazendo a

(∆4)xG(x, y) = δ4(x, y).

Usando desses resultados o termo na ação efetiva, que quando sofre variação com respeito ao

fator conforme produz Tw = −C2 é

Γw =
w

4

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)C2(x)G(x, y)

(
E − 2

3
�R

)
y

. (2.23)

De maneira completamente análoga, o termo responsável por gerar Tb = b
(
E − 2

3�R
)

é

Γb =
w

4

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
E − 2

3
�R

)
x

G(x, y)

(
E − 2

3
�R

)
y

, (2.24)

por fim, utilizando (3.19) e (3.22) encontra-se para o último termo

Γc = −3c+ 2b

36

∫
d4x
√
−g(x)R2(x). (2.25)

A ação induzida pela anomalia pode ser representada em forma local introduzindo campos esca-

lares tensoriais [12]. Para a obtenção da representação covariante e local, é útil reescrever a ação

na forma simétrica

Γw,b =

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
E − 2

3
�R

)
x

G(x, y)[
w

4
C2 − b

8

(
E − 2

3
�R

)]
y. (2.26)

É ainda útil a introdução do termo
∫
d4xd4y

√
−g(x)

√
−g(y)C2(x)G(x, y)C2(y) na ação. Apesar

desse termo não ser diretamente produzido pela anomalia, ele é conformalmente invariante e pode
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ser visto como uma redefinição do funcional Sc[gµν ]. Portanto, a ação induzida fica

Γw,b = − b
8

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

[(
E − 2

3
�R

)
− w

b
C2

]
xG(x, y)

[(
E − 2

3
�R

)
− w

b
C2

]
y −

− 1

2

∫
d4x
√
−g(x)

∫
d4y
√
−g(y)

(
w

2
√
−b

C2

)
xG(x, y)

(
w

2
√
−b

C2

)
y (2.27)

Então, com já dito, introduzindo os dois campos escalares auxiliares, φ e ψ, a ação efetiva

induzida pela anomalia fica, na forma geral

Γ =

∫
d4x
√
−g
{
a1C

2 + a2E + a3�R−
k3

12
R2 +

1

2
φ∆4φ+ φ

[
k1C

2 + k2

(
E − 2

3
�R
)]

+

+
1

2
ψ∆4ψ + k4ψC

2

}
, (2.28)

onde a1, a2 e a3 são os parâmetros da ação clássica do vácuo; k1, k2, k3 e k4 dependem dos coefi-

cientes w, b e c, e consequentemente através deles, do número de campos de matéria, relacionados

por

k1 = − w

2
√
−b

,

k2 = −
√
−b
2

,

k3 = c+
2

3
b,

k4 =
w

2
√
−b

. (2.29)

As equações de movimento para os campos auxiliares são obtidas da variação da ação com

relação a φ e ψ, sendo portanto

√
−g
[
∆4φ+

√
−b
2

(
E − 2

3
�R

)
− w

2
√
−b

C2

]
= 0 (2.30)

e

√
−g
[
∆4ψ −

w

2
√
−b

C2

]
= 0. (2.31)

Já que os campos auxiliares são conformalmente invariantes, há a liberdade de escolher a trans-

formação ḡµν = ηµν , tornando as equações de movimento

∂4
ηφ+ 8π

√
−b∂4

ησ = 0 (2.32)

e

∂4
ηψ = 0, (2.33)
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cujas soluções são

φ = −8π
√
−bσ + φ0 (2.34)

e

ψ = ψ0, (2.35)

onde φ0 e ψ0 são soluções da equação homogênea.
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CAṔITULO 3

Solução de Kasner

Neste caṕıtulo será considerada uma solução exata e anisotrópica das equações de Einstein, estas

derivadas da ação de Einstein-Hilbert, primeiramente obtida por Kasner em 1921 [8]. A razão

para isso é que, ainda que o modelo isotrópico seja adequado para a descrição de estágios mais

avançados na evolução do universo, em estágios iniciais (isto é, perto da singularidade), podem

ter existido anisotropias que posteriormente passaram a ser isotrópicas. O desenvolvimento da

obtenção dessa solução seguirá o livro [18]

Vamos considerar as equações de Einstein para o vácuo. Com uma escolha conveniente do

sistema de coordenadas, teremos que todas as componentes do tensor métrico serão funções da

coordenada x0 = t, em unidades c = 1. Nesse caso, sem perda de generalidade, pode-se ter

gi0 = 0, com i = 1, 2, 3. Com uma transformação de coordenadas

√
g00 dt −→ dt, (3.1)

podemos fazer g00 igual a um. Portanto, estamos diante do problema de resolver as equações de

Einstein no vácuo, cuja a métrica tem as seguintes caracteŕısticas

g00 = 1, g0i = 0, gij = −γij(t).

Usando a métrica acima, as equações do campo gravitacional no vácuo serão

χ̇ii +
1

2
χjiχ

i
j = 0 (3.2)
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e
1
√
γ

(
√
γχji )

. = 0, (3.3)

onde χij =
∂γij
∂t e γ é o determinante do jacobiano e o ponto representa derivação em relação ao

tempo. Da segunda equação imediatamente temos

√
γχji = 2λji , (3.4)

onde os λ’s são constantes de integração. Contraindo os ı́ndices i e j, e usando as equações (3.2)

e (3.4), temos
γ̇

γ
=

2
√
γ
λii. (3.5)

Portanto, surge uma equação diferencial ordinária bastante simples e com ela obtemos que o

determinante do jacobiano é

γ = λijt
2. (3.6)

Com uma transformação apropriada, podemos sem perda de generalidade, fazer λij = 1. Usando

dessa última condição e substituindo (3.4) em (3.2), temos

λjiλ
i
j = 1. (3.7)

Levantando-se o ı́ndice em (3.4) com a métrica γij e usando a solução do determinante do

Jacobiano, obtemos um sistema de equações diferenciais ordinárias

˙γij =
2

t
λki γjk. (3.8)

Os coeficientes λki podem ser vistos como as componentes de uma matriz. Por uma trans-

formação linear nas coordenadas x1, x2 e x3 podemos fazer essa matriz assumir a forma diagonal.

Denotando seus autovalores como p1, p2 e p3 e assumindo que eles sejam reais e distintos, temos
p1 0 0

0 p2 0

0 0 p3

 .
Com isso o sistema de equações diferenciais se tornará mais simples, por exemplo, uma das

equações será

˙γ11 =
2

t
λ1

1γ11,

cuja solução é

γ11 = Constante . t2p1 .
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É fácil ver que acontecerá o mesmo para os demais elementos diagonais de γij . Portanto, as

demais soluções serão

γ22 = Constante . t2p2

e

γ33 = Constante . t2p3 .

As constantes podem ser absorvidas por um mudança de coordenadas, por exemplo, Const dx −→

dx. Finalmente, escolhendo a direção dos autovetores de λij como a direção de nossos eixos do

sistema de coordenadas, aos quais chamaremos de x, y e z, obtemos o intervalo

ds2 = dt2 − t2p1dx2 − t2p2dy2 − t2p3dz2. (3.9)

Do fato que λjiλ
i
j = 1, obtemos a primeira condição que satisfazem os autovalores,

p2
1 + p2

2 + p2
3 = 1, (3.10)

e usando a solução para γ, temos a segunda condição

p1 + p2 + p3 = 1. (3.11)

Os três autovalores não podem ter o mesmo valor. O caso em que dois deles tem o mesmo

valor ocorre em (0, 0, 1) e (−1
3 ,

2
3 ,

2
3). Em todos os outros casos os autovalores são diferentes,

um deles sendo negativo e outro positivo. Podemos ver que o elemento de volume espacial na

métrica de Kasner será dado por,

dV = tdxdydz. (3.12)

Portanto, a métrica de Kasner corresponde a um espaço homogêneo, porém anisotrópico, cujo

volume e as distâncias entre dois eixos, por exemplo, os eixos y e z, aumenta com o tempo,

enquanto que no outro eixo, neste caso o eixo x, as distâncias diminuem. O momento t = 0

é um ponto singular da solução. Neste ponto a métrica tem uma singularidade a qual não

pode ser eliminada por qualquer transformação do sistema de coordenadas onde o tensor de

curvatura quadridimensional seja nulo no infinito. A única exceção ocorre para os valores de

p1 = p2 = p3 = 0. Para estes valores, através da seguinte transformação

t sinh z = ζ (3.13)

e

t cosh z = τ, (3.14)
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obtemos a métrica de um espaço de Minkowski, com intervalo dado por

ds2 = dτ2 − dζ2 − dx2 − dy2. (3.15)

Caso se considere que os autovalores p1, p2 e p3 possam assumir valores complexos, a métrica

pode ter funções, por exemplo, senoidais e logaritmicas. Uma métrica diferente, também poderia

ser obtida se de inicio fosse considerado que todas as suas componentes são funções de outra

coordenada que não a coordenada temporal. Por exemplo, se fosse considerado a coordenada

x1 = x ao invés de x0 = t, o método de obtenção das componentes do tensor métrico seria

totalmente análogo, porém a solução obtida acarretaria no seguinte intervalo

ds2 = xp1dt2 − dx2 − xp2dy2 − xp3dz2 (3.16)

Cabe ainda ressaltar (como dito no inicio desse caṕıtulo)que as equações de Einstein, das

quais foi obtida a solução de Kasner, são provenientes da ação do vácuo, considerando-a apenas

composta da ação de Einstein-Hilbert.
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CAṔITULO 4

Anomalia e Kasner

Este caṕıtulo apresentará uma proposta de solução anisotrópica mais geral do tipo Kasner

com base na ação efetiva induzida pela anomalia. Para começar, retorna-se temporariamente à

solução de Kasner do caṕıtulo anterior.Como obtido lá, a métrica de Kasner é dado por

ds2 = dt2 − tp1dx2 − tp2dy2 − tp3dz2, (4.1)

que é uma solução exata das equações de Einstein no vácuo. Usando essa solução, podem-se

calcular as componentes do tensor de Ricci, dadas por

R00 =
1

t2
(
p1 + p2 + p3 − (p2

1 + p2
2 + p2

3)
)
,

Ri0 = R0i = 0,

R11 =
(
p1 + p2 + p3 − 1

)
p1t

2(p1−1),

R22 =
(
p1 + p2 + p3 − 1

)
p2t

2(p2−1),

R33 =
(
p1 + p2 + p3 − 1

)
p3t

2(p3−1), (4.2)

com i = 1, 2, 3, além de que Rij = 0 para i 6= j. O escalar de Ricci, R, será

R =
1

t2
(
p1 + p2 + p3(2− p1 + p2 + p3)− p2

1 + p2
2 + p2

3

)
. (4.3)

Se os coeficientes p1,p2 e p3 satisfazem a

p1 + p2 + p3 = p2
1 + p2

2 + p2
3 = 1, (4.4)
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todas as componentes dos tensor de Ricci e do escalar de Ricci serão nulas. Portanto, se a

solução de Kasner fosse usada como métrica de fundo, quaisquer termos calculados nas correções

quânticas que envolvessem o tensor e o escalar de Ricci seriam nulos. As únicas contribuições

poderiam surgir apenas do tensor de Riemann, cujas componentes são

R0101 =
p1(1− p1)t2p1

t2
,

R0202 =
p2(1− p2)t2p2

t2
,

R0303 =
p3(1− p3)t2p3

t2
,

R1212 =
p1p2t

2p1t2p2

t2
,

R1313 =
p1p3t

2p1t2p3

t2
,

R2323 =
p2p3t

2p2t2p3

t2
. (4.5)

1 Métrica do tipo Kasner

A métrica de Kasner como apresentada até então é solução das equações de movimento do

campo gravitacional no vácuo obtidas a partir da ação do vácuo contendo apenas o termo de

Einstein-Hilbert. Devido as correções quânticas à ação clássica, a ação total considerada será

a ação do vácuo adicionada da ação efetiva induzida pela anomalia e da ação dos campos de

matéria classicamente conformes. Na busca de uma solução anisotrópica mais geral, irá se partir

do seguinte intervalo, usando coordenas esféricas

ds2 = N2(t)dt2 − a2(t)
[
dr2 + b2(t)r2dΩ

]
, (4.6)

sendo dΩ o elemento de ângulo sólido, dado por

dΩ = dθ2 + c2(t)sen2θdϕ2. (4.7)

Para simplificar, será adotado o tempo conforme, através da seguinte mudança

N(t)dt = a(η)dη. (4.8)

Expressando a(η) como

a(η) = e2σ(η), (4.9)

tem-se então uma transformação conforme do tensor métrico na seguinte forma

gµν = e2σ(η)ḡµν . (4.10)
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Desse modo, na métrica ḡµν o intervalo será

ḡµνdx
µdxν = dη2 − dr2 − b2(η)r2dΩ. (4.11)

É ainda útil expressar as funções b2(η) e c2(η) como

b2(η) = e2ρ(η), (4.12)

c2(η) = e2τ(η), (4.13)

e no lugar de r2 usar λ(r). Com essas novas designações, a métrica ḡµν será

ḡµν = diag
(
1,−1,−e2ρ(η)+2λ(r),−e2ρ(η)+2λ(r)+2τ(η) sen 2θ

)
. (4.14)

Recorrendo às seguintes abreviações

2ρ(η) + 2λ(r) = W (r, η) (4.15)

2ρ(η) + 2λ(r) + 2τ(η) = χ(r, η), (4.16)

a métrica gµν pode ser expressa como

ḡµν = diag
(
1,−1,−eW (r,η),−eχ(r,η) sen 2θ

)
. (4.17)

O próximo passo será aplicar a transformação conforme na ação total constituida da ação

clássica e da ação efetiva induzida pela anomalia 2.28, expressar todos os termos na métrica ¯gµν

e fazer as seguintes variações da ação para se obtêr as equações de movimento

δS

δσ(η)
= 0,

δS

δρ(η)
= 0,

δS

δτ(η)
= 0 (4.18)

Com isso, pode-se analizar os efeitos quânticos de uma solução anisotrópica, pois se obterá um

sistema de equações diferenciais de três equações para as funções σ(η), ρ(η) e τ(η). Voltando ao

tempo f́ısico, t, espera-se que para t −→ ∞ se tenha ρ = 0 e τ = 0, e com isso a métrica acabe

por se isotropizar. Em um trabalho futuro serão feitos os cálculos anteriores e suas análises.
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CAṔITULO 5

Considerações finais

Nesta dissertação foram apresentados elementos da teoria de gravitação modificada pelos efei-

tos quânticos e uma proposta de solução da métrica inomogênea do tipo Kasner. Primeiramente,

partiu-se da revisão de alguns conceitos básicos da Teoria Quântica de Campos no espaço-tempo

curvo, com a apresentação da abordagem da ação efetiva e as correções quânticas à ação. Depois

foi apresentado o método Schwinger-DeWitt, com o qual pode-se identificar, usando regularização

dimensional, a parte divergente da ação efetiva e realizar a renormalização com a introdução de

contra-termos na ação. Também se considerou a aplicação do método Schwinger-DeWitt a um

campo escalar real livre no espaço-tempo curvo. Depois foi feita uma breve exposição da in-

variância conforme, apresentando a identidade de Noether, e mostrando com esta que se uma

ação clássica é conformalmente invariante o traço do tensor momento-energia será nulo. Porém,

devido as correções quânticas à ação clássica, o traço do tensor-momento energia deixará de ser

nulo, e por isso foi desenvolvida a ação efetiva induzida pela anomalia. Porém, na sua obtenção,

a ação passa a ser não-local. Para contornar esse problema foram introduzidos dois campos esca-

lares auxiliares, e ação pôde ser expressa localmente. Antes de se entrar de fato na proposta da

solução inomogênea, foi feita uma dedução da solução exata das equações de Einstein no vácuo

como obtida pelo matemático norte-americano Edward Kasner em 1921. Por fim, apresentou-se

a proposta da solução inomogênea do tipo Kasner para as equações de movimento provenientes

da ação total como composta da ação clássica juntamente da ação efetiva induzida pela anomalia.
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Mostrou-se como aplicar uma transformação conforme à fim de reescrevêr a ação total de maneira

conveniente a se encontrar as equações de movimento. Desenvolvimento mais aprofundados da

proposta de solução inomogênea do tipo Kasner serão deixados para trabalhos futuros.
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