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RESUMO

Este trabalho tem como proposito facilitar a compreensao da Analise Combinatdria no
Ensino Médio e, também, ser um material de referéncia para os professores que lecionam esse
assunto. Aqui procuramos ilustrar como € possivel construir toda a Andlise Combinatdria
sem ficar restrito ao uso de formulas, tomando o PFC - Principio Fundamental da Contagem

- como base, e nao usando Arranjos e Combinagdes. Esses dois assuntos serao trabalhados,
masnao como referéncia. A versatilidadeeaaplicabilidade da Analise Combinatdria sao
apresentadas de formaacessivel tanto a professores quanto a alunos através daresolugao
de varios problemas. Buscamos em diversas situacoes estabelecer raciocinios importantes e
exemplificar diversos problemas com o intuito que os alunos e professores entendam que é
de extrema importancia visualizar o que estd ocorrendo no exercicio e se colocar no lugar

da pessoa que estd executando a tarefa proposta no enunciado.

Palavra-chave: Andlise Combinatdria. Resolugao de problemas. Principio fundamental da

contagem.



ABSTRACT

This work aims to facilitate the understanding of Combinatorics in High School and
to be also a reference material for teachers who teach this subject. Here, we seek to
illustrate how it is possible to construct all Combinatorics without being restricted to the
use of formulas, taking the PFC - Fundamental Principle of Counting - as a base, and
not using Arrangements and Combinations. These two issues will be worked out, but
not as a reference. The versatility and applicability of Combinatorics are presented in
a way to make it available for use by other teachers and students as well, through the
resolution of different problems. In various situations, our aim is to establish important
reasonings important and illustrate several problems in order to make students and teachers
understand that it is extremely important to show all the process and to put oneself in
the place of the one who is performing the task proposed in the statement.

Keyword: Combinatorics. Troubleshooting. Fundamental Principle of Counting.
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1 INTRODUCAO

Durante a vida no ensino médio e na universidade, a Analise Combinatoria sempre
foiaminha grande dificuldade. Nao conseguia compreender alinha do raciocinio que eu
deveria seguir e sempre me deparava com uma grande dificuldade em usar as féormulas,

pois ndo conseguia identificar o momento para usar cada uma delas.

Atravessei a universidade e me formei sem ter um dominio sequer razoavel do
assunto, mas um desafio apareceu e mudou muito a minha vida dentro da Matematica.
Em 2006 fiz um processo para monitor de Matematica no colégio Apogeu em Juiz de
Fora. Recordo-me que foram 20 questdes e acertei 19 errando, justamente, uma questao

relacionada a Analise Combinatdria. Fuiselecionado e as oportunidades foram aparecendo.

Um dos donos do colégio a época, Vinicius Batalha, era professor de Analise
Combinatoria da turma preparatoria para os vestibulares do IME (Instituto Militar de
Engenharia) e ITA (Instituto Tecnoldgico da Aerondutica), que sdo dois dos vestibulares
mais dificeis do pais, exigindo uma grande preparacao do aluno, e precisava sair de sala
de aula em 2007. Chegou até mim e ofereceu essas aulas. Aceitei na mesma hora, mas
retifiquei a minha grande deficiéncia nesses assuntos. Foi entao que se iniciou um longo

processo de aprendizagem, onde ele me deu dois livros para eu iniciar os estudos [3].

A medida que a duividas foram surgindo, eu retornava a ele e, assim, a evolugao
foi ocorrendo. Comecei a entender muito melhor o assunto e fui construindo uma linha
propria de raciocinio. Passei a observar e focar nao no assunto em si, mas sim no que o
problema solicitava. O tempo passava, mas os estudos nao paravam. Depois de um estudo
nesses dois livros, uma nova etapa surgiu, onde tive a oportunidade de conhecer o livro
espanhol “;De quantas formas?”. Com o avango, comecei a me fazer algumas perguntas,
ainda mais pelo fato da abordagem da Andlise Combinatoria nos deixarmos com varias
opgoes para atacarmos um problema e ficarmos diante de uma situagao em que varias
vezes nos perguntamos o que devemos usar para desenvolvermos tal questao: Principio
Fundamental da Contagem, Permutagoes (simples, com repeti¢oes, circulares), Arranjos,

Combinagoes?

A Anédlise Combinatdria é a parte da Matematica que estuda de quantas formas
diferentes um determinado acontecimento pode ocorrer, sem que haja a necessidade de
descrevermos todas essas possibilidades. Andlise Combinatoria é a “arte de contar” e,
para facilitar a compreensao dessa arte, passei a fazer uma analise baseada em diversas
contestagoes:

iSera que o leitor precisa saber resolver um problema usando os Arranjos Simples?

ii Por quenao desenvolver todos os problemas de Analise Combinatodria basica: P.F.C.,

Permutacgoes, Arranjos e Combinagdes usando apenaso P.F.C.eaideia de Permuta-



cao Simples e depois apresentar os demais itens como facilitadores para desenvolver
o problema e nao mais uma férmula ou ferramenta para confundir, ainda mais, um

problema?
iiiPor que nao criarmos estratégias para desenvolver alguns tipos de problemas?

iv. Como mostrar de forma clara a grande importancia da ideia de ordem para o
problema e como devemos nos posicionar quando essa ordem nao for importante

para o mesmo? Como desconsiderar essa ordem?

v Podemos “construir” e desenvolver a Andlise Combinatoria de um modo diferente
forcando oleitor araciocinar e vivenciar aquele enunciado em vez deficar diante de

varias formulas sem saber como utiliza-las.

vi Nunca adiar uma decisao e nao ter medo de separar um determinado problemas em
casos diferentes. Muitas vezes, devemos separar um problema em alguns casos para

conseguir soluciona-lo.

Algumas agdesdevem ser feitas para se obter o sucesso em Analise Combinatoria é
uma sequéncia de importantes perguntas:

IO que queremos fazer?
[IQuantas atitudes devemos tomar? Quantas “coisas” queremos escolher?

III De quantas formas podemos tomar cada atitude? De quantas formas podemos fazer
cada uma dessas escolhas?

IV Escolhidos os elementos (em problemas que temos um grupo de elementos e pre-
cisamos selecionar uma quantidade de elementos desse grupo), a ordem entre os
elementos que estamos escolhendo IMPORTA ou NAO IMPORTA?

Meu grande objetivo nesse trabalho foi construir uma Anélise Combinatéria pas-
sando diversos raciocinios e 6timas estratégias para abordarmos diversos tipos de problemas.
Um material em que professores e alunos possam usar para se aprimorarem e, também,
para perceberem que essa “arte de contar” pode ser muito prazerosa, mesmo sendo um

dos assuntos mais complicados de todo o ensino médio.

Veremos aquindo somente a parte basica da Analise Combinatoria, mas também
raciocinios mais elaborados como a Combinac¢ao Completa (ou Combinagao com elementos
repetidos), Lema de Kaplansky, Principio da Inclusao e Exclusao e Permutagao Cadtica.



2 FATORIAL

Para iniciarmos e, principalmente, facilitar os estudos em Analise Combinatdria,
precisamos conhecer o fatorial de um namero natural, que é o produto de todos os niimeros
inteiros positivos, desde 1 até n.

Definicao:

Sendo n um numero natural, maior que 1, n! (n fatorial ou fatorial de n) é o
produto de todos os naturais de n até 1, ou seja, n! = n.(n — 1).(n — 2)...3.2.1 e por
convencao 1!=1e 0! =1. Ao desenvolvermos um fatorial é conveniente colocarmos os

fatoresem ordem decrescente podendo interromper onde for conveniente eindicando os

ultimos com a notagao fatorial.
Exemplos:
6!=6.5.4.3.2.1=6.5.4.3! =6.5!
n=n(n-1)!=n(n-1).(n- 2)!
n+2)!=(n+2).(n+1)!=(n+2).(n+1).n(n-1)!



3 PRINCIPIO FUNDAMENTAL DA CONTAGEM (P.F.C.)

O principio fundamental da contagem (P.F.C.) ¢ um principio combinatdrio que
indica quantas vezes e as diferentes formas que um acontecimento pode ocorrer.

“Se um acontecimento A pode ocorrer de m maneiras diferentes e se, para cada
uma das mmaneiras possiveis de ocorréncias de A, um segundo acontecimento B pode
ocorrer de n maneiras diferentes, entdo o niumero de maneiras de ocorrer o acontecimento
A seguido do acontecimento B é miin". Em outras palavras, o acontecimento é formado

por dois estagios (duas atitudes!) caracterizados como sucessivos e independentes:

= O primeiro estagio pode ocorrer de m modos distintos.

= O segundo estagio pode ocorrer de n modos distintos.

Se para a escolha da primeira atitude temos m possibilidades e para
cada uma dessas m possibilidades temos n possibilidades para a segunda ati-
tude, podemos dizer que o nimero de formas diferentes que pode ocorrer um
acontecimento é igual ao produto m.n.

Os problemas de contagem de alguns tipos de subconjuntos de um conjunto finito,
sem que seja necessario enumerar seus elementos sao tipicos em Anadlise Combinatdria. O
estudo do P.F.C. pode ser iniciado mostrando a sua ligagao com os Produtos Cartesianos

e com RelagOes entre conjuntos.

Veremos agora alguns exemplos da aplicagdao do principio fundamental da contagem:
3.1 EXEMPLOS

1. De quantas formas diferentes podemos colocar 5 pessoas (A, B, C, D, E) em:

a) 3 bancos alinhados.
Resolucao

Temos 5 pessoas para colocarmos em 3 lugares. Como nao temos lugares para todas
pessoas, nao é o ideal “perguntar para cada pessoa” quantas possibilidades de lugares que
temos para cada uma delas, pois temos mais pessoas que lugares. A melhor estratégia é

verificar quantas possibilidades temos para cada lugar. Portanto, temos 3 atitudes a
serem tomadas!

h h h
S5p. 4p. 3p =60p (60 possibilidades)
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b) 7 bancos alinhados
Resolucao

Temos 5 pessoas para colocarmos em 7 lugares. Como ndo temos pessoas para
todos os lugares, ndo é o ideal “perguntar” quantas pessoas podem ocupar cada lugar, pois
temos mais lugares que pessoas. A melhor estratégia ¢ verificar quantas possibilidades de
lugar temos para cada pessoa. Portanto, temos 5 atitudes a serem tomadas!

A B C D E
/p. 6p. 5p. 4p. 3p =2520p

2. Um aluno deseja se deslocar de Juiz de Fora até Porto Alegre, mas ele deseja ir de

avido e s podera embarcar na aeronave no Rio de Janeiro. Sabendo que ele tem quatro
linhas diferentes de 6nibus para ir de Juiz de Fora até o Rio de Janeiro e, chegando 14, ele
deveescolher 3 companhias aéreas para Porto Alegre, de quantas maneiras o aluno pode

fazer isso?

Resolucao

Figura 1

Fonte: Prépio Autor

E fundamental a pessoa se envolver no problema. Ela deve se colocar no lugar do
aluno que esta em JF e pode escolher 1 dentre 4 linhas de 6nibus disponiveis e ele deve
se indagar: “Caso eu escolha a Li, tenho 3 opgOes para escolher a companhia aérea, mas
se eu escolher a Ly, também, terei 3 possibilidades e da mesma forma se escolher L3 ou
L4 terei as mesmas 3 possibilidades para escolher o avido a ser tomado. Assim, como
para cada possibilidade de escolher a linha de 6nibus eu tenho 3 possibilidades de escolher
a companhia aérea e como eu tenho 4 linhas disponiveis, posso realizar essa viagem de

4.3 = 12 modos distintos, pois para cada possibilidade de escolher 1 linha de 6nibus eu



11

tenho 3 possibilidades de escolher uma companhia aérea.” Assim, vivenciando o problema,
colocando-se no lugar da personagem, e pensando sempre que para cada possibilidade
de efetuar a primeira escolha ele tem x possibilidades de efetuar a segunda escolha, o
problema se torna mais simples de ser solucionado. E essencial ele pensar nessaideiae ter

calma na hora de analisar cada escolha feita inicialmente.

3. Quantos numeros naturais de trés algarismos distintos existem?

Resolucao

Para o primeiro algarismo (milhar), existem 9 possibilidades, ja que o zero nao
pode ocupar a primeira posi¢ao. Para a segunda posicao, escolhida a primeira, sobram
9 algarismos (agora ja podemos considerar o zero) e para a terceira, escolhidos os dois
primeiros, sobram 8 algarismos.

Logo, existem 9.9.8 = 648 ntimeros.

4. Um prédio possui 7 portas. De quantas maneiras posso entrar e sair desse prédio, se

nao quero usar na saida a mesma porta que usei na entrada?

Resolucao

Para a entrada posso escolher qualquer uma das 7 portas. Escolhida a porta de
entrada, sobram 6 portas para a saida. Logo, existem 7.6 =52 maneiras de entrar e sair

por portas diferentes.

5. Com os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, quantos nameros pares de trés algarismos distintos
podemos formar?

Resolucao

Para que o nimero seja par, ele tem que terminar com 2, 4 ou 6. Se ele termina
com 2, sobram 2 posi¢oes para serem preenchidas com algarismos distintos escolhidos
entre 1, 3, 4, 5, 6. Para a primeira posi¢ao temos 5 possibilidades; escolhida a primeira
posicdo, sobram 4 para a segunda posi¢ao. Logo, existem 5.4 =20 nimeros pares com 3
algarismos distintos terminando com 2. Analogamente, existem 20 que terminam com4 e

vinte que terminam com 6. Logo, o nimero total € 60.

6. Quantos numeros com 4 algarismos podemos formar usando os elementos do conjunto
A=1,356,8?

Resolucao

5.5.5.5 = 625 possibilidades
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7. Quantos nimeros impares com 4 algarismos podemos formar usando os elementos do
conjunto A =1, 3,5, 6, 8?

Resolucao

5.5.5.3 = 375 possibilidades

8. Quantos numeros com 4 algarismos distintos podemos formar usando os elementos do
conjunto A =1, 3, 5, 6, 8?

Resolucao

5.4.3.2 = 120 possibilidades

9. Quantos nimeros com 4 algarismos distintos podemos formar usando os elementos do
conjunto A=0,1, 3,5, 6, 8?

Resolucao

Atencao com o 0 (ZERO) 5.5.4.3 = 300 possibilidades
10. Consideremo um barco com 8 lugares, numerados como no diagrama seguinte:

Figura 2

2 4 & 8

Fonte: Proprio Autor

H4 8 remadores disponiveis para guarnecé-lo, com as seguintes restrigdes:
Os remadores A e B s6 podem sentar no lado impar e o remador C, no lado par.
Os remadores D, E, F, G, H podem ocupar quaisquer posigoes.

Quantas configura¢des podem ser obtidas com o barco totalmente guarnecido?
Resolucao

Os remadores A e B devem ficar do lado impar, assim temos 4.3 = 12 posi¢oes
paraeles. Como oremador C deve ficar dolado par, temos 4 posi¢oes paraele. Os demais
5remadores podem ser distribuidos de qualquer forma, isto é,5.4.3.2.1=120. Pelo P.F.C,,
temos 12.4.120=>5760 posicoes distintas. Entraremos em alguns exemplos onde veremos

o quao importante a defini¢ado do PFC tem que ser levada em consideragao.
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11. Quantos numeros pares com 3 algarismos distintos podemos formar usando os
elementos do conjunto A= 0,1, 3, 5, 6, 8?

Resolucao

Inicialmente, o leitor deve impor quais algarismos sao candidatos as trés casas

numeéricas que temos.

Ele deve analisar o que acontece com as suas possibilidades ao escolher cada
algarismo. Como o problema deseja que o nimero seja par, ele deve perguntar quantas
possibilidades ele tera para compor a casa das unidades. Mas e se ele escolher o 0 para
colocar na casa das unidades? E se escolher 0 6? E o 8?

Ele, ainda, deve observar que caso escolha o 0, para a casa das unidades, ele tera
5 possibilidades para a casa das centenas, mas caso ele escolha o 6, ele terd apenas 4
possibilidades, pois os algarismos nao podem ser repetidos e o 0 nao pode aparecer na
casa da centena. Assim, ele fica diante de um problema: se ele escolher o 0 ele tem 5
possibilidades paraescolhero1°algarismoese escolher o 6ouo8eletera 4 possibilidades.
Logo, ele deve perceber que o problema deve ser separado em dois casos. Ele sé percebera
que esse problema fica mais simples se, com calma, analisar cada caso, olhar para
cada algarismo e ver o que a escolha de cada um afeta na escolha dos outros.

Caso perceba que para determinada posi¢ao temos x algarismos, mas para cada
um deles ndo temos a mesma quantidade de possibilidades de escolhermos os algarismos
deoutra “casa” devemos pensar em separar em casos. Com isso, a solug¢ao agora tornaria
mais tranquila e objetiva. Para que tudo isso ocorra, realmente, a entrega ao problema
deve existir e o leitor tem que se colocar dentro da questao.

Devemos separar em dois casos:

iNao termina em zero:
4p.4p.2p=32possibilidades

Figura 3

o Ly Lo
[ ]

1o pode iniciar com chrigatoriamente,

0 ZarD par

Fonte: Proprio Autor
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iiTermina em zero:
S5p.4p.1p = 20 possibilidades
Logo, temos 32 + 20 = 52 possibilidades.

12. ) De quantas formas podemos pintar 4 casas usando 4 cores diferentes de modo que

as casas vizinhas tenham cores diferentes?

a) as casas estao dispostas uma ao lado da outra, alinhadas como na figura:

Figura 4

Ralalalal

Fonte: Proprio Autor

Resolucao

Sejam A, B, Ce D essas 4 cores diferentes. Mesmo se a pessoa que esta executando
esse exercicio ndo for muito atenta a defini¢do do P.F.C.,, podera ter éxito. Porém, no

exemplo seguinte isso sera dificil.

Temos 4 possibilidades para a escolha da cor para pintar a 12 casa e, escolhida
essa cor, sobram 3 cores distintas para a escolha da cor para pintar a 2 @ casa. Ja para a
38 casa, continuamos com 3 possibilidades para a escolha da cor, pois nao podemos usar,
somente, a cor usada na 22 casa (podemos usar a cor da 12 casa, pois so a casas vizinhas
precisam ter cores diferentes) e, finalmente, temos, analogamente, 3 possibilidades paraa
escolha da cor da 42 casa. Logo, pelo PFC temos 4p . 3p. 3p . 3p = 108 possibilidades

para pintar essas 4 casas com as restri¢oes solicitadas.
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b) as casas estao dispostas de forma circular, como na figura:

Figura 5

Fonte: Proprio Autor

Resolucao

Figura 6

Fonte: Proprio Autor

Se a conduta para esse problema for exatamente a mesma da letra a, nao conse-
guiremos éxito, pois quando chegarmos para a escolha da cor para pintar a 42 casa, nao
podemos afirmar quantas possibilidades teremos. De fato, se a cor usada paraas casasle
IIT forem iguais, em IV teremos 3 possibilidades, caso forem diferentes, em IV teremos
2 possibilidades. Mas isso fica claro se tomamos uma conduta mais adequada para um

problema de Andlise Combinatodria como esse:
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Figura 7
| ABCD
4p
\% n XBCD
? 3p
/ 3p
m AgCD

depende da cor
usada na 32 casa

Fonte: Proprio Autor

Para pintar a 12 casa temos 4 possibilidades e, independentemente da cor escolhida,
temos 3 possibilidades para a escolha da cor para a 22 casa. Sem perda de generalidade,
suponhamos que a cor escolhida para a 12 casa seja A. Agora, independente da cor escolhida
na 22 casa, temos 3 possibilidades para a escolha da cor para a 32 casa, pois nao pode ser
amesma cor da22casa. Novamente, sem perda de generalidade, podemos supor que a cor
escolhida foi a B. Observamos agora que se a cor escolhida na 32 casa for a cor A, temos
3 possibilidades para a 42 casa e se a escolha for a cor C ou D teremos 2 possibilidades.
Assim, temos que separar as escolhas da 32 casa em dois casos: usando a cor A (que foia

usada na 12 casa) e nao usando a cor A. Com efeito:
I I I v
4p. 3p. 1lp. 3p =36p

BBB
c C C
D D D

I I oo Iv
4p. 3p. 2p. 2p =48p
BBDB
c C C
Logo, temos 36 + 48 = 84 possibilidades para pintarmos essas 4 casas da forma

solicitada.
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4 PERMUTACOES SIMPLES

Compreendido o principio da contagem, uma continuagao imediata é iniciar a
ideia de permutacao como uma forma de abreviar algumas situages. Assim, apos
termos o conhecimento que a troca de lugar de n objetos diferentes pode ser realizada
de n.(n—1).(n-2).....3.2.1 = nl modos distintos, podemos comecar a construir alguns

raciocinios importante para a Analise Combinatoria.
Definimos, P» = n! como a permutagao de n elementos distintos.

E muito importante ressaltar que a permutacio simples é usada para trocar n
elementos diferentes entre si. Por exemplo, se queremos saber de quantas formas podemos
colocar 3 pessoas em 3 lugares diferentes, devemos usar P; = 3!. Isso nada mais € que
pensarmos que temos 3 possibilidades para escolhermos a pessoa que ocupara a 12 posicao
e, escolhida essa pessoa, temos 2 possibilidades para escolhermos a pessoa para ocupar
a 22 posicao e, finalmente, 1 possibilidade para a escolha da pessoa que ocupara a 32
posicao. Logo, pelo P.F.C. temos 3p.2p.1p = 6 possibilidades para colocarmos 3 pessoas
em 3 lugares.

NN =T > >
W > N> N W
> > 0 W0

O que veremos agora sao diversos exemplos relacionados a permutacao simples,
mas o mais importante é estabelecermos algumas estratégias para conseguir trabalhar
com asrestrigoes solicitadas no enunciado. Veremos que nao adianta apenas sabermos os
conceitos especificos de permutagdes e sim, aimportancia de criarmosideias e estratégias
para a solugdo dos problemas. Temos varias restri¢des (juntos, separados, intercalados,

ordenados, ...) e veremos as principais a seguir.
41 EXEMPLOS

1. De quantas formas diferentes 6 pessoas podem formar uma tnica fila (indiana)?

Resolucao

Formar uma fila com 6 pessoas consiste em coloca-las em uma sequéncia com
6 elementos, na qual, evidentemente, nao é permitida repeti¢ao, pois uma pessoa nao
pode ocupar duas posi¢oes simultaneamente. Portanto, o niumero pedido é dado por:
Ps =6!=6.5.4.3.2.1 = 720 formas distintas.
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2. Quantos sao os anagramas da palavra HONRA?

Resolucao

Cada anagrama pode ser encarado como uma sequéncia (ordenada) de 5 elementos,
formados pelas letras H, O, N, R e A, portanto sem repeti¢ao. Entao, a quantidade

procurada é: Ps = 5! = 120 anagramas.

3. Determine de quantas formas podemos colocar em uma fila (alinhados) um casal e seus

7 filhos, sendo 4 homens e 3 mulheres:
a) Sem nenhuma restrigao:
Resolucao

Nesse exemplo queremos, na realidade, apenas trocar de lugar, livremente (sem
nenhumarestrigao) essas 9 pessoas delugar. Trocar 9 elementos delugar € permutar9

elementos, ou seja:

Py = 9!

b) De modo que os pais fiquem sempre juntos:
Resolucao

Figura 8

Fonte: Préprio Autor

Em problemas em que necessitamos que determinadas pessoas fiquem juntas,
devemos “amarra-las” em um tinico “bloco”. Nesse caso, devemos permutar esses 8 blocos
e, ainda, podemos fazer a permutagao “interna” no bloco dos pais, pois podemos ter P M
ou M P. Com isso, segue:

Ps.P, = 8!.2!

c) De modo que os pais fiquem sempre separados:
Resolucao

Basta calcular todas as possibilidades para trocar de lugar as 9 pessoas (exemplo -
letra a) e subtrair pelas possibilidades em que os pais fiquem sempre juntos (exemplo -
letra b).
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Logo, temos 9! — 8!.21 = 9.8! —2.8! = (9 - 2).8! = 7.8! possibilidades.
ATENCAO:

Esse método de calcular todas possibilidades e retirar aquelas em que eles estao
juntos para determinar as possibilidades em que as pessoas estao separadas, so é valido
quando estamos diante de 2 pessoas. No exemplo daletra f veremos que esse métodonao
¢ viavel e criaremos um raciocinio muito interessante para resolvermos qualquer problema
em que determinados elementos ndo podem ficar juntos.

d) De modo que os 4 filhos (homens) fiquem sempre juntos:
Resolucao

Figura 9

I e v o

Fonte: Proprio Autor

Nesse caso, devemos permutar esses 6 blocos e, ainda, podemos fazer a permutacao

“interna” no bloco dos filhos (H), pois podemos ter a mudanga de lugar entre eles. Com
isso, segue:

Ps. P4 = 61.4]

e) De modo que os pais fiquem sempre juntos e os 4 filhos (H), também, fiquem sempre juntos:
Resolucao

Figura 10

Fonte: Proprio Autor

Devemos permutar esses 5blocos e, ainda, podemos fazer a permutagao “interna”

no bloco dos filhos (H) e dos pais, pois podemos ter a mudanca de lugar entre eles. Com
isso, segue:

Ps5.P>. P, =5!.21.4!
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f) De modo que os 4 filhos (homens) fiquem sempre separados
Resolucao

Figura 11

[E]

Tl Jal Jeef et
RN

Fonte: Proprio Autor

Nesse caso, nao podemos calcular todas as possibilidades e excluir aquelas em que
esses 4 filhos estao juntos (como feito no exemplo da letra c), pois estariamos excluindo,
apenas, os casos em que os 4 filhos estao juntos. Porém, também, ndo podemos ter casos
em que 3 estdo juntos ou 2 juntos e os outros 2 separados ou o0s 2 juntos e os outros 2
também... Enfim, é necessdrio criar uma nova estratégia para solucionar esse tipo de
problema. Devemos separar em um “canto” os elementos que nao podem ficar juntos (os 4
tilhos) e permutar, “livremente”, as outras 5 pessoas (5!). Depois disso, temos 6 lugares
para escolher com o intuito de colocar um filho, sobrando 5 possibilidades de escolha de
lugar para o segundo filho (visto que 0 1° vai ocupar um lugar), 4 lugares para o 3° filho e,
finalmente, 3 lugares para o 4° filho. Assim, segue:

5!1.6!

P5.6.5.4.3 =5

4. De quantos modos é possivel colocar 8 pessoas em fila de modo que duas dessas pessoas,
Vera e Paulo, nao fiquem juntas e duas outras, Helena e Pedro, permanegam juntas?

Resolucao

Temos as pessoas: V, Pa, H, Pe, A, B, C, D

Figura 12

ER0ENEN T g
_

T

Fonte: Proprio Autor
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Como Vera (V) e Paulo (Pa) nao podem ficar juntos, devemos observar que temos
6 possibilidades de escolha para o lugar que pode ser destinado ao 1° e, consequentemente,
5parao2°. Mas antes, devemos permutar 0s5 “blocos” e, ainda, permutar, internamente,

0 “bloco”. Com isso, temos:

Ps.P,.6.5=120.2.6.5 = 7200

5. Temos 3 livros de Filosofia, 4 livros de Sociologia e 5 livros de Historia. De quantas
maneiras podemos organizar esses livros em uma prateleira? Qual seria a suaresposta se

os livros do mesmo assunto tivessem que ficar juntos?

Resolucao

Ao todo, ha 12 livros; logo, se nao é necessario agrupar por assunto, existem
12!' = 479.001.600 maneiras de organizar os livros. Se os livros do mesmo assunto tém
que ficar juntos, devemos observar que, primeiro, temos que contar as maneiras como
podemos organizar os assuntos. Como sdo 3 assuntos, ha 3! = 6 maneiras de organizar
os assuntos. Para os livros de Historia, ha 5! = 120 maneiras de organiza-los; para os
livros de Filosofia, 3! = 6 maneiras e para os livros de Sociologia, 4! = 24 maneiras. Pelo
principio fundamental, o nimero total de maneiras de organizar os 12 livros demodo
que oslivros domesmo assunto fiquemjuntos € 6.6.24.120=103680 maneiras. Note que
€ razoavel que esse nimero seja menor, pois estamos impondo condic¢des restritivas na

organizacao.

6. 5rapazes e 5 mogas devem posar para uma fotografia, ocupando 5 degraus de uma
escadaria, de forma que cada degrau fique um rapaz e uma moca. De quantas maneiras

diferentes podemos arrumar este grupo?

Resolucao

Devemos colocar um casal em cada degrau. Assim, pelo Principio Fundamental da
Contagem podemos colocar os 5 homens em 5 degraus de 5! formas distintas e as 5 mulheres,
analogamente, de 5! formas distintas. Mas em cada degrau temos 2 possibilidades de
colocarmos o casal (H e M ou M e H). Logo, temos 5!.5!.2°> = 460800 modos distintos.
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5 PERMUTACOES COM ELEMENTOS REPETIDOS

O raciocinio sindnimo nesse assunto € de extrema importancia para a abordagem de
diversos problemas em Analise Combinatdria. A abordagem desse assunto muitas vezes é
feita através de exemplos envolvendo anagramas com elementos repetidos, mas o raciocinio
envolvido nesse assunto vai muito além e, por isso, nem iremos estabelecer alguma espécie

de formula para ele.

Devemos trabalhar as permutagdes com elementos repetidos para o aluno observar
a enorme importancia que é identificar a ordem num problema. Podemos questionar o
seguinte problema: De quantas formas podemos colocar alinhadas 5 frutas, sendo 3 macas

e 2 laranjas (idénticas entre si)?

Podemos solicitar que o leitor descreva todas essas possibilidades. E, assim, ele
obtera as 10 possibilidades:

M M M L L M M L ML
M L M ML L MMML
M ML L M M L ML M
L MMUL M ML L MM
L ML MM L L MMM

Podemos questiona-los: caso as magas sejam diferentes e as laranjas também, de

quantas formas podemos dispor essas 5 frutas?

Antes de apresentar o resultado, podemos pegar um desses 10 casos e discuti-lo.
Por exemplo, supondo que as frutas sejam diferentes, o que acontece se trocarmos de lugar

as magas e as laranjas entre si em cada um desses casos?
Vejamos:

M M M L L serd tratado com M1 M2 M3 L1 L2 e trocando de lugar da forma

proposta, temos:

M1 M2 M3 L1 L2 Ml M2 M3 L2 L1
M1 M3 M2 L1 L2 Ml M3 M2 L2 L1
M2 M1 M3 L1 L2 M2 M1l M3 L2 L1
M2 M3 M1 L1 L2 M2 M3 M1 L2 L1
M3 M1 M2 L1 L2 M3 M1 M2 L2 L1
M3 M2 M1 L1 L2 M3 M2 M1 L2 L1

Assim, o leitor observara que para cada um dos 10 casos propostos inicialmente ele

terd, levando em conta que as frutas sao diferentes entre si, 12 casos (pois podemos trocar
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de lugar entre si 3 magas e 2 laranjas, isto é, podemos permutar entre si as magas P3 = 3!
e as laranjas P; = 2!). Logo, ele sabera que tem 120 possibilidades. Assim, o leitor pode
observar queessas10.12=120possibilidadesnadamaissao queas permutacdes de5 frutas
supostas distintas e Ps = 5! = 120. Mas se as frutas sao iguais cada um desses 12 casos
descritos representa um tinico caso. Logo, como em 120 possibilidades, podemos separar
em grupos idénticos de 12 possibilidades, nos restam-22= 10 possibilidades distintas de

alinharmos essas frutas da forma proposta inicialmente.

O que foi feito na realidade? O leitor agora deve observar que a ordem das frutas
iguaisnao pode ser considerada, ou seja, ele nao pode trocar de lugar entre sias macase
laranjas. Eledeve desconsiderar apermutagaoentreas3magaseas2laranjaseobservando
que ele tinha 120 possibilidades e dividiu por 12, ele verificara que, na realidade, ele dividiu

foi por 3!.2!, pois desconsiderou a ordem entre as frutas iguais.
Nesse ponto, o leitor vai estar diante de um fato importantissimo:

Quando queremos desconsiderar aordemder,s,t, ... elementos deve-
mos dividir pela permutacao entre eles.

Com isso, varios problemas podem ser solucionados com esse raciocinio. Por

exemplo:

1. Quantosanagramasda palavra COMBINATORIA apresentam asconsoantesem

ordem alfabética?

Resolucao

Nesse problema, devemos permutar as letras e desconsiderar as permutagdes entre
as consoantes, pois como elas devem permanecer em ordem alfabética a permutacao entre
eles ndo é permitida. Como visto, quando a permutagao de determinados elementos nao
¢ permitida devemos dividir pela permutagao entre eles. Nesse caso, temos entdo que
desconsiderar a permutacao entre as letras iguais e também desconsiderar a permutagao
entre as consoantes, pois como elas devem ficar em ordem alfabética, ndo podem trocar de
lugar entre si. Logo, podemos pensar que o tratamento dado para “os elementos repetidos”
pode ser usado sempre em que determinados elementos nao podem ser trocados de lugar,
eisso pode ocorrer por diversos motivos. Elementosnao podem ser trocados de lugarnao
apenas quando eles sao iguais, mas, também, quando queremos estabelecer uma ordem
entre eles (estabelecida uma ordem, nao podemos mais trocar esses elementos delugar) e,
com isso, podemos tratar as consoantes C, M, B, N, T e R como sendo letras todas iguais
e, assim, teriamos que permutar 12 elementos sendo que 3 deles aparecem 2 vezes cada
(referente as letras A, I e O) e 6 deles nao podem ser trocados de lugar (isto é, como se

. . ~ . |
fossem 6 elementos iguais). Logo, a solugio seria dada por 5557



24

Dessa forma, quando um problema desejar que uma determinada ordem
seja estabelecida (alfabética, crescente, decrescente) na realidade, queremos
desconsiderar a permutacao entre elas.

2. Dado um grupo com 5 pessoas, de quantas formas podemos montar uma comissao com

3 pessoas?

Resolucao

Temos sempre que lembrar de algumas importantes perguntas:

1. O que queremos fazer?
Selecionar, escolher 3 pessoas.

2. Quantas atitudes devemos tomar?
Trés atitudes.

3. De quantas formas podemos tomar cada atitude?
Temos 5 possibilidades para escolhermos a 12 pessoa e, escolhida essa pessoa, temos
4 possibilidades para escolhermos a 22 pessoa e, finalmente, 3 possibilidades para
a 32 pessoa. Logo, temos 5p.4p.3p = 60 possibilidades para escolhermos essas 3
pessoas entre 5 pessoas. Mas esse raciocinio muito comum, é ERRADO!

Quando efetuamos o P.F.C., a0 mesmo tempo em que estamos escolhendo as 3
pessoas, estamos contanto as permutagdes entre elas e, nesse nosso exemplo, a ordem
entre os elementos escolhidos ndao importa. Por isso, sempre devemos fazer uma
ultima pergunta:

4. A ordem entre os elementos escolhidos importa?
Se a resposta for SIM (pois os elementos desempenham cargos distintos, ocupam posi-
¢Oes diferentes) entao nao devemos fazer mais nada, o P.F.C. no fornece diretamente
a resposta.

Se a resposta for NAO (pois os elementos desempenham cargos iguais, ocupam
posi¢des iguais) entdao devemos DIVIDIR PELA PERMUTACAO ENTRE OS ELE-
MENTOS ESCOLHIDOS PARA CANCELAR A PERMUTACAO ENTRE ELES.

Quando fazemos o P.F.C. entre os elementos de um mesmo grupo, esses
elementos vém permutados e, se essa permutacao nao puder ser conside-
rada, devemos dividir pela permutacao entre os elementos escolhidos.

Logo, temos 5‘%}"’—3‘2 = 10 possibilidades.

Diante disso, um aluno pode desenvolver um problema referente a Combinacao
Simples sem nunca ter visto aférmula Cp,p ou sem ter ouvido falar em combinagoes.

Por exemplo, se queremos saber de quantos modos podemos selecionar 3 médicos
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para montar uma comissao se dispomos de um total de 7 médicos, o aluno nao
precisa saber que isso pode ser feito de C7,3 modos distintos. Basta saber que tem 7
possibilidades para escolher a 12 pessoa, 6 para a 22 e, finalmente, 5 paraa 3?2, 7.6.5
modos e observar que a ordem de escolha dessas 3 ndo influencia, ou seja, devemos
desconsiderar a permutacao entre essas 3 pessoas. Assim, devemos dividir7.6.5 por

3! e, com isso, teriamos 35 possibilidades para realizar tal escolha.

As estratégias para atacar alguns problemas sao de suma importancia! Comessa
linha de estudo, o leitor teria mais facilidade e maturidade para, agora, usar algumas
relagdes do tipo permutacgdes com elementos repetidos ou combinagdes simples para

construir suas solugoes.

Dessa forma e com estratégias para resolver alguns problemas a Andlise Combinatoria
pode ser desenvolvida de uma forma mais facil sem que o leitor fique diante de vérias

férmulas sem saber como e quando utiliza-las.

3. Umgaroto chega de fériasauma pequena cidade dolitoral norte e dirige-se aumhotel.
Asruas da cidade interceptam-se em angulos retos, como mostra a figura. Certo dia, ele
decide almogar no tinico restaurante da cidade. Quantos caminhos diferentes ele pode
escolher para ir do hotel ao restaurante se ele caminha somente para o norte ou para o
leste. A figura 13 indica um possivel caminho.

Figura 13

<—Restaurante N
0 *l
Hotel—> S

Fonte: Proprio Autor

Resolucao
Seja L e N, respectivamente, os deslocamentos para leste e para norte.

O caminho em destaqueéo NLLNLLLNN L. Observe (escreva para confirmar)
que qualquer troca de lugar entre essas letras (L e N) representa um caminho diferente
para chegar até o hotel. Com isso, permutando de todas as formas possiveis essas letras,
encontramos todos os possiveis caminhos. Como a permutacao desses 10 elementos é dada
por%!: 210 (temos 6 L e 4 N - elementos repetidos), temos 210 caminhos diferentes

para ele escolher para ir do hotel ao restaurante.
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4. De quantas maneiras 3 rapazes e 2 mogas podem ocupar 7 cadeiras em fila, de modo

que as mogas sentem juntas umas das outras, e os rapazes juntos uns dos outros?

Resolucao

Uma maneira facil de resolver problemas envolvendo cadeiras, sendo que algumas
estdo vazias, € usar uma permutacao com elementos repetidos, as cadeiras vazias serao
os “elementos repetidos”. Nesse problema, devemos ter 2 mogas juntas uma da outra, 3
rapazes juntos uns dos outros e 2 cadeiras vazias. Assim, devemos permutar as 2 mogas
juntas, como se fossem uma so, ou seja, um bloco com as duas mogas, um bloco com os

3 rapazes e as 2 cadeiras vazias, isso pode ser feito de %= 124 modos diferentes. Como
devemos permutar, ainda, dentro dosblocos, asolugaosera, ™ = 144 formas diferentes.
P2.P3

Resumindo, podemos chamar a PERMUTACAO COM ELEMENTOS RE-
PETIDOS DE PERMUTACAO ENTRE ELEMENTOS QUE NAO PODEM
TROCAR DE LUGAR ENTRE 8], pois a atitude de dividir pela permutacao nao é
usada somente quando os elementos sao repetidos, mas sim quando eles nao podem trocar
de lugar entre si.



27
6 PERMUTACOES CIRCULARES

As permutagdes circulares sao utilizadas para resolver problemas em que os objetos
sao dispostos ao redor de um circulo, enao aolongo de uma reta (Permutagoes Lineares)
como visto até aqui.

Dados n objetos, o nimero possivel de disposi¢oes dos mesmos ao redor de um
circulo, é dado por:

|
PCn=(n_1)="

n
Devemos saber quantas permutagdes simples distintas geram permutacdes circulares
equivalentes. Assim, iremos compreender melhor o fato de PCn ser igual a.(n — 1)!. E

facil ver que este numero € n, pois, se nao considerassemos equivalentes figuras que podem

=n!

coincidir por rotacao, teriamos o total de n!. Logo, n.(PCn) = nl, o que implica PCn o

ou seja,

PCn=(n-1)!

Um raciocinio muito mais interessante que esse que acabamos de expor é resolver
um problema de permutagao circular sem se preocupar com esse fato e dividir pelo nimero
de “blocos” (bancos).

Vejamos esses simples exemplos:

1. De quantas formas podemos colocar 3 pessoas sentadas em uma mesa circular com 3

lugares:

Figura 14

Fonte: Proprio Autor
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Resolucao

Temos 3’3—2‘3’—1‘2 = 2 possibilidades, visto que temos apenas 2 casos distintos, pois

temos sempre 3 casos iguais por rotagao. Logo, em problemas envolvendo permutagdes
circulares, o numero de casos idénticos por rotagao serdao equivalentes ao niumero de

bancos/blocos na configuragao inicial.

2. De quantas formas diferentes podemos colocar 5 pessoas (A, B, C, D, E) em uma mesa

circular com:

a) 3 bancos alinhados
Resolucao

Temos 5 pessoas para colocarmos em 3 lugares. Como nao temos lugares para todas
pessoas, nao podemos “perguntar para cada pessoa” quantas possibilidades de lugares que
temos para cada uma delas, pois temos mais pessoas que lugares. O que devemos fazer é

verificar quantas possibilidades temos para cada lugar. Portanto, temos 3 atitudes a
serem tomadas!

h h h
5p. 4p. %’2 = 20p (20 possibilidades)

Temos5 possibilidades paraescolhermos a pessoa que ira ocupar o 1°banco. Esco-
lhida essa pessoa e independentemente de qual pessoa foi escolhida, temos 4 possibilidades
paraaescolha da pessoa para colocarmos no 2°banco e, analogamente, temos 3 possibili-
dades para escolhermos a pessoa para colocarmos no 3°banco e, como estamos diante de
uma mesa circular com 3 lugares, devemos dividir por 3, pois essas 5.4.3 = 60 permutagoes
estao repetidas em relacao as suas rotagoes de 3 em 3.

b) 7 bancos alinhados
Resolucao

Temos 5 pessoas para colocarmos em 7 lugares. Como nao temos pessoas para
todos os lugares, nao podemos “perguntar para cada lugar” quantas pessoas podem ocupar
cadalugar, pois temos maislugares que pessoas. O que devemos fazer é verificar quantas
possibilidades de lugar temos para cada pessoa. Portanto, temos 5 atitudes a serem
tomadas!

A B C D E
7p. 6p. 5p. 4p. 379 =360p
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3. De quantas formas distintas podemos colocar 5 pessoas em uma mesa circular?

Resolucao

A permutacao circular de 5 elementos distintos € dada por PCs = P; = 4! = 24.

Logo, temos 24 formas distintas para colocar essas 5 pessoas em uma mesa circular.

Vejamos agora outros exemplos:

1. De quantas maneiras 7 pessoas podem sentar-se em torno de uma mesa circular, sendo

que duas determinadas pessoas nao devem estar juntas?

Resolucao

Figura 15

Fonte: Proprio Autor

Basta permutarmos, de modo circular, as 5 pessoas que nao possuem restrigoes.
Assim, temos P Cs = P4 = 4! = 24 formas para fazer isso. Para cada uma dessas
permutag0es, podemos colocar as outras duas determinadas pessoas que nao devem estar
juntas, e isso pode ser feito de 5.4 = 20 modos distintos, pois para a 12 pessoa temos 5
lugares vagos (representado pelas setas) e para a 22 pessoa temos 4 lugares vagos. Logo,
pelo P.E.C. temos 24.20 = 480 modos distintos para distribuirmos essa pessoa da forma
solicitada pelo enunciado.

2. Dequantasmaneiras8 meninose 8 meninas podem formarumarodaparabrincar sem
que pessoas do mesmo sexo fiquem juntas?

Resolucao

Inicialmente, sem perda de generalidade, colocamos em fila e permutamos de modo
circular os 8 meninos, e isso pode ser feito de P Cs = P; = 7! modos distintos. Para

cada um desses modos, podemos “intercalar” as mulheres nos 8 lugares vagos que sobram.
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Assim, a 12 mulher tem 8 lugares para escolher, a 22 tem 7 lugares para escolher e, assim,
sucessivamente, até chegarmos na 82 mulher que tem 1 lugar pra escolher. Logo, temos
8.7.6.....2.1 = 8! modos distintos para distribuirmos as mulheres. Portanto, peloP.F.C.
temos 7!.8! modos distintos para distribuirmos essas pessoas da forma solicitada pelo
enunciado.

3. Qual seria a resposta do exercicio anterior se todas as meninas ficassem juntas?

Resolucao

Figura 16
H M
H M
H
M
H
M
H
M
H
H - M
Y

Fonte: Proprio Autor

Nesse caso, temos dois blocos para permutarmos de modo circular (o bloco dos 8
homens e o bloco das 8 mulheres) e, com isso, temos apenas 1 possibilidade, isto €, s6
existe a disposigao mostrada na figura. A tnica coisa que deve ser feita é a permutagao
entre as pessoas do mesmo sexo. Logo, temos8!.8! =8! de permutarmos essas pessoas de
modo que todas as meninas fiquem juntas.
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7 COMBINACOES SIMPLES X ARRANJO SIMPLES

Inicialmente, iremos propor dois problemas para compararmos e compreendermos
essa ideia. Dado o conjunto A = {1, 2, 3, 4}, determine o total de niimeros com 3
algarismos distintos que podemos formar. Facilmente, podemos observar que isso pode ser

feito de 4.3.2 = 24 formas distintas que sao:

123 124 134 234

132 142 143 243
213 214 314 324
231 241 341 342
312 412 413 423
321 421 431 432

O que fizemos aquié o que chamamos de Arranjo simples de nelementos tomados
p a p. Nesse caso, fizemos As,3. Arranjo simples usamos quando queremos escolher
os elementos e incluir a permutagao entre eles, mas como observamos, podemos usar,
simplesmente, o P.F.C. para resolver QUALQUER problema envolvendo Arranjo simples.

E importante conhecer o conceito de Arranjo simples na teoria (Arranjo Simples
de n elementos tomados p a p sdo as sequéncias de p elementos que podem ser formados
com os n elementos e ¢ bom destacar, novamente, que em uma sequéncia, a ordem para
dispormos esses p elementos faz diferenca), mas é, completamente, desnecessario o uso
de Arranjo Simples para efetuarmos um problema. Basta usar o P.F.C.! O nimero de

arranjos simples de n elementos tomados p a p ¢ dado por:

n n!

A = A =
PmTP T (n - p)!

Agora, dado o conjunto A = {1, 2, 3, 4}, determine o total de subconjuntos com 3
algarismos que podemos formar. Observe que temos apenas 4 possibilidades (destacadas)
que sao: {1, 2, 3}, {1, 2, 4}, {1, 3, 4} e {2, 3, 4}, pois a permutacado entre si dos elementos
de cada conjunto nao pode ocorrer, ou seja, temos que desconsiderar a ordem de escolha
desses 3 elementos. O fato de desconsiderar a ordem de escolha dos elementos é essencial
para compreendermos as Combinag¢des Simples. Assim, temos que as Combinacoes
Simples de nelementos tomados p a p sao os subconjuntos de p elementos que podem
ser formados com os n elementos e € bom destacar, novamente, que em um conjunto, a
ordem para dispormos esses p elementos nao faz diferenca. O nimero de combinacoes

simples de n elementos tomados p a p ¢ dado por:
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Resumindo, o nimero de combinacoes simples de n elementos tomados
p ap nos fornece o total de subconjuntos com p elementos que podemos formar
de um conjunto de n elementos, ou seja, é total de possibilidades que temos
para escolher p elementos diferentes de um grupo com n elementos diferentes,
de modo que todos elementos do grupo desempenham um mesmo papel, uma
mesma funcao, isto €, a ordem entre os elementos escolhidos nao importa, nao
pode ser considerada.

Para compreendermos melhor a origem das férmulas do arranjo simples e combi-
nagao simples, podemos pensar na seguinte situacao: De um grupo com n pessoas (P,
Py, ..., Pn), de quantas formas podemos escolher p pessoas desse grupo de modo que elas

exer¢am:
a) p cargos diferentes:

PeloP.F.C., temosnpossibilidades para aescolha da 12 pessoa, n- 1 possibilidades
para a escolha da 22 pessoa, n - 2 possibilidades para a escolha da 32 pessoa e, assim
temos n - p + 1 possibilidades para escolhermos a p? pessoa. Logo, temos An, p =
n.(n—1).(n—2).....(n—p+1). Multiplicando e dividindo o lado direito dessa equagao
por (n - p)!, segue:

AN = n(n-1.(n—-2)...(n—-p+1).(n-p)! n!
p - p)l " (n - p)
(n-p)! (n - p)!
b) p cargosiguais:
Basta pegarmos o total de possibilidade na escolha ORDENADA de p elementos

entre os n dados e dividir por p!, para cancelar a permutagao entre os elementos escolhidos,

ou seja, para contar apenas os conjuntos formados e nao as sequéncias. Logo, temos

C =_(n-p)! _ n!
n.p pt T pL{n-p)T

7.1 EXEMPLOS

1. Os 25 alunos de um determinado colégio resolvem formar uma comissao com 5
membros para formar um time de futebol de salao. Quantos possiveis times podem ser
formados?

Resolucao

Temos 25 alunos e devemos escolher 5 desses alunos. Isto é, temos 5 “convites” a
serem feitos. Vamos convidar essas pessoas? Pense exatamente assim. Visualize as 25
pessoas e convide, uma de cada vez, para preencher essas 5 vagas. Vocé tem que pensar

da seguinte forma:
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Tenho 25 opgdes para o 1° convite, vou entregar um dos convites e irdo sobrar,
agora, 24 pessoas para o 2° convite. Seguira esse raciocinio até entregar todos os cinco
convites. Com isso o total de formas pra fazer isso é dado por 25.24.23.22.21 Correto?
ERRADO!

O erro ocorre porque ao usarmos o P.F.C. (essa “multiplicagao sucessiva”), ao
mesmo tempo em que selecionamos as pessoas, estamos trocando-as de lugar
entreelaseessatrocadelugarnaoéimportante paraoproblema, pois, ao selecionarmos
as pessoas desse grupo, nao tem diferenca, dentro do grupo, entre elas. Logo, devemos
desconsiderar a permutacao que o P.F.C. calculou e, para isso, sabemos que devemos

dividir pela permutagao entre os elementos escolhidos. Portanto, a solucao é dada por

25.24.23.22.21  25.24.23.22.21
o! 54321

= 53130 comissOes distintas.

Outra solucao:

Uma comissao formada pelosalunos A, B, C, D, E é amesma formada pelos alunos
C,B, A E, D.Dai, tem-se um problema de combinac¢ao. O niimero de comissoes possiveis
sera:
25! 25! 25.24.23.22.21.20!
= = = 1
(25-5)1.5! 20!.5! 20!.5.4.3.2.1 53130

Cos5=

2. Numa classe de 10 estudantes, um grupo de 4 serd selecionado paraumaexcursao. De
quantas maneiras o grupo podera ser formado se dois dos dez sdao marido e mulher e s6

irao juntos?

Resolucao

Temos dois casos para analisar:

i - Caso em que o casal faz parte do grupo: Nesse caso, como os dois, obrigatoriamente,
fazem parte do grupo, devemos escolher mais 2 pessoas do total de 8 (pois como
ja foram retirados os dois, sobraram 8 pessoas, sendo que s6 mais duas devem
ser escolhidas). Como a ordem de escolha nao importa, isso pode ser feito de

Cs,2 =2 5 28 possibilidades.

ii - Caso em que o casal ndo faz parte do grupo: Nesse caso, como os dois, obriga-
toriamente, ndo fazem parte do grupo, devemos escolher 4 pessoas do total de 8
(pois como eles nao podem ser escolhidos, devemos retira-los do grupo de 10 pessoas,
sobrando, com isso, 8 pessoas a serem escolhidas). Como a ordem de escolha nao

importa, isso pode ser feito de Cg 4 =3 7 70 possibilidades.
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Logo, temos 28 + 70 =98 possibilidades de escolha desse grupo com as restri¢oes

impostas pelo enunciado.

3. Um quimico possui 10 tipos de sustancias. De quantos modos possiveis podera associar
6 dessas substancias se, entre as dez, duas somente nao podem ser associadas porque

produzem mistura explosiva?

Resolucao

Suponha que temos as substancias A, B, C, D, E, F, G, H, X, Y em que se
misturadas, X e Y, por exemplo, explodem. Inicialmente, iremos calcular o total de

possibilidades para misturar 6 dessas 10 substancias, sem restri¢oes.

Como a ordem de escolha ndo importa, isso pode ser feito de Cio,6 =6% = 210.
Mas, dessas 210 possibilidades, temos algumas que geram misturas explosivas. Vamos
calcula-las:

Para gerar uma substancia explosiva devemos escolher, obrigatoriamente, Xe Y e
mais 4 substancias entre as outras 8 que restaram e isso pode ser feito de Cg,4 35> = 70
modos distintos. Com isso, se de todas as formas para escolher essas 6 substancias
excluirmos as possibilidades em as substancias explosivas (nesse caso X e Y) estao juntas,
restam os casos em que elas estdo separadas. Logo, temos 210 - 70 = 140 modos distintos

de fazer a escolha da forma solicitada.

4. Num congresso h4 102 representantes do partido A e 81 representantes do partido B.
Para uma determinada sessao, foram convocados 99 elementos do partido A e 79 do

partido B. De quantas maneiras poderia ter sido efetuada tal convocagao?

Resolucao

Temos 102 e 81 representantes do partido A e B, respectivamente. Queremos
escolher 99 e 79 elementos do partido A e B, respectivamente. Como a ordem de escolha
desses elementos € desprezivel, isso pode ser feito de Cio02,99. Cs2,79 = 556308000 modos

diferentes.

5. Dados 20 pontos do espago, dos quais nao existem 4 coplanares, quantos planos ficam
definidos?

Resolucao

Temos 20 pontos distintos dos quais nao existem 4 coplanares, e para formarmos
um plano precisamos escolher 3 desses 20 pontos em qualquer ordem. Logo, isso pode ser

feito de Cy0,3 = 1140 maneiras diferentes.



35

6. Deseja-se transmitir sinais luminosos de um farol, representado pela figura abaixo. Em
cada um dos seis pontos de luz do farol existem uma lampada branca e uma vermelha.
Sabe-se que em cada ponto deluznao pode haver mais de uma lampada acesa e que pelo
menos trés pontos de luz devem ficar iluminados.

Determine o niimero total de configura¢des que podem ser obtidas.
Figura 17

5555

Fonte: Proprio Autor

Resolucao

Devemos escolher 3, 4, 5 ou 6 pontos de luz de um total de 6 e, em cada um deles,
temos duas possibilidades para escolher a cor (vermelha ou branca). Com isso o total T
de possibilidades é dado por:

T=Cs3.2>+ Cs4.2"+ C55.2° + Cs6.2° = 656.

7. Um exame vestibular se constitui de 10 provas distintas, 3 das quais da area de
Matematica. Determine de quantas formas é possivel programar a sequéncia das 10

provas, de maneira que duas provas da drea de Matematica ndo se sucedam.

Resolucao

Sao 3 provas de Matemadtica e 7 provas quaisquer (Q1, Q, ..., Q7). Inicialmente,

iremos dispor as provas que nao sofrem restri¢oes. _Q1_Q2_Q3_Q4_Qs_Qes_Q7_

Temos 8 lugares (_) para colocar as 3 provas de Matematica e isso pode ser feito
de C8, 3 = 56. Devemos, agora, permutar a ordem das 7 provas quaisquer e as 3 de

Matematica tendo, assim, 336 possibilidades para isso.

Podemos pensar também da seguinte forma: temos 8 lugares (_) para colocar a
12 prova de Matematica e, escolhido esse lugar, temos 7 lugares (_) para colocar a 22
prova de Matematica e, finalmente, temos 6 lugares para a 32 prova. Logo, podemos
colocar essas 3 provas de Matematica de 8.7.6 = 336 modos distintos. Portanto, temos

56.3!.7! = 1693440 possibilidades de programar a sequéncia dessas 10 provas.
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8. Considere um torneio de xadrez com 10 participantes. Na primeira rodada cada
participantejogasomente umavez, demodo queha5jogosrealizados simultaneamente.

De quantas formas distintas esta primeira rodada pode ser realizada?

Resolucao

Podemos pensar que temos 5 mesas com 2 cadeiras para colocar os 10 participantes,
eisso pode ser feito de 10! formas diferentes, mas como a ordem das mesasnao influencia
(uma partida realizada na mesa 1 ou na mesa 5, por exemplo, é indiferente para o
problema), isso pode ser feito de 12} = 30240 modos distintos. Nesse caso, estamoslevando
em consideracao que a partida A x B é diferente da B x A, pois numa partida de xadrez
quem inicia é quem tem as pecas brancas e, nesse caso, temos essa diferenca. Caso essa
distin¢ao nao seja levada em considerac¢ao, a permutacao entre os jogares numa partida nao
influenciard. Logo, teremosz3.= 945 formas distintas para realizar a primeirarodada.
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8 RACIOCINIOS IMPORTANTES PARA A ABORDAGEM DE DIVER-
SOS PROBLEMAS

Para uma melhor organizacao, irei separar alguns importantes raciocinios que

devemos ter.

ACREDITE, O SUCESSO EM ANALISE COMBINATORIA ESTADI-
RETAMENTE LIGADO AO NUMERO DE EXERCICIOS QUE VOCE FAZ,
A ORGANIZACAO NA HORA DE FAZER AS PERGUNTAS PARA O PRO-
BLEMA E AS ESTRATEGIAS QUE DEVEM SER TOMADAS PARA VA-

RIOS PROBLEMAS DIFERENTES!.

i - Problemas em que devemos trocar de lugar alguns elementos e, entre
eles, determinados elementos devem ficar juntos.

Esses sao os problemas dos “blocos”. Nunca se esquega de permutar, sempre que
possivel, os elementos que estao “dentro” de cada “bloco”.

ii - Problemas em que devemos trocar de lugar alguns elementos e, entre
eles, determinados elementos NAO devem ficar juntos.

Esses sdo os problemas do “cantinho dos excluidos” (colocar em um canto os elementos
que nao podem ficar juntos e, POR ULTIMO, coloca-los nos espagos dos elementos
que nao tinham esse tipo de restrigao).

iii - Problemas em que devemos trocar de lugar elementos que estao em
uma mesa circular ou em circulo (sem que as posicoes de cada pessoa na
mesa estejam definidas).

Nesses problemas de “permutacgao circulares” devemos sempre dividir pelo nimero
de “blocos” ou “bancos”.

iv -Problemas em que devemos trocar de lugar alguns elementos e, entre
eles, determinados elementos devem ficar em uma determinada ordem.

Devemos tratar os elementos que devem ficar em uma ordem especifica como sendo

elementos iguais.

v - Selecionar elementos de um dado grupo para formarmos uma comissao.
Se os cargos nao forem definidos, devemos usar oP.F.C. e dividir pelaa permutacao
entre os elementos escolhidos para eliminar a permutagao dos elementos selecionados
(que sempre é incluida no P.F.C.) ou usar uma COMBINACAO SIMPLES.

Se os cargos forem definidos, devemosusar o P.F.C., pois ele sempre incluia permu-
tacao dos elementos selecionados ou usar um ARRANJO SIMPLES.
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EXEMPLOS

1. Um time de futebol é composto de 11 jogadores, sendo 1 goleiro, 4 zagueiros, 4
meio campistas e 2 atacantes. Considerando-se que o técnico dispde de 3 goleiros,
8 zagueiros, 10 meio campistas e 6 atacantes, determine o nimero de maneiras

possiveis que esse time pode ser formado.

Resolucao

Goleiros: Cs,1 = 3:21

o ¥

Zagueiros: Cg 4 = 8502

Atacantes: Gg,2 = 52

Logo, temos C3,1.Cs,4.C10,4.Cs,2 = 3.70.210.15 = 661500 maneiras do time ser for-

mado.

2. Em uma sala de aula existem 12 alunas, onde uma delas chama-se Carla, e
8 alunos, onde um deles atende pelo nome de Luiz. Deseja-se formar comissoes
de 5 alunas e 4 alunos. Determine o nimero de comissdes, onde simultaneamente

participam Carla e Luiz.

Resolucao
Comissdo de alunas ser4 dada por: Ci1,4 = 12298 Comissio de alunos serd composta
por: C7,3 = 252 Logo, o ntimero de comissdes, respeitando a condi¢do imposta, sera

de Ci1,4.C7,3 = 11550.

3. No jogo de basquetebol, cada time entra em quadra com cinco jogadores.
Considerando-se que um time para disputar um campeonato necessita de 12 jo-
gadores, e que desses, 2 sdo titulares absolutos, determine o nimero de equipes que
o técnico poderd formar com o restante dos jogadores, sendo que eles atuam em
qualquer posicao.

Resolucao

Dos12jogadores, 2 sao titulares absolutos, entdao teremos 10jogadores disputando
3 vagas (a ordem entre os elementos escolhidos nao importa). Portanto, temos a
seguinte combinagdo: Cio;3 =828 = 120. Logo, o treinador podera formar 120

equipes.
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vi - Problemas em que precisamos separar elementos em grupos

Oraciocinio usado para esse tipo de problema iremos acompanhar agora. Sempre que
formos separar ELEMENTOS DIFERENTES em grupos, devemos nos preocupar

com duas coisas:

IOs grupos tém a mesma quantidade de elementos?

IIOs grupos sao iguais ou diferentes, isto €, tem a mesma fungao ou nao.

EXEMPLOS

1. De quantasformas podemos separar 4 pessoasem dois grupos com duas pessoas

em cada?
Resolucao

Sejam A, B, C e D essas pessoas. Inicialmente, temos que escolher 2 pessoas para o
1° grupo e, apds isso, 2 pessoas para o 2° grupo. Como as pessoas dentro do grupo
tem a mesma funcao, a ordem entre elementos nao importa e, com isso, podemos
escolher as 2 pessoas para o 1° grupo de C4,2 e, consequentemente, das 2 pessoas
que sobraram (pois das 4 pessoas, escolhemos 2 para o 1° grupo), temos C2,2 modos
de fazermos essa escolha. Logo, temos C4,2.(,,2 = 6.1 = 6 modos para fazer isso.
Masesta ERRADO! Devemos ainda dividir por 2!, pois a ordem entre os gruposnao
importa, jus que os grupos tem a mesma funcao. Observe o que iremos fazer para
ficar tudo mais claro. Vejam o que essas 6 possibilidades representam:

1° Grupo  2°Grupo

ABCD
ACBD

BDAC
CDAB

Observe que os pares das linhas 1 e 6, 2 e 5, 3 e 4 representam a mesma coisa, pois
como os grupos sao iguais, nao faz diferenga, por exemplo se temos AB em um grupo
e CD em um outro, ou se temos CD em um grupo e AB em outro. Assim, temos que
dividir por 2!. Podemos pensar em um “esquema” que facilita e muito problemas

desse tipo:
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XX|XX
4!
21.21.2!

onde:
4! : refere-se a permutacao dos 4 elementos entre si;

2!.2!: usado para desconsiderar a permutacao entre os elementos que estao no mesmo
grupo;
2! : usado para desconsiderar a permutagao entre os grupos.

ATENCAO: Se os grupos desempenham missdes diferentes, ndo devemos dividir pela

permutacao entre eles.

2. De quantas formas podemos separar 5 pessoas em dois grupos, sendo um com 3

pessoas e outro com 2 pessoas?
Resolucao

Sejam A, B, C, D e E essas pessoas. Inicialmente, temos que escolher 3 pessoas para
o1°grupoe, apdsisso, 2 pessoas para o 2° grupo. Como as pessoas dentro do grupo
tem a mesma fungao, a ordem entre elementos nao importa e, com isso, podemos
escolher as 3 pessoas para o 1° grupo de Cs 3 e, consequentemente, das 2 pessoas
que sobraram (pois das 5 pessoas, escolhemos 2 para o 1° grupo), temos C,,2 modos
de fazermos essa escolha. Logo, temos Cs,3.C2,2=10.1 =10 modos para fazer isso.
Nesse caso, nao devemos dividir por 2!. Observe o que iremos fazer para ficar tudo

mais claro. Vejam o que essas 10 possibilidades representam:

1° Grupo  2°Grupo

ABC DE
ABD CE
ABE CD
ACD BE
ACE BD
ADE BC
BCD AE
BCE AD
BDE AC

CDE AB
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Observe que nao temos nenhum grupo repetido, como no exemplo anterior. Portanto,
quando os grupos tém a mesma missao, devemos dividir SOMENTE QUANDO
ELES TEM A MESMA QUANTIDADE DE ELEMENTOS . Podemos pen-

sar em um “esquema” que facilita e muito problemas desse tipo.

XXX| XX

5!
31.2!

Sl: refere-se a permutacao dos 5 elementos entre si;
3!: usado para desconsiderar a permutacao entre os elementos que estdo no 1° grupo;
2!: usado para desconsiderar a permutacao entre os elementos que estao no 2° grupo.

3. De quantas formas podemos separar 8 pessoas em trés grupos, sendo dois com 3
pessoas e outro com 2 pessoas?

Resolucao

XXX XXX]| XX
8! — Cg 3.C5 3.C22
31.31.21.2! 2!

8!: refere-se a permutacdo dos 8 elementos entre si;

3!.3!:usado para desconsiderar a permutacao entre os elementos que estao no dois
primeiros grupos;

2!:usado paradesconsiderar a permutagao entre os elementos que estaio nomesmo
3° grupo ;

2!: usado para desconsiderar a permutacao entre os grupos com a mesma quantidade

de elementos.

ATENCAO: Nio podemos dividir por 3!, pois ndo temos 3 grupos com a mesma

quantidade de elementos, e sim 2 grupos com a mesma quantidade de elementos.

Vejamos agora um 6timo exemplo para nos ajudar a perceber a importancia em
identificar se os grupos com a mesma quantidade de elementos sao iguais (tém as

mesmas fungdes) ou nao:
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3. De quantas formas podemos separas as 28 pecas de um dominé em:
a) entre 4 pessoas, cada uma recebendo 7 pecas?

Resolucao

pessoaA pessoaB pessoaC  pessoa D

XXXXXXX| XXXXXXX| XXXXXXX| XXXXXXX

281 281 _ C .C
. g B ar wr

28!: refere-se a permutacao das 28 pecas diferentes entre si;

7!: usado para desconsiderar a permutagao entre as pecas que estao no mesmo grupo

e, como sao 4 grupos/pessoas, devemos dividir por 7! quatro vezes.

b)em 4 grupos, cada um com 7 pegas?

Resolucao

XXXX XXX XXXXXXX]) XXX XX XX XXXXXXX
28! 28! (C8,7.C1,7.C14,7.C1,7
NIVTLTNA T 7144 4

28!: refere-se a permutacao das 28 pecas diferentes entre si;

7!: usado para desconsiderar a permutacao entre as pegas que estao no mesmo grupo

e, como sao 4 grupos/pessoas, devemos dividir por 7! quatro vezes;

4!: usado para desconsiderar a permutacao entre os grupos com a mesma quantidade
de elementos.
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9 COMBINACOES COM ELEMENTOS REPETIDOS OU COMBINA -
COES COMPLETAS

Vamosiniciar esse assunto com o seguinte problema: De quantos modos podemos
comprar 3 doces em uma padaria que tem 4 tipos de doces diferentes? A solucao
para esse problema nado € C4,3. Seria, se ele afirmasse que deveriamos escolher 3 doces
DIFERENTES sabendo que temos a nossa disposicao 4 tipos diferentes. Nesse caso, de 4
elementos diferentes, deveriamos escolher 3 desses elementos diferentes (sem que a ordem
de escolha importe) e isso pode ser feito de Cs,3. A resposta para esse caso € CR4,3, isto é,
de 4 tipos de doces diferentes queremos escolher 3 tipos de doces nao, necessariamente,
distintos. Suponha que temos a nossa disposigao 4 tipos de doces. A saber: Brigadeiro
(B), cajuzinho (C), josefina (J) e sonho (S). Podemos escolher 3 tipos da seguinte forma:

BBB BBC CCB JJB SSB BCJ
CCC BBJ CCJ JJC SSC BCS
JJJ BBS CCS JJS SSJ BJS
SSS CJs

Essassaoas CR4,3 =20 combinagdes completas possiveis para esse caso. Podemos
pensar nesse problema da seguinte forma: Seja a equagao B+ C+J+S=3,comB, C, ],
S naturais. Podemos interpretar que cada solu¢ao para essa equagao linear representa uma
possivel forma de escolhermos os 3 doces. Por exemplo, a solugao (1, 0, 0, 2) significa que
desses 4 doces que temos a disposi¢ao queremos comprar 1 doce B e 2 doces S (é o caso
B B S, descrito acima). Agora, resta sabermos como determinamos o total de solug¢des
inteiras e nao negativas de uma equacao linear da forma X1 + X+ X3+ Xa +...+ Xn = p,
com Xj natural, sendoinatural, 1 < i< n

OBSERVACAO:

Ch,p € o total de possibilidades de escolhermos p elementos DISTINTOS
de um total de n elementos distintos dados.

CRy,p € o total de possibilidades de escolhermos p elementos DISTINTOS
OU NAO DISTINTOS de um total de n elementos distintos dados ou CR,, é
o numero de solugdes da equacao linear da forma X1 + X2 + X3+ X4 + ... + Xp = pem
inteiros nao negativos.
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Figura 18
A B
bl
b2 P1
b3 - - P2
b4 P3
b5

Fonte: Proprio Autor
Com isso, temos esse importante esquema:
Figura 19

ESCOLHER ELEMENTOS COM REPETICAO

DISTRIBUIR ELEMENTOS DIFERENTES
EM LUGARES IGUAIS

DISTRIBUIR ELEMENTOS DIFERENTES
EM LUGARES DIFERENTES

Fonte: Proprio Autor

Veremos no capitulo 10, numa extensao das equagdes lineares, uma importante
estratégia para escolhermos elementos ndo consecutivos: Os Lemas de Kaplansky.
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10 OS LEMAS DE KAPLANSKY

De quantos modos podemos formar um subconjunto com 4 elementos do conjunto
{1,2,3,4,5,6,7,8,9} de modo que nao haja numeros consecutivos?

Devemos usar o seguinte raciocinio:

1,3, 5,9 - representagao: + - + - + - - - + (o sinal de + significa que o nimero
que ocupa a posic¢ao do sinal estd sendo escolhido, e o sinal - significa que o nimero nao
esta sendo escolhido)

2,4, 6, 8 - representagao: - + -+ -+ - + -

2,5,7,8 - representagao: - + - - + - + + - (observe que esse caso nao serve para o

problema, pois 2 sinais + juntos significa que teremos niimeros consecutivos)

Observe que sempre que trocarmos de lugar esses 9 simbolos, sendo 5 sinais ()
e 4 sinais (+) de modo que nao tenhamos 2 sinais (+)juntos, teremos uma e somente
uma representacao para um possivel subconjunto da forma solicitada. Assim, resta
solucionarmos o problema: De quantos modos podemos permutar 9 simbolos, sendo 5

sinais () e 4 sinais (+) de modo que ndo tenhamos 2 sinais (+) juntos?
0-0-0-0-0-0

Observe que podemos colocar 4 sinais (+) em 6 possiveis lugares, ou seja, devemos
escolher 4 dos 6 lugares vagos (representado pelo simbolo “0”) para colocarmos os sinais
(+) e isso pode ser feito de Cs,4 modos distintos.

Logo, podemos afirmar que a solugdo do problema proposto é dado por Cs 4.

Agora, usando o mesmo raciocinio, vamos determinar a solu¢ao do seguinte pro-
blema:

De quantos modos podemos selecionar um subconjunto com p elementos do conjunto
{1,2,3,4, ..,n} de modo que nao haja numeros consecutivos?

Nesse caso, teremos que verificar de quantos modos podemos permutar n simbolos,
sendo p sinais (+) e n— p sinais (—) sem que haja sinais (+) juntos. Teremos n—p+1
lugares paraescolhermos p paracolocarmosospsinais (+) eissopodeserfeitode Ch—p+1

, D, que € a solucado para o problema proposto.
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Primeiro Lema de Kaplansky:

"Seja f(n, p) o nimero de possibilidades de escolher um subconjunto com p elemen-
tos do conjunto {1, 2, 3, 4, ..., n} de modo que ndo haja nimeros consecutivos. Isso pode

ser feito de Cn — p + 1, p modos distintos, ou seja:"

J(n, p) = Chp+1,p

Essa demonstracao encontra-se na bibliografia [2].
Observe essa questao que apareceu no vestibular do IME:

Doze cavaleiros estao sentados em torno de uma mesa redonda. Cada um dos
12 cavaleiros considera seus vizinhos como rivais. Deseja-se formar um grupo de cinco
cavaleiros para libertar uma princesa. Nesse grupo nao poderd haver cavaleiros rivais.

Determine de quantas maneiras € possivel escolher esse grupo.

Vamos pensar que os cavaleiros estao na mesa como se formassem um relogio,

numerando-os de 1 a 12, é claro. Iremos separar o problema em 2 casos:

i - Um cavaleiro especifico participa. Sem perda de generalidade, vamos supor o
cavaleiro 12. Como o cavaleiro 12 participa, obrigatoriamente, 0 11 e 0 1 nao podem
participar do grupo que tem o cavaleiro 12, pois eles sao vizinhos e, consequentemente,
inimigos. Agora, temos que selecionar mais 4 cavaleiros dentre0s 2, 3,4,5,6,7,8,9
e 10 de modo que nao tenhamos dois vizinhos. Teremos que escolher 4 (simbolizados
por +) e restarao 5 (simbolizados por -). Por exemplo, o caso + - -+ -+ - - + é
valido e significa que foram escolhidos os cavaleiros 2, 5, 7 e 10. J4 o caso - - + -
+ -+ + - nao é valido, pois ele representa a escolha dos cavaleiros 4, 6, 8 e 9 (dois
vizinhos: 8 e 9). Com isso, devemos permutar os 4 sinais ( + ) e 0s 5 sinais ( - )de
modo que nao tenhamos dois sinais ( + ) juntos e isso pode ser feito de Cs,4 = 15

formas diferentes.

ii - O cavaleiro 12 nao participa Como o cavaleiro 12 nao participa, devemos escolher
5 cavaleiros dentre todos os outros 11 (1, 2, 3, ..., 10, 11). Teremos que escolher 5
(simbolizados por +) e restarao 6 (simbolizados por -). Por exemplo, o caso + - -+ -
+ - -+ -+ é valido e significa que foram escolhidos os cavaleiros 1, 4, 6, 9 e 11. Com
isso, devemos permutar os 5 sinais ( +) e 0s 6 sinais (-) de modo que nao tenhamos
dois sinais +juntos e isso pode ser feito de C7,5=21 formas diferentes. Logo, temos
15 + 21 =36 formas distintas de escolher 5 dentre os 12 cavaleiros com as restri¢oes

impostas pelo problema.

Agora, usando mesmo raciocinio, vamos determinar a solu¢ao do seguinte problema:
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De quantos modos podemos selecionar um subconjunto com p elementos do conjunto
{1, 2,34, .., n}, sabendo que os elemento 1 e n sdo consecutivos, de modo que nao haja

numeros consecutivos?

Vamos separar esse problema em dois casos:

iO elemento 1 figura no subconjunto com p elementos:

Nesse caso, teremos que verificar de quantos modos podemos escolher os outros p—1
elementos do conjunto {3, 4, 5,..., n - 1} (pois, como o 1 figura, 0 2 e 0 nnao podem

figurar), nao podendo ser escolhidos elementos consecutivos.

Assim, o numero de modos que isso pode ser feito é:
fin=-3,p—-1)= Crp-1,p-1

iiO elemento 1 nao figura no subconjunto com p elementos:

Nesse caso, teremos que verificar de quantos modos podemos escolher os p elementos
do conjunto {2, 3,4, 5, ..., n}, nao podendo ser escolhidos elementos consecutivos.

Assim, o numero de modos que isso pode ser feito é:
SiIn=1,p)=Crpp

Portanto, de (i) e (ii) segue que a solucao desse problema proposto é dada por:

n

.Ch-
(n - p) (n-p,p)

Cin-p-1,p-1)t Cln-p,p) =7 —

Esse problema do IME aqui apresentado nada mais é que uma aplicagao direta do
Segundo Lema de Kaplansky (o niumero de k - subconjuntos de {1, 2, 3, .., n-1,

n} nos quais nao ha nimeros consecutivos, considerando 1 e n como consecutivos,

eiguala ", Cn-pp. Logo, temos para solugao 12 5y C12-5,5 = 36. Logo, temos 36
Ap (12-

formas distintas de escolher 5 dentre os 12 cavaleiros com as restri¢des impostas pelo

problema.

Segundo Lema de Kaplansky:

"Seja g(n, p) onimero de possibilidades de escolher um subconjunto com p elementos

do conjunto {1, 2, 3, 4, ..., n}, sabendo que os elemento 1 e n sdo consecutivos, de modo
que ndo haja nimeros consecutivos. Isso pode ser feito de n i C(n-p,p) modos distintos,

ouseja:"[4]

g(n, p) = Cin-p,p)

(n-p) p)

Além dos Lemas de Kaplansky - Um raciocinio mais abrangente
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Poderiamos pensar em um suposto “Terceiro Lema de Kaplansky” que nao existe.

Por exemplo, como poderiamos solucionar problemas do tipo:

De quantos modos podemos selecionar um subconjunto com 4 elementos do conjunto
A=1{1,2234 .., 12} de modo que eles se diferem de ao menos 3? Por exemplo, se o
numero 4 figurar no subconjunto além do 3 e o0 5 ndo poderao figurar o 2 e 0 6. Isto &,
dado um elemento x, nao podemos ter no mesmo conjunto os elementos x-2, x-1, x+1

ex+2.
Mostraremos um belo método de solugao para esse tipo de problema:

+ - -+ --+ - -+ : Chamaremos isso de configuracao minima, onde o sinal (+)
exibe um elemento que queremos no subconjunto e o sinal (-) exibe um elemento que
nao queremos no subconjunto. O fato de sempre termos entre dois sinas (+) dois sinais
(-) nos garante que nunca poderemos escolher dois nimeros cuja diferenga entre ele seja

menor que 3.

Nesse conjunto A queremos escolher 4 elementos - 4 sinais (+) - e, consequentemente,
deixaremos de escolher 8 elementos - 8 sinais (-) - (com as condi¢Oes impostas pelo
enunciado). Mas, a configuracdo minima usa 4 sinais (+) e 6 sinais (-), restando,
portanto, 2 sinais (—) para colocarmos em 5 possiveis lugares (antes, entre ou depois dos

sinais (+). Assim, nosso problema fica resumido ao seguinte:

Quantas solugdes inteiras e nao negativas a equacao linear X1+ X +X3+X4+Xs5 =

2(.), com Xj natural, sendoinatural, 1 <i <5 possui?

Sabemos que a resposta pra esse problema é dada por C6,2 ou CR5,2, pois queremos
escolher 5 lugares para 2 sinais (+). Por exemplo, se escolhermos o subconjunto 2, 6,9, 12
significa que a solugao da equacao (.) é (1, 1,0, 0, 0) o que nos daria a configuragao - + - -
-+ - -+ - - +. Caso escolhéssemos o subconjunto 1, 5, 8, 11 significa que a solucdo da
equagao (.) € (0, 1,0, 0, 1) o que nos daria a configuragao + -- -+ - -+ - -+ -. Logo, a
solugdo para o problema proposto é Cs,2= CRs,2 = 15. Esse raciocinio pode ser aplicado

em outros problemas, mas devemos sempre ficar atentos para a configuragao minima.
Vejamos esse exemplo:

De quantos modos podemos selecionar um subconjunto com 5 elementos do conjunto
A=1{1,2,3, 4, .. 25 de modo que eles se diferem de ao menos 4?

Nesse caso, a configura¢ao minima € a seguinte:

+———4+ - — -4+ - — —+ - — — +

Nesse conjunto A queremos escolher 5 elementos - 5 sinais (+) - e, consequentemente,
deixaremos de escolher 20 elementos - 20 sinais (—) - (com as condi¢des impostas pelo
enunciado). Mas, a configuracao minima usa 5 sinais (+) e 12 sinais (=), restando,
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portanto, 8 sinais (—) para colocarmos em 6 possiveis lugares (antes, entre ou depois dos
sinais (+)). Assim, nosso problema fica resumido ao seguinte:

Quantas solugdes inteiras e nao negativas a equacao linear X1 +X7 +X3+ X4+ X5+
X6 =8(.), com Xjnatural, sendoinatural, 1 £i<6 possui? Sabemos que a resposta pra
esse problema € dada por Ci3,8 = CRs,8 = 1287, pois queremos escolher 6 lugares para 8
sinais (—). Como esse raciocinio, o Lema de Kaplansky passa a ser apenas um problema

desse tipo com uma configuragdo minima da forma + =+ —+—+ —+... + —+.
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11 CONCLUSAO

O objetivo do trabalho aqui exposto é que esse material sirva como apoio a
professores e estudantes do ensino médio para evoluirem no estudo da analise combinatoria.
Precisamos compreender que o mais importante é o aluno saber atacar o problema
olhando suas restrigdes e jamais se preocupando se devemos usar arranjos, combinagdes
ou permutagoes.

O uso de combinagoes deve ser apenas para facilitar e nao o foco principal do
problema. O sucesso em andlise combinatdria é diretamente ligado ao nimero de exercicios
que a pessoa tem em mente e as estratégias que ela consegue para solucionar um problema.
Muitas vezes, diante de um problema, temos alembranc¢a de um outroem que usamos um
mesmo raciocinio. E nunca podemos esquecer de um importantissimo detalhe: coloque-se

no lugar da pessoa que esta no problema e vivencie-o ao maximo.
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