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Luis Paulo da Silva Barra, D.Sc.

A modelagem do comportamento eletromecanico do coracao tem sido foco
de um crescente interesse médico-cientifico devido a sua grande importancia para
a compreensao de diversos fenomenos associados ao comportamento fisiolégico do
coracao sob circunstancias normais e patoldgicas, ao estudo de novas terapias de
tratamento de disturbios cardiacos e ao desenvolvimento de novos medicamentos.
O fenomeno de interesse apresenta uma grande complexidade devido a suas carac-
teristicas multi-escala, multi-fisica e exige a interacao de diferentes modelos.

O presente trabalho teve como objetivo apresentar o desenvolvimento de um
modelo computacional para descrever a atividade elétrica e mecanica, de forma
acoplada, do coragao. Além disso, através desse modelo estudaram-se os efeitos da
deformagao do tecido cardiaco no comportamento da eletrofisiologia cardiaca.

O modelo desenvolvido acopla os efeitos da propagacao da onda elétrica no
tecido cardiaco ao problema mecanico que descreve o movimento e deformagao do
tecido. Para representar a dinamica da eletrofisiologia e a geragao de for¢ca em
miocitos cardiacos, utilizaram-se equacoes diferenciais ordinarias para descrever o

comportamento de células do ventriculo esquerdo humano, acopladas a um sis-
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tema de equagoes diferenciais parciais que descreve a atividade elétrica do tecido.
A forca ativa gerada pelas células cardiacas é utilizada como entrada para o mo-
delo mecanico que descreve a deformagcao no tecido. Este modelo mecanico trata
o tecido cardiaco como um sélido hiperelastico nao-linear, ortotrépico e incom-
pressivel. Os modelos estao acoplados de tal forma que a deformagao obtida pelo
problema mecanico afeta o comportamento da eletrofisiologia. Por fim, obtem-
se um modelo matematico acoplado, multiescala, cuja discretizacao foi feita pelo
método dos elementos finitos e cuja solugao computacional foi realizada através
de métodos numéricos robustos e eficientes juntamente com o uso de técnicas de
computacao paralela.

Diversas simulacoes que descrevem as atividades elétricas e mecanicas, se-
paradas e acopladas, sao apresentadas. Além disso, um modelo simplificado do
ventriculo esquerdo humano, que incorpora diferentes células cardiacas, como as
do epicardio, células-M e as do endocérdio foi utilizado para se estudar os efeitos da
deformacao em parametros da eletrofisiologia, como por exemplo a repolarizacao
e a duracao do potencial de acao. A partir dos resultados das simulagoes realiza-
das, eletrogramas computacionais foram determinados a fim de se analisar o efeito
da deformacao nestes em comparacao com aqueles que se obtem com um modelo
onde nao considera-se a deformagao. Os resultados deste trabalho mostraram que
a deformacao afeta consideravelmente a repolarizacao, assim como a duracao do
potencial de acao. E além disto, dentro do contexto das simulagoes de uma fa-
tia do ventriculo esquerdo apresentadas, observou-se que a deformacao causa um

aumento na amplitude da onda-T de acordo com os eletrogramas simulados.
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Computational modelling of the heart has been focus of a growing interest
from the medical and scientific community due to its importance for the com-
prehension of several phenomena associated with the physiological behaviour of
the heart under normal and pathological conditions, for the study of new treat-
ment therapies and the development of new drugs. The phenomena of interest
presents a great complexity due to its multiscale and multiphysics characteristics
and requires the interaction of different mathematical models.

The objective of the present work is the develop a computer model to des-
cribe the coupled electrical and mechanical activities of the heart. This model is
then used to study and understand the effects of cardiac tissue deformation on
electrophysiological parameters.

The mathematical model developed here couples the effects of the electrical
propagation on cardiac tissue to the mechanical problem that describes the movi-
ment and deformation of the tissue. To describe the dynamics of electrophysiology
and the generation of active force in cardiac myocytes of the left ventricle, ordi-

nary differential equations are coupled to a system of partial differential equations



that models the electrical activity at tissue level. The active force generated by
cardiac myocytes is then used as input to the mechanical model to describe the
deformation of the tissue. The mechanical model considers the cardiac tissue as a
non-linear hyperelastic, orthotropic and incompressible material. The models are
coupled such that the deformation obtained from the mechanical problem affects
the electrophysiological model. The numerical solution of the complex multiscale
and multiphysics model is performed using the finite element method and other ro-
bust and efficient numerical methods. We also incorporate some parallel computing
techniques for accelerating the solution in some parts of the problem.

Several numerical simulations were carried out to characterize the electrical
and mechanical activities of the cardiac tissue. In this context we present a sim-
plified model of the human left ventricle, which considers the presence of different
cardiac myocytes within the ventricular wall, to study the effects of deformation
on some important electrophysiological parameters, such as repolarization time
and action potential duration. From the results of the simulations, we computed
electrograms to assess the effects of deformation on them when compared to simu-
lations without deformation. The results of this work show that deformation of
cardiac tissue considerably affects repolarization and action potential duration in
a wedge of the human left ventricle. We also show that the deformation causes an

increase in the amplitude of the T-wave measured in the simulated electrograms.
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Capitulo 1

Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos fisiolégicos fundamentais
para o estudo da atividade eletromecanica cardiaca que serda apresentado nesse
trabalho. O capitulo estda dividido em duas partes. Na primeira, apresenta-se
uma introducao rapida e as principais motivacoes desse trabalho e diversos concei-
tos basicos da fisiologia cardiaca. Na segunda parte, a proposta da tese, as suas

contribuigoes e a organizacao do texto sao apresentadas.

1.1 Motivacao

Nosso conhecimento sobre o coracao é antigo e desde a época do filésofo
grego Aristételes e seu livro “On the Motion of Animals” (350 a.C.) a sua im-
portancia como 6rgao ja era reconhecida. O interesse no conhecimento sobre o
funcionamento do coragao é grande e motivado nao so pelo interesse em entender
esse 6rgao complexo e vital, mas também devido a sua grande relevancia clinica.
As doencas cardiovasculares sao responsaveis por cerca de um terco do total de
mortes no mundo (Go et al., 2014). Em 2005, no Brasil a taxa de mortalidade
associada a doencas cardiovasculares chegou a 28.2% dentre todas as causas de
mortalidade (Avezum et al., 2009).

Os gastos financeiros associados com doencas cardiovasculares sao altissimos.
Em 2010, nos Estados Unidos da América, estima-se que U$ 315 bilhoes de ddlares

(R$ 693 bilhdes de reais) foram gastos em procedimentos associados a doencas



cardiovasculares (Go et al., 2014). Em comparacao com os gastos do Brasil para
sediar a Copa do Mundo de 2014, previstos em aproximadamente R$ 25 bilhoes de
reais (Portal da Transparéncia Governo Federal Brasileiro, 2014), esse gasto com
doencas cardiovasculares em um tnico ano seria o equivalente a 27 vezes o valor
investido na Copa do Mundo de 2014 no Brasil.

A necessidade de melhorias na identificacao, entendimento e tratamento de
doencgas cardiacas é portanto de extrema importancia. Isso serve de motivacao
para as inimeras pesquisas cujo foco é o coracao, como o presente trabalho.

As atividades elétrica e mecanica do coracao sao processos bem estudados,
tanto em uma escala menor a nivel celular, quanto em uma escala maior a nivel do
orgao. Entretanto, ainda existem diversos mecanismos que nao sao completamente
conhecidos. A atividade cardiaca a nivel do érgao é resultado de diversos processos
fisicos complexos ocorrendo a nivel celular e informagoes sobre a interacao desses
processos e as suas consequéncias na escala do érgao sao limitadas.

Nesse sentido, uma ferramenta que tem sido muito utilizada para ampliar
nosso conhecimento no assunto é o uso de modelagem matematica e de simulagoes
computacionais. A formulacao de modelos apropriados para os diversos fendmenos
a nivel celular pode ser combinada com modelos do tecido e érgao para se estudar
as complexas interagoes e funcionamento do sistema como um todo. Além disso, o
funcionamento do coragao envolve fenomenos de diferentes naturezas fisicas, como
a atividade elétrica e a atividade mecanica, a qual responde a ativacao elétrica
com a contragao do tecido para bombear o sangue. O uso de modelos matematicos
adequados para a parte elétrica e mecanica do coragao, associados a simulacoes
computacionais, pode ser de grande valor no estudo e entendimento da interacao
desses fenomenos e de suas consequéncias eletrofisiologicas.

O presente trabalho teve como foco simulagoes computacionais da atividade
eletromecanica acoplada do coragao. Em particular, é de interesse compreender
melhor determinados aspectos relacionados a interacao da atividade mecanica com

a elétrica e as suas implicagoes eletrofisiolégicas, como por exemplo, seus efeitos



em eletrocardiogramas.

1.2 Conceitos basicos de fisiologia

Tendo em vista o objetivo, e para motivar e contextualizar melhor os modelos
matematicos desenvolvidos, apresenta-se aqui uma breve descrigao dos conceitos
fisiolégicos necessarios. Uma discussao mais detalhada pode ser encontrada na

literatura especializada sobre fisiologia cardiaca (Katz, 2010; Klabunde, 2011).

1.2.1 Estrutura e fungao do coracao

A funcao do coracao é bombear o sangue pela contracao de suas paredes
para o corpo e para os pulmodes através do sistema arterial. Anatomicamente o
coracao pode ser dividido em duas metades, a esquerda e a direita, responsaveis
pela circulacao do sangue. Cada metade ¢ dividida entre outras duas partes, o
atrio, por onde o sangue chega, e o ventriculo, responsavel por bombear o sangue
para fora do coracao.

O é4trio direito recebe o sangue desoxigenado do corpo, bombeia-o para o
ventriculo direito que o bombeia para os pulmoes, onde sera oxigenado. Depois de
ser oxigenado pelos pulmoes o sangue volta ao coracao através do atrio esquerdo,
que impulsiona o sangue para o ventriculo esquerdo para, finalmente, ser bombeado

para O COorpo.

1.2.2 Atividade elétrica celular

As células musculares que compéem o tecido cardiaco, chamadas de mié-
citos, pertencem a uma classe de células denominadas de células excitaveis, por
possuirem a capacidade de responder a um estimulo elétrico e produzir um poten-
cial de acao. A propagacao do sinal elétrico no tecido cardiaco ocorre devido a
excitagao das células. Quando a célula estd no estado de repouso, existe uma dife-
renga de potencial através da membrana celular, de tal forma que o potencial no

meio intracelular é mais negativo do que o potencial no meio extracelular. Quando



as células excitaveis sao estimuladas o potencial transmembranico se torna mais
positivo ou quase zero em um processo extremamente rapido chamado de despola-
rizagao. Em seguida, acontece a repolarizacao, etapa que restaura a diferenca de
potencial transmembranico ao seu valor de repouso. O ciclo completo de despola-
rizagao e repolarizacao é chamado de potencial de agao e na Figura 1.1 mostra-se

um grafico tipico do potencial de acdo de um midcito ventricular.
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Figura 1.1: Potencial de acao de uma célula do ventriculo.

Além de excitaveis, os midcitos cardiacos sao capazes de se contrair e esta
atividade mecanica de contracao é relacionada a excitagao elétrica do midcito.
Quando uma célula é estimulada, ela propaga o potencial de agao para as células
vizinhas e, através dessa propagacao as células cardiacas sao capazes de estimular
todo o coracgao fazendo, assim, com que este se contraia e bombeie o sangue do seu

interior.

1.2.3 Propagacao elétrica e contragao do tecido

A fungao de bombeamento do sangue pelo coragao depende coletivamente e
de forma sistematica da contragao de milhoes de midcitos e essa operacao nao pode
ser realizada sem a comunicacao e sincronizacao entre as células. Para garantir que

cada parte do coragao contraia no tempo correto, a ativacao é controlada por um

4



sistema de condugao complexo. O entedimento do sistema de conducao elétrica no
coracao € crucial para compreender caracteristicas da atividade eletromecanica do
coragao e de medidas clinicas como o eletrocardiograma (ECG).

A Figura 1.2 ilustra a propagacao da onda elétrica que d4 origem a contracao
do coracao. A atividade elétrica que inicia a contracao do cora¢ao comega em um
conjunto de células especializadas conhecidas como no sinoatrial, localizado abaixo
da veia cava no atrio direito (AD). As células do né sinoatrial sao conhecidas como
células marcapasso, pois possuem a capacidade de produzirem um potencial de

acao de forma espontanea, sem depender de estimulos externos.

Musculo Atrial

N6 sinoatrial

N6 atrioventricular

Feixe de His

Ramos direito
e esquerdo

Musculo Ventricular
Fibras de Purkinje

Figura 1.2: Propagagao da onda elétrica. Adaptado de Klabunde (2011).

A ativagao elétrica do no sinoatrial estimula as células do atrio e como as
células estao conectadas entre si, a ativacgao de uma célula afeta a sua vizinhanca
o que resulta na propagacgao de uma onda elétrica nos atrios causando, assim, a
sua contracao. Os atrios sao separados dos ventriculos por uma camada que nao
conduz o sinal elétrico e o inico caminho para o sinal elétrico se propagar é através
do né atrioventricular, exibido na Figura 1.2. As células do né atrioventricular
conduzem de forma mais lenta o sinal elétrico até os ventriculos, provendo, assim,

um sincronismo que garante que os atrios bombeiem o sangue para os ventriculos



antes da contragao ventricular.

Do né atrioventricular o sinal chega ao feixe de His que se ramifica em uma
estrutura parecida com uma arvore composta pelas fibras de Purkinje, de grande
condutividade, as quais conduzem o sinal elétrico rapidamente até o interior dos
ventriculos esquerdo (VE) e direito (VD). As células do musculo ventricular estao
conectadas entre si (como as dos atrios) e, portanto, o estimulo elétrico que chega
ao musculo ventricular se propaga em uma onda elétrica que ativa toda a massa
ventricular e estimula a contracao dos ventriculos.

Como exibido na Figura 1.1, a despolarizagao de uma célula é um processo
muito rapido. A nivel do tecido isso representa uma onda elétrica de despolarizacao
muito brusca, com uma variagao no potencial transmembranico de aproximada-
mente 100 mV em um espago de menos de 1 mm. A movimentacao desse gradiente
acentuado representa uma fonte de corrente elétrica significativa e ainda, devido
as propriedades de volume condutor do corpo, essa onda resulta em correntes e
variacoes de potencial que podem ser medidas na superficie do corpo através de

ferramentas como o ECG.

1.2.4 Eletrocardiograma

Uma das ferramentas clinicas mais antigas de diagnéstico nao-invasivo da
condigao cardiaca, e até hoje a mais utilizada, é o ECG. O eletrocardiograma
consiste de gravacoes de diferenca de potencial elétrico obtidos a partir da superficie
do corpo. Essas diferencas de potencial sao resultado do processo de ativacao
elétrica no musculo cardiaco e a sua forma padrao muda quando a atividade elétrica
do coracao é perturbada por alguma patologia.

O eletrocardiograma pode ser usado para identificar uma variedade de con-
digoes patoldgicas como distirbios no ritmo cardiaco causados por anomalias no
sistema de conducao, infarto e isquemias (Klabunde, 2011).

A primeira medida de um ECG humano foi feita em 1887 por Augustus

D. Waller (Besterman e Creese, 1979), que desenvolveu sua técnica e fez diversas



demonstragoes usando o seu cachorro bulldog Jimmy, colocando com suas patas
dentro de baldes com solucao salina, conforme mostra a Figura 1.3(a). As solugoes
condutoras nos baldes atuavam como eletrodos e eram conectadas a um dispositivo
que gravava a diferenca de potencial entre os dois eletrodos, e esta apresentava
um ritmo similar ao do pulso cardiaco de Jimmy. Waller apresentou diversas
evidéncias para provar que a diferenca de potencial era resultante da atividade

elétrica cardiaca.

Figura 1.3: Histérico do ECG. Em (a) a famosa demonstragao de Augustus D.
Waller gravando o eletrocardiograma em seu cachorro Jimmy e em (b) o eletrocar-
diograma desenvolvido por Willem Einthoven.

Posteriormente, o holandés Willem Einthoven aperfeicoou a técnica de Waller
e desenvolveu um dispositivo mais robusto e sensivel para gravar as diferencas
de potencial. Para gravar o eletrocardiograma em humanos Einthoven usou 3
eletrodos, fixados nos bragos e na perna esquerda, como mostra a Figura 1.3(b).
Inicialmente, baldes com solucao salina foram utilizados e depois substituidos por
eletrodos mais apropriados. Assim, Einthoven usou os trés eletrodos para gravar
diferengas de potencial que foram chamadas de derivacao I, II e I1]. Se usarmos

a notacao ¢ra, ¢ra € ¢rr para representar os eletrodos no brago esquerdo, braco



direito e perna esquerda, respectivamente, essas as derivagoes sao calculadas como:

I=d¢ra— ¢ra,
II = ¢, — dRa,

Il = ¢rp — ¢ra.

A Figura 1.4 mostra uma ilustracao de um ECG tipico. O grafico mostra
como a diferenca de potencial obtida de uma derivacao muda ao longo do tempo
durante um ciclo cardiaco completo. A linha horizontal no grafico representa inter-
valos do ciclo cardiaco em que nao ha nenhuma fonte de corrente elétrica. As curvas
no grafico sao resultados de fontes de corrente que surgem no coracao durante a
ativagao e foram denotadas por Einthoven como P, @), R, S e T.

Posteriormente, o eletrocardiograma foi aprimorado e outras derivagoes V'1—
V6 e aVR, aVL e aVF foram adicionadas ao ECG utilizando dez eletrodos no
total: seis eletrodos na parte frontal do torso e os quatro eletrodos dos membros.
Esse é o eletrocardiograma tradicional de 12 derivacoes utilizado na maioria dos
exames clinicos.

O primeiro sinal do ECG da Figura 1.4 é a onda P, que representa a onda
elétrica de despolarizacao que vai do né sinoatrial para os atrios. Nao existe uma
onda visivel que representa a repolarizacao dos atrios no ECG. A curva formada por
@, R e S é usualmente chamada de complexo QRS e representa a despolarizacao
ventricular, que como pode ser observado no grafico ocorre rapidamente. Por fim,
a onda T representa a fase de repolarizacao ventricular que possui uma duracao
maior do que a despolarizagao.

Na Figura 1.5 exibimos um eletrocardiograma de um coracao saudavel. As
trés primeiras linhas mostram as 12 derivacoes do ECG, enquanto as trés linhas
abaixo mostram as derivagoes V1, I1 e V5 durante varios ciclos cardiacos.

Muitas vezes, o termo eletrograma é usado para se referir a diferencas de po-

tencial medidas a partir de uma superficie, como é o caso, por exemplo, de muitos
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Figura 1.4: Representacao esquematica de um eletrocardiograma tipico durante
um ciclo cardiaco. Os rotulos P, Q, R, S e T representam as diferentes fases do
ciclo cardiaco.
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Figura 1.5: Eletrocardiograma normal de 12 derivacoes de um paciente jovem
saudavel. Figura adaptada de Kusumoto (2009).

experimentos (Glukhov et al., 2010; Yan e Antzelevitch, 1998) onde uma fatia da
parede do ventriculo esquerdo é removida e usada para se obter a diferenca de po-
tencial entre medidas do potencial na superficie do endocéardio e do epicardio. Essa
diferenca de potencial costuma ser chamada de eletrograma, eletrograma transmu-
ral ou até mesmo pseudo-ECG e serd abordada posteriormente nesse trabalho no

contexto de simulagoes computacionais.



1.2.5 Doencas cardiacas

Um dos disturbios cardiacos mais estudados e com diversas consequéncias
sao as arritmias cardiacas, que sao disfungoes do padrao de excitagao normal do
coracao e que podem levar a morte stubita por falha do coragao. Existem diversos
tipos de arritmias e podem ser classificadas com relacao ao local onde se originam
(&trio, ventriculo) e também com relagao ao tipo de alteragao no ritmo cardiaco.
Taquicardia é o termo usado para o ritmo cardiaco acelerado, enquanto bradicardia
¢é o termo usado para um ritmo cardiaco lento.

Como exemplos de arritmias pode-se citar a fibrilacao dos atrios ou ventri-
culos, que corresponde ao batimento cadtico e totalmente desordenado dos atrios
ou ventriculos. No caso de, por exemplo, fibrilacao ventricular, os ventriculos sao
incapazes de se contrair de forma apropriada e bombear sangue suficiente para o
corpo, o que pode resultar na morte em pouco tempo devido a falta de oxigénio
nos 6rgaos.

Muitos estudos, como aquele feito por Jalife (2000), sugerem que as arrit-
mias cardiacas sao resultado de ondas de reentrada, as quais podem rotacionar
ininterruptamente de uma forma auto sustentavel nos ventriculos. O inicio dessa
atividade pode ocorrer devido a interagao de uma onda se propagando através de
um obstaculo anatomico ou funcional. Um obstaculo funcional pode ser caracte-
rizado, por exemplo, por uma regiao onde a conducao elétrica sofre uma reducgao
significativa em sua velocidade de propagacao ou até mesmo, um bloqueio. Essa
atividade arritimica pode ser iniciada também devido a um pulso prematuro es-
pontaneo.

A Figura 1.6 mostra exemplos de onda de reentrada espiral em simulagoes
computacionais do tecido cardiaco em duas dimensdes. A simulacdo em (a) mostra
a atividade de uma onda de reentrada ao redor de um obstaculo, enquanto em
(b) tem-se uma onda de reentrada livre. Em (c) tem-se o momento em que a
onda quebra, e em (d) apds a quebra de varias ondas, o inicio de outras espirais

resultando em uma atividade turbulenta.
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Figura 1.6: Exemplos de onda de reentrada espiral. Figura adaptada de ten Tuss-
cher (2004).

Nesse contexto, a duragao do potencial de acao e o tempo de repolarizagao
(descritos em mais detalhes na Secdo 2.6) sdo parametros eletrofisiolégicos im-
portantes de relevancia clinica e existem estudos (Clayton e Holden, 2005) que
mostram que, em alguns casos, o inicio de uma onda de reentrada esté associado
a dispersao da duracao do potencial de acao e repolarizagao no tecido.

Outros estudos (Antzelevitch, 2001a) relacionam a elevada heterogeneidade
da duracao do potencial de agao e repolarizacao com arritmias do tipo Torsades de
Pointes (TdP). A TdP, normalmente, termina espontaneamente, mas em alguns
casos pode degenerar em uma fibrilagao ventricular. A Figura 1.7 mostra o sinal
eletrocardiografico de um caso de TdP. Note a diferenca do sinal com relagao ao

caso normal apresentado na Figura 1.5.

bl sl —

Figura 1.7: Torsade de Pointes. Figura adaptada de Eckardt et al. (1998).

De forma geral, um tecido cardiaco com alta heterogeneidade na duragao do
potencial de acao é mais vulneravel a ondas de reentrada. Portanto, o entendimento
de mecanismos que possam afetar a repolarizacao e a duracao do potencial de acao
no tecido cardiaco, assim como provocar alteragoes no eletrocardiograma, sao de

grande importancia. Em particular, nesse trabalho sera analisado como a atividade
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mecanica afeta esses parametros em modelos do ventriculo humano.

1.2.6 Modelagem computacional

Durante as ultimas décadas houve um grande avanco no estudo de diversos
mecanismos do coragao e técnicas capazes de observar processos desde os niveis
molecular e celular foram desenvolvidas e aprimoradas. Outras ferramentas de
diagnéstico além do ECG se estabeleceram, como o uso de imagens de ultrasom
e ressonancia magnética (RM). Apesar desse grande avan¢o na compreensao de
diversos fenomenos da atividade cardiaca, ainda existem muitas questoes nao re-
solvidas e processos que precisam ser melhor compreendidos para que melhorias
no tratamento de doencas cardiacas possam ser feitas.

Uma ferramenta importante que tem recebido cada vez mais atencao da co-
munidade cientifica e médica é o uso de modelos matematicos e simulagoes compu-
tacionais para descrever o funcionamento do coracao, que também tem sido muito
utilizado no estudo de diversos processos bioldgicos.

Em particular, através de modelos matematicos que incorporam detalhes de
diferentes escalas pode-se estudar a interacao entre esses processos e entre dife-
rentes comportamentos do coracao, como por exemplo a complexa interacao entre
atividade elétrica e mecanica, que é o foco do presente trabalho.

Além de possibilitar um melhor entendimento de fenémenos multifisicos e
multiescala do coragao, a modelagem computacional do coragao pode ser utilizada
no desenvolvimento e testes de novas drogas (Brennan et al., 2009; Zeng et al.,
1995), auxiliar na deteccao e diagndstico de doencas (del Alamo et al., 2009; Nata-
raj et al., 2012) e no desenvolvimento e aperfeicoamento de terapias e tratamentos
de disturbios cardiacos (Constantino et al., 2011; Trayanova et al., 2012).

Modelos matematicos para simulagoes computacionais da eletrofisiologia car-
diaca existem desde 1952, quando Hodgkin-Huxley publicaram um modelo baseado
em equagoes diferenciais ordinarias para descrever o potencial de acao do axonio

gigante da lula (Hodgkin e Huxley, 1952). Desde entdo, diversos modelos para
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células cardiacas surgiram, incorporando cada vez mais detalhes biofisicos. Muitos
modelos ainda usam a mesma abordagem matematica introduzida por Hodgkin-
Huxley.

Em termos de modelos matematicos para a atividade elétrica no tecido car-
diaco, o modelo mais completo, conhecido como modelo bidominio, foi proposto
em 1978 por Tung (1978). Desde entao, inimeros trabalhos envolvendo a simula-
¢ao computacional da eletrofisiologia do tecido cardiaco foram realizados com base
nesse modelo, ou em modelos mais simples. Esses estudos incluem simulacoes re-
alistas da atividade elétrica nos ventriculos, simulacoes da formacao de arritmias,
simulacao de desfibrilacao através da aplicacao de choques elétricos para quebrar
ondas de reentrada, simulagao de isquemias e insuficiéncia cardiaca (Trayanova
et al., 2012). Nos tltimos anos, a modelagem matematica e as simulagoes compu-
tacionais da parte elétrica da atividade cardiaca se desenvolveram muito e diversos
estudos foram realizados. Entretanto, a atividade mecanica acoplada a elétrica
ainda foi pouco estudada.

Os modelos matematicos para descrever a contracao e a forca em midcitos
sao relativamente antigos, com as primeiras contribuicoes no trabalhos de Hill
(1938). Pode-se citar também o trabalho de Fung (1970), pioneiro da biomecanica,
que propos o modelo de Hill de trés elementos para o musculo cardiaco. Um dos
modelos mais recentes nesse contexto, proposto por Rice et al. (2008), é baseado
em equagoes diferenciais ordindrias para descrever a geracao de forga e o ciclo de
calcio durante a contragao de miécitos cardiacos e sera discutido em mais detalhes
em seguida.

O comportamento mecanico do musculo cardiaco exibe diversas caracteris-
ticas gerais dos tecidos biolégicos, como por exemplo a relacao nao-linear entre a
tensao e deformagao e a presenca de histerese em experimentos de carregamento
ciclico (Humphrey, 2002). Em termos de modelos constitutivos para o comporta-
mento passivo do tecido cardiaco, os primeiros modelos foram propostos por Yin

(1981) e Humphrey e Yin (1987) e ja abordavam a anisotropia do tecido ao con-
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siderar a estrutura das fibras. Outros trabalhos, como o de Huyghe et al. (1991)
caracterizam o comportamento passivo do miocardio como viscoelastico e o tra-
tam como um material poroso bifasico. Novos modelos constitutivos com base em
novos dados experimentais foram propostos, como é o caso do modelo de Holzapfel
e Ogden (2009), que sera abordado posteriormente.

O estudo da atividade eletromecanica acoplada usando modelos matematicos
e simulagoes computacionais é recente. Um dos primeiros trabalhos a considerar
o comportamento eletromecanico acoplado em simulacoes computacionais foi o
de Nash e Panfilov (2004) que estudou o efeito da deformagao em ondas espirais
de reentrada no tecido cardiaco. Outro trabalho foi publicado por Cherubini et al.
(2008), onde um modelo eletromecanico acoplado foi proposto e utilizado para
estudar o comportamento cardiaco sob diversas condicoes, ainda nesse contexto,

pode-se citar também os trabalhos de Smith et al. (2003) e Usyk et al. (2002).

1.3 Objetivos e contribuigoes do presente trabalho

O objetivo geral do presente trabalho foi o desenvolvimento de um modelo
eletromecanico acoplado para simulagoes computacionais da atividade eletrome-
canica cardiaca para o estudo das complexas interagoes entre a atividade elétrica
e mecanica e suas consequéncias em parametros importantes da eletrofisiologia
cardiaca.

Para alcancar esse objetivo, o primeiro passo foi o estabelecimento do modelo
matematico para descrever a atividade eletromecanica do coragao. Os modelos
que formam o modelo eletromecanico acoplado sao o modelo da eletrofisiologia e o
modelo para a deformacao e contracao do tecido cardiaco. De forma geral, pode-se
dizer que o modelo eletromecanico acoplado é composto dos seguintes componentes:

e Modelo a nivel celular da eletrofisiologia

e Modelo a nivel celular para descrever a contracao e geragao de forca

e Modelo a nivel do tecido para a atividade elétrica

e Modelo a nivel do tecido para a atividade mecanica
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Os modelos a nivel celular sao usualmente acoplados formando um tnico modelo
denominado de modelo celular eletromecanico. Esse modelo fornece o potencial
elétrico da membrana celular que inicia a ativacao elétrica no tecido, assim como
a tensao ativa que inicia a contragao do tecido.

A implementacao computacional do modelo eletromecanico acoplado com-
pleto foi feita através de métodos numéricos adequados e eficientes para a sua
solucao. A implementacao foi verificada e validada através de uma série de expe-
rimentos computacionais conhecidos e através de comparagoes com dados e exem-
plos da literatura. Além disso, simulagoes computacionais da atividade elétrica
de fatias do tecido cardiaco, assim como uma simulacao simplificada do ventriculo
esquerdo completo foram realizadas. Os resultados de deformagao do tecido foram
satisfatérios e em particular a simulacao do ventriculo esquerdo apresentou um
comportamento consistente com observacgoes fisiolégicas.

Uma das principais contribuigoes desse trabalho, publicada em Rocha et al.
(2013), foi o estudo dos efeitos da deformagao do tecido cardiaco em propriedades
da eletrofisiologia cardiaca. Através de estudos computacionais em fatias trans-
murais do ventriculo esquerdo observou-se o efeito da deformacao no acoplamento
elétrico entre as células do tecido, na repolarizagao e, por consequéncia, na du-
racao do potencial de agao. Em seguida, foi analisado o impacto da deformagao
em eletrogramas obtidos a partir de simulagoes. Observaram-se alteragoes na am-
plitude da onda-T obtida no eletrograma da simulagao com deformagao quando
comparada com o eletrograma de simulagoes sem deformacao.

Estuda-se ainda um caso patoldgico de hipertrofia e insuficiéncia cardiaca do
ventriculo esquerdo. Para esse objetivo especifico, modificou-se o modelo celular
eletromecanico acoplado do ventriculo esquerdo humano usado nesse trabalho de
forma a reproduzir as principais caracteristicas desse distirbio observadas expe-
rimentalmente. A hipertrofia do tecido cardiaco resulta em um espessamento da
parede ventricular, enquanto a insuficiéncia cardiaca provoca uma redugao na con-

tratilidade dos midcitos. Ainda assim, nesse cenario foram observados os efeitos da
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deformacao na repolarizacao e o aumento da amplitude da onda-T no eletrograma
obtido.

Uma outra contribuicao deste trabalho, cujos resultados foram publicados
em Rocha et al. (2011), refere-se ao desempenho computacional da solu¢do numé-
rica do modelo da eletrofisiologia cardiaca. Assim, uma implementacao paralela
utilizando os recursos das recentes unidades de processamento grafico (Graphics
Processing Units - GPU), capazes de realizar processamentos genéricos para com-

putacao cientifica, foi realizada e o seu desempenho analisado.

14 Organizacao do texto

Esta tese é composta por um total de nove capitulos que abrangem os as-
pectos multidisciplinares, matematicos e computacionais considerados no trabalho.
O Capitulo 2 apresenta os conceitos de eletrofisiologia e mecanica e, a partir dos
quais, descrevem-se os modelos matematicos para miocitos cardiacos isolados. O
Capitulo 3 apresenta alguns modelos mateméaticos que descrevem a propagacao
elétrica no tecido cardiaco, assim como algumas propriedades da microestrutura
do tecido e a condutividade do mesmo. No Capitulo 4 a teoria da mecanica do
continuo, as equagoes governantes da atividade mecanica do coragao e as equagoes
constitutivas para representar o comportamento passivo do tecido cardiaco sao
apresentadas. Tendo em vista os modelos matematicos apresentados, o Capitulo
5 discute os métodos numéricos utilizados para realizar as simulagoes computacio-
nais do modelo eletromecanico acoplado. O Capitulo 6 apresenta algumas questoes
relacionadas ao acoplamento entre os modelos da atividade elétrica e mecanica do
tecido cardiaco.

Em seguida, apresentam-se os resultados desse trabalho através de uma série
de experimentos computacionais. No Capitulo 7 discute-se detalhes da imple-
mentacao computacional do simulador eletromecanico cardiaco, e ainda apresenta
diversos exemplos numéricos com o objetivo de validar a implementacao e elucidar

alguns aspectos do comportamento do tecido cardiaco. Este capitulo também apre-
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senta uma das contribuigoes desse trabalho que é o uso do poder computacional das
GPUs para acelerar de forma significativa as simulagoes da eletrofisiologia cardiaca.
No Capitulo 8 apresenta-se a principal contribuicao desse trabalho que é o estudo
dos efeitos da deformacao do tecido cardiaco em propriedades eletrofisioldgicas,
como ocorre na repolarizacao, na duracao do potencial de acao, assim como em
eletrogramas obtidos a partir de simulagoes. Esse estudo foi realizado considerando
tanto o tecido cardiaco em condi¢ao normal, quanto em uma situacao patolégica de
hipertrofia e insuficiéncia cardiaca. Por fim, o Capitulo 9 apresenta as conclusoes

desse trabalho, assim como algumas limitagoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2

Eletrofisiologia e contracao em células

cardiacas

O objetivo deste capitulo é introduzir de forma mais detalhada os conceitos
fundamentais de eletrofisiologia e contracao de células cardiacas. Em seguida,
descrevem-se diversos modelos matematicos utilizados para realizar simulacoes
computacionais da eletrofisiologia e contracao de miodcitos cardiacos. Os mode-
los discutidos nesse capitulo descrevem a atividade de células isoladas e serao,
posteriormente, acoplados a modelos para descrever a atividade eletromecanica a

nivel do tecido e érgao.

2.1 Eletrofisiologia celular

2.1.1 Membrana celular

As células sao envoltas por uma membrana celular que serve como uma
barreira separando o meio intracelular do meio extracelular. Esta membrana é
constituida de uma bicamada fosfolipidica, na qual cada lipidio contém duas caudas
hidrofébicas ligadas a uma cabeca hidrofilica. Em um meio aquoso as caudas
estao alinhadas para dentro, repelidas pela dgua, enquanto a cabeca se encontra
na superficie da bicamada, formando uma barreira para moléculas eletricamente
carregadas.

Aderidas a membrana celular existem proteinas que formam os chamados ca-
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nais ionicos, que sao responsaveis pelo mecanismo de transferéncia de determinados
tipos de ions para dentro e para fora da célula. A Figura 2.1 ilustra a membrana
celular e um exemplo de canal ionico qualquer. Tanto o meio intracelular quanto o
meio extracelular sao constituidos de uma solugao aquosa de sais, composta prin-
cipalmente de NaCl e KCI, que se dissociam em fons de sédio (Na™), potassio
(KT) e cloro (C17).

A membrana celular impede o fluxo destes ions para dentro e para fora da
célula, mantendo assim uma diferenca de concentracao de ions. Esta diferenca de

concentracao gera uma diferenca de potencial através da membrana celular.
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Figura 2.1: Tlustracao da membrana celular, meios intracelular e extracelular, e
uma representacao esquematica de um canal ionico e de um fluxo de fons através
do mesmo.

2.1.2 Difusao e a Lei de Fick

A diferenga de concentragao de ions entre o meio intracelular e extracelular
gera um gradiente de concentragao para cada tipo de ion através da membrana
celular. Esse gradiente de concentracao induz a movimentacao de particulas de
uma regiao com alta concentragao para uma regiao com baixa concentracao, isto
é, o fluxo tem sentido oposto ao do gradiente de concentragao. Esse fenomeno

¢é conhecido como difusao e pode ser representado pela lei de Fick, descrita pela
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seguinte equacao diferencial:

Jp = —DVC, (2.1)

onde VC' é o gradiente de concentracao de um determinado ifon C', D é o seu

coeficiente de difusao e Jr o fluxo de ions.

2.1.3 Potencial de Nernst

O fluxo de ions através da membrana celular gera uma diferenca de potencial
elétrico. Para descrever esse fenomeno, suponha que uma membrana celular separe
o meio intracelular do extracelular com diferentes concentracoes de um determinado
ion S;. Considere ainda que a solugao esteja eletricamente neutra, ou seja, esta
balanceada por um outro fon de sinal contrario ao de Sy, que serd denotado por
Ss.

Se a membrana é permeavel a somente um dos fons, por exemplo, aos fons
Sy, de acordo com a lei de Fick, devido a diferenca de concentragao havera um
fluxo desses ions de um lado para o outro. Desta forma, como a membrana sé
é permedvel aos fons Sy, os fons Sy nao irao se difundir pela membrana. Assim,
a difusao de S; cria um desbalanco de cargas entre os meios. Essa diferenga de
cargas entre os meios gera um campo elétrico com sentido oposto ao da difusao
devido a diferenca de concentracao.

Sendo assim, a forca exercida pelo campo elétrico direciona os fons na direcao
contraria a da difusao. O equilibrio acontece quando o fluxo de fons devido a
diferenca de concentracao é igual em magnitude e oposto em sinal ao fluxo devido
a diferenca de potencial.

Sejam Jp e Jp o fluxo devido a difusao e o fluxo devido a acao das forgas
elétricas, respectivamente. O equilibrio é obtido quando o fluxo total J for igual a
zero, isto é:

J=Jr+Jp=0. (22)
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O fluxo de ions devido as forgas elétricas é dada pela equagao de Planck:

Jp = —miC’Vv, (2.3)

2|

onde m é a mobilidade do fon no liquido, z e |z| representam a carga e a valéncia
do ion, respectivamente, de tal forma que z/|z| é o sinal da for¢a no ion, C' a
concentracao do ion e v o potencial elétrico.

A relagao entre a mobilidade m do ion e o coeficiente de difusao D foi deter-

minada por Albert Einstein e é dada por:

2| F

- D
=R

onde F' é a constante de Faraday, R é a constante ideal dos gases e T" a temperatura

absoluta. Utilizando as equagoes anteriores pode-se escrever o fluxo total como

2 F 2 F
J=Jp+Jp=-DVC — DﬁCVU =-D (VC’ + ﬁOVU)

Em equilibrio, quando o fluxo total é nulo, pode-se mostrar (Keener e Sneyd, 1998)

que o potencial elétrico é dado por:

RT C.
‘/eq = ﬁ og (6)7 (24)

onde C, e C; sao as concentracoes extracelular e intracelular do ion. Este potencial

é chamado de potencial de equilibrio de Nernst.
2.2 Circuito elétrico da membrana

Um capacitor é formado quando dois materiais condutores sao separados por
uma fina camada de um material nao-condutor, um isolante (ou dielétrico). A
membrana celular pode ser representada como um capacitor, ja que é capaz de
separar cargas entre os meios intra e extracelular.

O potencial elétrico v através de um capacitor é proporcional a carga ()
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separada por ele. Logo o potencial elétrico através da membrana é dado por:
Q
v=— 2.5
Cn (2:5)

onde (), é a capacitancia da membrana celular.

Como os canais i0nicos sao proteinas que atravessam a membrana e permitem
o fluxo de determinados ions, eles sao usualmente representados no modelo elétrico
da membrana como um resistor. Logo, para completar o modelo do circuito elétrico
da membrana, um resistor é colocado em paralelo a um capacitor de forma a
representar o fluxo de fons através dos canais ionicos. A Figura 2.2 ilustra o
circuito elétrico do modelo da membrana.

Meio extracelular

Ie | == Iion

Meio intracelular

Figura 2.2: Circuito elétrico do modelo da membrana celular, onde I representa
a corrente capacitiva e I;,, é a corrente ionica total através dos canais iOnicos.

O fluxo de fons ird causar uma mudanca na carga () e portanto em v, como
demonstra a equagao (2.5). A variagao temporal do potencial da membrana ¢é dada

por:
1

L C_m% (2.6)

O termo d@/dt é a variagao de carga no tempo, que corresponde a corrente capa-

citiva e serd denotada por I.. A corrente total através da membrana celular I, é

definida como a soma da corrente capacitiva com a corrente ionica que atravessa

0S canais

[m = ljon + Ic- (27)
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Substituindo as correntes em (2.7) segue que
dv
Im - Iz‘on Cm_7 2.8
+ Oy (2.8)

e ainda, se o circuito da Figura 2.2 for fechado, isto é, se nao houver transporte de
ions para dentro ou fora da area, pela conservacao de cargas, a soma das correntes

capacitiva I, e ionica I;,, deve ser igual a zero:

d
In=0 = I+ Cmd—i: — 0. (2.9)

Neste caso os ions que passam pela membrana se acumulam do outro lado alterando
assim o potencial transmembranico v, o qual é definido como a diferenca entre o
potencial do meio intracelular u; pelo potencial do meio extracelular wu,, isto é,

V= U — Ue.
2.3 Corrente idonica

Um fluxo de {ons irad passar pelos canais ionicos sempre que o potencial atra-
vés da membrana for diferente do potencial de Nernst, definido pela equacao (2.4).
Portanto é necessario estabelecer como esta corrente se relaciona com o potencial
transmembranico, e para isso serao apresentados dois modelos: o modelo linear e
o modelo de Goldman-Hodgkin-Katz (GHK) Keener e Sneyd (1998).

O modelo linear estabelece uma relacao linear entre a corrente e a voltagem
I=Gv—V,), (2.10)

onde G é a condutancia e v, 0 potencial de Nernst. Dependendo do tipo de canal
ionico, a condutancia G pode ser constante, funcao do tempo, do potencial elétrico
ou até mesmo da concentragao ionica.

O outro modelo é deduzido a partir da hipétese de que o campo elétrico é

constante na membrana, para mais detalhes veja Keener e Sneyd (1998). Também
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conhecido como equacao de GHK, considera-se uma relacao nao-linear entre o

potencial transmembranico e a corrente, definida por

22F? C;—C, exp(‘éi”)

RT " 1= exp(=L2)

I =Py

onde Pg = % é a permeabilidade da membrana ao ion considerado e C; e C, sao
as concentracoes intracelular e extracelular deste ion, respectivamente.

Note que em ambos modelos, quando o potencial transmembranico é igual
ao potencial de Nernst, nao ha fluxo, pois a forca difusiva e elétrica estao em
equilibrio. Para o modelo linear quando v = V,,, ¢é facil ver que a corrente ¢ zero,

enquanto que para o modelo GHK pode-se verificar esse fato tomando v = V, e

usando a definicao do potencial de Nernst.

2.4 Canais idnicos

A atividade elétrica cardiaca depende do movimento de ions, principalmente
de sédio, potassio, célcio e cloro, através da membrana de células cardiacas. A
tarefa de movimentar esses fons pela membrana é realizada por um conjunto de
proteinas especializadas, que podem ser classificadas em canais ionicos, bombas e
trocadores (Jalife et al., 2009).

Os canais ionicos sao poros preenchidos de agua presentes na bicamada li-
pidica através dos quais o transporte de ions ocorre de forma passiva. Por outro
lado, as bombas ionicas dependem de energia metabdlica na forma de ATP (ade-
nosina trifosfato) para realizar o transporte de fons de forma ativa. Por sua vez,
os trocadores ionicos usam o gradiente eletroquimico de uma espécie de ion para
transportar outra espécie de ion pela membrana.

Os canais i0nicos possuem duas propriedades fundamentais. Quando sao
estimulados apropriadamente, os canais ionicos abrem ou se fecham. Essa propri-
edade é chamada de gating. A segunda propriedade, conhecida como seletividade
ionica, controla, a medida que o canal se abre, a selecao de qual espécie de ion

poderd se transportar através de cada um desses canais.
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Existem diversos mecanismos que controlam a abertura e fechamento dos
canais ionicos. Em geral, os canais ionicos sao classificados de acordo com esse
mecanismo. Os canais podem ser ativados pela voltagem, por algum ligante ou
por um estimulo mecanico. Um canal é dito depender da voltagem quando a
abertura ou fechamento do poro depende da voltagem da membrana.

A condutancia destes canais aos ions depende do potencial transmembranico,
ja que mudancas neste potencial geram alteracoes na conformagao das proteinas
que os compoem e mudam a permeabilidade do canal. A seguir algumas maneiras
de representar matematicamente a relacao entre as correntes ionicas e o potencial
transmembranico serao apresentadas.

Quando os canais i0nicos sao descritos por condutancias constantes, o fluxo
de ions pode ser descrito por um modelo linear para a corrente, de acordo com a
equagao (2.10), onde G é a condutéancia constante. Entretanto, a condutancia dos
canais ionicos pode variar no tempo em resposta a mudancas no potencial trans-
membranico. Isso ocorre pois determinadas partes do canal que estao carregadas
fazem as moléculas mudarem de forma quando o potencial da membrana muda.

Do ponto de vista da modelagem os canais ionicos sao representados como
um conjunto de sub-unidades, as quais podem estar abertas ou fechadas. A pas-
sagem de fons s6 ocorre quando todas as subunidades estao abertas. Denotando a
concentragao de canais no estado aberto e fechado por [O] e [C], respectivamente,
e tendo em vista que a concentragdo total de canais [O] + [C] é constante, as

mudancas entre os estados aberto e fechado podem ser descritas por

C

=2
Q

onde « é taxa com que 0s canais se abrem e [ a taxa com que os canais se fecham.

Ambas as taxas dependem do potencial transmembranico v, isto é a = a(v) e

B =Bv).
A taxa com a qual os canais abertos se fecham é proporcional a concentracao

de canais abertos, e analogamente, a taxa com a qual os canais fechados se abrem é
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proporcional a concentracao de canais fechados. Isto pode ser descrito pela seguinte

equagao diferencial ordinaria (EDO):

Seja [C] + [O] a concentragao total de canais e g = [O]/([O] + [C]) a fracao
de canais abertos. Para um simples canal, g representa a probabilidade deste canal
ionico estar aberto. Dividindo a equacao anterior pela concentragao total, resulta

€11

Y — @)1~ 9) - B (2.11)

A maioria dos canais i0nicos sao compostos por varias subunidades, que
podem estar abertas ou fechadas. Assim a equagao (2.11) pode ser vista como a
probabilidade de cada uma destas subunidades estar aberta. Logo, para um canal
com n subunidades iguais, as quais se abrem e fecham independentes umas das
outras, a probabilidade O do canal estar aberto é O = g".

Entretanto, muitas vezes os canais ionicos sao formados por diferentes subu-
nidades, que tem a sua dinamica governada por (2.11), porém com diferentes taxas
de abertura e fechamento a e . Por exemplo, um canal com uma subunidade g e
outra h tem as taxas definidas por «ay, 8y, ay, € (5. Finalmente, se o canal tem m
subunidades g e n subunidades do tipo h, a probabilidade do canal estar aberto é
definida por

O =g"h".

Por fim a condutividade pode ser calculada pelo produto da condutividade
méxima (quando todos os canais estao abertos) pela proporgao de canais abertos.

Logo, a corrente ionica é da forma:
I = GraaO(v — Vi), (2.12)
onde G4 ¢ a condutancia maxima.
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2.5 Modelos celulares para eletrofisiologia

Existem centenas de modelos matematicos que foram desenvolvidos para des-
crever a eletrofisiologia em células cardiaca. Esses modelos diferem com relacao a
espécie, ao tipo de célula cardiaca (étrio, ventriculo, etc) e também diferem quanto
ao nivel de complexidade para descrever os detalhes biofisicos envolvidos. Para
uma lista completa e representativa dos modelos e ferramentas computacionais,
consulte o repositério online CellML (Garny et al., 2008).

Os modelos celulares para eletrofisiologia podem ser classificados basicamente
nos modelos simplificados e nos modelos biofisicos detalhados. Os modelos simpli-
ficados (Fitzhugh, 1961; Mitchell e Schaeffer, 2003; Nash e Panfilov, 2004), usam
um pequeno nuimero de variaveis e equagoes para descrever a geracao do potencial
de acao e outras caracteristicas importantes através de uma abordagem fenomeno-
logica.

Por outro lado, os modelos biofisicos detalhados Bondarenko et al. (2004);
Luo e Rudy (1991); Nygren et al. (1998); ten Tusscher et al. (2004), incluem cada
vez mais informacgoes sobre os canais ionicos, bombas, trocadores e concentragoes
intracelulares, e ainda buscam reproduzir relacoes e dados experimentais. Os mo-
delos biofisicos detalhados usam um maior nimero de variaveis de estado, logo a
simulagao computacional desses modelos é mais custosa.

A seguir alguns modelos celulares sao apresentados. Devido & sua importan-
cia historica e sua influéncia nos demais modelos, o modelo de Hodgkin-Huxley
para células do axonio gigante de lula é apresentado inicialmente. Em seguida, os

modelos usados neste trabalho sao apresentados.

2.5.1 Modelo celular de Hodgkin-Huxley

Um modelo para a corrente ionica total através da membrana pode ser ela-
borado utilizando o modelo linear para a corrente de cada tipo de fon. O primeiro
modelo deste tipo foi proposto por Hodgkin e Huxley em 1952 e logo depois em

1963, os autores receberam o Prémio Nobel de Medicina por este trabalho.
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O modelo foi proposto com o objetivo de explicar o mecanismo de geracao
do potencial de acao em células do axonio gigante de lula, que embora inadequado
para estudos com o coracao, tem sido utilizado como base para muitos outros
modelos de células nervosas e cardiacas.

No axonio da lula a relacao corrente-voltagem para os fons de Na™ e KT é

aproximadamente linear. Logo a corrente ionica é

[ion = INa + IK + [La

onde Iy, Ik e I representam as correntes dos canais de sédio, potdssio e uma
corrente de fuga, respectivamente. Adotando os modelos lineares para as correntes

ionicas tem-se

Inge = gna(v — VNa), Ik =gx(v—Vk), Ip=gL(v—V1),

onde gna, gr € g sao as condutancias dos canais ionicos e V., Vk e V os
potenciais de equilibrio de Nernst para os respectivos ions. Assim o modelo da

membrana celular toma a seguinte forma

av

Cm% = —gna(V — VNa) — 9x (0 — Vi) — gr(v — VL) + Lopp,

onde I, ¢ uma corrente de estimulo aplicada.

A condutancia g; é considerada constante, isto é, nao depende do poten-
cial da membrana. Entretanto as demais condutancias podem variar no tempo
em resposta a mudancas no potencial transmembranico. No modelo de Hodgkin-
Huxley (HH) a condutancia dos canais de sédio e potéssio dependem do tempo e
da voltagem. Essa dependéncia é representada por EDOs do tipo (2.11), as quais
descrevem como os canais ionicos se abrem e fecham. A Figura 2.3 ilustra medidas
experimentais da condutancia dos canais de sédio e potéassio obtidas por Hodgkin

e Huxley.
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Figura 2.3: Dados experimentais (pontos) e condutancias do modelo de Hodgkin-
Huxley (linha sélida) para diferentes niveis de voltagem aplicada, representado
pelas letras de A a L. Figura adaptada de Keener e Sneyd (1998).

No modelo, o canal de sédio é considerado ser formado por quatro subunida-
des, trés das quais sao iguais, enquanto o canal de potassio é formado por quatro
subunidades idénticas. Desta forma, como discutido anteriormente, pode-se escre-

ver as correntes ionicas como

INg = Gnam®h(v = Vo), Ix =ggn*(v— Vi), I =gr(v—"V5),

onde g, € §x representam os valores maximos da condutancia dos canais de sédio e
potassio, respectivamente. As variaveis m e h representam as subunidades do canal
de sddio, enquanto a variavel n representa as subunidades do canal de potassio. A

dinamica dessas varidveis é governada por equagoes do tipo (2.11), isto é

O~ auw)(1 =)~ Bl
= ()1 = m) = (o),
o = an(o)(1 = 1) = G}
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onde os a’s e 3’s representam as taxas de transicao entre os estados aberto e fe-

chado. A Figura 2.4 ilustra o potencial de acao e a evolugao temporal das variaveis

do modelo.
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Figura 2.4: Modelo de Hodgkin-Huxley: potencial transmembranico e as variaveis
de gating m, h e n que controlam a abertura e fechamento dos canais i0nicos ao

longo do tempo.

2.5.2 Modelo celular de Luo-Rudy

Um modelo matematico para o potencial de acao de células ventriculares
de mamiferos foi desenvolvido por Luo e Rudy (1991). O modelo de Luo-Rudy
(LRI) inclui diversas correntes importantes como a corrente de sédio rapida Iy,
cuja atividade é importante para a despolarizacao, a corrente de entrada lenta
I, responsavel pelo platé do potencial de acao e ainda uma corrente de fundo
I,. Ainda considera diferentes correntes de potdssio como a corrente de potassio
dependente do tempo I, a corrente de potéassio independente do tempo Ik e a
corrente de potdssio do platoé Ik,. A Figura 2.5 apresenta um esquema com a

membrana celular e as correntes do modelo LRI.
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Figura 2.5: Representacao esquematica do modelo celular LRI. A figura ilustra a
membrana celular e os canais ionicos que representam os seis tipos de corrente do

modelo.

Assim, a corrente ionica total I;,, é definida como

[ion = INa + Isi + IK + IKl + ]Kp + Ib-

As correntes Iy,, I, e Ik sao definidas pelo formalismo de Hodgkin-Huxley, isto

é, por equagoes do tipo (2.12). Essas correntes sao definidas por:

]Na = ENa m3 h ] (U - ENa))
Isi - Esz' d f (U - Esi)v

IKZEKXXZ' (U—EK),

onde m, h, 7, d, f e X sao varidveis do tipo gating que obedecem a EDOs da
forma (2.11) e X; é uma fungao de v independente do tempo. As demais correntes

sao dadas por:

I = aK1 K (U - EKl)a
Iy = EKP K, (U - EKp)a

]b = ab (U - Eb)
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Além das EDOs para o potencial transmembranico v e para as variaveis m,
h, 3, d, f e X de gating dos canais, o modelo inclui uma EDO para a concentracao
intracelular de célcio [C'a®**];:

d[Ca®);

= —107*I; +0.07(107* — [Ca*'],).

Em resumo, o modelo é baseado em um conjunto de 8 EDOs que descrevem
as correntes ionicas e a concentracao intracelular de calcio. Para uma definicao
completa das varidveis e constantes do modelo consulte a publicagao original (Luo

e Rudy, 1991).

2.5.3 Modelo celular do ventriculo humano

Um dos modelos matematicos mais utilizados em simulacoes computacionais
para representar a eletrofisiologia de células do ventriculo humano foi proposto
por ten Tusscher et al. (2004). Aqui esse modelo serda denotado por TNNP (ten
Tusscher-Noble-Noble-Panfilov).

Esse modelo possui um total de 19 variaveis de estado representadas por
EDOs e ainda diversos parametros como concentracoes intracelulares e extracelu-
lares, e condutancias dos canais ionicos. A corrente ionica total deste modelo é
composta de diversas correntes, como mostra a Figura 2.6.

A corrente ionica total I;,, é definida como a soma das seguintes correntes:

[z'on - [Na + IKl + Ito + IKT + [Ks + [CaL

+ Inaca + INak + Lpca + Ipk + Ivca + IyNa, (2.13)

onde Iy, é a corrente rapida de sodio, I, é a corrente de potassio retificadora de
entrada, I;, é a corrente transiente rapida de saida de potassio, Ik, é a corrente de
potassio retificadora tardia, Ik, é a corrente de potassio lenta, Io,r, é a corrente
de célcio do tipo L, Inqcae € a corrente de troca de célcio e sédio, Iy, € a corrente

da bomba de sédio e potéssio, Ipcq € Ipx sao correntes de plato cdlcio e potassio,
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Figura 2.6: Representacao esquematica do modelo celular TNNP.

Iycq € Iyng sao as correntes de fundo de célcio e sddio, respectivamente.

Uma das principais caracteristicas do modelo TNNP é que este ¢ capaz de
descrever a forma e a duracao do potencial de acao de diferentes tipos de midcitos
ventriculares, como as células do endocardio, células do miocardio (ou células-M)
e do epicardio. A Figura 2.7 apresenta o potencial de acao gerado pelos diferentes

fenétipos do modelo TNNP.
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Figura 2.7: Potencial de a¢ao do modelo TNNP para células do epicardio (epi),
endocardio (endo) e células-M (mid).
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A forma do potencial de acao para diferentes tipos de células pode ser obtido
através de simples modificagoes nos parametros de algumas correntes. As células do
endocardio e epicardio diferem quanto a intensidade da corrente [;,, enquanto que
as células-M diferem das demais pois nessa a corrente Iy, possui uma intensidade
menor. Para representar essa variagao no fenétipo das células, o modelo TNNP usa

os seguintes valores para as condutancias das correntes [y, e [k, respectivamente:

0.073 nS/pF, para células do endocardio;
Gto == (214)

0.294 nS/pF, para células do epicardio e células-M,

0.062 nS/pF, para células-M;
Ggs = (2.15)

0.245 nS/pF, para células do epicardio e endocardio.

Para mais detalhes e uma especificacao completa das varidveis, equacoes e

parametros deste modelo consulte (ten Tusscher et al., 2004).

2.6 Parametros e propriedades do potencial de agao

Diversos parametros sao usualmente utilizados para quantificar mudancas
temporais ou na magnitude do potencial de acao como resultado de mudancas
na frequéncia de ativacao, concentracao ionica, temperatura, efeitos de drogas e
situagoes patoldgicas. Alguns desses parametros sao ilustrados na Figura 2.8 e
discutidos a seguir.

A amplitude do potencial de agao (APA) é medida a partir do potencial de
repouso ao pico da despolarizacao do potencial de acao. Um dos parametros mais
importantes é a duracao do potencial de agao (DPA). A DPA é usualmente medida
como sendo o tempo entre a subida do potencial de acao e o ponto no qual a célula
se repolariza a uma certa fracao do maximo.

Como a Figura 2.8 mostra, a DPA pode ser calculada a diferentes niveis da

fase de repolarizacao. Por exemplo, a DP Ay, isto é, a duracao do potencial de
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Figura 2.8: Parametros do potencial de agao.

agao a 90% da fase de repolarizagao, é calculada como

DPA9O<X) = tr(X) - ta(X)7 (216>

onde t, é o tempo de repolarizacao, t, é o tempo de ativacao e x a posicao no
espaco. O tempo de ativacao t, é considerado como o instante de tempo cuja
derivada do potencial dv/dt atinge o seu valor maximo v,,,,. No caso da DP Agg, 0
tempo de repolarizagao t, é o instante de tempo em que o potencial atinge o nivel

correspondente a 10% da amplitude do potencial de acao apds a ativacao.

2.6.1 Variacoes regionais nas propriedades do tecido

A forma e a organizagao dos midcitos dependem do tipo de tecido e, portanto,
varia de acordo com a regiao do coragao. Por exemplo, existem grandes diferengas
nas propriedades do tecido dos &trios e o tecido dos ventriculos.

Além disso, a expressao e a distribuicao de canais ionicos, trocadores e bom-
bas nos midcitos é heterogénea. Isso resulta em diferengas regionais na forma e
duragao do potencial de agao, assim como na velocidade de propagacao da onda

elétrica. A Figura 2.9 ilustra as variagoes na forma do potencial de acao para
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diferentes tipos de células do coracao e a sua respectiva contribuicao para o eletro-

cardiograma.
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Figura 2.9: Forma do potencial de acao de diferentes tipos de células cardiacas e
o seu periodo de influéncia no eletrocardiograma durante um batimento cardiaco.
Adaptado de Malmivuo e Plonsey (1995).

2.7 Acoplamento excitacao-contragao

Para entender a dinamica da contragao e relaxamento da célula muscular
cardiaca alguns detalhes da organizacao e estrutura dos midcitos cardiacos serao
discutidos antes.

O musculo cardiaco é formado por feixes de miocitos. Os midcitos cardiacos
possuem geralmente apenas um ntcleo e tem um diametro de aproximadamente
25 pm e um comprimento de 100 um nos ventriculos, nos atrios o comprimento
¢ menor (Klabunde, 2011). Os miécitos cardiacos possuem um padrao estriado
devido a disposicao organizada de arranjos de miofibrilas, as quais por sua vez
possuem diversos miofilamentos, como mostra a Figura 2.10. O segmento entre
duas linhas 7Z representa a unidade basica de contracao do miécito e é chamada de
sarcomero. Sob condicoes fisioldgicas normais, o comprimento de cada sarcomero
varia entre 1.6 a 2.2 ym em coragoes humanos. O comprimento do sarcomero é

uma caracteristica importante na forga gerada para a contragao.
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Figura 2.10: Estrutura do miécito. Adaptado de Klabunde (2011).

O sarcomero possui filamentos finos e grossos que representam cerca de 50%
do volume celular. Os filamentos grossos possuem uma proteina chamada mio-
sina, enquanto os filamentos finos possuem actina e outras proteinas. Interacoes
quimicas entre os filamentos de actina e miosina durante o acoplamento excitagao-
contragao fazem com que o sarcomero encurte a medida que actina e miosina
deslizam uma sobre a outra encurtando, assim, a distancia entre as linhas Z. O en-
curtamento da célula cardiaca é obtido como resultado do encurtamento de muitos
sarcomeros associados em série.

A Figura 2.11 ilustra a estrutura da actina e da miosina. A miosina é
uma proteina que possui duas cabegas globulares articuladas com uma cauda (Fi-
gura 2.11). A cabega globular possui um sitio que permite a interagao entre a
miosina e a actina, a qual é denominada de ponte cruzada (Cross-bridges ou XB).
Energia na forma de adenosina trifosfato (ATP) é necessaria para a formagao de
pontes cruzadas entre os filamentos finos e grossos.

Cada filamento grosso é cercado por um arranjo hexagonal de seis filamentos
finos. Os filamentos finos sdo compostos de actina, tropomiosina e troponina. A
actina é uma proteina organizada em uma cadeia que possui uma forma helicoidal.
Entrelacadas entre a cadeia de actina ficam as proteinas chamadas de tropomi-
osina. Cada tropomiosina estd associada a sete moléculas de actina. Aderida a

tropomiosina em intervalos regulares existe o complexo da troponina, constituido

37



de trés subunidades classificadas de acordo com sua afinidade por diferentes ligan-
tes. A troponina-T (TnT) com afinidade pela tropomiosina, a troponina-C (TnC)
com afinidade pelo cdlcio (C'a**) e a troponina-I (Tnl), uma subunidade que inibe
a ligacao da miosina a actina.

O complexo da troponina estd aderido a tropomiosina de forma a prevenir a
ligacao das cabecas de miosina & actina. Entretanto, quando Ca®* se liga & TnC,
o complexo troponina-tropomiosina sofre uma mudanca de conformagao tornando
a actina acessivel para se ligar a cabeca da miosina. Quando o calcio é removido
da TnC, o complexo da troponina-tropomiosina volta a sua configuragao que inibe

a ligagao de miosina com actina.

Miosina
Cabecas
nC
™ pd
&2 TnT
Tropomiosina f
Actina

Figura 2.11: Detalhes das moléculas de miosina e suas duas cabecas globulares, da
actina e do complexo troponina-tropomiosiona. Adaptado de Klabunde (2011).

A membrana dos midcitos circunda todo o arranjo de miofibrilas e possui
invaginacoes chamadas tibulos-T transversais, especialmente em midcitos ventri-
culares. No interior da célula e proximo aos tubulos-T, existe uma rede tubular
que circunda os miofilamentos conhecida como reticulo sarcoplasmatico (RS). A
principal funcao dessa estrutura celular é regular a concentracao intracelular de
calcio [C'a®T]; que estd envolvida na contragio e relaxamento.

Quando um potencial de agao causa a despolarizacao do midcito, fons de
calcio entram na célula através dos canais ionicos de calcio do tipo-L, localizados
nos tibulos-T. E importante observar que apenas uma pequena quantidade de
Ca®t entra na célula durante a despolarizacao. Essa entrada inicial de cdlcio é

percebida pelos canais de liberacao de Ca®*, chamados de receptores de rianodina
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(RyR), o que ativa uma subsequente liberacao de uma grande quantidade de calcio
armazenado no RS. Esse processo é conhecido como liberacao de célcio induzida
pelo célcio (Calcium-Induced Calcium Release) ou simplesmente CICR. Apés essa
liberacao a concentracao intracelular de célcio aumenta de aproximadamente 1077
para 107> M.

No interior da célula o célcio livre se liga a TnC e isso induz uma mudanga
de conformagcao no complexo troponina-tropomiosina expondo, assim, o sitio de
ligacao da miosina na molécula de actina. A ligagdo da cabeca da miosina a
actina resulta na hidrélise de ATP, fornecendo, assim, energia para a mudanca de
conformacao no complexo troponina-tropomiosina.

Isso resulta em um movimento entre a cabeca de miosina e a actina. A mio-
sina e a actina deslizam uma sobre a outra, encurtando o comprimento do sarco-
mero. Ciclos desse movimento irao ocorrer enquanto a concentracao intracelular
de célcio for elevada.

Préximo do final do potencial de acao, a entrada de C'a®*™ na célula diminui
e 0 RS sequestra o calcio através de uma bomba de céalcio, dependente de ATP, co-
nhecida como SERCA (Sarcoplasmic Reticulum Calcium ATPase). A medida que
a concentracao de calcio intracelular diminui, o cédlcio se dissocia da troponina-C
(requer o uso de ATP), restaurando a posigao do complexo troponina-tropomiosina
que inibe a ligagao entre miosina e actina. A Figura 2.12 ilustra toda a dinamica
do acoplamento excitacao-contracao. Mais detalhes podem ser encontrados na

literatura (Boron e Boulpaep, 2012; Klabunde, 2011; Jalife et al., 2009).

2.8 Modelos celulares para contragao

Um trabalho pioneiro na descricao matematica do processo de geracao de
forga ativa em midcitos foi desenvolvido por Huxley (1957). Para representar a
dinamica dos filamentos finos e grossos, o modelo de Huxley utiliza apenas dois es-
tados. Um estado para representar os filamentos ligados e outro para os filamentos

desligados. As taxas de transicao entre os estados sao funcoes da posicao relativa
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Figura 2.12: Dinamica do calcio e acoplamento excitacao-contracao. A figura
ilustra a entrada de célcio pelos canais de calcio do tipo-L, seguida do CICR pelo
RS, ligacao do calcio a troponinca-C, formacao de pontes cruzadas e contracao
celular. Adaptado de Klabunde (2011).

dos sitios de ligacao de actina e da posicao de equilibrio da ponte cruzada mais
préoxima. Nesse modelo, a forca ativa que é gerada quando uma ponte cruzada é
formada, é considerada uma fungao linear do deslocamento da cabeca de miosina
com relagao a posicao de equilibrio.

Algumas observagoes experimentais podem ser reproduzidas com esse mo-
delo, como por exemplo a relacao entre forca ativa e velocidade de encurtamento
do sarcomero. Nessa relacao, o aumento da velocidade de encurtamento resulta em
uma diminuicao da forga ativa gerada devida a reducao da fracao de XBs formadas
e reducao do deslocamento médio das XBs formadas.

Entretanto, o modelo de Huxley nao reproduz alguns comportamentos tais
como a ativacao dos filamentos controlada pela concentracao de Ca?* e o consumo
de ATP. Como o modelo possui apenas dois estados, nao é possivel diferenciar uma
transicao de ligado para desligado que consome energia, de uma que nao consome.
Sendo assim, o modelo fornece um grande consumo de ATP de forma nao realistica.
Modelos mais recentes como o modelo de Razumova et al. (1999) utilizam 3 estados
e possuem uma melhor representacao do consumo de ATP entre outros fenémenos.

O modelo eletromecanico que descreve a geracao de forca ativa em midcitos
utilizado neste trabalho acopla um modelo de eletrofisiologia ao modelo de miofila-

mentos de Rice et al. (2008), que é descrito de forma sucinta a seguir. Uma revisao
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completa dos modelos de geracao de forga ativa pode ser encontrada em Trayanova

e Rice (2011).

2.8.1 Modelo de Rice et. al.

Em Rice et al. (2008) um modelo para descrever a contragao e a geragao de
forca ativa em miécitos cardiacos usando EDOs foi desenvolvido. Sua proposta é
reproduzir uma série de relagoes e protocolos experimentais, tais como as relacoes
forga ativa-calcio (F-Ca), for¢a ativa-comprimento do sarcomero (F-SL), compri-
mento do sarcomero-célcio (SL-Ca), entre outras.

As principais caracteristicas do modelo incluem a descricao detalhada da
geometria do sarcomero e da sobreposicao dos filamentos, a dinamica de ativagao
baseada no calcio, o ciclo das pontes cruzadas e o célculo da forca ativa. A seguir
uma descrigao sucinta desses mecanismos é apresentada.

A inclusao de informagoes sobre os comprimentos dos filamentos finos e gros-
sos, assim como a sobreposicao simples destes, é importante para descrever a re-
lagao entre a forca gerada e comprimento do sarcomero. Sabe-se que a forca de
contracao e o comprimento da fibra muscular em repouso possuem uma correlagao
positiva. Isto é, quanto maior o SL em repouso, maior serda a forca gerada. A
Figura 2.13 ilustra a relacao entre os filamentos finos e grossos do sarcomero em
diferentes configuragoes.

Uma das explicagoes para esta correlacao positiva é o nimero de pontos de
contato entre os miofilamentos de actina e miosina. Quando o sarcomero esta pouco
estirado (SL < 1.9 um ), as extremidades centrais de ambos discos Z sobrepoem-se
no centro (double overlap), de forma que o filamento de actina de uma extremidade
se interponha entre o filamento de actina e miosina adjacentes, interferindo na
interacao actina-miosina. A medida que o sarcomero é estirado até 2 um essa
interferéncia é reduzida e ocorre um aumento no nimero de XB disponiveis. A
interacao maxima, correspondente a maxima forga ativa gerada, ocorre para 2 <

SL < 2.3 pm. Acima de 2.4pm, o nimero de sitios de interagao reduz.
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Figura 2.13: Geometria do sarcomero, comprimento dos filamentos finos e grossos
e regiao de sobreposicao dos filamentos em diferentes configuracoes.

A presenca de XBs fortemente ligadas aumenta a afinidade de unidades regu-
latérias vizinhas ao calcio. No modelo, isso é tratado considerando uma populacao
de unidades regulatérias de troponina de alta afinidade e uma de baixa afinidade.
As variaveis CaTropy e Calropy sao fragoes dessas unidades que contém célcio
ligado a elas e sua dinamica é governada por EDOs.

O diagrama de estados (cadeia de Markov) do modelo de Rice et. al. é
apresentado na Figura 2.14, a qual mostra os 4 estados do modelo. O estado Nxp
representa um estado nao-permissivo, que previne a formacao das pontes-cruzadas,
enquanto o estado Pxp representa uma conformacgao permissiva das proteinas e a
miosina mais préoxima é assumida no estado fracamente acoplado. X Bp,.gr € 0
estado fortemente ligado, antes da rotacao da cabeca da miosina, e X Bp,sig € 0
estado fortemente ligado, com a cabec¢a da miosina rotacionada causando distor¢ao
e geracao de forca. O restante da figura mostra que as taxas de transicao dos
estados depende da ligacao do célcio a troponina.

Detalhes sobre o calculo da forga ativa, assim como mais detalhes sobre a
derivagao detalhada do modelo e suas equagoes pode ser encontrada na publicacao

original Rice et al. (2008).
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Figura 2.14: Diagrama de estados do modelo de Rice et al. Rice et al. (2008).

2.8.2 Modelo simplificado de Nash-Panfilov

Um modelo qualitativo da geracao da tensao ativa em midcitos cardiacos foi
introduzida em Nash e Panfilov (2004) e consiste basicamente na introdugao de
mais uma EDO ao modelo celular. Esta EDO depende do potencial transmembra-
nico v e descreve quando a tensao ativa é gerada de forma simples através de uma

funcao de ativacao e que depende apenas de v. Sua equagao é dada por:

aT,
ot

= e(v)(kp,v — T,), (2.17)

onde kr, controla a amplitude da tensao ativa e a funcao de ativacao e(v) é dada
por

€0, para v < 0.05,
e(v) = (2.18)

10y, para v > 0.05.

Variagoes dessa equagao foram propostas por Goektepe e Kuhl (2010) e Eriks-

son et al. (2013) com o objetivo de tornar a fungao de transigao €(v) mais suave.
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2.9 Modelo celular eletromecanico acoplado

Um novo modelo celular eletromecanico foi desenvolvido em de Oliveira et al.
(2010) através do acoplamento de dois modelos existentes: o modelo celular que
descreve a eletrofisiologia de células do ventriculo humano proposto por ten Tuss-
cher et al. (2004) e o modelo de geracao de forga ativa de Rice et al. (2008).

Para realizar o acoplamento, alguns ajustes tiveram que ser realizados nos
modelos publicados para acoplar eletrofisiologia e a contracao. Em primeiro lugar,
o modelo TNNP nao possui uma representacao detalhada da ligacao de Ca®* &
troponina. O modelo apenas considera uma equacao estaciondaria para representar
o armazenamento de troponina e calmodulina no citoplasma.

A abordagem utilizada em (de Oliveira et al., 2010) foi dividir o buffer de
calcio no citoplasma em dois termos, um termo para a calmodulina e outro para a
troponina. Uma aproximagao estaciondria foi mantida para o termo da calmodu-
lina, enquanto que para tratar o buffering de troponina EDOs foram utilizadas da
mesma forma como no modelo de Rice et al. Rice et al. (2008).

A dinamica de célcio no citoplasma é descrita pelo seguinte conjunto de

equacoes:
Caor = Ca; + Capyy + TropApparent (2.19)
Ca;

Cayyy = Calmod, - ’ 2.20
e / arme Kbufcalmod + Cai ( )

dcatot ‘/sr (IbC'a + IpCa - QINaCa)
- Iea - Iu v Ix er | — Lm 2.21
It ((lk p)vc—i- f) C W.F ( )

onde Cay € 0 calcio total no citoplasma, Ca; é o célcio livre no citoplasma, C'ag, s
é o célcio calmodulina (calmodulin buffered calcium) e TropApparent é o calcio
aparente ligado a troponina, conforme descrito pelo modelo de Rice et al. Rice
et al. (2008). As outras equagdes do modelo nao foram modificadas no modelo
acoplado. Para uma definicao detalhada dos termos e uma descrigao das equacoes
consultar os trabalhos de Rice et al. (2008), de Oliveira et al. (2010) e ten Tusscher

et al. (2004).
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As principais varidveis do modelo de Oliveira et al. de interesse nesse trabalho
sao o potencial transmembranico, a concentragao intracelular de calcio Ca; e a
forca ativa. A Figura 2.15 apresenta a forga ativa normalizada e a concentragao

intracelular de calcio do modelo celular acoplado desenvolvido por de Oliveira et al.
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Figura 2.15: Modelo celular eletromecanico acoplado: (a) concentracao de célcio
intracelular e (b) forga ativa normalizada do modelo acoplado.

O potencial transmembranico v e a forga ativa do modelo celular eletromeca-
nico acoplado sao exibidos juntos em um mesmo grafico na Figura 2.16, de forma
a evidenciar a relagao temporal entre a ativacao elétrica e a ativagao mecanica
nos midcitos cardiacos. O gréfico deixa claro que a contragao (devido a geragao
da forga ativa) tem o seu inicio aproximadamente 30 ms apés a ativagao elétrica
(despolarizagao) da célula cardiaca.

O modelo celular TNNP foi desenvolvido para descrever a eletrofisiologia de
células ventriculares de humanos, enquanto por outro lado o modelo de Rice et
al. é um modelo de miofilamentos genérico cujos parametros foram originalmente
configurados para representar dados de contracao de ratos e coelhos. Para se ter
um modelo celular eletromecanico capaz de representar dados de humanos alguns
parametros tiveram que ser ajustados. Nesse trabalho limita-se a discussao e ape-
nas os parametros utilizados nos ajustes e os valores obtidos sao reportados. Mais

detalhes sobre o procedimento de ajuste dos parametros, protocolos e dados expe-
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Figura 2.16: Modelo celular eletromecanico acoplado: potencial transmembranico
e forga ativa.

rimentais utilizados podem ser encontrados em Rocha et al. (2013) e de Oliveira
et al. (2010).

Os seguintes parametros foram utilizados no ajuste:

{Calmod., kyp, kpn, fapp, gapp, hf, hb, gxb},

onde Calmod,. é a concentracao de calmodulina no citoplasma. Os outros para-
metros sao taxas de transi¢ao do modelo de Rice et al. (2008). Os valores obtidos
no ajuste (de Oliveira et al., 2010) e usados neste trabalho sao apresentados na

Tabela 2.1.

Tabela 2.1: Valores dos parametros obtidos no ajuste.

Parametro Unidade Valor

Calmod, mM 0.13
Fng ms~! 0.61
Ky, ms~! 0.016
fapp ms~! 4.8
gapp ms~! 0.093
hf ms~!  0.010
hb ms ! 0.034
gxb ms 0.030




Capitulo 3

Propagacao elétrica no tecido cardiaco

Este capitulo apresenta, inicialmente, como os miécitos cardiacos estao co-
nectados entre si e possibilitam a propagacao de uma onda elétrica no tecido. Em
seguida, os modelos matematicos baseados em equagoes diferenciais que descrevem

a atividade elétrica cardiaca a nivel do tecido sao apresentados.

3.1 Introducao

As células que compoem o tecido cardiaco possuem um formato aproximada-
mente cilindrico, com 100um de altura e 15um de diametro, e sao revestidas pela
membrana celular. A Figura 3.1 ilustra a estrutura do tecido cardiaco e mostra
que as células sao acopladas umas as outras, extremidade a extremidade, atra-
vés dos discos intercalares formando blocos irregulares contendo pequenos espagos

extracelulares (Keener e Sneyd, 1998).
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Figura 3.1: Estrutura do tecido cardiaco. Adaptado de Guyton e Hall (1996).
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Os midcitos sao acoplados entre si através das jungoes gap (gap junctions),
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que sao pequenos canais protéicos nao seletivos formados pela juncao de conexinas,
como na Figura 3.2. Elas possuem um formato cilindrico com diametro de 2 nm e
comprimento de aproximadamente 2 — 12 nm. Sao as juncoes gap que permitem a

comunicagao intercelular e a propagacao do potencial de agao.

Jungdo Gap

Conexina

Figura 3.2: Juncao Gap.

As jungoes gap sao encontradas em varias partes do sarcolema, mas a maioria
fica localizada nas extremidades das células, nos chamados discos intercalares. Elas
ficam acopladas longitudinalmente nas células, assim como tranversalmente na la-
teral da membrana. A distribuicao de juncoes gap no sarcolema depende do tipo de
tecido. No tecido ventricular as juncoes gap longitudinais sao mais abundantes do
que as tranversais, o que resulta, macroscopicamente, em um acoplamento elétrico
anisotrépico.

Essa organizacao garante que a geracao do potencial de acao em uma parte da
membrana celular resulte na despolarizagao de regioes vizinhas. Essa despolariza-
cao resulta na abertura de canais idnicos de Na™ sensiveis ao potencial transmem-
branico, que permite o fluxo de fons entre pares de células e resulta na propagagao

do potencial de agao.

3.2 Modelagem da propagacao elétrica no tecido cardiaco

Existem diferentes abordagens matematicas para se modelar o fenomeno da
propagacao da onda elétrica responsavel pela contracao do musculo cardiaco. Uma

possibilidade é o uso de automatos celulares, que através de um conjunto de regras
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simples é capaz de descrever a geragao e a propagacao do potencial de acao (Cam-
pos et al., 2013; Ye et al., 2005). Apesar de simples, esses modelos sao capazes de
representar de forma qualitativa diversas caracteristicas de interesse. Entretanto,
se o interesse € o estudo de comportamentos biofisicos mais complexos outros mo-
delos devem ser utilizados.

Os modelos mais utilizados para representar a propagacao elétrica no tecido
sao os modelos baseados em equagoes diferenciais parciais, os quais foram utilizados
nesse trabalho. Nesse contexto os modelos que mais se destacam sao os modelos
do bidominio e monodominio, que serao apresentados a seguir.

O foco do presente trabalho foi o estudo de modelos eletromecanicos acopla-
dos, entretanto, a descricao dos modelos do bidominio e monodominio apresentada
a seguir nao considera o deslocamento do dominio de interesse. Isto é, o dominio {2
sobre o qual as equagoes a seguir sao descritas é estatico. A questao do movimento

do tecido cardiaco sera tratada posteriormente nesse trabalho, no Capitulo 6.

3.3 Modelo bidominio

O modelo matematico mais completo para a descrigao da atividade elétrica
cardiaca é chamado de modelo bidominio. Trata-se de um modelo continuo baseado
em equacoes diferenciais parciais para a propagacgao do potencial de acao no tecido
cardiaco. As equacoes deste modelo podem ser obtidas a partir da técnica de
homogenizagao seguindo um formalismo matemético rigoroso, como demonstrado
em diversos trabalhos (Hand et al., 2009; Neu e Krassowska, 1993; Pennacchio
et al., 2005; Richardson e Chapman, 2011).

Para derivar as equacoes do modelo do bidominio segue-se a mesma aborda-
gem apresentada em Keener e Sneyd (1998). Nessa abordagem considera-se que
o potencial intracelular esta definido apenas no espacgo intracelular, enquanto o
potencial extracelular estd definido apenas no espaco extracelular. Assume-se que
ambos os dominios intracelular e extracelular coexistem em cada ponto do domi-

nio cardfaco 2 € R?, mas que estao separados entre si pela membrana celular.
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As quantidades definidas no espago extracelular serao denotadas pelo subscrito e,

enquanto aquelas definidas no espaco intracelular serao denotadas pelo subscrito

No modelo do bidominio D; e D, representam os tensores de condutividade
do meio intracelular e extracelular, respectivamente, e quantificam a habilidade de
conducao idnica nos dois meios. Esses tensores dependem da posicao no dominio
e serao definidos de forma apropriada posteriormente.

Seja u; o potencial intracelular, u. o potencial extracelular e v = u; — u. 0
potencial transmembranico. Considera-se que em ambos dominios, a lei de Ohm
define a relacao entre os potenciais elétricos wu;., as correntes elétricas J;. e os

tensores de condutividades D; . como:
Ji,e = —DLEVui’e. (31)

Se nao existe nenhuma fonte de carga nos espagos intracelular e extracelular, entao
o fluxo de corrente total entre os dominios é zero, como consequéncia da conserva-

cao de carga, o que resulta em

/ J; ndl, = —/ J.-ndl,,, (3.2)

onde I',, denota a membrana celular e n o vetor unitario normal a superficie I',,
com sentido para fora do meio intracelular. A corrente que deixa o meio intracelular
é igual a corrente I, que flui pela membrana celular através de I',,,. Pelo teorema

do divergente, tem-se que

V- (D;Vu;) = xIp, (3.3)

V- (DVue) = —xIn, (3.4)

onde x é definido como a razao entre a drea da membrana celular e o volume da

20



célula. Lembrando que a corrente transmembranica I, é

ov
Im - Cm_ ]icma
ot *

e sem considerar a presenca de estimulos externos, chega-se as equagcoes do modelo

bidominio
(2l ir,)) = v (D),
ot
B (3.5)
X Cm_@t + Lin | = =V - (D:Vu,).

Ainda é preciso completar o modelo com condicoes de contorno apropriadas
e condigoes iniciais. Em geral, assume-se que o tecido cardiaco estd isolado, o que
corresponde as seguintes condigoes de contorno homogéneas
DZVul n = O,

(3.6)
D.Vu,-n=0.

As condigoes iniciais podem ser expressas como
v(x,0) = up(x),

onde 1y é uma funcao constante no dominio, cujos valores dependem do modelo
celular escolhido.
Se correntes de estimulo sao aplicadas no meio intracelular ou extracelular, o

modelo (3.5) deve ser modificado, para introduzir as correntes I;*” na formulacao.
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Assim 0 modelo do bidominio completo é

XCrmOw — V - (D;Vu;) + X1Lion = I, em ()
XCmoww + V- (D Vue) + x1Lion = 127, em )

§ v(x,0) = u;(x,0) — ue(x,0) = up, em ) (3.7)
D;Vu; -n =0, sobre 02
D.Vu, -n=0, sobre 02

ov
onde a notagao dyv = — foi usada.
ot
O sistema de equagoes diferenciais parciais (3.7) é chamado de formulacao
(u;, 1) do modelo bidominio por estar em termos dos potenciais intracelular e
extracelular. Trata-se de um sistema de equagoes de reagao-difusao (RD), caracte-
rizado por duas equacoes parabodlicas nao-lineares acopladas através do termo de
reacao I;,, o qual é determinado através de um modelo celular como aqueles des-
critos no Capitulo 2. E ainda, se condicoes de contorno de Neumann homogéneas

forem usadas, as correntes intracelular e extracelular aplicadas precisam satisfazer

a seguinte condicao de compatibilidade

/prde:/Igppdx.
Q Q

Para uma corrente aplicada que satisfaz a condicao de compatibilidade acima,
o sistema (3.7) determina unicamente o potencial transmembranico v, enquanto
que os potenciais u; e u, sao definidos a menos de uma constante. Para se ob-
ter a unicidade, basta impor, por exemplo, que u, tenha média zero em 2. Do
ponto de vista matematico, uma discussao mais rigorosa sobre a solu¢gao do modelo

bidominio pode ser encontrada em Franzone e Savaré (2002) e Veneroni (2006).

3.3.1 Formulagao (v, u,)

O sistema de equagoes de reagao-difusao do bidominio pode ser escrito de

varias formas envolvendo diferentes combinagoes das variaveis v, u; e u.. Uma for-
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mulacao muito utilizada para simulagoes computacionais, que sera utilizada neste
trabalho, conta com uma equacao parabdlica para o potencial v acoplada a uma
equacao eliptica para o potencial extracelular ..

A partir das equagdes (3.3) e (3.4), pode-se escrever

V- (D:Vu;) + V- (D.Vu,) = 0,

e ainda, substituindo u; = v 4 u. na primeira equacao de (3.5) e na equacdo

anterior, é possivel reescrever as equacoes como

X <Cm% + Iion(v, S,t)) =V (DZVU> + V- (DzVue) s (38)
V- ((D; + D.)Vu,) + V - (D; V) = 0. (3.9)

O sistema acima difere daquele descrito em (3.7), pois a mudanca de variavel
permite substituir a segunda equagao parabdlica por uma equacao eliptica. Em
termos computacionais, essa formulacao tem sido muito utilizada pois permite que
as duas equagoes possam ser resolvidas em sequéncia, uma apds a outra, como
em Vigmond et al. (2008).

Para simplificar a notacao, define-se o seguinte tensor de condutividade D =

D; 4+ D.. Assim, o modelo bidominio completo tem a seguinte forma

( XCnow — V- (D;Vv) + xLion(v,8) = V- (D;Vu,), em )
-V - (DVu,) =V - (D;Vv), em ¢
% = f(v,s), em () (3.10)
v(x,0) = vy, em (2
D;Vv-n=-D;Vu, - n, sobre 0f2
—DVu, -n=DVv-n, sobre 0f).

a qual é conhecida como formulagao (v,u.) do modelo bidominio (Pennacchio e

Simoncini, 2009).
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3.3.2 Modelo com tecido extracardiaco

O tecido cardiaco esta cercado por um meio condutor, seja ele as cavidades
preenchidas de sangue, o volume condutor do torso ou um fluido de perfusao utili-
zado em preparagoes experimentais. Do ponto de vista da modelagem matematica,
esse volume condutor em geral é descrito por uma condutividade isotrépica o,.

A regiao além do tecido cardiaco 2, é tratada como um volume condutor
passivo (pois nao é excitavel), onde é definido o potencial extracardiaco u,. A

equagao que governa o potencial em €2, é a equacao de Laplace, isto é

V- (D,Vu,) =0,

onde D, é o tensor de condutividade da regiao extracardiaca. Assumindo que essa

regiao estd isolada, tem-se a seguinte condicao de contorno

(D,Vu,) -n =0, sobre dS,.

E preciso ainda estabelecer condigoes de interface entre o coracao e a regiao
extracardiaca envolvendo o potencial extracelular u. e o potencial extracardiaco
u,. Tais condigoes devem garantir a continuidade do potencial assim como do seu

fluxo. As condicoes de interface podem ser definidas por

Ue = Uy, sobre 0f2,

(D.Vu,) -n=(D,Vu,) -n, sobre 0.

Juntando as equagoes anteriores, pode-se escrever o sistema completo do modelo

bidominio na presenca de uma regiao extracardiaca, como o torso por exemplo.
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Assim, obtem-se o seguinte problema:

X (Cr0v + Lign(v,8,1)) =V - (D;Vv) + V- (D;Vu,), em )
V- ((D;+D,)Vu,) =—-V-(D;Vv) em )
% = f(v,s), em (2
v(x,0) = u;(x,0) — ue(x,0) = up, em )
(D;Vv +D;Vu,) -n=0, sobre 0f)
) (3.11)
—DVu,-n=DVv-n, sobre 0f)
V- (D,Vu,) =0, em €,
Ue = Uo, sobre 0f)
(D.Vu) -n = (D,Vu,) - n, sobre 0}
| (D,Vu,) -n =0, sobre 0€2,.
3.4 Modelo monodominio

Em geral o modelo do bidominio ¢ utilizado quando o interesse é estudar
aplicacoes de choque no tratamento de desfibrilacao ou simulagoes computacionais
para gerar eletrocardiogramas como apresentado nos trabalhos de Trayanova et al.
(2006), Boulakia et al. (2010) e Potse et al. (2003).

Apesar do modelo do bidominio ser a descricao matematica mais completa
da atividade elétrica no coracao, a solucao numérica deste modelo é muito custosa
do ponto de vista computacional. Nesse sentido, diversos estudos foram realiza-
dos com o objetivo de se obter métodos numéricos robustos e eficientes para este
problema (dos Santos et al., 2004; Pennacchio e Simoncini, 2009).

Entretanto, em muitas ocasioes hipoteses simplificadoras podem ser adotadas
para se reduzir o modelo do bidominio a um modelo mais simples, chamado de
modelo monodominio. Uma forma de simplificar o modelo do bidominio (Potse
et al., 2006) é assumindo a hipétese de que a condutividade no espago extracelular

¢é proporcional a condutividade do intracelular:

D, = \D;,
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onde A é um escalar. Assim, substituindo essa relacao na equacao (3.8), chega-se
a seguinte equacgao

ov A
X (Cma + ]i(m(U7 S,t)) - v ° (H—ADZVU> 3

e introduzindo um tensor de condutividade efetiva D = A/(1 + A\)D;, o modelo do
monodominio ¢ obtido como

X <Cm% + ]ion(vg S, t)) — V . (DVU) s

onde I;,, é o termo de reacao que descreve a dinamica da membrana celular. Ainda
é preciso especificar as condicoes iniciais e condig¢oes de contorno apropriadas para

o potencial transmembranico v. O modelo monodominio completo é descrito por:

X (Cr0v + Lign(v,8,t)) =V - (DV0), em §2
9 — f(u,s), em {2
or = f(v.s) (3.12)
v(x,0) = vg(x) em (2
| (DVy)-n=0 sobre 0f2.

Antes de descrever a representacao dos tensores de condutividade D; e D, do
modelo do bidominio ou do tensor D para o modelo monodominio, a organizacao

da microestrutura do tecido cardiaco sera discutida.

3.5 Microestrutura do tecido cardiaco

Uma caracteristica importante da microestrutura do tecido cardiaco é o ali-
nhamento preferencial dos midcitos ao longo do seu eixo principal e o seu aco-
plamento fim-a-fim. Como visto, as jungoes gap sao localizadas preferencialmente
perto dos discos intercalares, os quais estao localizados nas extremidades dos mio-
citos, onde a membrana de células vizinhas sao préoximas. Os midcitos sao orga-
nizados em fibras musculares e eles sao alinhados preferencialmente com a direcao

macroscépica da fibra. A orientagao local da fibra é definida ao longo do eixo
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principal dos midcitos. A arquitetura celular do miusculo cardiaco é exibida na

Figura 3.3.

Figura 3.3: Imagem histolégica da arquitetura celular do musculo cardiaco.

Um estudo realizado por Streeter et al. (1969) mostrou que nos ventriculos
a orientacao das fibras varia suavemente entre o endocardio e o epicardio, como
mostra a Figura 3.4. Diversos estudos anatomicos comparativos mostraram que
essas caracteristicas da organizacao e orientacao das fibras na parede ventricular

se mantém entre diferentes espécies (Clayton et al., 2011).
l

Endocardio Miocardio Epicardio
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Figura 3.4: Sequéncia de fotomicrografias mostrando a orientacao das fibras em
secoes sucessivas paralelas ao plano do epicardio. O angulo das fibras varia de
+90° no endocérdio até 0° no miocardio e atingindo —90° no epicardio. Adaptado
de Streeter et al. (1969).

Além da estrutura fibrosa, estudos anatomicos (LeGrice et al., 1995) mostra-
ram que o tecido cardiaco é composto de camadas discretas de fibras fortemente
acopladas por colageno. Essas folhas sao acopladas entre si e podem deslizar umas
sobre as outras com relativa facilidade. Em geral, essas folhas sao compostas por

4 a 6 midcitos e sao separadas por tecido conectivo. A orientacao das folhas é
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geralmente normal a superficie ventricular, exceto na regiao subendocardial e su-
bepicardial, onde as folham aparentam estar mais alinhadas com a superficie da
parede ventricular.

A propagacao da onda elétrica de excitacao no tecido cardiaco depende do
acoplamento intercelular através das juncoes gap, assim como das condutividades
dos meios intracelular e extracelular. Tanto o meio intracelular quanto o meio
extracelular sao preenchidos por um fluido condutor e portanto se comportam como
um volume condutor. As junc¢oes gap possuem uma baixa resisténcia e conectam
os espacos intracelulares de células adjacentes.

Logo, as propriedades elétricas macroscépicas do tecido dependem das condu-
tividades dos espacos intracelular e extracelular. Em geral, ambas condutividades
sao anisotropicas, e ainda dependem do volume de midcitos e espago extracelular,
fluxo sanguineo na regiao, forma e orientacao dos miécitos e distribuicao de jungoes
gap.

Sendo assim, medir e estimar essas condutividades representa um grande de-
safio (Stinstra et al., 2005) e isso justifica o fato de existir um grande espectro de
valores reportados na literatura para as condutividades intracelular e extracelu-

lar (Roth, 1997).

3.6 Condutividade

As propriedades da estrutura das fibras e as propriedades anisotrépicas do
tecido cardiaco sao representadas pelos tensores de condutividade intracelular e
extracelular D; e D., os quais foram introduzidos nos modelos continuos anteriores
sem uma descricao detalhada de como representa-los.

Os tensores de condutividade intracelular e extracelular dependem da posicao
x no dominio e da orientacao local da fibra cardiaca. Para definir esses tensores,
define-se um sistema de coordenadas local {f, s, n} em cada ponto, onde f é o vetor
unitario que define a direcao local da fibra, s define a direcao da folha, no plano

da fibra mas ortogonal a esta e n é a diregao normal, ortogonal as duas direcoes
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anteriores.
A Figura 3.5 ilustra um pequeno bloco do tecido cardiaco e a orientagao local

desses vetores. Associadas a cada uma dessas direcoes, definem-se os valores das

f

condutividades do meio intra- ou extracelular, as quais sao denotadas por o;_ na

direcao f, o7, na direcao s e o', na dire¢ao normal n.

n

Figura 3.5: Microestrutura do tecido cardiaco. Um pequeno bloco de tecido que
mostra a orientagao local da fibras, folha e a direcao normal.

Assim, no caso mais geral, onde o tecido cardiaco é considerado como orto-

tropico, os tensores de condutividades podem ser expressos como

D;.(x) = a{ef ®f+ol,s®s+olnen, (3.13)

sendo que para simplificar a notacao a dependéncia espacial de f, s, n e oif > foi
omitida. Pode-se ainda assumir que o tecido é transversalmente isotrépico, isto é,
os valores da condutividade transversa e normal sao iguais: ¢° = ¢”. Nesse caso,

a expressao para D; . pode ser simplificada para
D;.(x) =0} I+ (0], — 0 )E®F. (3.14)

E possivel simplificar ainda mais e considerar que a condutividade no tecido car-
diaco é isotrépica, e assim, o tensor de condutividade pode ser expresso por

Di,e (X) = O'i’eI.
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No tecido cardiaco a velocidade de propagacao elétrica é maior na direcao
das fibras e menor nas demais. Em alguns estudos, como em Rocha et al. (2010),
os seguintes valores sdo reportados para as velocidades de condugdo: 0.6 m/s na
direcao das fibras, 0.4 m/s na diregdo das folhas e 0.2 m/s na diregdo normal.
Assim, os valores das condutividades sao tais que 0,’: > o3 > o), para k € {i,e},
o que caracteriza o tecido cardiaco como ortotrépico. A Tabela 3.1 apresenta um

conjunto de valores para as condutividades dos meio intracelular e extracelular

extraidos da literatura (Muzikant e Henriquez, 1998),

Tabela 3.1: Condutividades intracelulares e extracelulares do tecido cardiaco.

Condutividade Valor (mS/cm)

of 3.0000
o 1.0000
or 0.3152
ol 2.0000
o 1.6500
o" 1.3514
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Capitulo 4

Biomecanica cardiaca

Nesse capitulo os conceitos fundamentais da teoria da mecanica do continuo
necessarios para o estudo da deformacao do tecido cardiaco serao discutidos. Em
particular, as relagoes cinematicas, tensoes, equacoes constitutivas para o musculo
cardiaco, incompressibilidade e o problema de valor de contorno serao abordados.
Apenas os conceitos indispensaveis para a apresentacao deste trabalho serao discu-
tidos, para uma abordagem completa pode-se citar os trabalhos de Bonet e Wood

(2008), Fung (1993), Holzapfel (2000) e Humphrey (2002).

4.1 Cinematica

O estudo do movimento de um corpo sem se preocupar com as causas de sua
origem é abordado pela cinematica. Nesta secao, para descrever o movimento de
um corpo deformavel, busca-se definir e identificar as varidaveis de interesse para
esse estudo.

A posicao do conjunto de particulas { P, } que constituem um corpo B, em um
dado instante de tempo, é chamada de configuracao. No instante ¢ty é chamada de
configuragao indeformada ou configuracao de referéncia, enquanto que no instante
de tempo t é chamada de configuracao atual ou deformada. As configuragoes
indeformada e deformada sao denotadas por € e {2, respectivamente.

No instante de tempo ¢y um ponto P na configuracao de referéncia €y pode

ser descrito pelo vetor posicao X(P,tp). Em um instante de tempo qualquer ¢ >
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to, o corpo B que ocupava a configuragao {2y se transforma e passa a ocupar a
configuracao deformada 2. A posicao do ponto P na configuracao deformada é
descrita pelo vetor posicao x(P,t) = x(X,t), onde x denota o movimento do
corpo. A Figura 4.1 apresenta a configuracao indeformada e deformada, assim

como o movimento de um corpo.

tempo g

Figura 4.1: Deformacao e movimento de um corpo da configuragao indeformada
para a configuracao deformada. A ilustragdo mostra ainda a posicao dos pontos
P e @) que definem um vetor ay na configuracao indeformada e o seu mapeamento
em a na configuracao deformada.

O movimento é descrito pelo mapeamento x que especifica a posi¢ao x com

relacao a posicao inicial X das particulas, ou seja

x = x(X, 1), (4.1)

para cada instante de tempo t. O movimento x é suficientemente regular e trans-
forma os pontos X localizados em {2y nas posicoes definidas por x na configuracao
Q. Isto é, para um instante de tempo t fixo, a equagado (4.1) representa um ma-
peamento entre o corpo indeformado e o corpo deformado. Considera-se que o
movimento x possui derivadas continuas com relacao a posicao e ao tempo.

Assim, o movimento x é considerado invertivel e portanto é possivel escrever

X =x"(x,1), (4.2)

onde as coordenadas X da posicao inicial sao dadas em relagao a posicao x que
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as particulas ocupam no instante atual. Isto é, para um tempo ¢ o movimento
inverso (4.2) carrega pontos localizados em ) em pontos na configuragao de refe-
réncia €.

As componentes X; do vetor X = X;E; sdao chamadas de coordenadas mate-
riais e as componentes x; do vetor x = x;e; sao chamadas de coordenadas espaciais.
Os vetores E; e e; sao as bases do espago Euclidiano tridimensional nas configura-

¢oes ) e (), respectivamente, cuja origem coincide.

4.1.1 Descrigao material e espacial

Existem duas possibilidades para a definicao das variaveis envolvidas na abor-
dagem do problema: a descricao material e a descri¢ao espacial (Holzapfel, 2000).

A descrigao material utiliza as coordenadas materiais (X1, X3, X3) e o tempo
t para descrever o movimento ou outras quantidades. Neste caso o foco da atencao
é o que acontece a particula que inicialmente ocupava a posicao X a medida que
esta se movimenta.

Por outro lado, a descricao espacial utiliza como varidavel as coordenadas
espaciais (1, 2, 23) € 0 tempo ¢ para descrever o movimento e outras quantidades.
Ao contrario da descricao material, fixa-se a atencao em um ponto do espaco e
estuda-se o que ocorre nesse ponto com o decorrer do tempo.

Assim, os problemas na mecanica do continuo podem ser formulados por uma
descrigao material utilizando como varidveis independentes as coordenadas X; ou
por uma descrigao espacial com as coordenadas x;. Os termos descricao material e
descrigao espacial também sao usualmente chamados de descricao lagrangiana ou
euleriana, respectivamente.

Em algumas situacoes é necessario expressar uma quantidade escrita na des-
cricao espacial na descricao material e vice-versa. Por exemplo, considere a den-
sidade p na descrigao espacial, isto é, p = p(x). Pode-se escrever essa quantidade

na descrigdo material através da equagao (4.1), como

p(X, t) = p(X(X, t)vt) = p(X,t).
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4.1.2 Deslocamento, velocidade e aceleracgao

O campo de deslocamentos, na descricao material, é definido por

U(X, 1) = x(X,t) — X, (4.3)

e diz-se que este relaciona a posicao de uma particula X na configuragao indefor-
mada com sua posicao atual x no instante de tempo ¢. Também pode-se escrever

o campo de deslocamentos na descricao espacial. Nesse caso

u(x, t) =x — X(x,1), (4.4)

e, portanto, tem-se que essa equacao especifica a posicao x de uma particula no
tempo t que resulta da sua posigao referencial X mais o seu deslocamento u(x, t).
Essas representacoes podem ser relacionadas através do movimento pelas equa-

coes (4.1) e (4.2), isto é

U(X,t) = U(x H(x,1),t) = u(x,t). (4.5)

Note que U e u possuem os mesmos valores, embora sejam fungoes com argumentos
diferentes.
A primeira e a segunda derivada do movimento x com relagao ao tempo t,

realizadas com X fixo, resultam em

Ix(X,1)
ot '’

_OV(X,t)  Px(X,t)
ot o

V(X,t) = A(X, 1) (4.6)

onde V e A representam os campos de velocidade e aceleragao, respectivamente,
na descrigdo material. Sdo fungées das coordenadas materiais (X, Xy, X3) e do
tempo t e representam taxas de variacao com relacao ao tempo da posicao e da
velocidade de uma particula X no tempo ¢.

Quantidades expressas na descricao material podem ser escritas na descricao

64



espacial através do movimento x. A velocidade e aceleragao também podem ser

expressas em termos de x e t. Através da equagao (4.2), tem-se

V(X,t) = V(x '(x,1),t) = v(x, 1), (4.7)

A(X 1) = A(x (x,1),t) = a(x, 1), (4.8)

onde v(x,t) e a(x, t) representam os campos de velocidade e aceleragao na descri¢ao

espacial.

4.1.3 Derivadas materiais e espaciais

Seja um campo material F(X,¢) e um campo espacial denotado por f(x,t).
Alguns operadores diferenciais com relagao a F e f, como por exemplo os opera-
dores gradiente e divergente, serao introduzidos.

A derivada de F(X,t) com relagdo ao tempo é usualmente denotada por

DF(X,t)/Dt ou simplesmente F, e é dada por

. DF(X,t) _ <8f(X, t) ) - (4.9)

F(X.t) = Dt ot

onde o subscrito X indica a varidvel que é considerada constante no calculo da
derivada parcial de F. Note que F representa a taxa de variacao no tempo da
variavel F para a particula que na configuracao de referéncia se encontrava em X.

O gradiente de um campo material F (X, t) é obtido derivando F com relacao
a X, em um instante de tempo t fixo, isto é:

OF(X,t)

GradF(X,t) = 5K

. (4.10)

A mesma notacao para denotar o operador divergente de um campo material Div F
sera utilizada.
Para um campo espacial f, denota-se a sua derivada com relagao ao tempo

por Of(x,t)/0t, a qual representa a taxa de variagao de f com o tempo na posi¢ao
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x. O gradiente espacial é denotado por

gradf(x,t) = %, (4.11)

ou seja, grad f é a derivada de f com relacao a posicao atual x em um tempo ¢
fixo. A seguinte notacao Vy ou V também pode ser utilizada para representar o
gradiente com relacao a X ou x, respectivamente.

Por fim, introduzimos uma operagao muito importante que considera a deri-
vada material de um campo espacial. A derivada material de um campo espacial
¢ mais complexa que a derivada material de um campo material dada em (4.9).
A complicacao surge pois a medida que o tempo passa a particula especifica em
consideracao muda a sua posicao espacial. Assim, através da regra da cadeia e da

equagao (4.6) a derivada material de f(x,t) é dada por

; _ Df(x,t) _ af(x,1) + af(x,1) ) ox(X,t)

f(Xa t) Dt ot o0x ot
— w +gradf(x,t) - v(x,1). (4.12)

Esta equacao mostra claramente que a variacao de f no tempo decorre da mudanca
no tempo com a particula fixa em sua posigao (primeiro termo) e da mudanga da
posicao espacial da particula (segundo termo).

Para um campo vetorial v(x, t) na descri¢ao espacial, tendo em vista a equa-

cao (4.12), tem-se

vix.t) = 2 ng’ D _ avg;, D 4 gradv(x, t)v(x. ), (4.13)

e assim, se considerarmos que v(x,t) representa o campo de velocidades na descri-

cao espacial, conclui-se que a aceleracao na descricao espacial é dada por

a(x,t) = aa—:; + (gradv)v. (4.14)
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4.1.4 Gradiente de deformacao

Em qualquer instante de tempo t > t3 o corpo B pode ter se deformado e
ocupar a configuragao atual (deformada) 2. A posi¢ao de um ponto P na configu-
ragao atual pode ser descrita pelo vetor posicao x = x(X,t), onde como visto x

denota o movimento do corpo B. Entao, o gradiente de deformacao

_ ox(X,t)

F
0X

= Gradx, (4.15)

¢ usado para descrever a deformacao que o corpo B sofreu. Considerando um
segmento material dX na configuracao indeformada, o gradiente de deformacao
transforma-o em um segmento dx, através da operacao dx = FdX. De forma

inversa, o segmento material dX pode ser obtido a partir de dx como dX = F~ldx.

4.1.5 Tensores de deformacao

Embora o tensor gradiente de deformagao apresentado seja importante na
analise de deformacao, este nao é uma medida de deformagao apropriada, ja que as
suas componentes nao sao iguais a zero quando o corpo esta sujeito a um movimento
de corpo rigido. Desta forma, é necessario, ao se definir tensores de deformacao,
verificar se estes satisfazem essa propriedade. Considere dois segmentos dX; e dXs

que se deformam em dx; e dxs, isto é
dx; = FdX,, dx; =FdXs.
Calculando o produto escalar dos segmentos deformados tem-se
dx - dx; = FdX; - FdX, = dX; - F'F dX, = dX; - CdX,.

Define-se entao o tensor direito de Cauchy-Green como C = FTF. De forma
analoga define-se o tensor esquerdo de Cauchy-Green b = FFT, a partir do produto

escalar dos segmentos indeformados dX; e dXs, isto é, dX; - dXy = dx; - b~ ldxs.
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Como medida de deformacao pode-se considerar a mudanca do produto es-
calar destes vetores quando eles se transformam de dX; e dX, para dx; e dxo,

respectivamente. Isto é

1
5 (Xm . ng — dX1 . dXQ) = Xm -C ng — Xm . Ing
= dX; - (C —TI)dX,

== dX1 . EdXQ

Assim define-se o tensor de deformacao de Green-Lagrange denotado por E como

1 1.
E=;(C-T)=5FF-I) (4.16)

Uma outra medida de deformacao possivel é o tensor de deformacao de Euler-
Almansi, definido por e. A mesma mudanca no produto escalar dos vetores pode

ser escrita utilizando este tensor, como
dX1 . dXQ — dX1 . dXQ = 2dX1 . edXQ,

sendo o tensor de deformacao de Euler-Almansi e dado por

1
e= §(I—b_1). (4.17)
Note que durante um movimento de corpo rigido F = I e assim tem-se
que C = b = I, o que implica em E = e = 0. Ou seja, para movimentos

sem deformacao estes tensores sao nulos, portanto, estes tensores sao medidas

adequadas de deformacao.
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4.1.6 Mudanca de volume

A mudanca de volume entre a configuracdo de referéncia e a configuracao

atual no tempo ¢ é dada por

dv = J(X,t)dV, (4.18)

J(X,t) = det(F) > 0, (4.19)

onde J é o determinante do gradiente de deformacao F e dv e dV representam
os volumes de elementos infinitesimais na configuracao de referéncia e atual, res-
pectivamente. Como F é invertivel, tem-se que J = det(F) # 0, e ainda devido
a impenetrabilidade da matéria, o caso J < 0 é rejeitado. Logo, a mudanca de
volume J > 0 deve ser respeitada para todo X € )y em todos os instantes de

tempo t.

4.1.7 Mudancga de area

Com o intuito de descrever a mudanca de &rea considere um elemento de
area dA = dA N, na configuragao indeformada. Apds o movimento esse elemento
de area se transforma em da = dan. Seja ainda um vetor arbitrario dL. que se

deforma em dl. Os volumes iniciais e finais do elemento sao dados por

dV =dL-dA, dv=dl-da.

Usando a equacao (4.18) tem-se que JdL - dA = dl-da e como dl = FdL, pode-se

reescrever a equacao anterior como

JdL - dA — (FdL) - da = 0.

Utilizando a definicao do transposto de um tensor de segunda ordem, tem-se

JdL -dA —dL-F'da=0 = dL-(JdA —F'da) =0,
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e como a relagao anterior é valida para qualquer vetor dL, tem-se a seguinte relagao
da= JF TdA, (4.20)

que estabelece a mudanca de area dos elementos e é conhecida como féormula de

Nanson.

4.1.8 Velocidade e derivada material

Nesta secao os conceitos de velocidade e derivada material no tempo sao de-
finidos tendo em vista o seu uso no principio dos trabalhos virtuais, o qual é obtido
em termos da velocidade virtual. Com este propésito, derivando a equagao (4.1)
com relagao ao tempo, obtem-se a velocidade v como

ox(X,t)

v(X,t) = 5

. (4.21)

A equacao anterior também pode ser definida como funcao da posicao x usando a
relagao (4.2), isto é

v(x,t) = v(ix H(x,1),1).

O tensor gradiente de velocidade é definido como a derivada da velocidade na

descricao espacial com relagao as coordenadas espaciais, isto é

_ ov(x,t)

! ox

= Vv. (4.22)

A taxa de variacao do gradiente de deformagao pode ser escrita como

- d (Ox) 0 (Ox\ Ov
F‘%(TX)‘@X(&)‘@X_VOV’
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onde V(o) = J(e)/0X representa o gradiente com relagao as coordenadas iniciais.
Através da regra da cadeia chega-se na seguinte relacao

8V_E)V8_x_

4.2 Tensao

Devido ao movimento e deformacgao de um corpo, interacoes mecanicas entre
suas partes ocorrem e uma medida dessas interagoes € a tensao, que na configuracao
de equilibrio, apds a deformagao, é definida como a razao entre forga e unidade de
area.

No estudo da elasticidade nao-linear varias medidas de tensao sao possiveis.
Sendo assim, define-se nesta secao além da tensao de Cauchy, tensores de tensao
alternativos como o primeiro e o segundo tensores de Piola-Kirchhoff, que permitem

expressar a tensao com relagao a configuragao indeformada.

4.2.1 Tensao de Cauchy

Considere um corpo na sua configuracao deformada, como mostra a Fi-
gura 4.2. Suponha que o corpo foi dividido nas regioes R; e R, para se estudar
a acao das forcas de uma regiao sobre outra. Sendo assim, considere o ponto p
contido na superficie de R;, no elemento de area Aa cujo vetor normal é n.

Se Ap é a forca resultante nesta area, entao o vetor de tensao t correspon-

dente a normal n no ponto p é definido por

. Ap
t(n) = Alflzrgo Ao’ (4.24)

No ponto p existe um vetor t(n) associado a cada plano de separacao do
corpo que passa por p. Dado um sistema de coordenadas cartesianas retangulares,
cujos vetores base sao formados por e;, tem-se um vetor de tensao associado a cada
vetor base. Isto é, t(e;) é o vetor tensdo associado a dire¢ao e;, assim como t(ez)

e t(es) estao associados as diregoes ey e eg, respectivamente.
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x3

Z2

x1

Figura 4.2: Vetor tensao.

Escrevendo os vetores t(ep), t(es) e t(e;3) em componentes no sistema de

coordenadas e;, tem-se

t(e1) = o111 + 012€2 + 013€3,
t(ez) = 091€1 + 090€2 + 093€3,

t(e3) = 031€1 + 0392€2 + 033€3.

Pode-se reescrever esta equacao da seguinte forma

t(n) = on, (4.25)

onde o é um tensor de segunda ordem, conhecido como tensor de tensao de Cauchy,
que relaciona forcas por unidade de area na configuracao deformada. Tendo em
vista o principio de conservagao do momento angular é possivel concluir que o
tensor de tensao é um tensor simétrico, portanto o = o’

As quantidades o;;, sao as componentes do tensor de tensao, sendo oy a
componente de t; na direcao de ey, e assim por diante. As componentes o1, 029

e 033 sao chamadas de tensoes normais, enquanto as demais componentes 012, 013

e 093 a0 chamadas de tensoes de cisalhamento.
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4.2.2 Primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

A relagao dada na equagao (4.24) estabelece que o vetor tensao t relaciona
forca por unidade de drea na configuracao deformada. Pode-se estabelecer outras
medidas de tensao através de um vetor de tensao e um vetor normal n ou N. Sendo

assim, considere o vetor tensao dado por

da

tog = —
07 dA

t, (4.26)

como t da descreve a forca dp atuando na superficie deformada de area da, pode-se

escrever

dp = to dA =t da. (4.27)

O primeiro tensor de tensao de Piola-Kirchhoff P é definido através do vetor de

tensao ty como

t, = PN. (4.28)

A férmula de Nanson dada na equagao (4.20), pode ser escrita como n da =

JF~TN dA. Assim, utilizando a férmula de Nanson e a equacao (4.25) tem-se

da da 7
to—ﬂt—ﬂan—JaF N. (4.29)

Como as equagoes (4.28) e (4.29) sdo validas para qualquer N tem-se que o primeiro

tensor de tensao de Piola-Kirchhoff é dado por

P=JoF 7, (4.30)

onde P é um tensor de segunda ordem, ndo simétrico, que descreve forgas (na
configuragao atual) por unidade de area da configuragao indeformada. A partir da
seguinte relacao

o=J 'PF’, (4.31)
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pode-se obter o tensor de tensao de Cauchy a partir do primeiro tensor de tensao

de Piola-Kirchhoff P.

4.2.3 Segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff

Definindo um vetor de tensao como

to = F1t,

o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S, pode ser definido por

to = SN, (4.32)

onde N é o vetor normal a area dA da configuracao indeformada. Pode-se relacionar

o tensor S aos tensores o e P através de

A d d
fo = F 'ty = ﬁrlt - ﬁF’lan — JF'eF TN, (4.33)

E comparando (4.32) com (4.33) tem-se

S=JF'loF T T=F'P, (4.34)

onde S é um tensor de segunda ordem. Ao contrario de P, o tensor S é simétrico
e descreve forcas projetadas na configuracao indeformada por unidade de area

indeformada.
Pode-se expressar o tensor de tensao de Cauchy como o inverso da expressao

para o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, como

o= J 'FSF’. (4.35)

Da equagao (4.34) pode ser observada a seguinte relagao entre P e o segundo
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tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S dada por

P =FS. (4.36)

4.3 Principios de conservacao

Muitas das leis fisicas podem ser escritas como principios de balanco ou leis
de conservacao, que estabelecem que alguma quantidade fisica como por exemplo
a massa, a carga elétrica ou momento linear é conservada. Descreve-se aqui alguns
principios de conservacao basicos. Para formular leis de balanco, o teorema de
transporte de Reynolds, que é uma ferramenta extremamente 1til nesse sentido,

seré apresentado (Holzapfel, 2000).

4.3.1 Teorema de transporte de Reynolds

Seja ¢ = ¢(x,t) um campo escalar, na descrigdo espacial, continuamente
diferenciavel. Seja () uma regiao suave com contorno 0€). Deseja-se calcular a

derivada no tempo da integral de ¢(x, 1), isto é

D
Dy /Q o(x,t)dv.

Entretanto como a regiao €2 depende do tempo, essa nao é uma tarefa simples. Para
isso, deve-se transformar as quantidades para a configuragao de referéncia )y que é
independente do tempo. Assim, usando as relagoes x = x(X,t) e dv = J(X,t)dV

tem-se

D D
= /Q oty = | 90,0, (X )V

= [ [0, 000%.0) + 96X, 00X, )] av

/Q [BOu(X. 1), )T (X, 1) + 6(x(X. 1), )T (X, 1)iv(v)] v

/Q [66.1) + o(o Ddiv(v)] do, (4.37)
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onde J = Jdiv(v) foi usado e v representa a velocidade na descricdo espacial.
A equagao (4.37) é chamada de teorema de transporte de Reynolds, que também
pode ser reescrita de outra forma, como sera mostrado a seguir.

A derivada material de ¢ = ¢(x, t), denotada por ¢ é

i + grad¢ - v. (4.38)

(ﬁ(X, t) = E

Assim, através da seguinte propriedade
div(¢v) = ¢div(v) + v - grado,

e do uso do teorema da divergéncia tem-se o teorema do transporte de Reynolds

na seguinte forma:

D B 0p _ B dp ..
E/ﬂgb(x,t)dv = /Q {E + grad¢ - v + ¢d1V(V):| dv = /Q lat + dlv(gbv)} dv
= %dv + / ¢v - nds. (4.39)
o Ot 29
4.3.2 Principio de conservagao de massa

A massa m de um sistema fechado deve ser conservada, isto é, nao pode se

perder nem criar massa durante o movimento. Isto é

Dm D
Dt Dt Jq

p(x,t)dv = 0, (4.40)

onde p(x,t) ¢é a densidade de massa na descrigao espacial. Através do teorema de

transporte de Reynolds, chega-se a

m = /Q [p(x,t) + div(v)p(x,t)] dv = 0, (4.41)
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que de forma localizada pode ser escrito como

p+div(v)p =0, (4.42)

ou usando a definicao de derivada material

0
9P 1 div(pv) = 0. (4.43)
ot

4.3.3 Principio de conservagao do momento linear e angular

O principio de conservacao do momento linear estabelece que a mudanca
no momento linear para uma regiao fechada €) é igual as forcas externas atuando
sobre esta regiao, enquanto que no principio de conservacao do momento angular
a mudanca no momento angular é igual aos momentos externos atuando na regiao.
Esses principios de conservacao serao apresentados na descricao espacial. O seu
desenvolvimento completo pode ser encontrado em Holzapfel (2000).

Sejam b = b(x,t) as forcas de corpo e t = t(x,t,n) as forcas de contato
atuando por unidade de drea de uma superficie com normal n e v = v(x,t) o campo
de velocidade. O balanco de momento linear e angular sao dados, respectivamente,

por

D
—/pvdv:/ tds—i—/bdv, (4.44)
Dt Jq o0 Q

D
—/rvadv:/ rxtds—l—/rxbdv, (4.45)
Dt Jo o0 Q

onde r é um vetor posicao de um elemento de volume infinitesimal.
4.4 Equacao de equilibrio

Através do principio da tensao de Cauchy (Holzapfel, 2000) tem-se que t =

on e do teorema da divergeéncia, o primeiro termo do lado direito do balanco de
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momento linear pode ser reescrito como

/ tds:/ ands:/div(a)dv,
o0 o0 Q

que ao ser substituido no balanco de momento linear juntamente com a seguinte

relacao

D
i vadv:/ﬂp\’/dv,

resulta na (primeira) equagao do movimento de Cauchy, ou simplesmente, equagao

de equilibrio, dada por
/Q(diva +b — pv)dv =0, (4.46)
que também pode ser expressa em sua forma pontual como
dive +b = pv. (4.47)

Muitas vezes quando lida-se com sélidos é mais conveniente trabalhar na
descrigao material, ou seja, escrever as equacoes de equilibrio com relacao a confi-
guragao de referéncia (ou indeformada). Portanto, as equagoes (4.46) e (4.47) serdo
manipuladas para escreve-las em termos de quantidades definidas na configuracao

indeformada. Para isso é necessario introduzir a identidade de Piola, definida como
Div(JF 1) =0, (4.48)

cuja demonstragao pode ser obtida usando a férmula de Nanson (4.20) e o teorema

da divergencia duas vezes,

/ Div(JFT)dV = / JFTNdS = / nds = / Inds = / div(T)dv = 0.
Qo 2191} o0 o0 Q
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Assim usando a relacgao (4.30), a identidade de Piola e as seguintes identidades

div(AB) = gradA : B + AdivB (4.49)

div(A) = GradA : F~7 (4.50)
tem-se que

Div(P) = Div(JoF~ 1) = JGrad(o) : F 7 + adiv(JF )

= JGrad(o) : F~T = Jdiv(o)

Usando a relacao acima, a equacao do principio de conservacao do momento linear
na configuracao indeformada pode ser escrita em termos do primeiro tensor de

Piola-Kirchhoff como

/(diva +b— p¥)dv = / (DivP + B — poV)dV = 0, (4.51)
Q Qo

onde pg, B =B(X,t) e V= V(X,1t) representam a densidade, as forgas de corpo
e a velocidade, respectivamente, na descricao material. De forma localizada, a

equacao de equilibrio na configuragao indeformada é dada por
DivP + B = p,V, (4.52)
ou considerando a equagao (4.36) como

Div(FS) + B = pV. (4.53)

4.5 Equacoes constitutivas

Para completar a descri¢ao das propriedades mecanicas de um material espe-
cifico é necessario o uso de equacoes adicionais chamadas de equacgoes constitutivas.

Estas equacgoes sao especificas para um determinado material ou para uma classe
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de materiais, e descrevem, no caso de materiais elasticos, a dependéncia existente
entre a tensao de um corpo e a deformacao que o mesmo sofre. Isto é, nesse con-
texto, uma equagao constitutiva busca relacionar a deformagao, representada por
F ou C e a tensao no material, representada por o, P ou S.

Assim se um material hipereldstico é considerado, entao deve existir uma
fungao escalar chamada de fungao energia de deformagao W(F). Nesse caso, a

tensao para um material hiperelastico pode ser postulada como

= ou(E) ou o= J_l—aqj(F>FT.

P oF ~ OF

Existem muitas restri¢oes para se definir equagoes constitutivas (Marsden e
Hughes, 1994). Uma fungdo energia de deformacao ¥ deve satisfazer a restrigao

de que nenhuma energia é armazenada se nao ha deformacao, ou seja

E ainda tem-se as seguintes restrigoes,

U(F) =0,
VU(F) - 400 para J — 400,

U(F) — 400 para J — 0+,

que restringe a fungao energia de deformacao a valores positivos (ou zero), e diz
que o valor de ¥ deve se aproximar de +o00 se o volume de um corpo se expandir
indefinidamente ou se reduzir para zero.

Se um corpo sofre uma rotacao apés a deformacao, o valor da sua fungao
energia de deformacao nao deve mudar. Sendo assim, considere uma particula
inicialmente na posicao X e que apdés o movimento se encontra na posicao X.
Agora suponha que a mesma particula se mova para X = Q - x, onde Q representa

um tensor ortogonal. Entdao F = Q-F, desta forma, para qualquer tensor ortogonal
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Q, a funcao ¥ deve obedecer a

U(F)=V(F)=9(Q-F), (4.54)

0 que representa uma restricao na escolha da funcao V.
Através do teorema da decomposicao polar, que permite escrever o gradiente
de deformacao como F = R - U, onde R é um tensor ortogonal de rotacao e U é

um tensor que representa apenas a deformacao, tem-se

U(F)=¥(Q-R-U), (4.55)

e como Q é um tensor ortogonal qualquer, em particular pode-se considerar Q =
R7, assim

U(F)=¥¢R"-R-U) =¥(U). (4.56)

Desta forma ¥ depende apenas das seis componentes do tensor simétrico U.
Como existe uma relacdo tnica entre U e C, dada por C = U2, pode-se escrever
¥ como uma funcao de C. Entao para que a funcao ¥ seja independente de uma

rotacao de corpo rigido é necessario que ela seja da forma

U = U(C). (4.57)

Sendo assim, as equagoes constitutivas escritas em termos do primeiro e

segundo tensor de Piola-Kirchhoff ficam mais simples, e possuem a seguinte forma

) (e)
_ 1 T
e 5o =2 P F (4.58)

Note ainda que, usando a relacao 2E = C — I, os tensores de tensao podem ser

escritos como

L OU(E)
_ 1 T
B 5= g o= FoF (4.59)
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4.6 Incompressibilidade

Existem materiais que sao capazes de sofrer grandes deformagoes sem apre-
sentarem mudanga de volume. Tais materiais sao chamados de incompressiveis.
Em particular, muitos tecidos biolégicos, como é o caso do tecido cardiaco, possuem
um comportamento incompressivel ou quase incompressivel (Humphrey, 2002).

Esta restricao é caracterizada matematicamente por

J = det(F) = 1, (4.60)

onde F é o tensor gradiente de deformacao. A funcao energia de deformacao ¥
para um material incompressivel pode ser obtida (Bonet e Wood, 2008; Holzapfel,

2000) introduzindo a pressao hidrostatica p como

U = U(F) - p(J — 1), (4.61)

onde p funciona como um multiplicador de Lagrange indeterminado. A pressao p é
determinada a partir da equacao de equilibrio e das condi¢oes de contorno. Nesse
caso, usando ¥ = U(C), o tensor de Cauchy e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff

para um material incompressivel sao definidos, respectivamente, por

v (C) v (C) .
— 9F _ = — ) 4.
o=2 5C pl, S=2 50 pC (4.62)
4.6.1 Quase incompressibilidade

Por outro lado, tendo em vista a solucao computacional do modelo pelo mé-
todo dos elementos finitos, uma abordagem quase incompressivel, onde um material
incompressivel ¢ tratado como compressivel de tal forma que a solugao numérica
permita apenas pequenas variagoes de volume, é mais atrativa. Para isso, a funcao
energia de deformacao ¥ é usualmente dividida em uma componente isocérica, que
preserva o volume, e uma componente volumétrica, relativa a mudanca de volume.

Para isso, introduz-se uma decomposicao multiplicativa do gradiente de de-
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formagao como

F = (JY3DF (4.63)

onde F estéd associado com a deformacao isocérica e J'/3I com a deformacio volu-
métrica. Usando essa defini¢cao, a versao isocorica dos tensores direito e esquerdo

de Cauchy-Green pode ser obtida usando F, como

C =FTF = J?3C, (4.64)

FT = ] 2%, (4.65)

ol
I
|

respectivamente. Assim, tem-se a seguinte decomposicao para a funcao energia de

deformagao:

\II(C) = \IjiSO(E) + \Ijvol(J)a (466)

onde os subscritos iso e vol representam, respectivamente, a parte isocérica e volu-
métrica de ¥. De forma similar tem-se a mesma decomposi¢ao do segundo tensor

de Piola-Kirchhoff em uma parte puramente volumétrica e uma isocérica, conforme

S = Sl + Sico. (4.67)

Essa separagao é baseada nas definigoes

OVyai(J)

— gl Yot/ -1 4.
Svol 80 JpC 9 ( 68)
L 00a(©C) s o
Siao = 2 = J*Dev(S), (4.69)

onde a pressdo hidrostética p e o segundo tensor de Piola-Kirchhoff S sdo definidos
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por

AWa(J) g _ 59Viso(C)

_ 4.70
p TR ol (4.70)
e Dev(e) é o operador desviador na descri¢ao lagrangiana definido como
Dev(e) = (o) — (1/3)[(e) : C]C™. (4.71)

Em (Holzapfel, 2000) é mostrado que para essa separagao da fungao energia de

deformagao, o tensor de Cauchy é dado por:

O =0y + Oiso, Ol =pl, 0 = J_lf(IP’ : g)ﬁ, (4.72)

co1m

P=I1-1C'®C

onde ® representa o produto diadico ou produto tensorial e I é o tensor identidade

de quarta ordem cujas componentes sao dadas por como I;jx = 0;0;;.

4.6.2 Tensor de elasticidade

Tendo em vista a solugao numérica, a qual é usualmente obtida utilizando o
método de Newton, é necessario que a relagao constitutiva seja linearizada. Con-
sidere o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff S em um certo instante de
tempo t como uma funcao tensorial cujo argumento é o tensor C. O seu gradiente

¢é denotado por

dS=C: 1dC,
2
onde definimos
0S(C)
=9 4.

que é um tensor de quarta ordem. Assim, se o material é hiperelastico e definido

por uma fungao energia de deformagao ¥, o tensor S é obtido como S = 20¥/9C,
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e consequentemente
4 0%
- 0CoC

(4.74)

Na forma desacoplada da funcao energia de deformacao dada pela equa-

¢ao (4.66), o tensor de elasticidade é escrito como C = Cy, + Cigo, onde

8SVO1 . aSiso
oc e Fac

Cyol = 2 (4.75)

Note que o tensor de elasticidade C esta representado na descrigao material
e portanto pode ser chamado de tensor de elasticidade material. O tensor de
elasticidade espacial (Holzapfel, 2000), denotado por ¢, é obtido através da seguinte
operacao

Caved = J  FuaFyFuc FypCapep. (4.76)

E importante ressaltar que ambos tensores C e ¢ como tensores de quarta
ordem possuem 81 coeficientes. Entretanto as seguintes simetrias sao validas para

ambos

C1ABC’D = C’BAC’D = CABDCa

que reduz para 36 o numero de componentes independentes. Caso o material seja

hiperelastico a seguinte simetria também ¢é valida

C=C", Cupep = Cepas,

e finalmente o tensor pode ser definido com apenas 21 componentes.

4.7 Invariantes

Invariantes sao valores escalares intrinsecos dos tensores que nao variam com
uma mudanca de base e, portanto, sao medidas importantes que ajudam a carac-
terizar a deformacao. Para descrever o comportamento de determinados materiais,
muitas vezes os invariantes dos tensores de deformagao de Cauchy-Green C e b

sao usados. Descreve-se agora alguns invariantes que sao usualmente adotados na
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caracterizagao de materiais.
Para materiais isotrépicos a funcao energia de deformacao ¥ pode ser es-

crita (Bonet e Wood, 2008) em termos dos invariantes principais de C como

U(C) = ¥(L(C), [2(C), I3(C)), (4.77)

os quais sao definidos como

]1(C> = tl“(C) = 011 + 022 + C’337 (478)
L(C) =1tx(C)*—-C:C], (4.79)
I5(C) = det(C). (4.80)

Para materiais anisotropicos compostos por familias de fibras em sua estru-
tura (Spencer, 1984) pode-se definir outros invariantes para caracterizar a defor-
macao. Primeiro considera-se o caso de um material anisotrépico cuja estrutura é
reforcada pela presenca de uma familia de fibras. O vetor unitdrio que descreve
a direcao dessas fibras na configuracao indeformada serd denotado por ay. Na
configuracao deformada a direcao da fibra serd denotada por a e o estiramento

(stretch), seré denotado por A, = |Fay|, isto é

a=—— ou M\a=Fa,. (4.81)

Logo, o seguinte invariante pode ser definido

I, = Fay-Fay = ay - FT'Fay = ay - Cay = A2, (4.82)

o qual possui uma interpretacao fisica clara pois este representa o quadrado do
estiramento na direcao das fibras que originalmente estavam em ay;. Um outro
invariante é dado por

Is = a, - C?ay, (4.83)
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porém esse invariante nao possui uma interpretacao fisica.

Por outro lado, se o material é composto por mais de uma familia de fibras,
diga-se ag e by, entao os invariantes associados a nova familia de fibras by sao
dados por

Is =by-Cby, I;=Dby-C?by, (4.84)

0s quais sao equivalentes a I, e I5, porém definidos para a direcao bg. Nesse caso,

um invariante adicional que relaciona as duas familias de fibras pode ser usado
Ig =Qqq - Cbo (485)

Portanto, um material anisotrépico composto por duas familias de fibras

pode ser caracterizado por uma funcao energia de deformacao da forma
U(C)=V(I,...,1I), (4.86)

e assim, pela regra da cadeia, o segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff é dado

por
O(h, ..., Is) _ 228: OV (l, ... Is) Olx

S =2 aoC al, oC

(4.87)

Considerando o gradiente de deformacao isocérico F e a versao isocérica do
tensor direito de Cauchy-Green C definidos em (4.63) e (4.64), pode-se definir as

versoes isocéricas dos invariantes, simplesmente trocando os argumentos, isto é

I, = tr(C), (4.88)
L=1[u(C)-C:(C], (4.89)
T; = det(C), (4.90)
I, =ay-Cay, I;=a -62a0, (4.91)
I, =by-Chy, I; =by-C'by, (4.92)
Iy = a, - Chy,. (4.93)
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4.8 Materiais hiperelasticos isotrépicos

Quando um material sofre deformacao e seu comportamento é idéntico em
todas as diregoes este material é chamado de isotrépico. Neste caso é necessario
restringir a funcao energia de deformacao do material para atender essa proprie-

dade.

Sendo assim

U = V(L(C), [(C), I5(C)) = ¥(l1(b), I2(b), Is(b)), (4.94)

pois, conforme mostrado por Holzapfel (2000), os tensores C e b possuem as se-

guintes propriedades

I,(C) = Li(b), ©(C)=1I(b), I(C)=Ib).

Logo para determinar a relagao constitutiva para materiais isotropicos é ne-
cessario calcular a derivada de W com relacao ao tensor C. Utilizando a regra da

cadeia, tem-se
ov(C) 0volL, 0¥ol, 0Vl

et Wit s 4.95
9C  9L,oC 9L aC oL aC (4.95)
As derivadas dos invariantes principais com relacao a C sao
oL ol oIz 1
G-l 5c=h1-C Z&=1LC, (4.96)
e substituindo-as na equagao (4.95) tem-se
ov ov ov ov ov
S=2—=2||—+4+LH— |I-—C+L—C|. 4.97
aC [(811 i 18]2) an, - } 497)

Utilizando (4.35) pode-se obter uma expressao para a tensao de Cauchy como

ov ov ov ov
_ 971 _ 2
o=2] []38]31+(811+11812)b 8]2b}' (4.98)
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4.8.1 Exemplos de materiais isotrépicos

Um exemplo de material hiperelastico com comportamento isotrépico é o
material Neo-Hookeano compressivel (Bonet e Wood, 2008), cuja fungao energia

de deformacao é dada por

U —

IS

(I — 3) — p(In J) + %(m )2, (4.99)

onde 1 e A sao constantes que caracterizam o comportamento do material. Ob-
serve que quando nao ha deformacao, isto é, C = I, o valor da funcao energia de
deformacao é nulo.

Através da equagao (4.97) pode-se encontrar o segundo tensor de tensao de

Piola-Kirchhoff para um material Neo-Hookeano compressivel, o qual é dado por
S=puI-C )+ AInJ)C .
Pode-se, ainda, usar a equagao (4.35) para escrever a tensao de Cauchy como

o =

(b—n+§muﬂ

<=

4.9 Modelos constitutivos para o miocardio

Alguns modelos constitutivos propostos na literatura para descrever o com-
portamento mecanico do miocardio serao descritos aqui. Em geral, esses modelos
seguem a abordagem fenomenoldgica, na qual as caracteristicas macroscépicas do
material sao representadas de forma idealizada no continuo. Nessa abordagem
equacoes matematicas sao propostas para descrever o comportamento de um ma-
terial e, assim, os parametros desses modelos sao ajustados a partir de dados
experimentais obtidos.

Nesse contexto o experimento mais simples é o ensaio de tragao uniaxial.
Entretanto, os dados que relacionam tensao e deformagao obtidos nesse tipo de en-

saio sao insuficientes para caracterizar o comportamento constitutivo do miocéardio,
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mesmo quando os testes sao realizados segundo eixos diferentes.

Por outro lado, ensaios de tracao biaxial em amostras do tecido ventricular
medem forca e deslocamento nas direcoes da fibra e transversal a elas. Esse tipo
de teste foi realizado no tecido cardiaco e os resultados sao descritos por Demer e
Yin (1983) e Yin et al. (1987). Parametros estimados a partir deste tipo de ensaio
experimental, sugerem que o tecido ventricular canino é de 1.5 — 3.0 vezes mais
rigido na direcao da fibra do que na dire¢ao transversa a fibra (Novak et al., 1994).
Vale ressaltar que deformacoes de cisalhamento sao importantes na caracterizacao
do comportamento do tecido, entretanto, testes de tracao biaxial nao sao capazes de
avaliar este tipo de resposta com relacao a direcao da fibra e na direcao transversa
a fibra.

Em Dokos et al. (2002) um novo dispostivo para ensaios de cisalhamento,
capaz de aplicar cargas cisalhantes em duas direcoes ortogonais, é descrito e uti-
lizado em amostras do tecido ventricular. Um modelo constitutivo proposto para
o tecido cardiaco que utiliza os dados obtidos no experimento realizado por Dokos
et al. (2002) para determinar os seus parametros serd apresentado nesse trabalho.

Outros exemplos de modelos constitutivos para o miocardio também serao
apresentados e discutidos. Nota-se que, em geral, os modelos incluem proprie-
dades da microestrutura do tecido cardiaco sao transversalmente isotrépicos ou

ortotropicos.

4.9.1 Modelo do tipo Fung

Um dos modelos transversalmente isotréopicos mais utilizados sao os mode-
los exponenciais do tipo Fung, descritos por Usyk et al. (2002) e Fung (1981).
Um exemplo é o seguinte modelo para o tecido cardiaco, cuja funcao energia de

deformagao é

U(E) = %C’[exp (Q) = 1] + Copmn(JInJ — J + 1), (4.100)

Q="0sE3; + bo(E2 + EL, + E2 + E2) + b (E, + B2y + B3, + EZ),
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onde C, Ceompr, bys, by € by, sao parametros do material. Na funcao energia de
deformac@o do modelo, E;; para i,j = {f,s,n}, representam as componentes do
tensor de deformacao de Green-Lagrange E nas diregoes da fibra, folha e normal a
folha, respectivamente, como na Figura 3.5.

Note que o segundo termo da equagao (4.100) é um termo com uma contri-
buicao volumétrica para a energia de deformacao. O parametro Ceop,yr ¢ utilizado

para penalizar mudancas de volume durante a deformacao.

Tabela 4.1: Valores dos parametros usados para o material do tipo Fung.

Cl bff b;m bfx C (kPa) Ccompr (kPa)
1.0 10.0 5.0 5.0 [1,1000]  50000.0

Os parametros dessa lei constitutiva foram estimados para diversas espécies
de animais, como por exemplo cachorro, coelho, rato e camundongo (Guccione
et al., 1991; Omens et al., 1993; Vetter e McCulloch, 2000). Em alguns experi-
mentos computacionais apresentados no presente trabalho, publicados em Rocha
et al. (2013), esse modelo constitutivo foi utilizado. Os parametros usados nesse
caso sao descritos na Tabela 4.1. Observe que um valor muito alto para Ciopy,r foi

usado com o objetivo de restringir mudancas de volume.

4.9.2 Modelo pole-zero

O modelo pole-zero proposto por Nash e Hunter (2000) foi desenvolvido com
base em experimentos de tensao biaxial e é capaz de capturar o comportamento
ortotrépico do tecido cardiaco. Testes experimentais de tensao biaxial em fatias
do ventriculo revelaram o comportamento altamente nao-linear e anisotréopico da
relacao tensao-deformacao. As propriedades de tensao-deformacao em cada uma
das direcoes relevantes do tecido sao bastante distintas.

A Figura 4.3 ilustra esse comportamento quando o tecido é esticado ao longo
de cada um dos eixos microestruturais. Quando o tecido é esticado na direcao

da fibra, o limite de deformagao ¢ aproximadamente a; = 1.3, enquanto o limite
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de deformacao na direcao da folha é de aproximadamente a, = 1.5. Na direcao
normal a folha, quando a extensao ¢é até as = 1.5 a tensao gerada é muito pequena,

mas esta aumenta rapidamente depois desse limite.

tensdo

A ﬁbrla folllla norrrllal

»

a a a ~
1 2 3 deformagao

Figura 4.3: Relacao tensao-deformacao para as direcoes da fibra, folha e normal
a folha para o modelo constitutivo ortotrépico pole-zero. Os valores ai, as e as
representam os limites de deformacao axial. Figura adaptada de Nash e Hunter
(2000).

Com base nas observacoes sobre a relacao tensao-deformacao, informagoes

microestruturais e ensaios biaxiais, a seguinte funcao energia de deformagao foi

proposta:
E? E? E?
|aff - |Eff||bff |ass - |Ess bas |ann - |Enn||b""
E? E? E?
fs fn ns
+ kys + kg, + Eps . (4.101)
|6Lf3— |Ef8||bfs |afn_ |Efn||bf” |ans_ |E23||bn5

onde k;j, a;; e b;; , com 4,5 = {f,s,n} sao parametros do material. Nesse mo-
delo alguns dos parametros possuem uma interpretacao fisica clara, entretanto,
uma grande desvantagem desse modelo é exatamente a necessidade de utilizar 18

parametros.

4.9.3 Modelo Holzapfel-Ogden

Um modelo ortotropico recente baseado na microestrutura do tecido car-

diaco foi desenvolvido por Holzapfel e Ogden (2009). Esse modelo possui apenas
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8 parametros e é definido em funcao dos invariantes Iy, I e Iy do tensor C vistos
anteriormente.
A func@o energia de deformagao proposta por Holzapfel-Ogden (HO) possui

a seguinte forma

(I, Lig, Lis, Isgs) = {eXp[ (I, —3)] — 1} + Z {eXp (I — 1) —1}
Z f7

L [exp (b, £7,) — 1], (4.102)

o,

onde a, af, as, ass, b, by, bs e bys sao parametros do material. As direcoes da fibra
e da folha na configuracao indeformada sao denotadas aqui por fj e sp.

Por questoes relacionadas a convexidade da funcao energia de deformacao W e
o seu papel em garantir um comportamento fisico apropriado do material (Holzapfel
e Ogden, 2009), é preciso que sejam atendidas as seguintes restrigoes: a, b, ay, by > 0
para k € {f,s, fs}. Ainda é preciso que os invariantes satisfacam a I, I4s > 1,
e caso algum desses invariantes seja menor do que um, o termo contendo esse
invariante é descartado da equagao (4.102).

O primeiro termo da funcao energia de deformacao do modelo de Holzapfel-
Ogden representa um termo isotrépico que pode ser associado com a matriz nao-
muscular do tecido cardiaco que inclui fluidos. Os outros termos correspondem a
contribuigoes das fibras embutidas no tecido. Em particular, o segundo e terceiro
termos sao funcoes exponenciais dos invariantes Iy e 45 e refletem, respectiva-
mente, o comportamento de enrijecimento na dire¢ao das fibras e folhas quando
estao submetidos a tracao. Entretanto, quando estao sobre compressao sua contri-
buigao é minima, e portanto estes termos sao desprezados. O objetivo do ultimo
termo é capturar e contribuir com detalhes do cisalhamento das fibras, como ob-
servado nos experimentos de Dokos et al. (2002).

As contribuigoes de cada termo no modelo é clara. Se necessario, pode-
se simplificar este modelo para o caso transversalmente isotrépico, onde apenas

a orientacao das fibras é conhecida e o comportamento em planos ortogonais a
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direcao da fibra é o mesmo. Para isso, basta desprezar o segundo termo com i = s
e o dltimo termo da equagao (4.102).

Tendo em vista o tratamento numérico desse modelo constitutivo, considera-
se a abordagem quase incompressivel. Sendo assim, a funcao energia de deformacao

¢é considerada de forma desacoplada, onde W é definida como
U= \Ijvol + \Ijisoa

onde U, é a parte volumétrica e Vs, é a parte isocérica. A funcao V., é consi-
derada uma funcao de penalizagao para forcar a restricao de incompressibilidade
J = 1. Nesse caso a seguinte forma é adotada

K
\I]vol = E(J - 1)27

onde k é o parametro usado para a penalizacao da violacao da restricao de mudanca
de volume.

A forma da fungao VUi, é a mesma apresentada na equacao (4.102), porém
dentro desse contexto de quase incompressibilidade, deve-se considerar que Wiy, =
Wieo (11, 14 £ T4, 15 fs), onde 1,1, f5 Iy el s 580 os invariantes definidos em termos
da versdo isocérica do tensor direito de Cauchy-Green C = FF

Como vimos, para um dado material hiperelastico definido pela funcao ener-

gia de deformagao ¥ tem-se que a tensao é dada por

ov ov

S=3%E " %3¢

isto é, a tensao é dada pela derivada da funcao ¥ com relacao a medida de defor-
macao do tensor E ou C. Para o modelo Holzapfel-Ogden, considera-se que S é

escrito de forma desacoplada, de forma similar a funcao energia de deformagao W,
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isto é, S = S, + Siso onde a parte volumétrica é dada por

o dqjvol

Svo - C_17
1= Jp p AT

=k(J —1).

A parte isocorica do segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff do material HO
é obtida considerando a regra da cadeia e lembrando que para a lei constitutiva de

Holzapfel-Ogden tem-se que Sis, = Siso(11, Luf, Lus, Isys), isto é

8\11150 — aj_l — (‘91_4f — 8[_45 — 8]_ng
Sico = 2 =2V ==+ Vyp— + Vyo— + Vgro—— |, 4.1
oC (lac+ Yo TV e TV 0 (4.10)
onde
— oV, a -
U, — ~ % = b(I, — 4.104
V= G = G e luh -3 (1.101)
= a\Ijiso T T 2 .
Uy = L ai(ly — 1) exp [bi(Iy — 1)7], para i= f,s (4.105)
4i
T a\Ijiso T T
‘Ifgfs = = = afslgfs exp (be[82f3>' (4106)
O0lsys

Ainda é preciso especificar na equacao (4.103) as derivadas dos invariantes modifi-
cados Iy, Ly, Iy, e Igps com relacio a C, as quais serdo omitidas aqui mas podem
ser encontradas em Holzapfel (2000). Para o modelo constitutivo de Holzapfel e

Ogden (2009) tem-se a seguinte forma para o segundo tensor de Piola-Kirchhoff

S = JpC~' + 2773 [¥Dev(I) + UyrDev(fy ® f)+

W4SDGV(SO X S()) + ﬁngDev(fo & Sg+ Sy ® fo)} s (4107)

onde Dev(e) é o operador desviador definido anteriormente em (4.71) e I é o tensor
identidade. Usando a relagao entre a tensao de Cauchy e o segundo tensor de Piola-
Kirchhoff & = J7'F(S,01+Siso)F? pode-se chegar a seguinte equacao para a tensao

de Cauchy:
o =pl+2J7" [Uidev(b) + Uypdev(f @ f) + Uyydev(S @ 8) + Usp|,  (4.108)
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onde f = Ff, e s = F'sy e o seguinte operador foi utilizado

dev(e) = (o) — (1/3)[(e) : II.

4.9.3.1 Parametros do modelo

Os valores dos parametros do modelo constitutivo de Holzapfel-Ogden foram
estimados com base em dados experimentais obtidos por Dokos et al. (2002). Os
experimentos consistiram de ensaios de cisalhamento simples em diferentes planos
de amostras do tecido cardiaco. Para descrever os dados obtidos no experimento,
um caso de cisalhamento simples sera introduzido para simplificar o tratamento.

Considere o cisalhamento do plano X5 na direcao de X7, ou seja, cisalhamento
no plano-21, sendo que os vetores que definem as direcoes da fibra e folha sao
dados por fy = [1,0,0]7 e sg = [0, 1,0]7, respectivamente. Assim, o gradiente de

deformagao F é

1 v 0
F=10 1 of,
00 1

onde v é o parametro que define a quantidade de cisalhamento aplicado na direcao
Xj.

A Figura 4.4 mostra a relacao entre a quantidade de cisalhamento aplicado
e a tensao de cisalhamento correspondente, obtida em um experimento que sera
descrito em mais detalhes adiante. Os dados do grafico mostram claramente a
diferenca na resposta do material com relacao aos trés planos e consequentemente
a caracteristica anisotropica do material. Para os planos com a direcao f, as
respostas de cisalhamento (fs) e (fn) nas dire¢oes de s e n sao distintas; para os
planos contendo a direcao s, as respostas (sf) e (sn) nas diregoes f e s também sao
diferentes; as respostas de cisalhamento (nf) e (ns) nos planos contendo a diregao

n sdo a mesma. A figura ilustra ainda o comportamento nao-linear e o efeito
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viscoelastico evidenciado pela histerese entre o carregamento e descarregamento, o

qual ndo é considerado no modelo de Holzapfel e Ogden (2009).

< 18 -
% (fs)
9
2 12 - (fn)
S
6 - (sf)
(sn)
-0.5 -0.3 -0.1 |0 (nf), (ns)
' 0.1 03 05
6 - Cisalhamento 7Y
_12 _
—~18

Figura 4.4: Dados dos experimentos que foram utilizados para se estimar os para-
metros do modelo de Holzapfel-Ogden.

A Tabela 4.2 apresenta os valores dos parametros obtidos apds um ajuste rea-
lizado por Holzapfel e Ogden (2009) aos dados experimentais de Dokos et al. (2002).
Em todos os experimentos computacionais realizados nesse trabalho usando essa
lei constitutiva, foi utilizado este conjunto de parametros que também é utilizado

em Eriksson et al. (2013).

Tabela 4.2: Valores dos parametros obtidos no ajuste para os experimentos de
tensao biaxial e cisalhamento simples utilizando os dados disponiveis em Dokos
et al. (2002) e Yin et al. (1987). Os parametros a, ay, as € ay, sao dados em kPa,
enquanto os demais sao adimensionais.

Caso a b ay by ‘ as bs ‘ Qfs bys
Cisalhamento | 0.330 9.242 | 15.535 15.972 | 2.564 10.446 | 0.417 11.602
Biaxial 2.280 9.726 | 1.685 15.779 | 0.0 0.0 - -

97



Capitulo 5

Solucao numérica do problema

eletromecanico

Neste capitulo sao apresentados os métodos numéricos utilizados para a so-
lugdo dos modelos matematicos da atividade eletromecanica cardiaca. Como o
problema de interesse é um problema complexo multiescala e multifisico, para faci-
litar a discussao, apresentam-se os métodos numéricos de forma isolada para cada
subproblema. Inicia-se com a descri¢ao da solugao numérica dos modelos da eletro-
fisiologia cardiaca usados nesse trabalho. Primeiramente, sao descrito os modelos
do bidominio e monodominio, para a propagacao elétrica no tecido cardiaco, e em
seguida os modelos que descrevem a atividade das células cardiacas. Na sequéncia,
descreve-se a formulagao variacional e os métodos numéricos para a solucao do
modelo usado para descrever a atividade mecanica do tecido cardiaco. No préximo
capitulo sera apresentado o acoplamento do problema, isto é, como os diferentes
modelos sao integrados para formar o modelo eletromecéanico completo, e por fim

o algoritmo de solu¢gao como um todo.

5.1 Solucao dos problemas da eletrofisiologia cardiaca

Aqui a estratégia de solugao numérica usada para a solucao dos problemas da
eletrofisiologia cardiaca, isto é, dos modelos do monodominio e do bidominio sera
apresentada. Como o modelo do monodominio é mais simples, sua solucao numé-

rica sera abordada primeiro, e em seguida apresenta-se os métodos para o modelo
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bidominio. Para ambos os problemas a discretizacao espacial é feita através do
método dos elementos finitos (MEF), enquanto a discretizacao temporal utilizada

¢ discutida para cada caso.

5.1.1 Métodos separadores

Muitas vezes na solucao de EDPs o uso de um tnico método numérico para a
solucao de todo o problema pode ser ineficiente. Por exemplo, alguns componentes
do sistema podem ser resolvidos de forma mais eficiente por um determinado mé-
todo, enquanto outros podem ser resolvidos por outros métodos mais adequados.
Sendo assim, muitas vezes um método separador (operator splitting) (Hundsdor-
fer e Verwer, 2003; LeVeque, 2002) é utilizado e o problema é dividido em partes
menores que podem ser resolvidas de forma mais eficiente por métodos especificos.

No contexto da solugao numérica das equacoes da eletrofisiologia cardiaca
essa abordagem tem sido muito utilizada para separar o sistema de EDOs do
termo de difusdo (dos Santos et al., 2004; Qu e Garfinkel, 1999; Plank et al.,
2007; Sundnes et al., 2005). Os métodos separadores mais usados sdo o método
separador de Godunov e o separador de Strang, descritos em detalhes por LeVeque
(2002) e Strang (1968). O esquema bésico de métodos separadores serd introduzido
através de um exemplo genérico, para em seguida ser aplicado aos modelos da
eletrofisiologia cardiaca.

Considere entao uma EDP escrita da seguinte forma geral:

ou
i (A+ B)u (5.1)

onde A e B sao operadores, que sera assumido nao dependerem do tempo t expli-
citamente. A titulo de ilustracao do método separador de Godunov, considera-se,

por hora, a seguinte EDP como exemplo:

U + au, = —Au, (5.2)
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onde os operadores sao dados por A = —ad, e B = . Aplicado a esse problema, a
idéia fundamental do método separador é dividir (5.2) em dois subproblemas que

podem ser resolvidos independentemente, isto é:

Problema A:  wu; + au, = 0, (5.3)

Problema B:  w, = —Au. (5.4)

Assim, para resolver o problema, métodos numéricos distintos e apropriados podem
ser utilizados em cada subproblema. Considere nesse exemplo o método upwind,
descrito em LeVeque (2002), para o passo A e o método de Euler explicito para o

passo B. Logo, em um passo de tempo At, o problema consiste de:

* n At n n
Problema A: u} =u] — aE(ui —ul ), (5.5)
Problema B:  u}™' = u} — At\u}. (5.6)

Dessa forma, inicialmente o problema A é resolvido com um passo At através
do método upwind, com dados iniciais u™ para obter a solucao intermediaria u*.
Em seguida, resolve-se o problema B com um passo At através do método de
Euler, usando como dados iniciais a aproximacao intermediaria u*, que foi obtida
anteriormente no problema A.

Em geral, quando separa-se uma equagao em duas partes introduz-se um
erro que depende do tamanho do passo de tempo At e é independente de quao
bem cada subproblema é aproximado. Para verificar o erro do método separador

utilizado no exemplo acima, deriva-se a equagao (5.1), e assim tem-se que

uy = (A + Buy = (A+ B)(A+ B)u = (A + B)?u,

e para as derivadas de ordem alta, tem-se que

4 d’u -
) — — J
ul == (A+ B)u.
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Através da expansao em série de Taylor de u em torno de ¢ = 0, pode-se escrever

u em t = At como

u(x, At) = u(x,0) + Atuy + SAPuy + . ..
= u(x,0) + At(A + B)u(x, 0) + 1A (A + B)*u(x,0) + ...

= (T + At(A+ B) + 1A (A+ B)* + .. )u(x,0), (5.7)
que pode ser escrito como
u(x, At) = eAATBy(x 0).
Assim, apds os passos do método separador tem-se

ut(x, At) = eAu(x, 0),

u(x, At) = 2Byt (x, At) = eABeAt My (x,0),

onde u™* é o resultado apds o passo B. Portanto, o erro apés um passo At é dado

por

u(x, At) — u™(x, At) = [eMATE) — ABAMA] 4 (x 0).

Para calcular o erro local, tendo em vista a equagao (5.7), a expansdo em série de

Taylor de u** serd usada, a qual é dada por

U (x, At) = (T4 AtB+ LACB> + .. )(T+ AtA+ AP A% + . u(x,0),

= [Z+ At(A+ B) + AP (A* +2BA+ B?) + .. Ju(x,0), (5.8)

e assim, comparando as equagoes (5.7) e (5.8), encontra-se que o erro local, é de

segunda ordem e dado por

u(x, At) — u™(x, At) = LAR2(AB — BA)u(x,0) + O(AL). (5.9)

101



Pode-se verificar que o erro global no método separador de Godunov é de pri-
meira ordem. Uma discussao mais detalhada sobre métodos separadores pode
ser encontrada nos trabalhos de Hundsdorfer e Verwer (2003) e LeVeque (1998).
Apresenta-se na secao seguinte o uso do método separador de Godunov para os

problemas do monodominio (3.12) e do bidominio (3.10).

5.1.2 Problema do monodominio

Para comegar, as equacoes do modelo monodominio sao repetidas por con-

veniéncia:

X (C’m% + Lion(v, s, t)) =V - (DVv), (5.10)
% = f(v,s,t), (5.11)
(DVv) -n=0. (5.12)

O método separador de Godunov serd utilizado na equagao (5.10). Logo, para
separar os termos de reacao I;,, e o de difusdo, os operadores A e B sao definidos

por

A= _Iionv

B=V.(DVv),

de forma a separar a equagao (5.10) em uma etapa com a solugao do sistema de

EDOs e outra com um problema envolvendo uma EDP parabdlica linear.
Considere que no instante de tempo t = t,,, os valores aproximados v" e s"

sejam conhecidos e deseja-se encontrar seus valores no proximo passo de tempo,

denotados por vt e "1, A solucao do problema pode ser feita em dois passos.
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O primeiro passo consiste em resolver o seguinte sistema de EDOs

ov 1 N

Passo A: 5= —C—mlim(v,s,t), v(t,) = 0", (5.13)
Os "
Fri f(u,s,t), s(t,) =s", (5.14)

para t, <t <t, + At. A solucao aproximada desse passo sera denotada por v™*.

O préximo passo consiste em resolver a seguinte EDP

ov

P B: Co—
asso XComgy

=V-(DVv), o(t,) =™, (5.15)

para t, <t < t, + At. Isto é, o passo B consiste em resolver a EDP parabdlica
linear usando a solugao intermediaria v™* obtida no passo A como condigao inicial

para encontrar a solucao em t, + At que sera denotada por v™ .

5.1.2.1 Discretizagao no tempo

O préximo passo na solucao do problema monodominio ¢ a discretizagao no
tempo da EDP parabdlica (5.15), que sera feita através do método-6 (Quarteroni

et al., 2000). Aplicando o método-6 em (5.15) tem-se a seguinte equagao

XCn——— =0[V - (DV" )] + (1 - 0)[V - (DVv")], (5.16)

que através de escolhas adequadas para o parametro 6 nos permite escolher entre
os métodos de Euler explicito, Euler implicito ou o método de Crank-Nicolson.

Note, por exemplo, que se § = 0, tem-se

— V. (D), (5.17)

que representa o método explicito de Euler, onde é possivel avancar no tempo
usando apenas a aproximacao da solucao no passo anterior. Por outro lado, se

0 =1 ou # = 0.5, obtém-se os métodos de Euler implicito e Crank-Nicolson, dados
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por

v — v
n =V (DVy"H! 1
XCn——; V. (DVo™), (5.18)
€
I O | 1
- —2v.(DVy"H! V- (DVY" 1
XCrn A 5V (DVv )+2v (DVv™), (5.19)

respectivamente. Como sera visto adiante, em ambos os casos, como os métodos sao
implicitos é sempre preciso resolver um sistema de equacgoes lineares para encontrar

a aproximacao v"*! da solucao.

5.1.2.2 Formulacao variacional e o método dos elementos finitos

Nesse trabalho, a discretizacao espacial da equagao (5.15) é feita através do
método dos elementos finitos de Galerkin. A base método dos elementos finitos
¢ a forma fraca ou formulagao variacional da equacao (5.15) que serd discutida a
seguir. Para obter a formulacao variacional da EDP sera introduzido um espaco

de fungoes V', o qual é definido como
Vi=A{v:[JvllL, + [[Vv]|L, < oo}, (5.20)

onde a solugao v da equagao (5.15) é procurada. Uma discussdo mais detalhada
sobre espagos de fungoes pode ser encontrada em Hughes (2000) e Johnson (2009).
A forma variacional do modelo do monodominio discretizado no tempo com o
método-0 sera discutida agora.

Seja entao w uma funcgao arbitréria, suficientemente regular, tal que w € V.
Multiplicando a equagao (5.16) pela fungao teste w e integrando no dominio €2,

tem-se

/ V" Mwdr = / v wdz + At 0V - (DVo"™)]w + (1 — 0)[V - (DV")|wdz,
Q Q Xbm Ja
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que pode ser reescrito como

/ " Mwdr — 977/ V- (DVu") wdz = / v"wdr 4+ (1 — «9)77/ V- (DVY") wdz,
Q Q Q Q

(5.21)
onde n = XAT; foi introduzido para simplificar a notagao. A formulacgao variacional
do problema consiste em encontrar v € V' que satisfaz (5.21) para qualquer w € V.

Usando a identidade de Green na equagao (5.21), tem-se

/ v lwdx + 01 / DV . Vwdx — 6n / (n- DV "M wds
Q Q o0

= / v" wdr — (1 — 9)7]/ DVv" - Vwdz + (1 — (9)7)/ (n- DVv™)wds,
Q Q o9

onde 0f) representa o contorno de 2. Note que as integrais em 0f) sao nulas
devido a condigao de contorno de fluxo nulo (5.12) e portanto chega-se ao seguinte

problema variacional: encontrar v € V' tal que

/ V" Mwdx + 977/ DVv" . Vwdx
O O

= / v"wdr — (1 — 0)77/ DVv" - Vwdz, YweV. (5.22)
Q Q

A formulagao variacional dada pela equagao (5.22) é um problema matema-
tico continuo e portanto o espaco de funcoes V' possui dimensao infinita. Para se
obter uma solugao numérica aproximada, um espaco de dimensao finita Vj, C V
serd introduzido, isto é, o problema sera discretizado no espago. Portanto, é preciso
definir agora esse espaco V},. Para isso, considera-se que o dominio €2 é dividido
em dominios poligonais 7, de tal forma que a sua uniao forma €2, o dominio
discretizado.

Existem muitas possibilidades para se definir V},, mas uma escolha comum ¢é
definir V}, como o espaco de fungoes polinomiais por partes definidas em (2. Seja
N o ntmero de nds (ou vértices) da discretizac¢ao €2, do dominioe x;, i = 1,..., N,

as suas posicoes. O espaco V}, é definido como o espaco gerado pelas fungoes base
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¢, 7=1,...,N, tal que

1, i=3j

0, caso contrario,

isto é, as fungoes base possuem suporte compacto. Por definicao, qualquer funcao
wy, € Vj, pode ser escrita como uma combinacao linear das funcoes base, que é dada

por

N
i=1

onde «; sao escalares. Se substituirmos (5.23) na equagao (5.22), a equagao sera
satisfeita para todo wy € Vj, se for satisfeita para todas as fungoes base {¢;}.

Assim tem-se

/ V" pida + 97]/ DVv" . Veidr = / V" pidr — (1 — 9)77/ DVv" - Vo,dz,
Q Q Q Q

(5.24)

parai=1,...,N. Introduzindo a solucao aproximada UZH € V}, escrita como

N
n+1l __ n+1 4
vy —E v gj,
Jj=1

na equagao (5.24), tem-se
N N
> St / Gidsdx + Oy vrt! / DV, - Vida
— 0 ey 0

=

:/v"gbidx—(l—@)n/DVv"-ngidx, parai=1,..., N,
Q Q

onde v;-”l denota o valor de v, no né j do préximo instante de tempo t, + At.
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Introduzindo a notacao

Q Q
b; = / V" pidr — (1 — «9)17/ DVv" - Vo,dz,
Q Q

tem-se

N
E AijU;L+1:bl‘, paraizl,...,N,
J=1

que ¢é um sistema de equacoes lineares, e pode ser escrito de forma matricial como
n+1 __
Av"T = Db,

cuja solucao v"*! fornece os valores do potencial transmembranico v em cada né

da malha de elementos finitos. A seguinte notagao costuma ser utilizada

K= /Q DV, - Vrdr, (5.26)

onde M;; e K;; sdao as componentes (7,j) da matriz de massa M e da matriz de
rigidez K, cujos nomes véem da analogia com o problema mecanico. Dessa forma,

a versao discreta do método-6 pode ser escrita de forma matricial como
(M + 0nK)v* = [M — (1 — 0)nK]v", (5.27)

onde v" e v*T!

sao vetores que representam a solucao nos instantes de tempo t,, e
t, + At, respectivamente.

Observe que mesmo para o caso # = 0, que corresponde ao método de Euler
explicito Mv"t! = (M — nK)v", ¢é preciso resolver um sistema de equagoes line-
ares a cada passo de tempo. Uma técnica para evitar a solucao desse sistema de

equagoes é o uso da chamada matriz de massa concentrada (mass lumping), a qual

¢ descrita em Niederer et al. (2011) e Quarteroni et al. (2000). Nesse caso, a matriz
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M ¢ aproximada por uma matriz diagonal M obtida pela soma dos elementos de
cada linha da matriz.

Através do lumping, a matriz de massa diagonal pode ser invertida facil-
mente, permitindo assim que o método explicito seja usado sem a necessidade de
se resolver um sistema de equagoes lineares a cada passo de tempo, tornando-o
muito atrativo do ponto de vista computacional. Entretanto, o método de Eu-
ler explicito é condicionalmente estavel (Johnson, 2009). Portanto, o método de
Crank-Nicolson foi utilizado nesse trabalho.

Em resumo, a solugdo do problema monodominio apresentado em (3.12) é
feita através dos passos (5.13) e (5.15), que envolve a solu¢ao de um sistema de
EDOs e uma EDP parabdlica linear. A EDP é discretizada no tempo usando
o método-0 e no espacgo utilizando o método dos elementos finitos, resultando
em (5.27). Os métodos numéricos para solucao das EDOs serao discutidos adiante

na Secao 5.1.5.

5.1.2.3 Discussao sobre a solugao dos modelos celulares

A solugao numérica do modelo monodominio (3.12) tem sido feita por diver-
sos métodos numéricos como o método dos elementos finitos (Plank et al., 2007;
Sundnes et al., 2006; Pathmanathan et al., 2011; Rocha et al., 2010), o método
das diferengas finitas (Buist et al., 2003; Nash e Panfilov, 2004) e o método dos
volumes finitos (Trew et al., 2005; Oliveira et al., 2012b). Tendo em vista o inte-
resse em realizar simulacoes com geometrias anatomicamente detalhadas, o MEF
¢é bastante atrativo devido a sua facilidade de lidar com geometrias irregulares e
no tratamento de condigoes de contorno.

No caso do método das diferencas finitas é natural resolver os sistemas de
EDOs associados aos modelos celulares em cada um dos nés da malha computa-
cional. Por outro lado, no MEF a corrente ionica I;,, em (3.12) é necessdria no
interior dos elementos nos pontos de integracao numérica.

Nesse sentido, uma opcao seria usar um modelo celular em cada ponto de
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integracao numérica dos elementos. Entretranto, tendo em vista as caracteristicas
desses modelos discutidas anteriormente no Capitulo 2, essa opgao pode ser inviavel
devido ao alto custo computacional envolvido. Para ilustrar a situagao, considere a
discretizacao de um dominio cibico utilizando 100 elementos hexaédricos em cada
direcao, resultando em uma malha com um total de N, = 1000000 elementos.
Usando uma regra de integragao numérica com 2 X 2 x 2 pontos, a solucao das
EDOs nos pontos de integragao resulta em 8000000 modelos celulares, ao invés de
1000000 modelos celulares associados aos nés da malha.

Entretanto, como visto anteriormente, quando um método separador é utili-
zado, a EDP de reacao-difusao do modelo monodominio é dividida em um conjunto
de EDOs a serem resolvidas em cada né (5.13) e uma EDP de difusao (5.15). Por-
tanto, a solugao das EDOs dos modelos celulares é realizada nodalmente e o seu
valor intermediario v™* é usado em seguida para a solucao da EDP, como visto na
equagao (5.15).

Quando a separacao de operadores nao ¢ usada, para evitar a soluc¢ao dos
modelos celulares em cada ponto de integracao algumas técnicas foram propos-
tas por Pathmanathan et al. (2011). Uma possibilidade, denominada ICI (lonic
Current Interpolation), trata a solugao das EDOs nos nés da malha e realiza inter-
polagao dos valores nodais de I, para os pontos de integracao numérica. Outra
técnica proposta, denominada de SVI (State Variables Interpolation), realiza a in-
terpolagao de v e das variaveis de estado s para os pontos de integracao onde o
termo [;,, é entao calculado. Mais detalhes sobre essas técnicas podem ser encon-

tradas em Pathmanathan et al. (2011).

5.1.3 Problema do bidominio

Antes de discutir a solugdo numérica do problema do bidominio (3.10), as

equacoes sao apresentadas novamente, omitindo as condigoes iniciais e de contorno,
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com o objetivo de facilitar a discussao:

ov

Xcma -V (DZVU) + XIion =V- (DIVU’e) em () (528)
—V . (DVu,) =V -(D;Vv) emQ (5.29)

Os
Fri f(v,s), em (). (5.30)

O esquema de solucao do problema bidominio adotado nesse trabalho é simi-
lar ao do monodominio. Inicialmente o método separador de Godunov é aplicado
para separar o termo de reac¢ao I;,, do termo de difusdo na equagao (5.28). Assim,
novamente, o problema ¢é dividido em dois passos, onde no primeiro passo um sis-
tema de EDOs em cada né deve ser resolvido e no outro passo é preciso resolver
um sistema de EDPs.

Aplicando o método separador de Godunov nas equacoes do bidominio defi-

nidas em (5.28)-(5.30), tem-se que o primeiro passo é dado por:

ov 1
Passo A: o — ], — " 31
asso o a ion(v,8,1),  v(t,) =", (5.31)
Os "
Fri f(v,s,t), s(t,) =s", (5.32)

parat, <t <t,+At. A solucao dessa etapa sera denotada por v™* e sera utilizada

como condicao inicial do proximo passo, o qual é definido da seguinte forma:

Passo B: XC’m% - V- (D;Vv) =V - (D;Vu,), (5.33)
V- (DVu,) = -V - (D;Vv), (5.34)

u(t,) = o™, (5.35)

Ue(tn) = ul, (5.36)

parat, <t < t,+At e sujeito as condigoes de contorno especificadas anteriormente
em (3.10). A solugao desse passo serd denotada por v e u 1. Isto ¢, nesse passo

usa-se como condi¢ao inicial o valor da solugao intermedidria v™* para determinar
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*1 Nota-se que a diferenca com relacao a solucao do problema do

o valor de v"
monodominio é no passo B, onde um sistema de EDPs envolvendo as variaveis v e
u, deve ser resolvido a cada passo de tempo.

Em particular para a solugao do sistema de EDPs definido por (5.33)-(5.34)
duas abordagens tem sido utilizadas na literatura (Southern et al., 2009). Uma
abordagem resolve o sistema de EDPs de forma acoplada, como apresentado por (Pen-
nacchio e Simoncini, 2002), enquanto a outra abordagem resolve as duas equagoes
de forma desacopladas, uma apos a outra, tendo em vista que a solucao de sistemas
menores requer menos memoria. A solugao desacoplada das equagoes do bidominio
tem sido muito utilizada na literatura (dos Santos et al., 2004; Plank et al., 2007).
Tal abordagem separa o sistema em uma EDP parabdlica (5.33) e uma EDP elip-
tica (5.34), as quais sao resolvidas sequencialmente uma apés a outra e pode ser
vista como um esquema de Gauss-Seidel em bloco para o sistema acoplado.

A discretizagdo no tempo é feita aplicando o método-6 na equagao (5.33),

que resulta em

XCpp————— = 0]V - (D;VV"™)] + (1 - §)[V - (D;V"™)] + V - (D; V). (5.37)

Na forma desacoplada, a solugao aproximada v™*! da equagao parabdlica (5.37)

n+1

¢ usada para determinar a solugao u"" da equacgao eliptica do préximo passo de

tempo t,, + At. Logo, dado v calcula-se u™™! resolvendo o seguinte problema:

V- -DVu'tt = -V . (D", (5.38)

onde D = D; + D.. Usando a definicao das matrizes de massa M e de rigidez
K, introduzidas anteriormente, a discretizacao espacial através do método dos
elementos finitos resulta no seguinte esquema:

(M + OnK;)v"™ = [M — (1 — 0)nK,]v" + Ku” (5.39)

e’

(K; + K )u't = —K;v"th (5.40)
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onde K; e K, representam a matriz de rigidez dada na equagao (5.26) calculada
com os tensores de condutividades do meio intracelular e extracelular D; e D,,
respectivamente. Nesse esquema, as equagoes sao resolvidas separadamente uma
apés a outra de tal forma que a solugao v"*! da equagao (5.39) é usada para se
obter a solugao da equagao (5.40).

Em resumo, a solugdo do modelo bidominio envolve trés passos: (i) a solu¢ao
do sistema de EDOs associado aos modelos celulares em cada né, (ii) a solugao
de um problema parabdlico e (iii) a solu¢ao de um problema eliptico, os quais sao
resolvidos separadamente um apds o outro.

As condigbes de contorno do modelo bidominio (3.11) sdo automaticamente
satisfeitas dentro da formulacao variacional do problema. Note ainda que, as equa-
¢oes do bidominio (3.11) determinam o potencial extracelular u. a menos de uma
constante, isto é, o sistema de equagoes (5.40) é singular. Para recuperar a uni-
cidade de u, prescreve-se o valor do potencial extracelular em um né do dominio,
o que resulta em um sistema nao-singular. Uma outra possibilidade, ¢ usar um
método iterativo como o método dos gradientes conjugados de tal forma que as
componentes no niucleo da matriz do sistema sejam removidos dos vetores calcula-

dos durante a solugao, como descrito por van der Vorst (2003).

5.1.4 Métodos para solugao dos sistemas lineares

Como discutido, independente do modelo utilizado para a eletrofisiologia
(monodominio ou bidominio), apds a discretizacao temporal e espacial das equagoes
governantes, chega-se a um sistema de equagoes lineares Ax = b que precisa ser
resolvido a cada passo de tempo. Existem diversos métodos numéricos que podem
ser usados na solucao de sistemas lineares (Golub e Loan, 2012). Sendo assim,
¢é importante considerar as caracteristicas do problema em questao para que um
método adequado seja usado levando em consideracao a eficiéncia e robustez.

As matrizes resultantes da discretizacao espacial pelo método dos elementos

finitos para o presente problema sao esparsas e simétricas, e em geral, devido a alta
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resolucao espacial exigida nas simulacoes, por conta de geometrias anatomicamente
detalhadas como as da Figura 7.16, os sistemas lineares sao de grande porte. Nesse
sentido, devido ao alto nivel de memoria exigido por métodos diretos para solucao
de sistemas lineares, como por exemplo as decomposi¢oes LU e de Cholesky, esses
métodos tem sido pouco utilizados nesse contexto (Vigmond et al., 2008).

Levando em consideragao essas questoes, métodos iterativos como o método
dos gradientes conjugados ou conjugate gradient method (CG) e o generalized mini-
mal residual method (GMRES) tem sido muito utilizados por diversos grupos (Ber-
nabeu et al., 2009; Oliveira et al., 2012¢; Potse et al., 2006; Vigmond et al., 2008).
Em particular como a matriz do sistema ¢ simétrica, o método dos gradientes con-
jugados precondicionado (PCG) é a escolha padrao para a solugdo dos sistemas
lineares dentro do contexto da eletrofisiologia cardiaca. Tendo em vista que o de-
sempenho de métodos iterativos depende muito do uso de um precondicionador
(PC), a escolha de um PC adequado é crucial para um bom desempenho.

Alguns estudos, como aquele realizado por Sundnes et al. (2006), mostraram
que como as propriedades espectrais das matrizes dos modelos monodominio e bi-
dominio sao diferentes. Como o modelo bidominio é mais complexo, a sua solucao
¢ muito mais custosa do que a do monodominio e portanto exige que precondicio-
nadores mais eficientes sejam utilizados.

Para a solu¢ao numérica do modelo monodominio, o método CG com pre-
condicionadores classicos e baratos como os precondicionadores de Jacobi, SOR
(Symmetric Successive Over-Relazation) e fatoracao LU incompleta sem preenchi-
mento (ILU(0)), mostram um desempenho satisfatério. Para ilustrar o desempenho
desses precondicionadores um problema bidimensional com uma onda plana de ex-
citacao elétrica usando o modelo monodominio foi resolvido utilizando diferentes
discretizagoes. Para mais detalhes sobre essa simulacao veja a Secao 7.4 do Capi-
tulo 7. A Tabela 5.1 mostra, para cada nivel de discretizagao, o nimero de graus
de liberdade do sistema (ndofs), a média do nimero de itera¢oes do método dos

gradientes conjugados sem precondicionador e para diferentes precondicionadores
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analisados durante 5 ms de simulacao.

Tabela 5.1: Desempenho de diferentes precondicionadores para o modelo monodo-
minio em termos do nimero médio de iteracoes usando o método PCG. O critério
de parada utilizado foi a norma do residuo relativo com uma tolerancia de 10~'2.

Az (pm)  ndofs | sem PC  Jacobi SOR ILU(0)

100 40000 27 16 7 6
50 160000 4 34 12 11
25 640000 81 70 24 19

Os dados da Tabela 5.1 deixam claro que o precondicionador ILU(0) possui
um bom desempenho em comparacao com os outros precondicionadores testados.
Portanto, nesse trabalho o método PCG com ILU(0) foi utilizado como precondi-
cionador em todos as simulagoes do modelo monodominio, escolha consistente com
a de outros trabalhos da literatura como em dos Santos et al. (2004). Esse precon-
dicionador também foi usado para solucao da EDP parabdlica em simulagoes do
modelo bidominio.

Como o modelo bidominio é mais complexo, sua discretizacao resulta em
uma matriz mal-condicionada e assim sua solu¢ao numérica através de métodos
iterativos exige um maior esfor¢co computacional (Pennacchio e Simoncini, 2002).
Nesse contexto, a escolha de um precondicionador eficiente para o modelo bidomi-
nio foi analisada em diversos estudos (dos Santos et al., 2004; Giorda et al., 2009;
Pavarino e Scacchi, 2008; Pennacchio e Simoncini, 2009). Precondicionadores do
tipo multigrid (Briggs et al., 2000) tem sido bastante utilizados para o problema do
bidominio devido ao seu bom desempenho, sobretudo em implementagoes paralelas
usando clusters de computadores, como apresentado por dos Santos et al. (2004).

A Tabela 5.2 mostra um estudo computacional realizado com o modelo bido-
minio e diferentes precondicionadores como Jacobi, o método de Schwarz aditivo
(ASM) e um precondicionador do tipo multigrid. A tabela mostra apenas a média
do nimero de iteragoes necessarias na solucao do sistema de equacoes lineares do
problema eliptico associado ao modelo bidominio.

Como a matriz do sistema de equacoes lineares do problema eliptico é mal
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condicionada, nao foi possivel resolver o sistema de equacoes lineares com o CG sem
precondicionador. Assim, para comparar o desempenho dos outros precondiciona-

dores, o precondicionador de Jacobi foi utilizado como base para as comparagoes.

Tabela 5.2: Desempenho de diferentes precondicionadores para o modelo bidominio
em termos do nimero médio de iteragoes usando o método PCG. O critério de
parada utilizado foi a norma do residuo relativo com uma tolerancia de 1075.

Az (um)  ndofs ‘ Jacobi ASM Multigrid

100 40000 | 960 267 17
50 160000 | 1931 535 17
25 640000 | 3798 1070 23

Os dados da Tabela 5.2 mostram, de forma clara, que o precondicionador
multigrid apresenta um bom desempenho na solugao do sistema de equagoes do
problema eliptico associado ao modelo bidominio. Logo, esse precondicionador
foi utilizado em todas as simulagoes computacionais do modelo bidominio deste
trabalho, assim como reportado por Plank et al. (2007) e Vigmond et al. (2008).

Os métodos iterativos e os precondicionadores utilizados na implementacao
computacional desse trabalho sao da biblioteca de algebra linear computacional
PETSc (Portable, Extensible Toolkit for Scientific Computation). Mais detalhes
sobre a integragao da biblioteca PETSc nesse trabalho podem ser encontrados adi-
ante no Capitulo 7, enquanto mais detalhes sobre a implementacao dos resolvedores

e precondicionares sao encontrados em Balay et al. (2013).

5.1.5 Solugao numérica de sistemas de EDOs dos modelos celulares

Como visto anteriormente, a atividade eletromecanica a nivel celular é nor-
malmente modelada através de sistemas de EDOs. Tais sistemas sao complexos,
nao-lineares e descrevem fenomenos em diversas escalas de tempo.

Em geral a simulagao computacional da atividade de uma tnica célula, isto é,
a solugao de um tunico sistema de EDOs, nao é muito custosa. Entretanto quando
simulagoes usando os modelos de propagacao da onda elétrica a nivel do tecido sao

usados em geometrias anatomicamente detalhadas, o tempo gasto na solugao dos
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sistemas de EDOs em todo o problema contribui significantemente para o tempo
total, como mostrado em Plank et al. (2008); Sundnes et al. (2001).

Portanto, o uso de métodos numeéricos eficientes e robustos para a integracao
dos sistemas de EDOs deve ser considerado. Embora existam diversos métodos
sofisticados que tem sido utilizados nesse contexto, apenas alguns métodos simples,
mas suficientemente robustos, serao apresentados. Existe uma grande literatura
especializada na solugao de EDOs tanto de forma geral (Hairer e Wanner, 2010;
Iserles, 2008), quanto no contexto da eletrofisiologia cardiaca, onde outros métodos
especificos podem ser encontrados (Maclachlan et al., 2007; Perego e Veneziani,

2009; Rush e Larsen, 1978; Sundnes. et al., 2009).

5.1.5.1 Problema de valor inicial

Os sistemas de EDOs que governam o comportamento eletrofisiolégico e da
geracao de forca e contragao de midcitos cardiacos sao formulados como um pro-

blema de valor inicial (PVI) da forma

Y _t(y), y(0) =y (5.41)

para todo t € (0,T], onde y representa um vetor com as varidveis do problema,
f uma funcao vetorial, yg a condicao inicial e T um instante de tempo final. A
funcao f ou lado-direito da equagao (5.41) é nao-linear e descreve diversos processos
biofisicos complexos, portanto para a grande maioria dos modelos celulares nao é
possivel encontrar uma solucao exata, sendo preciso recorrer ao uso de métodos

numéricos.

5.1.5.2 Método de Euler explicito

O método numérico mais simples para a solugdo do problema (5.41) é o
método de Euler explicito. Considere que em um instante de tempo ¢, a solucao

aproximada y, para y(t,) é conhecida. No método de Euler explicito a solugao no
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instante de tempo ¢, 1 é dada por

Yoi1 = Yn + Atf(t,,y,), paran=0,1,..., (5.42)

topt = tn + AL, (5.43)

onde At é o passo de tempo entre t,, e t,, 1.

No método de Euler explicito os valores das varidaveis y sao atualizados no
instante de tempo %, usando apenas os valores do passo anterior y,, por isso o
método é dito ser de passo unico. A medida que At — 0 a aproximacao numérica
obtida pelo método de Euler se aproxima da solucao exata. Porém, na pratica o
tamanho do passo de tempo é limitado pela precisao aritmética do computador e
também ¢é preciso considerar o esforco computacional associado ao se utilizar um
passo de tempo extremamente pequeno.

E possivel demonstrar que o erro ao aproximar y(t, + At) por y,.; através
do método de Euler explicito é da ordem de At, isto é, O(At). Além disso, pode-se
verificar que o método possui uma estabilidade limitada ao passo de tempo e as
caracteristicas das EDOs, sendo considerado um método condicionalmente estavel,
como descrito por Iserles (2008). Embora o método ainda seja muito utilizado em
simulagoes da eletrofisiologia cardiaca, sobretudo devido a sua facilidade de im-
plementagao, quando o problema de interesse envolve modelos celulares complexos
e uma malha computacional muito refinada, o uso do método de Euler se torna

inviavel.

5.1.5.3 Equacoes diferenciais ordinarias stiff

Existe uma classe de equagoes diferenciais ordinarias chamadas de stiff, para
as quais alguns métodos numéricos para solugao sao instaveis, a menos que passos
de tempo muito pequenos sejam usados (Dahlquist e Bjorck, 2003). Em geral,
problemas stiff sao caracterizados por processos no sistema que envolvem escalas
de tempo significantemente diferentes. Isso faz com que alguns métodos numéricos

como o método de Euler explicito tenham que usar passos de tempo tao pequenos
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quanto a escala de tempo do processo mais rapido do sistema.
Outra forma de caracterizar um problema stiff é através dos autovalores da
matriz Jacobiana dada por
of(t,y)

Em um problema stiff, a magnitude dos autovalores \; da matriz Jacobiana variam
muito entre si, e portanto podem ser usados para caracterizar esses problemas. Em
particular, problemas stiff sao caracterizados por valores negativos grandes para
a parte real dos autovalores, que correspondem a componentes fortemente amor-
tecidas na solucao, e valores grandes para a parte imaginaria, que correspondem a
componentes oscilando rapidamente na solugao (Spiteri e Dean, 2010).

De acordo com Clayton e Panfilov (2008), os modelos celulares baseados
em EDOs podem ser classificados como: modelos de primeira geragao, como por
exemplo os modelos de Fitzhugh (1961) e Luo e Rudy (1991), e como modelos de
segunda geracao, como por exemplo os modelos mais recentes para células ventri-
culares de humanos de Grandi et al. (2010) e o modelo proposto por ten Tusscher
et al. (2004) que foi usado nesse trabalho. Os modelos de segunda geracao sao mais
complexos e incluem cada vez mais informagoes biofisicas em diferentes escalas, e
portanto, em sua maioria, sao baseados em sistemas de EDOs stiff.

Para ilustrar essa caracteristica dos modelos celulares usados nesse trabalho,
como o modelo TNNP e o modelo celular eletromecanico acoplado TNNP+Rice,
discutidos no Capitulo 2, os autovalores ao longo do tempo em uma simulacao,
iniciada com um estimulo aplicado no instante ¢ = 50 ms, foram calculados a
cada passo de tempo. A Figura 5.1(a) apresenta a parte real e imagindria dos
autovalores extremos (minimo e méximo) ao longo do tempo de uma simulagao
para o modelo TNNP, enquanto a Figura 5.1(b) apresenta os mesmos dados para
o modelo acoplado TNNP+Rice. Os graficos deixam claro a presenca de valores
negativos grandes para a parte real, caracterizando assim as EDOs desses modelos
como stiff.

Existe uma grande variedade de métodos numéricos para o tratamento de

118



200

200 T T T T T
— min(Re(4;)) 0 — min(Re(4;)) |
0 —  max(Re(;)) [ —  max(Re(4,))
—— . ~20F
g & _a00l
S 400| g
=] 2 —600}
2 600} 2
—800 -
—800 - ~1000 |-
—1000 — I I I I ~1200 —‘ L I I !
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
8 T T T T T
6l — min(Im(%,)) || 4+ —  min(Im(%;)) |
4l —  max(Im(4;)) | —  max(Im(4;))
2k i
g af . g
S S
2 N i .
: T Y
5 2L i E]
2 < Ll ‘ |
4l i
—6 1 R 4l i
78 Il Il 1 1 | | | |
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500

Tempo (ms) Tempo (ms)

(a) Modelo TNNP. (b) Modelo acoplado TNNP+Rice.

Figura 5.1: Autovalores dos modelos celulares TNNP e TNNP+Rice ao longo do
tempo durante uma simulacao de 500 ms com estimulo elétrico aplicado em t=50
ms.

problemas stiff na literatura, alguns exemplos sao apresentados por Hairer e Wan-
ner (2010). De forma geral, os métodos mais utilizados com sucesso sdo os métodos

implicitos, como o método de Euler implicito discutido em seguida.

5.1.5.4 Método de Euler implicito

O método de Euler implicito é obtido avaliando a fun¢ao f em ¢,,1 e y,11,

isto é

Ynt1 = Yn + Atf(tn+1, Yn-‘rl)' (545)

Note que como as fungoes do lado direito f dos modelos celulares sao nao-lineares,
entdo como a equagao (5.45) depende de y, 41, tem-se um conjunto de equagoes
nao-lineares que precisa ser resolvido para encontrar a aproximacao y,.;. Para

resolver essas equacoes nao-lineares o método de Newton sera usado. Portanto, o
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problema ¢ escrito na seguinte forma:

*(Yni1) = Yni1 — Yn — Atf(tny1,Yni1) =0, (5.46)

onde r é o vetor residuo. Na solucao através do método de Newton, o gradiente do
residuo Vr sera necessario, o qual é dado pelas derivadas parciais de r com relagao
a Ypi1, isto é

Vr = (I— AL), (5.47)

onde J representa a matriz Jacobiana dada por

af(tn+17 Yn+1>

J p—
OYnt1

Define-se entao o incremento Ay, da solu¢ao no passo k de tal forma que a nova

aproximacao para y,.1 em k + 1 é dada por

k41
y7(1+1 ) = yn+1 + Ayn+1

Assim o passo do método de Newton é definido em termos do seguinte sistema de

equacoes lineares

k
vrn—l—lAYn—i-l = _rgL-&)-la

k k ~ . .
onde rfl le = r(yfl 421) Pode-se reescrever a equacao anterior usando o gradiente do

residuo avaliado em yg +)17 isto é

Vrﬁfll = (I~ AtJ(Yn+1))
e assim o sistema de equacoes é dado por
(I- AtJ)Ayn-i-l = r;k—gl-
Logo, a cada passo de tempo, dada a aproximacao y,, para encontrar a
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aproximagcao no préximo instante de tempo y,, 11, resolve-se um sistema de equagoes

nao-lineares usando o método de Newton. Sendo ygﬂl a aproximacao para y,ii
no passo k do método de Newton, para k = 0,1, ..., resolve-se
k k k
(I- AtJ)Ayf(w)l == 51421 + Yo + Atf(tnia, yngl)v (5.48)
k41 k k
Y£HTL1 )= y7(’L-i)-1 + AY£H)-1a (5.49)

até que um critério de parada definido seja atendido.

Note que, o método de Euler implicito precisa resolver um sistema de equa-
¢oes nao-lineares a cada passo, sendo preciso calcular (ou aproximar) a matriz
jacobiana e avaliar a funcao f diversas vezes. Nesse trabalho, para o calculo da
matriz jacobiana J o método das diferencas finitas foi utilizado, como detalhado
em Dennis e Schnabel (1987).

Fica claro que o método de Euler implicito é muito mais custoso do que o
método de Euler explicito. A cada passo o método de Euler explicito avalia a
funcao f uma vez para obter a solugao no préximo instante de tempo. Entretanto,
apesar do maior custo computacional por passo, a regiao de estabilidade do método
de Euler implicito é maior e permite que passos de tempo At maiores sejam usado.
Assim espera-se que, apesar de possuir um custo computacional maior por passo,

ao usar um At maior o esfor¢o computacional total seja compensado.

5.1.5.5 Método de Rush-Larsen para modelos celulares

Uma alternativa ao alto custo computacional de métodos implicitos e as limi-
tacoes impostas no passo de tempo pelo método de Euler explicito para EDOs stiff,
como as dos modelos celulares, é o método de Rush-Larsen (RL). Esse método foi
desenvolvido por Rush e Larsen (1978) especificamente para a solu¢ao numérica de
sistemas de EDOs de modelos celulares que possuem uma determinada estrutura.
Em particular, o método RL é muito popular no contexto da eletrofisiologia car-
diaca devido a melhorias em suas propriedades de estabilidade quando comparado

com o método de Euler explicito.
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O método de Rush-Larsen particiona as EDOs em dois conjuntos. Um con-
junto para as variaveis do tipo gating que seguem o formalismo de Hodgkin-Huxley,
como na equagao (2.11), que sao tratadas por um integrador exponencial. O outro
conjunto reune as demais variaveis que sao tratadas através do método de Euler
explicito.

Para a solu¢ao do PVI (5.41) pelo método RL, as EDOs dos modelos celulares

sao escritas da seguinte forma:

dv 1 &
a = _C_m;[l(v’c’m’ t)v (550)
de .
E:gj(cj,m,v,t), i=1,2...,n, (5.51)
d
i%fzzaﬂl—wnw-—ﬂynh k=12 nn. (5.52)

A equagao (5.50) descreve a evolugao do potencial transmembranico v onde I; é
a corrente ionica do ion i de um total de n,,, correntes e C,, é a capacitancia
da membrana celular por unidade de drea. A equagao (5.51) descreve a dinamica
de n. concentracoes intracelulares, como por exemplo a concentracao intracelular
de célcio Ca; entre outras. A equagao (5.52) descreve a abertura e fechamento de
canais ionicos da membrana celular expressos em termos de um vetor de variaveis de
gating m com n,, componentes, denotadas por my. Tem-se ainda que oy = ag(v)
e B = Br(v).

As EDOs nas equagoes (5.50) e (5.51) sdo em geral nao-lineares. Em (5.52)
as fungoes oy, e [ sao nao-lineares mas dependem apenas do potencial transmem-
branico v. O método RL consiste em aplicar o método de Euler explicito para as
equagoes (5.50) e (5.51) com o uso de uma técnica distinta para as varidveis my
em (5.52).

Seja y uma variavel de gating qualquer. Sua equacao pode ser reformulada

como

Yy YooY

dt Ty ’

(5.53)
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onde

(073 1
o R 5.54
Y o + B Y g+ B (5.54)

O método RL assume entao que o potencial transmembranico v é constante em
cada passo de tempo, permitindo que a equagao (5.53) seja tratada como uma
EDO linear. Dessa forma como a solucao exata dessa EDO é conhecida, pode-se

atualizar o valor de y no passo n + 1 da seguinte forma

Ynt1 = Yoo + (Un — Yoo) €xp (—AL/T,). (5.55)

Todas as varidveis de gating my, sdo atualizadas usando a equagao (5.55). Dessa
forma, tem-se um método explicito, de facil implementacao, e que possui proprie-
dades de estabilidade para EDOs stiff de modelos celulares melhores do que aquela
do método de Euler explicito. Logo, passos de tempo maiores podem ser utilizados
sem comprometer a precisao da solugao e reduzindo assim o esfor¢co computacio-
nal da solucao. Extensoes, generalizagoes e uma andlise mais detalhada sobre o
método RL podem ser encontradas na literatura (Maclachlan et al., 2007; Plank
et al., 2008; Sundnes. et al., 2009; Spiteri e Dean, 2010).

Na Tabela 5.3 apresenta-se alguns detalhes sobre os modelos celulares usa-
dos nesse trabalho, assim como para o modelo celular eletromecanico acoplado
TNNP+Rice. A tabela mostra o maior passo de tempo permitido de forma a
produzir um erro menor do que 5% na solucao para cada modelo. Esses dados
foram extraidos de Marsh et al. (2012). Nas simulag¢oes numéricas desse traba-
lho com o método RL, considerou-se as mesmas restrigoes no passo de tempo do
modelo TNNP para o modelo acoplado TNNP+Rice, embora nenhum estudo de-
talhado como aquele feito em Marsden e Hughes (1994) tenha sido realizado para

determinar o maior passo de tempo permitido para esse modelo.
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Tabela 5.3: Maior passo de tempo permitido pelo método de Euler explicito (FE)
e pelo método de Rush-Larsen (RL) para diferentes modelos celulares.

Modelo Variaveis Varidveis gating Atpg Atgrr
Luo-Rudy 8 6 1.35E-2 1.23E-1
TNNP 17 10 1.78E-3 1.24E-1
TNNP+Rice* 27 10 1.78E-3 1.24E-1
5.2 Formulacgoes variacionais para o problema mecanico

Apresenta-se aqui as formulacoes variacionais para que o método dos ele-
mentos finitos possa ser usado na solucao do problema mecéanico que determina a
deformagao do tecido cardiaco. Inicialmente formula-se o problema em sua forma
forte (ou cldssica) para, em seguida, obter uma formulagao variacional do mesmo.

Desprezando o termo da aceleragao na equagao (4.47) que descreve a conser-

vacao de momento linear, na descri¢ao espacial, tem-se

divo + b = 0, (5.56)

onde b representa as forcas de corpo. Da conservacao do momento angular tem-se
a simetria do tensor de Cauchy, isto ¢, & = o. Para descrever as condicoes de
contorno do problema, considera-se que o contorno 0€) do corpo B ocupando a

regiao {2 é decomposto de tal forma que

00 =900, UoQ,, com 0Q,NIN,. (5.57)

As condigoes de contorno aqui utilizadas podem ser de Dirichlet ou Neumann,
e sao especificadas em termos do campo de deslocamentos u = u(x,t) ou em termos

do vetor tensao t = t(x, ¢, n) que atua na superficie com normal n, respectivamente.
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Assim tem-se

u=Tu, sobre 02,

t

on=t, sobre 0,

onde U e t representam, respectivamente, o deslocamento e a forca de superficie

prescritos no contorno.
Assim, através das equacOes anteriores tem-se o problema na forma forte:

dadas as forcas de corpo e as condigoes de contorno, encontrar o campo de deslo-

camentos u tal que

dive +b =0, em (2,
u=1u, sobre 99Q,, (5.58)

t =on =1, sobre 9Q,.

5.2.1 Principio do trabalho virtual

A formulacdo variacional da equagao (5.56), também conhecida como prin-
cipio do trabalho virtual (PTV), serd apresentada. Seja w = w(x) uma fungao
vetorial arbitraria definida em 2 tal que w = 0 em 0f),. Multiplicando a equa-

¢ao (5.56) por w e integrando em 2, tem-se
/ —(dive + b) - wdv = 0.
Q
Usando a seguinte identidade
dive - w = div(ew) — o : gradw,
no primeiro termo da equagao anterior, tem-se

/ [0 : gradw — div(oew) — b - w]dv = 0,
Q
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e em seguida usando o teorema da divergéncia, chega-se na seguinte equacao

/[a:gradw—b-w]dv—/ ow - nds = 0.
Q o0

Como w = 0 em 0f,, tem-se que a integral de superficie sé precisa ser avaliada
em 0f), tendo em vista a equagado (5.57). Usando a condigdo de contorno de
tracao on = t e a simetria de o, chega-se na seguinte equacao para o problema

variacional:

/[a:gradw—b-w]dv—/ t-wds =0,
Q 0o

a qual deve ser valida para qualquer w. Para obter o PTV, w ¢ interpretado como
um campo de deslocamentos virtual du. Assim a equacao anterior toma a seguinte

forma

/[a’:gradéu—bﬁu]d’u—/ t-duds =0,
Q 09,

e ainda, considerando que o tensor de Cauchy o é simétrico, tem-se que
o : graddu = o : Je,

onde de é a variacao do tensor de deformacao de Euler-Almansi, a qual corresponde

a parte simétrica do gradiente do deslocamento virtual, isto é
de = %(grad” du + graddu). (5.59)

Assim, o PTV na descricao espacial é escrito como

/U:éedv—/b-cSudv—/ t - duds = 0, (5.60)
Q Q 99,

o qual estabelece que o trabalho virtual interno o : de é igual ao trabalho realizado

pelas forcas de corpo b e tracio t. Para representar o trabalho virtual 6W as
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seguintes funcoes sao introduzidas:

6W - 5VVint + 5Wext, (561)
onde
IWint(u, 0u) = / o : dedv, (5.62)
Q
dWext (1, du) = — / b - judv — / t - duds, (5.63)
0 000

representam o trabalho virtual interno e externo, respectivamente.

O PTV na descricao material sera descrito usando u para representar o
campos de deslocamentos, entretanto, deve-se notar que aqui u = u(X,t). O
ponto de partida é a equacao de equilibiro na descrigdo material (4.52) especificada
na configuracao de referéncia )y ignorando o termo da aceleracao. Junto com as
condigoes de contorno pode-se especificar o problema de valor de contorno na
descrigao material como: dadas as forcas de corpo B e as condigoes de contorno,

encontrar o campo de deslocamentos u, tal que

DivP + B = 0, em §o,
u=1u, sobre 0y, (5.64)

T =PN =T, sobre 0¢,,

onde T é o vetor tracao prescrito na superficie da configuracao de referéncia €2y cujo
vetor normal é dado por N. Procedendo da mesma forma como no caso anterior,

o PTV na descrigao material é obtido como
/ P : Grad(du)dV — / B - fudV — / T - dudS =0, (5.65)
Qo Qo Qo,o

onde du representa o deslocamento virtual definido na configuragao de referéncia

127



Qy que satisfaz ou = 0 em 0€),. Usando a notagao anterior tem-se que

Wit (u, du) = / P : Grad(du)dV, (5.66)
Qo

IWext(u, du) = —/

B - fudV — / T - 6udS = 0. (5.67)
Qo QO,U

Dada a relagao P = F'S, note que também é possivel (Bonet e Wood, 2008) escrever

o trabalho virtual interno dW,,; usando o segundo tensor de Piola-Kirchhoff S como

5I/Vint(u,5u) = / S:0EdV, (5.68)
Qo

onde 0E é a primeira variacao do tensor de deformacao de Green-Lagrange.

E importante ressaltar que o PTV, seja escrito na descricao espacial ou ma-
terial, foi desenvolvido sem relacionar tensao e deformacao, isto é, sem considerar
uma lei constitutiva para um material especifico. Portanto, as equagoes do prin-
cipio do trabalho virtual especificadas anteriormente sao validas para qualquer

material.

5.2.2 Principio da energia potencial estacionaria

Discute-se aqui uma formulacao variacional baseada na existéncia de um
funcional de energia Il para as tensoes e carregamentos. Formulagoes baseadas
em funcionais de energia sao muito uteis para o desenvolvimento de algoritmos
numéricos robustos baseados em técnicas de otimizagao.

O principio de energia potencial estaciondria que sera descrito considera o
campo de deslocamentos u como a tunica variavel. Considere as condigoes de

contorno especificadas em (5.64). A energia potencial total II do sistema é dada
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pela soma da energia potencial interna e externa, Il e Iy, i.e.

II(u) = i (u) 4 gt (1), (5.69)
() = [ W(F(u)av. (5.70)
ey (0) = —/ B udV — / T - uds. (5.71)

O objetivo é encontrar o estado de equilibrio (a configuracao deformada)
para a qual o potencial Il é estaciondrio. A condicao estacionaria do funcional
da energia potencial total é obtida ao se exigir que a sua derivada direcional com

relacao aos deslocamentos u seja nula em todas as diregoes du. Isto é

0ll(u, 0u) = Dgyll(u) = %H(u + edu) = 0. (5.72)
e=0

A equagao anterior é conhecida como principio da energia potencial estacionaria.
O ponto estacionario de II é obtido tomando a sua primeira variacao dII igual a

zero. A condigao estacionaria do funcional II é dada por:

Dsull(u) = d%l’[(u + edu)

e=0

- d% {/QO [(U(F(u+¢edu)) — B (u+edu)]dV —/ T. (u+€(5u)d5}

QO,o‘ e=0

Trocando a ordem da integral e derivada no primeiro termo da equagao anterior,

ja que € é fixo, e aplicando a regra da cadeia

_ [ OV (F(u)) |
_ /Q R DaE (v,

dii [/Q U(F(u+ aéu))dV]

e=0

e calculando a variagao do gradiente de deformacao 0F tem-se que

d d
0F = DsyF(u) = —F(u+eu)| = —[I+ Grad(u+ edu)] = Grad(ou).
de e=0 de e=0
Como o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff é dado por P = g—%’ com a variacao do
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gradiente de deformacao tem-se

/QO % : DsyF(u)dV = / P : Grad(du)dV,

Qo

e assim a condigao estacionaria do funcional energia potencial II é dada por

ST = DyyII(u) = /

[P : Grad(du) — B - du]dV — / T-6udS =0. (5.73)
Qo

QO,U

Analisando a equagao (5.73), conclui-se que a condigao estaciondria éII = 0 do

funcional de energia potencial é equivalente ao PTV dado por (5.66) e (5.67).

5.2.3 Método da penalidade

Apresenta-se aqui como a restricdo de incompressibilidade J = 1 pode ser
tratada dentro do contexto da formulacao variacional baseada no campo de desloca-
mentos u como unica variavel. A ideia basica é modelar um material incompressivel
como um material quase incompressivel que nao sofre muita mudanca de volume.
Esse método é conhecido como método da penalidade (penalty method) (Bonet e
Wood, 2008; Holzapfel, 2000).

A fungao energia de deformagao ¢ usada em sua forma desacoplada dada por

U(C) = Wy (J) + Ui (C). Assim, o funcional de energia tem a seguinte forma
I, (u) = / [Vyo1(J) + Wiso(C)] dV + Hexs (n). (5.74)
Qo

Note que J = detF = (detC)l/ 2eC = FF A funcao ¥, descreve a resposta
volumétrica enquanto que Wi, descreve a resposta isocérica (sem mudanga de
volume) do material. E preciso definir essas funcoes tal que se J = 1 e C = 1,
entao V¥, = Vi, = 0, de forma a garantir uma configuracao de referéncia sem
tensao.

A funcao W, (J) é caracterizada pelo parametro de penalizagao k£ > 0 e pela

130



funcao de penalizagdo U(J). Uma forma muito utilizada para essa fungao é
1
Voo (J) =rkU(J), com U(J)= 5(J — 1)

A configuragao correspondente ao valor estacionario do funcional de energia

II,, do método da penalidade é obtida tomando-se 011, = Ds,IL,(u) = 0, isto é

d
Dsyll,(u) = e {/Q U(C(u+ €5u))dV} + Dsullex
0 e=0
oV (C(u
= /QO % : D(SquV + DéuHext

a\Ilvol a\Iliso
- - DsaCdV + Dsullons,
/Q( oc ac) oV Doullea

sendo que a tltima igualdade foi obtida usando ¥(C) = W, (J) + Viso(C) € omi-

tindo os argumentos para simplificar a notacao. Note que Dgsulley ja foi calculado

na equagao (5.73) e é dado por

Dsullew = —/ B éudV — T - dudS.
Qo

QU,O‘

Como Ds,C = 20E o primeiro termo é reescrito como

a\Ijvol 8\Ijiso . o d\Ijvol a.J a\Ijiso .
/Q( o ac)‘D‘S“CdV_/glO( et ac)‘<25E>dV

_ / <1d‘1’“ﬂc—1+ (N'is") . (20E)dV
Qo

2 dJ oC
d\Ijvol -1 8\Ijiso
= J C 2 - 0EdV,
/QO ( 4 - T7ac ) ’

Considerando a equagao (4.62) onde o segundo tensor de Piola-Kirchhoff é dada

por
a\Ijiso

= 149
S=JpC " + 3C

e através da equagao (4.70), chega-se a seguinte condigao estacionaria para o fun-

131



cional de energia
Dgunp(u):/ S:(SEdV—/ B-5udV—/ T - dudS = 0. (5.75)
Qo Qo Qo,o

Note que a expressao da pressao hidrostatica, dada por

_dV _ dU()

- = = R(J(w) - 1), (5.76)

p

representa uma equacao constitutiva artificial para p com o objetivo de prevenir
mudancas de volume significativas (Holzapfel, 2000).

O parametro de penalizacao x é usualmente especificado pelo usuario e é
escolhido a partir de experimentos numéricos. Claramente, aumentando o valor de
k a violacao da restricao de incompressibilidade é reduzida. Entretanto, é impor-
tante observar que o método da penalidade torna a matriz de rigidez de elementos
finitos mal-condicionada a medida que o valor do parametro de penalizacao é au-

mentado (Luenberger, 2003; Simo et al., 1985).

5.2.4 Formulacao variacional de Simo-Taylor-Pister

Diversos tipos de materiais bioldgicos apresentam uma alta resisténcia a mu-
dancas de volume e devido ao comportamento incompressivel do tecido cardiaco,
um tratamento numérico adequado nas simulacoes da biomecanica cardiaca é fun-
damental.

Apresenta-se aqui uma formulacao de elementos finitos mista, apropriada e
bastante utilizada na biomecanica (Brinkhues et al., 2013; Eriksson et al., 2013;
Gasser et al., 2006; Holzapfel e Ogden, 2009) assim como em softwares comerci-
ais (Zienkiewicz e Taylor, 2005) e livres (Maas et al., 2012). A formulagao usada
nesse trabalho consiste de uma formulacao variacional mista de trés campos e foi
proposta por Simo-Taylor-Pister (STP) (Simo et al., 1985; Simo e Taylor, 1991). A
partir do procedimento de condensacgao estatica a nivel do elemento tal formulagao

pode ser transformada em uma formulacao baseada em deslocamentos.
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Para descrever essa formulagao, define-se o seguinte funcional de energia

Horp = TP 4 Ty (5.77)

onde II2TF representa a energia interna de acordo com a formulagao STP, enquanto

a energia potencial externa Ilq é a mesma definida anteriormente em (5.71). Para

[ISTP

int

descrever a energia potencial interna a mesma abordagem do método da
penalidade sera utilizada, isto é, a funcao energia de deformagao ¢é considerada em
sua forma desacoplada.

A funcao energia de deformacao é escrita como

U=V (C) 4+ Uy(J), com Uy(J)==(J—1)% (5.78)

| =

onde Vi, é a parte isocorica e \vaol(j ) a parte volumétrica da fungao energia de
deformagao. O principio variacional de STP, do tipo Hu-Washizu (Bonet e Wood,
2008), considera os campos de deslocamento u, a pressao p e a variavel cinematica
J como varidveis independentes. Assim, o funcional de energia da formulacdo

variacional é dado por
grp(u,p,J) = / [\piso(ﬁ) + Uy (J) + p(J(u) — j)] AV 4+ T (n),  (5.79)
Qo

onde a equagao (5.78) foi usada e a restricao J = J é imposta através de p.

Além do campo de deslocamentos virtuais du, introduz-se também o campo
de pressao virtual dp e o campo de dilatacdo ou mudanca de volume virtual ..
A condigao estacionaria do funcional Ilgrp é obtida com relacao as trés variaveis

(u,p, J) separadamente, isto é

Dsullsrp =0,
Ds,srp =0, (5.80)
D(SJHSTP = 07
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para todo du tal que du = 0 em 9y, e para todo dp e 8.J. As equacoes definidas
em (5.80) serdo calculadas a seguir.

O primeiro passo é determinar Dy,Ilsrp pela derivada direcional (5.72), isto

D(;quTp(u,p, J) = d_5HSTP(u+€5u’p’ J) = 0. (581)

e=0
No que segue, os argumentos (u, p, J ) do funcional I1g7p sdo omitidos por simpli-
cidade de notagao. Assim, trocando a ordem da derivada direcional e da integral,

aplicando a regra da cadeia e ainda considerando as seguintes relagoes

DsuC = 26E, (5.82)

DsyJ = Jdiv(ou), (5.83)
tem-se que a derivada de Ilgrp na direcao de du é dada por

Doullorp = / Diaeor(F) + Dsu(p(T (1) — ) + DaaWieo(C)] dV + Dyulluse (1)
Qo L

[ a\I’iso
/ pD(;uJ(u) + . D(SuC:| dV + D(guHeXt(ll)
0 L 0C

[ \I/iso
/ pJdiv(su) + 9 0o . 5E} AV + Dsullex (1)
Qo L 0C

— / (pJC_1 + 2(3%50) : 5E} dV + Dsullexi (1)
QO L ac

— /Q [(pJC_l + §) . (5E} dV + D(SuHext(u)’

onde a seguinte identidade div(du) = C~! : JE foi usada (mais detalhes podem
ser encontrados em Holzapfel (2000)). Aqui S = 2% representa a contribuicao
puramente isocérica do segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff. De acordo

com a equagao (5.73) a variacao da energia externa é dada por

Dsullo = — / B dudV — / T - dudsS,
Qo 690,0
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e, assim, a seguinte equacao é obtida

Dsullgrp = / [(pJC"+8S) :6E—B-éuldV — / T oudS =0. (5.84)
Qo 00,0

De forma similar, as seguintes equacoes podem ser calculadas

deHSTP = / 6p(J(u) — j)dV =0, (5.85)
Qo

- [ AV (J
DMHSTP:/ 6J J—p av =0, (5.86)
% dJ

que para dp arbitrario resulta em J = J e para 6J arbitrario resulta na equacio
constitutiva para a pressao p = dW,y /d.J.

Note que as equacgoes da formulacao STP escritas até entao estao em termos
da configuracao de referéncia €1y, isto é, estao na descricao material. A formulacao
variacional em termos da descricao espacial sera desenvolvida a seguir. Assim,
como apresentado em Holzapfel (2000), tem-se que 0C e B se transformam, res-

pectivamente, em de e b, onde

e = (gradTéu + gradéu) , (5.87)

DO | —

representa a primeira variacao do tensor de deformacao de Euler-Almansi e. A
mudanga de volume entre a configuracao atual e a configuracao de referéncia é
dada por dv = JdV. Com essas relagoes a equagao (5.84) é escrita na descrigao

espacial como

/[(pI +0):de—Db-duldv — / t-duds =0, (5.88)

0o

onde & = J 'FSF” define a parte puramente isocérica do tensor de tensdo de
Cauchy e t é o vetor de tensao de Cauchy prescrito em 0€),. Note que aqui
o campo de deslocamentos virtual du esta definido na configuracao atual e que

ou =0 em 092,.
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Para simplificar o tratamento, a seguinte notagao serd usada
W = 6Wing — 0Wege = 0 (5.89)

onde §Wiy representa o trabalho virtual interno modificado e §Wey; 0 trabalho vir-
tual externo que sao dados, na configuracao atual e de referéncia, respectivamente

por

Wine = / (pl + &) : dedv = / (JpC™' +8) : §EAV, (5.90)
Q )

IWest = / b - dudv + / t - duds = / B du+ / T - duds. (5.91)
Q Qg QO 890,0

A equagao variacional nao-linear (5.88), ou a equacao (5.89), sao usualmente cha-

madas de principio do trabalho virtual modificado (Holzapfel, 2000).

5.2.5 Discretizacao

A discretizacao do problema continuo é apresentada utilizando o método dos
elementos finitos usando a descri¢cao espacial. O primeiro passo ¢é dividir o dominio
) e o0 seu contorno 02, C 02 do corpo continuo B em n, elementos com dominio
2. e n;, elementos de superficie com dominio 9€2,; nos quais o vetor de tensao é
prescrito, isto é:

Ne Yy
0~ é 0., 090, ~ A 0y, (5.92)

onde A denota o operador de montagem dos elementos (Hughes, 2000). Elementos
isoparamétricos sao usados e a interpolagao da geometria da configuracao atual e

da configuracao de referéncia possuem a seguinte forma

MNnos

xp =Y Ni(&)xi, (5.93)
Xh =3 Ni(€)X,. (5.94)
I=1
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onde o subscrito h denota a versao discreta de uma quantidade, x; e X; denotam as
posicoes do né I nas configuragoes atual e de referéncia, respectivamente, € nyqs € 0
nimero de nés de um elemento. Nas equagoes (5.93) e (5.94), € = {&1,&, &3} € Qn
sao as coordenadas locais do elemento de referéncia. A Figura 5.2 mostra o ma-
peamento de um elemento quadrilatero na configuragao atual para o seu elemento
de referéncia no dominio €25. A funcao de interpolacao associada ao né I é de-
notada por N;(&) e é definida em Qp. Mais detalhes sobre esses conceitos podem
ser encontrados na literatura basica sobre elementos finitos (Bonet e Wood, 2008;

Hughes, 2000; Johnson, 2009).

x2

£2

A /\

&1

Qg

Figura 5.2: Mapeamento.

O campo de deslocamentos discreto u;, = x5, — X, é calculado como

MNnos

w, =Y Ni(&uy, (5.95)

onde o deslocamento do n6 I é denotado por u;. A interpolacao do campo de

deslocamento virtual du, do seu gradiente espacial grad(du) e do seu divergente

137



div(du) sao dadas por

TMnos

Suy, = ZNI(é)éu[, (5.96)
grad(duy) = ni du; ® V4N (&), (5.97)

=1
div(duy) = %(MI VN (€), (5.98)

=1

onde
Vi Ni(§) Zjﬁlaa—]\ga jn = %—}Zl = %XI ® VN (5.99)
=1

Aqui, V() N; denota o gradiente das funcoes escalares Ny com relacao as coorde-
nadas x ou X e j, ¢ o operador Jacobiano, que transforma o gradiente V¢N; no
gradiente VN;. A discretizacao de de é dada pela parte simétrica de grad(du),

isto é

Tnos

der = 3 > (6u; ® VN + Vi N; ® duy) = sim(graddu). (5.100)
I=1

Para as variaveis p e J, e suas respectivas variacoes dp e 9., funcoes de
interpolagao constantes por elemento (descontinuas) sao usadas, da mesma forma

como em Simo et al. (1985); Simo e Taylor (1991). Assim tem-se
ph=D, Opn=20p, J=1J, 3dJ=20J, (5.101)

onde () foi usado para representar a funcao de interpolagao constante. Essa formu-
lagao mista é conhecida na literatura como técnica da dilatacao média (Nagtegaal
et al., 1974) e resulta em um elemento finito do tipo Q1-P0-P0 ou simplesmente
Q1-P0. Outras escolhas para as funcoes de interpolacao, como por exemplo a in-
terpolacao quadratica para o deslocamento e constante para as demais variaveis

que resultam no esquema Q2-P0-P0 também podem ser usadas como em Brinkhues
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et al. (2013).

Além disso, essa abordagem resulta em uma formulacao que evita os proble-
mas de trancamento da solugao (locking) associados com a restrigao de preservagao
de volume. Vale ressaltar que o elemento finito misto Q1-P0 nao satisfaz a condi-
¢ao de estabilidade de Babuska-Brezzi ou LBB dentro do contexto da elasticidade
linear (Brezzi e Fortin, 1991). Entretanto, ainda assim esse elemento finito se mos-
tra bastante robusto e é muito utilizado na biomecéanica (Brinkhues et al., 2013;
Gasser et al., 2006; Maas et al., 2012; Zienkiewicz e Taylor, 2005).

As versdes discretas de dWiy. e W, sao descritas a seguir. As contribuigoes

SWe, e SWE

o o+ de cada elemento e ao trabalho virtual interno modificado e externo

sao consideradas, isto é
Ne Ne
T ~ ire ~ e
OWine & E OWSE,  Wex = E OWe .
e=1 e=1

Usando as interpolagoes definidas anteriormente e através da simetria de o tem-se

Wity = / (ol 4 04) : dendv = Z/ (PL+h) : (0u; @ V4N )dv
I=1 e

e

= Zéu[ . / (]3]: +Eh)VxN[dU, (5102)
Qe

enquanto o trabalho virtual externo pode ser escrito como

(SVV:Xt = —/ b- 5uhdv — / 1_3 . 5uhds
Qe 0Q0,e

Tnos Tnos

==Y bur- / Nibdv = uy - Nitds. (5.103)
I=1 Qe =1 e

As equagoes (5.85) e (5.86) devem ser satisfeitas localmente no elemento uma
vez que as fungoes de interpolacao usadas para as variaveis p e J sao constantes.

Através da interpolacao de p, J, op e &.J, definidas anteriormente, a nivel do
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elemento pode-se chegar as seguintes equagoes

= 1 v

J = —/ JpdV = <, (5.104)
fQS dv Qf ‘/e

_ 1 / d\Ijvol d\I]vol

b= ol gy = 2% , 5.105
Jos AV Jag dJ AT |5 (5.105)

onde v, e V, sao os volumes do elemento e na configuragao atual e de referéncia,
respectivamente. Portanto, ambas varidaveis podem ser eliminadas a nivel do ele-
mento e entao a equagao (5.105) com J determinado pela equagao (5.104) é usado
na equagao (5.102).

Agora as equagoes serao escritas usando a notacao matricial. Para isso,

define-se o vetor coluna 3 x 1 do campo de deslocamentos virtuais du; como
Suy = [duy, Sug, dus]t, (5.106)

o qual contem as componentes do campo de deslocamento virtual do né I. De
forma similar, a variagao do tensor de deformacao de Euler-Almansi de;, como um

vetor coluna 6 x 1 é dada por
5eh = [6611, 5622, 5633, 25612, 25623, 25613]T. (5107)

Usando essa notacao a interpolacao de de;, pode ser escrita em sua forma matricial

Cco1mo

Mnos

dep = » Bouy, (5.108)

I=1
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onde a matriz B; é definida como

ONT
o 0 0
ONy
0 . 0
0 o0 2o
B — | (5.109)
ON;  ONg 0
Oxo ox1
0 ONy ONp
8903 8272
ONp O ONp
| 81’3 811 i

De forma andloga, a parte isocdrica do tensor de tensao de Cauchy é representada

pelo seguinte vetor coluna
oh [01170227633701270237013] . ( . )

Logo, o trabalho virtual interno modificado dWiy pode ser escrito para  ~

A
e §2e, como

5Wim~ (ZéuTFmt >:5uTFim(u), (5.111)

com

F}m(ue):/ﬂ BT (pl + ) dv, (5.112)

onde p é dado pela equagao (5.105) e u. contem as componentes do vetor de
deslocamentos do elemento e. Note que F'"* e Ju representam os vetores colunas
globais das forgas internas e deslocamentos virtuais de todos os nés da malha de
elementos finitos.

O trabalho virtual externo W, pode ser escrito como

Ne Mnos T bnos

Wt & A Z SulFt — A Z SujF& = suj F™, (5.113)
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com

F;’Xt:/ Nibdv, Fo} = Nrtds, (5.114)
Qe 7 agd,b

onde b e t sdao vetores colunas que representam as forcas de corpo e de superficie,
respectivamente. E ainda, n, e b,,s representam o nimero de elementos de super-
ficie e o nimero de noés dos elementos de superficie onde a condi¢ao de contorno
em termos de t é prescrita. Note que, F™* é o vetor coluna global que captura as
forgas que atuam no corpo que ocupa a regiao €2 com contorno dado por 0f2.
A partir das equagoes (5.111) e (5.113), que definem as forgas nodais internas
e externas, a seguinte expressao para o trabalho virtual modificado definido na
equagao (5.89) é obtida
su’R(u) = 0, (5.115)

onde R(u) = Fi"*(u) — F™* representam as forgas residuais que formam o vetor
coluna R. Nesse ponto ¢ importante ressaltar que alguns deslocamentos nodais
da malha de elementos finitos sao conhecidos. Logo, para os ndés I na superficie
09, C 02 o vetor u; é dado, enquanto os valores correspondentes de du; nesses
nos € zero.

Como a equagao (5.115) deve ser valida para todo du, a forma discreta das

equagoes do movimento é dada por
R(u) = F"(u) — F** = 0. (5.116)

Note que F* é uma funcao nao-linear do campo de deslocamentos u, e portanto
a equacao acima representa um sistema de N equagoes nao-lineares, onde N ¢é
numero de graus de liberdade livres. As equacoes associadas aos graus de liberdade

prescritos sao ignoradas.

5.2.6 Linearizagao

Para a solucao das equagoes nao-lineares o método de Newton sera utilizado

com uma abordagem incremental iterativa para resolver uma sequéncia de proble-
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mas linearizados. Portanto, é preciso linearizar o problema com relagao a todas as
quantidades associadas as equagoes nao-lineares.

Para isso, as equacoes variacionais serao linearizadas em sua forma lagran-
giana para em seguida se obter a forma euleriana. Vale lembrar que, a variagao
e a linearizacao de funcgoes sao operacoes equivalentes baseadas no conceito de
derivada direcional definida na equacao (5.72). O operador de linearizacao sera
denotado por A(e) e sua definigao é analoga a equagao (5.72) com A(e) ao invés

de d(e), isto é

AD(x, Au) = Dp,P(x) = diq)(x +eAu)| . (5.117)
€ e=0
A forma discreta de Wiy, conforme definido em (5.90) em um elemento e é dada
por

Wi = /Q (JnpnCy ' +Sy) = $0CdV. (5.118)
0

Aplicando o operador de linearizacao nessa equacao, obtém-se a linearizacao de

oW,

o ha descri¢ao material, que em seguida pode ser escrita em termos da descrigao
espacial (mais detalhes podem ser encontrados em Holzapfel (2000) e Holzapfel

(2003)), da seguinte forma

DpndWE, = /{gradéuh cgradAuy (ppl + ) + Appl: dep
Q

+ 5eh : [(I ®I— Q]I)ph + Eh] : Aeh}dv, (5119)
onde
1 Mnos
Aen = 3 D (Au; @ VN, + VN, @ Auy), (5.120)
=1

representa a discretizacao do incremento do tensor de deformacao de Euler-Almansi.

O tensor de quarta ordem I é dado por

(Dijrr = 5 (6ixbs0 + 0udin), (5.121)
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enquanto o tensor de elasticidade ¢ na descricao espacial definido em termos do

tensor de elasticidade na descricao material C é

_ — 08
Caved = J FoaFypFoc FapCapep, com C = 2%. (5.122)

Note que a equagao (5.119) possui uma simetria que se reflete na matriz tangente
quando discretizada e é linear com relacao aos termos du e Au. E comum escre-
ver a linearizagao do trabalho virtual interno modificado discreto em termos das

contribuigoes dos diferentes termos da equacao, isto é:

DaubWey = DaubWey + DaudWey + DaudWe,, (5.123)
onde os diferentes termos sdo definidos como
DpandWe, = / gradduy, : gradAuy (ppI + &p)dv, (5.124)
DAU(SWriat = 5eh . [(I X I- Q]I)Ph -+ (_Zh] . Aehdv, (5125)
Qe
DAUCSW;p = / Aph I: 5ehdv, (5126)

e

e representam as contribuigoes geométrica, do material e a contribuicao da formu-
lagao variacional de trés campos de Simo-Taylor-Pister que envolve a pressao pp,
respectivamente.

A matriz tangente é calculada com base nas trés contribui¢oes dadas pelas
equagoes (5.124)- (5.126). Comegando com DaudWe,, e considerando as interpo-

lacoes de duy e pp,, tem-se que

geo

DaydWe = / gradouy, : gradAuy(prl + @)dv
Q

Mnos Mnos

-3y / (6w © VD) ¢ (A ® VNP + &)do.  (5.127)

I=1 K=1
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Através da seguinte identidade (Holzapfel, 2000)
(a®@b): (c®d)A =a-I(b-Ad)c,

a equacao anterior é reescrita de forma mais compacta como

Tnos Mnos

DauWi, =YY duy-1 / Vi N; - (pI + &)V Ngdv Aug, (5.128)
Qe

I=1 K=1
que tem a seguinte forma matricial
Mnos Mnos

DaubWio = Y Y ouf K Aug,

I=1 K=1

Ki¢ =1 / (VN TV Nido, (5.129)
Qe

de tal forma que a matriz & é definida como

D 011 012 013
o = P + Too Oosl > (5.130)
_ sim. _
b 033

onde 7;; representam as componentes da parte isocérica do tensor de tensao de

Cauchy. A contribuicao do termo Da,0WS,, ¢ dada por

DAU(SW;at = / 5eh . [(I & I- 2]I)ph + (_Zh} : Aehdv
Qe

Tnos Mnos

:ZZ/ %(5uI®VxNI+VxN]®5uI)Z
Qe

I=1 K=1

(I®I—20)p+c) : 5 (Aug @ ViNg + Vi Nk ® Aug),
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ou da seguinte forma matricial

Mmnos Mnos

DauWi = > Y suf K Auy,

I=1 K=1

Krat — /Q B DBydv,

(5.131)

onde K2' é a contribui¢do constitutiva para a matriz de rigidez de um elemento.

D representa a matriz constitutiva, na descricao espacial, cujas entradas sao dadas

pelo tensor de quarta ordem (I ® I — 2I)p + ¢,. Considerando as simetrias de ¢,

pode—se escrever

D:Dﬁ+D57

onde as matrizes D; e Dz sao definidas como

—p —p —D
—p —p D
-p —p D

Ci111 Cr122 C1133  Ci112
C2222 (2233 (2212
C3333 (3312

C1212
sim.

C1123
C2223
C3323
C1223

C2323

C1113
C2213
C3313
C1213

C2313

C1313

(5.132)

(5.133)

(5.134)

Por fim, a expressao do termo da pressao Da,0Wg, é calculada. Para esse

termo, é preciso especificar a interpolagao dos incrementos das variaveis volumé-
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tricas p e J, o que é feito de forma andloga & equacao (5.101), isto é
Apy = Ap, AJy = Al (5.135)

Através da equagao (5.100) da interpolacao de dey, da relagao I : sim(gradduy,) =

divouy, e da interpolagao dos incrementos Apy, e AJy, tem-se que

stp T

DayoWE —/ AppI : depdv :/ Appdivéupdv = Apv.diviuy, (5.136)
Qe Qe
onde a seguinte notagao foi usada

div(e) = l/ div(e)dv, (5.137)

Ve

que representa a média do operador divergente de um elemento na configuracao
atual cujo volume é dado por v..
Agora é preciso determinar a mudanca de pressao Ap que aparece na equa-

¢ao (5.136). Tendo em vista a defini¢ao de p dada anteriormente

_ d\pvol
b= =
dJ 1j=g¢
o seu incremento é
op =
Ap=2LAJ
oJ
Para determinar A.J , COMO J ¢ dado por
= 1
J=—=== JpdV.
Vve ‘/e /QO’E h )
a sua linearizagao resulta em
= 1
A =— AJpdV. (5.138)
‘/e QO,&

Da equacao (5.83) sabe-se que AJ = Jdivéu e portanto a seguinte relagao para
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AJ;, é obtida
AJh = JhdivAuh,

que ao ser substituida em (5.138) resulta na seguinte expressao

~ 1 P —
AJ = v divAupdv = J divAuy, (5.139)
e JQe

Finalmente, substituindo a expressao de AJ em Ap, o incremento da pressao é

dado por

7] = 2 =
Ap:a—p:AJ: Vot 5 _ TV 7
oJ dJ? dJ?

J divAuy : (5.140)
T=v;

a qual é substituida na equacao (5.136) para determinar a expressao da linearizagao

do termo da pressao do trabalho virtual interno modificado como

e T _ :d2\:[jvol
= rdivAupdivouy,, &k=J———1,, (5.141)
dJ?

DanoW5

stp

onde J = ve/Ve e k fol introduzido para simplificar a nota¢ao. Usando a defini¢ao
da média do operador divergente div(e) dada pela equacio (5.137), a interpolacio
do operador divergente definida em (5.98), e apds alguma manipulagao algébrica,

a equacao (5.141) toma a seguinte forma

DAuéT/Vstp = EEAuhméuh

1 1

= K— divou,dv— divouydv
Ve JQ. Ve Ja.
1 Mnos Mnos

= Rv—e 0. (Z 511] v N[) dU— /6 (Z (511[( VXNK> dv

=K 511[ : (VXN[ ®VXNK) AuK,
I=1 K=1

onde

1
== U—e/QE Vx(.)dl)

representa a média do operador gradiente na descricao espacial de uma fungao
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escalar (o) no elemento com volume v,. Assim,

Tnos Mnos

DaubWi, => ) sujKiPAug,
I=1 K=1
K7k = R(V<N)T (Vi N), (5.142)

onde K?t}; é a contribuicao a matriz tangente associada ao termo da pressao da
formulacao variacional de Simo-Taylor-Pister. Nessa formulagao, a matriz de rigi-
dez (ou matriz tangente) de um elemento, denotada por K., é composta pelas 3

submatrizes definidas nas equagoes (5.129), (5.131) e (5.142), isto é

Mnos Mnos

Ko=) >, /Q [L(VxN1) G0V Nk + B[ DBy dv + &(VxN;)" (V< Ng).

I=1 K=1

(5.143)

O tamanho da matriz local de rigidez K. do elemento é (nn0s - Tdof) X (Tnos * Mdof)
onde ngor € 0 nimero de graus de liberdade por n6. Por exemplo, para um elemento
hexaedro com n,.s = 8 tem-se ngor = 3 € portanto a matriz local do elemento tem
tamanho 24 x 24. A construcao da matriz de rigidez global é feita através da soma
das contribuigoes das matrizes locais, procedimento este que pode ser definido pelo

operador de montagem, isto é
K(u) = AK. (u) (5.144)

onde K, ¢é dada por (5.143). E ainda, como as varidveis J e p sdo determinadas
a nivel do elemento, essas variaveis nao fazem parte do sistema de equacgoes glo-
bal, e portanto tem-se um modelo generalizado cuja tinica variavel é o campo de

deslocamentos u. Esse procedimento é usualmente conhecido como condensacao

estatica (Hughes, 2000).
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5.2.7 Método de Newton

Para resolver o sistema de equagoes nao-lineares (5.116) o método de Newton
que possui uma taxa de convergéncia quadréatica (Kelley, 1987) serd utilizado.

Sendo assim, a linearizacdo de R(u) = 0 pode ser escrita como

8R(u)>

R(u™) =~ R(u') + < u Au =0, (5.145)

ut

onde u’ é o campo de deslocamentos na iteracao i e u'*' = u’ + Au, é o novo

campo de deslocamentos na iteragao ¢+ 1. O tltimo termo na equagao é a derivada

direcional de R com relacao a u’ na direcao do incremento de deslocamento Au.
O método de Newton é escrito como

(81;—1(:1)) Au = —R(u’), (5.146)

ut

U™ =u'+ Au, para i=0,1,..., (5.147)

onde o resfduo é dado por R(u) = F*(u) — F*' ¢ a cada iteracdo i o incremento
Au deve ser calculado e utilizado para atualizar o campo de deslocamentos u.
Esse procedimento é repetido até que, a magnitude da norma do residuo ||R(u?)||
seja menor do que um valor pré-estabelecido €, que garanta que uma solucao
aproximada precisa foi encontrada. Um outro critério de parada que pode ser
adotado é baseado na comparagao de ||R(u’)|| com o residuo inicial ||R(u?)|| tal
que

IR()]] <& |[R(u)]] (5.148)

seja satisfeito, onde €, é um parametro pré-estabelecido. O critério de parada tam-
bém pode ser determinado em termos da norma da energia dada por ||[Au?R(u?)||,
como descrito em Simo e Hughes (2000).

Como s6 o termo das forcas nodais internas F™*(u) depende do campo de

deslocamentos, a derivada direcional de R na direcao de um incremento de deslo-
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camento Au define a matriz de rigidez K, isto é

e assim, pode-se reescrever a equagao (5.146) do método de Newton como uma

)

ut

sequéncia de problemas lineares da seguinte forma:

K(u)Au = —R(u’) = F*' — F"(u) (5.149)

u'tt =u’ + Au, (5.150)

onde a matriz de rigidez global é calculada usando as equagoes (5.144) e (5.143)
definidas anteriormente.

Na prética um procedimento muito comum adotado na solu¢ao de (5.149),
no contexto da elasticidade nao-linear, é decompor a carga externa aplicada F*

em uma série de incrementos de carga, como

Ninc

Fext — ZAF?Xt,
=1

onde n;,. € o total de incrementos de carga a serem aplicados. Assim, fica claro
que quanto mais incrementos de carga utilizados, mais facil o método de New-
ton ird convergir para uma solucao naquele passo, ao custo de um maior esforco

computacional total.

5.2.8 Calculo da tensao e do tensor de elasticidade

Foi mostrado anteriormente que a tensao de Cauchy para o modelo consti-
tutivo de Holzapfel-Ogden é dada pela equagao (4.108). Para a solu¢ao numérica
usando o método de Newton é preciso calcular C ou ¢ para obter a matriz D que
é necessaria no calculo da matriz tangente em (5.143). Expressoes fechadas (ou
analiticas) para o tensor de elasticidade C de um determinado material podem

ser obtidas derivando S com relagdo a C de acordo com a equacdo (4.73), como
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apresentado em Holzapfel (2000) para o material Neo-Hookeano como exemplo.
Entretanto, tendo em vista a implementacao computacional do calculo da
matriz tangente uma abordagem onde o tensor C é calculado de forma aproximada
por diferencas finitas é utilizada, de forma similar a outras abordagens apresenta-
das na literatura (Miehe, 1995; Sun et al., 2008; Tanaka et al., 2014). A grande
vantagem dessa abordagem é na facilidade de implementacao e também da incor-
poracao de novas leis constitutivas. Esse procedimento também serda usado para
calcular o tensor de tensao, ao invés de usar expressoes fechadas como nas equa-
¢oes (4.107), (4.108). A seguir a metodologia adotada para aproximar os tensores

de tensao e de elasticidade nesse trabalho é descrita.

5.2.8.1 Aproximagao da tensao e do tensor de elasticidade

O célculo dos tensores de tensao e de elasticidade de quarta ordem pode ser
aproximado através do uso de diferengas finitas, como descrito por Urquiza (2012).
Considere que a fungao energia de deformacao W de um material seja conhecida
e deseja-se calcular o tensor de tensao S e o tensor de elasticidade C, definidos

respectivamente como

L NC) _9s  ow 0%
OE ToC  OE  OEJE  90COC’

S

A aproximacao usando diferencas finitas consiste em avaliar U para diferentes
deformagoes E e E + AE, onde E + AE representa uma pertubacao do tensor de
deformagao E. E ainda, como E é um tensor de segunda ordem simétrico, deve-se
considerar apenas pertubacoes simétricas.

Define-se o seguinte tensor de segunda ordem, simétrico, de pertubacao,
AKL 1
(A%)ij = 5 (0irdj + dindjx e, (5.151)

onde os indices (ij) representam as componentes do tensor, (K L) sao os indices

da componente pertubada e £ é um valor pequeno pré-definido. As tinicas compo-
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nentes nao nulas de AXL sdao (k,1) e (I, k). Para facilitar a discussdo, a seguinte

notacao sera usada

UERD — §(E + AR
\Ij(:tKL,:I:MN) — \I/(E:EAKLZEAMN)

O = u(E).

Assim, pode-se aproximar S usando uma diferenca finita centrada da seguinte

forma
ov N VU(+KL)—VY(-KL)

Sy = ~ :
M aEkl 2¢e

(5.152)

onde Sy, representa a componente (kl) do segundo tensor de tensdo de Piola-
Kirchhoff. Note ainda que como S é um tensor simétrico, é preciso calcular apenas
6 componentes usando a expressao acima.

As componentes Cy;, VE, [ do tensor de elasticidade de quarta ordem C sao

aproximadas por

92U \I,(JrKL) _ 2\11(0) + \I](fKL)
Crpy = ~ 5.153
klkl OE? = ) ( )

enquanto, as demais componentes com derivadas cruzadas, tais que k # m ou

[ # n, sao aproximadas por

92w W (+ELAMN) _ [\IJ(—KL,+MN) + \I,(+KL,—MN)] 4 p(-KL~MN)

é?Ek,l@Emn ~ 42

Crimn =

(5.154)

As aproximagoes por diferencas finitas fornecem a tensao S e o tensor de

elasticidade na descricao material C. Logo, para se obter o tensor de tensao de

Cauchy o e o tensor de elasticidade na descrigao espacial ¢, as equagoes (4.35)
e (4.76) podem ser usadas para transformar S em o e C em c, respectivamente.

E importante ressaltar que devido as simetrias do tensor de elasticidade C,

dadas por Capcp = Cpacp = Cagpe e também Capop = Copap, s6 € preciso
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calcular 21 componentes desse tensor, uma vez que as demais sao conhecidas a
partir da sua simetria. Note ainda que o tensor de elasticidade espacial ¢ usado
na implementacao computacional é representado através da matriz D conforme
apresentado anteriormente na equacao (5.132), a qual nao deve ser confundida

com o tensor de condutividades do modelo bidominio.
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Capitulo 6

Acoplamento eletromecanico

Neste capitulo é apresentado como o acoplamento eletromecanico a nivel do
tecido é feito a partir dos modelos de eletrofisiologia cardiaca (monodominio e bido-
minio) e do problema de elasticidade nao-linear com uma lei constitutiva adequada
para o tecido cardiaco passivo, os quais foram discutidos nos capitulos anteriores.
Inicialmente, é apresentada a estratégia usada para resolver os problemas de forma
unificada utilizando a configuracao indeformada com o modelo monodominio por
ser mais simples. Em seguida, a mesma abordagem ¢é aplicada ao modelo do bi-
dominio. Discute-se também como a tensao ativada é incorporada no problema
da elasticidade nao-linear e aspectos relacionados a solucao numérica do problema

eletromecanico acoplado.

6.1 Monodominio com deformacao

O modelo monodominio em sua forma tradicional, dado pelas equagoes (3.12)
nao leva em consideracao o movimento e a deformacao do dominio, isto é, do tecido
cardiaco. Portanto, essa é a versao estatica do modelo monodominio. Como é de
interesse estudar o comportamento eletromecanico acoplado do tecido, é preciso
levar em consideracao a deformagao do tecido. O movimento do tecido pode ser
considerado através de duas abordagens que serao discutidas adiante.

Para considerar o movimento do tecido cardiaco, serao utilizados os conceitos

de cinematica da mecanica do continuo. A configuracao de referéncia, ou confi-
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guracao indeformada, do corpo B sera denotada por )y e é definida pelo seguinte

mapeamento

¢:Q — 0, X—x=x(X), (6.1)

o qual associa cada ponto X da configuracao de referéncia a uma posicao x da
configuracao atual. O movimento de um corpo B é uma familia de configuragoes

dependente do tempo, que pode ser definido como

Qo x RY = Qt), (X,t) = x = x(X, ). (6.2)

A configuragao atual em um instante de tempo ¢ é denotada por Q(t) = x (0, t).

Como visto no Capitulo 2, o gradiente de deformagao F transforma um
segmento de reta da configuracao de referéncia para a configuracao atual. Em
particular pode-se considerar o efeito de F sobre o campo das fibras do tecido
cardiaco. Sejam fy, sy e ng os vetores unitarios que definem as direcoes da fibra,
folha e normal na configuracao de referéncia. Entao, a direcao da fibra no tempo

t denotada por f(¢) pode ser calculada como

f(t) = Ff,, (6.3)

e de forma similar as dire¢oes da folha e normal em ¢ sdo denotadas por s(t) e n(t),

respectivamente, e sao calculadas como

s(t) = Fsg, n(t) = Fny,. (6.4)

6.1.1 Monodominio com deformagao na configuragao atual

A equagao do modelo monodominio na configuragao atual §2(¢) pode ser

escrita considerando as diregoes da fibra, folha e normal no tempo ¢ dadas por (6.3)
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e (6.4), como

% + Lion(v,8,t) = V - (D(t) Vo) em Q(t)
& =1(v,s) em €)(t) (6.5)
(D(t)Vv) -n =10 sobre 0€)(t),

onde foi enfatizado que o tensor de condutividade D = D(¢) depende das diregoes
f(t), s(t) e n(t). Note que, para facilitar a discussao, foram omitidas nas equagoes
do monodominio a capacitancia C,, e a razao superficie-volume Yy.

Nessa formulacao o movimento do tecido afeta as equagoes de diferentes for-
mas. Como visto, o tensor de condutividades depende da deformacao, pois os
vetores das direcoes da fibra, folha e normal sao transformados com o movimento.
Como descrito no trabalho de Nash e Panfilov (2004), pode-se também considerar
o efeito do movimento sobre a capacitancia C, e sobre a corrente ionica I;,, atra-
vés da inclusao de canais do tipo SAC (Stretch-Activated Ion Channels) (Kohl e
Sachs, 2001). Entretanto, esses efeitos nao serao considerados nesse trabalho. E
importante observar que nessa formulacao é preciso que a cada instante ¢ as fi-
bras e o dominio Q(t) sejam atualizados para que a equagao do monodominio seja
resolvida.

Uma outra abordagem que pode ser utilizada para se considerar os efeitos
do movimento e deformacao do tecido na atividade elétrica cardiaca considera a
equacao do modelo monodominio escrita com relacao a configuracao de referéncia

Q) e serd discutida a seguir.

6.1.2 Monodominio com deformacgao na configuragao de referéncia

O foco do presente trabalho é resolver o modelo monodominio acoplado com
as equagoes de equilibrio da elasticidade nao-linear dadas por (4.47) ou (4.53).
A solucao dessas equacoes determina o campo de deslocamentos u que define o
movimento e deformacao do tecido cardiaco. Como muitas vezes as equagoes do

problema mecanico sao resolvidas em um dominio fixo {2y na configuracao de re-
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feréncia, a equacao do modelo monodominio também pode ser mapeada para essa
configuragao para ser resolvida.

Assim, deseja-se encontrar a formulacao lagrangiana da equacao do mono-
dominio, isto é, a equacao definida em 2y em funcao de X. Se a forma euleriana
da equagao é conhecida, pode-se obter a formulagao lagrangiana a partir de uma
mudanca de coordenadas. Nesse sentido, vale ressaltar que a equacao (3.12) nao é
o ponto de partida adequado, pois s6 é valida para um dominio estatico, que nao
se deforma.

Antes de prosseguir é preciso definir a notagao que sera utilizada para os ope-
radores diferenciais na descricao material e espacial a fim de se evitar confusao. A
mesma notagao de livros modernos sobre mecanica do continuo, como em Holzapfel
(2000), e que foi introduzida anteriormente na Segao 4.1.3 ¢é utilizada.

A forma euleriana correta da equacao de reacao-difusao do modelo monodo-
minio, como descrita por Ambrosi et al. (2011), é dada por

v

T + div(xv) + I;pn, = div(Dgradv) (6.6)

onde % é a derivada (material) no tempo das coordenadas espaciais, isto é
%= ox(X, t)'
ot
O vetor q que descreve o fluxo elétrico, é dado por
q = —Dgradv,

e, assim, o termo de reacao da equacao do monodominio sera escrito como

R(v) = L. (6.7)
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Assim, pode-se reescrever a equagao de forma mais compacta como

v

5 + div(xv) 4 div(q) = R(v). (6.8)

Usando a seguinte identidade do operador divergente, para um campo escalar a e

um campo vetorial b quaisquer,
div(ab) = adiv(b) + b - grad(a), (6.9)

no segundo termo do lado esquerdo da equagao (6.8), pode-se escrever

% + vdiv(x) + x - grad(v) + div(q) = R(v). (6.10)

Lembrando que a derivada material de um campo, na descri¢ao espacial, é

D(e) _0(e) |
Tt = 7 + xgrad(o), (6.11)

o primeiro e o terceiro termos de (6.10) podem ser agrupados na derivada material

de v, o que resulta em

Dv .. .
Dr + vdiv(x) + div(q) = R(v). (6.12)

Multiplicando a equacdo anterior por J = det(F) e usando J = Jdiv(x), tem-se
Dv . )
JE +vJ + Jdiv(q) = JR(v), (6.13)

e através da regra do produto chega-se na seguinte equacao

D(Jv)
Dt

+ Jdiv(q) = JR(v). (6.14)

E importante observar que a equacao (6.14) ainda estd na forma Euleriana, pois

as derivadas do operador divergente sao realizadas com relacao a x, isto é, com
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relacao as coordenadas espaciais z;, como discutido anteriormente.

Para reescrever a equacdo (6.14) em sua forma lagrangiana, serdo usadas
algumas relagoes dos operadores gradiente e divergente. Para um campo escalar
x e um campo vetorial q, ambos definidos na configuragao atual do corpo, as

seguintes relacoes sao validas

grad(x) = F~7Grad(y), (6.15)

div(q) = J 'Div(JF 'q), (6.16)

que permitem relacionar os operadores gradiente e divergente em suas versoes
material e espacial, como descrito por Holzapfel (2000). Assim, o fluxo elétrico q

¢é escrito como

q = —Dgrad(v) = —DF "Grad(v) (6.17)

e através da relacdo (6.16) e do fato de que a forma lagrangiana da derivada
material é simplesmente a sua derivada parcial, tem-se

d(Jv)

Fra Div(JF 'DF *Grad(v)) = JR(v), (6.18)

que através da relagao (6.7) permite escrever a formulacao lagrangiana da equagao
do modelo do monodominio como

d(Jv)

T JIlipn = Div(JF'DF TGradv) em €. (6.19)

A equacao do monodominio escrita dessa forma estd em termos da configuracao
indeformada (ou de referéncia) 2g. Como dito anteriormente, a equagao de equi-
librio do problema da elasticidade nao-linear também é resolvida na configuracao
indeformada. A sua solucao fornece o campo de deslocamentos u e o gradiente de
deformagao F, o qual é usado em (6.19) para levar em consideragao a deformagao

sofrida pelo tecido cardiaco. Note que a equagao (6.19) é a mesma equagdo usada
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nos trabalhos de Nash e Panfilov (2004) e Nobile et al. (2012).

Note ainda que D na equacao (6.19) representa o tensor de condutividade
na descricao espacial, ou seja, em termos da configuracao atual. Adiante serd
mostrado como representar esse tensor para o caso em que o tecido é considerado

transversalmente isotrépico.

6.2 Condutividade

Note que o tensor de condutividade D que aparece no termo do divergente
da equagao (6.19) é o tensor de condutividades na descri¢ao espacial, o qual pode
ser considerado transversalmente isotropico. Quando a equacao do monodominio
é escrita em sua forma lagrangiana dada pela equagao (6.19), o tensor de conduti-
vidade na descricao material denotado por D,, ¢ dado por D,, = F'DF-T.

Pode-se mostrar (Nardinocchi e Teresi, 2013; Wong e Kuhl, 2013) que nesse

caso o tensor de condutividades na descricao material toma a seguinte forma

D, =F 'DF 7 = (d —a&*)f, ® f, + d°C™*,

onde d/ e d* representam os valores da condutividade nas direcoes da fibra e da
folha, respectivamente, e ainda f; é o vetor unitario que representa a direcao da

fibra na configuracao de referéncia.

6.3 Bidominio com deformacgao

As equacoes do modelo bidominio também podem ser escritas usando uma
formulacao lagrangiana em termos da configuracao de referéncia 2. Para escrever
o modelo do bidominio em sua forma lagrangiana os mesmos passos descritos para
o modelo monodominio sao aplicados.

Assim, aplicando os passos descritos pelas equagoes (6.6) a (6.19) para as
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equacoes do bidominio, chega-se as seguintes equagoes validas em €g:

X(Jm% + xJ Lion — Div(JF'D;F ' Gradv) = Div(JF 'D;F ' Gradu,),

(6.20)
—Div(JF'DF ' Gradu,) = Div(JF'D;F'Gradv),
(6.21)

as quais representam o modelo bidominio capaz de considerar os efeitos da defor-
magcao através da formulacao lagrangiana, isto é, o modelo bidominio expresso em

termos da configuragao de referéncia.

6.4 Tensao ativa

Para realizar o acoplamento, a forca ativa T, gerada pelo modelo celular ele-
tromecanico, seja este dado pelo modelo simplificado de Nash-Panfilov ou pelo mo-
delo que acoplado de ten Tusscher et al. (2004) e Rice et al. (2008) (TNNP+Rice),
precisa ser fornecida para o problema mecanico de deformacoes finitas. Nesse
trabalho adotou-se a estratégia da decomposicao aditiva do tensor de tensoes em
uma parcela passiva, intrinseca do material, e uma parcela com a contribuicao da
tensao ativa que inicia o processo de deformacao. Uma outra abordagem, cha-
mada de deformacao ativa (active strain), onde o tensor gradiente de deformagao
F é decomposto de forma multiplicativa também tem sido estudada e utilizada na
literatura (Nobile et al., 2012).

Sendo assim, a tensao total é definida como a soma da tensao passiva S, e a
tensao ativa S,, isto é

S=§,+S,, (6.22)

onde a tensao passiva é obtida, como introduzido anteriormente, a partir da fungao

energia de deformacao ¥ da seguinte forma:

ov
S, =255 (6.23)
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A contribuicao da tensao ativa para a tensao total é considerada anisotrépica e é
aplicada somente na direcao das fibras do tecido cardiaco. Assim, considerando o

segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff, tem-se que a tensao ativa é dada por

So =TrefTo(fo @ 1fy), (6.24)

onde T, é a tensao ativa normalizada gerada pelo modelo celular eletromecanico,
T,er ¢ uma tensao de referéncia e fy é o vetor unitdrio que define a direcao da fibra
na configuragao indeformada. Isto é, considera-se apenas a tensao (ativa) normal
na direcao da fibra, sendo as tensoes de cisalhamento e a tensao ativa normal nas

diregoes ortogonais a dire¢ao da fibra iguais a zero (Rocha et al., 2013).

6.5 Solugao numérica do problema eletromecanico acoplado

Tendo em vista a estratégia de acoplamento para os problemas da eletrofi-
siologia e mecanica cardiaca descrita anteriormente, apresenta-se aqui, de forma
algoritmica a estratégia adotada para a solu¢cao numérica do problema eletromeca-
nico acoplado. Discute-se também alguns aspectos computacionais como a repre-

sentacao das malhas para os diferentes problemas.

6.5.1 Representacao das malhas

Antes de seguir, é importante ressaltar que os problemas da eletrofisiologia
e mecanica cardiaca possuem escalas de tempo e espaco diferentes. Em particular,
a brusca mudanca que ocorre em uma pequena regiao do espago no potencial
transmembranico v, exige que uma malha com uma resolucao suficientemente fina
seja usada para capturar corretamente esse fenomeno. Por outro lado, para a
mecanica do tecido cardiaco, nao é preciso utilizar uma malha tao fina.

Sendo assim, em termos computacionais, o mais adequado seria utilizar uma
malha para o problema mecanico, e uma malha mais refinada, obtida a partir
da malha do problema mecanico, para resolver as equacoes da eletrofisiologia na

resolucao adequada. Para isso, seria preciso definir operadores apropriados para,
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durante a solucao do problema acoplado, transferir informacoes entre as malhas dos
subproblemas da eletrofisiologia e mecanica. Esses operadores seriam usados para
interpolar o tensor de deformacao C dos pontos de integracao da malha grosseira
para a malha fina da eletrofisiologia e também para transferir os valores da tensao
ativa da malha fina para a malha grosseira da mecanica.

Em Eriksson et al. (2013) essa abordagem que utiliza duas malhas, uma
obtida através do refinamento da outra, é usada no acoplamento eletromecanico.
Entretanto, no trabalho de Eriksson et al. (2013) o problema eletromecénico é tra-
tado de forma fracamente acoplada, isto é, o problema da eletrofisiologia cardiaca
¢ resolvido inicialmente e a tensao ativa gerada é armazenada, para em seguida
ser utilizada no problema mecanico para analisar a contracao do VE. Como nao
ocorre a transferéncia de informacao da mecanica para a eletrofisiologia, nao existe
a influéncia da deformacao do tecido cardiaco na eletrofisiologia, e, portanto, o
problema da transferéncia de dados entre as malhas é simplificado e se resume a
simplesmente injetar a tensao ativa da malha fina na malha grosseira.

Nesse trabalho adotou-se a mesma malha para ambos problemas (eletrofisi-
ologia e mecanica) com o objetivo de evitar a complexidade adicional de transferir
os dados entre as malhas fina e grosseira a cada etapa da solucao do problema.
Essa abordagem também foi utilizada em outros trabalhos como em LaFortune
et al. (2012) e Nobile et al. (2012). A desvantagem dessa abordagem é utilizar
uma malha excessivamente fina para a solucao das equacoes da mecanica, resul-
tando em sistemas de equacoes lineares grandes, fazendo com que a solugao desses

sistemas seja a parte mais custosa da solug¢ao do problema eletromecanico.

6.5.2 Algoritmo da solugao

Uma visao geral da solucao numérica do modelo eletromecanico acoplado
para o tecido cardiaco é apresentada no Algoritmo 1 em forma de pseudocdédigo.
Antes da simulacao computacional, é preciso fazer um tratamento dos dados

de entrada, onde as condi¢oes de contorno sao especificadas em outro programa.
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Em seguida, o programa realiza a entrada de dados, que consiste na leitura da
malha, condigoes de contorno, condigoes iniciais, parametros, estimulos e outras
informacoes necessarias para a execucao da simulagao. As condigoes de contorno
e iniciais sao processadas em seguida.

O proéximo passo consiste do lago de integragao no tempo, o qual é repetido
até que o tempo atual ¢t chegue ao tempo final especificado %y, da simulagao
eletromecanica. Note que dentro do lago de integracao no tempo, identifica-se dois
blocos que correspondem, respectivamente, a solucao do problema da eletrofisio-
logia e a solucao do problema da mecanica. Uma etapa adicional para realizar
o processamento adequado para o proximo passo de tempo e salvar os dados em
arquivos é realizada sempre que o problema da mecanica é resolvido.

Para a integracao no tempo do problema da eletrofisiologia, utiliza-se o
mesmo passo de tempo para a solucao das EDOs e das EDPs, isto é, Ateg, = Ategp.
Devido as propriedades stiff das EDOs, um passo de tempo At.q, menor para as
EDOs poderia ser utilizado. O algoritmo é apresentado considerando que para a
eletrofisiologia o modelo bidominio ¢ utilizado, entretanto, o algoritmo é o mesmo
para o caso monodominio com exce¢ao da solucao da equacgao do problema eliptico.
O uso de métodos separadores para a solugao do problema bidominio permite que
esse seja resolvido em trés passos, que consistem em avancar as EDOs dos modelos
celulares associadas a cada né da malha (linha 7), resolver o sistema de equagoes
lineares associado & EDP parabdlica (linha 8) e em seguida resolver o sistema de
equagoes lineares associado ao problema eliptico para encontrar o valor atual do
potencial extracelular u, (linha 9).

Como a escala de tempo entre os problemas da eletrofisiologia e mecanica
nao ¢ a mesma, o problema mecanico é resolvido a cada 1 ms de simulacao, isto
é, o passo de tempo para o problema mecanica é At,,.. = 1 ms. Apds a solucao
das equacoes da eletrofisiologia a cada passo de tempo, verifica-se se o problema
mecanico deve ser resolvido e, entao, a tensao ativa é calculada nos pontos de

integracao para ser usada como o carregamento que ird gerar a deformacao. O
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problema mecanico é um problema nao-linear e sua solugao ¢ feita através do mé-
todo de Newton, utilizando uma abordagem incremental iterativa (Bonet e Wood,
2008), onde o carregamento total gerado pela tensao ativa é aplicado em uma série

de incrementos até que toda a carga seja aplicada (linha 13).

Algoritmo 1: Algoritmo de solugao do problema eletromecanico cardiaco

1 Pré-processamento;
2 Entrada de dados;
3 Configura condigoes iniciais;
4 Configura condigoes de contorno;
5 enquanto ¢ < ty;,, faca
6 // Eletrofisiologia
7 Avanca as EDOs dos modelos celulares no tempo;
8 Resolve o sistema linear do problema parabdlico;
9 Resolve o sistema linear do problema eliptico;
10 // Mecédnica
11 se for tempo ¢ para resolver mecanica entao
12 Calcula tensao ativa nos pontos de integragao numérica;
13 enquanto houver incrementos de carga faca
14 enquanto o método de Newton nao convergir faca
15 Monta o sistema de equacoes lineares;
16 Resolve o sistema de equagoes lineares;
17 Verifica critério para convergéncia;
18 fim
19 Atualiza carregamento;
20 fim
21 Calcula medidas de deformacao;
22 Atualiza problema da eletrofisiologia com a deformacao atual;
23 fim
24 Atualiza tempo: t =t + At;
25 Salva dados;

fim

Pés-processamento;

N N
N O

Cada etapa do método de Newton consiste na montagem do sistema de equa-
¢oes lineares, isto é, calcular a matriz Jacobiana e o vetor de residuos, para em
seguida resolver o sistema e verificar se o critério de convergéncia adotado para o
método de Newton foi atendido. Note ainda que, em geral, uma boa implementa-
¢ao do método de Newton utiliza também um procedimento de busca linear para
acelerar a sua convergéncia (Bonet e Wood, 2008; Holzapfel, 2000). Quando o

método converge para aquele incremento de carga, o carregamento é atualizado e
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o procedimento é repetido até que todo o carregamento da tensao ativa tenha sido
aplicado.

O proximo passo, descrito nas linhas 21 e 22 do Algoritmo 1, consiste em
transferir o tensor F para o problema da eletrofisiologia para que o efeito da de-
formagcao seja considerado neste, como descrito pelas equagoes (6.19) e (6.20) para
os modelos monodominio e bidominio, respectivamente. Assim, as matrizes de
elementos finitos K; e K. para o modelo bidominio (ou K para o modelo monodo-
minio) sao atualizadas para o préximo passo da solugao do problema da eletrofisi-
ologia.

A etapa final dentro do lago de integracao no tempo, nas linhas 24 e 25
do Algoritmo 1, consiste em atualizar o tempo da solucao e salvar os dados de
interesse, como o potencial transmembranico v e o campo de deslocamentos u,
para andlise e visualizagao.

Do ponto de vista computacional, vale ressaltar que os procedimentos de
montagem do sistema de equagoes lineares e a respectiva solucao do sistema linear
do problema de elasticidade (linhas 15 e 16) representam uma boa parte da compu-
tagao total do algoritmo de solugao. Isso ocorre sobretudo porque nesse trabalho
a mesma malha é usada tanto para o problema da eletrofisiologia quanto da meca-
nica. Portanto, em problemas tridimensionais o problema mecanico é quase 3 vezes
maior do que o da eletrofisiologia, considerando graus de liberdade do campo de
deslocamento que foram prescritos e, portanto, removidos do sistema de equagoes.

E importante observar que a montagem da matriz Jacobiana do sistema de
equagoes do problema mecanico, assim como a remontagem da matriz do problema
da eletrofisiologia cardiaca, representam uma boa parte do custo computacional

total da simulacgao.
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Capitulo 7

Experimentos computacionais

Nesse capitulo os detalhes da implementacao computacional dos modelos
utilizados neste trabalho, assim como os softwares externos que foram utilizados
serao descritos. Diversos experimentos computacionais foram realizados com o
objetivo de verificar e validar a implementacao dos modelos da eletrofisiologia
cardiaca e elasticidade nao-linear. Os modelos sao validados utilizando solugoes
analiticas, quando disponiveis, e um problema benchmark. Serao apresentados
os resultados de simulacoes do problema da eletrofisiologia pura e acoplada com
o objetivo de ilustrar e discutir o comportamento elétrico e mecanico do tecido
cardiaco, assim como os resultados de simulagoes computacionais em ambientes de

computacao de alto desempenho com o objetivo de acelerar as simulacoes.

7.1 Detalhes da implementacao computacional

Nessa secao discutem-se alguns detalhes da implementacao computacional
realizada, assim como bibliotecas especializadas em métodos numéricos que foram
utilizadas para a solugao do problema eletromecanico acoplado.

Tendo em vista a abordagem multi-escala e multi-fisica do problema abor-
dado, é muito comum que diferentes codigos sejam utilizados para diferentes partes
do problema. Muitas vezes, o acoplamento entre diferentes softwares é complexo
e limita as possibilidade de integracao entre os modelos. Por exemplo, o traba-

lho realizado em Eriksson et al. (2013) utiliza dois softwares desenvolvidos por
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equipes diferentes: o CARP (Cardiac Arrhymthia Research Package) desenvolvido
por Plank e Vigmond (2014) para simulagao da atividade elétrica cardiaca e o
FEAP (A Finite Element Analysis Program) desenvolvido por Zienkiewicz e Tay-
lor (2005) para solugdo das equagoes da elasticidade. No trabalho de Eriksson et al.
(2013) um acoplamento eletromecénico fraco é implementado, onde a simulagao do
problema monodominio ¢ inicialmente realizada para, em seguida, com os valores
da tensao ativa obtidos desta primeira analise serem utilizados para resolver as
equacoes da elasticidade nao-linear. Sendo assim, nao ha influéncia da deformacao
na propagacao da onda elétrica. Essa limitacao poderia ser contornada através de
uma integracao maior entre os softwares, mas muitas vezes essa tarefa é complexa
e demanda um grande esfor¢o de programacao.

Levando em conta essas limitacoes, um codigo para a solucao do problema
eletromecanico acoplado foi desenvolvido. O cddigo foi desenvolvido usando a
linguagem de programacao C++ utilizando técnicas de orientacao a objetos para
dividir a implementacgao dos diversos componentes do problema de forma modular.
Além da possibilidade de criar abstracoes de alto nivel para problemas complexos
através de classes, a linguagem C++ foi escolhida devido a sua grande eficiéncia
em aplicagoes de computagao cientifica (Arge et al., 1997).

Muitas das classes desenvolvidas podem ser agrupadas em moédulos, os quais
formam os principais componentes do programa baseado no método dos elemen-
tos finitos. A Figura 7.1 mostra um diagrama dos mddulos desenvolvidos. Cada
moédulo é representado por uma caixa com o seu nome. Os médulos estao organi-
zados de baixo para cima, de forma a explicitar as dependéncias entre os mesmos,
assim como a dependéncia de bibliotecas externas como é o caso das bibliotecas de
algebra linear computacional PETSc (Balay et al., 2013) e Armadillo (Sanderson,
2010). Apresenta-se em seguida uma descri¢do mais detalhada de cada mdédulo.

Modulos:

e util: Este mdédulo implementa funcionalidades bésicas como leitura e es-

crita de arquivos, leitura de argumentos de entrada pela linha de comando,
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[ cardiac ] [ elasticity ] [ coupled ]

[ odes ] [ fem ] [ nlsolvers ]

[ util ] [ linalg ]

[ PETSc ] [Armadillo]

Figura 7.1: Médulos do cédigo.

classes para controlar o avanco no tempo de determinados métodos, entre

diversas outras operagoes.

linalg: Um dos médulos fundamentais do programa que lida com opera-
¢oes de algebra linear computacional. Basicamente esse médulo encapsula
as bibliotecas externas PETSc e Armadillo. A biblioteca PETSc (Balay
et al., 2013) possui um conjunto de estruturas de dados e rotinas para a
solucao numérica de aplicacoes cientificas modeladas através de equacoes
diferenciais parciais. Possui suporte para computacao paralela através de
MPI, pthreads e GPUs usando CUDA ou OpenCL. Nesse contexto a biblio-
teca é usada principalmente para a solucao de sistemas de equacoes lineares
através de métodos iterativos de subespacos de Krylov. Além dos méto-
dos iterativos, a biblioteca possui diversos precondicionadores e também
interface para outros softwares que usam métodos diretos para solucao de
sistemas de equacoes lineares. Nesse sentido, os seguintes softwares foram
utilizados: UMFPACK (Davis e Duff, 1997, 1999) e MUMPS (Amestoy
et al., 2001).

odes: Os modelos celulares representados através de sistemas de EDOs as-
sim como os métodos numeéricos utilizados para a sua solugao numérica sao
implementados nesse médulo. Os métodos sao organizados entre explicitos
e implicitos, sendo que atualmente apenas o método de Euler explicito e

implicito e o0 método de Rush-Larsen estao implementados. Além disso,
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todos os modelos celulares do Capitulo 2 foram incluidos.

e fem: Este médulo implementa diversas classes para a solugao numérica de
EDPs usando o método dos elementos finitos. Classes para o tratamento
dos graus de liberdade, integragdo numérica e para as fungoes base do
MEF sao implementadas no médulo fem. Também é responsavel pela

classe usada para representar a malha computacional.

e nlsolvers: Os métodos para resolver sistemas de equagOes nao-lineares
sao implementados nesse moédulo. No momento, apenas o método de New-

ton com busca linear foi implementado.

e cardiac: As classes que implementam os modelos do monodominio e bido-
minio sao implementadas nesse modulo. Versoes derivadas dessas classes
foram criadas para se resolver o problema considerando-se a deformacao

do tecido.

e elasticity: Este moédulo agrupa as classes implementadas para repre-
sentar o problema da elasticidade nao-linear, assim como diversas equa-
¢oes constitutivas para diferentes tipos de materiais. Tanto a formula-
¢ao Lagrangiana Total (LT) quanto a formulagao Lagrangiana Atualizada

(LA) (Wriggers, 2008) foram implementadas nesse médulo.

e coupled: Por fim o médulo que implementa o problema eletromecanico
acoplado. Esse moédulo acopla as classes dos médulos cardiac e elas-—
ticity e implementa um algoritmo para resolver o problema através da

solucao de cada subproblema.

O médulo 1inalg apresenta interfaces para duas bibliotecas externas de &l-
gebra linear: Armadillo e PETSc. A biblioteca Armadillo (Sanderson, 2010) é uma
biblioteca de algebra linear escrita em C++ com o objetivo de ser facil de utilizar
e de ter um bom desempenho. A biblioteca possui suporte para diferentes tipos de

matrizes e vetores e suas operacoes e ainda oferece um bom balanco entre desem-
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penho e facilidade de uso. Nesse trabalho, essa biblioteca foi usada para realizar
diversas operacoes basicas com matrizes e vetores de tamanho pequeno, como por
exemplo na montagem das matrizes de elementos do MEF e também para realizar
operagoes com tensores.

Para a solucao de sistemas lineares de grande escala resultantes das discreti-
zagoes através do MEF, optou-se pela biblioteca de dlgebra linear PETSc (Balay
et al., 2013), a qual consiste de um conjunto de estruturas de dados e rotinas
para solucao de problemas modelados por EDPs. A biblioteca possui suporte para
diversos ambientes de computacao paralela, é robusta e bem estabelecida na comu-
nidade cientifica. Diversos métodos iterativos baseados em subespacos de Krylov
e precondicionadores para a solucao de sistemas lineares (Saad, 2003) estao dispo-
niveis e podem ser utilizados facilmente através de argumentos de entrada para o
programa principal.

Os diversos médulos que compoem o programa desenvolvido nesse trabalho
foram testados e validados, em diversas situacoes, tanto dentro do escopo de cada
modulo, quanto de forma global através da solucao dos problemas do monodominio,
bidominio e elasticidade. Em seguida, sera apresentada e discutida a validagao da

implementagao dos programas que resolvem esses problemas.

7.2 Validacao

Dentro do contexto da modelagem computacional um aspecto de extrema
importancia é a verificagao e validacao de codigos que implementam a solucao
numérica de determinados problemas. Sendo assim, experimentos computacionais
que foram realizados no programa implementado nesse trabalho com o objetivo
de validar os resultados serao discutidos. Os experimentos foram realizados em
separado para validar a implementacao da equagao do monodominio, assim como
para o problema de elasticidade nao-linear usando modelos constitutivos para o
miocardio.

A verificagao de cédigos que simulam a atividade elétrica cardiaca é uma ta-
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refa complexa devido a auséncia de solugoes analiticas para os modelos de propaga-
¢ao elétrica no tecido, quando modelos celulares que incluem informagoes biofisicas
complexas sao usados.

Como exposto, os modelos celulares que descrevem a eletromecanica em cé-
lulas cardiacas isoladas sao representados por sistemas de EDOs, que podem en-
volver dezenas de equacoes e centenas de parametros. Nesse caso, a verificacao dos
resolvedores numéricos das EDOs é simples e pode ser feita através de compara-
¢oes com outros softwares consolidados como a biblioteca SUNDIALS desenvolvida
por Hindmarsh et al. (2005) ou até mesmo através de problemas modelos mais sim-
ples cuja solucao analitica esteja disponivel.

Por outro lado, a verificacao do modelo celular em si é mais complexa, pois
uma implementagao manual feita através da simples traducao das equacgoes da
publicagao direto para o cédigo é muito suscetivel a erros. Uma possibilidade é o
uso da linguagem CellML (Garny et al., 2008) que permite descrever as equagoes e
parametros dos modelos celulares em XML (eXtensible Markup Language). Assim,
através de ferramentas especializadas como o AGOS (API Generator for ODE
Solution), desenvolvido por Barbosa et al. (2006) e Amorim et al. (2010), é possivel
automatizar a geracao do codigo do modelo celular, com o intuito de minimizar
erros associados a implementacao do mesmo. Por fim, a verificacao dos resultados
da simulacao pode ser feita calculando o erro em uma série de realizagoes, assim
como através de uma analise comparativa com os dados da publicacao original.

Para verificar a implementacao realizada no presente trabalho do modelo mo-
nodominio descrito pela equagao (3.12), um problema benchmark definido em Ni-
ederer et al. (2011) foi utilizado como referéncia. Nesse trabalho um problema
modelo foi especificado e 11 cédigos desenvolvidos por diferentes grupos de pesqui-
sadores foram utilizados para avaliar as propriedades de convergéncia no espaco e
no tempo. Os resultados desse teste estao disponiveis em Niederer et al. (2011) e
foram utilizados para a verificacao da implementacao realizada neste trabalho.

Por outro lado, problemas simplificados com solucao analitica foram utili-

173



zados para verificar a implementacao da solucao das equagoes de equilibrio da

elasticidade nao-linear utilizando o modelo constitutivo de Holzapfel-Ogden.

7.2.1 Problemas com solucao analitica para elasticidade nao-linear

Para validar a implementacao do problema da elasticidade nao-linear usando
um modelo constitutivo do miocérdio, serao usados problemas simples com defor-
macoes homogéneas cuja solugao analitica pode ser obtida.

Sejam fy, sp e ng as direcoes da fibra, folha e normal, respectivamente, na
configuragao de referéncia (ou indeformada). Na configuracdo deformada, essas
direcoes serao denotadas por f, s e n. As componentes do vetor unitario f serao
representadas por f1, fo e f3, e de forma andloga para as outras direcoes.

Considere que fy = [1,0,0]7, so = [0,1,0]7 e ny = [0,0,1]7, a menos que
se afirme o contrario. Também, serd considerado que o material é incompressivel
e portanto a restricao J = 1 ¢é satisfeita exatamente. Nesse caso, a expressao
analitica para o tensor de Cauchy do modelo constitutivo de Holzapfel-Ogden é

dada por:

oc=pl+2U1b+ ¥ f@f+Vys®s) + Vg (f@s+s®F), (7.1)

onde p é a pressao hidrostatica e pode ser vista como um multiplicador de Lagrange
para a restricao de volume. O tensor de Cauchy pode ser escrito em termos de

suas componentes, isto é

o1 =p+2(Wibiy 4+ Uap f7 + Wyesi + Uy f151),
092 =P+ 2(Wibay + Wyp f5 + Wyess + Ugps fosa),
o33 =D+ 2(Vibss + \I’4ff32 + ‘114553 + Wgys f353),
012 = 2(W1big + Vs fifo + Wuss182) + Ysps(f152 + s1.f2),
o153 = 2(U1b1s + Var f1f3 + Yass183) + Usrs(f153 + s51f3),

093 = 2(W1bog + Wy fofs + Wyssas3) + Wsrs(fass + S2fs).
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Em seguida, casos de tensao uniaxial e de cisalhamento simples serao considerados

e as expressoes analiticas das componentes da tensao em cada caso serao deduzidas.

7.2.1.1 Tensao uniaxial

Para um estiramento de Ay na direcao da fibra, os tensores gradiente de
deformagao F e o tensor de deformacgao esquerdo de Cauchy-Green b sao dados

por

Ap 0 0 X0 0
F=10 1/\/A 0 |, b=]0 1/A; 0
0 0 1/3/N 0 0 1/xf

Como visto anteriormente, no modelo constitutivo de HO, os termos associados
as fibras e folhas na funcao energia de deformacao s6 sao ativos quando estao
em tracao. No caso de deformagao uniaxial na direcao da fibra, tem-se Ay >
1. Lembrando que neste modelo constitutivo (veja Segao 4.9.3) os termos que
correspondem as contribuicoes da direcao da fibra e da folha de ¥ s6 sao ativados
se estao em tensao. Logo, nesse exemplo de tensao uniaxial na direcao da fibra,
tem-se que A\, < 1 e portanto Wy, = 0. Assim, as componentes do tensor de Cauchy

sao

o1 :p+2\1/1)\?c+2\114f)\27
0929 :p—|— 2\111(1/)\f) = 0,
033 :p—i- 2\111(1/)\f) = 0,

o12 = 013 = 093 = 0,
sendo que a partir das expressoes de g99 € 033 tem-se que

p=—20,(1/)).
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Assim, ao substituir p em o1, essa componente pode ser escrita como
o11 = 201 (A} — 1/Af) 42Uy 07, (7.2)

e pode ser utilizada para verificar a solucao numeérica obtida pelo método dos
elementos finitos. As derivadas de ¥ com relacao aos invariantes presentes nas
expressoes anteriores, para o caso de deformacao uniaxial sao dadas por:

a
Uy = gexp b +2/A =3)]. Way=ap(\ — Dexp [br(3 — 1)7].

Os parametros da lei constitutiva de Holzapfel-Ogden disponiveis na literatura
foram ajustados para experimentos de tensao biaxial e de cisalhamento simples.
Em um estudo realizado por LaFortune et al. (2012), uma forma modificada do
modelo de Holzapfel-Ogden é apresentado, assim como parametros para o caso
uniaxial sao reportados. Sendo assim, os testes de tensao biaxial e de cisalhamento
simples, descritos a seguir, cujos parametros sao reportados em Holzapfel e Ogden

(2009) foram usados para validar a implementagao.

7.2.1.2 Tensao biaxial

Sejam Ay e Ag os estiramentos na direcao da fibra e da folha, respectivamente.
No caso do teste de tensao biaxial, tem-se que o gradiente de deformacao F e o

tensor de deformacao esquerdo de Cauchy-Green b sao dados por

A 0 0 A0 0
F=10 x 0 |, b=]0 X2 0
0 0 1/ApA 0 0 1/X3A2
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Nesse caso, tem-se que Igfs = 0 e portanto o termo Wgy, pode ser desprezado e,

assim, as componentes para o tensor de tensao sao dadas por

on =201 (X — g ) + 204,05,
0929 — 2\111 <)\§ — ﬁ) + 2\1145)\§,
f S

o33 = p+ 2V, =0,

1
AZX2

O12 = 013 = 093 = 0,

onde o valor de p foi obtido a partir de o33 = 0 e substituido nas expressoes de o1,
e 099, como feito anteriormente. As derivadas de ¥ com relagao aos invariantes sao
Uy = Zexp [b(AF + A2 4 1/(A3A3) — 3)],

2 2 2
\I’4f = af(Af — 1) exp [bf()‘f — 1) ],

Uy, = a,(A — 1) exp [b,(A2 — 1)7].

A Figura 7.2 mostra a solugao analitica da equagao (7.2) e a solugdo numérica
para a tensao 017 e 099 obtida pelo MEF no teste de tensao biaxial, no qual o mesmo
deslocamento nas direcoes da fibra e da folha foi imposto. Os parametros da lei
constitutiva Holzapfel-Ogden usados sao apresentados na Tabela 4.2 para o caso
biaxial. Para forcar a restricao de incompressibilidade o parametro de penalizacao
usado foi k = 3333 kPa. O grafico na figura deixa claro a excelente concordancia

entre o resultado numérico e a solucao analitica para a tensao.

7.2.1.3 Cisalhamento simples

Agora sera considerado um caso especial de deformacao conhecido como cisa-
lhamento simples através de um exemplo de cisalhamento do plano X5 na direcao

de X;. Considerando que fy = [1,0,0]7 e so = [0, 1,0]%, nesse caso, tem-se que o
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Figura 7.2: Comparacao da solugao analitica com a solugao obtida pelo MEF para
o caso de deformacgao biaxial do modelo constitutivo Holzapfel-Ogden.

gradiente de deformacao F e o tensor esquerdo de Cauchy-Green b sao dados por

1 v 0 1++4% v 0
F=10 10, b=] v 10
001 0 01

Note que J = det(F) = 1. Na configuracao deformada, as diregdes da fibra, da
folha e da normal sido dadas, respectivamente, por f = Ffy = [1,0,0]7, s = Fsy =

[v,1,0]T, e n = Fny = [0,0,1]7. Assim, as componentes do tensor de tensao de

Cauchy sao dadas por

o1 = 2(U 1y + Wyp + Uuy® + Wgrey), (7.3)
02 = 2Wy, (7.4)
o33 =p+2¥; =0, (7.5)
012 = 2(Wy + Wye)y + Wsps, (7.6)
013 = 093 = 0, (7.7)
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sendo que p = —2W¥, foi obtido a partir de o33 = 0 e substituido nas expressoes de

011 € 099 nas equacoes acima. Nesse exemplo os invariantes sao
2 2
11:3—|—’7, I4f:1, I4s:1+’y, Igfs:’)/,
e, assim, as seguintes expressoes para as derivadas de ¥ sao obtidas:

a
Uy =gexp(by’), Wap =0, Was=an’exp (7)., Wsps = apsyexp (bysy”),

No experimento realizado por Dokos et al. (2002), as diregdes da fibra, folha
e normal foram identificadas em amostras do tecido, e cisalhamentos em todas as
seis direcoes possiveis foram aplicados, como mostra a Figura 7.3. A figura mostra
seis possibilidade de cisalhamento e cada uma é rotulada de forma a descrever
a deformacdo. Por exemplo, o rétulo (ns) significa que o plano ng é cisalhado
na direcao de sy, como mostra a figura. No exemplo anterior, considerou-se o
cisalhamento do plano X5 na direcao X, ou seja, como fj esta alinhado com X; e
sp com Xo, esse caso se refere ao cisalhamento (sf) da Figura 7.3.

De forma similar pode-se encontrar as expressoes analiticas para as tensoes

de cisalhamento de todos os seis casos, as quais sao dadas por:

o1y = 201 + Wap)y + Tsys, (7.8)
ot =200y + Wap), (7.9)
Uéif) = 2(Wy + Wys)y + Wsps, (7.10)
o) = 2(Wy + Wy, (7.11)
o) =20, (7.12)
ol = 20, . (7.13)

Os parametros usados na lei constitutiva foram obtidos a partir de ajustes
de parametros, disponiveis na literatura (Eriksson et al., 2013; Holzapfel e Ogden,

2009), realizados com os dados experimentais de Dokos et al. (2002).
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Figura 7.3: Diferentes possibilidades de cisalhamento simples em um cubo do tecido
ventricular. As linhas no topo do cubo representam a orientagao das fibras.

A Figura 7.4 mostra uma comparagao da solugao analitica das tensoes de ci-
salhamento dada pelas equagoes (7.8)- (7.13) com o resultado numérico obtido pelo
MEF em uma malha com um elemento, assim como usado em outros estudos (Maas
et al., 2012). Em todos os seis casos de cisalhamento simples, os graficos mostram
uma excelente concordancia entre a solucao numérica e analitica. Observe ainda
que os graficos dos casos (ns) e (nf) sdo idénticos, ja que a equagao (7.12) do caso

(ns) é igual a equacao (7.13) do caso (nf).

20 T T T 1

Tensao de cisalhamento (kPa)

0.4 0.5

0.0 0.1 0.2
Cisalhamento ()

Figura 7.4: Tensoes de cisalhamento para os casos de cisalhamento de um cubo

do tecido cardiaco. Comparacoes entre a solugao analitica e a solucao numérica
obtida pelo MEF.
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7.2.2 Problemas benchmark para elasticidade nao-linear

Através da simulacao de problemas com solu¢ao analitica, apresentados na se-
¢ao anterior, efetuou-se a validagao da implementagao computacional do simulador
para resolver as equagoes da elasticidade nao-linear e também da lei constitutiva
de Holzapfel-Ogden para o tecido cardiaco.

Apresenta-se aqui um estudo computacional com problemas benchmark para
elasticidade com o objetivo de testar e validar a implementacao da formulagao
mista de trés campos de Simo-Taylor-Pister. Experimentos computacionais utili-
zando dois problemas benchmark conhecidos e muito utilizados na literatura sao
apresentados para verificar o comportamento incompressivel ou quase incompressi-
vel: o problema da membrana de Cook (Chavan et al., 2007; de Souza Neto et al.,
2005; Lamichhane et al., 2006) e o problema de um bloco sob compressao (Reese
et al., 2000). A configuracdo dos problemas e os resultados numéricos obtidos nesse

trabalho sao apresentados a seguir.

7.2.2.1 Membrana de Cook

Esse problema é frequentemente utilizado para avaliar as propriedades de
convergencia de elementos finitos quando o material é considerado incompressivel
ou quase incompressivel e apresenta deformagoes de cisalhamento e flexao. A geo-
metria e as dimensoes da membrana do problema sao apresentados na Figura 7.5.
Considera-se uma espessura h = 1 mm. O deslocamento dos nés da face esquerda
sao restritos e um carregamento vertical de F' = 6.25 (por unidade de compri-
mento) é aplicado na face da direita. Para descrever a resposta do material o
modelo Neo-Hookeano, definido pela equagao (4.99), foi utilizado com os seguintes
parametros: p = 80.1938 e k = 400942.

Para avaliar a convergéncia dos elementos finitos, o deslocamento vertical do
ponto A é avaliado para malhas sucessivamente refinadas. Embora o desempenho
dos elementos Q1-P0 seja conhecido nesse problema, como apresentado por Chavan

et al. (2007) e Lamichhane et al. (2006), experimentos numéricos foram realizados
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Figura 7.5: Configuracao do problema da membrana de Cook.

com o objetivo de verificar e validar, novamente, a implementagdo em um con-
texto envolvendo material incompressivel ou quase incompressivel onde elementos
tradicionais costumam sofrer de trancamento da solu¢ao (Hughes, 2000).

A Figura 7.6 apresenta o estudo de convergéncia para o problema da mem-
brana de Cook levando em consideracao diferentes elementos finitos. Hexaedros
trilineares (Q1) utilizando a formulagao variacional baseada no campo de deslo-
camentos com o método da penalidade para incompressibilidade (sem o uso da
técnica de integracao reduzida) e elementos mistos (Q1-P0) com a formulagao va-
riacional de trés campos de Simo-Taylor-Pister foram utilizados. O grafico plota o
deslocamento vertical do ponto A para diferentes nimeros de elementos da face a
direita da membrana obtido por diferentes tipos de elementos finitos. Observou-se,
claramente, que a convergéncia dos elementos Q1-P0 é superior a dos elementos
tradicionais QQ1, que apresentou um certo nivel de trancamento da solugdao em

malhas mais grosseiras.

7.2.2.2 Bloco sob compressao

Esse experimento numérico considera o efeito da compressao sobre um bloco
quase incompressivel e foi utilizado por Reese et al. (2000) para avaliar novos

elementos finitos. Aqui, este experimento foi utilizado como um teste adicional
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Figura 7.6: Teste de convergéncia para o problema da membrana de Cook.

para verificar a implementagao da formula¢ao mista de Simo et al. (1985).

O material utilizado nesse problema benchmark é o Neo-Hookeano com mo-
dulo de cisalhamento p = 80194 kPa e v = 0.4999. Para essa escolha das proprieda-
des materiais o elemento tradicional Q1 com formulacao de um campo baseada nos
deslocamentos apresenta trancamento da solucao, como relatado por Reese et al.
(2000). O elemento Q1-PO com a formulacao de trés campos foi entao utilizado
para resolver o problema e demonstrar sua robustez.

O problema consiste da compressao na regiao central da parte superior de um
bloco retangular de dimensao 2 X2 x 1 mm. Devido a simetria do problema, apenas
a quarta parte do mesmo ¢é utilizada na simulacao computacional, como ilustra a
Figura 7.7. A parte inferior do bloco ¢ fixada e, portanto, os deslocamentos sao
restritos. Condigoes de contorno de simetria sao aplicadas nas faces t =0e 2 =0
e o deslocamento normal nessas direcoes ¢ restrito. Uma carga inicial de py = 4000
kPa ¢é aplicada na regiao superior e incrementos sao realizados até atingir a razao
p/po = 80, como descrito por Reese et al. (2000).

As simulagoes foram realizadas para malhas refinadas sucessivamente com 2,
4, 8 e 16 elementos por lado. O resultado das simulacoes para as malhas com 8 e 16

elementos por lado é exibido na Figura 7.8. Observou-se um nivel de compressao na
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1 mm

Figura 7.7: Bloco sob compressao.

regiao central do bloco, calculada no ponto (x,y, z) = (0,0, 0), de aproximadamente
69% para a malha com 16 elementos Q1-P0 por lado. Esse resultado é consistente
com os dados reportados por Reese et al. (2000), e portanto fica claro que esse
elemento finito é robusto em casos incompressiveis ou quase incompressiveis sendo

capaz de evitar problemas de trancamento da solucao.
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Figura 7.8: Deslocamento vertical u, sobreposto na configuracao deformada com
carregamento p/py = 80 do bloco sob compressao vertical para as malhas com 8 e
16 elementos por lado. Devido a simetria do problema, apenas 1/4 da geometria é
exibida.

A Figura 7.9 apresenta um estudo de convergéncia realizado para esse expe-
rimento aumentando o ntimero de elementos em cada direcao do bloco. O estudo
de convergéncia foi feito para vérios niveis de compressao do bloco p/py onde
po = 4000 kPa é o carregamento inicial aplicado como indicado na Figura 7.7. O

deslocamento vertical do ponto do meio da superficie superior do bloco foi usado
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para analisar a convergéncia. Fica claro a boa convergéncia exibida pelo elemento
Q1-P0 para diferentes valores de carregamento. Os resultados apresentados estao
de acordo com os apresentados em Reese et al. (2000). Em particular, observou-se
que para malhas mais grosseiras a formulacao tende a superestimar o deslocamento
vertical. Portanto, através desse teste e de outros apresentados, confirmou-se que

o cbdigo esta funcionando corretamente como esperado.

80 1 1 1 1 1 1
e p/py=20
V-V p/po=40
70 i\i & @@ p/po=160
g A—A p/po=2380
z% 60 \ —@ 4
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£ 50 -
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2 4 6 8 10 12 14 16

Num. de elementos em uma dire¢ao

Figura 7.9: Estudo de convergéncia do bloco sob compressao para diferentes niveis
de carga p/po.

7.2.3 Problema benchmark para eletrofisiologia cardiaca

Para verificar simulagoes computacionais da atividade elétrica cardiaca atra-
vés do modelo monodominio, um problema benchmark simples foi proposto como
referéncia. A configuracao do problema é descrita a seguir e ilustrada na Fi-
gura 7.10. A geometria do problema é simples e consiste de um bloco retangular
de 20 x 7 x 3 mm. Para iniciar a simulacao um estimulo externo ¢ aplicado numa
regiao de 1.5 mm?3, representada na figura por S. O tecido é considerado axial-
mente isotrépico e as fibras, em todo o dominio, sao paralelas ao eixo x na direcao
longitudinal (20 mm). O modelo de ten Tusscher e Panfilov (2006) foi utilizado

para simular a dinamica da membrana celular. As condigoes iniciais do modelo e
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parametros usados para simulagao sao apresentados em Niederer et al. (2011).

Figura 7.10: (a) Representacao esquemdtica das dimensdes do dominio do pro-
blema. O estimulo foi aplicado na regiao marcada com S. (b) Pontos onde o tempo
de ativagao foi avaliado. Figura adaptada de Niederer et al. (2011).

Na solugao deste problema diferentes passos de tempo At = 0.05,0.01 e
0.005 ms e espacamentos Az = 0.5,0.2 e 0.1 mm foram utilizados. A solucao foi
comparada em termos do tempo de ativagao ACT'(x) em diferentes pontos (P1-P9)
do dominio, como mostra a Figura 7.10. O tempo de ativacao foi considerado como
sendo o instante de tempo em que o potencial transmembranico atinge o valor de
0mV.

Inicialmente, os resultados obtidos por Niederer et al. (2011) sdo apresentados
na Figura 7.11, a qual mostra o tempo de ativagao ACT'(x) nos pontos P1, P9 e P8
ao longo da linha diagonal no dominio retangular. Esses resultados correspondem
a 11 codigos computacionais, rotulados de A até K, aos quais foram submetidos a
esta simulacao. Seis desses codigos usaram o MEF, enquanto os demais utilizaram
o MDF para a solucao numérica. Embora exista uma diferenca significativa notavel
entre os resultados dos diferentes cédigos, tomando como referéncia o tempo de
ativagao do ultimo ponto P8, os graficos mostram a convergéencia dos resultados a

medida que uma discretizagao mais fina é utilizada.
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De forma geral, pode-se notar uma boa variabilidade entre os resultados,
principalmente entre os resultados obtidos pelos codigos B e K e os demais. Se
comparados com os outros codigos, os codigos B e K mostraram menos variacao
em suas solugoes a medida que a resolucao espacial é alterada. Os cédigos B e K
utilizaram o MEF para discretizagao espacial, além de mais outros quatro cédigos.

Para os cédigos que utilizaram o MEF, essa diferenca nos resultados foi ex-
plicada em Pathmanathan et al. (2012), que mostrou que a reducgao da velocidade
de condugao da onda (como nos cédigos A, C, D, E F, G, H, I, J), no caso dos
codigos que usam o MEF, é devida ao uso do MEF associado ao uso de métodos
separadores e da matriz de massa concentrada na solucao da equacao do monodo-
minio. Apesar dos cédigos B e K terem utilizado o MEF, o cédigo K nao utilizou a
matriz de massa concentrada, enquanto o cédigo B utilizou uma outra abordagem
discutida em Pathmanathan et al. (2011).

Os parametros utilizados nas simulagoes desse benchmark estao disponiveis
em Niederer et al. (2011) e sao repetidos na Tabela 7.1. Nota-se que a condutivi-
dade ¢é considerada transversalmente isotrépica, isto €, na direcao da fibra o valor
da condutividade é d/ e no plano ortogonal & direcdo da fibra o valor da conduti-
vidade é dado por d®. Sendo assim, a equagao (3.14) é usada para representar o

tensor de condutividades do modelo monodominio.

Tabela 7.1: Parametros utilizados no problema benchmark para eletrofisiologia.

Parametro Descrigao

Dominio dimensoes 20 x 7 x 3 mm
Orientacao da fibra alinhadas com o eixo longo, 20 mm
Regiao do estimulo cubo de 1.5 x 1.5 X 1.5 mm na quina
Protocolo do estimulo 2 ms, 50000 pAcm—3

Razao superficie-volume (x) 1400 ¢cm™*

Capacitancia da membrana 1uF cm™2

Condutividade longitudinal (d') 0.1334 S/m
Condutividade transversal (d°)  0.0176 S/m

A Figura 7.12 apresenta os resultados obtidos na simulacao realizada pelo

cédigo implementado no presente trabalho usando um espacamento de Az = 0.2
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Figura 7.11: Tempo de ativagao ao longo da linha diagonal no problema benchmark
obtido pelos 11 cédigos computacionais discutidos em Niederer et al. (2011).

mm e um passo de tempo At = 0.005 ms. Na Figura 7.12(a) tem-se o inicio da
propagacao logo apods a aplicagao do estimulo na regiao S. Como nesse caso as
fibras cardiacas sao paralelas ao eixo z (diregao longitudinal 20 mm), fica claro a
partir das Figuras 7.12(b) e 7.12(c) que a velocidade de propagacao é mais rapida
nessa direcao, ja que a condutividade na direcao das fibras é maior do que na
direcao transversal. Por volta de 40 ms, a onda ativa eletricamente todo o tecido,
como pode ser visto em 7.12(f).

Os resultados em termos do tempo de ativagao ACT ao longo da linha diago-

nal do dominio, isto é, nos pontos P1, P9 e P8, sao apresentados na Figura 7.13. As
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(d) (e) (f)

Figura 7.12: Propagacao da onda elétrica na malha usada no problema benchmark
em diferentes instantes de tempo da simulacao. O potencial transmembranico esta
representado em uma escala de —90 mV (azul) a 20 mV (vermelho).

simulagoes foram feitas variando a discretizagao espacial com Az € {0.5,0.2,0.1}
mm e mantendo fixo o passo de tempo com At = 0.005 ms. Para comparar os
resultados obtidos aqui com aqueles da Figura 7.11 que corresponde aos resultados
dos cddigos utilizados em Niederer et al. (2011), o gréfico foi feito na mesma escala.

Observe que a medida que a discretizacao é refinada, o tempo de ativacao do
ponto P8 converge para um valor préximo de 41.2 ms. Em todos os cédigos testados
em Niederer et al. (2011), o tempo de ativagao de P8, usando a discretiza¢ao mais
refinada com Az = 0.1 mm, também convergiram para préximo desse valor.

Note ainda que, os resultados aqui obtidos sao bastante similares aqueles dos
cddigos B e K do experimento original apresentados na Figura 7.11. Isso se deve ao
fato de que nesse trabalho a solugao do problema monodominio utiliza um método
separador, sem matriz de massa concentrada, de forma similar ao que é feito no
c6digo K (Mardal et al., 2007; Sundnes et al., 2005).

A Figura 7.14 apresenta o potencial transmembranico nos pontos P1, P9 e P8
ao longo do tempo. Como pode-se observar, o ponto P1 (azul) por fazer parte da
regiao do estimulo aplicado é ativado imediatamente em ¢ = 0 ms, momento em que

o estimulo é aplicado, enquanto o ponto central P9 (verde) é ativado eletricamente
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Figura 7.13: Tempo de ativacao ACT, em milisegundos, ao longo da linha diagonal
no problema benchmark obtido pelo cédigo desenvolvido nesse trabalho.

por volta de t = 20 ms. O potencial de acao do ponto P8 (vermelho), cujo tempo de
ativacgao foi usado como referéncia no benchmark Niederer et al. (2011), é o tultimo
a ser ativado eletricamente por volta de ¢t = 40 ms, como mostrado anteriormente

na Figura 7.13.
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Figura 7.14: Potencial de a¢ao nos pontos P1, P9 (centro) e P8.

Logo, através dos resultados desse experimento, foi possivel validar a imple-
mentacao computacional da solu¢ao numérica do problema monodominio usando

o modelo celular TNNP através do programa implementado nesse trabalho. Esta

190



implementacao computacional também foi verificada utilizando outros problemas
e modelos celulares através de uma comparacao com resultados obtidos em uma
implementagao anterior (dos Santos et al., 2004).

O modelo bidominio é mais completo e, portanto, sua validagao é mais com-
plexa. Recentemente, um problema com solugao analitica que pode ser usado para
a validacao do bidominio com tecido extracardiaco ou com uma solugao de banho
foi proposto por Pathmanathan e Gray (2013). Entretanto, nesse trabalho a va-
lidacao do modelo bidominio foi feita apenas através da comparacao da solucao

obtida aqui com a de uma implementagao anterior (dos Santos et al., 2004).

7.3 Exemplos de simulagoes

Com o objetivo de ilustrar e discutir as atividades elétrica e mecanica do co-
ragao serao apresentadas aqui algumas simulagoes computacionais. Inicialmente,
apresenta-se um tipo de simulacao, em um dominio bidimensional, muito utili-
zada (Nash e Panfilov, 2004; Bueno-Orovio et al., 2008; ten Tusscher e Panfilov,
2006) para se estudar arritmias cardiacas e a geragdo de um padrao complexo que
da origem a uma onda denominada onda de reentrada, ou simplesmente, onda es-
piral. Também sao apresentados os resultados de simulacoes: da eletrofisiologia
em geometrias simplificadas do VE, assim como da ativagao elétrica e contracao

em um cubo e no VE simplificado.

7.3.1 Ondas espirais e arritmia cardiaca

Os modelos computacionais da atividade elétrica cardiaca tém sido muito
utilizados pois permitem compreender melhor diversos fenomenos complexos. Um
exemplo é o estudo de arritmias cardiacas, que sao disfuncoes do padrao normal de
excitacao elétrica no coragao que podem levar a morte siibita por falha do coragao
ao bombear sangue para o corpo. Uma das causas dessas arritmias sao as ondas
de excitacao elétrica conhecidas como ondas de reentrada ou ondas espirais. Uma

onda de reentrada ocorre quando um impulso propagando nao termina de forma
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normal apds a sua ativacao e persiste causando a re-excitacao do tecido. Nesse
contexto, diversos estudos computacionais (Clayton e Holden, 2004, 2005; Gray
et al., 1995; Nash e Panfilov, 2004; Shajahan et al., 2009) envolvendo os modelos
da eletrofisiologia cardiaca foram realizados.

A Figura 7.15 mostra uma simulagao computacional de um tecido cardiaco
representado em um dominio bidimensional de tamanho 4 cm x 4 cm. A simulagao
foi realizada usando o modelo celular de Mitchell e Schaeffer (2003) com um passo
de tempo At = 0.1 ms e uma discretizacao espacial Ax = 200um. Para gerar a
onda espiral nessa simulacao um protocolo de estimulos do tipo S1-S2 foi usado. A
Figura 7.15(a) mostra a aplicagdo de um estimulo inicial (S1) que gera uma onda
plana de propagacao na diregdo das fibras, como observado em 7.15(b). Na Fi-
gura 7.15(c) observa-se a cauda da onda, o que corresponde a fase de repolarizacao
do potencial de agao. Em seguida, um segundo estimulo (S2) é aplicado em parte
da cauda e como parte da onda plana criada pelo primeiro estimulo nao pode se
ativar nesse instante (Figura 7.15(e)), tem-se uma nova onda que se propaga para
a parte esquerda e superior do estimulo S2, como visto na Figura 7.15(f). Essa
onda é uma onda espiral ou de reentrada, capaz de manter sua atividade durante
todo o tempo da simulacao sem que outro estimulo fosse aplicado, como mostram
as Figuras 7.15(g)- 7.15(i).

Em geral, o inicio de uma onda de reentrada depende da ocorréncia um
bloqueio unidirecional, como o do exemplo apresentado na Figura 7.15(e). Exis-
tem diversos mecanismos que podem dar origem a esse tipo de fenémeno, como
por exemplo obstaculos anatomicos, obstaculos funcionais e anisotropia estrutural,
entre outros (Jalife et al., 2009).

Em particular, alguns experimentos e estudos computacionais, como aqueles
realizados por Gough et al. (1985) e Moe et al. (1964), mostraram que regides com
uma repolarizagao prolongada podem bloquear uma excitacao prematura e resultar
no inicio de uma atividade de reentrada. As diferencas regionais na repolarizacao

muitas vezes sao descritas em termos da dispersao da duracao do potencial de acao
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Figura 7.15: Simulagao da formacao de uma onda de reentrada no tecido cardiaco.

(DPA), a qual é considerada como a diferenca entre a maior e a menor DPA na
regiao de interesse.

Assim, fica claro que a dispersao da duragao do potencial de acao é um
parametro eletrofisioldgico de grande importancia no estudo de diversos fenome-
nos complexos como arritmias cardiacas. Sera visto no Capitulo 8, através de
simulagoes computacionais, como a atividade eletromecanica acoplada afeta a ele-
trofisiologia cardiaca com foco na dispersao de repolarizacao e DPA em uma fatia

do ventriculo esquerdo humano.
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7.3.2 Ventriculo esquerdo do coelho

A implementacao dos métodos numéricos para simulacao computacional da
atividade elétrica cardiaca, sem a mecanica, através do modelo monodominio foi
avaliada em uma geometria 3D complexa e detalhada dos ventriculos de um coelho,
como mostra a Figura 7.16. A malha e a orientagao das fibras, exibidas respectiva-
mente nas Figuras 7.16(a) e 7.16(b), foram extraidos de Vetter e McCulloch (1998),
onde foram geradas a partir de imagens médicas com o devido processamento.

Para a solucdo numérica, elementos hexaédricos trilineares foram utiliza-
dos (Hughes, 2000). A malha computacional possui 522841 nés e 470197 elementos
finitos com um espagamento regular de Ax = Ay = Az = 250 pym. Para a inte-
gragao no tempo das EDOs e da EDP parabdlica um passo de tempo de At = 0.05
ms foi utilizado. O método de Rush-Larsen (descrito na Secao 5.1.5.5) foi utilizado

para a solucao numérica das EDOs do modelo celular TNNP.

(a) Geometria (b) Fibras

Figura 7.16: (a) Malha biventricular do coelho formada por hexaedros regulares.
(b) Orientagao das fibras nos ventriculos. Os vetores que definem a diregao da
fibra foram coloridos pela sua primeira componente, que corresponde a direcao do
eixo longo dos ventriculos.

A Figura 7.17 apresenta uma simulacdo computacional da propagacao da
onda elétrica na geometria biventricular do coelho. Para iniciar a propagacao da
onda elétrica um estimulo externo foi aplicado nas células da regiao mostrada na

Figura 7.17(a) em azul claro. As Figuras 7.17(b) a 7.17(d) mostram a propagagao
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a) '
c) I

Figura 7.17: Distribuicao do potencial transmembranico v em diferentes instantes
de tempo na geometria biventricular. A escala de cores varia de —90 mV (azul) a
20 mV (vermelho).

b) '
d) I

da onda elétrica, de forma anisotrépica, no tecido nos instantes de tempo ¢ = 8,15
e 25 ms, respectivamente.

Para visualizar a propagacao da onda elétrica no eixo curto dos ventriculos,
imagens de uma fatia da geometria biventricular foram extraidas das simulagoes.
A Figura 7.18 mostra a distribuicao espacial do potencial transmembranico v nos
instantes de tempo t = 1,5,11,16,23 e 31 ms nos graficos 7.18(a)-(f), respectiva-

mente.

7.3.3 Simulacoes eletromecanicas em um cubo

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados de simulagoes da atividade ele-
tromecanica cardiaca realizadas utilizando uma geometria simples representada por
um cubo. O objetivo é ilustrar algumas caracteristicas fundamentais do modelo,
como a influéncia da direcao da fibra na contracao do tecido.

As simulacoes foram realizadas utilizando o modelo celular TNNP para a
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| n e)® ﬂ@
Figura 7.18: Distribuicao do potencial transmembranico v em diferentes instantes

de tempo em uma fatia no eixo curto da geometria biventricular. A escala de cores
varia de —90 mV (azul) a 20 mV (vermelho).

eletrofisiologia acoplado ao modelo simplificado de Nash-Panfilov com o intuito de
descrever a geracao da tensao ativa responsavel pela contracao do tecido. O tecido
cardiaco passivo foi modelado pela lei constitutiva ortotropica de Holzapfel-Ogden
descrita pela equagao (4.102). Os parametros utilizados nesse experimento sao os
mesmos da Tabela 4.2.

Duas configuragoes diferentes para a orientacao das fibras foram utilizadas, o
que resultou em padroes de deformacoes distintos em cada caso. Em um primeiro
cenario, considerou-se as direcoes da fibra fy, da folha sy e normal ny alinhadas
com os eixos z, y e z, respectivamente, isto é, fy = [1,0,0]7, so = [0,1,0]T e
ny = [0,0, 1]7. Na outra configuragao utilizada, a direcao da fibra f; foi considerada
alinhada com o eixo y, e, portanto, tem-se as seguintes orientagoes para fibra, folha
e normal, respectivamente: fy = [0,1,0]7, so = [1,0,0]T e ny = [0,0,1]7. Como
condigoes de contorno para o problema da elasticidade nao-linear, o deslocamento
na direcao normal dos nés das faces x = 0, y = 0 e z = 0 foi restringido. Para
iniciar a simulacao, aplicou-se um estimulo elétrico nas células cardiacas da face
x = 0 durante 1 ms.

A Figura 7.19 mostra os resultados referentes a simulagao eletromecéanica

do cubo com as fibras paralelas a direcao x. Assim como anteriormente, a figura
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mostra a distribuicao espacial, em diferentes instantes de tempo, do potencial
transmembranico v, assim como a configuracao deformada correspondente a cada
instante. Como a tensao ativa é aplicada somente na direcao da fibra e, nesse
exemplo, as fibras sao paralelas a dire¢ao z, nota-se claramente uma contragao do
cubo na direcao x. Como o tecido é considerado incompressivel e se contrai na
direcao z, para manter o volume, tem-se uma expansao do cubo nas diregoes y e z.
Nas imagens da parte inferior da Figura 7.19 observa-se a repolarizagao do cubo,

seguida de um relaxamento gradual a sua configuracao inicial de repouso.

Figura 7.19: Atividade eletromecanica de um cubo de tecido cardiaca onde as fibras
sao paralelas e estao orientadas na direcao z. A escala de cores varia de —90 mV
(azul) a 20 mV (vermelho).

Na sequéncia, uma simulagao computacional eletromecanica do cubo foi re-
alizada com as fibras paralelas orientadas na direcao y, enquanto a orientacao das
folhas é paralela ao eixo x. Novamente, a figura apresenta o potencial v em diferen-
tes instantes de tempo e a respectiva configuracao deformada. Devido a orientagao
vertical das fibras a contracao do tecido ocorre na direcao y e, consequentemente,
ocorre uma dilatacdo nas demais direcoes, de forma a preservar o volume inicial
do cubo.

E importante enfatizar que o modelo celular de geracao de forca ativa de
Nash-Panfilov que foi utilizado nessas simulagoes ¢ um modelo qualitativo e sim-

plificado e como tal diversos aspectos biofisicos nao sao representados de forma
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Figura 7.20: Atividade eletromecanica de um cubo de tecido cardiaco onde as
fibras s@o paralelas a direcao y. A escala de cores varia de —90 mV (azul) a 20
mV (vermelho).

adequada. Em particular, nesse modelo o intervalo de tempo entre a despolariza-
¢ao e o inicio da geragao da forga ativa é pequeno, ao contrario do modelo celular
eletromecanico TNNP+Rice, como pode ser visto na Figura 2.16 do Capitulo 2.

Portanto, como observado nas figuras das simulacoes, a medida que a onda
elétrica se propaga o tecido se contrai. Devido a sua simplicidade, o modelo celular
eletromecanico de Nash-Panfilov, que descreve a geracao de forga ativa, foi utilizado
nessas simulacoes para ilustrar de forma mais clara o comportamento da atividade
elétrica e mecanica de forma acoplada.

A Figura 7.21 apresenta um grafico do volume total do cubo, normalizado
pelo volume inicial total, ao longo do tempo da simulacao da atividade eletrome-
canica do cubo com as fibras orientadas de forma paralela ao eixo x. O grafico
mostra, claramente, que as mudancas de volume que ocorrem no cubo sao despre-
ziveis e menores do que 0.5%, deixando claro o comportamento incompressivel do
material do tecido cardiaco. O mesmo comportamento foi observado na simulacao
eletromecanica do cubo com as fibras orientadas de forma paralela ao eixo y e,

portanto, o grafico nao é apresentado.
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Figura 7.21: Volume total do cubo (normalizado) ao longo do tempo da simulagao
do cubo eletromecéanico com a orientagao das fibras paralelas ao eixo x.

7.3.4 Ventriculo esquerdo simplificado

Um modelo geométrico muito utilizado em simulacoes computacionais do
ventriculo esquerdo consiste de uma familia de elipsoides truncados (Costa et al.,
1996; Eriksson et al., 2013; Pennacchio e Simoncini, 2009). Apresenta-se aqui uma
simulagao utilizando este modelo geométrico com o objetivo de testar a implemen-
tagao do modelo eletromecanico acoplado em uma geometria mais complexa para
avaliar o comportamento do ventriculo esquerdo.

A Figura 7.22(a) mostra um exemplo da geometria do VE simplificado, com
destaque para as regides da base e dpex, assim como para as superficies do endo-
cardio (interna) e do epicérdio (externa). O elipsoide é caracterizado pelos raios
maior e menor, denotados respectivamente por a;, e b;,, onde os subscritos 7,0
denotam a superficie interna (endocardio) e externa (epicardio) do elipsoide que
representa o VE.

A geometria do elipsoide pode ser descrita usando um sistema de coordenadas

esferoidal &, & e &, como descrito em Costa et al. (1996). Em um sistema de
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coordenadas cartesianas tem-se:

21 = dcosh & cos &, (7.14)
29 = dsinh & sin & cos €3, (7.15)
x3 = dsinh & sin &, sin €3, (7.16)

onde d é definido apropriadamente para a superficie do endocardio e epicardio
(subscrito i ou o, respectivamente) com d; , = a??o — b3,

Para as dimensoes do VE adotadas nessa simulacao utilizou-se os dados de
um coracao canino onde os raios internos sao dados por a; = 42 mm e b; = 19
mm, enquanto os raios externos sao a, = 47 mm e b, = 28 mm, como descrito nos
trabalhos de Eriksson et al. (2013), McCulloch (2007) e Usyk e McCulloch (2003).
Dessa forma, tem-se uma espessura da parede do ventriculo esquerdo de 9 mm na
base e de 7 mm no apex. A malha foi criada utilizando o software de geracao de
malhas de elementos finitos CUBIT (SANDIA National Laboratories, 2014) com

elementos do tipo hexaedro de 8 noés.

epicardio

(b)

Figura 7.22: (a) Descricao da geometria do ventriculo esquerdo simplificado e
definicao da superficie do epicardio e endocardio, definicao da regiao da base e do
apex e definicao dos raios interno e externo. Em (b) a malha de elementos finitos
gerada.
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Para representar a orientacao das fibras e folhas, o seguinte procedimento
foi utilizado: em cada n6 da malha a direcao sy das folhas é definida e depois a

direcao das fibras f é calculada. A direcao da folha foi definida como

so = /22 + y2,y/ /a2 + 42, 0],

resultando assim em uma aproximacao radial para a direcao das folhas. A direcao
da fibra f; é definida ortogonal a sy (no plano z =constante) e rotacionada por um
angulo de o graus com relagao ao eixo definido pela direcao da folha. O angulo «
¢é determinado de acordo com a profundidade transmural, sendo que @ = —70° no
epicardio e o = 70° na superficie do endocardio. A direcao normal a folha ng foi
calculada a partir do produto vetorial entre f; e sq.

A Figura 7.23 (a) mostra a geometria aproximada do ventriculo, onde em
cada n6 é apresentado o vetor unitario da direcao da fibra, o qual foi colorido de
acordo com a componente z que corresponde ao eixo longo para facilitar a visualiza-
¢ao da variacdo transmural da dire¢do da fibra. A Figura 7.23 (b) mostra em cada
n6 da malha o vetor unitario da direcao das folhas em azul. A orientacao das fibras
utilizada nesse trabalho, assim como a aproximagcao utilizada para a direcao das
folhas, estao de acordo com os valores comumente utilizados na literatura (Eriksson
et al., 2013; Goektepe e Kuhl, 2010; Rossi et al., 2012).

Na simulacao da atividade eletromecanica do VE simplificado, utilizou-se
o modelo celular eletromecanico acoplado Rice+TNNP e a lei constitutiva de
Holzapfel-Ogden para a parte passiva do musculo cardiaco. Para iniciar a ati-
vidade cardiaca, aplicou-se um estimulo elétrico em uma regiao elipsoidal que cor-
responde a superficie do endocardio, de forma a ativar eletricamente toda a regiao
do endocardio.

Em termos de condigoes de contorno, os deslocamentos nas diregoes z, y e z
dos nods da superficie do epicardio na base do ventriculo esquerdo foram prescritos,
isto é, u = 0. Nos demais nos da base, apenas o deslocamento na direcao do eixo

longo foi fixado. Usualmente, devido a pressao que o sangue exerce na superficie
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(a)

Figura 7.23: Orientacao das fibras (a) e folhas (b) na geometria simplificada do
VE. O vetor unitario que define a direcao da fibra foi colorido de acordo com a
componente do eixo longo do VE (vermelho no epicardio e azul no endocérdio).

do endocardio, condigoes de contorno em termos da pressao normal a superficie
do endocardio sao prescritas, de forma a manter a relagao pressao-volume do ven-
triculo esquerdo (Klabunde, 2011; Usyk e McCulloch, 2003). Entretanto, nesse
trabalho, esse efeito foi desprezado e apenas as condi¢oes de contorno em termos
do deslocamento dos nés da base foram prescritas.

A Figura 7.24 apresenta os resultados da simulagao eletromecanica do VE
simplificado, onde pode-se observar o estimulo elétrico aplicado no endocérdio e,
em seguida, a propagacao da onda elétrica que induz a contragao do tecido car-
diaco. Nota-se que, tanto a contracao da regiao apical na Figura 7.24(c), quanto
a contragao e espessamento da parede ventricular na Figura 7.24(d) quando o VE
se encontra totalmente ativado eletricamente. Observou-se também a rotacao do
ventriculo esquerdo na regiao do apex.

Para evidenciar a contracao e o engrossamento da parede do ventriculo es-
querdo obtido nas simulagoes, a Figura 7.25 apresenta o potencial transmembranico
v e a deformacao do tecido cardiaco, ao longo do tempo até o instante de maxima
deformagao, em uma série de imagens (a)-(f) do eixo curto de uma regido préxima
da base. O painel (a) da Figura 7.25 mostra a configuracao inicial do eixo curto,

em (b) e (c) a onda elétrica gerada apés a aplicagdo do estimulo é exibida, e as
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(a) (b) () (d)

Figura 7.24: Simulacao da atividade eletromecéanica do VE. As imagens mostram
a distribuicao espacial do potencial transmembranico v em uma escala de -90 mV
(azul) a 40 mV (vermelho). Em preto, os nds da configuracdo indeformada sao
exibidos com o objetivo de enfatizar a deformagao do tecido.

40-
o . © 22
@ (b) © :

Figura 7.25: Simulacao da atividade eletromecéanica do VE. As imagens mostram

a distribuicao espacial do potencial transmembranico v em uma escala de -90 mV
(azul) a 40 mV (vermelho).

imagens de (d) a (f), onde o tecido cardiaco encontra-se ativado eletricamente,
mostram a sua contragao que resulta em um aumento da espessura da parede.

E importante ressaltar que, embora as condi¢oes de contorno impostas para
a simulagao eletromecanica do VE simplificado nao sejam capazes de reproduzir
regimes fisioldgicos (como por exemplo a pressao que o sangue exerce no endocar-
dio), ainda assim foi possivel observar caracteristicas importantes do movimento
do VE como a torsao e contragao do apex, assim como o aumento da espessura da

parede ventricular.
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7.4 Aceleragao das simulacoes usando GPUs

O modelo matematico mais completo para se descrever a atividade elétrica
cardiaca sao as equacgoes do bidominio. Entretanto, a solu¢ao numérica desse sis-
tema de EDPs é uma tarefa de alto custo computacional e diversos estudos (Vig-
mond et al., 2002; dos Santos et al., 2004; Plank et al., 2007; Vigmond et al., 2008)
foram realizados com o objetivo de resolver esse problema de forma mais eficiente.
Como visto no Capitulo 3 uma aproximacao mais simples, conhecida como modelo
monodominio, pode ser obtida através de hipdteses apropriadas (Sundnes et al.,
2006).

A solucao numérica desses modelos requer a discretizacao no espago e no
tempo das EDPs, assim como a integracao numérica de sistemas de EDOs nao-
lineares. Usando um método separador apropriado (Sundnes et al., 2005) os mo-
delos celulares podem ser resolvidos em cada n6é da malha de forma independente.
Para realizar simulagoes com geometrias anatomicamente detalhadas (Rocha et al.,
2010; Prassl et al., 2009), um grande numero de sistemas de EDOs deve ser re-
solvido a cada passo de tempo, contribuindo de forma significativa para a carga
computacional total. Portanto, é preciso que novas abordagens eficientes sejam
investigadas para a solucao dos sistemas de equagoes lineares de larga escala resul-
tantes da discretizacao das EDPs, assim como para a solucao de sistemas de EDOs
associadas aos modelos celulares.

A grande maioria dos computadores de uso pessoal modernos, assim como as
unidades de processamento graficos (GPUs - graphics processing units) possuem
diversos nucleos capazes de realizar processamento concorrentemente. A industria
fez com que as novas GPUs se tornassem um ambiente de computacao altamente
paralelo com o poder de diversos processadores resultando em um enorme po-
der computacional e uma grande largura de banda de memoria. Apesar disso,
a programacao dessas GPUs ainda nao é uma tarefa simples e trivial. O am-
biente CUDA (NVIDIA, 2014) fornece um modelo de programagao paralela que

possibilita escrever cédigo usando a linguagem de programacao C com pequenas
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modificacoes e uma pequena curva de aprendizado para extrair o poder compu-
tacional das GPUs. A programagao de GPUs para resolver problemas cientificos
das mais diversas naturezas (Melchionna et al., 2010; Klockner et al., 2009) tem
crescido muito nos ltimos anos e recebido muita atengao devido ao seu sucesso e
enorme ganho em desempenho computacional oferecido.

Dentro do contexto da eletrofisiologia cardiaca, diversos estudos foram feitos
com o intuito de resolver as equacoes que governam a atividade elétrica de forma
eficiente em uma tnica CPU (Maclachlan et al., 2007; Vigmond et al., 2002; Sund-
nes et al., 2001), assim como em clusters de computadores (dos Santos et al., 2004;
Plank et al., 2007). Até a publicacdo dos resultados mostrados a seguir, publicados
em Rocha et al. (2011), somente um estudo por Sato et al. (2009) tinha sido feito
utilizando GPUs para resolver as equacoes do modelo monodominio em paralelo.
Entretanto, tal estudo s6 analisou um modelo celular e utilizou o método de dife-
rencas finitas explicito para discretizacao espacial e temporal, evitando, assim, a
solugao de sistemas de equagoes lineares a cada passo.

Este trabalho avaliou o desempenho da implementacao das equagoes do mo-
nodominio usando CPU e GPU através dos ambientes OpenMP e CUDA. Sua
principal contribuigao, diferentemente de Sato et al. (2009), foi um estudo deta-
lhado do desempenho da solucao de diferentes modelos celulares, com diferentes
niveis de complexidade, bem como o desempenho de métodos iterativos como o
PCG para a solucao dos sistemas lineares com matrizes esparsas resultantes da
discretizacao espacial da equacao do monodominio usando o método dos elemen-
tos finitos.

Em um outro trabalho Amorim et al. (2010), uma extensao da ferramenta
AGOS para geracao automatica de cédigos para GPU que descrevem os mode-
los celulares foi apresentada junto com um estudo do desempenho da solucao de

diferentes EDOs associadas a modelos celulares mais complexos.
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7.4.1 Implementacao usando OpenMP

Inicialmente, uma implementacao utilizando OpenMP foi desenvolvida com o
intuito de aproveitar ao maximo os recursos dos processadores atuais que dispoem
de varios nucleos. Simulagoes como a da Figura 7.26, onde um estimulo elétrico
pontual é aplicado no centro de um dominio bidimensional para iniciar a propaga-
cao da onda elétrica de ativacao do tecido, foram realizadas. Com o objetivo de
analisar o desempenho da implementacao paralela usando OpenMP, as simulacoes

foram analisadas utilizando 1, 2 e 4 nicleos do processador.
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(a) Simulacdo. (b) Potencial transmembréanico.

Figura 7.26: Resultados da simulacao usada para testar a aceleragao usando GPUs.
(a) Distribuicao espacial do potencial transmembranico V' no tecido de dimensao
6.4 x 6.4 cm usando o modelo Luo-Rudy, 50 ms depois do estimulo. (b) Potencial
de agdo no ponto marcado em (a).

As simulagoes foram executadas e o tempo total para solucao de cada etapa,
solucao das EDOs e solucao da EDP parabdlica, foram medidos para cada caso. A
Figura 7.27 mostra o tempo total, em horas, de cada etapa da simulagao. Usando 4
nucleos uma aceleracao de 3.98 foi obtida para a solucao das EDOs, enquanto que
uma aceleracao, moderada, de 2.35 foi obtida para a solugao dos sistemas lineares

associado ao problema parabdlico.
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Figura 7.27: Tempo total para solucao das EDOs e EDP nas simulacoes usando
OpenMP com 1, 2 e 4 cores.

7.4.2 Implementagao usando CUDA

A implementacao computacional da solugao do problema monodominio usando
CUDA foi feita utilizando o MEF e considerou dois modelos celulares: o modelo
TNNP e o modelo de Luo-Rudy (LR-I). O programa foi escrito em C e compilado
com o compilador GNU GCC versao 4.3.3. Com o objetivo de explorar o poder dos
processadores atuais, o c6digo foi paralelizado usando OpenMP (Chapman et al.,
2007).

Em seguida, o cédigo para GPU usando o ambiente de programacao paralela
NVIDIA CUDA foi estendido a partir do codigo original escrito para CPU. Para a
implementacao CUDA, funcoes especificas que sao executadas na GPU, denomina-
das de kernels foram desenvolvidas para resolver o sistema de EDOs, assim como
o sistema de equacoes lineares do problema parabdlico. Todos os kernels CUDA
nesse trabalho foram lancados com 256 threads por bloco e o nimero de blocos
por grid foi configurado de acordo com o tamanho do problema, isto €, de acordo
com o numero de nés da malha de elementos finitos.

Para resolver os sistemas de EDOs dois kernels foram desenvolvidos, um de-

les para configurar as condig¢oes iniciais dos sistemas de EDOs na GPU, enquanto
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o outro realiza a integracao dos sistemas de EDOs a cada passo de tempo. Consi-
derando M nds na malha, a cada né um modelo celular é associado. As variaveis
de estado desse modelo foram armazenadas em um vetor SV de tamanho M X N,
onde N, ¢ o numero de equagoes diferenciais do modelo celular. Para os modelos
LR-T e TNNP tem-se N, = 8 e N, = 19, respectivamente. Esse array SV foi
organizado de tal forma que os primeiros M elementos correspondem a primeira
variavel de estado, seguida por M elementos da préxima variavel de estado, e as-
sim por diante. Para todos os modelos celulares, a primeira variavel do array SV
corresponde ao potencial transmembranico v. Durante a etapa de solugao, apos a
integracao dos sistemas de EDOs em cada n6 da malha, o potencial transmembra-
nico v de cada no6 deve ser passado para o resolvedor do sistema linear do problema
parabdlico. Com essa organizacao do array SV essa tarefa é simples e nao precisa
de transacoes de memoria entre a CPU e GPU, uma vez que os dados dos modelos
celulares tenham sido transferidos para a GPU.

A solucao do sistema de equagoes lineares resultantes da discretizacao da
EDP parabdlica foi feita através do método PCG, cuja implementacao consiste
basicamente de operacoes basicas de algebra linear tais como soma de vetores,
multiplicagao por escalar, produto escalar e a multiplicacao de uma matriz esparsa
por um vetor. O desempenho de métodos iterativos como o PCG nas GPUs de-
pende fortemente da operacao de multiplicacdo de uma matriz esparsa por um
vetor y = Ax, ja que esses métodos realizam diversas operagoes desse tipo até
satisfazerem algum critério de parada. Portanto, a implementagao dessa operagao
deve ser planejada com cuidado para obter resultados satisfatorios em termos de
desempenho.

Nesse trabalho, dois formatos para representar matrizes esparsas foram uti-
lizados, o formato CSR (Compressed Sparse Row) e o formato ELLPACK (Saad,
2003). O formato CSR é o formato mais popular para armazenar matrizes es-
parsas com uma estrutura genérica e foi utilizado, pois as matrizes de elementos

finitos globais sao montadas nesse formato. O formato ELLPACK explora o fato
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de que em cada linha existe no maximo Ny elementos nao-zero, sendo que Ny é pe-
queno. Isso é comum as matrizes de discretizacao por elementos finitos em malhas
bidimensionais regulares como as que foram utilizadas para esses experimentos.
A implementacao do kernel CUDA para realizar a multiplicacao de uma
matriz esparsa por um vetor pode ser paralelizada facilmente ja que o produto
de uma linha da matriz pelo vetor é independente das demais. Portanto, essa
operacao foi implementada atribuindo a cada thread a tarefa de calcular o produto
escalar de uma linha da matriz pelo vetor. Além disso, as funcoes para realizar
multiplicagao da matriz esparsa por um vetor utilizaram memdaria de textura para
acessar o vetor x durante a multiplicacao pela matriz com o objetivo de melhorar
o desempenho. Mais detalhes sobre a implementacao dessas operacgoes e discussoes
sobre desempenho podem ser encontrados na publicacao desse estudo em Rocha

et al. (2011).

7.4.3 Experimentos

Para investigar o desempenho da implementacao paralela usando CUDA,
foram usados 3 exemplos que representam um pedaco de tecido bidimensional
que foi discretizado espacialmente usando o MEF com elementos quadrangulares
bilineares. A matriz resultante da discretizacao possui uma estrutura esparsa, com
um maximo de nove elementos nao nulos por linha. A discretizagao temporal da
EDP foi feita através do método de Euler implicito. A Tabela 7.2 apresenta as
dimensoes fisicas do tecido utilizado, assim como propriedades da malha e niimero
de valores nao nulos na matriz esparsa. A discretizagao espacial foi feita utilizando
elementos quadrangulares regulares com um espacamento Ax = Ay = 100um.

Os testes foram realizados com o método de Euler explicito para a integragao
das EDOs dos modelos LR-I e TNNP utilizando um passo de tempo de At = 0.01
ms e At = 0.001 ms para os modelos, respectivamente. A escolha do passo de
tempo levou em consideracao a estabilidade do método de Euler explicito para

esses modelos e considerou o maior passo permitido. Como critério de parada para

209



o método PCG uma tolerancia absoluta para o residuo de 107% foi adotada.

Tabela 7.2: Dimensoes do tecido usado nas simulagoes, nimero de nds, nimero de
elementos e niimero de valores nao-zero na matriz esparsa.

Tecido # Noés  # Elementos # Nao nulos
1.6 cm x1.6 cm 25921 25600 231361
3.2 cm x3.2cm 103041 102400 923521
6.4 cm x6.4 cm 410881 409600 3690241

Os parametros do modelo monodominio para esses experimentos foram re-
tirados da literatura (Plank et al., 2008; Roth, 1997): C,, = 1 uF/cm? e x =
0.14 pm~!. O tecido foi considerado anisotrépico com os seguintes valores para as
condutividades o; = 0.0003 mS/um e oy = 0.0001 mS/pum, as quais também foram
retiradas da literatura (Sundnes et al., 2006). As fibras do tecido estao orientadas
de forma homogénea com um angulo de 45° graus com relagao ao eixo x.

Os experimentos computacionais foram executados em um computador com
processador AMD Phenom 9950 Quad-Core, com 8GB de memoria, equipado com
uma GPU NVIDIA GeForce GTX 280, com 1GB de meméria. O cédigo foi com-
pilado com o compilador GNU GCC e com o compilador da NVIDIA CUDA ver-
sao 2.0. Em todos os casos flags de otimizacao foram utilizadas na compilacao:
para o cédigo CPU as flags -03 -ffast-math foram utilizadas; para compilar
o c6digo GPU com o compilador nvcc da NVIDIA as flags seguintes flags -03

-use_fast_math foram usadas.

7.4.4 Resultados

As implementagoes usando CPU e GPU foram comparadas em termos do
tempo requerido para integrar os sistemas de EDOs, do tempo para resolver os sis-
temas lineares do problema parabdlico e em termos do tempo total. A Tabela 7.3(a)
mostra o tempo de execucao para solugao das EDOs usando CPU e GPU, assim
como a aceleracao obtida para os modelos celulares LR-I e TNNP. Observa-se que

em todas as simulagoes com o uso de GPU o desempenho foi melhor do que usando
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a CPU. Fatores de aceleragao (speedup) entre 132x e 180x foram obtidos para o

modelo LR-I, enquanto 65x e 75x foram obtidos para o modelo TNNP.

Tabela 7.3: Comparacao do tempo de solugao (a) dos sistemas de EDOs e (b) do
sistema de equacoes lineares associado a EDP parabdlica.

Modelo Tecido CPU GPU Speedup

1.6 x 1.6 510.8 3.9 132
LR-I 32 x 3.2 1728.6 10.5 165
6.4 x 6.4 6777.0 37.6 180

1.6 x 1.6 8586.4  130.3 66
TNNP 3.2 x 3.2 343706 4634 74
6.4 x 6.4 136453.6 1804.7 76

(a) EDOs
. Tempo Speedup
Modelo ecido cpyy GpU.CSR GPU-ELL CSR ELL
1.6 x 1.6 350.7 236.3 121.0 1.5 2.9
LR-I 3.2 x 3.2 13504 689.4 245.5 2.0 9.5
6.4 x 6.4 5761.3 2427.5 648.8 2.4 8.9
1.6 x 1.6  4338.5 3029.7 1607.8 1.4 2.7
TNNP 3.2 x 3.2 17834.6 8984.8 3217.0 2.0 5.5
6.4 x 6.4 77654.1 31406.0 8394.5 2.5 9.2
(b) EDP

Os tempos de execucao, considerados como a média de 3 execucgoes, para
solugao dos sistemas lineares associados ao problema parabdlico foram medidos.
Para solugao dos sistemas lineares o método iterativo do PCG foi utilizado e,
portanto, o tempo de execucao inclui o tempo envolvido em operagoes vetoriais
bésicas, produto escalar e sobretudo multiplicacoes matriz-vetor utilizando dife-
rentes representagoes (CSR ou ELLPACK) para a matriz esparsa. Os resultados
sao apresentados na Tabela 7.3(b). Vale ressaltar que os resultados (speedup)
da implementacao usando GPU foram comparados com a implementacao paralela
usando OpenMP com 4 nicleos. A tabela mostra que a implementacao usando
GPU obteve aceleracoes entre 1.5 e 2.3 usando o formato CSR e 2 e 9 usando

o formato ELLPACK para representagao da matriz esparsa. E possivel observar
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que o modelo celular utilizado afeta pouco a aceleracao para solucao do problema
parabdlico.

Finalmente, comparou-se o tempo de execucao total para cada uma das simu-
lagoes, que inclui nao s6 o tempo para solucao das EDOs e do sistema parabdlico,
mas também o tempo usado para montar a matriz de rigidez e escrever os dados
em arquivos.

A Figura 7.28 mostra graficos com o tempo total de simulagao na CPU com
OpenMP usando 1, 2 e 4 nicleos. Os painéis (b) e (c) apresentam a taxa de
aceleragao obtida pela simulacao usando a GPU para a solugao das EDOs com os
modelos LR-I e TNNP e da EDP parabdlica com diferentes formatos para a matriz
esparsa. Claramente as implementacgoes usando GPU foram mais rapidas do que
as versoes com CPU para a solucao das EDOs para ambos modelos celulares. A
solugao da EDP parabdlica também foi mais rapida na GPU, entretanto, com
taxas de aceleracoes menores. Nota-se aqui o impacto do formato para armazenar
a matriz esparsa. Foi observada pouca variacao na solucao dos sistemas lineares
para diferentes modelos celulares, como mostra o painel (c).

Na simulagao usando o maior tecido com o modelo celular mais complexo
(TNNP), o desempenho da GPU com o formato ELLPACK foi aproximadamente
20x mais rapido do que a CPU com 4 nucleos. Os resultados também mostram
que o formato ELLPACK foi mais eficiente na GPU do que o formato CSR, ja que
o formato ELLPACK ¢é mais adequado para malhas estruturadas. Uma discussao
mais detalhada sobre resultados e sobre a implementacao podem ser encontrados

em Rocha et al. (2011).

7.4.4.1 Comparacoes na solugao de diferentes modelos celulares

O problema de resolver os sistemas de EDOs dos modelos celulares em cada
n6 da malha é um problema naturalmente paralelo, uma vez que as EDOs asso-
ciadas a cada né podem ser integradas no tempo de forma independente umas

das outras. Portanto, como observado, o desempenho da implementagao paralela
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Figura 7.28: (a)-(b) Aceleragao obtida para a solugao das EDOs e da EDP para-
bélica. (c)-(d) Tempo total das simulagoes com CUDA normalizados pelo tempo
da simulac¢ao usando CPU com 4 cores.

usando GPUs para essa parte do problema é bastante significativo. Como discu-
tido anteriormente, a complexidade biofisica e, portanto, matematica dos modelos
celulares varia bastante. Alguns modelos chegam a possuir mais de 40 equacoes
diferenciais. Logo, é de se esperar que o desempenho computacional para a solu-
¢ao dos mesmos seja diferente. Sendo assim, em Amorim et al. (2010) um estudo
considerando outros modelos celulares foi realizado com o objetivo de avaliar o
desempenho da implementagao GPU em diferentes modelos. Além disso, esse es-
tudo também abordou a geragao automatica de codigos CUDA para representar
o modelo celular através da ferramenta AGOS, desenvolvida por Barbosa et al.
(2006).

Os detalhes sobre os modelos celulares considerados nesse estudo sao apresen-

tados na Tabela 7.4, onde fica claro as diferencas com relagao ao ano de publicagao,
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nimero de EDOs de cada modelo e o maior passo de tempo permitido pelo método

de Euler explicito por questoes de estabilidade.

Tabela 7.4: Modelos celulares utilizados e suas propriedades.

Modelo Acronimo EDOs

Referéncia

Luo-Rudy LR-I 8 0.01
TNNP 19  0.001
Mahajan-Shiferaw MSH 27 0.001
41 0.0001

ten Tusscher

Bondarenko et al. BDK

Luo e Rudy (1991)

ten Tusscher et al. (2004)
Mahajan et al. (2008)
Bondarenko et al. (2004)

A Figura 7.29 apresenta as taxas de aceleragao obtidas na solu¢ao das EDOs

de cada modelo celular utilizado em um conjunto de malhas com diferentes tama-

nhos. Nota-se o grande ganho em desempenho obtido, chegando em algunas casos

a taxas de aceleracao superiores a 250, assim como a variacao da aceleracao para

os modelos. Observa-se também que os modelos mais complexos, como o modelo

BDK, tiveram aceleracoes menores, ja que esses possuem muitas equacoes, expres-

soes aritméticas, fungdes exponenciais e até mesmo estruturas de selegao (if-else),

que degradam o desempenho da implementagao CUDA.
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Figura 7.29: Aceleracoes obtidas pela implementacao CUDA na etapa de solucao
dos sistemas de EDOs associados a diferentes modelos celulares com diferentes

niveis de complexidade e ntimero de variaveis.
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7.4.4.2 Comparacoes entre CUDA, OpenGL e OpenCL

Tendo em vista a possibilidade de se utilizar o poder das GPUs para se
realizar calculos cientificos através do uso de diferentes bibliotecas de programagao
das GPUs, foi realizado um estudo, publicado em Oliveira et al. (2012a), com o
objetivo de comparar o desempenho da implementacao do modelo monodominio
usando CUDA, OpenGL e OpenCL.

Nesse estudo, a implementagao feita em Rocha et al. (2011) usando CUDA foi
adaptada para OpenCL, através de pequenas modifica¢oes no codigo, com o obje-
tivo de se ter um codigo portavel capaz de ser executado em diferentes hardwares
aceleradores, além de placas gréaficas de diferentes fabricantes. Para representa-
¢ao de matrizes esparsas, além do formato CSR usado anteriormente, o formato
diagonal (DIA), detalhado em Saad (2003), foi implementado e utilizado nos ex-
perimentos.

A implementacao em OpenGL foi feita por Amorim e dos Santos (2012), e
foi utilizada aqui para comparar o desempenho e caracteristicas das plataformas
CUDA, OpenGL e OpenCL. E importante ressaltar que a implementacao usando
OpenGL utiliza os recursos disponiveis para computacao grafica para realizar os
calculos cientificos, portanto, a programacao exige um conhecimento avancado de
computacao grafica. A idéia principal de usar OpenGL para computacao em GPU
de propdsito geral é mapear conceitos de computacao grafica em conceitos de pro-
gramacao basicos de CPU. Mais detalhes podem ser encontrados em Amorim e dos
Santos (2012).

Experimentos utilizando malhas de tamanho com 100 x 100, 400 x 400 e
800 x 800 nos foram realizados. A Figura 7.30 apresenta os resultados obtidos em
termos do tempo total de execucao em segundos, obtidos a partir de uma média
de 3 execugoes. A implementacao com OpenCL foi executada nas GPUs NVIDIA
GeForce GTX 470 e AMD Radeon 6850, enquanto as implementagoes com CUDA
e OpenGL foram executadas apenas na NVIDIA GeForce GTX 470.

Para a solugao das EDOs, observa-se na Figura 7.30(a) que a implementagao
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OpenGL foi a que obteve os melhores resultados, enquanto a implementacao com
OpenCL teve um desempenho melhor do a versao CUDA na mesma GPU (GeForce
GTX 470). Por outro lado, para a solugao da EDP parabdlica, a implementagao

CUDA foi a que obteve os melhores resultados, como mostra a Figura 7.30(b).

EDOs EDP - Formato Diagonal

T T
[ GeForce GTX 470 - OpenCL
[ GeForce GTX 470 - OpenGL
35 BB GeForce GTX 470 - CUDA
30 || EEE AMD Radeon 6850 - OpenCL

T

T T
[ GeForce GTX 470 - OpenCL
500 |/ GeForce GTX 470 - OpenGL
I GeForce GTX 470 - CUDA
400 | |HEE  AMD Radeon 6850 - OpenCL

300 |

Tempo (s)
Tempo (s)

200 |

100

0
200 x 200 400 x 400 800 x 800 200 x 200 400 x 400 800 x 800
Tamanho da malha Tamanho da malha
(a) (b)

Figura 7.30: Tempos (em segundos) para solucdo das (a) EDOs e (b) EDP para-
bolica nas diferentes implementacoes usando GPUs para diferentes tamanhos de
malha.

Em termos de desempenho das implementagoes paralelas, os resultados sao
similares aos apresentados por Rocha et al. (2011). Para a solugdo das EDOs,
os resultados na mesma GPU para a versao OpenCL foram melhores do que a
implementacao CUDA. Entretanto, observou-se que, a troco da portabilidade do
cédigo, o desempenho da implementacao OpenCL foi ligeiramente inferior ao da
implementacao CUDA para a solucao dos sistemas lineares. Uma discussao mais
detalhada sobre os resultados, assim como os fatores de aceleragao obtidos quando
comparados com uma implementagao usando varios nticleos com OpenMP, podem

ser encontrados em Oliveira et al. (2012a).
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Capitulo 8

Efeitos da deformacao na repolarizacao

no tecido do ventriculo esquerdo humano

Neste capitulo é apresentado um estudo computacional que utiliza o modelo
eletromecanico desenvolvido para analisar os efeitos da atividade eletromecanica
acoplada na parede do ventriculo esquerdo humano. Em particular, analisa-se
como a deformacao da parede ventricular afeta as propriedades eletrofisiologicas
do tecido, sobretudo com foco na dispersao de repolarizagao e duracao do potencial
de acao. Em seguida, usando o mesmo modelo foram realizados diversas simula-
¢oes para se obter eletrogramas em simulacoes computacionais de uma fatia do
ventriculo esquerdo humano em condigoes normais considerando a deformacao do
mesmo. Além disso, foram analisados os efeitos da deformacgao em uma situagao

patolégica do ventriculo esquerdo.

8.1 Introducao

O movimento e a contracao do tecido cardiaco afetam a atividade elétrica do
coragao de vérias formas. Alguns exemplos incluem a dependéncia do comprimento
do sarcomero nas taxas de ligacio de Ca®T & troponina-C (Hoffmann e Fuchs,
1987) e canais i6nicos que dependem do estiramento do sarcomero (stretch-activated
channels) (Kohl e Sachs, 2001).

Contribuigoes significantes para o entendimento da repolarizacao e da onda-T

de eletrogramas de mamiferos foram realizadas por Yan e Antzelevitch (1998). Eles
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desenvolveram um experimento, conhecido como left ventricle wedge preparation,
onde uma fatia do ventriculo esquerdo é extraida e usada para se obter um eletro-
grama transmural (ou pseudo-ECG, como também costuma ser chamado (Adeniran
et al., 2011)). Seus resultados relacionam a onda-T dos eletrogramas medidos ao
gradiente transmural da duracao do potencial de agao, a dispersao transmural de
repolarizacao e A expressao heterogénea de correntes de K+ e Ca?*.

A Figura 8.1 ilustra um experimento realizado por Glukhov et al. (2010)
utilizando uma fatia do ventriculo esquerdo humano. O painel A mostra o cora-
¢ao inteiro com destaque para a veia cava inferior, os atrios esquerdo e direito e
os ventriculos esquerdo e direito, representados por IVC, LA, RA, LV e RV, res-
pectivamente. Ja o painel B mostra uma fatia transmural do ventriculo esquerdo
utilizada no experimento, deixando claro a heterogeneidade do potencial de acao
entre as células do endocardio, miocardio e epicardio. No painel C, os potenciais de
acao gravados em cada um dos pontos mostrados no painel B sao exibidos, assim

como o eletrograma transmural, rotulado na figura por Pseudo ECG.

£ -
5 |
© MID | \
Q | \,
S -» b
S f\
w
ENDO
Pseudo | "\
seudo o e
ECG 7| -

200 ms

Figura 8.1: Preparacao do experimento de uma fatia do ventriculo esquerdo hu-
mano (left ventricle wedge preparation). Adaptado de Glukhov et al. (2010).

Diversos trabalhos que usaram preparagoes experimentais com fatias do ven-
triculo obtiveram dados eletrofisiolégicos usando gravagoes elétricas a partir da
superficie da fatia ventricular (Diego et al., 2013; Wei et al., 2012; Liu et al.,
2012). De fato, nesses trabalhos os eletrogramas transmurais sdo usualmente cha-

mados de pseudo-ECG, ECG transmural ou até mesmo, com um certo abuso,
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de simplesmente ECG, devido as similaridades morfoldgicas existentes entre eles
e o eletrocardiograma obtido a partir da superficie do torso (Diego et al., 2013;
Klabunde, 2011). Nesse trabalho, o termo eletrograma se refere ao eletrograma
calculado a partir da superficie da fatia do ventriculo, isto é, trata-se de um eletro-
grama transmural ou pseudo-ECG. Assim, para evitar possiveis confusoes com o
ECG medido a partir da superficie do torso (Klabunde, 2011), o termo ECG sera
evitado e apenas os termos eletrograma ou eletrograma transmural serao usados.

A relagao entre a heterogeneidade do potencial de acao e os eletrogramas
foi investigada através de modelos computacionais. Em particular, Gima e Rudy
(2002) desenvolveram um modelo computacional unidimensional capaz de simular
muitas caracteristicas importantes de um eletrograma transmural obtido experi-
mentalmente a partir de uma preparacao com uma fatia do ventriculo. Gima e
Rudy (2002) estudaram ainda os efeitos da heterogeneidade das correntes I e
1;,, o efeito de diferentes niveis de acoplamento das juncoes gap, assim como ou-
tras situagoes patolégicas como, por exemplo, a sindrome do QT longo (LQT) na
forma da onda-T (Klabunde, 2011).

Em dos Santos et al. (2006), simulagoes obtidas de um modelo bidimensional
de uma fatia do ventriculo esquerdo humano revelaram a importante relacao entre
a heterogeneidade anatomica (representada pela rotacao da direcao da folha) e
heterogeneidade funcional (representada pela expressao de diferentes fenétipos,
tais como células do epicdrdio, células M e células dos endocardio) e como elas
podem contribuir para a morfologia da onda-T.

Em Strom et al. (2010), a combinacdo de experimentos com fatias do ventri-
culo e simulacoes computacionais com modelos unidimensionais foram usadas para
avaliar a influéncia da expressao de Cz43 e a heterogeneidade do PA em diferentes
regioes do ventriculo esquerdo.

Em Gima e Rudy (2002), mapeamentos épticos e eletrogramas obtidos de
preparacoes do tipo Langendorff (Broadley, 1979) em coragoes de ratos foram com-

binados com simulagoes computacionais bidimensionais. Resultados importantes
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sobre a onda-T em ratos foram obtidos. O modelo usado claramente demonstrou
que a forma bifasica da onda-T do rato pode ser explicada em termos da rela-
¢ao entre os gradientes de DPA transmural e apex-base que existe no ventriculo
esquerdo deste mamifero.

E importante destacar que, em todos os experimentos com fatias do ven-
triculo esquerdo (left ventricular wedge preparation) realizados, o movimento do
tecido cardiaco é normalmente considerado um artefato (Fedorov et al., 2007; Lou
et al., 2011; Yan e Antzelevitch, 1998). Para se obter medidas da atividade elé-
trica cardiaca através de técnicas como optical mapping, por motivos técnicos, o
movimento do tecido é usualmente suprimido através da aplicagao de inibidores
apropriados (Fedorov et al., 2007). Portanto, o efeito da deformacao nao é inves-
tigado nesse tipo de experimento.

Sendo assim, experimentos computacionais se mostram como uma possibi-
lidade adicional de se estudar a complexa interacao entre a eletrofisiologia e a
contracao cardiaca. Serao apresentados em seguida os resultados obtidos nesse tra-
balho através do uso do modelo eletromecanico fortemente acoplado desenvolvido
que considera os efeitos da deformagao na eletrofisiologia cardiaca. Essa aborda-
gem, permitiu investigar, pela primeira vez, o impacto da deformacao cardiaca no
acoplamento elétrico de midcitos vizinhos, isto é, o efeito eletrotonico. Analisou-
se também como isso influenciou dinamicamente a dispersao de repolarizacao e a
morfologia da onda-T em eletrogramas obtidos de simulagdes computacionais de

fatias do ventriculo esquerdo.

8.1.1 Eletrograma simulado

A Figura 8.2 apresenta um eletrograma transmural obtido a partir de uma
simulagao computacional, sem considerar a deformagao do tecido. Nota-se que
a forma da onda desses eletrogramas se assemelha muito a de um ECG clinico,
como o das Figuras 1.4 e 1.5, que é obtido a partir do posicionamento de diversos

eletrodos na superficie do corpo. Na Figura 8.2 pode-se identificar o complexo
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QRS, gerado pela despolarizacao ventricular, assim como a onda T gerada durante

a fase de repolarizagao ventricular.

5 I I I I I I

4| || Complexo QRS i

Eletrograma transmural (mV)
[\ ]
1
1

| Onda T
0k IV — /\
W
— | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700
Tempo (ms)

Figura 8.2: Eletrograma obtido a partir da solugao numérica das equacgoes do
modelo bidominio. O grafico mostra as regioes do eletrograma conhecidas como
complexo QRS e onda-T, as quais estao associadas com a fase de despolarizacao e
repolarizacao ventricular, respectivamente.

8.1.2 Origem da onda-T

Para discutir os efeitos da deformacao nos eletrogramas simulados, antes
serd apresentado de forma sucinta como a onda-T é gerada no eletrograma e a sua
relagao com a dispersao transmural de repolarizacao em condi¢oes normais.

A onda-T é gerada no eletrograma através da existéncia de gradientes de
voltagem em ambos os lados da regiao das células-M na parede do ventriculo es-
querdo (Yan e Antzelevitch, 1998). A Figura 8.3 ilustra os potenciais de agao
gravados simultaneamente de regices do endocérdio (endo), epicardio (epi) e da
regiao das células-M de uma experimento realizado em uma fatia do ventriculo
esquerdo (Antzelevitch, 2001b). No meio da figura, tem-se o eletrograma trans-
mural (indicado por Pseudo-ECG), enquanto na parte inferior tem-se as diferengas
de voltagem entre os potenciais de agdo do epicardio e da regiao M (AVi_gy) e

também entre a regiao M e o endocardio (AVgpa—nr). Esses graficos representam
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os gradientes de voltagem e correntes opostas fluindo em ambas as diregoes da

regiao M, e a combinacao de ambos é responsavel pela onda-T no pseudo-ECG.

Pseudo

ECG P4
200 msec
‘! M-Epi
f§Endc-M
Figura 8.3: Origem da onda-T. A figura mostra na parte superior o PA das células

do endocardio, M e epicardio, e no meio o eletrograma transmural e na parte inferior
as diferengas de voltagem entre os PAs. Adaptado de Antzelevitch (2001b).

Em condigoes normais, a onda-T comega quando o platd do potencial de acao
das células do epicardio se separa do das células-M. Entao, a medida que a regiao
do epicéardio se repolariza, o gradiente de voltagem entre o epicardio e a regiao M
continua a crescer, o que caracteriza a fase de subida da onda-T. Esse gradiente
de voltagem atinge o seu pico quando o epicardio se repolariza completamente, o
que corresponde também ao pico da onda-T.

No outro lado da parede ventricular, quando o platé do potencial de acao das
células do endocardio se separa do das células-M, tem-se um gradiente de voltagem
oposto e uma corrente correspondente que limita a amplitude da onda-T e contribui
para a parte inicial da fase de descida da onda-T. Esse gradiente de voltagem
atinge o seu pico quando a regiao do endocardio se repolariza completamente. O
gradiente continua a decair enquanto a repolarizacao das células-M durar. Todos
os gradientes terminam quando as células-M sao completamente repolarizadas.

Assim, fica claro que a onda-T é altamente influenciada pela dispersao de

repolarizacao existente entre as células na direcao transmural. Logo, quanto maior
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for a dispersao de repolarizacao transmural, maior serao os gradientes de voltagem
na direcao transmural e, portanto, maior serd a amplitude da onda-T medida no

eletrograma.

8.2 Experimentos numéricos

Para realizar esse estudo, o modelo celular eletromecanico que descreve a ele-
trofisiologia e a contragao de miécitos cardiacos desenvolvido por de Oliveira et al.
(2010), parametrizado para células do ventriculo esquerdo humano, foi utilizado.
Esse modelo celular foi entao embutido em simulagoes computacionais usando as
equagoes do bidominio (3.10) e as equagoes da elasticidade nao-linear (4.52). O mo-
delo eletromecanico acoplado foi entao usado para avaliar os efeitos da deformacao
na repolarizacao e em eletrogramas computados na superficie do tecido.

Para descrever o comportamento do tecido passivo a lei constitutiva proposta
por Holzapfel-Ogden foi utilizada. Os valores dos parametros utilizados sao des-
critos na Tabela 4.2. O dominio consiste de um cubo de dimensao 9 x 9 x 9 mm,
representando um bloco transmural do ventriculo esquerdo humano. O bloco foi
dividido em 3 regioes de forma a representar as células do endocardio, miocardio
e epicardio, como mostra a Figura 8.4. Uma distribuicao de 12% de células do
endocérdio, 60% de células M e 28% de células do epicdrdio foi utilizada. Essa dis-
tribuicao foi utilizada porque em estudos computacionais anteriores, como aquele
realizado por dos Santos et al. (2006), tal distribui¢do gerou uma onda-T positiva
nos eletrogramas simulados.

Inicialmente, para simplificar o tratamento, a condutividade e a resposta do
material passivo cardiaco foram consideradas transversalmente isotrépicos. Como
discutido, na lei constitutiva de Holzapfel-Ogden basta remover os termos com os
invariantes Iy, e Isys associados a diregao da folha. A direcao das fibras em todos
os elementos é paralela ao eixo y, sendo que o eixo x representa o eixo transmural.

Para iniciar a atividade cardiaca um estimulo foi aplicado na face do cubo

que corresponde ao endocardio e o tempo total de simulacao usado foi T = 1000
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endo M epi

Figura 8.4: Representacao esquematica do dominio: cubo transmural com a dis-
tribuicao das células do endocardio, células-M e células do epicardio e os seus
respectivos potenciais de acao.

ms, de forma a permitir que o cubo retornasse a sua configuragao inicial apés o
relaxamento. O potencial de a¢ao correspondente a cada n6é da malha foi gravado
em arquivo a cada passo de tempo. Em seguida, o tempo de ativagao, o tempo
de repolarizacao e a duracao do potencial de acao foram calculados para cada né
da malha de cada simulagao. A dispersao da duragao do potencial de agao (ou do
tempo de ativagao ou do tempo de repolarizacao) foi considerada como a diferenga

entre o maximo e o minimo da DPA, isto é,

disp = max (DPA) — min (DPA).

A Tabela 8.1 apresenta um resumo dos parametros utilizados nas simulagoes
computacionais descritas a seguir. As condutividades utilizada para o bidominio
foram extraidas da literatura Muzikant e Henriquez (1998), e os parametros da lei
constitutiva de Holzapfel-Ogden foram descritos na Tabela 4.2. Para a solucao do
problema da elasticidade nao-linear 10 incrementos de carga (Ny,.) foram utilizados
e o critério de convergéncia para um dado passo k + 1 foi escolhido em termos da

norma da energia ||Au’R]|.
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Tabela 8.1: Parametros utilizados nas simulagoes eletromecanicas.

Parametro Valor (Unidade)
Tensao ativa T7e¢" = 50 kPa
Capacitancia Cp = 1.0uF /cm?

Superficie-volume y = 2000 cm ™!
Condutividades ¢/ = 3.0 mS/cm, 0f = 1.0 mS/cm, o7 = 0.31525 mS/cm
o/ =2.0mS/cm, ¢f = 1.65 mS/cm, 0" = 1.3514 mS/cm

Discretizacao Ax = 500um
Atedo = Atedp =0.05 ms, Atmec = 1.0 ms
Solucao Nipne = 10

AEI@—I—I < 1076AE1

8.2.1 Eletrogramas simulados

Para se obter os eletrogramas transmurais a partir das simulacoes compu-
tacionais, como aquele da Figura 8.2, o modelo bidominio foi utilizado com os
parametros descritos na Tabela 8.1. Para se calcular o eletrograma transmural o
potencial extracelular u, calculado na simulacao do bidominio foi utilizado. O ele-
trograma transmural é entao obtido a partir da diferenca do potencial extracelular
de eletrodos posicionados em nés da superficie do epicardio e endocéardio, como

mostra a Figura 8.5.

8.3 Resultados das simulagoes

Apresenta-se agora os resultados de diversas simulagoes realizadas com o mo-
delo eletromecanico. Inicialmente, discute-se de forma sucinta o efeito eletrotonico
no acoplamento de miocitos vizinhos para uma melhor compreensao dos experimen-
tos e resultados apresentados posteriormente. Assim, sao apresentados resultados
numéricos que mostram como a deformacao do tecido cardiaco afeta a repolariza-
¢ao e a duracao do potencial de acao em experimentos computacionais com fatias
do VE humano. Em seguida, é estudado como a deformagao afeta os eletrogra-
mas gerados a partir de simulagoes que consideram a deformacao em fatia do VE

humano em condigoes normais e patoldgicas.
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Figura 8.5: Exemplo da obteng¢ao do eletrograma transmural em um dominio bidi-
mensional. O campo escalar apresentado na figura corresponde ao potencial trans-
membranico v apds alguns milisegundos da aplicacao de estimulo no endocéardio
usado para iniciar a simulagao.

8.3.1 Efeito eletrotonico

Quando analisadas de forma isolada do tecido, seja em experimentos ou si-
mulacoes, as células das regides do sub-endocardio, M e sub-epicardio, possuem
diferentes propriedades elétricas entre si em termos das correntes dos diferentes ca-
nais ionicos. Por exemplo, como visto no Capitulo 2 para o modelo celular TNNP,
nas células do endocardio a intensidade da corrente I;, é maior do que nas demais,
enquanto a intensidade da corrente [x, é maior nas células-M do que nas demais.
Essa heterogeneidade transmural das correntes faz com que as células de cada re-
giao tenham um potencial de acao com uma duracao diferente. A Figura 8.6 mostra
a DPA dos diferentes tipos de células do modelo TNNP (linha vermelha tracejada).
O valor intrinseco da DPA das células do endocardio, células-M e epicardio, isola-
das, é 282 ms, 336 ms e 276 ms, respectivamente, como reportado por ten Tusscher
et al. (2004).

Entretanto, quando as células sao analisadas de forma embutida no tecido,
existe o efeito do acoplamento entre as células vizinhas. Esse efeito, também

conhecido como efeito eletrotonico, modula as propriedades intrinsecas das células
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devido ao fluxo de correntes no espago, sobretudo, durante a fase de repolarizacao.
Basicamente, no tecido do VE com células dos trés tipos mencionados, como a DPA
das células-M é maior, existe um fluxo de correntes tanto em direcao ao endocardio
quanto em direcao ao epicardio, que tende a homogenizar a DPA das células. Nesse
cenario, a DPA das células-M reduz em relagao ao seu valor intrinseco, enquanto
a DPA das células do endocardio e epicardio tendem a aumentar.

Para ilustrar o efeito eletrotonico uma simulagao computacional de um cubo
transmural com uma distribuicao de 33% de cada tipo de célula (endocardio,
células-M e epicardio) foi realizada. Um estimulo na face do endocérdio foi apli-
cado para iniciar a simulacao. Apds 600 ms de simulacao a duracao do potencial de
acao foi calculada para todos os nés em uma linha no centro da face do endocéardio
até o epicardio e foi entao comparada com a duracao do potencial de acao de cada
célula isolada. A Figura 8.6 mostra a DPA das células isoladas (linha vermelha
tracejada) e a DPA transmural obtida na simulacao das células acopladas e embu-
tidas no tecido (linha azul sélida). O efeito eletrotonico reduz consideravelmente a
DPA das células-M, enquanto a DPA das células do endocardio e epicardio sofrem
um aumento. Esses perfis da duracao do potencial de acao sao qualitativamente

similares aos obtidos em outros estudos (Franzone e Taccardi, 2006; Strom et al.,

2010).

8.3.2 Simulacao sem deformacao - dispersao de repolarizacao e DPA

Inicialmente, sao apresentados os resultados da simulacao de uma fatia do
VE na presenca de heterogeneidades do potencial de acao na direcao transmural
sem considerar o acoplamento com o modelo mecanico, isto é, sem deformacao.

A Figura 8.7 apresenta o potencial transmembréanico em diversos instantes
de tempo, desde a aplicagao do estimulo no endocardio, incluindo a repolarizacao,
até retornar ao repouso. Na figura (a) observa-se o estimulo sendo aplicado na face
do endocardio, e apds alguns instantes, o mesmo se propaga na diregao transmural,

como mostram os painéis (b)-(d). No painel (e) observa-se que o tecido ja foi todo
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Figura 8.6: Duracao do potencial de acao em células do endocérdio, células-M e
epicérdio acopladas no tecido (azul) ou isoladas (vermelho).

despolarizado (ou eletricamente ativado). A repolarizacao do tecido é exibida nos
painéis (f)-(h). Note que, no painel (h) no meio do tecido na regiao do miocardio
ainda ocorre a repolarizagao, enquanto que nos extremos, endocéardio e epicardio,
a repolarizagao esta proxima do fim. Isso ocorre porque a DPA das células-M é
maior do que a DPA das células do endocardio ou epicardio. Por fim, o tecido
retorna ao repouso apds 350 ms, como mostra o painel (i).

O tempo de ativagao (ACT), tempo de repolarizacao (REP) e a duracao do
potencial de agdo (DPA) em uma linha transmural no meio do cubo sdo exibidos
na Figura 8.8. Como o estimulo foi aplicado na face do endocérdio, os nés dessa
face sao ativados primeiro em ¢t = 2 ms quando o estimulo é aplicado. Como a
propagacao elétrica tem a forma de uma onda plana na dire¢ao transmural, nota-
se que o tempo de ativacao varia, basicamente, de forma linear da superficie do
endocédrdio para a superficie do epicdrdio, como mostra a Figura 8.8(a). Depois
tem-se a repolarizagao das células do endocéardio e, por fim, as células da regiao do
miocardio. Na Figura 8.8(c) tem-se a variacao transmural da durac¢ao do potencial
de acao, que é a diferenca entre o tempo de repolarizacao e o tempo de ativacao.
Os perfis de ativacgao, repolarizacao e duragao do potencial de acao obtidos nessa

simulacao sao qualitativamente similares aos de outros trabalhos publicados na
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Figura 8.7: Potencial transmembranico em diferentes instantes de tempo de uma
simulagao de um cubo com heterogeneidade transmural do potencial de agao das
células do endocardio, miocardio e epicardio. A cor do potencial transmembranico
varia de —90 mV (azul) a 20 mV (vermelho).

literatura usando simulagoes 1D e 3D da parede do ventriculo esquerdo (Franzone

e Taccardi, 2006; Seemann et al., 2003; Viswanathan et al., 1999).
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Distancia transmural (%) Distancia transmural (%) Distancia transmural (%)
(a) (b) (c)

Figura 8.8: (a) Tempo de ativagao, (b) tempo de repolarizacao e (¢) duracao do
potencial de agao na diregao transmural (no sentido endocardio para epicardio) no
centro do cubo (sem deformacao).

229



8.3.3 Simulacao com deformacao - dispersao de repolarizacao e DPA

O resultado da simulacao que considera o efeito da deformacao na atividade
elétrica é apresentado na Figura 8.9, que mostra o potencial transmembranico jun-
tamente com a configuracao deformada em diferentes instantes de tempo. Note que
o principal modo de deformacao é compressao na direcao das fibras e alongamento
na direcao transmural.

A simulacao é similar a versao sem deformagao até o instante que o tecido
comega a contrair, por volta de 26 ms, como mostra a Figura 8.9(d). O modelo
celular comeca a gerar forga ativa um pouco antes de todo o tecido ser ativado
eletricamente. Em seguida, todo o tecido comeca a se contrair na direcao das
fibras e se alongar na direcao transmural, até atingir o méximo da deformagao
(33% de alongamento na diregao transmural) por volta de 130 ms, quando o tecido
estd na repolarizacao. As Figuras 8.9(g) e 8.9(h) mostram a repolarizacao do tecido
e deixam em evidéncia a heterogeneidade transmural da DPA, sendo que no meio
do cubo observa-se claramente a repolarizacao das células do miocardio, cuja DPA
¢ a maior dentre os trés tipos de células consideradas.

Medidas do tempo de ativagao, tempo de repolarizacao e duracao do poten-
cial de acao entre a simulacao sem deformacao e a simulagao com deformagao em
termos do seu valor minimo, méximo e sua dispersao (diferenca) foram realizadas.
Os resultados sao exibidos na Tabela 8.2. Como esperado, apenas uma pequena
diferenga no tempo de ativagao foi observada, ja que a contragao comeca quando
quase todo o tecido ja foi ativado eletricamente. Por outro lado, um aumento sig-
nificativo na dispers@o de repolarizacao (REP) e, consequentemente, na dispersao
da duragao do potencial de acdo (DPA) foi observado. Uma diferenga de 10.7 ms
e 6 ms para a dispersao do REP e para a dispersao da DPA, respectivamente, foi
observada entre as simulagoes com e sem deformacao.

Uma comparacao grafica entre o tempo de repolarizacao e a duracao do
potencial de acao das simulacoes é apresentada na Figura 8.10. Como visto na

Tabela 8.2 a dispersao do tempo de ativagao é fracamente afetada pela deformacao
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Figura 8.9: Potencial transmembranico em diferentes instantes de tempo de uma
simulagao eletromecanica acoplada de um cubo com heterogeneidade transmural
do potencial de acao das células do endocardio, miocardio e epicardio. A cor do
potencial transmembranico varia de —90 mV (azul) a 20 mV (vermelho).

Tabela 8.2: Minimo (min), maximo (max) e dispersao (disp) de ACT, REP e DPA
calculado nas simulagoes.

Sem deformacao Com deformagao
min max  disp min max  disp

ACT (ms) 25 316 291 26 334 308
REP (ms) 309.3 322.8 135 3035 327.7 24.2
DPA (ms) 281.1 309.1 28.0 277.9 311.9 34.0

Parametro

e, portanto, nao serd exibida. Entretanto, como pode-se ver pelos gréficos (a) e
(b), o tempo de repolarizagao e a duracao do PA foram afetados de forma signi-
ficativa. Um efeito importante da deformagao, é que devido ao alongamento na

dire¢do transmural, foi observada uma redugao no acoplamento elétrico (ou efeito
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eletrotonico) das células do tecido ja que as células ficaram mais distantes entre si.
Essa reducao do efeito eletrotonico por sua vez, fez com que a DPA de cada célula
ficasse mais proxima da sua DPA intrinseca (representado na Figura 8.10(b) pela
linha pontilhada preta). Isto é, a deformagdo causou um espessamento da parede
do VE, que resultou em um aumento da dispersao de repolarizacao e DPA, como

pode-se observar nos gréficos.

330 T T T T 340 —T——1 T T
305 330 | i — sem deformagéo | |
: —— com deformacido
320 . 320 i
[72) « 1
g g 310 i
= 315 < '
o) < 300"
(4 A i
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3 290 i
sem deformacao i
305 §40 280
— com deformagao
300 Il Il Il Il 270 Il Il Il Il
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Distancia transmural (%) Distéancia transmural (%)
(a) (b)

Figura 8.10: Comparagao grafica entre (a) o tempo de repolarizagao e (b) a duragao
do potencial de agdo para os casos sem deformagcao e com deformagao. Em (b) a
linha vermelha mostra a DPA das células isoladas.

8.3.4 Eletrogramas simulados sem deformacao

Tendo em vista o interesse em compreender os efeitos da deformacao do
tecido cardiaco também nos eletrogramas obtidos, simulagoes computacionais da
atividade eletrofisiolégica pura, sem considerar a deformacao, através da solucao
numeérica do modelo do bidominio descrito pelas equagdes (3.11), foram realizadas.
Em seguida, o eletrograma resultante da simulacao foi calculado a partir do poten-
cial extracelular u., conforme descrito anteriormente na Secao 8.2.1. A Figura 8.2
apresenta um exemplo de eletrograma computado dessa forma, sem considerar o
efeito da mecanica. Esse eletrograma foi considerado como um eletrograma de
referéncia para comparagoes com as simulagoes que consideram a deformacao que

sao apresentadas a seguir.
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8.3.5 Eletrogramas simulados com deformacao

Em seguida, varias simulacoes incluindo o efeito da deformagao foram reali-
zadas. Para cada simulagao, um diferente valor para a tensao de referéncia T,7¢"
foi usado para multiplicar pela tensao ativa normalizada gerando, assim, diferen-
tes niveis de deformacao. A Tabela 8.1 apresenta o valor maximo da tensao de
referéncia usada.

Em todas as simulagoes, como as anteriores, o principal modo de deforma-
¢ao foi compressao na direcao da fibra e alongamento na dire¢ao transmural. A
Figura 8.11 mostra os eletrogramas obtidos em simula¢oes com e sem deformacao.
Como esperado, na escala de tempo da mecanica do coracao, a despolarizacao é
um fenomeno rapido, e o tecido todo ¢é ativado eletricamente antes de iniciar a con-
tracao. Por esse motivo, como pode-se observar no grafico, o complexo QRS nao é
afetado pela mecanica. Por outro lado, como a fase de repolarizacao acontece apos
a contracao e durante a fase de relaxamento, a onda-T é afetada pela contracao,
como mostra o zoom na regiao da onda-T na Figura 8.11.

Pode-se ver na Figura 8.11 que o instante de tempo do pico da onda-T
sofreu uma mudanca muito pequena, isto é, a duragao do intervalo QT é a mesma.
Entretanto, nota-se que a amplitude da onda-T aumentou de forma significativa
quando a deformagao foi considerada.

Para correlacionar a amplitude da onda-T com a deformacao, o alongamento
transmural, isto é, o espessamento da parede ventricular, foi medido em cada
simulacao realizada. Para calcular o espessamento da parede, os deslocamentos
médios dos nds da face do epicardio foram calculados, em cada passo de tempo
da simulagao. O espessamento da parede foi considerado como o maximo dessa
medida de deformacgao durante todo o tempo da simulacao.

Foi observado que, o aumento do valor do parametro 7777, resulta em um
alongamento transmural maior e, portanto, em um aumento do espessamento da

parede ventricular. Pode-se observar na Figura 8.12 que isso também aumentou

a amplitude da onda-T obtida nas simulagbes computacionais (tanto nas simu-
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Figura 8.11: Comparacao dos eletrogramas obtidos pela simulacao sem deformacao
(eletrofisiologia pura) e da simulac¢@o acoplada considerando os efeitos da deforma-
¢ao. O grafico apresenta o eletrograma completo mostrando o complexo QRS e a
onda-T. Em destaque um zoom na regiao da onda-T mostrando que a amplitude
da onda-T é maior na simulacao que considera a deformacao do tecido cardiaco.

lagoes 3D apresentadas aqui, quanto nas simulagoes 2D apresentadas por Rocha
et al. (2013) utilizando o modelo constitutivo Neo-Hookeano para o miocardio).
A explicacao para essa relagao positiva entre a amplitude da onda-T e o espessa-
mento da parede do ventriculo é baseada em como o efeito eletrotonico influencia
a distribuicao transmural da DPA.

A deformacao causa um alongamento do tecido na direcao transmural, isto
é, um espessamento da parede ventricular, que resulta em uma reducao do acopla-
mento eletrotonico, ja que quando o tecido esta alongado, as células do endocérdio,
miocardio e epicardio estao mais distantes umas das outras. Essa redugao do efeito
eletrotonico faz com que a DPA das células cardiacas do endocéardio, miocardio e
epicardio fique mais proxima do seu valor intrinseco, isto é, a DPA da célula quando
estd isolada. Isso causa um aumento da dispersao da DPA na direcao transmural

(veja a Figura 8.10), ou seja, um aumento no gradiente da DPA total que, por fim,
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Figura 8.12: Relacao entre a deformacao e a amplitude da onda-T em simulagoes
2D e 3D de uma fatia do ventriculo esquerdo humano. Para as simulagoes em 3D o
modelo constitutivo do tipo Fung foi utilizando, enquanto que nas simulagoes 2D
o modelo Neo-Hookeano foi utilizado.

se traduz em um aumento da amplitude da onda-T como visto na Figura 8.11.

Em termos de trabalhos experimentais, os resultados encontrados no presente
trabalho, estendem aqueles encontrados por Guo et al. (2008), que realizaram dife-
rentes experimentos com fatias do ventriculo de diferentes espécies de animais. Ao
comparar os eletrogramas transmurais obtidos das fatias do VE de predas da india,
coelhos, cachorros e vacas, eles mostraram a relagao positiva entre a espessura da
parede do VE (que aumenta com o aumento do tamanho da espécie) e a dispersao
de repolarizagao, intervalo Q-T e amplitude da onda-T (ver Figura 1 em Guo et al.
(2008)).

Poderia ser argumentado que o aumento da dispersao de repolarizagao como
funcao da espessura da parede do VE poderia ser parcialmente explicada pelos
efeitos eletrotonicos. Entretanto, cada espécie possui seu préprio potencial de
acao com formatos, duragao e heterogeneidades transmurais especificos. Portanto,
apenas a partir dos experimentos animais apresentados o papel exato do efeito

eletrotonico nao pode ser quantificado apropriadamente. E ainda, como de costume
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nesses experimentos, a deformacao do tecido cardiaco nao é considerada.

Os resultados dessas simulagoes mostram claramente como o espessamento
da parede do VE (e nao apenas a espessura) e a dispersao de repolarizagao estao
relacionados e como esses se relacionam com o efeito eletrotonico. Usando modelos
computacionais eletromecanicos fortemente acoplados, foi possivel avaliar como a
mecanica cardiaca dinamicamente afeta a dispersao de repolarizacao e a onda-T

através do espessamento da parede do ventriculo esquerdo.

8.3.6 Hipertrofia do ventriculo esquerdo

A hipertrofia patoldgica do ventriculo esquerdo é o espessamento anormal
da parede muscular do ventriculo esquerdo, como mostra a Figura 8.13. De forma
geral, pode ser causada por qualquer situacao que resulte em uma sobrecarga
cronica do VE. A hipertensao arterial é considerada a principal causa da hipertrofia

ventricular esquerda (HVE).

hipertrofia do

ventriculo esquerdo ventriculo esquerdo

normal

Figura 8.13: Coragao normal (esquerda) e um coracao com hipertrofia do ventriculo
esquerdo (direita).

A HVE muda a estrutura e fungao do ventriculo. Observa-se que o musculo
se torna mais rigido, prevenindo, assim, que a camara se preencha corretamente,
acarretando em um aumento da pressao diastélica ventricular. Diversas compli-

cagoes podem surgir em decorréncia da hipertrofia do VE, como, por exemplo, a
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incapacidade de bombear sangue suficiente para o corpo (insuficiéncia cardiaca)

ou desordem do ritmo cardiaco (arritmias).

8.3.7 Insuficiéncia cardiaca

A insuficiéncia cardiaca ocorre quando o coracao é incapaz de bombear a
quantidade de sangue e, portanto, de oxigénio adequada para o corpo ou s6 é
capaz de fornecé-la a niveis elevados de pressao. Em geral, a insuficiéncia cardiaca
estd associada ao ventriculo esquerdo, embora também ocorra de forma secundaria
no ventriculo direito (Klabunde, 2011).

A insuficiéncia cardiaca pode ser causada por fatores associados ao coracao
(patologia ou alguma doencga intrinseca) ou por fatores externos exercendo uma
grande demanda sobre o coracao. A principal causa da insuficiéncia cardiaca é
a doenga arterial coronariana (coronary artery disease) caracterizada pelo estrei-
tamento dos vasos que fornecem sangue ao miocardio. Isso ocorre em funcao do
estreitamento do lumen da artéria devido ao acimulo de placas aterosclerdticas, o
que reduz o fluxo de sangue e oxigénio para o musculo cardiaco comprometendo a
sua fungao (Hansson, 2005).

Outra causa comum da insuficiéncia cardiaca é o infarto, que ocorre quando o
fluxo de sangue para o musculo cardiaco é bloqueado por uma placa aterosclerética,
de modo que a regiao do musculo cardiaco afetada seja danificada ou morra. Nesse
caso, o tecido infartado nao contribui para a atividade mecanica do coracao e,
assim, regides nao infartadas precisam compensar a perda dessa atividade. Com o
tempo, as demandas excessivas sobre a regiao nao infartada podem gerar mudancas
funcionais no tecido e levar a insuficiéncia cardiaca. Existem ainda diversas outras
causas como, por exemplo, cardiomiopatias, arritmias cronicas, miocardite, entre
outras (Klabunde, 2011).

O coracao com insuficiéncia cardiaca passa por uma série de mudangas com-
plexas desde o nivel do midcito até o tecido. Em particular, a insuficiéncia cardiaca

altera as propriedades eletrofisioldgicas do coragao e predispoe pacientes a um au-
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mento na incidéncia de arritmias cardiacas. As alteracoes na eletrofisiologia de
miocitos ventriculares em modelos animais e humanos com insuficiéncia cardiaca
é bem descrita na literatura (Balke e Shorofsky, 1998; Tomaselli e Marban, 1999;
Valdivia et al., 2005).

As caracteristicas eletrofisiologicas mais marcantes de midcitos com insufici-
éncia cardiaca sao o prolongamento do potencial de acao, alteragoes na regulagao
do calcio intracelular, assim como alteragoes em correntes de sédio e potéassio. E
ainda, associadas as alteracoes no calcio, observa-se uma reducao na forca ativa
gerada assim como na contratilidade dos miocitos.

Descreve-se, em seguida, como o modelo celular eletromecanico acoplado,
usado até entao, foi modificado para representar insuficiéncia cardiaca através de
uma série de modificagoes relacionadas a intensidade das correntes e fluxos de
calcio, sédio e potassio. Existem poucos dados relativos as mudangas regionais
(endocéardio, miocardio e epicardio) durante insuficiéncia cardiaca. Sendo assim,
apenas os dados disponiveis em Gomez et al. (2013); Iyer et al. (2012) e descritos
na Tabela 8.4 foram utilizados para implementar uma remodelagem heterogénea
das células da parede do VE. As demais mudancas, descritas na Tabela 8.3 foram

aplicadas da mesma forma para as células do endocardio, epicardio e células-M.

8.3.7.1 Corrente de sédio tardia Iy,

Alguns estudos, como aquele apresentado por Maltsev et al. (1998), mostra-
ram que a densidade da corrente de sodio tardia, denotada por In,r, ¢ aumentada
durante a insuficiéncia cardiaca e contribui para o prolongamento do potencial
de agao. Como o modelo celular eletrofisiolégico TNNP usado no modelo eletro-
mecanico acoplado nao possui essa corrente ionica, foi necessario introduzi-la no
mesmo. Para isso, seguiu-se a formulagao da corrente Iy,;, proposta em Cardona
et al. (2010a,b), onde foi incorporada no modelo celular ten Tusscher e Panfilov
(2006), que é similar ao usado no presente trabalho.

A corrente I, foi modelada usando o formalismo de Hodgkin-Huxley apre-
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sentado anteriormente. Portanto, seguindo os trabalhos de Cardona et al. (2010a,b);
Trenor et al. (2012) as seguintes equagoes foram usadas para a corrente de sédio

tardia:

INar, = GNaz M3 hr(v — Ena), (8.1)

dm

d_tL - amL(l - mL) - /BmLmLa (82)
dhy, _ (hys — hi) 53)
dt Thy, ’ '

onde Qu,, By, Proco € Thr sa0 dados por

0.32 (v 4 47.13)

Hmi = T o(C01+(v447.13)) (8.4)
BmL - 0.086(_U/11)’ (85)
it 00 = 1 8.6
Lo = T el /1) (8.6)
Th = 233 1mS. (8.7)

Assim, as equagoes diferenciais ordindrias (8.2)-(8.3) foram incorporadas ao
sistema de EDOs do modelo acoplado TNNP+Rice, e a corrente Iy, dada pela
equagao (8.1) foi adicionada a corrente ionica total I, do modelo, a qual toma a

seguinte forma:

Iicm - ]Na + INaL + IKI + ]to + IK'r + IKs + IC’aL

+INaCa +[NaK +IpCa+IpK+IbCa+IbNCL7 (88)

a qual é similar & equagao (2.13), exceto pela presenga da corrente de sédio tardia

INaL-

8.3.7.2 Modificacoes do modelo celular para insuficiéncia cardiaca

Em Trenor et al. (2012) diversas modificagoes nas propriedades eletrofisio-

légicas (correntes ionicas e trocadores) sao feitas para representar a insuficiéncia
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cardiaca em um modelo celular do VE humano. As modificactes incorporadas no
presente trabalho de forma homogénea (sem distingoes entre os tipos de células) sao
apresentadas com relacao ao modelo celular em condig¢oes normais na Tabela 8.3.

A Tabela 8.3 mostra quais correntes tiveram um aumento ou redugao em
sua intensidade, qual o nome do parametro do modelo celular que foi modificado
e a porcentagem de mudanca com relagao ao modelo eletromecanico em condigoes
normais. O simbolo 1 indica um aumento na intensidade da corrente, | uma
reducgao e < indica que nao houve alteracao.

Uma discussao detalhada sobre as alteragoes nas correntes, suas implicacoes
no perfil do potencial de acao, assim como referéncias para dados experimentais
e experimentos computacionais podem ser encontrados na publicacao original de

onde as modificagbes adotadas foram extraidas (Trenor et al., 2012).

Tabela 8.3: Propriedades dos miocitos do endocéardio, miocardio e epicardio em
situagoes de insuficiéncia cardiaca (HF). Todas essas modificagoes foram extraidas
de Trenor et al. (2012).

Corrente Parametro Modificacao (%)
Iy JK1 133

INaK PNaK \L 10

Iyna 9bNa 0

Tycq 9bCa 1153

Ileak ‘/leak T 500

Inar dNalL 1200

Na Tabela 8.4, os termos SERCA e NCX denotam os fluxos associado a cap-
tagao de Ca** pelo reticulo sarcoplasmaético (RS) e pelos trocadores de sédio-célcio,
respectivamente. Essa tabela apresenta as mudancas heterogéneas na atividade da
SERCA, NCX, e das correntes I, e I;, para células do endocardio, células-M e
epicardio. Os valores usados para alterar a corrente I, foram extraidos e para a
corrente I¢,y os valores foram adaptados de Iyer et al. (2012). Para as modifica-
¢oes da SERCA e NCX, os valores usados em Gomez et al. (2013) foram utilizados

sem adaptagoes.
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Tabela 8.4: Propriedades heterogéneas dos miécitos do endocérdio, miocardio e
epicardio em situagoes de insuficiéncia cardiaca (HF). As alteragoes sao apresen-
tadas em porcentagens (%). O simbolo <« indica que nao houveram alteragoes.

Parametro Epi M Endo Detalhes
SERCA Vinazup 4 30 140 145 Gomez et al. (2013)
NCX Knuca 1200 1 165 1165 Gomez et al. (2013)
Icar 9Ca.L — 120 135 Iyer et al. (2012)
L, Jo 170 170 YRS Iyer et al. (2012)
8.3.7.3 Simulagoes do modelo celular para insuficiéncia cardiaca

O modelo celular eletromecanico do VE humano (TNNP+Rice) foi modifi-
cado de forma a incorporar as mudangas eletrofisiolégicas descritas nas Tabelas 8.3
e 8.4. Os parametros foram modificados de forma apropriada e, em seguida, para
cada tipo de célula, uma simula¢ao computacional aplicando um estimulo elétrico
a uma frequéncia de 1 Hz foi realizada por tempo suficiente até que o modelo atin-
gisse o estado estaciondario. Isso é necessario para que as variaveis do modelo se
adaptem as mudangas impostas nos parametros, como mostra a Figura 8.14 para
o transiente de céalcio, por exemplo. Note como apds as mudancas induzidas pela
insuficiéncia cardiaca, o célcio diastélico (concentracao de célcio intracelular em
repouso) aumenta e o pico do transiente de célcio sofre uma reducao significativa.
Quando o modelo atinge o estado estacionario, os valores obtidos para as variaveis
de estado do modelo celular sao configurados como condicoes iniciais. Isso é feito
para as células do endocardio, epicardio e células-M.

Em seguida, uma simulagao foi realizada aplicando um estimulo em ¢ = 50
ms para excitar a célula e o potencial de agao, a concentragao de calcio intracelular
e a forca ativa, as principais variaveis de interesse nesse estudo, foram comparadas
entre o modelo normal e o modelo modificado para insuficiéncia cardiaca.

A Figura 8.15 apresenta o potencial de acao de diferentes tipos de células
(endocérdio, M e epicardio) gerado pelo modelo celular eletromecéanico modificado
para insuficiéncia cardiaca. Os graficos mostram o prolongamento acentuado da

DPA das células-M, enquanto um prolongamento modesto pode ser observado para
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Figura 8.14: Transiente de calcio do modelo celular eletromecanico TNNP+Rice
em condigoes normais (linha azul) e apds as modificagdes no modelo celular para
representar a insuficiéncia cardiaca (linha vermelha).

as células do endocardio e epicardio. Note que devido as modificagoes realizadas
no modelo celular para representar a insuficiéncia cardiaca, todos os tipos de cé-
lula apresentaram um aumento da DPA. Entretanto, a duracao do potencial de
acao do endocardio é menor do que do epicardio, enquanto que, em situagoes nor-
mais, a DPA do epicardio é menor do que a DPA do endocardio. Em Iyer et al.
(2012), o mesmo comportamento foi observado experimentalmente em modelo ani-
mal (cachorro) de insuficiéncia cardiaca e reproduzido computacionalmente através
de mudangas no modelo celular utilizado. Entretanto em Iyer et al. (2012) a DPA
do endocardio reduziu em comparagao com o caso normal, enquanto no presente
trabalho observou-se que a DPA do endocardio sofreu um aumento modesto, como
observado em outros trabalhos (Akar e Rosenbaum, 2003).

Os resultados das modificagoes no modelo celular eletromecanico sao exibidos
na Figura 8.16. Em primeiro lugar, observa-se, na parte superior da Figura 8.16,
a mudanca no perfil do potencial de acao gerado para as células do endocardio,
células-M e epicardio durante a insuficiéncia cardiaca. A principal mudanca é o

aumento da duracao do potencial de acao, efeito caracteristico e reconhecido da
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Figura 8.15: Potencial de agao de células do endocérdio (endo), células-M (mid) e
epicérdio (epi) em caso de insuficiéncia cardiaca.

insuficiéncia cardiaca (Tomaselli e Marban, 1999). Em particular, nota-se que
um prolongamento acentuado da DPA das células-M e do epicdrdio, enquanto o
prolongamento das células do endocardio é mais modesto, em concordancia com
estudos experimentais (Akar e Rosenbaum, 2003). Entretanto, em estudos com
coelhos e ratos (McIntosh et al., 2000; Shipsey et al., 1997), foi observado que a
DPA das células do endocardio reduziu em caso de insuficiéncia cardiaca.

A concentragao intracelular de célcio normal em condigoes normais (linha
azul) e em insuficiéncia cardiaca (linha vermelha tracejada) é exibida nos gréficos
no meio da Figura 8.16. Nota-se claramente que o pico do transiente de calcio
sofre uma reducao significativa de aproximadamente 50%, assim como também é
possivel observar uma reducao na taxa de decaimento do calcio intracelular com
relacao ao modelo normal de controle. Em comparacao com o caso normal, o
modelo celular modificado reproduz também uma importante caracteristica da
insuficiéncia cardiaca que é o aumento do célcio diastélico. Isso pode ser observado
pelo aumento do célcio intracelular no inicio da simulacao, antes de aplicar o
estimulo elétrico que gera o potencial de acao. O perfil de cédlcio do modelo de

insuficiéncia cardiaca obtido pelo modelo modificado é similar a perfis obtidos em
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outros trabalhos experimentais (Iyer et al., 2012; Tomaselli e Marban, 1999) e
computacionais (Gomez et al., 2013; Iyer et al., 2012; Priebe e Beuckelmann, 1998;
Trenor et al., 2012; Winslow et al., 1999).

No modelo celular eletromecanico acoplado a concentragao de calcio intrace-
lular é usada como entrada para o modelo de miofilamentos de Rice et al. (2008),
o qual descreve a geracao da forca ativa para a contracao do midcito cardiaco.
Como visto, o perfil do calcio intracelular do modelo de insuficiéncia cardiaca é
modificado com relacao ao caso normal e, portanto, tem-se também modificacoes
na forga ativa gerada. As mudancgas na forca ativa dos diferentes tipos celulares sao
exibidas na parte inferior da Figura 8.16. Essencialmente, as mudancas na forca
ativa seguem aquelas sofridas pelo transiente de célcio, isto é, uma reducao no pico
e uma maior duracao. O perfil da forga ativa obtido pelas modificagoes do modelo
eletromecanico aqui realizadas é similar ao de outros trabalhos (Constantino et al.,
2011; Zang e Xia, 2010).

De forma geral, as alteracoes realizadas no modelo celular eletromecanico
para representar a insuficiéncia cardiaca apresentadas na Figura 8.16 sao similares
aos resultados de diversos outros trabalhos com relagao a forma e duracao do

potencial de acao, transiente de célcio e forca ativa.

8.3.7.4 Mudancas no tecido em insuficiéncia cardiaca

Durante a insuficiéncia cardiaca o tecido sofre diversas mudancas em suas
propriedades, sobretudo na condutividade elétrica e na rigidez. Estudos experimen-
tais mostraram alteracoes nas juncoes gap do tipo Cx43, assim como uma reducao
na velocidade de condugao da onda elétrica no tecido cardiaco (Akar et al., 2007).
Para representar essas alteracoes nas simulagoes, os valores da condutividade elé-
trica do tecido cardfaco foram reduzidos por 30%, assim como em (Constantino
et al., 2011).

Para caracterizar as alteragoes mecanicas no tecido durante a insuficiéncia

cardiaca, as constantes da lei constitutiva de Holzapfel-Ogden foram modificadas.
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Figura 8.16: Potencial de acao, transiente de célcio e forca ativa de células do
endocérdio (endo), células-M (mid) e epicardio (epi) em condi¢bes normais (linha
azul sélida) e durante insuficiéncia cardiaca (linha vermelha tracejada).

Nesse caso, o tecido se torna mais rigido e, portanto, para representar essa modifi-
cacao nas propriedades do miocardio passivo, as constantes foram aumentadas por
um fator de 500%, de forma similar ao usado em Constantino et al. (2011).
Ventriculo esquerdo hipertréfico e insuficiéncia cardiaca

8.3.7.5
Em seguida, o modelo celular eletromecanico modificado para insuficiéncia

cardiaca foi utilizado em simulagbes computacionais de uma fatia do ventriculo
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esquerdo humano.

As modificagoes para insuficiéncia cardiaca descritas anteriormente, tanto
para o modelo celular quanto para as propriedades do tecido, como condutividade
e rigidez, foram incorporadas no modelo eletromecanico acoplado. Para representar
a hipertrofia do VE, utilizou-se uma fatia da parede ventricular mais espessa, de
dimensao 13 x 9 x 9 mm, conforme dados da espessura do VE hipertrofico em
humanos (Dong et al., 1994).

A Figura 8.17 mostra a distribuicao espacial do potencial transmembranico v
na fatia do VE hipertréfico considerada nas simulagoes sem os efeitos da atividade
mecanica (a-d) e com atividade mecanica (e-h) em diversos instantes de tempo.
Observe que sem a atividade mecanica, a fatia do VE é maior do que nos casos an-
teriores, de forma a representar a hipertrofia do tecido, e no caso com deformacao

a fatia se alonga na direcao transmural, como nas simulagoes anteriores.

) 3 ms

) 28 ms ) 250 ms ) 400 ms

) 3 ms

) 28 ms ) 250 ms ) 400 ms

Figura 8.17: Potencial transmembranico em uma fatia do ventriculo esquerdo hi-
pertréfico. As imagens (a-d) correspondem a simulacao sem deformagao, enquanto
as imagens (e-h) correspondem a simulagao eletromecanica considerando a defor-
macao.

Note como as mudancas nas propriedades do tecido hipertréfico com insufi-
ciéncia cardiaca afetam os resultados da simulacao. Devido a reducao na conduti-

vidade do tecido, a propagacao da onda elétrica é mais lenta do que nas simulagoes
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anteriores, e em ambos os casos (sem e com deformagao) o tecido é ativado eletri-
camente por volta de 36 ms, enquanto que em uma simulacao sem as alteracoes na
condutividade o tecido é ativado eletricamente por volta de 25 ms.

Com relagao as mudancgas na rigidez do tecido, observou-se que, em compa-
ragao com o caso normal sem hipertrofia e insuficiéncia cardiaca, o alongamento
da fatia do VE foi reduzido, devido ao aumento da rigidez. Nas simulagoes do caso
normal (sem insuficiéncia cardiaca) do tecido hipertréfico, alongamentos de até
39% foram obtidos, enquanto no caso de insuficiéncia cardiaca um alongamento de
18% foi observado nos experimentos computacionais. Vale ressaltar que durante
a insuficiencia cardiaca o tecido sofre uma reducao na sua capacidade de contrair.
Portanto, na simulacao, devido as condic¢oes de contorno e como o tecido é consi-
derado incompressivel, tem-se uma reducao da contracao do tecido na direcao da
fibra e, assim, uma consequente redugao no alongamento transmural.

Na Figura 8.18 apresenta-se o eletrograma transmural calculado a partir
dos resultados das simulagoes computacionais do modelo de insuficiéncia cardiaca
com VE hipertrofico. Em primeiro lugar, nota-se que o eletrograma transmural é
diferente daqueles obtidos anteriormente pois a onda-T é negativa (ou invertida).
Isso ocorre porque no modelo com insuficiéncia cardiaca as células do endocéardio
possuem uma DPA menor do que as células do epicardio e, portanto, comecam a
se repolarizar antes do que as células do epicardio e das células-M. Esse mesmo
comportamento do eletrograma foi observado em experimentos utilizando modelo
animal e computacional de insuficiéncia cardiaca Iyer et al. (2012).

Assim como nos experimentos anteriores, ao comparar as simulacoes com
deformacao e sem deformacao foi observado um aumento na amplitude da onda-T,
como pode ser visto no grafico da Figura 8.18. Tal aumento na amplitude da onda-
T, esta associado com o aumento na dispersao de repolarizacao. Na simulacao sem
deformagao a dispersao da repolarizacao foi de 46.2 ms, enquanto na simulagao com
deformacao foi de 55.7 ms. Consequentemente, um aumento de 6 ms na dispersao

da DPA foi observado (54 ms sem deformagao e 60 ms com deformagao).
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Figura 8.18: Comparacao dos eletrogramas obtidos pela simulagao sem deformacao
(eletrofisiologia pura) e da simulagao acoplada considerando os efeitos da deforma-
¢ao no caso do VE hipertroéfico com insuficiéncia cardiaca.

8.3.7.6 Efeitos da deformacao na dispersao de repolarizagao e na

onda-T

Como discutido anteriormente, quanto maior o alongamento transmural da
fatia do VE, maior o desacoplamento elétrico das células e, portanto, maior a
dispersao de repolarizacao e a dispersao da duracao do potencial de agao. Esse
aumento na dispersao de repolarizacao ira se refletir em um aumento na amplitude
da onda-T. Na simulacao anterior do modelo hipertréfico com insuficiéncia car-
diaca, os parametros que controlam a rigidez do tecido cardiaco foram modificados
de forma a refletir as mudancas que o tecido sofre. A mudanca nos parametros au-
menta a rigidez do tecido e, portanto, o tecido sofre uma redugao do alongamento
transmural por ser mais rigido durante a insuficiéncia cardiaca.

Considerou-se aqui o efeito de nao alterar a rigidez do tecido no modelo de
insuficiéncia cardiaca, o que ird permitir que o tecido apresente um alongamento
maior. As mesmas simulacoes de antes foram realizadas e a simulacao sem defor-
macgao e a simula¢do com deformacdo e insuficiéncia cardiaca (sem modificar os
parametros da lei constitutiva de Holzapfel-Ogden) foram comparadas.

A Figura 8.19 apresenta a DPA em uma linha na dire¢ao transmural da fatia

do VE nas simulagoes anteriores e na simulagao do modelo de insuficiéncia cardiaca
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sem mudangas na rigidez (linha vermelha - com deformacgdo 2). Note que nesse
caso, a parede do VE apresentou um alongamento maior, de aproximadamente
33% e, consequentemente, resultou em uma maior dispersao da DPA (assim como
dispersao de repolarizacao), como mostra o grafico. Nessa linha transmural, a
dispersao da DPA foi de 54 ms no caso sem deformagao e de 64 ms no caso com
deformagao (2), sem mudangas na rigidez, enquanto no modelo de insuficiéncia
cardfaca com deformacao (1) a dispersao de DPA foi de 60 ms. Em resumo, a
figura deixa claro que quanto maior o alongamento transmural, maior a dispersao

de repolarizagao e DPA.
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Figura 8.19: Comparacao da DPA na diregao transmural a partir do centro da
face do endocardio até a face do epicardio para o modelo de insuficiéncia car-
diaca completo sem deformagao, com deformacao e mudangas na rigidez (1) e com
deformacao sem mudancas na rigidez (2).

A Figura 8.20 apresenta o eletrograma transmural obtido a partir da simula-
¢ao do modelo de insuficiéncia cardiaca sem as alteragoes na rigidez do tecido (li-
nhas vermelhas) em comparagao com as simulagoes anteriores. Os graficos deixam
claro o aumento na amplitude da onda-T em ambos os casos onde o alongamento
da fatia foi considerado (com deformacao). E ainda, fica claro que na simula-
¢ao com valores normais para a rigidez, devido ao maior alongamento obtido nas

simulagoes, houve um aumento ainda maior na amplitude da onda-T.
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Assim, observa-se novamente, agora em um modelo de uma fatia do VE
que representa uma situacao patoldgica, que quanto maior a deformacao, maior
o desacoplamento elétrico entre as células na direcao transmural, isto é, maior
a reducao do efeito eletrotonico. Essa reducao do efeito eletrotonico, resulta em
um aumento da dispersao de repolarizacao transmural que, por fim, modula a

amplitude da onda-T nos eletrogramas simulados.
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Figura 8.20: Comparacao dos eletrogramas obtidos pela simulagao sem deformagao
(eletrofisiologia pura) e da simulagao acoplada considerando os efeitos da deforma-
¢ao no caso do VE hipertréfico com insuficiéncia cardiaca sem aumento da rigidez
(com deformagao 1) e com o aumento da rigidez (com deformagao 2).

250



Capitulo 9

Conclusoes

Este capitulo apresenta as conclusoes finais do trabalho desenvolvido, algu-
mas limitacgoes e possibilidades de trabalhos futuros, assim como uma relagao dos

trabalhos publicados no decorrer da producao deste trabalho.

9.1 Conclusoes

Neste trabalho abordou-se o desenvolvimento de um modelo matematico e
computacional para descrever a atividade eletromecanica do tecido cardiaco de
forma acoplada com o objetivo de se estudar os efeitos do movimento e deformacao
do tecido cardiaco nas propriedades eletrofisiolégicas do mesmo.

O foco inicial do trabalho foi o estudo e desenvolvimento do modelo computa-
cional para simular a atividade eletromecanica do coracao através do acoplamento
de modelos para descrever a eletrofisiologia, assim como a mecanica e o com-
portamento passivo do tecido cardiaco. Em seguida, um simulador da atividade
eletromecanica cardiaca foi desenvolvido utilizando-se métodos numéricos eficien-
tes e robustos. Para validar a implementacao de alguns componentes do simulador
foram realizados testes em problemas com solugao analitica, assim como testes em
problemas do tipo benchmark para eletrofisiologia.

Simulacoes da eletrofisiologia cardiaca utilizando geometrias simplificadas,
assim como em geometrias anatomicamente detalhadas dos ventriculos esquerdo e

direito foram realizadas com o objetivo de mostrar a aplicabilidade do simulador
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em casos de interesse pratico.

Devido ao alto custo computacional para se obter solu¢oes numéricas apro-
ximadas das equacoes do modelo da eletrofisiologia, foram apresentadas também
algumas estratégias computacionais para acelerar a execugao das simulagoes atra-
vés do uso de GPUs. Os resultados mostraram aceleracoes de até 20x quando
comparados com uma implementacao paralela utilizando 4 nicleos em uma ma-
quina desktop. Em determinadas partes do problema, aceleracoes de até 180x
foram obtidas. Nesse contexto, diversos estudos foram realizados utilizando GPUs
com diferentes implementacoes e foi mostrado que melhoras significativas no desem-
penho das simulacgoes da eletrofisiologia podem ser obtidas. Os resultados desses
estudos com a utilizagao de GPUs foram publicados na literatura.

Tais resultados deixam claro que a execucao das simulagoes utilizando GPUs
é uma estratégia promissora para realizar simulagoes de forma mais eficiente. Isso
possibilita que problemas maiores e um maior nimero de estudos possam ser exe-
cutados de forma prética.

Em um outro estudo, o modelo eletromecanico fortemente acoplado foi uti-
lizado para analisar os efeitos da deformagao do tecido cardiaco em propriedades
eletrofisiologicas. Em particular, diversas simulacoes de uma fatia do ventriculo
esquerdo com heterogeneidade transmural das propriedades eletrofisioldgicas das
células foram realizadas e o efeito da deformacao na parede ventricular durante
a repolarizacao foi estudado. Observou-se que a deformacao resulta em um alon-
gamento da fatia ventricular e, assim, o efeito do acoplamento elétrico (ou efeito
eletrotonico) entre os miécitos do tecido é reduzido. Essa reducdo do efeito ele-
trotonico contribui para aumentar de forma significativa a dispersao transmural de
repolarizacao e da duracao do potencial de acao.

Para analisar o efeito da deformacao no eletrograma transmural calculado
a partir das simulagoes computacionais, o modelo do bidominio foi adaptado e
escrito em sua forma lagrangiana de forma a incorporar o efeito da deformacao,

de forma analoga ao que foi feito para o modelo do monodominio. Destaca-se
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que simulagoes computacionais com o modelo bidominio incorporando os efeitos
da deformacao ainda nao haviam sido realizadas na literatura. Através das si-
mulacoes computacionais realizadas, observou-se que o aumento da dispersao de
repolarizacao transmural por causa do espessamento da fatia ventricular durante
o movimento do tecido, resultou em um aumento na amplitude da onda-T. Ne-
nhuma mudanca significativa foi observada no complexo QRS, uma vez que este
estd associado a fase de despolarizacao que ocorre de forma réapida antes do inicio
da contracao do tecido.

Também considerou-se um caso patolégico, ainda nao estudado na literatura
com simulagoes eletromecanicas acopladas, onde uma fatia do VE com hipertrofia
e insuficiéncia cardiaca foi usada nas simulacoes. Nesse caso, através de uma simu-
lacao sem considerar a deformacao do tecido, observou-se no eletrograma transmu-
ral obtido uma onda-T negativa. Isso ocorreu em virtude das diversas mudancas
nas propriedades eletrofisiolégicas decorrentes da insuficiéncia cardiaca. Assim,
mostrou-se através de simulagoes que mesmo nessa situacao, com uma onda-T
negativa, o espessamento ou alongamento da fatia ventricular também resultou
em um aumento na amplitude da onda-T do eletrograma, devido ao aumento da
dispersao de repolarizacao.

E importante ressaltar que as simulagoes da fatia do VE representam uma
versao in silico de um experimento muito utilizado por eletrofisiologistas para
estudar o comportamento cardiaco. Entretanto, por questoes técnicas, em tais
experimentos o movimento do tecido cardiaco é inibido. Logo, o efeito da defor-
macao em eletrogramas obtidos nesses estudos é desconsiderado. Portanto, o efeito
da deformagao na atividade elétrica ainda nao tinha sido estudado na literatura
em experimentos com fatias do ventriculo esquerdo. Nesse trabalho, através da
modelagem computacional, estendeu-se o experimento com fatias do VE ao consi-
derar o efeito da deformacao e observou-se, através de simulagoes computacionais,
o seu efeito na dispersao de repolarizagao transmural, assim como no eletrograma

transmural simulado.
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Além disso, destaca-se que os resultados desse trabalho sao frutos do desen-
volvimento de um codigo tinico, flexivel e orientado a objetos para simulagoes da
atividade elétrica e mecanica do tecido cardiaco. Esse ambiente é separado em di-
versos modulos que podem ser acoplados e combinados de forma robusta, efetiva e
reutilizavel. Esse codigo constitui uma importante ferramenta computacional que
podera ser utilizada por diferentes pesquisadores para realizar novos estudos no

futuro.

9.2 Trabalhos publicados

As principais contribuigoes desse trabalho como o estudo sobre os efeitos da
deformacao na atividade elétrica e a implementacao paralela usando GPUs foram

publicados nos seguintes periddicos internacionais:

e Effects of deformation on transmural dispersion of repolarization using in
silico models of human left ventricular wedge. Autores: B. M. Rocha, B. L.
de Oliveira, E. M. Toledo, L. P. S. Barra, J. Sundnes e R. W. dos Santos.
International Journal for Numerical Methods in Biomedical Engineering,

29, 1323-1337, 2013.

e Accelerating cardiac excitation spread simulations using graphics proces-
sings units. Autores: B. M. Rocha, F. O. Campos, R. M. Amorim, G.
Plank, R. W. dos Santos, M. Liebmann, G. Haase. Concurrency and Com-

putation: Practice and Experience, 23, 708-720, 2011.

Além dessas publicacoes, alguns dos resultados relacionados a implementacao com-
putacional de modelos da eletrofisiologia cardiaca usando GPUs foram publicados

em conferéncias internacionais:

e Comparing CUDA, OpenCL and OpenGL Implementations of the Cardiac
Monodomain Equations. Autores: R. S. Oliveira, B. M. Rocha, R. M.

Amorim, F. O. Campos, R. W. dos Santos. Lecture Notes in Computer
Science, v. 7204, p. 111-120, 2012.
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e Automatic code generation for solvers of cardiac cellular membrane dyna-
mics in GPUs. Autores: R. M. Amorim, B. M. Rocha, F. O. Campos, R.
W. dos Santos. Em: 32nd Annual International Conference of the IEEE

EMBS, 2010, Buenos Aires, Argentina. v. 32. p. 2666-2669.

Os resultados alcangados com o desenvolvimento desse trabalho também foram

divulgados na comunidade cientifica em eventos internacionais:

e Mechanical effects on simulated electrograms of a human left ventricular
wedge. Autores: B. M. Rocha, E. M. Toledo, L. P. S. Barra, B. L. Oli-
veira, J. Sundnes, R. W. dos Santos. Formato: Poster. Evento: Cardiac

Physiome Workshop, San Diego, California, Estados Unidos, 2012.

e On the modelling of mechanical deformation effects on a coupled cardiac
electromechanical model. Autores: B. M. Rocha, E. M. Toledo, L. P. S.
Barra, R. W. dos Santos. Evento: World Congress on Computational
Mechanics, WCCM2012, Sao Paulo, 2012.

Outros trabalhos relacionados ao tema eletrofisiologia cardiaca também foram pu-

blicados durante o desenvolvimento desse trabalho:

e A macro finite element formulation for cardiac electrophysiology simulati-
ons using hybrid unstructured grids. Autores: B. M. Rocha, F. Kickinger,
A. J. Prassl, G. Haase, E. J. Vigmond, R. Weber dos Santos, S. Zagl-
mayr, G. Plank. IEEE Transactions on Biomedical Engineering, Volume

58, Péaginas 1055-1065, 2011.

e An adaptive mesh algorithm for the numerical solution of electrical models
of the heart. Autores: R. S. Oliveira, B. M. Rocha, D. Burgarelli, W. Meira
Junior, R. W. dos Santos. Computational Science and Its Applications,
ICCSA, 2012. Lecture Notes in Computer Science, v. 7333, p. 649-664,
2012.

e A parallel accelerated adaptive mesh algorithm for the solution of electrical

models of the heart. Autores: R. S. Oliveira, B. M. Rocha, D. Burgarelli,

255



R. W. dos Santos. International Journal of High Performance Systems

Architecture, v. 4, p. 89, 2012.

9.3 Trabalhos futuros

Apesar do modelo computacional desenvolvido ser complexo e capaz de re-
presentar muitas caracteristicas de forma realista e compativel com dados experi-
mentais da eletrofisiologica e mecanica cardiaca, ainda existem algumas limitacoes
que precisam ser superadas para se realizar novos estudos e aumentar as possi-
bilidades de pesquisa. Sera discutido a seguir, de forma sucinta, algumas dessas

limitagoes, assim como possibilidades de trabalhos futuros.

9.3.1 Implementacoes paralelas

Foi apresentado nesse trabalho uma estratégia de paralelizacao da solucao
das equagoes da eletrofisiologia cardiaca utilizando GPUs. Entretanto, na aborda-
gem adotada, apenas uma GPU foi utilizada na solu¢ao numérica. Uma extensao
natural dessa implementacao seria a utilizacao de clusters de computadores, equi-
pados ou nao com GPUs, para a solucao numérica em paralelo. Para isso, seria
necessario o particionamento do dominio de tal forma a reduzir o desbalanceamento
de carga entre as diferentes méaquinas, utilizando softwares como, por exemplo, o
METIS e o ParMETIS (Karypis e Kumar, 1995, 1999). Vale ressaltar que como a
implementacao desenvolvida nesse trabalho utiliza a biblioteca PETSc, tal exten-
sao seria de facil implementacao, uma vez que a mesma é dedicada para a solucao
de EDPs em paralelo e ja possui suporte para diversas ferramentas.

Ainda nesse contexto, a paralelizacao da solucao numérica do problema de
elasticidade nao-linear é de extrema importancia para uma solucao eficiente do
problema eletromecanico acoplado, uma vez que este consome grande parte do
tempo de solugao total do problema.

A implementacao paralela do problema da elasticidade nao-linear, assim

como do problema eletromecanico acoplado utilizando GPUs, ¢ mais complexa.
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Nesses problemas é necessario montar a matriz dos sistemas lineares diversas vezes
durante a solucao. E para se obter uma solucao eficiente utilizando GPUs essa
etapa teria que ser realizada também em paralelo nas GPUs. A tarefa de montar
as matrizes utilizando GPUs é complexa e pode ser realizada de diversas formas,
como mostrado em alguns trabalhos recentes (Cecka et al., 2011). Entretanto,
como a montagem da matriz constitui uma parte significativa do tempo total de
solucao, a sua paralelizacao iria contribuir de forma significante para a acelera-
c¢ao das simulagoes. Nesse sentido, como a montagem da matriz global para a
solugao do sistema de equagoes lineares ¢ muito custosa, outras estratégias como
element-by-element (EBE) ou a utilizagdo de estruturas de dados baseadas em
arestas (edge-based) (Coutinho et al., 2001), onde nao é preciso montar a matriz

global também poderiam ser avaliadas, inclusive com GPUs (Kiss et al., 2012).

9.3.2 Representacao das malhas

Como discutido anteriormente, para facilitar o tratamento utilizou-se a mesma
malha para os problemas da eletrofisiologia e mecanica. Assim, como a discreti-
zacao espacial para os problemas da eletrofisiologia exigem uma resolucao fina,
o problema mecanico também é resolvido em uma malha excessivamente fina, o
que resulta em um alto custo computacional para sua solucao. Para evitar isso,
pretende-se adotar algum esquema onde uma malha menos refinada para o pro-
blema mecanico seja usada, de tal forma que os dados sejam transferidos entre os

problemas de forma eficiente.

9.3.3 Efeitos hemodinamicos

Foram apresentados nesse trabalho os resultados de uma simulacao eletro-
mecanica de um VE simplificado. Os resultados mostraram que o modelo eletro-
mecanico é capaz de reproduzir comportamentos caracteristicos da contracao do
VE, como o aumento da espessura da parede ventricular, assim como a contra-

¢ao e torcao da regiao do apex. Entretanto, nessa simulacao, por simplicidade,
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desconsiderou-se o efeito da pressao do sangue exercido na superficie do endo-
cardio durante o ciclo cardiaco. Uma das maneiras para considerar esse efeito é
implementar um carregamento do tipo pressao normal a superficie no problema da
elasticidade nao-linear, como descrito em Schweizerhof e Ramm (1984), e também

modelos hemodinamicos para descrever a pressao durante o ciclo cardiaco (Usyk e

McCulloch, 2003).

9.3.4 Efeitos da deformacao na repolarizacao no ventriculo esquerdo

Nesse trabalho, os efeitos da deformacao na repolarizagao foram estudados
em fatias do VE. E preciso considerar os efeitos da deformagao na dispersao de
repolarizacao e duracao do potencial de agao no ventriculo esquerdo inteiro. Além
das heterogeneidades elétricas na direcao transmural, ainda é preciso incluir as
heterogeneidades elétricas no sentido apex-base, como descrito em Weiss et al.

(2007).

9.3.5 Aspectos de eletrofisiologia e mecanica nos modelos celulares

No modelo celular eletromecanico utilizado nesse trabalho, nao foi conside-
rada a corrente do tipo SAC (stretch-activated-channels). Nas simulagoes utilizando-
se uma fatia do VE através de geometrias simplificadas como um cubo ou retan-
gular com fibras paralelas essa corrente nao teria efeito, pois na direcao da fibra s
ocorre encurtamento. Entretanto, em simulagoes do VE inteiro seria importante
considerar o efeito da deformacao e dessa corrente juntos.

Além disso, o modelo celular para eletrofisiologia TNNP que foi utilizado
sO possui heterogeneidade transmural com relagao a expressao de certas correntes
(It € Ixs). Modelos celulares do ventriculo esquerdo humano mais recentes como o
modelo de O’Hara et al. (2011) consideram outras heterogeneidades entre as células
do endocardio, células-M e epicardio, resultando inclusive em heterogeneidades no

transiente de célcio, o qual é de extrema importancia para a geracao da forca ativa.
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