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RESUMO

Neste trabalho, o objetivo é estudar a existéncia e unicidade da solu¢ao num sentido fraco
para um problema nao linear com valor na fronteira que é derivado de um modelo que
decreve o equilibrio de um plasma confinado. Para esta finalidade se formula um problema
equivalente e se estabelecem condig¢oes para este novo problema. Logo, utilizando a teoria
da subdiferencial e fazendo um estudo de autovalor se consegue que este novo problema

tenha solucao e, além disso, seja tnica.

Palavras-chave: Inequagao variacional. Operador projecao. Subdiferencial. Plasma

confinado.



ABSTRACT

In this work, the objective is to study the existence and uniqueness of the solution in
a weak sense of a nonlinear boundary value problem which it is derived from a model
that describe the equilibrium of a confined plasma. For this purpose, we formulate an
equivalent problem and establish conditions for this new problem. Therefore, using the
theory of subdiferencial and studing an eigenvalue problem, we obtain that this new

problem has a unique solution.

Key-words: Variational Inequality. Projection operator. Subdifferential. Confined

plasma.
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INTRODUCAO

De acordo com o livro [7], o plasma é um gas totalmente ionizado; isto é, formado por
fons positivos e elétrons livres. Em uma escala de volume macroscopica, o plasma pode
ser considerado quase neutro, ja que, em grandes volumes, o niimero de cargas negativas é
aproximadamente igual ao niimero de cargas positivas, porém, os plasmas sao fluidos que,
estando formados de particulas carregadas livres, conduzem a eletricidade. Assim, eles sao
sucetiveis a agao de campos eletromagnéticos ao mesmo tempo que os geram; de modo que
o movimento de cada uma das particulas carregadas que costituem o plasma é influenciada
pelo movimento de todas as outras, levando ao que se denomina "efeito coletivo". O
plasma é formado a temperaturas acima de 10000 graus celsius mas, a temperaruras mais
elevadas (da ordem das dezenas de milhoes de graus celsius), sempre que o plasma se
mantenha confinado, as colisdes entre os nucleos ionizados que neste caso o integram sao
tao violentas que podem levar a um processo de fusao nuclear. O problema consiste em
que, devido as altissimas temperaturas envolvidas, nao existe nenhum material com o
qual possa ser construido um reservatorio para o plasma nesse estado, sem resultar na
sua imediata destruigao, contaminando-o e esfriando-o no processo, e por tanto, acabando
imediatemante com a reagao de fusao. Dai que se recorra ao uso de armadilhas magnéticas
para manté-lo confinado. Este é o principio que inspirou a ideia de construir o dispositivo

conhecido como Tokamak.

O termo Tokamak é uma transliteracao de um acronimo de palavras russas que em
portugués significam camara toroidal e bobinas magnéticas e denomina um reator expe-
rimental de fusao nuclear criado nos anos 50 pelos fisicos soviéticos Igor Yevgenyevich
Tamm e Andrei Sakharov (a partir de uma ideia original de Oleg Lavrentyev). O Toka-
mak é um imenso eletroima que possui no seu interior uma camara de vacuo na qual um
anel de plasma fica confinado por um intenso campo magnético toroidal, a fim de que o

plasma nao toque as paredes do Tokamak, o que causaria a perda da tempetura.

Neste trabalho estudamos um problema nao linear com valor na fronteira que é deri-
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vado de um modelo que descreve o equilibrio de um plasma confinado:

—Au = APg(u), emQ
u lgo=0p, 6 € R nado conhecido (1)

I
/ P (u)yp = e I > 0 é préscrito.
Q

onde:

e () é um conjunto aberto limitado de R™ com fronteira suave 0f).

A # 0 é um parametro real.
e K ¢ um conjunto fechado convexo de L*() e Px é o operador projegao sobre K.

e 1) ¢ uma extensdo harmonica a Q de uma funcdo dada ¢ # 0 em HY2(9).

Este ¢ um problema que de algum jeito generaliza o modelo de plasma confinado, pois
quando K = {v € L*(Q) : v > 0, q.t.pem Q} e ¢ = 1 sobre 95 temos o modelo do
problema de plasma introducido por R. Temam [15] e amplamente estudado por varios
autores (ver [3], [14], [16]).

O trabalho esta organizado como segue. Nos Capitulos 1, 2, 3 fazemos um estudo
breve das ferramentas utilizadas ao londo do trabalho, apresentando alguns resultados
para resolver o Problema (1). Os capitulos sdo dados da seguinte forma: No Capitulo 1
apresentamos resultados de analise funcional e equacgoes diferenciais parciais. No Capitulo
2 fazemos um estudo breve da subdiferencial e a diferencial de Gateaux e Fréchet. No

Capitulo 3 estudamos alguns resultados das inequacoes variacionais.

No Capitulo 4 se estudamos a existéncia e unicidade para o problema (1), ver [6]. Este
capitulo estd dado em duas segoes: Na primeira se¢ao formulamos um problema equiva-
lente e estabelecemos condi¢oes para garantir a existéncia da solu¢ao do novo problema.
Na segunda sec¢do estudamos a unicidade da solugdo para o Problema (1), conseguindo

restringir os valores para A.

Finalmente apresentamos algumas conclugoes e as referéncias.
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1 RESULTADOS DE ANALISE
FUNCIONAL E EQUACOES
DIFERENCIAIS PARCIAIS

Neste capitulo, apresentamos, alguns resultados que serao utilizados ao longo deste

trabalho. Estes resultados sao tratados detalhadamente nas referéncias [1] [4], [11].

1.1 ALGUMAS NOCOES DA ANALISE FUNCIONAL

Definicao 1.1. Seja £ um espago vetorial real. Suponha que esteja definida uma fungao
|.llz : £ — R tal que,
i. |lullg >0,Vu € E e ||ul|g = 0 se, e somente se, u = 0.
i. |lou|lg = |of||ul|lg, VueE, VaeR.
il [lu+olle < ulle +[lv]le, Yu,veFE.
Nestas condigoes a funcao ||.||g é chamada uma norma e dizemos que (FE, ||.|g) é um
espago normado que s6 denotaremos por F.
Em espacos normados é possivel definir o conceito de limite.

Defini¢ao 1.2. Seja F um espago normado e (u,),eny C E uma sequéncia. Dizemos que
(tn)nen converge fortemente a u € E quando, para cada & > 0, for possivel obter ny € N

tal que se n > ng, entao |lu, —ul|gp < e.

Existe também para espacos normados a nocao de sequéncia de Cauchy.

Defini¢ao 1.3. Seja E um espago normado e (u,)neny C E uma sequéncia. Vamos dizer
que a sequéncia (U, ),en € uma sequéncia de Cauchy quando para cada € > 0, for possivel

obter um ny € N tal que se n,m € N com n,m > ng, entao ||u, — un||r < €.
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Um espaco normado onde toda sequéncia de Cauchy converge é chamado espago de

Banach.

Observacao 1.1. E imediato que toda sequéncia que converge fortemente é uma sequén-

cia de Cauchy. A reciproca, porém, s6 é verdadeira se E é um espaco de Banach.

Defini¢ao 1.4. Seja E um espago vetorial real. Dizemos que (.,.)g : E X F — R define

um produto interno se:

i. (.,.)g & bilinear;
ii. (.,.)g € simétrica;
iii. (u,u)g >0,Vu€e FE e (u,u)g =0 se, e somente se u = 0.

Neste caso, dizemos que (E, (.,.)g) é um espago com producto interno, que também
denotaremos por E. A partir disto, ¢ imediato ver que a funcao |.|g : £ — R definida
por ||ul|g = (u, u)}g/2 define uma norma em E. Logo, em todo espaco com produto interno
é possivel definir uma norma induzida pelo produto interno. Consequentemente, surge em
espagos com produto interno a noc¢ao de limite. Finalmente, se num espago com produto
interno toda sequéncia de Cauchy for fortemente convergente a algum elemento deste
espago com a norma induzida, ||u|lg = (u, u)gﬂ, entdo este espaco sera chamado Espaco

de Hilbert, que denotaremos por H. Note que todo espaco de Hilbert é Banach.

Agora vamos introduzir a no¢ao de convergéncia fraca num espago de Banach. Para
uma vizao mas detalhada, veja [4].
Notagao: Designamos por E* o dual (topoldgico) de E; isto é, o espago de todas os

funcionais lineares e continuos sobre E. Quando f € E* e x € FE denotaremos por
(f,x)pxp em vez de f(z).
Defini¢ao 1.5. Seja £ um espago de Banach. A topologia fraca o(E, E*) é a topologia

menos fina que torna todos os funcionais ¢ € E* continuos.

Quando colocamos em E a topologia fraca o(F, E*), induzimos uma nova nogao de
convergéncia chamada convergéncia fraca. Neste caso, dada uma sequénecia (x,),en em
E, diremos que (z,),eny converge fracamente a x € E. Denotaremos esta convergéncia

por z, — x em F e a convergéncia forte serd denotado por x,, — = em E.

Teorema 1.6. Seja (r,),eny uma sequéncia em F. Entédo:

i. z, = x em FE se, e somente se, (f, x,)pxpg = (f,n)pxp, Vf€EE.
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ii. Se x,, — x fortemente em FE, entao z,, — x em FE.
iii. Se x, — x em E entao (||z,||g) esta limitada e ||z||g < liminf, . [|z.| &

iv. Quando F tem dimensao finita, entao a convergéncia fraca e forte coincidem.

A demonstragao pode ser encontrada em |[4].

Observagao 1.2. Sendo E um espac¢o normado, podemos definir uma inje¢ao candnica

J dada da seguinte forma

J: E — BE*
z — Jxr E* — R

f = <Jm7f>E**><E* = <f7 x>E*><E

onde E** é o bidual, isto é, o dual de E*. Entao, J assim definida é linear e também é

uma simetria; isto ¢, ||Jz|| g = ||z||g

Se a injecao canonica é sobrejetiva, entao E é chamado espago reflexivo. Observe
que todo espago de Hilbert é reflexivo.
O seguinte teorema, o qual estabelece a relagdo entre a convergéncia fraca e os espa-
gos reflexivos, sera de grande utilidade para mostrar a existéncia e unicidade de nosso

problema.

Teorema 1.7. Sejam E um espago de Banach reflexivo e (x,),eny C E uma sequéncia
limitada em E. Entdo existe uma subsequéncia (z,, )ken de (Zp)neny € © € E tal que
—zxem F.

Ty,

Em particular, uma sequéncia limitada num espaco de Hilbert H possui uma sub-
sequéncia que converge fracamente en H.
Para fechar esta secao, apresentamos alguns resultados de operadores em espagos norma-

dos.

Definicao 1.8. Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear 7' : X — Y é
chamado compacto (ou chamado também de completamento continuo), se a imagem T'(A)
de todo conjunto limitado A C X é pré-compacto (ou também relativamente compacto)

em Y'; isto é, o fecho T'(A) é compacto.

Observacgao 1.3. Uma forma equivalente de definir um operador compacto é: um ope-
rador linear 7' : X — Y é compacto se (Tx,)neny possui uma subsequéncia convergente

em Y para toda subsequéncia limitada (z,)n,eny C X.
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O teorema a seguir, no qual relaciona um operador compacto com a convergéncia

fraca e forte, sera de grande utilidade posteriormente.

Teorema 1.9. Seja T : X — Y um operador linear compacto. Se z,, — z em X, entao
Tx, — Tx; ou seja, um operador compacto leva sequéncias fracamente convergéntes em

sequéncias fortemente convergéntes.

A demonstracao pode ser encontrada em [13].

Consideremos agora H; e Hy espacos de Hilbert. Seja T': H;y — Hs um operador
linear limitado, entao o operador adjunto de Hilbert T : Hy — H; é definido como sendo

o operador que satisfaz
(Tr,y) = (x, T"y), Vz €& Hy,y€E Hs.
Observagao 1.4. O operador 7™ definido acima ¢é tnico, linear e limitado, com norma

171 = 177

O operador T': H — H, linear e limitado sobre um espago de Hilbert H, é chamado

autoadjunto se T' = T*. Neste caso
(Tz,y) = (x,Ty), Va,y€H.

Teorema 1.10. Seja T': H — H um operador linear limitado. Entao:

a) Se T' é autoadjunto, (T'z, z) é real para todo z € H.

b) Se H é complexo e (T'z, x) é real para todo x € H, entdo T ¢ um operador autoad-

junto.

A demonstracao pode ser encontrada em [13].

Definicao 1.11. Un operador T': H — H linear, limitado e autoadjunto é positivo se
(Tw,z) >0,Vz e H.

Se a desigualdade ¢ estrita para todo x # 0, entao T é chamado estritamente positivo.

Denotemos por L(X) o conjunto de operadores 7" : X — X lineares e limitados.
Podemos obter muita informacao de um operador linear T" estudando a familia de opera-
dores T'— AI, com A real ou complexo.

No caso de dimensao finita a situacao é particularmente simples: dado um operador linear
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T:X — X com X espago normado de dimensao finita, dimX = n, fixado um escalar A,
ou existe (T'— AI)~! ou nao existe. Se nao existe, A é chamado autovalor de T e existem
no méaximo n autovalores que sao as raizes da equagao caracteristica do det(T — A\I) =0
(onde identificamos o operador T' com a sua matriz associada a qualquer base de X).
Além disso; todas as matrizes que representam o mesmo operador 7' € L(X) com relagao

as distintas bases de X tém os mesmos autovalores.

O caso de dimensao infinita nao é tao simples, pois pode haver infinitos valores de
A para os quais (T'— AI)™! nao existe, nos casos de existéncia temos que precisar os
resultados, tanto o que (T'—\I)~! seja linear e limitado, assim como a imagem de (7' —\I)
seja denso em X. Nada disso tem sentido em dimensao finita. O estudo destas questoes
conduzem & andlise espectral, obtendo resultados que geralizam o caso de dimensao finita.

Para mais detalhes veja [4].

No que segue, apresentamos so alguns resultados da analise espectral que precissamos

neste trabalho.

Definigao 1.12. Seja X # 0 um espago normado complexo e T' € L(X). Dizemos que
A € C ¢ um ponto regular de T se existe Ry(T) = (T'— A)~! e ¢ um operador limitado

definido num subconjunto denso de X.

O conjunto resolvente de 1" é o conjunto
p(T) ={\ € C: \ é ponto regular de T }.

O termo resolvente significa que a equagao (T — A )z = y tem solucao z = (T — X\ )~ 1y.
Chamamos espectro de T ao conjunto o(7") = C\ p(7T); isto é, ao conjunto de pontos nao
regulares de T. O ponto A € o(T') é chamado ponto espectral ou valor espectral.

O espectro de T' é particionado em 3 conjuntos disjuntos:

e O espectro pontual ou espectro discreto 0,(7") é tal que R5(T") nao existe. Se X €
0,(T") entdo A é chamado autovalor de 7. Cada x € X que satisfaz (T' — A\ )z = 0,

com A € 0,(T"), ¢ chamado autovetor de T' correspondente a A.

e O espectro continuo o.(7T") é o conjunto tal que R)(7T) existe, esta definido num

subconjunto denso em X mas nao ¢ limitado.

e O espectro residual 0,.(7T) é o conjunto tal que R)(T) existe, pode ser ou nao

limitada, mas nao estd definida num subconjunto denso em X.
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O TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS AUTO-
ADJUNTOS

Lema 1.13. Se T' € L(H) ¢é autoadjunto. Entao:

i. Os auto-valores de T (se existirem) sao reais.
ii. Auto-vetores correspondentes a auto-valores distintos sao ortogonais.
i, 7] = sup {|(Tw, )] : Jl2] = 1}.
Observe que, da parte iii do lema dado acima, ||T'|| é o primer autovalor para o operador
L.
O resultado necessario para a demonstracao do teorema espectral é:

Lema 1.14. Se T é um operador autoadjunto e compacto, entao T tem pelo menos um

autovalor pq nao nulo, com |ui| = ||T|.

Teorema 1.15. (Teorema Espectral). Seja T € L(H) um operador compacto e auto-
adjunto, T' # 0. Entao existem sequéncias {y;}7_; C R e {®;}7_; C H, onde n pode ser

infinito, tais que

0, j=k
T®; = p;®5, (D5, D) =
1L, j#k,
1
T = (P, 0)P, V&€ H, (1.1)

k=1
onde os numeros reais p; sao ordenados de modo que ;| > |pj11]| > 0 para todo j. Caso
n = 00, a série (1.1) converge na norma de H e lim; . |p;| = 0. Além disso, se M é o

fecho do espago gerado pelo conjunto {®;}7_,, entdao T'|p;0 =0

Dos lemas 1.13 e 1.14 temos

k] = 1 Tall = sup {[(T'f, )] - f € Hi_y, | f =1}, parak=1,2,--,

onde Ty =T e Hi- = H. Ver [8].

1.2 ESPACOS L*?

Seja p a medida de Lebesgue no R™, onde n € N. Os subconjuntos de R" nos quais p

estd bem definido sdao denominados conjuntos mensuraveis. As fungoes f tais que, para
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cada a € R, {x € R": f(x) > a} ¢ um comjunto mensuréavel, sdo denominados fungdes
mensuraveis. A integral de Lebesgue, por sua vez, é definida para fungoes mensuraveis.

Para mais detalhes sobre a teoria da medida e as integrais de Lebesgue, ver [2].

Definicao 1.16. Seja 2 C R”. Dizemos que duas fungoes sao equivalentes em {2 com
respeito a medida de Lebesgue, se elas sao iguais quase toda parte (q.t.p.). Isto é, v = u,

se v e u sao diferentes apenas sobre um subconjunto de €2 com medida nula.

A clase de equivaléncia determinada por v consiste de todas as fung¢oes w que sao
equivalentes a v.

Com base nas clases de equivaléncia, definimos os espagos LP.

Definigao 1.17. Seja 1 < p < oo. Definima-se o espago LP(2) como

LP(Q) ={f:Q — R: f & mensuravel e /\f]p<oo}.
Q

A fungao ||.||zr : LP(2) = R U {400} tal que

i = ([ 1) " (12)

¢ uma norma para LP()). Esta informacao é valida, pois consideramos L?(£2) como sendo
o espago de classes de fungoes equivalentes; isto é, duas fungoes iguais quase sempre em
(2 sao interpretadas como o mesmo elemento. Caso esta condigao nao fosse assegurada,

||.||» caracterizaria o que denominamos seminorma.

Os espagos LP(Q2), para 1 < p < 00, sdo espagos de Banach com a norma dada por
(1.2). Em particular, para p = 2, L*(Q2) é um espago de Hilbert munido do produto

interno

(f.9) = / f@)g(x). Vige Q).

Neste caso, vé-se que || |2 = (f, f)Y2.

Teorema 1.18. (Desigualdade de Holder)
Seja 1 < p < oo e p' tal que — + — = 1. Suponhamos que f € LP(2) e g € L¥(Q). Entao
fge LY(Q) e by

[ Vsl < 171l

A demonstracao pode ser encontrada em [4].

Um caso particular da desigualdade de Holder é a desigualdade de Cauchy quando p = 2.
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Teorema 1.19. (Desigualdade de Interpolagao)
Seja 2 C R™ e consideremos 1 < p < g < oo. Se f € LP(Q) N LYQ). Entao f € L"(Q)
para todo p < r < q e é verificado

N u 1 «Q
11l < NG com a € [0,1] tal que =21

1.3 ESPACOS DE SOBOLEV

Nesta secao introduzimos a nogao de derivada fraca, os espacos de Sobolev e algumas

de suas propriedades. Para maiores detalhes veja [1], [11].

Considere 2 C R™ um subconjunto aberto nao-vazio e f : {2 — R uma funcao.

Definicao 1.20. Dizemos que um comjunto A estd compactamente contido em €2, e

denotamos por A CC Q2se AC AC Qe Aécompacto como subconjunto de R™.

Defini¢ao 1.21. O conjunto {z € Q: f(x) # 0} é chamado Suporte da func¢ao f. De-

notamos este conjunto por suppf.

Definigao 1.22. Representemos por C§°(€2) o conjunto das fungoes f : Q2 — R, cujas de-
rivadas parciais para todas as ordens sao continuas e cujo suporte ¢ um conjunto compacto

contido em .

Seja K C R™ um subconjunto nao vazio. Definimos a funcao

1, sexe K
lg(z) =
0, sex¢K,

e é chamada a funcao caracteristica de K.

Definigao 1.23. Seja 1 < p < oco. Uma fungao f : 2 — R pertence a L} (Q) se
flg € LP(Q), para todo compacto K C §; isto ¢, se f € LP(K), para todo compacto
K c Q.

Seja um vetor « = (g, @9, ..., q,), onde @; é um inteiro nao negativo. Entao « é
chamado um multi-indice de ordem |o| = a1 + ag + -« - + .
Dado um multi-indice o definimos

oy (x)

Dou(w) = ——o— 2
u(®) Ox* - - Qxon
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Definigao 1.24. Sejam 2 C R™ um aberto, a um multi-indice e f,g € L} .(Q). Dizemos

loc

que g é a a — esima derivada fraca de f em €2 e escrevemos D f = g, se

/Qf(a:).Da¢da::(—1)|°‘/Qg(x).gbdx, Vo€ OF(Q).

Definicao 1.25. Seja £ um inteiro nao negativo e 1 < p < co. Definimos o espago de
Sobolev W*?(Q), como o espaco das fungoes v € LP(€) tais que qualquer derivada fraca

de v, até a ordem k, é uma fungao do LP(Q). Isto é,

Wk? = fy € LP(Q) : D*v € LP(Q), para todo multi-indice o com || < k}.

Nota-se que para cada p tal que 1 < p < o0,
Wo(Q) = LP(9). (1.3)

Além disso, para cada p, W C Wk2P se ky > ko. Para 1 < p < oo, temos que W*P((Q)
caracteriza um espaco de Banach munido da norma |||y : W5P(Q) — R U {+00} que

¢ dada por
1/p 1/p

lolwes = | S UD%0lE, | = Z/Q|D%|p  sel<p<oo  (14)

o] <k || <k

Segundo Trudinger, ref [11], uma norma equivalente de (1.4) para W*»(Q) é

lollwes =Y (1D 0]l z0-

o<k

Em particular, para p = 2, o espaco de Sobolev W"2(Q) caracteriza um espaco de Hilbert,

para cada k nao negativo, munido do produto interno:

(,v)wez = Y _ (D, D)2, Vu,v € WH(Q).

| <k

Usualmente denota-se H* o espago W*2(Q), assim de (1.3) temos H°(2) = L?(2).

Definigao 1.26. Sejam (u,)nen € u € WHP(Q). Dizemos que (uy,)nen converge para u

em W¥P(Q), denotado por u, — u em WHP(Q), se
lim ||un — UHWk,p =0.
n—oo

Definigao 1.27. Definimos o espaco W, () como sendo o fecho e C£°(Q) em WHP(1).
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Analogamente, denotemos por H} () o fecho de C5°(2) em H*(Q).
Portanto, uma funcio u € W*P(Q) se, e somente se, existe uma sequéncia (u,)pen C
Cs(Q2) tal que u, — u em WkP(Q).

O espaco WiP(Q) interpreta-se como o conjunto das funcoes u € WHP(Q) tais que

D%u = 0 sobre 0f2, para todo |a| <k —1

Notamos que, para cada k nao negativo, Wé“ P(€2) é um espago de Banach com a norma
induzida de W*?(2). Também nota-se que para p = 2, H¥(Q2) é um espago de Hilbert

com a norma induzida de H*((Q).

Segundo Trudinger, ref [11], prova-se que uma norma para Wé“ P(Q) equivalente a

norma dada em (1.4) pode ser definido por

1/p

g = [ 3 1Doap
Q

|laf=Fk

Como H*(Q) e HE(Q) sdo espagos de Hilbert entdo sao espacos reflexivos.

No que segue, apresentamos alguns teoremas de imersao, mas precisamos definir outro

conceito importante. Ver [1].

Definigao 1.28. (Imersao) Sejan U e V dois espagos normados. Dizemos que U esta

imerso no espago V', e denotamos por U — V| se satisfaz o seguinte

i. U é um subespaco de V.

ii. O operador identidade [ : U — V definido por Iz = x, para todo x € U, é continuo.

Ja que I ¢é linear, (ii) é quivalente a dizer que existe uma constante ¢ tal que
Hzllv < cllzllv, Yzel.

Se U < V e o operador identidade I : U — V na imersao é compacto, entao dizemos que

. ~ , c
a imersao é compacta e a denotamos por U — V.

Teorema 1.29. Seja Q C R™ um aberto de clase C* com fronteira limitada e 1 < p < oo.

Entao as seguintes imersoes sao continuas:

1
i. Se 1 <p<nentao W'P(Q) — L) onde — =

1 1
g p n
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ii. Se p=n entao W'?(Q) — L1(Q), Vq € [p,+ool.

iii. Se p > n entao WHP(Q) — L>(Q).

Observacao 1.5.

Da parte (i) e (ii) do teorema acima temos

lulles < eillullwin,  Vue€WHP(Q),

onde ¢ = sen>p e q€[p +oo[sen=np.

n—p
Em particular para u € W, *(Q) C W(Q) temos

lull e < erllulwio, Vue WsP(Q),
e pela equivaléncia de normas obtemos
lullze < cllullyrr = cllVulle,  Vue Wy(9).
Em particular, se p = 2, obtemos

lull s < ellVullzz,  Vu € Hy(%),

2
onde ¢ = n2sen>2 e q€2,+oolsen=2.

Teorema 1.30. (Rellich-Kondrachov) Seja €2 C R™ um subconjunto aberto e limitado de

classe C1(Q2) e n > 2. Entdo as seguintes imersdes sio compactas.
i. Se p <mn, entdo WH2(Q) < LI(Q), V ¢ € [1,p*], onde 1% =
ii. Sep=n,entdo WP(Q) < LUQ), V q € [1,+o0].
iii. Se p > n, entdo W?(Q) < C (Q).
A demonstracao pode ser encontrada em [4].

Observagao 1.6.

Notar que, se p = 2, entdo para (i) e (ii) do teorema acima, temos que

HY Q) = W2 S L9(Q),

onde g € [1,p*[ com p* = sen>p=2eq€|l,+oo[sen=p=2.

n—2
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Agora, como H}(Q) € H'(Q), entao
HL(Q) S LY(Q).

De fato: Seja o operador identidade I : Hj(2) — L*(Q2). Temos que mostrar que I é um
operador compacto.

Com efeito: Seja A C Hy(Q2) limitado, entdo [lullz < k, Vu € A. Como u € Hy(9),
entao pela equivaléncia de normas, temos que [lul[g < cllullgy < ck, Vu € A, assim A ¢
limitado em H'(Q). Ja que H'(Q) esta imerso compactamente em L?*()), obtemos que
I A = A érelativamente compacto em L?(£2) o que implica que I é um operador compacto.
Em particular, se ¢ = 2 temos,

H(Q) S LAH(Q).

Corolario 1.31. Seja © C R™ um subconjunto aberto e limitado de classe C*(Q2) e n > 2.

Entao as seguintes imersoes sao compactas:

LWt (Q) S Wme(Q); 1<q< se p < n.

i, WmHe(Q) S Wma(Q): 1< g < +oo se p=n.
iii. WmHe(Q) <5 0™ (Q); sep > n.

Corolario 1.32. Seja 2 C R" um subconjunto aberto e limitado de classe C*(Q2) e n > 2.

A seguinte imersao é compacta:

WL (Q) S WP (Q).

1.4 O ESPECTRO DO LAPLACIANO

Seja 2 C R™ um aberto limitado. O problema de autovalor para o laplaciano consiste

em encontar os valores reais A tais que
—Au =M u, emf¢)

admite solugoes nao triviais, com alguma condi¢ao de fronteira imposta sobre u. Consi-

deremos o problema de autovalor com condi¢ao de Dirichlet homogéneo

—Au =M u, em¢),
u=0, sobre Jf).
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Este problema pode ser formulado fracamente da seguinte forma: dizemos que A\ é um
autovalor do laplaciano com condigao de Dirichlet e u € H}(€2) ¢ uma autofungao corres-

pondente se

/VU.VU:A/UU, Vv e Hy(9).
Q Q

/|Vu|2:)\/u2,
0 Q

de modo que todos os autovalores do laplaciano com condicao de Dirichlet sao positivos

Em particular,

(se A = 0. entao a tnica solu¢ao do problema é a soluc¢ao nula).

Teorema 1.33. Seja €2 € R um aberto limitado. Entao o problema de autovalor

—Au=Au, em(),
u=0, sobredf2.

possui um namero infinito enumeravel de autovalores {\, },en que satisfazem
D<A <A< A<

tais que

AL —> 00, quando k — o0,

e autofungoes {uy} que constituem um sistema ortonormal completo para L*(Q); isto &,

o
U= E Uy,
i=1

para todo v € L*(2). Em particular

oo

lollF2 = > (v, u)7e.

=1

Além disso, para todo v € Hj () vale
IVollfe = D> Xifv, ui)ie.
i=1

O primeiro autovalor A; é o menor autovalor e é dado por

[ 1vu
)\1 = inf Q

ueHL(Q) /|u|2 7
u#0 Q



além disso, \; ¢é atingido por uma fungio u; € H}(Q) que satisfaz

—Au; = Muy, emQ,

up =0, sobre 0f),

isto é, u; é uma autofuncao para \;.
Propriedades do autovalor A;.

O autovalor \; fornece propriedades importantes que sao:

i uy <0 ouwu; >0em .

ii. Se v é uma \j-autofuncao, entao existe a € R tal que v = au,

27
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2 ALGUNS RESULTADOS DA
ANALISE CONVEXA

A area da analise convexa, mais especificamente a otimizacao, vem apresentando
um desenvolvimento acentuado desde a década de 60, em grande parte impulsionado
pelos trabalhos de Fenchel, Moreau e Rockafellar. Inclusive, foi na década de 60 que se
manfestou grande interesse com relacao a analise convexa em dimensao infinita, sobre
todo em espacos de Banach.

O objetivo nesta segao é apresentar alguns resultados da subdiferencial. S6 o fato de
a subdiferenciacao ser uma generalizagao da diferenciagao ja nos permite concluir que o
subdiferencial nao é menos relevante do que a derivada. Além disso, se tratando de uma
generalizagao, é esperado que muitos resultados classicos possam ser estendidos. Para

mais detalhes ver [4], [9].

Seja V um espaco vetorial sobre R. Um conjunto K C V' é chamado convexo, se para

todox,y € K, te+ (1 —t)y e K, YVt €0,1].

Seja K um conjunto convexo. Dizemos que F' : K — R é uma funcao convexa no

conjunto K se Vz,y € K tem-se

Flte+ (1 —t)y) <tF(x)+(1—-t)F(y), Ytel0,1].

Dizemos que F' é estritamente convexa se Vx,y € K, com x # y,

Flte+(1—-t)y) <tF(x)+(1—-t)F(y), Vte€]o,1].

Segundo Ekeland, ref [9], os conjuntos {u : F(u) < a} e {u : F(u) < a}, chamadas

secoes, sdo convexas se F': V — R é convexa. Para cada aplicacdo I : V — R, a secio
dom(F) ={u eV : F(u) < oo},

¢ chamado dominio efetivo (ou simplesmente dominio) de F. Assim, o dominio de uma
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fungao convexa é convexa.

Nestas condi¢des, F : V — R é chamada prépria se F(u) > —oo, Yu € V, e seu

dominio é nao vazio; isto é, existe pelo menos um elemento u € V' tal que F(u) < 400.

A funcgao F é coerciva sobre um espago vetorial normado se

lim  F(u) = 4oo0.

l[ully —+o0

Por que permitir o valor +00?. Se F' é uma é uma aplicacao convexa de K C V em R,

entao podemos associar a F' a funcao F definindo em todo V/ por:

F=F(), se uek

F =400, se u¢K.

Nota-se que, F' é uma fungao convexa se, e somente se, K C Ve FF': K — R sao

convexas.

Na teoria das funcoes convexas, devido a esta extensao, necessitamos considerar fun-
¢oes definidas em todas partes. Uma vantagem é que pode-se definir, para K C V, a
seguinte funcao

0, se uekK

Tic(u) = 2.1)
+oo, se ué¢ K.

A fungao Zx definida acima é chamada indicadora do conjunto K.

Definamos agora um subconjunto do espago produto V' x R que é de muita utilidade,

ja que permite trabalhar com func¢oes e conjuntos indistintamente.

O epigrafo de F : V — R consiste no conjunto

epi(F) ={(u,a) € VxR : F(u) < a}.

Este subconjunto de V' x R é o conjunto de pontos de V' x R que se encontram acima

do grafico de F' e a projegao do epi(F') sobre V nao é outro que o dom(F).
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YA

Figura 2.1: Interpretagao geométrica do epigrafo de F’

Observagao 2.1. O dominio da func¢ao indicadora Zx é o conjunto proprio K e seu
epigrafo ¢ o conjunto K x R{, onde Rf = RT U {0}. Portanto, Z é convexa se, e somente

se, K é um conjunto convexo.

Proposicao 2.1. Uma funcao F' : V — R é convexa se, e somente se, seu epigrafo ¢ um

conjunto convexo.

A demonstragao pode-se encontrar em [9].

Observacao 2.2. Se F': V — R é convexa entdo:

i. Se A é um numero real positivo, entao AF' é convexa.

ii. Se F' e (G sao fungoes convexas de V em R, entao F' + G é convexa.

Outra classe de fungoes de muita utilidade neste trabalho sao as fung¢oes semicontinuas

inferiormente. Para definir esta classe de fungoes consideremos V' um espaco topologico.

Definigdo 2.2. Uma funcio F : V — R ¢é chamado semicontinua inferior (s.c.i.) em
ug € V se
F(up) < liminf F(v).

v—UQ

Diz-se que F' é s.c.i. em V quando F' é s.c.i. em todo ponto de V; isto &,

VueV, F(u)<liminf F(v).

vV—U

Caracterizagoes tteis para fungoes s.c.i. sao dadas na proposi¢ao a seguir.

Proposicao 2.3. Seja F: V — R, entdo:
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i. Fés.ci. em V se, e somente se, o seu epigrado, epi(F'), ¢ um conjunto fechado no

espaco produto V x R.

ii. F'és.ci. em V se, e somente se, para todo A € R o conjunto {u € V : F(u) < A} é
fechado.

A demonstragao pode-se encontrar em [9)].
Observagao 2.3. Se F' e GG sao fungoes s.c.i. entao F' + G é s.c.i.

Exemplo 2.1. A fungao indicadora Zx definida em (2.1) é propria e s.c.i.

De fato, pela definicao de Zx tem-se que Zx é propria.

Por outro lado, por definicao temos

epi(Zi) = {(u,a) € VxR :Zg(u) < a}
= {(u,a) e K xR :Zg(u) < a}U{(u,a) € (V\K) xR :Zg(u) < a}.

Como {(u,a) € (V\ K) X R:Zg(u) < a} =0, entao
epi(Zr) = {(u,a) e K xR:0<a} =K x Ry§.

Ja que, K e R{ sao fechados, entdo o epi(Zx) é fechado. Logo, pela Proposicao 2.3, parte

(i), tem-se que Zg é s.c.i.

Exemplo 2.2. Seja H um espaco de Hilbert. Entao a funcional f : H — R definido
como f(u) = §HuH12q ¢ s.c.i.

Com efeito: Por defini¢ao

epi(f) ={(u,a) € H xR : f(u) < a}.

Seja (u, ) € epi(f), entdo existe (un, v )nen C epi(f) tal que (u,, ) — (u, ), quando
n — oo. Assim, u, — u e «, — «, quando n — oo.

Como (uy, ay,) € epi(f), Vn € N, entao f(u,) < ay, Vn € N. Fazendo n — oo e pela
continuidade de f obtemos f(u) < a.

Portanto (u,«) € epi(f), e assim o epigrafo de f é fechado. Logo, pela Proposi¢ao 2.3,
parte (i), f é s.c.i.

Além disso, f é uma funcao convexa.

No que segue, apresentamos a relagao entre um problema de otimizagao e uma fungao

convexa S.C.1.
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Seja V um espacgo de Banach reflexivo ¢ K # () um subconjunto convexo e fechado de
V. Tomamos uma funcao F' de K em R e assumimos que F' é convexa, s.c.i., e propria.

Estamos interessados no seguinte problema de minimizacao.

Encontrar u € K tal que
F(u) = inf F(v). (2.2)

veK

Em certos casos, é preferivel substituir o Problema 2.2 por um problema de minimi-
zagao ao longo do espago V, para isso utilizamos a fun¢ao indicadora.
Seja F' : V — R, definido como F(u) = F(u) + Zx(u). Entdo

F(u), seue€K,

+oo, seu ¢ K.
Nota-se que F' é convexa e s.c.i., além disso, o problema

F(u) = inf F(v) (2.3)

veV
¢ idéntico com o Problema 2.2: o infimo é o mesmo assim como o conjunto de solugoes.

Teorema 2.4. Seja F' uma fungao convexa, s.c.i. e prépria. Além disso, vamos supor
que o conjunto K ¢é limitado ou que a func¢do F' é coerciva sobre K, isto é, F'(u) — +oo0,
quando |lu|]| = +oo. Entdao o Problema 2.2 possui pelo menos uma solugao. Além disso,

se I' é estritamente convexo sobre K entao o Problema 2.2 possui solugao tnica.

A demonstracao pode ser encontrada em [9)].

2.1 FUNCAO CONJUGADA

Antes de definir uma funcao conjugada precissamos da seguinte definigao.

Definicao 2.5. Um espaco vetorial topoldgico V' é chamado um espago localmente con-

vexo se a origem possui um sistema fundamental de vizinhangas convexas.

Como um caso particular temos os espacos normados: é suficiente tomar o conjunto
de vizinhangas formado pelas bolas centradas na origem.
Seja V' um espago real localmente convexo. As fungdes continuas afins sao do tipo u —

[(u) + a, onde [ é uma fungao linear continua sobre V' e a € R.

Definicao 2.6. O conjunto de funcoes F : V — R que sdo supremos pontuais de uma

familia de fung¢oes continuas afins é denotado por I'(V).
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Nota-se que se F' € I'(V') entao F' é convexa e s.c.i.
No que segue, V' designara um espaco vetorial em dualidade com seu espaco dual topolo-
gico V*. Lembrar que (., .)y+xy denota o produto de dualidade entre V* e V; isto é, para

um funcional u* € V* escrevemos (u*, v)y+xy em vez de u*(v).

Seja F uma funcdo de V em R. Se v* € V* e @ € R, a funcdo continua afim

u— (u*, u)y+xy — a € menor que F' em todas partes se, e somente se

VueV, a > (u', u)yxy — F(u),

ou tabém
a > F*(u"),
se coincidir
F*(u*) = sug {(u*, UWyrxy — F(u)}, (2.4)
ue

A consideragao dos minorantes continuos afins de F' leva-nos portanto, a definir de (2.4)
a funcdo F*: V* — R.
Definicao 2.7. Seja F' : V — R, a funcdo F* : V* — R definida por (2.4) é chamado

fungao conjugada (ou polar) de F'.

A

Figura 2.2: Interpretagao geométrica da funcao conjugada

Podemos limitar em (2.4) para u € dom(F); isto é,

F*(u*) = sup {(u*,u)v*xv — F(u)},
uedom(F)

0 que nos permite ver que F* é o supremo pontual de uma familia de fun¢oes continuas

afins (-, u)y-xy — F(u), para u € dom(F), de V* em R. Portanto pode-se concluir que
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F* € T'(V*), em particular F* ¢ uma fungao convexa e s.c.i.

Propriedades da Funcao Conjugada

i. F*(0) = — infuey F(u).
ii. Se F' < @ entao F* > G*.
iii. Para cada familia (F});c; de fungoes sobre V' tem-se

(fF)" =swp By e (suwpF) <ifF
iv. Para cada A > 0;
(AF)*(u*) = AF* (u*/\) .

v. Para cada a € R;
(F4+a)"=F —a.

vi. Para cada a € V, se denotamos por F, a fungao traslagao F,(v) = F(v —a). Entao

(Fo)(u") = F*(u") + (u, a)vesv

2.2 A SUBDIFERENCIAL

Em éareas aplicadas, frequentemente surgem problemas de otimizacao cuja funcgao
objetivo nao é diferencidvel, mas tem a propriedade de ser convexa. Isto inviabiliza a
aplicacao de uma ampla classe de algoritmos. Contudo, para muitas fungoes, o subdi-
ferencial estda definido em pontos onde a derivada nao existe. KEsta caracteristica e o
fato de poder ser definido em espagos de dimensao infinita fazem do subdiferencial uma

ferramenta fundamental em otimizacao convexa.

Sejam V' um espago localmente convexo, V* seu dual topologico, (-, )y+xy o produto
de dualidade sobre V* x V e F uma aplicacdo de V em R. Dizemos que u* € V* é um

subgradiente de F' em u se

Fv) — F(u) > (u*, v —u)ysxy, YveV.

A interpretacao geométrica é dada na figura (2.3): a fungdo v — F'(u)+(u*, v—u)y«xy

determina um hiperplano nao vertical que suporta o grafico de F' no ponto (u, F (u))
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Figura 2.3: Interpretacao geométrica do subgradiente

Definicao 2.8. Se u € dom(F'), definimos a subdiferencial de F' em u como o subconjunto
de V*
OF (u) = {w* € V*: F(v) — F(u) > (w*,v — u)y+xy, YveV}, (2.5)

e dizemos que F' é subdiferenciavel em u se OF (u) # (.
Se u ¢ dom(F), entdo OF (u) = (). Neste caso dizemos que F' é ndo subdiferenciavel em

u.

Nota-se que OF (u) é o conjunto de todos os subgradientes de F' em u € dom(F).

Exemplo 2.3. A subdiferencial da fun¢ao indicadora Zx, dada em (2.1), no ponto u é:

w* e Vi (w v —wyxy <0, Voe K, se ue K
O = © | ey }
0 , se u¢K.

Com efeito:

Por defini¢ao da subdiferencial temos

{w* e V*: I (v) — Ik (u) > (W', v — wy+xyv, Vo€ K}, se u€ K.
GIK(u) =
0 , se u¢K.

Agora, para u € K temos Zx(u) = 0. Além disso,

e Se v ¢ K, entao Zg(v) = 400 > (w*,v — u)y«xy, € esta desigualdade é sempre

cumprida.

e Sev e K, entao Zx(v) =0 > (w*, v — u)y+xy.
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Observagao 2.4. Se V é um espago de Hilbert, entao podemos identificar, pelo teorema

de Riez-Fréchet, V' com seu dual V*, obtendo que a subdiferencial de F' no ponto u é:
OF (u) ={weV:F()—F(u) > (w,v—u)v, VveV}
onde w é o representante de w* em V.

No Exemplo 2.3, suponhamos agora que a funcao indicadora Zx esta definida sobre

V = H, onde H é um espaco de Hilbert. Entao, da observacao temos que

DT (u) = {wEH: (w,v—u)VSO, VUEK}, se ue K
0 , se u¢K.

onde w é o representante de w* em H.

A proposicao a seguir mostra a relagao entre a subdiferencial e um problema de otimizagao.
Proposigao 2.9. Um elemento @ € V' ¢ um minimo global de F' (isto é, F'(u) < F(u),
Vu € V) se, e somente se, 0 € 0F (u)

A proposicao dada acima é uma consequéncia direta da definicdo da subdiferencial.
Agora vamos introduzir a funcao conjugada para ter uma caracterizacao de um subgra-

diente da subdiferencial.

Proposicao 2.10. Seja F uma funcio de V em R e F** seu conjugado. Entdo u* € OF (u)
se, e somente se,

F(u) + F*(u") = (u", u)y=xy.
Corolario 2.11. O conjunto dF(u), (possivelmente vazio) é convexo e fechado em V*.

Corolario 2.12. Para cada fungao F' de V em R, temos
u* € 0F (u) = u € OF*(u").
Se além disso, F' € I'(V); isto é, F' é convexa e s.c.i., entao
u* € OF (u) <= u € OF*(u").
As demonstragoes podem-se encontrar em [9).
Apresentemos agora algumas propriedades da subdiferencial.
i. Seja F:V = Re A > 0. Para cada u € V, temos

O\F) = \OF (u).
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ii. Sejam Fy, Fy: V — R. Para cada u € V, temos

OF (1) + OFy(u) € O(F1 + Fy)(u). (2.6)

A proposigao a seguir, estabelece para quais condigoes (2.6) satisfaz a igualdade.

Proposigao 2.13. Se Fi, F, €I'(V), e além disso, existir um ponto u € dom(Fy)N dom(F3),

onde F) ¢é continua, entao

O(Fy + Fy)(u) = 0F (u) + 0Fy(u), YuelV.

A demonstracao pode ser encontrada em [9)].
Para fechar esta secao apresentamos alguns resultados da diferencial de Gateaux e Fréchet,

e a relacao com a subdiferencial.

2.3 DIFERENCIAL DE GATEAUX E FRECHET

A teoria da diferenciacao em espacos de dimencao infinita tem seu inicio em 1887 com

V. Volterra quando considerou as derivadas variacionais de funcoes de C ([a, b]) em R.

Uma das motivagoes mais importantes para o desevolvimento do célculo diferencial em
espacos de dimensao infinita vem da teoria classica do calculo das variagoes. Hadamard
J. foi um dos primeiros a ver a necessidade de desenvolver uma teoria da diferenciagao
em espacos de dimensao infinita e esta tarefa foi iniciada por seus discipulos M. Fréchet e
M.R. Gateaux.

A finalidade deste secao é apresentar alguns resultados da diferencial de Gateaux e

Fréchet, e conhecer a relagao con a subdiferencial.

DIFERENCIAL DE GATEAUX

Definicao 2.14. Seja F': U C V — R uma funcao, onde U é um aberto em V. O limite
lim F(UD + th) — F(Uo)

t—0 t

se existir, serd chamado derivada de Gateaux de F' em ug na diregao h € V' e sera denotada

por F'(ug, h).

Como o limite de uma funcao, se existir, é unico, entao uma funcao pode ter s6 uma

derivada de Gateaux em u( na direcao h.
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Observacao 2.5. O valor de F'(ug, h) é a derivada direcional de F' em ug na diregdo
h € V e portanto, a derivada de Gateaux pode ser considerada uma generalizacao das

derivadas direcionais do céalculo diferencial em varias varidveis.

Pode acontecer que exista F”(ug, h) para todo h € V| ou em outras palavras que a

aplicagdo h — F'(ug, h) tenha por dominio todo V. Em este caso, se a aplicagao
h +— F,<UQ, h)

é linear e continua (isto é, se pertence ao dual topologico V*) dizemos que F' é diferenciavel
no sentido de Gateaux, ou Gateaux diferenciavel, em ug. Para se referir esta aplicacao

utilizaremos a notacao
F'(up): V. — R
h — F'(ug)(h) = F'(ug, h)
e serda chamado a diferencial de Gateaux.
Exemplo 2.4. Sejam V um espago normado e F': V — R definida por F(u) = ||ull3.
Para uy = 0, e para qualquer h € V' temos

2 2
F'(0,h) = lim Elally _ 0.

t—0 t

Portanto F' é diferenciavel no sentido de Gateaux em uy = 0 e além disso, sua diferencial

de Gateaux ¢ a aplicacao nula.

Exemplo 2.5. Sejam V' um espago normado e F': V — R definida por F(u) = ||ul|v.

Para ug = 0, e para qualquer h € V' temos

=0.

P20, 1) — tng ALY

t—0 t

Como o limite nao existe, por tanto o funcional nao tem derivada de Gateaux em ug = 0

para nenhuma direcao.

A proposicao a seguir mostra o caso da diferencial de Gateaux é o mesmo que a

unicidade do subgradiente.

Proposicao 2.15. Seja F una funcdo convexa de V em R. Se F é Gateaux diferenciavel
em u € V, entdo F' é subdiferenciavel em u € V' e além disso, vale 0F (u) = {F'(u)}.
Reciprocamente, se F' é continua e finita em u € V' e tem s6 um subgradiente, entao F' é
Gateaux diferenciavel em u e OF (u) = {F'(u)}.
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A demonstracao pode ser encontrada em [9)].

Exemplo 2.6. Sejam H um espaco de Hilbert real e f : H — R uma funcio definida
como f(u) = §||u||§{ Entao f é diferenciavel no sentido de Gateaux para qualquer u € H.
Com efeito: Seja h € H qualquer, entao

Plan — 10D =

t—0 t

L.
= 5 lim (¢l + 20w 1)) = ()

Por ser H um espaco de Hilbert, pelo teorema de Riesz-Fréchet, existe um unico u* € H*

tal que
F/(U,,h):(U,h)H:<U*,h>H*XH, VhEH,

o que implica que f é diferenciavel no sentido de Gateaux em v € H e portanto f é

subdiferenciavel en u € H e além disso vale
Of (u) = {u"} ={f'(w)}.
Agora, pela Observacao 2.4 temos que
0f (u) = {u},

onde u é o representante de u* em H.

A convexidade de uma fungao Gateaux diferenciével pode ser caracterizada na seguinte

proposicao.

Proposicao 2.16. Sejam K C V um conjunto convexo e F' : K — R uma funcao Gateaux

diferenciavel. Entao:

i. F' é convexo sobre K se, e somente se,

F(v) > F(u) 4+ (F'(u),v — w)ysxy, Yov,u€K.

ii. F' é estritamente convexo sobre K se, e somente se,

F(v) > F(u) + (F'(u),v — u)y+xy, Yv,u€ K,v+#u.

A demonstragao pode ser encontrada em [9].
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DIFERENCIAL DE FRECHET

Definicao 2.17. Diz-se que F' é diferenciavel em ug no sentido de Fréchet ou Fréchet
diferenciavel em ug se existir uma aplicacao linear continua L : V' — R tal que

lim F(ug+ h) — F(ug) — L(h)

=0.
h—0 | Rl

Proposicao 2.18. A aplicacao linear e continua L que satisfaz a definicao acima, se

existir, entao é Unica.

Chamamos diferencial de Fréchet da funcao F' no ponto uy & tnica aplicagao linear

continua L que satisfaz a definigao (2.17) e seré denotado por DF'(uy).

Exemplo 2.7. Sejam V um espago normado e F' : V — R definida por F(u) = ||ull?.
Temos que F' ¢ Fréchet diferenciavel na origen, com diferencial DF(0) = © (onde ©
denota a aplicagao linear nula sobre V).

De fato:

L FO+h) = FO) = 0(0) _ [l _

= =0
h—0 IRAIR% h—=0 ||Al|

Observagao 2.6. Se V tem dimensao finita, a diferencial de Fréchet de uma fungao
¢ a diferencial ordinaria e reciprocamente ja que, toda aplicacao linear em espagos de

dimensao finita é continua.
Teorema 2.19. Seja F' : U C V — R, onde U é um aberto. Se a funcao F' é Fréchet

diferenciavel em ug € U, entao F' é continua nesse ponto.

Se Fi,F; : U — R sao Fréchet diferenciaveis em ug e a, 8 € R entao aFy + BF; é

Fréchet diferenciavel em ug e além disso,
D(OéFl + BFQ)(U[)) = C(DF1<U0) -+ BDFQ(U())

RELACAO ENTRE AS DUAS DIFERENCIAIS

Proposigao 2.20. Seja F': U C V — R uma funcgao diferenciavel no sentido de Fréchet

em ug, entao F' é diferenciavel no sentido de Gateaux nesse ponto e além disso, DF(ug) =

F'(u).

Proposigao 2.21. Seja F': U — R. Se a diferencial de Gateaux F’(ug) existir em algum
entorno de ug € U e é continua em wug, entao F' é Fréchet diferencidvel em ug e além disso,
DF(U()) = F/(UO>.

As demonstragoes poden ser encontradas em [17].
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3 INEQUACOES VARIACIONAIS

O estudo das inequagoes variacionais, ou também chamadas desigualdades variacio-
nais, é uma teorfa que foi desemvolvida no inicio dos anos sessenta na Italia pelos pro-
fessores Guido Stampacchia e Fichera. Stampacchia, motivado pela teoria do potencial,
enquanto Fichera motivado pelos problemas da mecanica (elasticidades com restrigoes
unilaterais). Na atualidade, a teoria das desigualdades variacionais estimulou na mate-
mética novos resultados das equacgoes diferenciais parciais nao lineares. Além disso, as
desigualdades variacionais tém respondido a muitas questoes de macéanica, fisica, otimiza-
¢ao e controle 6timo, programacao matematica, etc, sendo agora considerada como uma

ferramenta em varias dreas da matematica aplicada.

Nesta se¢ao abordaremos alguns espectos das inequagoes variacionais. Mas, para saber
o que é uma inequacao variacional, apresentaremos alguns exemplos que dao origem a estas

inequagoes.

Exemplo 3.1. Seja f : [ = [a,b] — R uma funcao diferenciavel e seja zo € I o ponto

onde f atinge seu minimo, isto é,

f(zo) = min f(z).

zel
Entao, podem acontecer 3 casos:
e Caso 1. Se zg = a, entao f'(z) > 0.
e Caso 2. Se a < xy < b, entdo f'(z) = 0.

e Caso 3. Se xg = b, entao f'(zo) <0
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caso 2 caso 3

f (@) f(x)

To=a b a o b a b=xo

Figura 3.1: Representacao dos minimos de f nos casos do Exemplo 3.1

Estas condigoes podem ser resumidas com o problema de encontrar xy € I tal que:
f(zo)(x —20) >0, Vzel. (3.1)

Esta desigualdade é chamada inequagao variacional.

Exemplo 3.2. Seja agora uma funcao real de classe C! definida num conjunto X C R”

fechado e convexo. Se existe algum xy € K tal que

f(zo) = min f(z), (3.2)

zel

entao xg satisfaz
xo € K, Vi(zo)(x —x9) >0, VazekK. (3.3)

Com efeito:
Como K é convexo, entdo para todo = € K o segmento de reta (1 —t)xg+tr = xo+t(x —

z9), 0 <t <1 pertence a K. Observe que a fungao

o(t) = flxg+t(xr —z0)), 0<t<1,
atinge seu minimo em ¢ = 0; assim, do Exemplo 3.1 temos

¢'(0) =V f(zo)(x —x9) >0, VzeK.
Consequentemente, o ponto xq satisfaz a equagao variacional (3.3).

Sendo K fechado e convexo, quando ele for limitado, entao a existéncia de pelo menos
um zy ¢ imediata, pois uma funcao continua num compacto atinge seu minimo y seu

maximo.

Observacao 3.1. Em geral, uma solugao de (3.3) nao é solugao de (3.2) a menos que f

seja convexo.
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De fato: sendo f convexo temos que f(x) > f(zo) + V f(xo)(z — x0),Va € K, e como
V f(xo)(x — x0) > 0, temos que f(z) < f(z) ,Vz € K.

Os dois exemplos considerados podem ser resolvidos por meio do célculo. O seguinte
exemplo é similar aos problemas do calculo de variagoes, ja que estas fungoes se encontram

em espacos de dimensao infinita.

Exemplo 3.3. Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira 0€) e seja 1) uma fungao

dada sobre Q = Q U 0N satisfazendo
mgxw >0 e 1 <0,sobre 0f2.

Defina
K={vel'(Q):v>vYemQev=0sobre 90},

um conjunto de func¢oes convexas, que assumimos nao vazio. Se existe u € K tal que,
|Vul? = min [ |Vul?,
0 veEK [¢)

ue K : /Vu.V(v—u)z(), Ve K.
0

entao u satisfaz,

Com efeito: Analogamente ao Exemplo 3.2, como K é convexo entao Vv € K, u+t(v—u) €

K, Vt € [0,1], Observe que a fungao real
o) = [ IVt -, 0<t<1,
Q
atinge seu minimo em ¢ = 0. Assim, pelo Exemplo 3.1 temos ¢'(0) > 0. Como

Vu+tlv—u)? = |Vu+tV(v—u)l
= |Vul> +2tVu.V(v — u) + t*|V(v — u)|?

entao
¢’(O):1i_r)%w = 11_{%(2/QVU.V(U—U)—i—t/Q|V(v—u)]2)
= 2 [ VuV(v—u).
/Q u.V(v—u)
Assim;

ue K : /VU.V(U—U)ZO, Ve K.
Q
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Depois dos exemplos apresentados acima, vejamos agora alguns resultados da teoria

das inequacoes variacionais.

3.1 INEQUACOES VARIACIONAIS EM R”

Nesta se¢ao, estudaremos as inequagcoes variacionais num espaco de dimenssao finita,

mas precisamos de alguns outros resultados.

3.1.1 Ponto fixo

Muitos problemas da analise nao linear podem ser resolvidos por meio dos teoremas
de ponto fixo.
Seja uma aplicagao F': A — A. Un ponto z € A é chamado ponto fixo de F se F(x) = x.

Em outras palavras, os pontos fixos de F' sdo solugoes da equagao F(x) = x.

No que segue, enunciamos o teorema de ponto fixo de Banach (chamado também

teorema da contragao), mas precissamos da seguinte definigao.

Definicao 3.1. Seja S um espac¢o métrico com a métrica d. Uma aplicacao F': S — S é

chamada uma contragao, se existe « € [0, 1), tal que,
d(F(z), F(y)) < ed(z,y), Vz,y€eS.

Observacgao 3.2. Observe que, se F' é uma contragao, entao ¢ uniformemente continua,

como uma aplicacao de S em S.

Observe também que o escalar « é estritamente menor que 1. No caso em que a

aplicacao I’ nao é uma contracao, mas satisfaz a desigualdade
d(F(z), F(y)) <d(z,y), Va,yeSs,
entao F' é chamado nao expansiva.

Teorema 3.2. (Ponto fixo de Banach) Seja S um espago métrico completo e seja F' :
S — S uma aplicagao contragao. Entao existe um tnico ponto fixo de F.
A demostragao do teorema pode ser encontrada em [12].

Outro teorema fundamental é o teorema de ponto fixo de Brouwer.

Teorema 3.3. (Ponto fixo de Brouwer) Seja B C R" a bola fechada e F' : B — B uma
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aplicagao continua, entdo existe x € B tal que F'(z) = x; isto é, F' admite pelo menos um

ponto fixo.

A demostragao do teorema pode ser encontrada em [12].

Observacao 3.3. Como um homomorfismo preserva as propriedades topologicas, entao
o teorema de ponto fixo de Brouwer se cumpre para qualquer conjunto K homeomorfo &
bola fechada B C R™.

Com efeito:

Seja F': K — K uma funcao continua e g : K — B um homeomorfismo, entao a aplicacao
h:=goFog™:B — Bé&continua. Pelo teorema de ponto fixo de Brouwer existe x € B

tal que h(z) = x. Logo y = g~ *(x) ¢ ponto fixo de F.

Da obsevacao, temos que o teorema de ponto fixo de Brouwer também é verdadeiro
para qualquer conjunto compacto e convexo de um espaco normado de dimensao finita.

O objetivo da se¢ao seguinte é apresentar essa extensao.

3.1.2 Caracterizacao da projecao sobre um conjunto convexo

Nesta secao consideramos a projegao sobre um conjunto convexo em um espaco de

Hilbert H, j& que neste contexto sera ttil no que segue.

Lema 3.4. Seja K # () um conjunto fechado e convexo de um espaco de Hilbert H.

Entao, para cada x € H, existe um tnico y € K tal que,

|z —yl| = dist(z, K) = inf ||z —n]|. (3.4)
nekK
O ponto y € K que satisfaz (3.4) ¢ chamado projegao de x sobre K e escrevemos
y = Pxx.

Note que
Pxx =2, paratodo ze€ K.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [12].

O teorema seguinte nos fornece uma caracterizagao para o operador projegao.
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Teorema 3.5. (Caracterizagao da Proje¢ao) Seja K um conjunto fechado e convexo de

um espago de Hilbert H. Entao y = Pxx é a projecao de = sobre K, se e somente se,

ye K : (x—y,n—y)HSO, VneK. (3.5)

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [12].

Figura 3.2: Interpretacao geométrica da projecao.

Como pode-se observar na figura, a razao da desigualdade no teorema dado acima, é

que o angulo # que formam os vetores é obtuso.

Corolario 3.6. Seja K um conjunto fechado e convexo de um espago de Hilbert H. Entao

o operador Pg : H — K é nao expansivo; isto é,

| Prx — Pa!||g < ||z —2'||g, Vaz,2' € H. (3.6)

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [12].

Observagao 3.4. Do Corolario 3.6 tem-se que o operador Py é continuo.

Um teorema muito importante que temos que lembrar é o teorema de Moreau, ja
que este caracteriza as projegoes para cones convexos fechados em espacos de Hilbert.
Um subconjunto K # () de um espaco de Hilbert H ¢ um cone convexo se K é fechado
sob adi¢ao e fechado sob multiplicacao por escalares positivos. Consideremos que K é um

cone centrado na origem; iste é, o elemento 0 € K.



47

Definigao 3.7. Seja K C H um cone covexo fechado centrado na origem. O subconjunto

do espaco de Hilbert H
Kt={yeH: (x,y)HSO, Voe K},

¢ chamado cone polar de K.

Figura 3.3: Interpretacao geométrica do cone polar.

Teorema 3.8. (Teorema de Moreau) Se K C H ¢ um cone fechado convexo, H um
espaco de Hilbert e K+ seu cone polar. Entao para x,y,z € H, as seguintes afirmacoes

sao equivalentes:

(i). z=z+y, ze€K, yeK" e (z,y),=0.

(ii). x =Pz e y=Pgrz

Demonstragao:

Suponha que acontece (i), entao para todo p € K temos

(z=zp—2),=(Wp—2),=(p),— (2),=(p), <0

Pelo Teorema 3.5 temos x = Py z. Analogamente, Vq € K+

G=9.0-9)y=(@.0-9)y = (2.9, — (@.9), = (¢.9), <0

Pelo Teorema 3.5 temos y = Py 2.
Reciprocamente, suponha que (ii) ¢ vélido; isto ¢, v = Pxz e y = Pgiz. Pelo Teorema
3.5 temos

(z—x,p—x)HSO, Vpe K,
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em particular:
se, p=0 temos (z — a:,a:)H >0,
se, p=2r temos (2 — x,x)H <0,

e assim (z — x,x)H =0.
Denotar u = z — x; entao (x,u)H = (u, x)H =0.
S6 resta mostrar que u = y.

Primeiro vamos mostrar que u € K+ <= (u,p)H <0, VpekK.

(u’p)H:(u’p)H_O - (’ ) ( )H’
= (wp—2x),,

= (z—x p—x)

Pelo Teorema 3.5 temos que (u,p)H = (z —z,p— x)H <0, Vpe K. Logou € K+ e

assim para todo ¢ € K=, obtemos

(2 —uq - U)H = (2,9 _U)H = (x’q)H - (l.’u)H - (w’q)H <0.
Entao pelo Teorema 3.5 temos u = Py 12 e pela unicidade da projegao temos u =y. H

Outro resultado da projecao sobre um cone convexo num espaco de Hilbert é o se-

guinte:

Teorema 3.9. Sejam K um cone fechado convexo num espacgo de Hilbert H, Pk a pro-

jecao de H sobre K e z,y € H. Entao:
i P2 = Pg.
ii. Pg(ax) = aPk(z), para a > 0.
ili. Pg(z+vy) = Px(x)+ Pk(y) se, e somente se

(PK(x)>y)H - (PK(x)aPK@))H - (x’PK(y))H'

iv. (z— Px(z), PK(y))H <0.

v. (z — Px(x), Px(x)), = 0.

Teorema 3.10. Seja K C R™ um conjunto compacto e convexo e seja F': K — K uma

aplicacao continua. Entao F' admite pelo menos um ponto fixo.

A demonstracao deste teorema pode ser vista em [12].



49
3.1.3 Um primeiro teorema sobre inequacgoes variacionais

No estudo das inequagoes variacionais, estamos interesados frequentemente com uma
aplicacao F' de um espaco linear X ou um subconjunto convexo K C X, em seu dual X*.
Lembrar que o espago dual topologico (R™)* de R™ é o espago de todas as formas lineares
continuas

a:R" — R
(3.7)
€T — <a,x>(Rn)*XRn
definidas sobre R™. Por outro lado, pelo teorema de Riesz, podemos sempre identificar
(R™)* com R™. Por exemplo, podemos identificar a € (R")* com o elemento ma € R™ tal

que

(a, ) @y xrn = (TQ, T)rn,

onde 7 : (R™)* — R" é a identifica¢do e (.,.) é o produto escalar sobre R".

Finalmente, a funcao

F:R” > (R,

¢ continua se cada uma das fungoes Fi(x), Fy(z), ..., F,(x) determinada pela relagao
(F(2),y)@nysxn = (7F(2),9)rn = Y Fj(2)y; ,
J

é continua.

Teorema 3.11. Sejam K C R" um conjunto compacto e convexo e F': K — (R™)* uma

aplicagao continua. Entao existe um z € K tal que

<F(CE), y - CE)(Rn)*XRn Z 0, Vy < K (38)

Demonstracao: Como a aplicagao 7 é continua, pois ¢ um isomorfismo isométrico que

identifica R™ e (R™)*, entao a aplicacdo
Pi(I —nF): K — K, (3.9)

é continua, ja que [z = x é também continua.

Portanto, pelo Teorema 3.10 Py (I —7F') admite um ponto x € K tal que Px(I—7F)x = x,
assim © = P (x—mF(x)). Por conseguinte, pelo Teorema 3.5, ((z—nF(x))—x,y—),, <
0, Vy € K, e assim (WF(m),y—az) >0, Vy e K.

Logo

Rn

(F(z),y — z)®nyxrn >0, VyeK.
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A seguinte figura mostra a interpretacao geométrica do teorema.

. x-mF(x)
= (@ 7F(2)) = nF(x)
x = Pg(x — mF(x))

Figura 3.4: Interpretagao geométrica do Teorema 3.11

No Teorema 3.11 temos que, por ser K fechado, x E[O( ou z € 0K. O seguinte

Coroléario mostra o caso quando x pertence ao interior de K no Teorema 3.11.

Corolario 3.12. Seja x uma solugao de (3.8) e suponha que z E[c;'. Entao F(x) =0

Demonstracao: Se x € [O( , entao os pontos y — x descrevem uma vizinhanca do origem,;
isto é, para todo £ € R", existe um ¢ > 0 e y € K tal que { = ¢(y — x). Assim, de (3.8)
temos,

(F(2), ) mnyxrn = (F(2),y — )@y xrn 20, VEER™ (3.10)
Por outro lado, para —¢ € R", existe € > 0 ey € K tal que —¢ = €(y — ). Logo, de (3.8)
temos,

<F(.Z‘), _§>(R”)*><R” = E(F(l’),@ - x>(R")*><]Rn > O, (3.11)

entao de (3.10) e (3.11) segue,
(TF(2), &) gn = (F(2), &) @nyrxmn =0, VEER™

Em particular para £ = 5;, i = 1,...,n tem-se (WF(x),ﬁi)Rn =0, onde {f1,B2,...,0} €

n

uma base ortonormal de R". Como wF(x) = Z a;f3; entao,
j=1

0:(WF(I’)7/BZ.>RTL:<Zaj/8j’6i):/6i’ \V/Z:]_,,TL
j=1
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Logo, mF'(z) = 0 e por tanto F(z) = 0. |
No que segue, enunciamos o caso quando x pertence a fronteira de K, mas precissamos

da seguinte definicao.

Definicao 3.13. Seja K um conjunto convexo de R” e x € K. Um hiperplano

<CL, Yy — I>(Rn)*XRn = O, a € (Rn)*\{O},
é chamado um hiperplano suporte de K se,

<a'7y_x>(R”)*><]R":O7 vyEK

A seguinte figura mostra a interpretacao geométrica da defini¢ao acima.

<a7y_$> :<7Ta,y—x):0

Figura 3.5: Interpretacao geométrica do hiperplano

Corolario 3.14. Seja z uma solugao de (3.8) e suponha que z € OK. Entdao F(x)

determina um hiperplano suporte para K, sempre que F(z) # 0.

Dadas as ferramentas, agora estudemos o problema de inequacao variacional em R™.

3.1.4 Inequacgoes variacionais

Considere o seguinte problema:
Dado K C R™ um conjunto fechado e convexo, ¢ F': K — (R™)* uma aplica¢do continua,
encontrar

reK : (F(x),y—2)®)yxr >0, Vyek. (3.12)
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Note que, se K é limitado, entao pelo Teorema 3.11 o Problema (3.12) tem solugao.
Mas até agora nao temos resultado algum quando o conjunto K é s6 fechado e convexo.
Para garantir a solu¢ao do problema dado precisamos definir um novo conjunto, para
depois enunciar o teorema que estabelece uma condi¢ao necessaria e suficiente para a

existéncia de solugoes do Problema (3.12).

Dado um conjunto convexo K, definamos o conjunto Kr = K N By, onde B C R"
é a bola fechada de raio R e centro no origem. Note que Ky é limitado, pois Kr C Bg,
e ja que a intersecao de uma familia qualquer de fechados é fechado. Entao retornando a
nosso F': K — (R™)*, notamos que o Teorema 3.11 garante pelo menos uma soluc¢ao para

o Problema (3.12) em Kp; isto é, existe
tp € Kp ' (F(zg),y — 2p)®nyxrrn >0, Vye€ Kg. (3.13)
sempre que Kp # ().

Teorema 3.15. Seja K C R™ un conjunto fechado e convexo, e seja F': K — (R™)* uma
aplicacao continua. O Problema (3.12) tem solugao se, e somente se, existe um R > 0 tal

que a solugdo zr € Kg de (3.13) satisfaz

[zRllrn < R. (3.14)

Demonstracao: Primeiro mostraremos que se o Problema (3.12) tem solugao, entao
existe R > 0 tal que a solugao xg € Kg de (3.13) satisfaz ||zg|| < R.

Com efeito: Seja Z solugdo do Problema (3.12), entéo
56[( : <F(E),y—§>(Rn)*XRnZO, vyEK

Seja € > 0 qualquer. Tomar R = ||Z|| + ¢, entdo ||z|| < R. Por tanto = € K = K N B,
obtendo assim que Z ¢ solugao de (3.13).

Reciprocamente, suponha que existe R > 0 tal que a solugdo zxr € Kg de (3.13) satisfaz
(3.14). Ja que |zg|| < R, entdo para € > 0 suficientemente pequeno w = xg+€(y —xg) €

Kg, Vy € K. Por conseguinte,

o que significa que xp é uma solu¢ao do Problema (3.12). |
Deste teorema apresentamos, no seguinte Corolario, uma condigao suficiente para a exis-

téncia de solu¢ao do Problema (3.12) na qual é util e apresenta a nogao de coercividade.
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Corolario 3.16. Seja F' : K — (R")* que satisfaz

<F(£L’) - F(I‘o), T — .Z‘0>(Rn)* < R™
lz = o[

— +00, quando ||z||gn = +o00, Vz € K (3.15)

para algum xy € K. Entdo existe uma solugdo do Problema (3.12).

Demonstracao: Por definicao de limite temos que V M, 3R > 0 tal que
(F(x) = F(z0),® — 2o) ®nysxrn > M|z — zo|lgn, Ve K, |z|r > R. (3.16)

Como zg € K ¢é fixo. Escolher M > ||F(xo)||g~, entao existe R > 0 que satisfaz (3.16).

Pela lei da tricotomia temos
||.170||Rn >R ou ||J}0||Rn =R ou ||IOHR” < R,

mas ||zo|lgr # R, pois se ||zg||gn > R entao de (3.16) teriamos 0 > 0 o que ¢ absurdo. De
(3.16) temos

V

(F(z), T — %0) (Rn)* xR" M|z — xo||rn + (F(%0), * — T0) (Rn)* xRr

v

M|z — xollgn — [|F(z0)||rn |7 — 20 ||rn
(M —||F(x0)|lrn) |z — 2o||rn
(M*HF(SC())HRn) (Hl’”Rn*”I’OHRn), V€& K, ”-’EHR" > R. (317)

v

Se ||zo||re = R, entao de (3.17)

Note também que (3.18) satisfaz para ||z||g» = R.
Seja xgr € Kr = K N Br C K solugao de (3.13). Se ||zg|lgr = R, entao de (3.18)

(F(xR), xR — 20) ®n)*xrr > 0 (3.19)
mas, como zr € Kg é solugao de (3.13), entao
(F(zg),y — Tr)mry*xrr >0, Vy € Kp,
em particular para y = zg, pois ||zo||grr = R, temos
(F(zRr), 20 — TR) @) xrr > 0.

Logo,

(F(zg), Tr — o) ®r)xrr = —(F(TR), o — TR)®r)*xrr <0,
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o que contradiz (3.19). Por tanto ||zg|g- < R. Agora, pelo Teorema 3.15, o Problema
(3.12) tem solugao.
Se ||zo||rn < R, entao de (3.17)

(F(2), 2 — 2o} gryexzn > (M — | F(zo)llz) (el — llzollz) > 0, para |al| = R

Seguindo um procedimento anélogo desde (3.18) em diante temos que o Problema (3.12)
tem solucao. [ |
As condigoes do Corolario 3.16 e as que implican unicidade sao tteis no estudo de um
problema de inequagcao variacional. Geralmente, a solu¢ao para um problema de inequa-
¢ao variacional nao é tnica. Porém, existe uma condi¢cao de monoticidade a qual garante
a unicidade da solugdo. No que segue, apresentamos defini¢goes (de coercividade e mo-
noticidade) e logo o teorema que garante a unicidade para um problema de inequagao

variacional.
Definigao 3.17. A condigao (3.15) do Corolario 3.16 é uma condic¢ao de coercividade.

Definigao 3.18. Seja uma aplicagao F' : K — (R")*. Chamamos F uma aplicagao
monotona se

(F(z) = F(2),x — &) gnyrxrn >0, Va,2' € K. (3.20)
F é chamada estritamente monotona se satisfaz a igualdade s6 quando x = 2'; isto &,
(F(z) = F(2'),x — ") mnysxpn >0, Vz,2'€e K, x#a" (3.21)

Teorema 3.19. (Unicidade) Seja F' : K — (R™)* uma aplicagao estritamente monétona

sobre K. Se existe solugao para o Problema (3.12), entdo a solugao é unica.

Demonstracao: Suponha que z e 2’ sdo solugoes distintas para o Problema (3.12).
Entao

re K : (F(z),y — x)®nyrsxmn >0, VyeK, (3.22)

x/ € K . <F(l'/), 'y - x/>(R7L)*XRTL Z O, vy € K (323)

Substituindo y = 2’ em (3.22), y = z em (3.23) e somando as duas desigualdades obtemos
(F(z) = F(2'),x — &) @nysxrn <0,

contradizendo a defini¢do de uma aplicacao estritamente monotona. Por tanto, z = z/. B
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3.1.5 Alguns problemas que levam as inequacgoes variacionais

Nesta secao, vamos tocar levemente em alguns problemas associados as inequagoes
variacionais. Além disso, discutirenos a conexao entre as fungoes convexas e operadores

mono6tonos.

Sejam f € C'(K), K C R™ um conjunto fechado convexo e f(x) = grad f(z) =
Vi(x).
Neste momento nao fazemos a distin¢ao entre R™ e (R™)*.
Um problema de otimizagao é caraterizado pela sua funcao objetivo que deve ser maximi-
zada ou minimizada, dependendo do problema. A funcao objetivo inclue expressodes que
representam custos, participacao do mercado, etc. Problemas de otimizagao irrestrita e
restrita podem ser formulados como problemas de inequacao variacional.
As seguintes duas proposicoes identificam a relacao entre um problema de otimizagao e

um problema de inequacao variacional.

Teorema 3.20. Suponha que existe um x € K tal que

f(x) = min f(y).

yeK

Entao z ¢é a solugao do problema de inequagao varicional

reK : (F(z),y—z)>0, VyekK.

A demonstracgao foi feita no Exemplo 3.2.

A reciproca é verdadeira desde que f é convexa.

Teorema 3.21. Suponha que f é convexo e x satisfaz
veK : (F(z),y—z)>0, Vyek.

Entao
flz) = min f).

Demonstracgao: Ver Observagao 3. [ |

Proposicao 3.22. Seja f: E — R, E C R", uma fun¢ao convexa (estritamente convexa)

continuamente diferenciavel. Entao F(z) = V f(x) ¢ mondtona (estritamente monétona).

Demonstracao: Dado z,2’ € F, entao

flx) = f(z)+ (F(x'), x — x')) (3.24)



56

f") = f(z)+ (F($), — x)) (3.25)
Somando (3.24) e (3.25) obtemos
(F(2') — F(z),2' —2)) >0, Va2 €E.

Portanto F' € mondétona. [ |
Para concluir este capitulo mencionamos um problema de programacao matematica que

pode ser levado a um problema de inequacao variacional.
Seja
R" = {x:(arl,--- ,xy) ER" 1y >0, ‘v’izl,...,n}

o cone fechado convexo de R" e seja I : R, — R".

Encontrar zg € R’; tal que
F(I’Q) c RZL_ c (F(.I'o), l‘o)) =0

O problema dado acima é chamado Problema de Complementariedade.

Para dar solugao este problema consideremos o seguinte resultado.

Teorema 3.23. O ponto 7y € R} é uma solugao do problema de complementariedade

se, e somente se,

o ERY + (F(xo),y —x0) >0, VyeR]. (3.26)

Demonstragao: Note que, se xg € solucao do problema de complementariedade, entao

(F(z0),y)) >0, Vy € R?, e assim

(F(xo),y — xo) = (F(xo),y)) — (F(xo),xo)) = (F(xo),y)) >0, VyeR].

Reciprocamente, se g é solugao da inequagao variacional, entdo satisfaz (3.26). Em

particular, para y = zo + ¢; € R}, obtemos
0 < (F(xo),xo + i — o) = (F(w0), ;) = Fi(wo),

ou F(zo) € R?. Portanto, tomando y = 0, obtemos de (3.26) que (F(z¢),z) < 0, mas
como o, F'(zg) € R}, entao (F(:L'O),xo) > 0, o que implica (F(xo),xo) = 0. [ |
O proximo passo a mostrar é a existéncia e unicidade da solugao de um problema de

inequacao variacional definida num espaco de Hilbert real de dimensao infinita.
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3.2 INEQUACOES VARIACIONAIS EM ESPACOS DE
HILBERT

Muitas questoes interessantes na teoria das desigualdades variacionais podem ser for-
mulados em termos ds formas bilineares sobre espagos de Hilbert. Isto ¢ uma generalizacao
da teoria variacional de problemas de valor na fronteira para equagoes lineares elipticas.
Seja H um espago de Hilbert real de dimensao infinita com produto interno (u,v) g ©
norma |[ul|}; = (u,u),. Denotemos por H* o espago dual de H, e a relagio entre H* e

H dada por
H*xH — R

f,x — (f, ) Bexn
chamada o producto de dualidade entre H* e H.
Seja
a:HxH — R
U, v — a(u,v)

dizemos que:
e a(u,v) é uma forma bilinear real em H, quando é linear em cada variavel.
e a(u,v) é continua, se existir 5 > 0 tal que

|a(u7 U)| < ﬁHUHHHUHH, Vu,v € H.

e a(u,v) é coerciva, se existir o > 0 tal que a(v,v) > a|jv||%, Vv € H.
e a(u,v) é simétrica, quando a(u,v) = a(v,u), Vu,v € H.

Observemos que se a(u,v) é uma forma bilinear, continua coerciva e simétrica, entao

a(u,v) induz um produto interno. Além disso
allvlli < a(u,v) < Bllullyy, YveH,

. /2,

isso mostra que [a(u,v)] /* 6 uma norma em H.

Consideremos agora o seguinte problema de inequagao variacional:

Sejam a(u,v) uma forma bilinear, continua e coerciva, KX C H um conjunto fechado e

convexo e f € H*. Encontrar

we K @ alu,v—u) > {f,v—u)gxy, VveK. (3.27)
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Observemos que uma aplicacao A : H — H* linear e continua define uma forma bilinear
se consideramos

a(ua U) = <Au7 U>H*><H-

Reciprocamente, uma forma bilinear a(u,v) define uma aplicac¢do linear e continua A :

H — H* se considerarmos
v — a(u,v), paracadav e H.

Portanto, é possivel reescrever o Problema 3.27 da forma seguinte:

Encontrar

we K : (Au— f,v—u)gxpy, VveK.

O teorema a seguir garante a existéncia e unicidade do Problema 3.27.

Teorema 3.24. Sejam H um espago de Hilbert, X C H um conjunto nao vazio fechado
e convexo, f € H* e a(u,v) uma forma bilinear continua e coerciva. Entao existe uma
unica solugao para o Problema (3.27). Além disso, a aplicagdo f — u é Lipschitz; isto é,

se uy, ug sao solugoes do Problema (3.27) correspondentes a f1, fo € H*, entao

Jur — wlir < ()1~ Sl (3.29)

Observe-se que a aplicagao f — wu ¢é linear se K é um subespaco de H.

Demonstragao: Primeiro mostraremos a desigualdade (3.28). Suponha que existem

uy,uy € H solugoes do Problema (3.27), entao
we K+ alu,v—uw) > (fi,v—u)pgxn, YVveEK,i=12

Fazendo v = us na inequacao variacional para u; e v = u; para us, obtemos mediante
adicao
a(uy — ug,up — ug) < (fi — fo,u1 — u2)gexp-

Pela coercividade de a, existe a > 0 tal que

allur — ua)3 < (fi = fo,ur — ) e < | fr — foll3 lus — szl

e assim

1
|1 — usllm < (E)Hfl — follm+-
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S6 resta mostrar a existéncia de v no qual sera feita em dois casos.

CASO I: Suponha que a(u,v) é simétrica Defina o funcional
J(U) :a(u7v)_2<.f7u>H*><Ha ueH.
Ja que

J(u) > allulf —2[|f]
1
> P

> allullf; — ~|1f

i

i — olull

2
H*

entao J é um funcional limitado inferiormente, entao

1
—j > =
d=inf J(u) = —||f]

?{* > —00.

Seja (U )nen Uma sequéncia minimizante de J em K tal que
1
{u, € K:d < J(u,) <d+—}.
n
Aplicando a lei do paralelogramo e pela convexidade de K obtemos

o[ty — uml|* < altn — U, Un — Up,)

1 1
= 2a(Up, Up) + 2a(Up, Up,) — 4a(§(un + Up,), §(un + Upm)).

Como

ACF, e AU ) 11— 8L, 5+ e =0,

entao

1
ol — uml|* < 2J(up) + 2J (up) — 4J(§(un + Un))

< 2(5 + E)'

Portanto (u,)neny € uma sequéncia de Cauchy, e como H é um espago de Hilbert, entao
existe ug € H tal que u, — ug em H, quando n — oco. Ja que K é um conjunto fechado
temos ug € K e pela continuidade de J obtemos J(u,) — J(up). Assim, pela unicidade

do limite J(ug) = d.

Agora, pela convexidade de K, para todo v € K, ug+e(v —ug) € K,0<e<1le
d
J(ug + (v —ug)) > J(ug). Entao d—J(uo +e(v — ug))|s=0 > 0. Em outra palavras
5

2ea(ug, v — ug) + 52(1(1) — g, v — ug) — 26{f, v —up)grxpy > 0,
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ou

1
a(uo,v — uo) > (f,v — uo)mexm — Esa(v —up,v —up), VeE [07 1]-

Fixando € = 0, obtemos
a(ug,v —ug) > (f,v —ug)pgrxnu, YveEK.

Portanto ug ¢ solugao do Problema (3.27).
CASO II: Suponha que a(u,v) nao é simétrica.
Dado uma forma bilinear a(u, v), existe uma aplicagdo A : H — H* linear e continua se

considerarmos a(u,v) = (Au, v) g pr. Assim
(Au,v —u)gexn = a(u,v —u) > (f,v —w)ygexn, VveEK,
0 que equivale a
(p(Au— f),v —uypg«xg >0, Yve K, ep>0. (3.29)

Sejam
l-H — H*
v —= Iu :H — R
v <IU,U>H*XH:(U,U)H
o isomorfismo canoénico e J ="' : H* — H.

Entao (3.29) pode ser equivalente a

(u—J(Iu—p(Au— f)),v—u), >0, YveK.

H —_—
Defina o operador
T,: K — H*
v = Ty=1Iv—p(Av — f).
Entao

(u—J(Tyu),v—u), >0, Vvelk. (3.30)
Logo, pelo Teorema 3.5, a desigualdade (3.30) acontece se, e somente se, u é a projegao
de J(Tpu) sobre K; isto é,

u= Px(J(Tu)) = Px o J o Ty(u),

o que equivale dizer que u ¢ ponto fixo de Px o J o T,,. Portanto, tudo leva mostrar a
existéncia do ponto fixo u.

Pelo teorema de ponto fixo de Banach, u ¢ um ponto fixo de Px o J 0T}, se, e somente se,
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Py o J o}, ¢ uma contracao.
Sabemos que S, = Py o JoT,: K — K. Entao vamos mostrar que .S, ¢ uma contracao.

Com efeito: dados v, w € K, temos pelo Corolario 3.6

1Pk (J © Ty(v)) = Pr(J o T(w)) |17

< (Tp(0)) = J(Tp(w)) |

= (J(T(v) = J(Tp(w)), J(T,(v)) = J(Tp(w)))

= (v—w—pJ(Av— Aw),v —w — pJ(Av — Aw)) ,

— o =l — 20(J(Av = Aw), v — ), + oI (Av — Auw);

HSpU - SpwH%{

Como I : H — H* ¢ uma isometria, entao J = I~! também é uma isometria, e portanto
|J(Av — Au) ||y = ||Av — Aul|g.

Além disso, como (Tu, v)gsxpy = (u, U)H, entao para Jg € H, g € H*, tem-se
<I(Jg)7U>H*><H = (Jg,U)H
e assim (g, V) gexg = (Jg,v)H. Logo
Ispv — Spwllz; < llv —wllf = 2p(Av — Aw, v — w) e + p*|| Av — Awl[3;.
Mas, como a(u,v) é coercivo e A é continuo
o (Av— Aw,v —u)gxg = (Alv —w),v — W) gewg = alv —w,v —w) > allv—w||%.
o ||Av — Awllg = ||[A(v — w)||g < ¢||lv — w]|| g, para algum ¢ > 0,
o que implica

Ispr = Syl < llv = wlf = 2pallv —wlf + p*flv — wly
= (1—2pa+pP)|v—wlF.
2 2 < 20
Note que, se 1 — 2pa + p“c® < 1, entao p < —.
c?

2
Logo, para 0 < p < —-, S, : K — K ¢ uma contragao, e portanto possui ponto fixo, isto

é, existe u tal que u = S u = Pg o JoTy(u), onde u & solugdo do Problema (3.27). ®
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4 ESTUDO DO PROBLEMA DE
PLASMA CONFINADO

Neste capitulo estudamos a existéncia e unicidade do Problema (1). O jeito ¢ formu-
lar um problema equivalente e mostrar que para algumas condi¢oes estabelecidas existe
solucao para este novo problema. A unicidade da solugao seré obtida utilizando os pri-
meiros autovalores do problema de autovalor para o laplaciano o qual sera apresentado

na segunda segao; veja [6].

4.1 EXISTENCIA DA SOLUCAO

Seja o seguinte problema com valor na fronteira. Encontrar u € H*(£2) com valor real

tal que
—Au = APg(u), emQ
ulgg = 0p, 6 € R nado conhecido (4.1)
I
/ Py (u)p = —, I >0 é prescrito.
Q A
onde:

e () é um conjunto aberto limitado de R™ com fronteira suave 0f).

A # 0 é um parametro real.

e K & um conjunto fechado convexo de L*(2) é Px é o operador projegao sobre K.

0 € HY2(00), ¢ £ 0, e v € H'(Q) é a extensdo harmoénica a Q da funcdo ¢ (isto
é, Ay =0 em € e 1) = ¢ sobre 0L). Para mais detalhes sobre o espaco H'/2(9Q),
veja [1], Capitulo VII.
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Entao a questdo que temos que fazer ¢ a seguinte: para que fungao u € H'(Q) e 6 o

problema
—Au = APg(u), em¢)
u =0y, sobre 0f)

1
tem solugdo e além disso, a integral / Py (u)yp = X existe?
Q

Como Pk (u) € K, entdo uma condigao para que a integral exista é

inf/vw < § < sup/m/; (4.2)
Q Q

veK veK

Para dar solu¢ao ao Problema (4.1) estudaremos um problema equivalente que seré apre-

sentado posteriomente, mas precisamos primeiro definir um novo conjunto.

KA:KQ{UELZ(Q)3/U¢:§}7
Q

entdao K é um conjunto convexo e fechado de L*(Q).

Definamos

Nota-se que se K # (), entdo se verifica (4.2).

De fato:
1
Seja v € K, qualquer, entao / vy = % Logo
Q
I 1
R R YA 4

Como K, C K, entao

inf [ vy < inf [ vy e sup /Uzb §sup/v¢.
) Q Q

veK QO 'UGKA

Logo, de (4.3) obtemos
I
inf [ v < — < su v.
UEK/Q v < AT UEE/Q v
Assim, uma condigao para a existéncia da soluc¢ao de (4.1) é

Ky#0 (4.4)

Agora, para todo A # 0 satisfazendo (4.4) consideremos o seguinte problema. Buscar
(w,0) € HY(Q) x R tal que

—Aw = APy, (w), em €,
i () (4.5a)

w= 0, sobre 012,
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/ Prc(w + 0)) = § (4.5b)
Q

O problema apresentado, ¢ um problema equivalente ao Problema (4.1), portanto, mos-
trando a solugdo do Problema (4.5), vamos obter também a solugdo do Problema (4.1).
Mas, para garantir a equivaléncia dos Problemas (4.1) e (4.5) apresentamos o seguinte

resultado.

Lema 4.1. O Problema (4.1) tem uma solucao u € H*(2) se, e somente se:

i. Ky #0.

ii. O Problema (4.5) tem uma solugdo (w,0) € H}(2) x R e estas solugdes estao
relacionadas por

u=w+ 0y

(4.6)

Demonstragao:

Seja u solugao do Problema (4.1), entao

| Pt = (4.7)

Como Pk (u) € K C L*(Q) e satisfaz (4.7), entao Pk (u) € Ky e assim K # 0.
Seja w = u — 01, é possivel fazer isso ja que conhecemos u e v, entdao w € H (), pois

wlon = ulan — Oh|ag = 0. Note que

| Pty = [ Pty = 5,

obtendo assim (4.5b).

Agora, pelo Teorema 3.5

/Q(u — Pg(u))(v — Pg(u)) <0, VveK, (4.8)

/Q(w P (w))(0 — P (w)) <0, Voe Ky (4.9)
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Fazendo v = Pk, (w) em (4.8) e v = Pg(u) em (4.9) e somando temos:

/ (u— Prc(u) (P, (1) — Prc(u)) + / (w — Py, (w))(Prc(u) — Py (w)) < 0
Q

[ P = Piw)lu = w + P (w) = Prlw)] < 0

/Q (Pre, (w) — Prc(u))? + 0 / (P, (w) — Pr(u))é < 0

Q

IIPKA(@U)—PK(U)IIiQm)+9(/QPKA(%U)¢—/QPK(U)¢) < 0.

! I
Como P, (w) € Ky = KN {U S 3/U¢: X}’ entao /PKA(w)qﬂ = e assim
Q Q
| Pk, (w) — Pr(u)[|72(g) < 0, 0 que implica
Prc(u) = Pr, (w). (4.10)

Por outro lado, como v é harmonica, entao w satisfaz (4.5a), pois
Aw = Au — 0AY = Au = —APg(u) = —A\Pk, (w)

e além disso, w = 0 sobre 0f2.

Portanto, (w, ) € H}(2) x R & solugao de (4.5) e as duas solugoes estao relacionadas por

u=w+ 0y

Reciprocamente, suponha que Ky # 0 e (w,0) € H}(2) x R ¢é solugdo do Problema (4.5)
tal que u = w + 0y e Px(u) = Pk, (w).

Como 1 é harmonica e w = 0 sobre 0f) temos:

o Au=Aw —0AY = Au= —APk, (w) = —APg(u) em 2.

o u|gn = wlan + 0Y]an = 0Y]an = Op.

Além disso, /
| Petwre = [ Ptw vy = 5.

Assim, u é solugao do Problema (4.1) |
Mostrado ja a equivaléncia dos Problemas (4.1) e (4.5), nosso problema agora é saber

para quais condi¢oes o Problema (4.5) tem solug¢ao.
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4.1.1 Teorema de existéncia

Nesta segao apresentamos o teorema que garante a solugdo do Problema (4.5), mas
precisamos das seguintes condigoes:

Consideremos que

Iy =1inf [ vy < sup/ vy = ls.
Q

veEK (9] veK
Além disso, dizemos que o conjunto K verifica a condigdo (HE) se:
V1 €]ly, 5], o conjunto {v € K : / vy = [} ¢ limitado em L'().

Q

I
Seja/\:{/\%O:l1<X<l2}.

Teorema 4.2. (Teorema de Existéncia)

Se K verifica a condigao (HE) entdo o Problema (4.5) admite pelo menos uma solugao
(w,0) € H(Q) x R, para todo A € A.
Para mostrar o teorema acima precisamos do seguinte resultado geral.

Lema 4.3. Seja H um espaco real de Hilbert e K’ C H um subconjunto fechado e convexo.

Entao:
a. O funcional J : H — R definido por

1
J(v) = (v— §PKU; PKU)H

¢ convexo e Fréchet diferenciavel em H, com diferencial J' = Pg.

b. Para todo u,v¥ € H, a funcao real

u(0) = (Px(u+0¥):0) .

é Lipschitz e crescente em R. Além disso, a fungao satisfaz

lim 7,(0) = inf (v;¢), e lim 7,(0) = sup (v;1) .

0——o0 veK 0—+o00 veEK

Demonstragao:
Parte a:

Considere o seguinte funcional convexo e semicontinuo inferiormente
j-H — R

_ 1
v ) = gllel’ + Ze(v),
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onde
Ix:H — R
0, se,veK
v — Ig(v) =
400, caso contrario

¢ o funcional indicador de K.

O funcional conjugado convexo de j, j* : H* — R, esta definido por

7 (v*) Zigg{@*;v)mw —j(v)}, (4.11)

Seja v € H onde o supremo em (4.11) é atingido, entao pela definigdo de supremo tem-se

(V50) ey —J(0) < 557) = (V50) .., —1(0), VveH,
entao
j() —j(@) > (V50 =T)gexnu, VYveEH,

e assim

v* € 0j(D). (4.12)

1
Ja que, os funcionais f : H — R, definido por f(v) = iHvaq e Tk sdo convexos, se-

micontinuos inferiormente e além disso, como existe u € {dom(f) Ndom(Zx)} onde f é

continua, entao pela Proposicao 2.13 temos que
@(f +IK)(U) = 8f(v) + aIK(’U) s Vv e H,

e assim de (4.12) temos

vt € 0j(T) = Of(T) + O (D).

Ja que, pelo Exemplo 2.6, f(v) = {v*} = {v}, onde v é o representante de v* em H,
entao

vt e ({U} + 0Zk(v))

o que implica
v —T" € 8IK(@)

Portanto, pelo Exemplo 2.3, temos
<U*—6*,y—U>H*XH§0, VyEK,

e assim

WSy =) grxa — 0y —V)p=xg <0, VyekK.
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Pelo teorema de Riesz-Fréchet temos
(vo,y—U)H — (@,y—F)H <0, VyeK,
onde vy é representante de v* em H. Entao
(UO—U,y—U)H <0, VyeK,

o que implica do Teorema 3.5 que

Logo

Como j é convexo e s.c.i., pois f e Zx o sao, temos pelo Corolario 2.12
v* € 0j(v) se, e somente se, v € Jj(v*),

e assim

9J(v%) = 0% (v") = {v} = { Pk (v")}.
J& que, j* é um funcional convexo, s.c.i. e além disso, v* € H* é qualquer, entao J é
também um funcional convexo e s.c.i. Agora, como a subdiferencial do funcional J no
ponto v* estd composto por um tunico elemento, entao J é Gateaux diferenciavel em H
no ponto v*, com J' = Pk.
Além disso, como Pk é um operador continuo, entao J é Fréchet diferenciavel.
Parte b:
A demonstragao sera feita em 3 partes:

i. 7, é Lipschitziana



Sendo Pk um operador nao expansivo e pela desigualdade de Cauchy Schwartz temos

7u(61) — 7u(02)] = [(Pr(u+61), ), — (Px(u+6020),¢) |
= |(Px(u+61¢) — Pg(u+021),9) |
< |[Pr(u+019) — Pg(u+ 629) || ul|¥]| 1
< |01 = O Y]

[9][ 1|01 — 02,

e assim 7, é Lipschitz.
ii. 7, é Crescente

Como
Tu(01) — Tu(02) = (P (u+ 6019) — Pic(u+ 059),9)

entao para 0, > 6, temos, pelo Teorema 3.5,

(01 — 02) (Tu(61) — 7u(62)) = (Pr(u+610) — Pg(u+650), (61 — b2)1) ,
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= (Prc(u+619) — Prc(u+ 050, (u + 0100) — (u+ 650)) ,

> || Pk (u+ 601¢) — Pr(u+ 020)|3 >0

Portanto a funcao 7, é crescente.
iii. S6 resta mostrar que 7, possui limite laterais no infinito

Como 7, ¢é Lipschitziana e crescente, entao existem

/A T /A T
(= Jmn® e G- jm a0

Temos que mostrar que

I = inf (0,9), e b =sup (v.9)

Com efeito:

Seja uma sequéncia (6, )nen qualquer tal que 6, — 400, e seja também v € K um elemento

arbitrario fixo. Logo, pelo Teorema 3.5 tem-se

Agrupando convenientemente temos

(U_PK(U+‘97L¢)7U_PK(U+97L¢))H+ (9n¢7v_PK(u+0nw))H <0
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e assim

0, [(1/), U)H — (w, Py (u+ 9nw))H} < —(u — Px(u+0,0),v — Pg(u+ Hn@Z)))H,
= (u + v, P (u+ an))H — || P (u + 0,0) |3 — (u, U)H,

1 1
= —li5(u+v) = Prc(u+ )l + Fllu+ollz = (w,0) 4,

IN

1
ZHU +v||% — (u, U)H.
Como os limites dos dois lados das desigualdades existem, entao fazendo n — oo obtemos

(v,w)H < lim 7,(0,) =1,, VveK,

n—oo

e assim

ly = <.
2 ig}g(vaw)H— 2

Por outro lado, como
(v,¢) <sup(v,¢), VveEK

veK
entdo, em particular para v, = Pk (u + 0,%) satisfaz

(n, ) <sup(v,¥) =1, VneN

veK

Fazendo n — oo temos

I, < = [s.
2_§2£(U7¢)H 2

Portanto tem-se

lim 7,(0) = Iy = sup (U,Q/J)H.

0—+o0 veEK
Analogamente se mostra que

lim 7,(0) = 1}121f< (v,9) -

6——o0

|
Mostremos agora o Teorema 4.2 que serad feito em duas partes. A primeira parte sera
mostrar que Ky # ), ja que o Problema (4.5) foi dado com essa condigdo. A segunda
parte, serd mostrar a existéncia da solugdo do Problema (4.5) e o jeito ¢ definir um
funcional para logo encontrar o ponto em que esta atinge seu minimo, o qual também
serd solugao para o problema dado. Para isso, vamos utilizar o funcional J dado no Lema

4.3, ja que este é Fréchet diferenciavel com diferencial J' = Py.

Demonstracgao:

Primeira parte:
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Ja que X € A segue pelo Lema 4.3, parte (b), que K # 0; pois, para u = 0, existe 6 tal

que
(o) = [ Pultus) = .

Portanto PK(Qow) € K,.
Segunda parte:
Seja o funcional e : Hj(Q2) — R definido por

1 1
e(w) = §/Q|Vw|2 - )\/Q('w ~ 5 W) Pre,w (4.13)

no qual é limitado inferiormente, isto é, existe ¢ € R tal que
1
e(w) > 1/ Vol —¢,  Ywe H(Q (4.14)
Q

Esta afirmacao serda demonstrada em dois casos.
Caso I: Quando A > 0
De (4.13) tem-se

1 A
e(w) = §/Q|Vw|2—)\/QwPKAw+5/9\]3ka|2

1 A
> 5IVuls — A [ jwPeul + 5lPoul
Q
Pela desigualdade de Holder
1 9 A 2
e(w) 2 5[Vwlz: = Alwllze | Py wll o + 5[ Preywl[ze,

1 1
para p,p* > 1 tal que — + — = 1.
p P

2
Pela Observacao 1.5, do Teorema 1.29, quando p = ¢ = n

2sen>2ep:q>28e
n = 2 obtemos
|lwllze < ci||Vw|2, Yw e Hy(Q). (4.15)

Portanto, fazendo ¢y = Acq temos
1 2 A 2
e(w) 2 FlIVullz: = el Vaoll el Preywll oo + S| Preyollze

1 1 2 A
= ZHVWHQH + (§||Vw||L2 — o||Pryw| )" = || Prywl|7 - + §||PKAw||%2

v

1 A
LIVwl3 = Bl P wl,e + 511 Pwll (416)

Note que



2n 2n 2
e Se p=—— quando n > 2, entao p* = = ,eassim 1 < p* < 2.
n—2 n -+ 2
I+ -
n
. 1 1 .
e Sep>2quandon=2,entado —=1——->1——-=— eassim 1 <p* < 2.
P p 2 2

. 2 .
Seja a =1 — —, entao
p

2
e Sep= _n2 quando n > 2, entdo o« = —, e assim « € (0, 1).
n— n

e Se p > 2 quando n = 2, entdo « € (0,1), pois

2 2 -2
-<1 e azl——:p—<1
b p p
0<l—-=«

p

Ja que, Px,w € L*(Q) N L*(Q), pelo teorema da desigualdade de interpolagao

1Prywl o < | Pyl | Preywll 12

1 11—«
com — =« + .
p* 2

2
Ses=1—a=—, entao s € (0,1) quando p =

286n>26p>286n:2,

e além disso,
| Preywlloe < [[Picywll | Preywll7e,
1 s
com —~ =1-s + 5
Portanto,

1 2(1—s S )\
e(w) 2 1IVwllts = Bl Pl | Pyl + 511 Prey w3

I

Como Pk, w € K, entdo Pk, w € K tal que / P, (w)y = T
Q

mais ainda, ja que A # 0, entao

/QPKA(w)zb = § €, b

Assim, desde que K satisfaz a condicao (HE), existe ¢z > 0 tal que || Px,w||z, < cs.

Logo,

1 A .
e(w) 2 2IVwllzz + Sl Prywllze — el Preywllz,
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onde ¢4 = c3c3. Como 0 < s < 1, entdo existe C' € R tal que
fit)=at —0bt° > C, vt > 0.

A
Portanto, para a = 5 b=rcq4et=|Pgwl|3,, obtemos

1
e(w) > Z||Vw||%2 —c, Yw e Hy(Q).

Caso II: Quando A < 0

Seja g € K fixo qualquer, entao pelo Teorema 3.5
/ (w—PKAw)(g—PKAw) <0, Yw € Hy(Q),
Q

logo
1 1
/ (w— QPKAU) - §PKAU’)PKAU’ > / (w— Pr,w)g,
0 Q

e assim

1 1
/Q (w = 5P, w) Pryw 2 || Proywl[zz +/ (w = Pr,w)g.

Q
De (4.13) temos

1 1
c(w) = 5IVulis + o1 [ (0= PP,

onde ¢; = —A\.
Portanto, de (4.17) e (4.18) obtemos

1 c
cw) = IVuls+ar [ (w=Pou)g+ FIPouls

1 C1
> SIVult—e [ Jugl =i [ Pl + S Peul
Q Q

Pela desigualdade de Holder

1 C1
e(w) 2 IVwlliz = edllwllwllglle = erllPreywllizzllgllze + 5 1Pwlz.
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(4.17)

(4.18)
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De forma analoga ao caso (I), fazendo ¢y = ¢1¢; temos,

1 C1
e(w) > §||V7~U||%2 — || Vw| 2|9l o+ — 1| Pryw| 22| gl 2 + §||PKAUJ||%2,

1 1 2
= ZHWJH%Q + (§\|VwHL2 — ellglle)” = Gllgllie — allglle | Prywl| 2

&]
+5 1P w2,

v

1 C1
ZIIleliz — 3llgll7e — allgllzzll Prywllze + 5IIPKAIUII%2,

1 c1 c1 2
= JIVwlE = Blgle — gl + 5 (1Pl — lglez)”

1 C1
> |Vl = Slglle — < llgllze
4 2
Como g € K, é fixo, entao
1
e(w) > ZHVwHiQ —c, Ywe H)Q),

&1
onde ¢ = chgHip + 5”9”%2

Portanto, dos casos (I) e (II), temos que VA € R, 3¢ > 0 tal que
1
e(w) > Z||Vw||%2 —c, Yw e Hy(9Q).

Agora, como e(w) é convexa, s.c.i, coerciva e propria, entdo pelo Teorema 2.4 possui
minimo.

Seja (wy,)neny uma sequéncia minimizante; isto é,
(Wn)nen € Hy(9) e e(w,) — A=inf{e(z): 2 € Hy(Q)}. (4.19)
Por defini¢ao de limite, dado € > 0 qualquer
dng € N:Vn>ng = le(w,) — A| <e,

portanto
le(wn,)] < le(w,) — Al + |A] < e+ |A], Yn > ny. (4.20)

Além disso, de (4.14) temos que

1
1/ IVw,|* <e(w,) +c, ¥neN. (4.21)
Q

1
w3 =
Logo, de (4.20) e (4.21) obtemos

lwallfy < 4le+ 1Al +¢).  ¥n>mno
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Tomar m = max {|e(w1)|, ..., |e(wny—1)], 4(¢ + |A]| + ¢) }, entdo
[wnlls <m,  VneN.

Portanto, (w,)neny ¢ uma sequéncia limitada em Hj(2). Como H}(€) é um espago de
Banach reflexivo, pois é Hilbert, ent@o pelo Teorema 1.7, existe uma subsequéncia (wy, )ken

de (W, )neny € um wy € HE () tal que

Wy, — wy em Hy(Q) (4.22)
Como H}(Q) < L2(Q), entdo

w,, —wy em L*(Q) (4.23)

De (4.22) temos, (||wy,[[z2) € limitada e [[wo|| gz < lign inf [[wy, || g1, entéo
—00

1 1 1 |
§/Q|Vw0|2 = §||w0||?q& < 11}£I_l)g>lf§‘|wnk||ilé = hlggg)lfﬁ/SJankP. (4.24)

De (4.23) temos, pela continuidade do produto interno e de Py

1

EPKAwnka PK,\wnk)

(’LUO — QPK/\wO, PKAU}(]) = lim (wnk - Lo

Lo k—o0

(4.25)

= liminf (wnk —PKAwnk,PKAwnk)

k—o0 2 L2’

Logo, de (4.24) e (4.25) obtemos

1
e(wo) = /'V’LUolz /(w0—§ K/\’LU())PKAU)O

1
< hmmf /|ank]2+hm1nf( )\)/(wnk—§PKAwnk)PKAwn,c
Q

. 1 1
< h]gr_l)g)lf <§/Q]ank‘2—)\/9(wnk _EPK)\wnk)PK)\wnk)

= liminfe(w,,)
k—o0

= lim e(wy,) =inf {e(2) : z € Hy(Q)}.

k—oo

Ja que inf {e(z) : z € Hy ()} < e(wp), tem-se
e(wp) = inf {e(z) : z € Hy(Q)}

isto é, wy é solugao para o problema de minimizagao dado em (4.19).
Note que wy # 0, caso contrario teremos 0 = Awy = APk, wp, A # 0, o que implica

Py, wy =0 € K,. Mas isso ¢ uma contradi¢ao pois 0 ¢ K.
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Lembrando o funcional J do Lema 4.3, nota-se

onde G(w) = %/ [Vw|?.
Q

Pelo Lema 4.3, e(w) é Fréchet diferencidvel em H}(Q2) e além disso,

e(w)v = w).v — NS (w).v

= / Vw.Vv — / Pre, (w)v
Como wy ¢ um ponto onde e(w) atinge seu minimo, entao
0 =€ (wp).v = / Vwy.Vov — )\/ P, (wo)v.
Q Q
Portanto, wy é solucao no sentido fraco do problema
—Awy = APg,, em (2,

wo =0, sobre Jf2.

1
Por outro lado, como A € A entdo A # 0 el < X < ly. Logo pelo Lema 4.3, parte (b),

para wy existe 6y € R tal que

S|~

/ P (wo + Optp)y = (PK(wo + 00)), w) 12 = Tuo(0) =
0
Portanto (wy, 6y) é solugao do Problema (4.5). |

Observagao 4.1. Quando K é um cone centrado na origem, entao ¢ pode ser calculado

explicitamente como uma funcao de w.

De fato: Como K é um cone fechado convexo e L*(2) é um espaco de Hilbert, entao,

pelo Teorema 3.8, para cada u € L*()) tem-se
u = Pg(u) + Pgi(u), com Pxu.Pgiu =0,

onde K+ & o cone polar de K. Além disso, esta decomposicido ¢ tinica, ja que a projecao

de um elemento sobre K é tinica. Entdo para u = w + 61, onde (w,0) € H}(Q) x R é
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solugao do Problema (4.5), temos
0= /QPK(U)PKL(u) = Pr(u)(u — Py (u))
PK(u)(w + 6y — PK(u))

I
S —S— S — S — o —

I
= (w — PKAw)PKXw + OX.
Portanto
A
0= —/ (Pryw — w) P, w.
I Jq
~ o ) I . .
Observacgao 4.2. No caso limite; isto é, Y= 1 ou 1= l5, nao podemos garantir, em

general, a existéncia da solucao.

4.2 UNICIDADE DA SOLUCAO

Antes de apresentar o teorema que garante a unicidade do problema faremos um
estudo de um problema de autovalor para o laplaciano relacionado com o Problema (4.5)

sO tem solucao tnica para alguns valores de .
Nesta se¢ao assumiremos que ¢ tem sinal constante.

Sejam A1 e A\ os dois primeiros autovalores do problema de Dirichlet homogéneo para
o laplaciano; isto é,
Av = v, em )

v=20, sobre 0f)

e ®; e ®, suas correspondentes autofuncoes.

Lema 4.4. Os autovalores A\ para o problema

—Au =M u, em¢()

ulogn = ¢, 6 € R nao conhecido (4.26)
— @godf = 0.
a0 On
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sao todos positivos. Mais especificamente
O AT <A <A<

Além disso;

L 0< A< AL

ii. A\ = 0 se, e somente se, ¢ é constante. Neste caso \; < A5 < A,

Demonstragao: Definamos o conjunto
W ={ve H(Q):v|sg =0p, 0 €R livre},

onde o Problema (4.26) tem solucao.

Seja L o operador definido da forma

L:L[*Q) — L*O)
f — Lf=u

onde u é a tunica solucao de

/Vu.Vv—i—/uv:/fv, VoeW. (4.27)
Q Q Q

Observe que, (4.27) é originado, utilizando uma das identidades de Green, pelo seguinte

problema com valor na fronteira

—Aut+u=f, emf)

u=~0p, sobre O (4.28)
u
—¢ =0.
a0 On

Assim L é um operador que associa para cada f € L?(Q) uma tnica solugao para o
Problema (4.28) no sentido fraco.
Note que L é um operador linear, compacto, autoadjunto e estritamente positivo.

Com efeito:

e L é linear

De fato, sejam f,g € L*(Q), entdo Lf = uy e Lg = u, sao solugdes tnicas dos

/Vuf.Vv+/ufv:/fv, Voe W (4.29)
Q Q Q

problemas
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/Vug.Vv—l—/ugv:/gv, VoeWw (4.30)
Q Q Q

respectivamente. Somando as duas igualdades temos

/QV(uf—l—ug).Vv—l—/Q(uf—l—ug)v:/ﬂ(f+g)v, VoeW. (4.31)

Como f+g € L*(Q), entao L(f +g) = us + u, € tnica solugao de (4.31). Por tanto

L(f+g)=us+u,=Lf+ Lg.

Por outro lado, aLf = aus, Va € R. De (4.29) temos

/QV(auf).w + /Q(ozuf)v _ /Q(ozf)v, VoeW, VaeR. (4.32)

Como af € L*(Q), entao L(af) = auy é tnica solugao de (4.32) e assim

Portanto L é linear.

e L é autoadjunto

L(af) =aup = ALf.

Fazendo v = u, em (4.29) e v = uy em (4.30) obtemos

Logo

(Lf>g)L2 =

/Vuf.Vug+/ufug:/fVug
Q Q Q
/Vug.Vuf+/uguf:/gVuf.
Q Q Q

(uf>g)L2:/quf:/qug:(faug)Lzz(faLg)-

Portanto L é autoadjunto.

e L é estritamente positivo

Seja f # 0 tal que Lf = u é tnica solugao para o problema

/Vu.Vv—l—/uv:/fv, VoeW.
Q Q Q

Em particular para v = u obtemos

(Lf f) = (.

Sejam iy < pg < pg < o--

D= [ o= [Vl + [l =l >0, Vo
Q Q Q

os valores caracteristicos do operador L. Note que 1 < po
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pois ¢ tem sinal constante. (Ver [10], pag. 44). Logo, para cada valor caracteristico y;,
existe v; € L2(Q2), v; # 0, tal que v; = u;Lv; e pela linearidade de L obtemos v; = L(u;v;).

Como puv; € L*(€) entao v; é tnica solugao de (4.27), e além disso satisfaz:

—Av;+v,=f, em{2
v; =0p, sobre Of)

an
@ =0.
/{m on

—Av = (i~ Dy, emQ

Logo

v; =0p, sobre Of) (4.33)
(%i
p=0
a0 On

Portanto, Af é um autovalor do Problema (4.26) se, e somente se,
Multiplicando por v; na primeira igualdade de (4.33) e utilizando uma das identidades de

o</\w2 >/v3
Q

o que implica p; > 1, e por (4.34) temos A; >0, V1.

Green obtemos:

Como L é um operador autoadjunto, compacto e estritamente positivo entao todos seus

autovalores — sao simples. Portanto 1 < 1 < pg < -+, e assim
Hi

0< AT <A< A5 <

Além disso, afirmamos que

[ i
inf (4.35)

uew /|u|2 ueW /|u|2
u#0 fﬂuuj

j=1,.

onde u; ¢ uma autofungao correspondente a A}, j =1,2,...,1— 1.

Para mostrar (4.35), notamos que, sendo — o i — esimo autovalor de L, temos
i

1 Lf, f
— = ||L]| = sup % = Sup (Lf7 f)Lg (4.36)
H FEL(Q) L? FEL?(Q)

f#0 Ifllp2=1
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Lf,
— = sup % Vi=1,2,...,i—1, (4.37)
(f:vj)L2:0

. 1
onde v; é a autofungao correspondente a —.
Hj

Primeiro mostraremos para o autovalor Aj.

Defina
azinf{/ (Vul? :u € W, ||ulj7. = 1}.
Q

Vamos mostrar que o = Aj.
Com efeito:
Seja (un)neny C W uma sequéncia minimizante com |[u, |2, = 1, Vn € N. Como
W = {ve H(Q) :v|pg = bp}
= {veH'(Q):w=v—0y e Hy(Q)}

entdo, para cada n € N, existe w,, € H}(2) e 0, € R tal que u,, = w, + 0,1).

Como
/ |Vu,|? = o = inf {/ IVl 1 u € W, ||ulf: = 1} :
Q Q
entao
me;:/wMPgm.
Q
Mas
[1vut = [ [vu, 6,00
Q Q
AR AN (4.38)
Q Q
ja que / Vw, Vi = — / w A + a—wwn = 0.
Q Q a0 ON
Portanto,

MM%:LWWFQRem%ML

16,17 < cte,

isto ¢, as duas sequéncias estdao limitadas em H}(Q) e em R respectivamente. O que

implica que:

e existe uma subsequéncia (wy, Jken de (wy,)neny € wo € Hy () tal que w,, — wy em

Hy (Q);
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e cxiste uma subsequéncia (6, )ren de (0n)nen € 0y € R tal que 6, — 0y em R.

Como H(Q) <> L*(Q), entdo w,, — wo em L2(€). Além disso, 0,0 — 6ot em L*(Q),
pois

n%m—%wézéwawWF:mfw¢éw%a

Portanto,

Up,, = Wy, + Op, 0 = ug = wo + 0y em L*(Q),

e pela continuidade da norma

[m [ 22 = Nluoll 2,

obtendo assim ||ug||3. = 1, ja que [lu,, |2 = 1, e além disso

Q Q

Observagao 4.3. Observe que, de forma geral, os indices k das subsequéncias (wy, )ren
e (0, )ken sdo distintos, mas podem ser considerados iguais.

Com efeito: Como (wy)nen esta limitada em HJ (), entdo existe uma subsequéncia
(Wn, kenyen € wo € HY(Q) tal que w,, — wo em H}(Q). Agora, para os k € N; temos
Up,, = Wy, +0p, 1. Mas, como (6, )ken, ¢ também limitada, entao existe uma subsequéncia

(Ony Jwempem, € 0o € R tal que 6, — 0 em R.

Por outro lado, ja que w,, — wy em Hj (), entao
(0 lg) € imitado e ol < limin [ 1
Como |Jwy, || > 0 e é limitado V& € N, entao
[ 19 = ol < i o, [y,
logo
/ IVwo|? + 92/ Vo> < liminf |wy,, |5 + lim 972%/ V)2
— timinf [y + lminf 0, [ (V07

< lilgr_l)inf (HwnkH?{é—i-@ik/lewlz)

o0

= liminf (/\vu}nkﬁwik/ va).
k—o0 Q Q



Assim, por (4.38) obtemos

/|Vu0| <111rr11nf/|Vunk|2 hm/|Vunk|2—a

Mas como o < / |Vul|?, Vu € W com |lul|2, = 1, entdo para u = ug tem-se
Q

O'S/|V'LL0’2.
Q

Portanto, de (4.39) e (4.40) obtemos

a:/|Vu0|2.
Q

F: W — R

v — F(v):/|Vv|2
Q
é Fréchet diferenciével, temos

/Vu.Vv:a/uv, Vu,veW
Q Q

o que equivale pelas identidades de Green

Além disso, como a aplicagao

—Au=ocu, em £

u=~0p, sobre 02
0
Zp = 0.
a0 877
Logo, dos Problemas (4.33) e (4.41) obtem-se 0 = pu; — 1. Por tanto

1 1
Lu=—u= U.
Hi l+o

Agora, de (4.36) temos

1
— = sup (Lf.f),, > (Lf,f), YVfeL?(Q) com [fll2=1
1 rerr o)

Ifll2=1
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(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

e como ug € W C H' C L*(Q) com ||ug||zz = 1, entao para f = uy obtemos de (4.42) e
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(4.43) que

1
1+o

1 1
- (LUO,U()) 2 S sup (Lf, f) 5 = ||L|| =—=—1,
’ FELX(Q) g pr 14+ A7

IfllL2=1

e assim o > A}.
Para mostrar que o < Aj, é suficiente lembrar que se u; é uma autofuncao do Problema
1
(4.26) associado a A} e satisfazendo [ [ui|* =1, temos — = (Luy,u;) e
Q H

—Auy +up = pqu, em¢)

u; =6y, sobre 0N (4.44)
8u1
—p =0.

aa On

Multiplicando na primeira igualdade de (4.44) por ug, e utilizando uma das identidades

J</|Vu1\ ul—l)/uQZ/M—l:X{.
Q

De um modo analogo mostra-se que

de Green temos:

Portanto o = A}.

Vul*
A= inf £ —— = inf /|Vu|2
ueWw ‘U|2 ueWw JQ
uF#0 Q l[ullp2 =1
Jouwwj=0 Jouv; =0

Agora, mostremos a segunda parte do lema.
i. Como H}(Q) C W entao

= inf /]Vu]Q inf /\VuP A1
ueWw weHJ(Q

lullrz=1 ||u||L2*1

Portanto 0 < A7 < A

ii. Se ¢ é constante, entdo A\j = 0 é um autovalor do Problema (4.26).

| 1w / Vul?
0 <\ = inf ,
ueW / /
u#0 Q Q

entao, como u = fy, para ¢ = cte temos / |Vu|? = 0. Portanto, \} = 0.

De fato: como

YueW,

Q
Reciprocamente, se \j = 0, entao py = 1, pois A\ = u; — 1. Assim para p; = 1, existe
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1
v e L*Q), v#0, tal que Lv = —v = v e além disso, v satisfaz (4.33); isto ¢,

M1
—Av=0, em{
v=~0p, sobre 0N (4.45)
0
Zo=o.
a0 On

Portanto, utilizando uma das formulas de Green obtemos

0=— / Av.w = ||V,
0

o que implica v = cte q.t.p. em § e assim ¢ = cte.

S6 resta mostrar que se ¢ é constante entao A\; < A5 < Ao.

A demonstragao sera feita em duas partes.

Parte I: Mostrar \y < A5 = s — 1.

Suponha, por absurdo, que A\; > A}, entao 1 < ps < Ay + 1, pois 1 = 1y < po ja que
¢ = cte. Logo, para s, existe va # 0 tal que vy = poLvy = L(povy) e além disso, vg

satisfaz (4.33), isto é,

—Avy = (g — 1)vg, em$

vy =0, sobre 0L, com ¢ = cte (4.46)
L)
a0 On

Como vy € W e 9 € W, pois O|pq = Oy, entdo vy — ) € W. Logo, da primeira
igualadade de (4.46) obtemos

~ [ Avnfr = 00) = (2= 1) [ wa(ea 6.

Seja vy = vy — O, entdo vy € H (). Como Avy = Avy, entdo

— /Q Avg.vg = (12 — 1) /(vo + 0¢)vo.

Q

Notar que

0
_/AU[).U(]:/ ]Vv0|2— ﬂvoz/\Vv()]Q,
Q Q a0 On Q
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(=) [0 = (a=1) [ i+ (=080 [
= (=) [ o+ (e = 100 [ (02 00)
= (=) [ 00 [ (2= 1)z = (2 = 60710
= (=) [ i +00 [ A= (- DR

Usando uma das formulas de Green, sendo v, = 61 sobre 92 com ¢ = cte, temos
0
/ AUQ = ﬂ = O,
Q a0 On

/ Vool = (2 — 1) / 02— (i — DI,
Q Q

mas o — 1 < A\, portanto

e assim

[ 19l < [ = - et (4.47)
Q

v
Q
Como A; é um autovalor do problema de Dirichlet homogéneo, entao o autovalor principal

A1 é dado por

/ Vo, ?
M= = min 2% < ,
[rop oo [ap [
Q u#0 Q Q
Em particular para u = vy, pois vy # 0, temos

Ay / vg < / |Vol?, (4.48)
Q Q
e assim de (4.47) e (4.48) obtemos

02¢2<M2_1)|Q| Soa \V/QGR,

o que implica que 6 = 0. Neste caso vy = vy, e além disso de (4.47) obtemos

/|VUO|2 SAI/U?M
Q Q
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e assim

/ |VU0’2
)\1 - e

)
2
Q

o que implica que vy é autofungdo de A\;. Logo de (4.46) tem-se po — 1 = A\; e vg = Py

para algum ¢ # 0. Mas como ®; tem sinal definido, isto é uma contradicao, pois,

Portanto A\; < AJ.

Parte II: Agora vai-se mostrar que A5 < Ao.

De (4.35) temos
[rwap [ (wup
Ap= inf <9 < 0 :
ueW /U2 /u2
fﬂuu1:0 Q Q

u#0

A;/u2g/|wy2, Vu€e W, com /uzO. (4.49)
Q Q Q

Seja w = ¢1 + toy, onde @1 e @2 sao as autofungoes correspondentes a A; e Ay dadas ao

|

Q

/Q¢1

portanto

inicio da se¢ao, com t = — . Logo / w = 0ecomow € W.ja que &1, Py, € W, entao
Q

de (4.49) segue
A;/w2 < / IVwl|?. (4.50)
Q Q

Mas, como / d1¢2 = 0, ja que ¢1 e ¢ sao autofungdes ortogonais em L%(Q), temos
Q

Lw:#4ﬁ+4@

/Q|Vw|2 — tQ/Q|ng1|2+/Q|ng2\2+2t/ﬂv¢1.v¢2
— t2A1/§2¢f+>\2/§2¢§+2tA1/ﬂ¢1¢2

= t2A1/¢§+A2/¢3.
Q Q
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Logo, de (4.50) obtemos

t2/¢%+A;/¢§ < t2A1/¢%+A2/¢3
Q Q 9] Q
0 Q

pois A1 < A3, o que implica A5 < . [ |

IN

Mostrado ja o lema anterior, apresentamos agora o teorema que garante a unicidade para

o problema dado.

4.2.1 Teorema de unicidade

Teorema 4.5. (Teorema de Unicidade)
Se K verifica a condigdo (HE), entdo o Problema (4.5a) admite solu¢ao tnica para todo
A € A tal que A < A\;. Além disso, se ¢ é uma constante, entdo o Problema (4.5a) admite

solugao tnica se A < AJ.

Demonstragao: Como a existéncia da solucao esta garantido pela condigao (HE), entao
so resta mostrar a unicidade. A primeira parte do teorema serd mostrado em dois casos.
Caso I: Quando A < 0

Lembar que o funcional

1 1
- 5/ Vw|* — )\/(w - EPK)\w)‘PK)\w
Q Q

definido na demonstracao do Teorema 4.2 possui minimo, e este é solugao para o Problema
(4.5). Mas como e(w) ¢é estritamente convexo, pelo Teorema 2.4 a solugao ¢ unica.

Caso II: Se 0 < A< A, A e A

Sejam w;,ws € HY() duas solugoes para o Problema (4.5a) tal que w; —wy # 0 . Ja

que A; é um autovalor principal do problema de Dirichlet homogéneo, entao

/ Vof? / Vof?
< L Voe H

0() com v #0.

= min < ,
vEHI(Q) / |U|2 / |1)|2
v#0 9
Como wy; — w9 € H&(Q), entao para v = w; — wy temos

A1/|w1—w2|2 < /|V(”L01—w2)|2
Q Q

= —/QA(wl—wz)-(wl—Ub),



e como —Aw; = APg, w;, © = 1,2, entao

/\1/ |U)1 — ’LU2|2 S /\/ (PKAwl — PKAwg)(wl — wg).
Q Q

Pela desigualdade de Holder e a propriedade de ser Py, nao expansiva obtemos:

IN

Mllwr — wsllZe = A / wn —wal’ < A|Pacytwn — Preywal|ge oy — w2
Q

IN

AMlwy — ws |7

o que implica

(A = A)[Jwy — we|7> <0,

mas isto é uma contradigao, pois A < A; e w; — wy # 0. Portanto w; = ws.
Agora vai-se mostrar a segunda parte:

Suponha que p =cte 20 e A € A tal que 0 < A < AL,

89

Sejam wy, wy € Hy () solugdes para o Problema (4.5a) e sejam v; = w; — ¢; com t; =
1

— | w;,i=1,2.
Q[ Jo

t; .
Note que v;]aq = wilsq — t; = —t; = Op, onde § = ——_ entdo v; € W.

Como vy, vy € Wy = {U eW: / v = O}, temos que v; — vy € Wy. Assim de (4.49) temos
Q

para u = vy — Vg

Asllor — va|72 = A%/ v — ve]? < / IV (01 — va) .
Q Q
Como Vv; = Vw;, i = 1,2, entao
Mo = el < [ V6w - )
Q
o(w; —w
= — / A(w1 — wg).(wl — wg) —|—/ %(wl — wg)
Q Q n

= [ (- dun+ s (o - e 1)

Q

= )\/ (Pwal — PKAU)Q) (1)1 - ’Ug) + (tl - tg))\/ (PK/\wl — PKAw2).
Q Q

Como Pk, w; € K, entao da definicao de K temos

I 1

/(PKAwl_PKAU&):/PKAwl_/PKAUQ: _:07 jéque ¢20t67'£07
Q Q Q

M\

e assim

Ml =l < [ V(=) =2 [ (P = Prous) (0 - )
Q Q

(4.51)
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Pela desigualdade de Holder obtemos
Asllvr = wval[72 < AllPywi — Preyws |2 [lor — val| 22,
e como vy # vy, entao
A
||U1 — U2||L2 S FHPK/\wl — PK/\UJQHLL (452)
2

Agora, observe que de (4.51) e (4.52) obtemos

||VU)1 — V’LUQH%Q = / |V(U)1 — w2)|2 = /\/ (PK)\wl — PK)‘/LUQ) (Ul — UQ),
Q Q

< AMPrwr — Pr,wal| 2oy — vl 2,
)\2
S FHPKAwl — PKA/LUQH%Q. (453)
2

Por outro lado, para w; e wy temos pelo Teorema 3.5

/ (w1 - PK/\U}l) (Z - PKAw1> S 07 (454)
Q

/ (w2 — PKAwg) (z — Pkag) <0, (4.55)

para todo z € K.

Em particular, fazendo z = Pk, wy em (4.54) e z = Pg, w; em (4.55) obtemos

/ (wl - PK,\wl) (PK,\wl - PK,\WZ) >0,
Q

/ (PKAwQ — w2) (PKAwl — PK)\wQ) Z 0.
Q
Logo, somando as duas ultimas desigualdades obtemos

/ (wl —wy — Prwy + PK,\MQ) (PKAUM - PK,\UJQ) >0,
Q

e assim
2
/ (w1 — ’LUQ) (PK/\’LUl — PKXU)Q) 2 HPK/\wl — PKAw2HL2. (456)
Q

Como
Vi = Vuslfs = [ (9w = w)P
Q
= / ( — Awl + Awg) (w1 — wg)
Q

= )\/ (PK)\wl — PKAU}Q) (wl - w2)7
Q
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entdo, utilizando (4.53) e (4.56) obtemos

)\||PKAw1 — PKAUJQH%Q S )\/ (w1 — wg) (PKAwl — PK)‘U)Q)
Q

= [|[Vw, — V|7

IN

Logo,
A
(1 - F)HPKAwl - PK/\w?H%2 <0,
2
. . - A
j& que por hipdtese 0 < A < A3, entao 0 < e < 1 e portanto
2
HPK)\wl - ‘PK/\UJQH%2 =0,
o que implica que Pk, wy = Pk, wy e assim

Aw1 = A’U)Q.

Portanto, pelo principio do méximo, obtemos que w; = ws. [ |

Note que o Teorema 4.5 s6 garante a unicidade do Problema (4.5a). Portanto, para

obter a unicidade do Problema (4.1), pelo Lema 4.1, precissamos também a unicidade de

6.

Observagao 4.4. Da Observacao 4.1 note que da unicidade de w obemos a unicidade
de 6. Portanto, quando K é um cone centrado na origem, o Problema (4.1) tem solugao

lnica se satisfaz as hipotesis do Teorema 4.5.

Num caso mais geral, quando K é um conjunto fechado convexo, para poder garantir
a unicidade do Problema 4.5, é necessario impor condigoes sobre K para poder garantir
a unicidade de 6.
Um conjunto K fechado e convexo num espago de Hilbert H satisfaz a condigdo (HU)
relativamente a 1 se, para todo u € H, a funcao
ru(8) = (Prclu + 00).0), = /Q Pre(u+ 00))

¢ estritamente crescente no conjunto
}Ll(u), Lo(u) [ \{0:7,(0)=0}={0 Rl <7,00) <ly e 7,(0) # 0},

onde
Ly(u) =inf{0 : ), <7,(0)}
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€ menor que
Ly(u) = {1.(0) < l5}.
Lema 4.6. Seja K um cone fechado centrado na origem num espaco de Hilbert H. Entao

K satisfaz a condi¢ao (HU) relativamente a 1), para todo u € H.

Demonstracao: Como 7,(f) é uma fungao crescente para todo u € H, entdo é suficiente
mostrar que:

Se 7,(01) = 7,(02) =1, com | # 0. entdo ¢ = 6s.

Com efeito: Suponha 7,(6,) = 7,(02) = [ # 0, para 0; e 02 qualquer, entéo

(P (u+ 011)) — Pi(u+ 02),1p) , = 0 (4.57)

Pelo Teorema 3.5 temos
(u+ 010 — Pe(u+01¢),9 — Pe(u+619)), <0, VgekK (4.58)
(u+ 020 — Pi(u+01¢),9 — P(u+650)), <0, Vgek (4.59)

Fazendo g = Pk (u + 631 em (4.58) e g = Px(u+ 619 em (4.59) e somando obtemos

((0 — 01)0 + Prc(u+ 010) — Prc(u+ 030), Prc(u+ 010) — Pre(u+ 051)) , <0,
e assim

(62 = 01) (¥, Pic(u+ 019)) — Prc(u + 021)) ,y + || Prc (u + 0100) — Prc(u + 021))[3 < 0.
Portanto, utilizando (4.57) obtemos
Pr(u+ 61¢) = Pg(u+ 020). (4.60)
Como K é um cone num espago de Hilbert H, entdo pelo Teorema 3.9, parte (v), temos
(v, Pxv),, = | Pxvll}, VYveH,

e portanto

(u+ 0, Pi(u+0:))) , = || Pc(u+020) |3, i=1,2. (4.61)
Logo de (4.60) e (4.61) obtemos

(u + 91% PK(U + 91¢))H = (U + 927% PK(U + GQw))Ha

e assim

(61 — 6,)1 = 0.
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Portanto 6, = 6, pois [ # 0. [ |

Com a condigao (HU) imposta sobre o conjunto K, apresentamos agora o seguinte

resultado geral de unicidade para o Problema (4.1).

Corolario 4.7. Se K satisfaz a condigao (HU) relativamente a 1, entdo, sob a hipotese

do Teorema 4.5 o Problema (4.1) possui uma tnica solu¢ao u € H'().

Demonstragao: Sejam (wy, 6), (wy, 0s) € H} () xR solugoes do Problema (4.5). Agora

pelo Lema 4.1 estas solugoes devem satisfazer
U1 :wl—i—@lz/J e U2 :U)2+621/J,
onde u; e ug sdo solugoes do Problema (4.1). Assim

un(61) = [ Prctwn +610)0 = [ Pelun)is =

SN >~

(02 = /Q Prc(ws + Oat) — /Q Prc(ua)ts =

o que implica 7,(01) = Ty, (01) = Tw,(02) = Tw(62), pois w = w; = ws pelas hipdtese do
Teorema 4.5.

Agora, como K satisfaz a condigdo (HU), entdo 7, é estritamente crescente e portanto 7,
¢ injetor, o que implica 6, = 6s.

Logo, a solugao do Problema (4.5) é tnica e portanto, a solu¢ao do Problema (4.1) também

¢ Unica. m

4.3 OBSERVACOES SOBRE A REGULARIDADE DA
SOLUCAO

Observe que neste trabalho o objetivo principal é mostrar que o Problema (4.1) com
certas condigoes impostas tem solugao num sentido fraco e além disso, ela é tinica. Para
obter uma solu¢ao no sentido forte é necessario condi¢oes de regularidade que vai ser dada
no que segue, mas como este nao era o proposito do trabalho nao faremos um estudo de-

talhado desta parte.

Observe que se w € solugao do Problema (4.5) entéo

w e Hy(Q) N H*(Q).
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Portanto, se u é solugao de (4.1) temos
u € Hy(Q) N H*(Q) @Ry,

Se ¢ € H3%(Q), entdo ¢ € H*(Q) e u € H(Q).

Este resultado nao pode ser melhorado sem ter hipotese de regularidade sobre K. Isto é

o que vamos fazer a seguir.

Suponhamos que K satisfaz a seguinte hipotese de regularidade (HR):
Se u € WHP(Q), entao Py (u) € WP(Q), para todo p, 1 < g < +o0.

Con esta hipotese sobre K temos o seguinte resultado:

Teorema 4.8. Seja {2 um aberto, limitado e regular de R" (com n = 2 ou n = 3, 2
satisfazendo a condicdo de lipschitz local), e ¢ € H*?(0%). Se K satisfaz a hipotese
(HR) e (w,#) é uma solugao de (4.5), entdo

w € W(Q)
paratodo g, 1 <g<6sen=3,1<qg< +o00 sen = 2. Portanto
w e C2(Q),

1
paratodoa,0§a§§sen:3,0§a<1sen:2.

Demonstragao: Seja (w, ) solugao de (4.5), entdo w € H(2) N H?(Q). Além disso,
como ¢ € H2(99), temos que ¢ € H3(2) C H*(Q). Portanto

u=w+0p € H*(Q) C H(Q),

e pela hipotese (HR)
Py (u) € H'(Q).

Pelo Lema 4.1 temos Py, (u) = Pg(u) € H(),
obtendo assim

w e Hy(Q) N H*(Q),
deste modo u € H?*(R).
Pelos Corolarios 1.31 e 1.32 temos que

c

H3(Q) — Wh(Q),



paratodogtalque 1 <¢g<6sen=3,1<g<+4o00sen=2.

Novamente, pela hipotese (HR) temos
PK/\<U,) = PK(U) € Wl’q(Q),

e asim

w e W1(Q).
Pelos teoremas de imersao de Sobolev
W34(Q) — C**(9Q),

1
com()gozgésen:3ou0§a<1sen:2.

Portanto u € C**(0Q).

95
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5 CONCLUSOES

Este trabalho tem como objetivo de provar que o problema dado por (4.1) tem solu-
¢ao Unica. Para esta finalidade foi tomado o seguinte caminho: formular um problema
equivalente e estabelecer condicoes para que este problema possua solucao e além disso

seja unica.

A abordagem do problema foi muito interessante, pois permitiu relacionar conceitos
como inequagoes variacionais, subdiferencial, diferencial de Gateaux e Fréchet. Com todos
estes conceitos se consegue mostrar que o problema de inequacao variacional associado
ao problema equivalente possui solugao num sentido fraco e além disso esta solugao esta

dada por meio de um problema de minimizacao.

O estudo do problema de autovalor, feito na Secao (4.2), foi necessario pois restringiu
os valores para A, possibilitando assim concluir que a solu¢ao para o Problema (4.5a) é

Gnica s6 para alguns valores de A e nao para qualquer valor real.

Também devo salientar a importancia de estabelecer condi¢oes para a existéncia e
unicidade, (HE) e (HU) respectivamente, porque sem eles nio teriam conseguido o objetivo

deste trabalho.

O modelo dado em (4.1) permitiu o estudo de problemas que de alguma forma gene-

ralizam um problema de plasma confinado.

1
A solugao do problema (4.1) s6 foi garantida para [; < " < ly. No caso limite; isto é,
I

I - : o -
— =1, ou Y= l5, nao podemos garantir em geral a existéncia da solugao.

A
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