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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo apresentar aplicagoes da teoria de ultrapro-
dutos em Anélise Funcional em espagos de Banach, especificamente nos problemas
de extensao de func¢oes holomorfas, constantes de polarizagao e ideais de operadores
maximais. Também é realizada uma revisdo dos conceitos relacionados a topologia,
aplicacoes multilineares, ultrafiltros e ultraprodutos de espacos de Banach.

Palavras-chaves: Espacos de Banach, ultraprodutos, aplicacbes multilineares, ideais
de operadores.



ABSTRACT

This is work aims to present a application of the ultraproducts theory in Functional
Analysis in Banach spaces, specifically in the problems of extension of holomorphic
functions, polarization constants and maximal operator ideals. Also is performed a
review of concepts about topology, multilinear maps, ultrafilters and ultraproducts
in Banach spaces.

Keywords: Banach spaces, ultraproducts, multilinear maps, operator ideals.
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1 INTRODUCAO

Os conceitos relacionados a ultrafiltros e ultraprodutos originaram-se na Teoria de
Modelos e ganharam aplicacoes em diversas areas da Matematica. Por exemplo, Schoutens
(2010) cita a primeira publicagdo da aplicagdo de ultraprodutos em Algebra como sendo
o atigo de Lgs (1955).

No ambito da Anélise Funcional, tais técnicas possibilitaram uma forma de definir
um espaco de Banach, denominado ultraroduto, a partir de uma dada familia de espacos
(X,)ier indexada em um conjunto I. Em especial, quando X; = X para todo i, o ultra-
produto contém uma cépia do espaco X e mais, dado um espago X ¢é possivel construir
um ultraproduto contendo também uma cépia do bidual de X (Proposigao 5.8). Trata-se

de uma caracteristica interessante quando deseja-se estender fungoes definidas no espago
X.

O objetivo dessa dissertacao é apresentar a teoria basica de ultraprodutos em es-
pacos de Banach e demonstrar dois resultados contidos no artigo de Lindstrom e Ryan
(1992), os quais utilizam a teoria de ultraprodutos aplicada a questoes referentes a apli-
cagoes multilineares e fungoes holomorfas em espagos de Banach. Também é exposta uma
aplicagao da teoria de ultraprodutos no contexto dos ideais de operadores contida no
artigo de Heinrich (1980).

No Capitulo 2 sao resumidos os conceitos de Topologia e Anélise em espacos de
Banach que sao pré-requisitos para a compreensao da dissertagao. Os capitulos 3 e 4
exibem a teoria basica de ultrafiltros e ultraprodutos empregada em Anéalise Funcional,
utilizando como base os textos de Sims (1982) e Heinrich (1980) e adicionando alguns
resultados oportunos. O conceito central é o limite sobre um ultrafiltro. Enquanto a nogao
convencional de limite baseia-se na dire¢ao de uma rede (defini¢do 3.2), no caso de limites
sobre ultrafiltros, tal relacao é trasferida para ordenacao parcial presente no conjunto das
partes do conjunto de indices. Um ultrafiltro em um conjunto I é definido como uma
colecdo de subconjuntos de I com algumas propriedades especificas. O ultraproduto de
uma familia de espagos de Banach (X;);cr, por sua vez, é definido através de uma relagao
de equivaléncia utilizando o limite sobre o ultrafiltro em um subconjunto do produto

cartesiano [[;c; X;.

O Capitulo 5 trata das propriedades relacionadas a representacao finita especifica-
mente no caso de ultraprodutos. No Capitulo 6 é apresentada a teoria basica de aplicagoes
multilineares, polindmios e fun¢oes holomorfas que sera necesséaria no estudo realizado nos

capitulos 7 e 8.

Os ultimos trés capitulos concluem a dissertagao com aplicagoes da teoria de ul-
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traprodutos. Os Capitulos 7 e 8 apresentam de fato os resultados trazidos por Lindstrom
e Ryan (1992). No capitulo 7 é analisado o problema da extensao de fun¢ées holomorfas
a0 espaco bidual do dominio. Ja no Capitulo 8 consideram-se as constantes de polarizacao
de um espago de Banach , as quais sao definidas a partir dos espagos de aplicagdoes multi-
lineares do espaco no corpo em que esté definido. E possivel realizar consideracoes acerca
das constantes de polarizagao de um ultraproduto a partir das constantes de polarizacao

dos espacos da familia em que esta definido o ultraproduto.

O Capitulo 9 traz uma aplicacao de ultraprodutos na teoria de ideais de operadores,

oferecendo uma caracterizagdo alternativa para ideais maximais apresentada no artigo de
Heinrich (1980).
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2 TOPOLOGIA E ANALISE EM ESPACOS DE BANACH

Este capitulo tem o objetivo de definir os conceitos basicos utilizados ao longo do
desenvolvimento, bem como estabelecer alguns resultados envolvendo tais conceitos. A
revisao bibliografica teve como referéncias Rudin (1973), Fabian et al. (2001), Munkres
(2000).

2.1 TOPOLOGIA E ESPACOS NORMADOS

A topologia em um conjunto define o quanto elementos estao ou nao préximos.

Dessa forma é apresentado o primeiro conceito:

Definigao 2.1 (Topologia). Dado um conjunto X, uma familia T de subconjuntos de X é

dita uma topologia em X se verifica as sequintes propriedades:

i-DeXerT.
it - Se (Ax)rer € uma familia de elementos de T entao Uy Ax € T.

iii - Se (Ag)r=1,.n € uma familia finita de elementos de T entdo (j_,; A € T.

O conjunto X munido de uma topologia 7 é dito um espago topologico, denotado
por (X, 7). Os elementos de 7 sao os abertos do conjunto X. Se dois elementos de X estao
contidos em um aberto, estao relativamente préximos de acordo com a topologia adotada.
Um subconjunto de X é dito uma vizinhanga de um ponto x se contém um aberto A que

contenha z.

Definigao 2.2 (Base de vizinhangas para um ponto). Seja (X, 7) um espago topolégico e
x um ponto de X. Uma familia B de elementos T € uma base de vizinhangas para o ponto

T Se:

i-x € B para todo B € T.

i1 - Para toda vizinhanca A de xz, existe B € B tal que B C A.

E comum definir topologias em conjuntos a partir de familias menores, através de

bases para topologia:

Definigao 2.3 (Base para uma topologia). Uma familia B de subconjuntos de um conjunto

arbitrario X é uma base para uma topologia, ou uma base topoldgica em X se verifica:
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1-z€ X=3dB€BcomzxzeE B.

ii—Bl,BlEB@xEBlﬁBliEIBEBcomeBCBlﬂBl.

Definida uma base topolégica em um conjunto, defini-se uma topologia no mesmo,

a topologia gerada pela base:

Definigao 2.4 (Topologia gerada por uma base). Se B é uma base topoldgica no conjunto
X, entao define-se a topologia gerada por B como a familia T de subconjuntos de X que

satisfaz a condicao:
Ue T << para cada x € U existe BE B comxe BC U.

Definida a topologia em um conjunto X, pode-se estabelecer o conceito de con-
vergéncia de uma sequéncia em X ou seja, de uma funcao a: N — X. Serd utilizada a

notagao a(n) = x, e (x,) para indicar a prépria sequéncia.

Definigao 2.5 (Sequéncia convergente). Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma sequéncia
(x,) em X converge para o ponto z € X se para toda vizinhanga V de z existe m € N tal

que se n. > m entdo x, € V. Nesse caso utiliza-se a notacao limz, = x.

Um conceito similar é possivel para fungdes entre espagos topologicos:

Definigao 2.6 (Convergéncia pontual de fungbes). Sejam X um conjunto arbitririo e Y
um espago topologico. Se f, é uma sequéncia de fungoes f,: X — Y e f, (x) converge para
todo x € X, entdo diz-se que f, converge pontualmente para a funcio f : X — Y dada por

f(z) = limf, ().

Dada uma sequéncia a: N — X, uma subsequéncia de z,, é a restrigdo als onde S
¢ um subconjunto infinito de N. Se : S — N ¢é a bije¢ao crescente entre os dois conjuntos,

denota-se a[s(s) = @y, ,, e a subsequéncia por (z, ).

Em um espago topoldgico (X, 7), uma familia de abertos (A))xer é dita uma
cobertura para um conjunto Y C X se Uyer, Ax 2 Y. Pode-se entao definir a compacidade

em espagco topoldgico:

Defini¢ao 2.7 (Conjunto compacto). Seja (X,7) um espago topolégico. Um conjunto Y

C X ¢ dito compacto se toda cobertura de abertos admite subcobertura finita. Ou seja:
UsezArx 2 Y= 3 {L, b, ..., } € L com U}_, 4, 2 Y.

A compacidade tem implicagoes importantes em convergéncia:
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Proposicao 2.1. Sejam (X,7) um espago topoldgico e Y C X compacto. Entio toda

sequéncia em Y possui subsequéncia convergente para um elemento de Y.

Demonstrag¢io. Suponha por absurdo que exista uma sequéncia (z,) de elementos de Y
que nao possua subsequéncia convergente para um elemento de Y. Entao para todoy € Y
existem uma vizinhanga Vj, e N, € N tais que para para n > N, z,, ¢ V. Evidendemente
Uyey Vy € uma cobertura aberta de Y. Como Y ¢é compacto, existe uma subcobertura
finita dada pelos abertos V}, vizinhancas de y; para k = 1,2, ...m, respectivamente. Entao
para n > Ny, z, ¢ Vi. Tomando N = max{ Ny}, =, ¢ Uj-, Vi para n > N. Logo, para
n > N, z, ¢ Y, um absurdo, portanto (z,) possui subsequéncia convergente para um
elemento de Y. O

Outra definicao essencial relacionada a topologia é a métrica:

Definigao 2.8 (Métrica). Seja X um conjunto arbitrario. Uma métrica em X € uma

funcao d : X x X— R que para quaisquer x, y, z € X satisfaz :
i-d(z, y) > 0 (é positivamente definida).
it -d(z,y) =0 =1y
Wi - d(z, y) = d(y, x) (€ simétrica).
- d(z, y) < d(z, z) + d(z, y) (desigualdade triangular).

Um conjunto X munido de uma métrica d é dito um espago métrico, denotado por

(X, d). O conceito de bola em um espago métrico apresenta-se de maneira intuitiva:

Definigao 2.9 (Bola). Sejam (X, d) um espago métrico, r um nimero real posivo e x um

elemento de X. A bola aberta de raio r centrada em x é o conjunto:

B.(z) ={ye X;d y)<r}

E a bola fechada de centrada em x de raio v é o conjunto:
BT[I] = {ye Xz' d(xi y) S T}'

E facil verificar que a familia das bolas abertas em um espac¢o métrico é uma base

topoldgica, portanto uma métrica d gera uma topologia.

A partir de um espago métrico é possivel definir um outro conceito de convergéncia

de fungoes:

Definigao 2.10 (Convergéncia uniforme). Sejam X um conjunto arbitrdirio e Y um espago

métrico. Uma sequéncia de fungoes f,,: X — Y converge uniformemente para uma fungdo
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f: X — Y se para todo € > 0 existe ng tal que se n > ng entao d(f(x), fn(r)) < € para
todo v € X

Um resultado que relaciona compacidade e métrica e tera utilidade posteriormente:

Proposicao 2.2. Sejam (X, d), (Z, d’) espagos métricos e Y C X um subconjunto com-
pacto. Se a funcao f: X — Z é continua, entdo dado € > 0 arbitrariamente pequeno, existe

um real 6 > 0 tal que para todos v € X e y € Y com d(z, y) < 0, d’(f(z), f(y)) < e.

Demonstracao. Suponha por absurdo que exista € para o qual seja possivel definir sequén-
cias (z,) C X e (yo) C Y para as quais d'(f(z,), f(yn)) > € e d(zn, y,) < = para todo
n. Pela Proposi¢ao 2.1, (y,) possui subsequéncia convergente yy, LN y € Y. Como f é

continua em Y, existe d tal que :

d(z,y) <6 = d(f(z), fly) <

[ 2T

Mas como (y,,) converge para y, existe t € N com d(y, y) < 2 e d(zy, y,) <

)
2 2"

Dessa maneira d(x, y) < 6, logo d'(f(x), f(y)) < § e

Pela desiguldade triangular, d’(f(x;), f(y:)) < €. Isso é um absurdo, ja que x; € X,
Yy €Y ed(xy, yp) < 0. O

Outra nocao tutil no ambito de espacos métricos é a distancia de um ponto a um

conjunto.

Definigao 2.11 (Distancia de um ponto a um conjunto). Sejam (X, d) um espago métrico,

YC Xexe X. A distancia do ponto x ao conjunto Y é definida como o nimero real:
dist(x, Y) = infcyyd(z, 2).

Uma classe particular de sequéncias em espacos métricos sao as sequéncias de

Cauchy:

Definigao 2.12 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (z,) em um espago métrico (X,
d) € uma sequéncia de Cauchy se para todo real € > 0, existe N € N tal que para todo par

n, m > N, tem-se d(x,, x,) < €.

A partir de sequéncias de Cauchy define-se a nocao de espago métrico completo:

Defini¢ao 2.13 (Espago métrico completo). Um espagco métrico é completo se toda

sequéncia de Cauchy é convergente.
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A teoria apresentada no trabalho destina-se especificamente a espacos vetoriais,

mais especificamente a espacos normados:

Definigao 2.14 (Norma em um espago vetorial). Seja X um espago vetorial sobre o corpo
K. Uma norma em X é uma fungao ||||: X — Ry que para todos z, y € X e a € K, verifica

as propriedades:

il +yl < el + [lyll-
ii - ozl = laf . ]|

it -z =0 2z =0.

Uma norma ||.|| gera uma métrica d através da relagao d(z, y) = ||z — y|| e conse-

quentemente uma topologia. O tema central da dissertagao é voltado a espagos de Banach.

Definigao 2.15 (Espago de Banach). Um espaco de Banach é um espago vetorial normado

completo, ou seja toda sequéncia de Cauchy converge.

Pode-se verificar facilmente que subespacos fechados de espagos de Banach também
sao espacos de Banach. Uma maneira bastante utilizada para se obter espacos de Banach

a partir de um espago de Banach inicial sao espagos quocientes:

Defini¢ao 2.16 (Espago quociente). Sejam X um espag¢o de Banach e Y um subespaco
fechado de X. O espago vetorial X | Y das classes:

] ={z€ X, z-2€ Y},
com a norma
[z]]| = infeep [12]),
¢ chamado espago quociente de X por Y.

H&a uma maneira alternativa de se compreender a norma de uma espago quociente.
Sex € X:

[[z]ll = mf{[[z]}; z € [2] } = inf{||z —yll; y € Y} = dist(z, V).

E de fato, X /Y é um espago de Banach:

Proposicao 2.3. Se Y € um subespago fechado do espa¢o de Banach X entao X | Y é um
espaco de Banach.
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Demonstragio. Seja ([z,]) uma sequéncia de Cauchy em X /Y. Entao existe uma sub-

sequéncia ([z,,]) tal que H[xnk] — [Tnpn]|| < 5. Logo, também existe x,, em [z,,] com
dist(Tpn,, [Tng,,]) < 35- A sequéncia (z,,) assim definida é de Cauchy em X, entdo

limy_,00 ©,,, = @ para algum x em X. Como:

] = e < lznd = 2 < [z, — 2,

tem-se que ([z,,]) e consequentemente ([z,]) converge para [z] em X /Y. O

Um resultado de grande utilidade é o Teorema de Riesz (confira Fabian et al.
(2001), pagina 13):

Lema 2.1 (Riesz). Se X é um espago normado e Y é um subespago proprio e fechado,

entdo para todo € > 0 existe x € X com ||z|| = 1 e dist(z,Y) > 1 - €.

2.2 DUALIDADE EM ESPACOS DE BANACH

O conjunto das aplicagoes lineares entre dois espacos vetoriais é um espago vetorial.
Em particular, dados um espaco vetorial normado X e um espacgo de Banach Y o conjunto

L(X;Y) das aplicagoes lineares continuas de X em Y é um espago de Banach com a norma:

LFIF = sup {[1f(@)]; [l < 1}

No caso de X ser um espaco de Banach e Y ser o corpo K sobre o qual X esta
definido, o espaco L(X;Y) é denotado por X* e denominado espago dual do espago X.
O espago L(X*;K) denotado por X** é o espago bidual de X. Analogamente define-se o

espago X ™ = (X**)* e assim por diante. Um elemento de X* é dito um funcional em X.

Um grande resultado relativo a dualidade é o Teorema de Hahn-Banach (confira

Rudin (1973) pagina 59), o qual estabelece a existéncia de extensoes para funcionais:

Proposicao 2.4 (Hahn, Banach). Seja Y um subespago do espago normado X. Dado um
funcional f € Y*, existe f € X* tal que fly = fe H?HY =|Ifll-

Corolario 2.1. Seja X um espag¢o normado. Para todo x € X \ {0} existe um funcional
fe X com|f|| =1 com f(x) = ||z||. Ou seja:

|z]| = maxy <1y |f(2)]-

Demonstragio. Tomando Y = < z >, define-se o funcional f € Y* por f(tz) = t||z|.
Tem-se que || f|| = 1e f(z) = ||z||. Pela Proposicao 2.4 é possivel estender f a um funcional

f em X* com norma 1. Como todos z € X e g € X* verificam |g(x)| < ||g]| ||z]],



20

SUP e x g1 <1} 19(2)| < [[2]].

Mas o funcional definido atinge o supremo e consequentemente é igual a ||z||. O

Uma classe importante de espacos de Banach sao os espacos reflexivos, para defini-

los considera-se a seguinte proposicao de facil demonstracao:

Proposicao 2.5. A aplicagio Tx: X — X** dada por Jx(z)(f) = f(x) é uma imersdao

isométrica .

Defini¢ao 2.17 (Espago Reflexivo). Um espago de Banach X é reflexivo se a aplicag¢io

definida na Proposicio 2.5 é sobrejetiva.

Uma interessante caracterizagao de espagos reflexivos é o Teorema de James (Fa-
bian et al. (2001) pagina 84):

Proposigao 2.6 (James). Um espaco de Banach X € reflexivo se e somente se para todo
f€ X* existe x € X tal que f(z) = || f]|

Um conceito utilizado em algumas demonstragoes ao longo da dissertacao é o de

aplicagao adjunta:

Defini¢ao 2.18 (Aplicacao Adjunta). Sejam X, Y espagos de Banach e T € L(X;Y).
Define-se a aplica¢io dual ou aplica¢io adjunta T* € L(Y*; X*) como a fungdo que associa
ao funcional f € Y* o funcional T*(f) € X* definido por T*(f)(z) = f(T(x)).

Proposicao 2.7. Se X, Y sao espagos de Banach e T € L(X;Y), entao | T*|| = ||T||.

Demonstragao. Por definigao:
1T = SUPy £1<1} 1T*(f)ll = Sup{HfHSl}(Sup{HxHSl} T*(f)(z)])=
= supyyp<ny (SuPga<ry [F(T(@)]) = supgay<ny (supg <y 1£(T(@))))-

Devido ao corolario 2.1:

SUP{”mHg}(SUP{||f||g1} |f(T(z))]) = SUP{||z|<1} 1T ()|l

]

Um resultado relativo a separacgdo de subespagos em espagos de Banach (Fabian
et al. (2001), pagina 41):

Proposicao 2.8. Sejam X um espaco de Banach e Y um subespago fechado de X. Se x
é tal que 10 € X e ;p ¢ Y, entao existe f € X* com || f|| = 1, f(x) = 0 para todo z € Y e
flxo) = dist(xy, Y).
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Uma maneira alternativa de definir topologias em espacos de Banach é através das

topologias fracas:

Definigao 2.19 (Topologia Fraca). Seja X um espago normado. A topologia fraca em X

¢ a topologia gerada pela base formada pelos conjuntos do tipo:
O ={ze X;|fi(x—xy)| <eparai=1,2..n}

onde xg € X, ne N, fi, fo,...fp € X ee > 0.

Definigao 2.20 (Topologia Fraca Estrela). Seja X um espago normado. A topologia fraca

estrela em X* € a topologia gerada pela base formada pelos conjuntos do tipo:
O ={fe X; |(f— fo)z:)| < eparai=1,2..n}
onde fo € X*, ne N, z, 1,..1, € X ee > 0.

Existem caracterizagoes para a convergéncia nas topologias fraca e fraca estrela:

Proposigao 2.9. Sejam X é um espago normado e (x,) uma sequéncia em X. A sequéncia
(x,) converge na topologia fraca para © € X se e somente se limf(z,) = f(x) para todo f

em X*.
Demonstracdo. Primeiramente a afirmacao:
(x,) converge na topologia fraca para x = lim f(z,) = f(z) para todo f em X*.
Sejam f € X* e € > 0 arbitrarios, definindo o conjunto:

O ={y e X; [f(x) = fy)] <€},

O é uma vizinhanca de = na topologia fraca, logo existe N € N tal que para todon > N,
x, € O. Ou seja, |f(z) — f(x,)| < e. Logo, lim f(z,) = f(z).

Para provar a afirmacao:
lim f(x,) = f(z) para todo f em X* = (z,) converge na topologia fraca para z,

seja V uma vizinhancga de x na topologia fraca. Entao existem m € N, ¢ > 0 e funcionais

fi, fi,-..fn € X tais que o conjunto

O = {y € X; |fj(m) - fj(y)l <e&g=1 27m}

estd contido em V. Como

lim f;(z,) = f;(z), para j = 1,...m,



22

existe N € N tal que para todo natural n > N,

|filzn) = fi(y)] <,
ou seja, r, € O C V. Portanto (x,) converge na topologia fraca para z. O

Proposicao 2.10. Sejam X é um espago normado e (f, ) uma sequéncia em X*. A sequén-
cia (f,) converge na topologia fraca estrela para f € X* se e somente se limf, (z) = f(z)

para todo x em X.

Demonstracao. (f,) converge na topologia fraca estrela = limf,(z) = f(z) V x em X.

Sejam z € X e € > 0 arbitrarios. O conjunto:

O ={g € X [f(z) —g(z)| <€}

¢ uma vizinhanca de f na topologia fraca estrela. Logo, existe N € N tal que para todo

n > N, f, € O*. Ou seja, |f.(z) — f(z)| < e. Portanto, lim f,(x) = f(z).

Para demonstrar a afirmacao:
lim f,(z) = f(z) para todo x em X = (f,,) converge na topologia fraca estrela,

seja V* uma vizinhanga de f na topologia fraca estrela. Por definicao, existem m € N,

um real € > 0 e x1, x1,...7, € X tais que o conjunto
O ={g € X |f(z;) —g(z;)| <€ j=1,2,..m}
esta contido em V*. Como

lim f,(z;) = f(x;), para j = 1,...m,

existe N € N tal que paran > N

| fulmy) — f(y;)] <

ou seja, f, € O* C V* . Portanto (f,,) converge na topologia fraca estrela para f.

Um teorema que relaciona a topologia fraca estrela e a topologia oriunda da norma
¢ o teorema de Goldstine (Fabian et al. (2001) pagina 73).

Proposicao 2.11 (Goldstine). Seja X um espago de Banach. Entao se B é a bola fechada
unitaria centrada na origem em X, o fecho de J(B) em X** na topologia fraca estrela é a

bola fechada unitiria centrada na origem em X**, onde J € a imersao canonica de X em
X**
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3 FILTROS E ULTRAFILTROS

3.1 FILTROS

O conceito usual de convergéncia, por meio de sequéncias, nao se mostra adequado
para o estudo de certas propriedades acerca de espacgos topoldgicos. Como consequéncia,
buscaram-se novas defini¢oes, mais gerais para a convergéncia. Nesse sentido, ha dois
conceitos distintos geralmente utilizados: convergéncia por redes e convergéncia por ul-
trafiltros. O conceito de ultrafiltro baseia-se na ordenacao parial existente no conjunto
das partes de um conjunto arbitrario, equanto o conceito de rede baseia-se em conjuntos

direcionados:

Defini¢ao 3.1 (Conjunto direcionado). Um conjunto nao vazio I é dito direcionado se

existe uma relagcdo bindria < em I, tal que para todos o 5 e v € I, valem as propriedades:

i - para todo o € I, a < «v (reflexividade),
it - para todos o, B ey € I, a < e f < implica o <y (transitividade),
17 - para todos o e B € I, existe v € I tal que o < v e B <.

Definicao 3.2 (Rede). Uma rede em um conjunto X é uma fungio N : I — X

(denotando-se a fungao por {z;}ic; e N(i) por x; ) onde I é um conjunto direcionado.

No caso de X ser um espago topologico, diz-se que uma rede N : [ — X converge
para o ponto x (denotado por x; — ) se e somente se para toda vizinhanca V' de z, existe
to € I, tal que para todot € I com ty <t, z; € V.

O conceito de ultrafiltro transfere para a relacado de continéncia nos subconjuntos
do conjunto de indices a nocao de convergéncia, preservando as propriedades essenciais e

desejaveis da mesma. A construcao de tal conceito inicia-se com a definicao de filtro.

Definigao 3.3 (Filtro). Dado um conjunto I, um filtro em I é uma familia nao vazia F'

de subconjuntos de I que satisfaz as sequintes condicoes:

(i) Se A, Be F= AN BEF.
(ii) Se Ac FeAC BCI= BeF.

E imediato que a familia de todos os subconjuntos de um conjunto dado satisfaz

as propriedades de filtro:
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Exemplo 3.1 (O filtro impréprio). Dado um conjunto I, a familia de todos os subcon-

juntos de I, P(I), é um filtro em I, denominado filtro impréprio.

Tais exemplos de filtro sao triviais e gerais, nao trazendo, portanto, caracteristicas
interessantes para estudo.
Definigao 3.4 (Filtro préprio). F' C P(I) é um filtro proprio se F € filtro e F # P(I).

Outro exemplo trivial de filtro é o formado por apenas um subconjunto que é o
proprio conjunto.
Exemplo 3.2 (O filtro trivial ou indiscreto). Dado um conjunto I, a familia {I} é um
filtro em 1.

Um tipo mais interessante de filtro sao os chamados filtros discretos, definidos a
partir de um elemento especifico do conjunto.
Exemplo 3.3 (O filtro discreto). Dados um conjunto I e um elemento a € I, a familia
de subconjuntos { A C I, a € A}, denotada por F,, é um filtro em I.

Existe uma caracterizacao til para os filtros discretos:

Proposigao 3.1. F ¢ um filtro discreto em a € [ < {a} € Fe() & F.

Demonstragio. A primeira implicagao (=) é trivial, resta provar a volta (<).

Prova-se primeiramente que o filtro discreto F, esta contido em F. Seja A um

conjunto pertencente a Fj:
AceF,=ac A= {a} CACI= AcF,pelapropriedade (ii) da definicao de filtro.

Portanto F, C F. Agora suponha por absurdo que exista um conjunto A tal que
AeFeA¢F, Entao a ¢ A, mas, por hipotese:

{a} € F = {a} N A= 0 € F, um absurdo.
Logo F, C F e F C F,, entao F, = F. O

Outro exemplo importante de filtro é o filtro de Fréchet:

Exemplo 3.4 (O filtro de Fréchet). Dado um conjunto I, seja F' a familia dos subconjuntos
de I cujo complementar € finito: F = { A C I, A® € finito }. F é um filtro em L

Exemplo 3.5. Se I é um espago topologico, o conjunto F' das vizinhancas de um ponto a
€ I, definido por F = { V. C I, V é vizinhanca de a } é um filtro em I
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Como dito anteriormente, o filtro impréprio nao é de interesse de estudo e a pro-

posicao seguinte estabelece critérios para a caracterizacao de tais filtros:

Proposicao 3.2. As sequintes afirmacoes sio equivalentes para um filtro F' em um con-

junto I:

a - F € um filtro préprio em I.
b-0 ¢ F
c-VneNeV {A,A,... A, } CF, N A #0.

A propriedade ¢ é chamada propriedade da intersecao finita (PIF).

Demonstragdo. (a)=(b)

Suponha por absurdo que () € F, entao para qualquer conjunto A, A C I, tem-se
que ) € A C I, portanto A € F, logo F' = P(I), ou seja F é o filtro impréprio.

(b)=(c)

Suponha por absurdo que ) ¢ F e 3 { Ay, As,...A,} C FeNiL; A; = 0. Como F

é filtro, a interse¢do finita de elementos de F' pertence a F, logo NI, A; = 0 C F, um

absurdo.

(c)=(a)
Dado A C I (assumindo A # () e A # 1), necessariamente A N A = (), logo A° ¢ F,

logo F' é um filtro préprio.

]

Um fato importante e de féacil verificacao é a propriedade de que a intersegao

arbitraria de filtros sobre um mesmo conjunto ainda é um filtro:

Proposicao 3.3. Seja (F))ser uma familia de filtros em I, entdo Nyer, F € um filtro em
L

Demonstragao. Primeiramente prova-se que satisfaz a propriedade (i) da Definigao 3.3.

Sejam A, B € Naer Fi. Para todo A\, Ae B € F), logo AN B € F) (uma vez que
F\ éfiltro ), portanto A N B € Nyer F.

Agora para demonstrar a propriedade (i7), sejam A € Nyep Fi e B tais que
A C B C . Tem-se que A € F), para todo A, logo B € F, ( porque F)\ é filtro ),

consequentemente B € Nycr, Fi. Entao Nyep F)\ satisfaz as propriedades de filtro.

[]
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Uma questao interessante é como construir um filtro que contenha uma familia S
dada de subconjuntos I. Obviamente, o conjunto das partes de I cumpre tais requisitos,
mas o interesse é em filtros menores, mais especificamente deseja-se conhecer o menor

filtro que contenha S, que serd denominado o filtro gerado por S.

Definigao 3.5 (Filtro gerado por uma familia de subconjuntos). Seja S uma familia de

subconjuntos de I. Define-se:
Fs =N F, tal que F € filtro e S C F.
Claramente S C Fg e Fg € um filtro (ja que a intersecao arbitrdria de filtros é um filtro),

chamado filtro gerado pela familia de subconjuntos S.

Lema 3.1. Se S € uma familia de subconjuntos de I entdo:

Fs ={ACI,3neNeb,S,.. S, €S tais que N, 5; C A}

Demonstracao. Comegando pela inclusao:
FsC{ACI,dneNeSy, S,... S, € S tais que N7, S; € A }.

Pela definicao de Fyg, basta verificar que o conjunto:
{ACI,dneNes;, S,,... S, € Staisque N, S; C A}

¢é um filtro, o que é trivial.

Para provar a inclusao contraria, sejam A C I e conjuntos Sy, Ss,... S, € S tais
que N, S; € A. Como Fj é filtro e contém S, N, S; € Fgs, como N, 5; C A, A € Fgs.

[]

No caso em que S = {{a}}, onde a é um elemento de I, o filtro gerado por S

coincide com o filtro discreto em a, apresentado no Exemplo 3.3 ( Fiyayy = F, ).

Esta secao encerra-se com um resultado de caracterizacao de filtros gerados pro-

prios:

Proposigao 3.4. Seja S uma familia de subconjuntos de um conjunto nao vazio I. Sdo

equivalentes as afirmacoes:

a - Fg € um filtro proprio em I.
b-0¢ S
¢ - S tem a PIF.
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Demonstragio. (i) Fs é proprio = () ¢ S (evidente).
(i) 0 ¢ S = S tem a PIF (trivial).
(iii) S tem a PIF = Fg é um filtro préprio:

Se S tem a PIF, entdao do Lema 3.1 segue que () ¢ Fg, logo Fs é proprio.

3.2 ULTRAFILTROS

Apenas as propriedades de filtro ndo sao suficientes para estabelecer as caracteris-
ticas desejadas da definicao usual de limite, por exemplo na Proposicao 3.5. Para tal, é
necessario ainda exigir a maximalidade do filtro. Dessa maneira define-se ultrafiltro como

um filtro proprio maximal pela relagdo de ordem gerada pela continéncia. Ou seja:

Definigao 3.6 (Ultrafiltro). Um filtro proprio U sobre um conjunto I é um ultrafiltro se

e somente se ¢ valida a condicao:
FéfiltroemI(F# P(l)) e UC F= F = U.

Utilizando o Lema de Zorn é possivel garantir a existéncia de um ultrafiltro no

seguinte sentido:

Proposicao 3.5. Todo filtro proprio F em I estd contido em um ultrafiltro U em I.

Demonstragio. Seja o conjunto F = { G: G é filtro préprio em [ e FF C G } com a
ordenacao parcial gerada pela inclusao. Toda cadeia em F possui um elemento maximal.
De fato, dada uma cadeia {G;}er, em F, Uier Gy € o limite superior da cadeia. Resta

mostrar que U1 G; € F.
Sejam A, B € {G}ier. Assuma A € Gy, e B € Gy, com [y, [ € L. Como {G;}er,

é totalmente ordenada, suponha sem perda de generalidade que G;; 2 G),. Entao, A,
B € Gy, de forma que sendo G, um filtro, A N B € G}, € {Gi}ier-

Analogamente, se A, B sdo conjuntos que verificam: A € {G; e, e A C B C 1,
entdo existe [; € L com A € Gy,. Como G;, é um filtro, B € G, C {G,}er. Portanto
{Gi}1er, verifica as propriedades de filtro.

Entao, como toda cadeia possui limite superior em F, pelo lema de Zorn, F possui

um elemento maximal U.

]

Nessa dissertacao, as demonstragoes baseadas na construcao de ultrafiltros espe-

cificos utilizam a Proposicao 3.5. Dessa maneira define-se o filtro através de uma lei de
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formagao, passando-se a considerar o ultrafiltro mencionado na proposicao, o qual beseia-
se no Lema de Zorn, como consequéncia nao se consegue explicitar todos os elementos do
ultrafiltro.

Uma consequéncia direta da Proposicao 3.5 é o fato de que qualquer cole¢ao pode

ser estendida a um ultrafiltro:

Corolario 3.1. Qualquer colecao de subconjuntos de I com a PIF estd contida em um
ultrafiltro.

Demonstracao. Decorre diretamente das Proposigoes 3.4 e 3.5. O]

Uma das principais propriedades do conceito de ultrafiltro, sobre um conjunto I,
consiste no fato de que para todo subconjunto A de I obrigatoriamente A ou A° esta no

ultrafiltro e apenas um:

Proposicao 3.6. Seja U um filtro sobre um conjunto I, entdo sao equivalentes:

(i) - U é um ultrafiltro em I.
(it) -¥Y AC I, AouA® € U (ou exclusivo).

Demonstracao. (i) = (ii)

Se para algum conjunto A C I ocorresse A e A° € U, entao A N A° = () € U,

logo pela Proposicao 3.2 U nao seria préprio, um absurdo. Portanto basta provar que se
Ac ¢ U, entao A € U.

Supondo que A° ¢ U, entdao nao existe D € U com D C A° (pela propriedade (ii)
da Definigdao 3.3),logo DN A#£0V D e U.

Considere o conjunto B={ AN D, D € U }. Como 0 ¢ B, Fg, o filtro gerado
por B, é um filtro préprio (Proposigao 3.4). E mais, Fg contém U.

De fato, dado D € U, tem-se que D N AC De DN A € Fg. Entao D € Fg, logo
U C Fp e como U é maximal por hipotese U = Fjx.

Como A e B, AeFzg=U.

(i) = (2)

Seja F' um filtro préprio sobre I com U C F. Supondo por absurdo que F' # U,
JAtalque Ae FeA¢U,entdo A€ U C F,logo A°€ F.Se Ae A€ F, () € F,

contrariando a hipétese de F' ser préprio.

]

Corolario 3.2. Se U ¢ ultrafiltro e AU B € U, entio A ou B € U.
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Demonstragio. AUBeU = (AUB)*¢U = A°NB°¢U = A°ou B¢ U = Aou
BeUl.

[]

Corolario 3.3. Seja U um ultrafiltroem I e I =1, U I, U I3 U ..U I,. Entdao ao menos

um Iy pertence a U.
Demonstragio. I =J"k=11x = N"k=11; = 0, como U é préprio, @ ¢ U. Logo, pelo menos
um I{ ¢ U, ou seja pelo menos um [, € U.

]

Também ¢é imediato da Proposicao 3.6 que F,, o filtro discreto no elemento a de

I, é um ultrafitro, que sera denominado ultrafiltro trivial:
Defini¢ao 3.7 (Ultrafiltro trivial). Um wltrafiltro U em I é dito trivial se U = F, para
algum a € 1.

Uma caracterizacao de ultrafiltros triviais é dada pela proposicao:

Proposigao 3.7. Um ultrafiltro U é trivial se e somente se existe A € U com #A < o0.

Demonstragio. (=)

Se U é trivial, ou seja, U = F, para algum a € I, por defini¢do {a} € U e
#{a} < 0.

(<)

Seja A = { a1, ag, ... a, } € U, um conjunto de cardinalidade n. Entdao A¢ ¢ U.
Como I = {a1} U {ax} U ... {a,} U A°, uma vez que A° ¢ U, pelo Corolario 3.3, pelo
menos um dos subconjuntos {a;} pertence a U. Sendo U um ultrafiltro, ) ¢ U. Portanto,

da Proposigao 3.1, resulta que U é um filtro discreto em ay.

]

Uma defini¢ao util em determinadas situacgoes é a definicao de ultrafiltro enume-

ravelmente completo.

Defini¢ao 3.8 (Ultrafiltro enumeravelmente completo). Um ultrafiltro U em I é dito

enumeravelmente completo se € fechado para intersecoes enumerdveis, isto é:
A1, Asg, As,... A,,...€ U= ﬂ;ﬁl A; e U

Caso U nao seja enumeravelmente completo, U é dito enumeravelmente incompleto
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Exemplo 3.6. Se U ¢ um ultrafiltro nao trivial em N, entao U é enumeravelmente in-
completo. De fato, como U € nao trivial, para cada n em N, existe A, € U tal que n nao

pertenca a A,. Dessa meneira, a sequéncia (A, ), verifica NpenAn =0 ¢ U.

H4 uma maneira alternativa de se verificar se um ultrafiltro é enumeravelmente

completo:

Proposicao 3.8. Um ultrafiltro U é enumeravelmente incompleto se e somente se existe

uma cadeia enumerdvel e decrescente de elementos de U com intersecao vazia:

]1, ]2, ]3,... In,...e U com ]1 2 ]2 2 ]3 ]n Q € n;.il ]7, = @

Demonstragio. (<)
Se ) € U, entao U nao pode ser ultrafiltro.
(=)

Se U é enumeravelmente incompleto entdo existe uma sequéncia (Ag)reny em U

com A = N2, A ¢ U. Definida a sequéncia de conjuntos:
L= (M= Ak) \ A
Como Ay e A° € U e U é ultafiltro, I,, € U. Claramente [ D [z e

N2y I = (N2 A) NAC = An A = 0.

3.3 LIMITES SOBRE ULTRAFILTROS

Uma vez consolidada a teoria basica de ultrafiltros torna-se viavel a defini¢ao de

limites de familias em um espago topoldgico indexadas em um conjunto [ arbitrario:

Definigao 3.9 (Limite sobre um ultrafiltro). Sejam X um espago topolégico, (x;)icr uma
familia de elementos de X e U um ultrafiltro em I. Dizemos que (z;) converge sobre U

para © € X (notagao: limy (x;) = z) se para toda vizinhanga V de x:
{iel, € V}el.
Evidentemente se U C V sao vizinhancas de  em um espago topologico X, entao
{iel,y,eU}C{iel, eV}

De modo que:
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Proposicao 3.9. Se (V) )cr € uma base de vizinhangas para © em X (Defini¢io 2.2 ) e

(%; )icr € uma familia tal que para todo | € L tem-se
{iel, 5 €V, }el,
entdo limy (z;) = .

Demonstracao. Dada V vizinhanca de x em X, existe V; C V', logo
{iel, 5 eV} C{iel, xz; eV}

Como por hipétese { i € [, z; € V; } e U, tem-seque { i € [ ,x; € V } €U, e

como V' é arbritério segue que limy(x;) = .

O

Assim como no caso da convergéncia usual através de sequéncias, é possivel garantir

a unicidade do limite quando considera-se um espago topolégico de Hausdorff.

Proposigao 3.10 (Unicidade do limite). Se X é um espago de Hausdorff e existe limy (z;),

entao o limite ¢ unico.

Demonstragio. Suponha por absurdo que limy (z;) = , limy(z;) =y e ¢ # y. Como X
¢ Hasudorfl, existem N, e N, vizinhangas de = e y respectivamente tais que N, N N, = 0.
Os conjuntos A, ={iel,z; € N, }eA,={iel, z;, € N, } sdo disjuntos uma vez

que N, e N, também o sdo, e mais, A, e A, € U, devido a hipétese de convergéncia.

Entdao A, N A, = € U, um absurdo ja que U, pela defini¢io de ultrafiltro, é um
filtro préprio (se ) € U, entao U é o filtro improério).

O

Exigindo também a compacidade é possivel garantir a existéncia do limite de uma

familia arbitraria sobre um ultrafiltro:

Proposicao 3.11. Sejam X um espaco topologico, Y C X um subconjunto compacto e U

um ultrafiltro em um conjunto 1. Se (z; )icr € uma familia em X tal que:
{ie [ z,€ Y}eU,
entdao y = limy (z;) para algum y € Y.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que (x;);e; ndo possua limite em Y, entao para todo
y em Y existe uma vizinhanga N, tal que o conjunto Ay, = {i € I, z; € N, } nao pertenca
a U. Evidentemente Uyex IV, ¢ uma cobertura para Y, logo pela compacidade existe uma

subcobertura finita que serd designada por (N;)j=12.,, com A; = {i € I,z; € N,}.
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Ainda tem-se Y C Uj_; Nj e 4; ¢ U. Entao Nj-1 A5 € U, mas:
?:1145 = 0?21{ i €1, x ¢ Nj } = { el ¢ U?:le }
Como:
{iel,zygY }2{iel,z;¢ U N; } €U,

o conjunto { i € I, x; ¢ Y } pertence a U, o que pela Proposigao 3.6 é um absurdo.

Portanto, limy x; = y para algum y € Y. O]

No caso especifico de I = N ha uma relagao entre a convergéncia usual de sequén-

cias e convergéncia sobre o ultrafiltro:

Corolario 3.4. Sejam U ¢ ultrafiltro sobre N e X um espaco topologico de Hausdorff. Se
a sequéncia (1) converge para x em X entao (xx) converge sobre U em X. E mais, se U

é nao trivial entdo limy (xy) = =

Demonstragio. Se (xy) converge para x entao Uy {zr} U {2} é um conjunto compacto.
Pela Proposigao 3.11, existe limy (xy). Supondo por absurdo que limy (zy) = y # x, como
X ¢é Hausdorff, existe vizinhanga V' de y com z ¢ V. Como (xj) converge para x, o
conjunto { k € N,z € V' } é finito, e como, por hipétese, limy (zx) = y, tal conjunto esta

em U, uma contradi¢ao ja que por ser nao trivial, nao contém nenhum conjunto finito.

[]

A reciproca do corolario anterior existe no seguinte sentido:

Corolario 3.5. Se U é ultrafiltro em N e X é um espago de Hausdorff compacto, entao
dada uma sequéncia (x,) em X existe limy(x;) = x e limy(z;) € um ponto aderente da

sequéncia.

Demonstragio. A existéncia de limy (z;) estd assegurada pela Proposi¢ao 3.11. Seja x em

X tal que limy(z;) = x. Entao pela Definigao 3.9, dada V' vizinhanca de x:
{keN xz,eV}el.

Como U é ultrafiltro, { k € N, x, € V } # (), logo para toda vizinhanca V de x
existe k € N tal que zy € V, logo = é ponto aderente de (x,,).

]

Dessa maneira uma sequéncia nao convergente em um espago de Hausdorff com-

pacto possuira limite sobre o ultrafiltro:



33

Exemplo 3.7. Seja K = [-1,1] o intervalo unitdrio fechado com a topologia usual. X é
um espago topologico de Hausdorff compacto, entao se considerarmos um ultrafiltro U em

N, limy (x,) existe para qualquer sequéncia (x,) em K. Considere a sequéncia
1, se k € par
(1) = {

-1, se k € impar.

A sequéncia (x;) nao converge na topologia usual, mas limy(z) = 1, se o conjunto dos
pares esta no ultrafiltro, ou -1 se o conjunto dos impares estd no ultrafiltro, necessaria-

mente uma das duas opgoes ocorre.

3.4 OPERACOES COM LIMITES

Nessa secao apresentam-se alguns resultados, de certa forma até intuitivos, acerca

de limites sobre ultrafiltros:

Proposicao 3.12. Sejam (a;)icr (b )icr familias em R, indexadas no conjunto I sobre o
qual esta definido o ulrafilto U. Se o conjunto { i € I, a; < b; } pertence a U e existem
0s limites limy (a;) = a e limy(b;) = b, entdo a < b . Em particular se a; < b; para todo
7, a < b.

Demonstrag¢io. Supondo por absurdo que a > b, entao existe € > 0 tal que as bolas B,(¢)
e By(e) sao disjuntas. Entao os conjuntos { i € I, a; € B,(€) e {i € I, b; € By(e) } que

pertencem a U verificam:
{iclaseBie)}n{iel,bieBye)} C{iel a <b )}

Logo {i € I,a; <b } ¢ U, contradigao.
[

Proposicao 3.13. Sejam U um ultrafiltro em I, (a;) e (b;) familias em R indexzadas em

I com limy(a;) = a elimy(b;) = b. Entao limy(a;b;) = ab.

Demonstra¢io. Dado um ntimero real € > 0 arbitrario. Como limy(a;) = a, existe I' € U

tal que supgepy a; < 0o. Tome M > max{supyey ai, b} e considere os conjuntos:

L ={iel,|ab; —ab| < €},

L={iel, |Gi—a|<ﬁ}7
€

I3=4{i€el,|b—0 — 1.

3 {ZE 7| ‘<2M

Tais conjuntos verificam as relagoes: I, I3 € U (pela defini¢ao de limite sobre o
ultrafiltro). Logo, I}, I5 € U, onde I}, = I, N I" e I}, = I3 N I'. Como para todo i
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segue que I; D I}, N I € U. Logo I, € U e limy(a;b;) = ab.
[l

Proposicao 3.14. Seja (a;)icr uma familia em R inderada no conjunto I sobre o qual

estd definido o ulrafilto U. Se limy(a;) = a, entdo limy |a;| = |al.
Demonstracao. Se limy a; = a, entdo para € > 0 arbitrério:
IL ={i€el]a,—al <e}el.
Como ||a;| — |a|| < |a; — a|, o conjunto:
I ={1i¢€l||a|—|al| <€}
verifica I C Iy, portanto Iy € U e como € é arbitrario segue que limy |a;| = |al. O

Proposicao 3.15. Sejam I um conjunto arbitrdrio e U um ultrafiltro em I. Se (a;)ie; C K

€ tal que existe limy a;, entdo |limy ;| = limy |a;]
Demonstragao. Precisa-se mostrar que dado € > 0, o conjunto:
{i € I, |limy a;| — |as|| < e}
pertence ao ultrafiltro. Para tal, basta observar que para todos z, y € K vale
[|z] = lyll < |z —yl.
Logo,
{i € I, ||limy a;| — |a;|]| < €} D {i €, |limya; —a;| <€} €U,

portanto |limy a;| = limy |a;|.
[

Proposicao 3.16. Se X é um espago vetorial topoldgico e (z;) (y;) sio familias em X

indexadas em I com limy(x;) = x e limy(y;) =y, entdo:

(i) limy (z; +y;) = = + v.
(ii) limy (Az;) = Az
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Demonstracao. Seja N uma vizinhanca de 0 em X. Existe uma vizinhanca V' de 0 tal que
V +V C N, e uma vizinhanga W de 0 com AW C N (confira Rudin (1973) pégina 7).

Entao os conjuntos:

L={iel (z;) + (i) - (x +y) € N},
L={iel (z;)-x €V} eU,pois limy(z;) =z,

I={iel, (y;)-y €V} eU,pois limy(y;) = v,

sao tais que Iy O (Io N I3). Logo, I1 € U e limy(x;) + (y;) = v + v.

Da mesma maneira, os conjuntos:

[4:{1'GI,<)\ZEZ')—)\ZE€N}6
Is={iel, (z;) -x € W} €U, pois limy(z;) = =z,

sao tais que Iy DO I5, logo Iy € U e limy(Ax;) = Az.
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4 ULTRAPRODUTOS DE ESPACOS DE BANACH

Este capitulo destina-se a construcgao e caracterizagao de ultraprodutos de espacos
de Banach. Divide-se em trés se¢oes que se referem a definicdo e construcdo de espa-
¢os de Banach via ultraprodutos, a discussao de caracteristicas estruturais acerca dos

ultraprodutos e por fim uma secao dedicada a utilizagao de ultraprodutos iterados.

4.1 CONSTRUCAO DE ULTRAPRODUTOS

Uma vez estabelecida a teoria de limites sobre ultrafiltros, a meta passa a ser entao
utilizar os resultados obtidos para definir espagos de Banach. O método que sera apresen-
tado possui uma analogia com o completamento de um espaco métrico. O completamento
X de um espaco métrico X é um espaco definido a partir de uma relagdo de equivaléncia
no conjunto das sequéncias de Cauchy em X, no qual existe um subconjunto denso Y
que é homeomorfo a X. Agora, deseja-se, a partir de um espaco de Banach Y, definir um
espaco de Banach que contenha um subespaco isometricamente isomorfo ao inicial. Tal
objetivo ¢ atingido, salvo algumas restrigoes, considerando-se ao invés de de sequéncias o

limite de familias sobre o ultrafiltro.

Definicao 4.1 (Produto cartesiano). Seja (A;)icr uma familia de conjuntos. O produto
cartesiano [T;er Ai definido pela familia (A;)ier é o conjunto das fungoes f: 1 — U;er A
tais que f(i) € A;. Denotamos a € [l;cr Ai por (a;)icr.

O ultraproduto sera definido a partir do conjunto das familias do produto cartesi-

ano cujos elementos tém norma limitada:

Definigao 4.2. Dada (X;);cr uma familia de espagos de Banach, considere o conjunto:

loo(I, Xi) = { (1) € Tlier Xi , supgiepy | ()] < o0 }.

Os conjuntos [T;e; X; € (I, X;) possuem uma estrutura natural de espago vetorial

através das operagoes:
(z:) + (yi) = (2 + wi),
a.(x;) = (a.x;).

Proposicao 4.1. O conjunto l(I, X;), com a norma ||(z;)||, = sup;e; ||| € um espaco

de Banach.
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Demonstragdo. Assumiremos que [|(z;)|,, = supgep |2 ¢ uma norma. Seja entdo uma

oo

sequéncia de Cauchy ((2%);cr)ren em oo (I, X;). Entao dado € > 0, existe ny € N tal que

para n, m > no, [|(27") = (x7)|l, <€ ouseja, supgep [l — 27| < e

Portanto, ||z7* — 27| < € para todo i. Logo a sequéncia (z¥)rey ¢ de Cauchy em
X;. Como X; é Banach, existe y; em X; tal que lim;_,, xf = y;. Afirmamos que a familia

(i)ier assim construida é tal que limy o0 (2F)icr = (¥i)icr em loo (1, X;).

Para verificar que (yi)ier € loo(1, X;), suponha por absurdo que supy;epy [|vif| = oo.
Entéo para todo n € N, 3 i, € I tal que ||y;, || > n. Logo, como (2} )ren converge para
> n — 1. Logo H(a:f")igHoo = sup{iej}‘ ’ >n— 1
Portanto a sequéncia ((2¥);cr)ren € ilimitada em I (1, X;), logo ndo pode ser de Cauchy.

kn kn
Z;, Ly

(vi,), existe k, € N tal que ’

Para provar que limy_,oo(2¥)icr = (4i)ier em loo(I, X;), seja € > 0. Como (z;)* ¢

. € ~
de Cauchy , existe ng, tal que para m, n > ng sup,¢; [|z]" — 27| < 2 entao:
|z — || < 5 bara todo <.

S _ €
Agora, fixado i, existe n; > nyg, tal que ||z} — y;|| < 3" Logo, se n > ng, tem-se

que:

) € ) €
gl < el —uil < 5

|« ;

Entdo, ||y, — 27| < ||y — 27| + |27 — 2} < e.

Como i é arbitrario conclui-se que sup,¢; ||z} — yi|| < €, ouseja, ||(z}) — (vi)|l, < €

para n > ng, pela definigao usual de convergéncia de sequéncias: limy oo (2¥)icr = (yi)ier-

]

Se U é ultrafiltro em I e (||z;]])ics é uma familia de reais limitada, pela Proposigao

3.11, existe limy ||z;||. Logo pode-se definir o conjunto:

Ny = {(@)ier € loo(1, X5) |, limy [|(z;)|| = 0 }.

Proposicao 4.2. Ny é um subespaco fechado de l (1, X;).

Demonstracdo. O fato de Ny ser um subespacgo decorre da Proposicao 3.16. Para provar
que Ny é fechado em I (I, X;), seja (x}), (2?),...(x%)... uma sequéncia de familias em Ny

i %

convergente para (x;) em I (I, X;).
Suponha por absurdo que (z;) ¢ Ny, limy ||2;]] = r > 0. Por hipétese,

k—
ok — x| "= 0.

SUPiery ’
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Entao 3 ny € N, tal que se n > ny, entdo ||z} — z;|| < § para todo i. Tome n; >

ng. Tem-se a relagao:
Ml [ = Nzl < fla”™ — il < %
Como limy ||z;|| = 0, segue que
L={icl ||z|-rl<j}teU.
Logo para i € I;:
i = r| < 5.
Pela hipétese, limy [|(z]*)|| = 0. Entao o conjunto
I ={i el [lzi"] < 5}
pertence ao ultrafiltro. Logo, para ¢ € I} N Is:
Mz ] =7 < 5 e flai ] <5,

isso ¢ um absurdo. Logo limy ||2;]] = 0 e Ny é um subespago fechado.
]
Defini¢ao 4.3 (Ultraproduto de uma familia de espagos de Banach). O wltraproduto

(Xi)u da familia de espagos de Banach (X;)ic; com respeito ao ultrafiltro U sobre um

conjunto I é o espago quociente Lo (I, X;)/Ny equipado com a norma quociente:

[zl = infypeny {ll(2:) — (¥i)ll -
Serd utilizada a notagio (z;)y para [(z;)]. No caso de X; = X para todo i, denota-se

(Xi)u por (X)u, sendo o ultraproduto também chamado ultrapoténcia de X.

Lema 4.1. Se (y;) € Ny e (z;) € loo(I, X;) entdo:

limy ||y + ;]| = limg ||

Demonstragio. Escrevendo limy ||x;]| = r, dado € > 0 arbitrario é possivel definir o con-
junto I = { i € I, |||z;|| — 7| < €}. Pela defini¢do de limite sobre o ultrafiltro, I, € U,
€

se |||zl = 7| < § eyl < § entdo |||y; + xi]| —r| < e. Logo os conjuntos pertencem ao
ultrafiltro:

L={iel |lyi+al—rl<etel,
I ={iel |yl <€ €U.
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Tais conjuntos verificam I ; o1 ; N Ig, logo I, ; € U. Como € é arbitrario, pela

Proposicao 3.9, limy || y; +z; || = r = limy || 2; ||.

[]

Proposigao 4.3. Se a familia (%;)icr € lo(I, X;) € representante de (z;)y € (Xi)u, entdo:

[(zi)ull = limg || (2:)]]
Demonstragio. Pela Defini¢ao 4.3, ||(x;)v|| = infyy,enyy subier || — vill-
Se (y;) € Ny e assumindo limy || #; || = 7, entdo dado € > 0 arbitrario, seja I,

como definido na demonstracio do Lema 4.1. Para i € I, ||z; + yi|| > r - €. Entdo:

supieny [ + 4ill = supgery i + il =7 - e

Como (y;) e € sdo arbitrarios:
infy(y)eny} SUPGieny i + il > 7.
Mas como Ny é um espago vetorial, também vale a igualdade:
Infy{(y)eny} SUPery [z — yill = infyy)eny SUPyiery zi + ill-
De maneira que:
[(zi)vll = infyynenyy subgery v — yill > v = limg [|2;]].
Para estabelecer a desigualdade oposta, dado € > 0, o conjunto

I ={iel o] —rf<e}

pertence ao ultrafiltro, j& que limy ||z;|| = r. Defina a familia (y;) € Ny por:
0,sei €l
(yi) = { .
T;, caso contrario

A fim de verificar que (y;) € Ny, seja ¢; > 0. Entao:

"

{iel|yll<a} 21 €U.
Dessa maneira:

supgieny |2 — il = supgepmy lwall < v+ e

Como € é arbitrario:



40

inf((y)enyy SuPgery |7 — il < r = limg [Ja].

Portanto

(ool = limy ||z

]

Um fato extremamente 1til é que sempre é possivel tomar como representante de
um elemento do ultraproduto uma familia em que cada membro tem a norma limitada

pela norma do elemento inicial no ultraproduto:

Proposicao 4.4. Sejam U um ultrafiltro sobre um conjunto I arbitrdrio e (X;)ie; uma
familia espagos de Banach. Se (z;)y € (Xi)u e ||(z:)v| < b, entdo existe uma familia (y;)
€ loo(1, X5) com |lyil| < be (yi)u = (m)u.

Demonstragio. Sejam (x;)y € (X;)y e b € R tais que ||(z;)y|| < b. Entdo, tomando (y;)
representante de (z;)y, y; verifica limy [|y;]| < b (Proposigao 4.3). Logo:

Basta definir z; € l(/, X;), como:

Yi, se 1 € I
Zi =
0,sei ¢ 1.

Entao limy ||y; — 2| = 0, logo (vi)v = (zi)v = (z:)v e ||zi]] < b para todo i.

4.2 ESTRUTURA DE ULTRAPRODUTOS

Com algumas hipéteses sobre os espagos X; é possivel controlar algumas carac-
teristicas do espaco (X;)y. Nessa segdo sdo apresentadas algumas dessas relagbes que
complementam o Capitulo 5. As Proposicoes 4.5, 4.6 4.7 foram extraidas de Diestel, Jar-
chow e Tonge (1995) pagina 170.

Proposicao 4.5. Se K € um corpo, entdo para quaisquer conjunto de indices I e ultra-

produto U em I, a ultrapoténcia (K)y é isometricamente isomorfa a K.

Demonstragio. Defina a aplicacdo ¢: (I, K) — K dada por ¢((z;)) = limy x;. A Pro-
posicao 3.11 garante que a aplicacao estd bem definida, a Proposi¢ao 3.16 estabelece a
linearidade da aplicacao, que também ¢é claramente sobrejetiva. Tem-se ainda que o nicleo

de ¢ é Ny, pelo Teorema do Isomorfismo (por exemplo Hungerford (2003) pégina 172),
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existe uma bijecao linear ¢: I(I,K)/Ny = (K)y — K (¢((z;)y) = limy ;). Portanto,

dimensao de (K)y é 1. Para verificar que ¢ é isometria, basta observar que:

[(zi)ull = Timg [[(z:)] = &((xi)v)-
O

Proposicao 4.6. Se I é um conjunto de indices arbitrdrio, n é um nimero natural e
(Xi )icr € uma familia de espagos de Banach de dimensao n, entdao para todo ultrafiltro U

em I, (X;)u € n-dimensional.

Demonstragio. Basta tomar para cada espago X; uma base { z}, 7

17"

. x } com as

propriedades:

’ k—1
Ml=1edist(ak, <}, 22 2" >) >

Z i

N |

Para construir tal base basta aplicar n vezes o Lema 2.1 tomando ¢ = L e os

2
subespacos Y = < z}, x?,...xf’l >. Dessa maneira demonstra-se que o conjunto de vetores

{ (D, (D)y,... (7)y } é uma base em (X;)y.

Primeiramente verifica-se que de fato sdo n vetores distintos em (X;)y. Se k # [,

entao

k l

1
3

|@h)o = (@) = timy |
Portanto os vetores sao distintos.

Para mostrar que geram (X;)y, seja (z;)y elemento de (X;)y. Para todo i, como

{2}, 22,... 27 } é uma base em X,

I
1.1 2,.2
T, = a;r; +ajx; + ...+ alxl.

Para k = 1,..n, a familia de escalares (aF);c; ¢ limitada. De fato, suponha por
absurdo que (aF);c; seja ilimitada. Entdo existem p entre 1 e n e uma sequéncia de indices
(ir)ken em I tais que > k. Suponha também, sem perda de generalidade, que exista

M > 0 tal que

p
a;,

< M para p < ¢ < n e todo i;. Logo:

q
CL,L-k

|zl = llajz; + afa? + ...+ afal + ...+ afa}|| >

>

> ||latz)! + ... + dP2l|| — H—af“x?“ — .. alxl

—alx?

p+1
7 [

p+1
i T e >

P
1
2 —_—

>‘“

— |-at*'e

aP
i

Z |5

— [[n.M||.
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Portanto, como (a7, )ren ¢ ilimitada, segue que (z;, )ren ¢ ilimitada, o que é uma
contradigdo, uma vez que (z;)y € (X;)y. Dessa maneira, (a¥);c; representa um elemento
em (K)y, onde K é o corpo sobre o qual os espacos estdo definidos. Seja a* a imagem de

(a¥)y em K pela aplicacdo definida na demonstracio da Proposicio 4.5. Afirmamos que

7

() = a'(x))y + d*(zH)y + ... + a"(z}")y. Ou seja:
limgs HZZZl afzk — 0 akak|| = 0.
Mas:
limy, szzl afzk — 0 dkak|| = limgy szzl(af —ak)zk| e
limy 3, H(af —a®)zk| = limy 7, ’(af —a") H ¥ = 0.
Como

7]

limys szzl(af — aF)ak

< limy 7, H(af — ak)zk

chega-se a igualdade desejada.

Para demonstrar que os vetores sao linearmente independentes, suponha por ab-

k

surdo que existam escalares a® em K tais que >-}7_, a*(2¥)y = 0. Entao:

k .k

limg, HZZ:1 az;|| = 0.

Sejam = mar {1 < k <n, a* # 0 }. Tem-se que:

1 k., .k

; k m— —
limg, Hamxi + >y atxi|| = 0.

Entao existe j € I tal que Hamxé? + ot akx;?H < @, um absurdo, ja que por

hipétese dist(aT', < x}, 22,2~ >) > 3.

O

A Proposicao 4.5 é um caso especifico da Proposicao 4.6, mas na realidade foi

utilizada na demonstracao da segunda.

Proposicao 4.7. Se (Xj )ren € uma sequéncia de espagos de Banach com dim{Xy} > k,

e U é um ultrafiltro nao trivial sobre N entdo o ultraproduto (Xy )y nao € separdvel.

Demonstracio. A prova consiste em definir, em cada Xj, um conjunto de k vetores tais
que seja possivel de combina-los em uma quantidade nao-enumeravel de vezes construindo

vetores equidistantes em (Xj)y.

Primeiramente é preciso definir uma quantidade ndo enumeravel de bije¢oes de N

em N. Considerando inicialmente o conjunto:
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B={fN=N, f(n)<n},
é possivel definir uma colecao S de subconjuntos de B da seguinte maneira:

LeS <« fege Lentao f(n) = g(n) apenas um numero finito de vezes.

A relagao de continéncia gera uma ordenacao parcial em S. Desejamos mostrar que
toda cadeia (L )aca em S possui um elemento maximal a fim de aplicar o Lema de Zorn
( Hungerford (2003) pagina 13 ). Para isso, seja uma cadeia (Ly)aeca em S, prova-se que
Uaca Lo € um elemento maximal para a cadeia L, em S. Evidentemente U,cs Lo 2 Lo
para todo «, resta provar que U, L, estd em S. Sejam f e g em U, L., entao existem
elementos L,, e Lo, na cadeia com f € L,,, g € Ls,. Sendo uma cadeia, (Ly)aca é
totalmene ordenada. Pode-se supor entao, sem perda de generalidade, que L,, O L,,,
logo f e g € Lq, que por sua vez estd em S. Entdo f(n) = g(n) apenas um nimero finito

de vezes, conclui-se que J o L, esta em S.

Pelo Lema de Zorn, S possui um elemento maximal Ly. Além disso, Ly é nao-
enumeravel. De fato, supondo por absurdo que L seja enumeréavel, Ly = {f1, fo,... }. E

possivel entao construir uma funcao g :N — N da seguinte maneira:

9(1) = fl(l)
9(2) € {1,2} \ {/1(2)}

g9(n) € {1,2,..n} \ {fi(n), fa(n),... far(n)}

Sendo ¢ definida dessa forma, tem-se que: {g} ¢ Lo e {g} U Ly € S, contrariando

a maximalidade de Lg. Portanto, Ly nao é enumeravel.

A partir de Ly, é definida uma familia ndo-enumeravel de vetores em (Xj)y equi-
distantes. Para cada k € N, seja {z}, 27 ... F} um subconjunto de X} com ||z} = 1 para
todos n e k, ||z — 2}?|| > 1 se m # n (assim como na demonstracio da Proposi¢ao 4.6).
Entdo para cada f em L defini-se o vetor (y{)y € (X3)y com yf = l‘i(k). Se f e g sao

funcgoes distintas em L, entdo o conjunto:

{k € N,

k k
A9~ ] > 1y
é finito. Logo como U é nao trivial, pela Proposicao 3.12:
|who = @] > &

Entao existe uma quantidade nao-enumeravel de vetores em (X} )y cujas distancias

dois a dois sao maiores que %, logo (X})y nao é separavel.
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[]

Outra relacao, de certa forma intuitiva, existe quando se considera ultraprodutos e
espagos quocientes, mas primeiro é necessario mostrar que o ultraproduto de um subespago

¢ um subespaco do ultraproduto do espaco original:

Lema 4.2. Sejam X um espago de Banach e Y um subespago fechado de X. Para todo

ultrafiltro U, (Y)y € isometricamente isomorfo a um subespago de (X)y.

Demonstragio. Basta considerar a aplicagao J : (Y)y — (X)y dada pela inclusdo, uma
vez que se (y;) € (Y)y entao (y;) € (X)y. A boa definigao e a linearidade da aplicagao,
bem como o fato de ser uma isometria, sdo de verificagoes triviais. Logo, J((Y)y) é um
subespago fechado de (X)y. O

Dessa maneira, (Y)y pode ser identificado como um subespago fechado de (X)y e

faz sentido enunciar a seguinte proposicao:

Proposicao 4.8. Seja Y subespaco fechado do espaco de Banach X. Para todo ultrafiltro
U, (X/Y)u = (X)u/(Y)o.

Demonstragio. A isometria considerada é ¢: (X/Y )y — (X)y/(Y)y, dada pela relacao:
e(([z]s)o) = [(zi)u]-

Uma vez que (Y)y pode ser considerado um subespago fechado através da identi-
ficagao indicada no Lema 4.2, pode-se definir (X)y/(Y)y.

Para verificar a boa definigao de ¢, sejam (a;)y, (b;)y elementos de (X/Y )y, com
([ai])U = ([bz])U LOgO a;, bZ € X/Y (S th ”[(IZ] — [bz]H = llmU dzst(az - bi7 Y) = 0. Entao

dado € > 0 arbitrariamente pequeno:
I, = { 1€ I, dZSt(CLZ — b“Y) < 6}.

Entéao é possivel estabelecer uma familia (v;)ier, comy; € Y e ||(a; — b;) — yi)|| < e.

Defina (z;)y € (Y;)y como:

Yi, se 1 € I
Z; =
0,sei ¢ I

Dessa maneira ||(a;)v — (b;))v — (2i)u]] < €, como e é arbitrariamente pequeno,

segue que dist((a;)y — (bi)u, (Yi)v) = 0, entdo [(a;)v] = [(bi)u] e ¢ estd bem definida.
Para verificar que é isometria, seja ([z;])y € (X/Y)y. Entao:
[([z:l)ul| = Yy [[fz]]] = limg dist(z;,Y) = limg infyey [[2; - y[| e

|[(za)u]ll = dist((z:)v, (Y)v) = infy,),eq)y limy [z — yil|.
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Supondo por absurdo que ||([z;])v|| > ||[(zi)v]]] entao
limg infyey [l — yll > infp e, lme [z, - il
Logo existe (z;)y € (Y)y tal que
limy inf ey ||z, — yl| > limy ||z — 2]
Isso é absurdo pois para todo ¢ vale:
infey [l — yll < i — ).
Agora supondo ||([z:]))v]l < |l[(z:)uv]ll, vale a desigualdade:
limg infyey [[2; =yl < infy,),ew), limy [lzi = vill,
o que implica que o seguinte conjunto pertence ao ultrafiltro U:
Iy = {i € Iy infyey [lo; — yl| < infy), ey, imy [l — gl }-
Pode-se definir, dessa maneira, uma familia (z;);e;, com z; € Y, a qual verifica

|lz; — 2| < infu,), ey, limy [|2; — 3| Definindo um elemento (a;)y € (Y)y com:

Q;

B zi,se 1 € Iy
0,sei ¢ I,

o elemento (a;)y verifica a relagao ||(x;)v — (a:)v| < infy,), ey imy ||z — v, um ab-
surdo. Portanto ||([z;])v ]| = ||[(z:)v]|| e a aplicagao ¢ é isometria e logo injetora. A linea-

ridade e sobrejetividade da aplicagao sao triviais. O]

4.3 ULTRAPRODUTOS ITERADOS

Esta secao destina-se a demonstrar as possibilidades de utilizacao de ultraprodutos

iterados como uma extensao natural da teoria de ultraprodutos ja apresentada.

Defini¢ao 4.4 (Produto Cartesiano de Ultraprodutos). Sejam U e V wultrafiltros res-
pectivamente nos conjuntos I e J. Defini-se o produto cartesiano dos ultrafiltros U e V,

denotado por U x V, como a familia de subconjuntos K C I x J que verificam

{ieJ; {iel;(i,j)e K}e U}e V.

Lema 4.3. O conjunto U x V é um ultrafiltro em I x J.

Demonstragio. Dado K C I x J define-se, para cada j € J, m;(K) = {i € I; (3, j) €
K}. Sejam K, Ky € U x V. Entao:
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Ji={jeJ,mn(K))eU} eV,
Jo={je J;m(Ky) eU} eV.
Se m;(K1), m;(K2) € U, entao:
(K N Ky) =m(Ky) Nmi(Ky) e U
e tem-se as seguintes inclusoes:
JiNJyC{jed, m(ky) Nm(Ky) e Uy ={jeJ, (K N K,y eU},
de maneira que:
{jed, mi(KiNK,) eU} eU.

Logo Ki N Ky e UXxV.Se KelUxVeKCK CIxJ,entdo, segue que
m;(K'") D m;i(K) € U, logo:

jeim(K)eU}2{je J;m(K)eU}eV.

Portanto K’ € U x V.Selp e Ue Jy€ V,entao Iy X Jye U x V,logo UxV # ()
e consequentemente ¢ um filtro. Para verificar que U x V é um ultrafiltro, seja K um

subconjunto de I x J tal que K ¢ U x V. Segue que:
{jeJ;mj(K)eU}¢V.
Dessa maneira:
{jeJ;mj(K)¢U}eV.
Como
m;(K) ¢ U & m;(K°) = 7m;(K)* e U,
tem-se que:
{jeJ;mj(K)eU}eV.

Portanto, K¢ € U x V e U x V é um ultrafiltro de acordo com a Proposicao
3.6. m

Proposicao 4.9. Sejam U e V ultrafiltros respectivamente nos conjuntos I e J e (Xi; )ijerxy

uma familia de espagos de Banach. Entao:

(Xij)uxv = ((Xij)u)v-
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Demonstragio. Seja T = (xij)ijerxt € loo(I X J, X;;). Paracada j € J, (x45)ier € loo(L, Xij).
Entéo definindo 7;(Z) = (z45)v € (Xij)v, tem-se que (7;(Z))jes € loo(J, (Xij)v). Pode-se
definir a aplicacao:
T loo(I % J, X35) = (Xij)v)v
T — (Wj(f))v.
A aplicagdo 7 é linear e também sobrejetora. De fato, dado = € ((X;;)v)v, entao
existe uma familia z; € (X;;)y com ||z;|| < 2||z|| para todo j em J e x = (z;)y. Da mesma

forma, para cada j existe uma familia z;; tal que z; = (2;;)y com z;; em X;; e verificando
sl < 2[|a;l.

Assim sendo, T = (245)ijerxs € loo(I X J, X;j), com ||z;;|| < 4|z| para todos i e j.

Entao 7(Z) = z. Vejamos que
|7 ()| = limyxy [|z]].
Sejam r = limyyy ||2;;]| e € > 0 arbitrariamente pequeno. Entao
K.={(,j)elxJ:||lz||l —rl<e €U xV,

Jo={je ;i {Iel;||ul—rl<eeUt={je J;mnK)eU}eV.
Paracada j € Jo € V :

{t € L [zl —r[ < e} € U,

llm; (@) =7l < e, V35 €,

7(@)[| = r| = limy || (Z)]| = r| < e

Portanto ||7(Z)|] = r. Como consequéncia o nicleo da aplicagdo 7 é o elemento
neutro de (X;;)uxy, para estabelecer a isometria desejada basta considerar a aplicagdo

quociente 7 de 7. O

Dessa forma fica demonstrado que o ultraproduto de um ultraproduto é novamente
um ultraproduto. Segundo Sims (1982) pagina 103, a teoria de ultraprodutos iterados é
utilizada na demonstracao de importantes resultados citando duas proposicoes devidas a

Stern (1978) as quais sao reproduzidas a seguir:

Proposicao 4.10 (Versao do Teorema do Isomorfismo de Keisler-Shelah para espagos de
Banach). Sejam X um espago de Banach e U e V ultrafiltros nos conjuntos I e J. Entdo

existem um conjunto K e um ultrafiltro W em K tais que:
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(X)oxw = (X)vxw.

Proposi¢ao 4.11 (Versao do Teorema de Lowenheim-Skolem para espagos de Banach).
Sejam X um espago de Banach e Y um subespaco de dimensao infinita de X. Entdo existem
um subespago Z e um ultrafiltro U com Y C Z C X e dens(Y) = dens(Z) e (Z)y = (X)u

(onde dens(Y) é a menor cardinalidade possivel para um conjunto denso em Y).
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5 ULTRAPRODUTOS E REPRESENTACAO FINITA

O interesse neste capitulo é relacionar determinadas propriedades com os subes-
pacos de dimensao finita, lancando mao, conjuntamente do conceito de representacao
finita. Primeiramente sao analisadas relagdes entre propriedades locais do ultraproduto
(X;)u e dos espacos X; que constituem a familia. Dessa maneira torna-se vidvel demons-
trar resultados de grande relevancia, como por exemplo a Proposi¢ao 5.8, que estabelece a
existéncia de um ultrafiltro para o qual a ultrapoténcia (X )y contém uma cépia do bidual
X,

Iniciando com o conceito de e-isomorfismo:

Defini¢ao 5.1 (e-isomorfismo). Se € é um namero real positivo e X, Y sao espagos de
Banach, um operador T : X — Y é um e-isomorfismo se T é um isomorfismo e ocorrem
as duas desitqualdades:

IT| < 1+e€,

|77 < 1+e.

Um resultado que serd til nas proximas demonstragoes é o lema a seguir:
Lema 5.1. Se um operador T : X — Y é um e-isomorfismo, entdo para todo 0 # x € X,

T = ]l < ell«].

Demonstragao. Supondo por absurdo que para um 0 # z € X, |||T(x)| — ||z[|| > €||z],

entao uma das duas inequagoes ocorre:

1T (@)|| = [lz]] > €l]| ou
[T(2)]] = =] < —ell]]
Equivalentemente:
”T”’gllcl)” >¢€e+ 1ou
[l]] 1
@~ T
Tem-se as implicagoes:
FOL > e 4157 > e+ 1.
e > e = 177 >
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Como € + 1 < =, temos que ||| > € 4 1, logo nas duas possibilidades tem-se

um absurdo pois 7" é um e—1somorﬁsmo.

[]

Dados um ultrafiltro U em um conjunto I e uma familia de espacos de Banach X
indexados em I, é possivel estabelecer algumas propriedades dos espagos X;, a partir do
ultraproduto (X;)y:

Proposicao 5.1. Sejam (X;)ie; uma familia de espagos de Banach e M um subespago de
dimensao finita do ultraproduto (X;)y e seja € > 0. Entdo existem Iy € U e subespagos
M; C X; (i € Iy), os quais sao e-isomorfos a M .

Demonstragio. Seja {x*}7_, uma base algébrica de M, com representacoes =% = (z¥)y.

Definem-se os subespacos M; C X, como M; = < z¥ >?_, e os operadores T; : M — M;
dados por T;(z*) = .

Serd provado que (T;)y estda em (L(M, M;))y ou seja {||T;]| }iesr é limitado. Seja

r € M, supondo z = 37, apz*, entdo:

TS at)| 1=,
[T PO S e ||

Tl
e — SUP{zz0}

1Tl =

Como (xF) € (I, X;), existe C tal que ‘xk

ol

ITi]| < C.supg,.op T e[

apz*||

Denotando by, = (ol < 1), tem-se:

man{Hakll}

o
ITill < C-sup a0 ||§Zy'f lbkka < G0y 5 o

Pela defini¢io de by, existe k tal que ||by|| = 1. Se s = miny dist(z¥, < 27 >, ),

entao:
[ ] 2 5,
1T < <,
Portanto {||7;||}icr é limitado, logo (T;(z))y € (X;)y e mais, utilizando a Propo-
sicao 4.3:

limy || Ty ()| = limy [Spey g

_ar(a)o| = Jl2l.

Pela definicao de limite sobre o ultrafiltro, fixado z, para todos 9, a, b reais que

verificama > 1,1 >b>0ed > 0:
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{iel bz <T@ <allz]} €U.

Agora dado € > 0 é possivel construir um conjunto Iy € U como no enunciado.
Seja 4 tal que § < 5. Como M tem dimensao finita, a esfera unitaria é compacta, logo
é possivel construir uma cobertura finita em M com bolas {Bs(yx)}7_; com |lyx]| = 1.

Tem-se as desgualdades:

1<1+§.

Entao para k entre 1 e n:

Je={iel, go-5<ITw)ll <1+ 35t el.

Define-se Iy € U como Iy = Nj_; Ix. Dado x € M com ||z|| = 1, existe y; tal que

|z — yk|| < d, de maneira que para todo i € Iy:
ITi() = Ti(ye) | < €'l — el < C 0 < 5.
Logo:
1Tyl - 5 < IT(@)[l < 5 + [Twe) I
Portanto:

e S L@ < 1+

e como x é arbitrario na esfera unitéria:

= < Tl < 1+e

Como
1T =7 e

T <1+e

T; é um e-isomorfismo.

]

Em contraposicao a proposicao anterior, também é possivel estabelecer propri-
edades para um ultraproduto especifico, a partir de informagoes sobre os espagos que

constituem a familia X;:
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Proposigao 5.2. Sejam Y um espago de Banach e (X;)je; uma familia de espagos de
Banach. Se para todo € > 0 e todo subespagco M de dimensao finita de Y, existe um espaco
X; tal que M ¢é e-isomorfo a um subespago de X;, entdao existe um ultrafiltro U em um

conjunto de indices I C J tal que Y é isométrico a um subespago de (X;)y.
Demonstracdo. Seja I a colegao de pares:
I ={ (M, e), com M subespago de Y com dimensao finita, 0 < e < 1},
utilizando-se a notagao: i = (M;, ¢;). Considere a ordenagao parcial em [ definida por:
(M, €1) < (M, €9) <= M; C My e e > €
e, para cada ¢ € I, o conjunto:
Ri={jel,i<j}

A familia L = (R;);er tem a propriedade da intersecao finita. De fato, se Ry, R, ... R,

sdo elementos de (R;);er, entao
mZ:l Ry = {(M7 6)’ (Mlv 6/) = (M7 6)}’

onde € = ming{ex} e M’ = < My, >}_,. Logo, (R;)e; tem a PIF e, de acordo com a
proposicao 3.4, existe um filtro préprio que contém L. Pela proposicao 3.5, existe um

ultrafiltro U em I que contém L.

Por hipétese, para todo ¢ € I existe um ¢;-isomorfismo T;: M; — N;, com N; C X;.
Define-se entao a aplicagdo J: Y — (X;)y como sendo J(z) = (y;)y onde (y;):

) Ti(x),se x € M;
v 0,sexz ¢ M,.

Decorre da construcao do ultrafiltro U, que dados 2!, 22 € YV

{jel,x! e Mjez?e M;} ={jel,<z',2? >C M} =

={jel,<z',a?*>CM;el>¢}={jeli<j} €U,
onde i = (< z',2% >, 1) i € I. Logo,
J(@' +2?) = (T;(a' + 2*))v = (L))o + (Li(*)y = J(2') + J(2?).

Portanto, J é linear. Para provar que se trata de uma isometria, fixado x, seja ¢

arbitrariamente pequeno. Define-se o conjunto I por:
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L={iel,zeMiee, <} D{iel, (<x> ¢)=< (M)} e L.

Por meio da construc¢ao, U contém todos os elementos de L, portanto, Iy € U. Se

i € Iy entdo x € M; e €y > ¢;, de maneira que (y;) satisfaz:
(1+e)™ flzl < (1 +e)™ ol < flull < (1 + e)llzll < (1 + eo)l|]-
Aplicando a Proposicao 3.12:
(1 + €)™ flzf| < limy |lysl| < (1 + eo) ]l
e como €, ¢ arbitrario, limy ||y;|| = ||z, portanto J é isometria. A linearidade de J decorre

da linearidade de cada T;.
n

Um conceito que sera util para estabelecer as proximas proposicoes é o conceito

de representacao finita:

Definigao 5.2 (Representacao finita). Um espaco de Banach Y € finitamente representd-
vel em um espaco de Banach X se para todo subespaco de dimensao finita M de Y e todo

€ > 0, existe um e-isomorfismo de M em um subespaco N C X.

Exemplo 5.1. O espaco b, formado pelas sequéncias de reais com quadrado somadvel é
finitamente representdvel em todo espago de Banach com dimensdo infinita (confira Fabian
et al. (2001), pdgina 291).

Decorre diretamente dos resultados anteriores a seguinte caracterizacao:

Proposicao 5.3. Y € finitamente representavel em X se, e somente se, existe um ultra-

filtro U tal que Y € isometricamente isomorfo a um subespaco de (X)y.

Demonstrag¢io. (=) Decorre da Proposigao 5.2.

(<) Decorre da Proposigao 5.1 ]

A primeira proposicao proveniente do conceito de representagao finita é a:

Proposicao 5.4. Se Y ¢ um espaco de Banach separdvel e finitamente representdvel em
X, entao Y € isométrico a um subespago de (X)y para cada ultrafiltro U enumeravelmente

incompleto.

Demonstracao. Seja U um ultrafiltro enumeravelmente incompleto, entao existe uma ca-
deia I =11 21, D132 ...com I, € Ue N2l = (. Dessa maneira, para todos i € I e

m € Nyoui € I\ I, ou existe um tnico n > m tal que i € I, \ I,,41.
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Como Y é separavel existe um subconjunto enumeravel L C Y linearmente inde-
pendente e com < L > denso em Y. De fato, dado um subconjunto enumeravel (z,),en

denso em Y, defina indutivamente (z,) C Y e (m,) C N. Paran = 1,
Ty =z1em; = 1.
Para n > 1, se dim(X) = m,_1, defina
L ={xy, x9,..%p, .}
Paran > 1, se dim(X) > m,_1 € 2z, ¢ < x1,...Tp, , >, defina
My, = Mp_1 + 1 €T, = 2n.
Paran > 1, se dim(X) > m,_1 € z, € < T1,..Tp, _, >
My, = Mp_1.

Dessa maneira, se dim(X) = oo, entdo L = (z,)nen-

Por hipoétese, para todo nimero natural n existe um %—isomorﬁsmo sobre a imagem
T,: < xp>}_; — Y. Dedefine-se entdo 7' : Y — (X)y primeiramente para cada z,, € L,
depois estendendo linearmente para < L > (uma vez que L é uma base para < L >) e

por fim estendendo para todo o conjunto Y continuamente. Entao se x,, € L, define-se

J(zm) = (y)y onde:

m ) Oyseiel\ I,
= T, (z), se k é impar.

Temos que se ¢ € I, \ I,+1 € U, ||y|| verifica (pela Proposi¢ao 5.1):
(1= 3) lemll < gl < (14 Dl

Entao, como pode se tomar n arbitrariamente grande, limy ||y7|| = ||zm]], J é

isometria em L.

Seja x pertencente a < L >, ou seja, T = Y.} A\gZy,,, cOM Z,,, € L. Logo J é

estendido a < L >:
J(2) = Xgoy M (Tmy.)-
Mostra-se que para € arbitrariamente pequeno:

(1 =flz]l < J(z) < (1 + (=]
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Dado € > 0, tome N € N com N > my para todo ke N > % Temos por defini¢ao
que J(z) = (w)v = (Xry Mey)u. Se i € In\In11 € U, w; = T,,(z) entdo pelo Lema 5.1:

(1= %) Izl < Jwill < (1 + %) ll]l-
Logo:
A=)zl < @) < 1+ 5) =]
e como N > %:
(=@ flzll < [[J(@) | < (1 + ) |-

Portanto, sendo € arbitrariamente pequeno ||J(z)|| = ||z||. Se x € < L >, existe

uma sequéncia (ax) € < L > com (ay) convergindo para x, define-se entéao:

Como (ag) converge e ||J(an) — J(an)|| < ||| ||am — anl|, com ||.J|| definido em

< L >, o limite existe estd bem definido. Além disso:

1 ()| = Ty |[J (ag)[| = Timy, [lax | = ]

Logo J pode ser definida como uma isometria linear em < L > =Y.

]

Outro conceito de utilidade, proveniente da idéia de representacao finita, é a super-

reflexividade:
Defini¢ao 5.3 (Espago super-reflexivo). Um espago de Banach X é super-reflexivo se
cada espaco de Banach Y finitamente representdvel em X € reflexivo.

Também existe uma caracterizacao de espagos super-reflexivos.

Proposicao 5.5. Um espaco de Banach X € super-reflexivo se, e somente se, cada ultra-

produto (X)y € reflexivo para todo ultrafiltro U.

Demonstragio. (=)

Para todo ultafiltro U, (X)y ¢ isometricamente isomorfo a um subespago M de
(X))o para algum ultrafiltro U’. Evidentemente, para U’ = U e M = (X)y. Decorre entao
da Proposicao 5.3 que (X)y é finitamente representéavel em X e como, por hipdtese X é

super-reflexivo, segue que (X)y é reflexivo.

(<)
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Seja Y finitamente representavel em X. Pela Proposicao 5.3 existe um ultrafiltro
U tal que Y é isometricamente isomorfo a um subespago de (X)y, logo , como (X)y é

reflexivo, Y também é reflexivo.

]

Dados dois espacos de Banach X DO Y, existe para a super-reflexividade uma

relacdo equivalente ao caso da reflexividade:

Proposicao 5.6. Seja Y subespaco fechado do espago de Banach X. Se Y e X/Y sdo

super-reflexivos entdo X é super-reflexivo.

Demonstragio. Se Y é super-reflexivo, pela Proposicao 5.5, para todo ultrafiltro U, (Y)y
é reflexivo. Se X/Y ¢é super-reflexivo, como (X/Y)y = (X)u/(Y)y (Proposicao 4.8),
também temos que (X)y/(Y)y é reflexivo. Se (Y)y e (X)y/(Y)y sdo reflexivos, entdo
(X)y é reflexivo (em Fabian et al. (2001), pagina 97). Logo pela Proposicao 5.5, X é

super-reflexivo. n

A préoxima meta é provar que para algum ultrafiltro U, X** é isometricamente

isomorfo a um subespago de (X)y. Para tal consideremos a seguinte proposicao:

Proposicao 5.7 (Principio da reflexividade local). Para cada subespago de dimensdo
finita M C X** e cada conjunto finito { fi,fo,...fu} C X* e cada € > 0, existe um operador

T: M — X que é um e-isomorfismo sobre a imagem e satisfaz:

Tymnx = idynx €

fi(T(uw)) = ulfy), parawe Mek =1, 2, ... n.

A demonstragao pode ser encontrada em Fabian et al. (2001) pagina 292. A Propo-
sicao 5.7 afirma, em particular, que X** é finitamente representdavel em X, logo de acordo
com a Proposicao 5.3, existe um ultrafiltro U tal que X™** é isometricamente isomorfo
a (X)y, mas, através da Proposigao 5.7, é possivel estabelecer um resultado mais forte

utilizando o conceito de projecao unitaria:

Defini¢ao 5.4 (Projegao unitéria). Seja X um espago de Banach. Uma aplicacio linear
T: X — X é dita uma proje¢io unitdria em X, se T(T(x)) = T(z) para todo x em X e
1T < 1

Proposicao 5.8. Para cada espaco de Banach X existe um ultrafiltro U e um isomorfismo
isométrico sobre sua imagem J de X** em (X)y tal que J(X**) é imagem de uma projecio

unitaria em (X)y e a restricio de J a X € a inclusdo candnica de X em (X)y.

Demonstragao. Considere:
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I'={ (M, N,e¢),com M CX* N C X* subespagos de dimensao finita e 0 < ¢ < 1},
com a seguinte relagdo de ordenacao parcial:
(M, N1, €1) < (M3, N, €2) & My C My, Ny C Ny, €1 > 6.

A Proposigao 5.7 afirma que, para cada i = (M;, N;, ¢) € I, existe um ¢;-

isomorfismo sobre a imagem T; : M; — X, satisfazendo:
Ti|M,~mX = idM,-mX €
f(Ti(u)) = u(f), parau € M; e f € N;.
Para cada ¢ = (M;, N;, ¢;) € I, considere o conjunto R; dado por:
Ri={jel,i<j}

A familia L = (R;);e; tem a propriedade da intersecao finita. Se Ry, R, ... R,

pertencem a (R;);c; entdo
mZ:le - {(M7 N, 6)’ (M/’ Nl: 6/) = (Ma N, 6)}7

com € = ming{ex}, M’ = < M, >k=1 ¢ N' = < N, >"_,. Logo, (R;)icr possui a pro-
priedade de intersecao finita e, utilizando a proposicao 3.4, existe um filtro préoprio que
contém L. Pela proposicao 3.5, existe um ultrafiltro U em I que contém L. Entdo defina

a aplicagao J: X** — (X)y como J(u) = (x;)y, onde :

{ T;(u), se u € M;
Tr; =

0, caso contrario.
Segue da construcao do ultrafiltro U, que dados u', u?> € X**:

{jelute Mjeu*e M;} ={jel,<u',v>*>C M} =

={jel,<u',v*>C M, {0} CNjel>¢t={jeli<jtelU
onde i = (< u',u* >, {0}, 1) € I. Logo,
J(' +v?) = (Ti(u' + )y = (Ti(u') + Ti(w?))y = J(u') + J(u?),

provando a linearidade de J. Para verificar que J é isometria, sejam u € X** e ¢y > 0,

defina o conjunto:
In={(M,N,e) el e >¢, M D <u>eN qualquer } € U.

Se i € Iy, entdo
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(1= eo) [Jull < flall < (14 €o) [Jull
Logo, tomando o limite sobre o ultrafiltro e utilizando a Proposicao 3.12:
(1 —eo) [lull <limy [[z;] < (14 €o) [Jull

Como ¢ é arbitrario, limy ||z;|| = |Ju||, portanto, J é isometria.

Para construir a projecao considere a aplicagao @ :(X)y — X** que associa (x;)y

a aplicagao w*-limy z; : X* — K, com w*-limy z;(f) = limy f(z).

Fixado (z;) € loo(I, X), w*-limy x; é uma aplicacao linear continua. Sua boa defi-

nicdo equivale a seguinte implicagao:
limy ||z; — yi|| = 0 = w*-limy x; = w*-limy y;.
Para provar a implicacao, basta observar que:

lig [| f(2:) = f(ya) | < limy |[F]] () = ()]l = 0.

A linearidade é trivial, para verificar a continuidade, considere primeiramente que
para toda f € X* a familia (f(z;)) é limitada no corpo K, portanto limy f(z;) existe.

Tomando f com ||f]| = 1, entdo para todo i € I:
()] < fla]l-
Portanto, utilizando a Proposicao 3.15:
limy f ()] = limg [ f(2:)] < [[(z:)o]-

A ultima desigualdade estabelece a continuidade de w*-limy x; e também a desi-

gualdade ||@Q|| < 1. Para tal, basta observar que:

Define-se a projegao P desejada do enunciado P: (X)y — (X)y como P = Jo Q.

Tem-se que || P|| < 1 e ImP C ImJ, resta mostrar que P|;x+) é a identidade, ou seja:
ue X" = JQJ(w)) = J(u), QU(w)(f) = ulf),
ou alternativamente Q(J(u)) = u. Para tal prova-se que para todo f € X':
Q(J(w)(f) = limy f(z;).
Onde (x;)y = J(u). Considere o conjunto
In={(M,N,e)el,ue M, fe Nee<1} € U.

Se i € Iy, u(f) = f(Tu) = f(x;), entao limy f(x;) = u(f). O
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6 APLICACOES MULTILINEARES E FUNCOES HOLOMORFAS

A teoria apresentada neste capitulo baseia-se nos textos de Mujica (1986) e Dineen
(1999). O objetivo principal é conceituar polindémios e fungdes holomorfas em espagos de
Banach destacando caracteristicas e proposi¢coes importantes que serao necessarios para

a compreensao do conteido dos capitulos 7 e 8.

6.1 APLICACOES MULTILINEARES

Comecamos com a definicao de aplicacao multilinear:

Definigao 6.1 (Aplicagao multilinear). Sejam Xi, Xs, ...X,, Y espacos vetoriais sobre o
mesmo corpo. Uma aplicagio A : X7 X Xy X ...x X,, = Y € uma aplicacao n-linear se é

linear em cada varidvel separadamente.

O conjunto da aplicagdes n-lineares A : X; x Xy x...x X,, = Y sera denotado por
Lo(X1, Xo,.. X, Y). E trivial verificar que tal conjunto possui uma estrutura de espaco

vetorial com as operagoes candnicas.
Se os espagos vetoriais considerados sao espagos normados, sera considerada a
norma em X; X Xy X ...x X, dada por:

(1, 29, ...y || = maxg—1.p, ||zk]|-

Nesse caso, o conjunto das aplicagdes n-lineares continuas é um subespacgo de
L.(X1, Xo,..X,; Y) e serd denotado por L£(X;, Xs,...X,; V). Tais espagos podem ser

considerados espagos normados de acordo com a seguinte norma:

Proposicao 6.1. A aplicacio ||.|| : L(X:1, Xa,...X,; Y) — R dada por:

HAH = Sup{xeXl><X2><...><Xn,||x||§1} HA(]))H,
¢ uma norma em L(Xy, X5,...X,,; Y).
Demonstracao. Primeiramente é preciso demonstrar que a norma esté definida para toda

aplicacdo A continua. Se A é continua entao, particulamente, é continua na origem, logo

existe 6 > 0, tal que se ||y|| < 0 entdo |A(y)|| < 1 ou seja, se ||z|| < 1 entdo

IA@)I = 5 1A(2)] < 5.

Logo a norma estd bem definida. Agora se (1, za,...2,) € X1 X X3 X ... X X}, com

xk#07
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lAGEn &5 2= < 14

leall” flz2([ " |zl

Entao
[A(z1, 22, on) || < (JA[ 2o [l 2]l [l
No caso de z, = 0 para algum k,
[A(z1, 22, xn)|| = [[All flza |22l .. [|2nll = O.

Portanto se ||A|| = 0, entdo A = 0. Para demonstrar que ||AA|| = |A| ||A] para

todo A em K basta observar que

SUP{|z|<1} [ANA(2)|| = SUP{|jz)<1} A A(2)]| = ’/\‘Sup{ﬂzﬂgl} | A()]|.
E pela a desigualdade triangular,
supyq<1y (A + B)(@)]| = supgzy<1y [[A(@) + B(2)| < supgy <y [A@)[ + [[B(z)| <
< SUP{g|<1} [A(z)| + SUP{|jz)<1} | B(z)]-

Logo [|A+ Bl < [[A[l + |[B]|. a

O espaco L(X1, Xo,...X,,; Y) com a norma definida na Proposi¢ao 6.1 é de fato

um espaco de Banach:

Proposicao 6.2. Se Y é um espago de Banach entao o espaco L(X1, Xo,...X,; Y) é um
espaco de Banach.

Demonstra¢io. Tome uma sequéncia de Cauchy (Ay) arbitraria em £(X;, Xs,...X,; Y),

demonstra-se que a aplicagdo A : X7 x X3 X ... x X,, = Y definida por
A(xy, T9,...2,) = limy oo Ag (21, To,...2,)
pertence a L(X1, Xo,...X,,; Y) e limg_,o, Ax = A. Como
1A (@1, 22, 0) — A1, 72, )] < N4y — Ayl ] s ] izl

e a sequéncia (Ay) é de Cauchy, segue que a aplicacao A estd bem definida. Da linearidade
do limite e da n-linearidade de cada Ay, decorre que A é n-linear. Para verificar que A é
continua, seja y € X7 X Xy X ... x X, com |ly]| < 1. Uma vez que existe limy_,o, Ax(y),

existe kg € N tal que para r, s > kq:

1A (y) — As(y)|] < 1.

Entao para k > ko:
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[ARWIT < AR (I + 1 < (| AR [ + 1.

Logo ||A]| < ||Akl| + 1, portarto A é continua. Para estabelecer que a sequéncia
verifica limy,_,o, Ay, = A, seja € > 0 arbitrariamente pequeno, entao existe m € N tal que

para todo par r, s > m:

||Ar - ASH S

:
Novamente, considerando y € X; x Xp x ... x X, com ||y|| < 1, para r, s > m:
[Ar(y) — As()]| < [|Ar — Ad]].

Entao se r > m:

limg oo [|[Ar(y) — As(y)|] < e

Portanto devido & arbitrariedade na escolha de y, ||A,(y) — A(y)|| < €, conclui-se
entdao limy_ o, A = A. O

No caso em que X; = Xy =... = X, = X, o espago L,(X1, Xs,...X,,; Y) é denotado
por L,("X;Y) e analogamente L("X; Y).

Uma classe importante dentro das aplicagoes multilineares sdo as aplicagoes mul-
tilineares simétricas, para defini-las considere o conjunto das bije¢oes em {1, 2,...n}, de-

signado por S,,.
Definigao 6.2 (Aplicagdo multilinar simétrica). Uma aplicagio A € L,("X; Y) é dita

simétrica se:

A(l’l, :I,‘Q,...:En) = A(xg(l), xg(g),...l‘g(n))

para todos xy, x3,...x, € X e toda o € S,,.

O conjunto das aplicacoes n-lineares simétricas de X em Y serd denotado por
LiM"X;Y). Sendo X, Y espagos vetoriais normados, o conjunto das aplicagoes n-lineares

simétricas continuas de X em Y serd denotado L°("X;Y ).
Se o = (v, ag,...a,) € N" serd adotada a notagao:

lal = a1 + ag +..+ ay,

al = ol arl.ap!

Dessa maneira se A € L,("X; YY), x1, z9,..ty, € X, a = (a1, qo,...ppp) € N €

também |a| = n, serd utilizada a notagao:
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ajvezes QavVezes amvezes
— e e, ——
a1 (2] (o3 J—
Az x252..2%m) = A(Ty...x7, To.o X2, T L)«

Os conjuntos £3("X;Y) e L5("X; Y) possuem estrutura de espago vetoriais com
as operagoes candnicas, de modo que sao subespagos, respectivamente de L£,("X; Y) e
L("X;Y). A seguinte proposicao estabelece que £°("X; Y) é um subespago fechado de
LMX;Y):
Proposicao 6.3. A aplicacio ¢ : L("X;Y) — L("X;Y) que associa a aplica¢io A d
aplicacao A® definida por:

As($1, ceey xn) = %ZUE‘S”A(@T(D, ceey Ji(n))
¢ linear e sobrejetiva e verifica ||A®|| < ||A].

A demonstragao ¢ trivial e deixada como exercicio. Um resultado importante cuja

demonstragao também serd omitida é a férnula de Leibniz (Mujica (1986), pagina 5):

Proposicao 6.4 (Férmula de Leibniz). Se A € L3 (X"; Y) e a1, 13,...x, € X, entdo

A(($1 + Xy +...+ $m)n) = ZaeNm;|a|:n%A($§q $g2...lfnm).

A férmula de Leibniz é comumente utilizada na demonstragao da férmula de po-
larizacao, a qual estabelece que uma aplicagdo n-linear simétrica é definida pela imagem

dos elementos da forma x™ (Mujica (1986), pagina 6).

Proposicao 6.5 (Férmula de Polarizacdo). Dada uma aplicagio A € L ("X;Y), entdio

para xy, Ty, To, ...T, € X:

1
Az, 1y, 13,...0) = —gw e —t1€1€2- A (T + €121 +... A €nT)".

6.2 POLINOMIOS

A partir de aplicagbes multilineares é possivel definir polindémios, ou seja, um tipo

especifico de aplicagao entre dois espagos de Banach:

Definigao 6.3 (Polinémio n-homogéneo). Sejam X, Y espagos de Banach. Uma aplivag¢io
P : X — Y éum polindmio n-homogéneo (ou homogéneo de grau n) se existe uma aplicagio
n-linear continua A : X* — Y tal que P(x) = A(2") para todo x em X.

Sendo A uma aplica¢ao n-linear continua, o polinémio P associado serda uma apli-
cal¢do continua. O conjunto dos polinémios n-homogéneos entre espacos de Banach X e
Y é também um espacgo vetorial com as operacoes de adi¢ao e multiplicacao por escalar
canonicas, o qual serd denotado por P("X;Y). Evidentemente, pela definicdo 6.3 pode

haver mais de uma aplicagdo associada a um polindmio, ou seja, aplicacbes A # A’ in
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L("X;Y) com A'(z") = A(2™) para todo  em X. Porém essa multiplicidade desaparece
quando considera-se apenas aplicagoes simétricas continuas, pois como consequéncia do

férmula de polarizacao temos:
A A e ("X Y
A SLUXY)
A(a™) = A(a™), YV z

E mais, se A é uma aplicagao simétrica n-linear e P(z) = A(z") para todo x em X,
entao a aplicagao simétrica A® associada pela Proposi¢ao 6.3 também cumpre a condi¢ao
P(z) = A%(2™) para todo x em X. Dessa maneira para cada elemento P de P("X;Y)
existe uma tnica aplicacdo A em L°("X;Y) que cumpre P(z) = A(z") para todo z em

X, tal aplicacao ¢ dita a aplicagdo simétrica associada ao polinémio P.
E possivel definir polindémios homogéneos de graus arbitrarios a partir de funionais
lineares pois se f € X* entao a aplicacao > ;" cpf’ : X — Y dada por:
Yty enfi (@) = ity e fi(@)",
Com ¢ € Y, é um polindomio n-homogéneo.

Definigao 6.4 (Polinémio do tipo finito). Sejam X e Y espacos de Banach. Um polinémio
n-homogéneo P : X — Y € do tipo finito se P = >7}", cifi, para m € N, ¢, € Yoe fp em
X*, ou seja, P(xr) = > cpfr(x)™ para z em X.

O conjunto dos polinémios n-homogéneos de tipo finito entre os espagos de Banach
X eY sera denotado por Pr("X;Y') o qual é um subespago de P("X;Y"). No caso especifico
de Y ser o corpo dos escalares existem algumas caracteristicas especificas acerca desses

polindémios:

Proposicao 6.6. Seja X um espaco de Banach sobre o corpo K. Se X tem dimensao
finita, entio Py("X;K) = P("X;K).

Demonstragio. Seja {x1, x,...x,} uma base de X. Se P € P("X;K) e x € X, entao
T = 25:1 a;rj = Z§:1 fi(@)z;,

onde f; € X* é o funcional que associa x ao escalar a;. Se A é a aplicacao simétrica

associada a P:
P(z) = P(35- fi(@)x;) = A fi(@)a;)".
A Proposicao 6.4 estabelece que:

A(Z;’:l fi(x)x;)" = ZaENmﬂa\:n% T (x) SQ(x)fﬁp(x)A(x‘fl 3:32...:5;?).
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Como para cada o, A(x{" 25°...257) é constante escalar e fi" f3*... f;7 € Pr(" X; K)
(Dineen (1999), pagina 42), segue que P € P¢("X;K) e consequentemente a igualdade
entre os espagos Pr("X;K) e P("X; K).

]

Corolario 6.1. Seja X um espago de Banach sobre o corpo K, P € P("X;K) e T um
operador de posto finito em X. Entio PoT € P;("X;K)

Demonstracio. Se T é um operador de posto finito, entao sua imagem tem dimensao
finita. Dessa maneira, P|p(x), devido a Proposi¢ao 6.6, é um polinémio do tipo finito,
denotado por P’ : T(X) — K. Assuma P’ = 7% ap(fi)", com fi, € T(X)" e ar € K
para todo k. Entdo PoT = 7" ap(fr o T)", com froT € X* e a; € K para todo k.

Portanto P o T é um polinémio do tipo finito. m

6.3 APLICACOES HOLOMORFAS

Aplicagoes holomorfas em espagos de Banach sao uma forma de generalizacao do
conceito originario da anélise complexa. Uma funcao serd holomorfa se em cada ponto do
dominio existir uma vizinhanga na qual a funcao coincide com uma série de poténcias ou

série polinomial. Antes de defini-las sdo necessarias algumas consideragoes:

Defini¢ao 6.5 (Série de poténcias). Sejam X e Y espacos de Banach, uma série de
poténcias de X em Y no ponto a € X é uma série do tipo Y02 (P, (x - a), com P, em

P,("X;Y), sendo que P,(°X;Y) indica o conjunto das aplicagdes constante.
Serao utilizados dois tipos de convergéncia para séries a convergéncia uniforme e
convergéncia absoluta:

Defini¢do 6.6 (Convergéncia uniforme de séries). Se Y07 P, (z - a) € uma série de
poténcias entre X e Y em torno do ponto a, e U é um subconjubto de X, a série converge

uniformemente em U se para todo x € U existe f(x) € Y dado por

neoPn (- a) = f(x),

e dado € > 0 existe my € N tal que para m > my,

1f (@) = X0to Pulz —a)|| <,
para todo x em U.

Definicdo 6.7 (Convergéncia absoluta de séries). Se >0° (P, (z - a) é uma série de
poténcias entre X e Y em torno do ponto a, e U é um subconjubto de X, a série converge

absolutamente em U se, para todo x em U, a série Y o> ||Pn(z — a)|| € convergente.
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O raio de convergéncia de uma série de poténcia baseia-se na convergéncia uni-

forme:

Definigao 6.8 (Raio de convergéncia). O raio de convergénca de uma série de poténcias

o oPn(x - a) € supremo dos valores de 1 para os quais a série converge uniformemente
em B,(r). No caso de a série convergir para todo r > 0, diz-se que a mesma possui 1aio
de convergéncia infinito (r = +00). Da mesma maneira, se a série converge apenas para

r = a, diz-se que a série possui raio de convergéncia nulo.

A dependéncia do raio de convergéncia de uma série em relagdo a sequéncia de

parcelas da série é expressa pela férmula de Cauchy-Hadamard:

Proposigao 6.7. Seja R > 0 o raio de convergéncia da série Y 0> P, (x - a), entdo:

(i) R € dado pela Formula de Cauchy-Hadamard

) 1
% = limsup || P,]|™.

(ii) A série X°° P, (x - a) converge absolutamente em B,(r) para todo r tal

que 0 < r < R.

Demonstragao. (i) Seja R o raio de convergéncia e r tal que 0 < r < R. Por defini¢ao de

R, a série polinomial converge uniformemente em B, (r). Defina a funcio:
f:By(r) =Y,
fx) = 3525 Pl — a).
Seja mo € N tal que para m > mg e x € By(r):
3205 Pa(e —a) - fz) || < 1.

Entdo, para m > mg e t € By(r) vale ||P,(t)|| < 2 (pois nesse caso é vélida a
desigualdade || 30 P, (t) || < 1). Logo ||Pn]l < 2r~™, o que implica:

n=mg

3=

limsup || P, < 2.

Como ¢é possivel tomar r arbitrariamente proximo de R segue que :
. L 1
limsup || Pn|™ < % .

Para demonstrar a desigualdade oposta, seja L = lim sup \|Pm||% Suponha que

L<ooetomand0rtalqueo<r<%.

Seja s com r < s < +. Tome mg € N tal que para m > my, ||Pnl < 1. Dessa
) L s

forma:



66

[P (z = a)l| < ()™

Para todo z € By(r), a série °°, P,(x — a) converge absolutamente e uniforme-
mente em B,(r), provando a afirmacdo (i7). Pela definicao do raio de convergéncia R,

segue que R > r. Como pode-se tomar r arbitrariamente proximo de % tem-se que:

-

limsup || Py >

1
R?
concluindo a demostracao. O]
O proximo objetivo é demonstrar a unicidade da representacdo de uma séries de
poténcias.
Proposicao 6.8. Seja (¢, )nen uma sequéncia no espago de Banach'Y . Se existe um real
r > 0 tal que Y00 ¢, \* = 0 para todo A € K com |\ < r, entio ¢, = 0 para todo n.
Demonstragdo. A prova se da por inducao. Tomando A = 0 decorre que ¢y = 0, agora
supondo que ¢, = 0 para k = 1, 2...m, prova-se que ¢,,11 = 0.
Como Y0° , ¢, ™ converge, existe uma constante C' € R tal que ||¢,|| 7™ < C para
todo n e como ¢ = 0 para k = 1, 2...m:

Cmtl = = Yonmys Cnem—1 A" L para 0 < |A] < 7.

Em especial tomando A tal que |A| < Z:

lemsill < A0y Cr(5)" 7 = 2N O 2,
E como pode-se tomar || arbitrariamente préximo a 0 decorre que ¢, = 0. O

Corolario 6.2. Seja >0° ) P, (z — a) uma série de poténcias de X em Y. Se existe um
real v > 0 tal que Y20 o P,(x —a) = 0 para todo © em B, (r), entdo P, = 0 para todo n.
Torna-se viavel entao, definir o conceito de fungao holomorfa:

Definig¢ao 6.9 (Aplicacao holomorfa). Sejam X e Y espagos de Banach e U um subcon-
junto aberto de X. Uma aplicacao f: U — Y é holomorfa ou analitica se para todo a € U
existem uma bola B, (r) C U e uma sequéncia de polinomios P, € P,("X;Y) tais que a

série:
neoPn (x - a)

converge uniformemente em By (r) para f.
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O conjuto das func¢oes holomorfas de U em Y possui uma estrutura de espago
vetorial com as operagdes candnicas o qual serd denotado por H(U;Y'). No caso particular
de Y = C, a notagao é simplificada H(U;C) = H(U). Como consequéncia do Corolario

6.2, se f é holomorfa entao a série de polindmios ¢é tnica.
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7 EXTENSOES DE APLICACOES

O presente capitulo trata de extensoes de aplica¢cbes multilineares, polindmios e
funcoes holomorfas definidas em espacos de Banach. No caso de aplicagoes lineares ha
uma maneira bastante natural de definir a extensao, para extensoes de fungoes holomor-
fas é necessdria uma argumentacio mais densa. E realizada uma sintese dos resultados
apresentados por Lindstrom e Ryan (1992), sendo o Corolério 7.3, que trata de extensao

de fungoes holomorfas ao espaco bidual, o de maior relevancia.

7.1 ULTRAPRODUTO DE APLICACOES MULTILINEARES

Esta secao se refere ao chamado ultraproduto de aplicagoes multilineares e polino-
mios, destacando-se a relagao entre o ultraproduto de espacos de aplicagoes e o espaco de

aplicagoes entre ultraprodutos.

Sejam (X})icr, (X2)ier,--(XM)ier € (Y;)ier familias de espagos de Banach indexadas

(2

no mesmo conjunto I. Entao para cada i, o espago £L(X}, X?,...X!"; Y;) também é Banach,
entdo ¢ possivel definir o ultraproduto (L(X}, X2,.. X", Y}))v.

Deseja-se compreender qual a relagio entre os espagos (L(X}!, X2,.. X" Y))u e
LIXv. (XD )o,(XP)vs (Yo)u)-

Proposigao 7.1. Dadas familias de espacos de Banach sobre o corpo K (X} )it (X7 )icr

e (Y; )ier indexadas no conjunto I no qual estd definido o ultrafiltro U, a aplicagao:
Fe (LK, X, X5 Vi) — L0 o, (%o, (X)o7 (Vi)
que associa o elemento (A;)y d aplicagio Ay :
Av: (X % (X )u x..x (X )y — (Yi)u
definida por Ay ((z})v, (B)v,...(2")v) = (Ai(z}, ©2,...2"))y € uma imersdo isométrica

linear.

Demonstragio. A demostragao deve provar trés afirmacoes: (i) Ay estd bem definida, é

continua e n-linear, (i7) F estd bem definida e é linear (i7i) F' é uma isometria.
(1) Boa defini¢ao de Ay .
Sejam (z¥)y e (y¥)y elementos (XF)y para k = 1, 2...n com (zF)y = (y¥)y. Entao

para todo :

1As(z; — g, 27, ) < A g — gl 2] [l -

2
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Como por hipétese limy ||z} — y!|| = 0, verifica-se que:

Au((x))u, (@))v,-(@)v) = Av((W)us (@7)v,-(2])v)-

Da mesma meneira demonstra-se que:

Av((Wi)us @))o,(27)v) = Av(Wi)v, @F)vs-(2])v).

E por fim, repetindo o processo n vezes e utilizando a transitividade da igualdade:

Av((@)u, @F)v,-(@})v) = Av((W))o, W)o,--Wo)-

A n-linearidade decore do fato de cada A; ser n-linear e a continuidade decorre do

fato de que se || (zF)y|| = 1 para k = 1, 2,...n, entdo:
1A (=), @)u, - (@)l = lime | i, 27, o)l < lmg [Ail] [l 2] 27

Logo pela Proposigao 3.13, ||Ay|| < oo.
(7i) F estd bem definida.

Sejam (A;) e (B;) representantes da mesma classe em (L£(X}, XZ,.. X" Y;))y,

entao:
Dessa forma, se (z})y, (23)y,...(27)r € (X x (XHy x..x (XP)p:

[Av (i), (@F)v, (27 )v) = Bu((i)u, (2F)u, (7))l =
=limy || A;(z}, 22, ..2) — Bi(x}l, 22, ..ah)|| =

=limy [[(Ai = Bi)(xj, 27, .27

E através da desigualde:

limy [[(Ai — By)(x; wp)|| < limy [|A; = Bil i 2] - (271

Z’ 17"'

conclui-se que:

[Au ((z})u, (#F)v, (7)) = Bu((z])u, (27)u, ..(2})v)ll = 0.
Consequentemente, como (x¥)y sdo arbitrarios, Ay = By . A linearidade é trivial.

(7i7) Para verificar que a aplicagao é uma isometria, deve-se provar que:

|Av || = limgy || Ag].
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Seja € > 0 arbitrario. Pela defini¢ao de ||A;||, para cada i seja (x

elemento de X! x X? x...x X, tal que:

1Al - € < | Ai(z;, 7, a)l.

(2

h|<1le

A familia (x;) assim definida verifica:

@] < 1e
limy || Ai]| - € < limy || A;(2}, 22, .2?)|| < | Av]l.

REE B

Como € é arbitéario limy || A;|| < ||Ay||. Para a desigualdade inversa, pela definigao

de ||Ap]], existe (z}, 2?,..27) C X! x X? x...x X! uma familia tal que:
el < 1
[Avll - e < [ Av((z})v, (2F)v, - (aF)o)]-
Portanto:

1Al - € < limg [[Ai(a, 27, 2| < limg Al [l | 23] - 7] =

Rt i

= limy [|A;]| [[(z:)o]l < limy (|4
Entao, como € é arbitrario :
[Au|l < limy [|A:].

Conclui-se que [|Ay|| = limy || A;]|- O

Corolério 7.1. Dadas familias de espagos de Banach (X} )icr, (X?)ict,--- (X )icr sobre

o corpo K e indexadas no conjunto I no qual estd definido o ultrafiltro U, a aplicagdo:

F: (L(X}, X2

i ;“'Xinz' K))U — E((Xil)U; (XZQ)U7(XZL)U: K)?
que associa o elemento (A;)y d aplicagao Ay :

AU-' (X})U X (XZQ)U X...X (X,Ln)U — K

definida por Ay ((x! ), (22 )y,... (7 )y ) = limy A;(x}, 23,...27") é uma imersao isométrica.

Demonstracao. Basta compor as isometrias das Proposicoes 7.1 e 4.5. O]

Os resultados valem de forma andloga para o caso de polindmios ao invés de

aplicacoes multilineares:
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Proposicao 7.2. Dadas familias de espagos de Banach sobre o corpo K (X;)icr € (Yi)ier

indexadas no conjunto I no qual estd definido o ultrafiltro U, a aplicacao:
F: (P("Xi; Yi))u — P((Xi)u; (Yi)u),
que associa o elemento (P;)y a aplicag¢ao Py:
Py: (Xi)u — (Yi)u,

definida por Py ((x;)v) = (Pi(%;))y € uma imersao isométrica.

Demonstragcio. A demonstracao éidéntica a demostracao da Proposicao 7.1. Para verificar
que Py estd bem definida, basta observar que Py(z;)y = Ap(x;){ e que Ay estd bem

definida pela Proposicao 7.1

Para provar a boa definicao de F', sejam (F;)y, (Q;)v elementos de (P("X;; Yi))u
com (P)y = (Q;)y. Para cada i € I, sejam A; e B; as aplicagoes n-lineares simétricas
associadas a P; e ); respectivamente. Como A; - B; é a simétrica associada ao polinémio
P, - Q; e por hipétese limy || P, — @Q;|| = 0, entdo limy [|A; — B;|| = 0. Dessa forma, para

um elemento arbitrario (x;)y € (X;)v:

| Py ((#:)v) — Qu(z:)v)|| = limy [|[(Ai — Bi) () || < limg [|A; — Bil| [|]|" = 0.

Portanto Py((z;)v) = Qu((z;)v) e F estd bem definida. Para demonstrar que F'
é uma isometria, demonstra-se primeiro que ||(P)y|| < ||Py||. Dado € arbitrariamente

pequeno, para cada i € I, pela definigao de || F;||, existe z; € X; com ||z;|| < 1e
1B - e < [P
Tomando o limite sobre o ultrafiltro:
limg [ B]| - € < [|Po((z:)o)l| < [[Pul]-

Como € é arbitrario, chega-se a desigualdade desejada. Para provar a desigualdade
contraria: ||(P)u|| > || Py, novamente seja € arbitrariamente pequeno. Pela defini¢ao de
| Py, existe (z;)y € (X;)y com ||(zpy]] < 1e

1Pyl - € < [[Py((:)v)]]-
Ou seja:
[Pyl - € < limg [[Fi(;) ]| < limy || P} [ (2)]] < limg [[ B},

provando a desigualdade e o fato de F' ser isometria, pois ||(P)v|| = || Pvl|- O
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Corolario 7.2. Dadas familias de espagos de Banach sobre o corpo K (X;)icr € (Yi)ier

indexadas no conjunto I no qual estd definido o ultrafiltro U, a aplicacao:
F:(P("Xi))v — P(M(Xi)u)
que associa o elemento (P;)y a aplicagao Py:
Py: (Xi)y — K,
definida por Py ((x;)y) = limy P;(x;) é uma imersdo isométrica.

Demonstracao. Basta compor as isometrias das Proposicoes 7.2 e 4.5. 0

7.2 EXTENSOES DE APLICACOES MULTILINEARES

Dada uma aplicagao n-linear continua A € L£("X; K) existe uma maneira natural

de estender a aplicacio A para A € L("(X)y; K):
Ao, @)v(@7)) = limg Az}, 23,...27),

onde (z¥)y € (X)y para k =1, 2,...n. A existéncia e unicidade do limite estdo asseguradas
pela continuidade de A e pelas Proposicoes 3.10 e 3.11. Como A é n-linear e o limite sobre
o ultrafiltro é linear, a aplicacdo A serd n-linear. O fato de A ser extensdo de A decorre da
imersdo de X em (X)y. Mais ainda a extensao definida dessa maneira preserva a norma

da aplicacao original:

Proposicao 7.3. Sejam X um espaco de Banach e A uma aplica¢io n-linear continua

simétrica em X". Dado um ultrafiltro em um conjunto I arbitrdrios, existe uma extensdo
Ade AcomAe L X)y; K)el|A|| =|A].

Demonstracao. Primeiramente é necessario demonstrar que a aplicagao considerada esta

bem definida, ou seja, que a imagem independe do representante da classe em (X)y. Para
k

tal, sejam (2¥)y e (y¥)y elementos (X )y para k = 1, 2...n com (2¥)y = (y¥)y. Mostra-se

que:

A((x))u, (@)v,-(@)v) = AW)us W)vs-()o)-

Primeiramente demonstra-se que:

A((@i)u, (@F)v,- (27 )v) = Al v, (@), (a])v)-
Como A é n-linear,

Az}, 22,..2?) - Ay}, 22,..a7) = A(x} -y}, o2,..27).

19 Mo 7 2 7 7 7
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E para todo i € I vale a desigualdade:

1AG; — i 2, )l < AN ey = gill )7

()

Como por hipétese (z})y = (y})v, limy ||z} — y!|] = 0, entao:
limy ||A(z} — zf, 22, ...2)| = 0.
Logo:

Analogamente, demonstra-se que

Alwu, @)os(7)v) = Ao, @)os--(27)o)-

E repentindo o processo n vezes conclui-se que

A, G- o), @) = Ao, @), o), G)v)-

Por fim, utilizando a transitividade da relacao de igualdade:

Ao, (23)v-()o) = AlyHo, G)v--Who),

conclui-se que A est4d bem definida. Como A é extensdo da aplicacio A, necessariamente
| A|| > ||A]||. Para estabelecer a desigualdade oposta e consequentemente a continuidade
de A, sejam (zF)y € (X)y para k = 1, 2,...3, com ||(¥)y || < 1. Pela Proposicio 4.4,

pode-se assumir que || 2% || < 1 para todos i e k. Entdo para todo i € I:
Ay, 27, )] < AN ] flZ )7 )< (LAl
E tomando o limite sobre o ultrafiltro U e utilizando a Proposi¢ao 3.15:
limg [A(a}, 27, )] = |A(@h)o, @D)o, - (27)0)| < Al
Logo:
TA[ < [|AJl

Por fim, a simetria de A decorre imediatamente da simetria de A. O

Uma vez definida a extensao de uma aplicacdo multilinear simétrica continua,

pode-se também definir a extensao de um polindmio em um espaco de Banach.
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Proposicao 7.4. Sejam U um ultrafiltro em um conjunto I arbitrdrio e X um espago de

Banach. Se P é um polinomio n-homogeneo continuo em X entdo existe uma extensao P

de P a (X)y com || P| =|P|.

Demonstragio. Define-se P: (X)y — K da seguinte maneira:

P((Xi)U) = A((%)Uy (%)U,---(%)U),

onde A é a extensao (de acordo com a Proposi¢ao 7.3) da aplicacao A n-linear simétrica
continua associada a P. A boa definicio de P resulta da boa definicao de A. Para verificar
a igualdade entre as normas basta verificar que || P|| < ||P||, uma vez que a desigualdade
| P|| > ||P]| resulta do fato de P ser extensdo. Portanto, seja (z;)y € com || (x;)y] < 1.

Pela proposigao 4.4, pode-se assumir que ||z;|| < 1 para todo ¢ € I. Logo:
|[P(xs)] < [Pl
Entao tomando o limite sobre o ultrafiltro U e utilizando a Proposicao 3.15:
limy |P(x;)| = [limy P(x)] < [P,
dai resulta que || P(x;)y|| < ||P|| e consequentemente || P|| < ||P]|. O

Proposigao 7.5. Sejam X um espago de Banach, f € H(X) e I um conjunto nao -vazio
arbitrdario. Entdao para todo ultrafiltro U em I, existem um aberto conezo O; de (X)y

contendo X e uma funcao f € H(Oy¢) a qual € extensdo de f.

Demonstracao. A fungao f considerada sera dada por:
f((z:)0) = limy f(z;), com (z;)y € Oy.

Para construir o aberto Oy, seja z um elemento arbitrario de X. Como f ¢ holo-

morfa, seja R, o raio de convergéncia da serie de polindmios em z:

f=Yx,F,em Bg,(2).

Logo se r < R,, f ¢é limitada em B,[z]. E como pela Proposicao 7.4, || P|| = ||P]|,
a série zgjoﬁn tem o mesmo raio de convergéncia R, em (X)y. Dessa maneira é possivel

definir uma fungao holomorfa f, em Bg_(2) C (X)y:

F(xi)v) = oo Pal(@i)u - 2).

Demonstra-se que f, = ﬂBRz () De fato seja (x;)y um elemento de (X)y tal que

| (zi)v - z|| =r < R, logo:

limy||z; - 2| = .
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Seja n um real positivo tal que n + r < R,. Considerando os conjuntos I; e Is:

L={iel;|z-z| <R.},
Li={iel;r-n<lz-z| <r+n}
os conjuntos verificam a relagdo I; O I,. Através da Definicao 3.9 I, € U, logo pela

Definigao 3.3 I; € U. Como I; pertence ao ultrafiltro e f é limitada em Bg_(z), pelas

Proposigoes 3.11 e 3.10, limy f(x;) existe e é unico.

E também, dado ¢ > 0 arbitrariamente pequeno, existe N € N tal que para todo
m > N etodo i € Iy:

| f(2:) = Xing Palzi — 2)| < e

Novamente pela 3.11 existe o limite sobre o ultrafiltro e por meio da Proposi¢ao
3.15:

‘limU fl@) =™ Po((@)y — z)’ < €.

Como € é arbitréario, limy f(z;) = X% Pu((2:)v - 2) = f.((z:)v), portanto inde-
pende do representante da classe (z;)y. Logo é possivel definir O como O = U,cx Br. (2)

e f((z)y) = limy f(x;). O

Corolario 7.3. Sejam X um espago de Banach e f € H(X). Entdo existem um aberto
conexo §) de X** contendo X e uma funcao f € H(Q) a qual é extensdo de f.

Demonstracao. Basta utilizar na Proposicao 7.5 o ultrafiltro definido na proposigao 5.8 e
fazer Q = O N X, [

A construcao pode ser simplificada no caso das aplicagoes holomorfas do tipo

limitado:

Definigao 7.1 (Aplicagdes Holomorfas do Tipo Limitado). Uma aplicagio f: U — C
holomorfa definida no aberto U do espaco de Banach X é do tipo limitado se € limitada

em cada subconjunto limitado de U.
O conjunto das aplicagoes holomorfas do tipo limitado no espago de Banach X
serd denotado por H,(X) e é um subespago de H(X).

Corolario 7.4. Sejam X um espago de Banach e f € Hy(X) . Entao existe uma fungao
fem Hy((X)y) a qual é extensio de f.
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Demonstracio. A demostracao é analoga a demonstracao da Proposicao 7.5, porém com
uma modificagao na construgao do conjunto Oy para z = 0. Como f ¢ do tipo limitado, f
é continua em B,,(0) para todo n € N, portanto estd definido limy f(z;) para todo (x;)y
em B,(0). Considerando que (X)y = Us2; B, (0) pode-se tomar O = (X)y. O
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8 CONSTANTES DE POLARIZACAO EM ESPACOS DE BANACH

O segundo resultado demonstrado por Lindstrom e Ryan (1992) estabelece uma
relacdo entre as constantes de polarizacao de ultraproduto e as constantes de polarizacao
dos espacos constituintes da familia. Para a demonstracao desse resultado é necessario
apresentar uma sintese da teoria de dualidade em ultraprodutos, bem como conceituar

algumas das propriedades de aproximacao em espagos de Banach.

8.1 ULTRAPRODUTOS E DUALIDADE

Essa se¢ao destina-se a uma andlise da relagdo entre os espagos (X)y e (X;)}; com

destaque para a dualidade local de ultraprodutos, Proposicao 8.3.
Decorre imediatamente da Proposi¢ao 7.1 o seguinte resultado:

Corolario 8.1. A aplicagio J: (X )y — (Xi)f; que associa cada elemento (f; )y € (X )y
a aplicagao fy : (Xi)v — K dada por fy((z;)v) = limyf;(x;) é uma imersao isométrica

linear.

Uma questao que surge do Corolario 8.1 é em quais condi¢oes a aplicagao J é de

fato uma isometria, ou seja sobrejetora. Tal questao comeca a ser respondida parcialmente:

Proposicao 8.1. Sejam (X;)icr uma familia de espagos de Banach e U um ultrafiltro em

L Se (X;)u € reflexivo entao a aplicagao J considerada no Coroldrio 8.1 é sobrejetora.

Demonstragio. Suponha por absurdo que (X;)y seja reflexivo e a aplicacdo J nao seja
sobrejetora. Entao J((X})y) é um subespago préprio e fechado de (X;);;. Pela Proposigao
2.8, existe um funcional z** € (X;)} com ||z**|| = 1 e 2**(f) = 0 para todo f € J((X])v).
Como (X;)y é reflexivo, existe z € (X;)y ( x = (z;)y) tal que [|z]| = 1 e f(z) = 0 para
todo f € J((X[)v). Pela definigao da aplicagao J, tem-se que limy f;(z;) = 0 para todo
(fi)uv € (X])u.

Para cada i escolhe-se ¢g; € X7 tal que ||gi|| = 1 e gi(z;) = ||=i]|. Entdo (¢;)v

pertence a (X )y. Porém limy g;(z;) = limy ||z;]] = ||z|| = 1, uma contradicao. O

Uma reciproca para a proposi¢ao anterior é valida em um caso particular:

Proposicao 8.2. Se (X;)ier € uma familia de espagos de Banach, U é um ultrafiltro enu-
meravelmente incompleto em I e a aplicacao J considerada no Coroldrio 8.1 € sobrejetora,

entao (X;)y € reflexivo.
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Demonstracio. Seja f € (X;)i,. Por hipétese, existe (fi)v € (X)) tal que f = J(fi)v. A
Proposicao 3.8 estabelece a existéncia de uma cadeia decrescente em U: [; O [, D I3 D...

com N2, I, = 0.

Entéao, para cada ¢ € I existe um n; € N tal que i € I, \ I,+1. Por meio da
defini¢ao de || f;]|, ¢ possivel escolher z; € X; com ||lz;|| = 1 e ||fill > |fi(z:)] = |Ifill - .

Dado € > 0 arbitrariamente pequeno seja ny € N com nio < €. Tem-se que
{Z’E[;nii<e}QInOEU.
Entéo limy+ = 0. Dessa maneira:

1£ill = Yy | fi(2:)| > Y || fil] = 5 = Ty [|fil] = [ £]]
Logo f((x;)y) = limy fi(z;) = || f]| e pela Proposicao 2.6 (X;)y é reflexivo O

Corolario 8.2. Se (X;)cr € uma familia de espagos de Banach e U é um ultrafiltro enu-
meravelmente incompleto em I, a aplicacdo J considerada no Coroldrio 8.1 ¢ sobrejetora

se e somente se (X;)y € reflexivo.

A proposicao a seguir é a mais relevante dessa segao, confira Sims (1982) pégina
82.

Proposicao 8.3 (Dualidade Local de Ultraprodutos). Sejam (X;)ic; uma familia de
espacos de Banach e U um wultrafiltro em I. Entao, para cada subespaco de dimensdo
finita M C (X;)};, todo € > 0 e todo subespaco de dimensao finita N C (X;)u, existe um

e-isomorfismo sobre a imagem T : M — (X! )y satisfazendo:

i- J(T(f)) = f para todo f € MOV J((X})u),
ii - J(T(f))((w:)u) = f(x:))) para todos f € M e (x)y € N,

onde J € a imersdo isométrica cosiderada no Coroldario 8.1.

8.2 PROPRIEDADES DE APROXIMACAO

Para estabelecer alguns dos resultados desse capitulo, é necessario exigir deter-
minadas propriedades de aproximacao acerca dos espacos envolvidos. Serao utilizados os
conceitos de propriedade da aproximacao de Grothendieck, aproximagao métrica, aproxi-

macao A-limitada, aproximacao A-uniforme e aproximacao A+uniforme.

Definigao 8.1 (Propriedade da aproximagao de Grothendieck). Um espaco de Banach X
tem a propriedade da aproximagao de Grothendieck se existe uma rede (S, )yer (Definigio
3.2) de operadores de posto finito tal que para todo subconjunto compacto K C X e todo
real € > 0 existe o € T" tal que ||Ss(x) — x|| < € para todo x em K e todo > «.
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Defini¢ao 8.2 (Propriedade da aproximagao métrica). Um espago de Banach X tem a
propriedade da aprorimagdo métrica se possui a propriedade da aproximacao de Grothen-

dieck com ||S,|| < 1 para todo v € T.

Definigao 8.3 (Propriedade da aproximagao A-limitada). Se A é um nimero real positivo,
um espaco de Banach X tem a propriedade da aproximacdao A-limitada se possui uma
familia (S, ) er de operadores de posto finito que cumpra o requisito para a propriedade

da aprozimagio de Grothendieck e além disso verifica limr ||.S,| < A.

Decorre das defini¢cbes que a propriedade da aproximacao 1-limitada implica na
propriedade da aproximagao métrica. Vale ressaltar também a seguinte caracteri¢ao para
a propriedade da aproximacao A-limitada, cuja demonstracao pode ser encontrada em

Johnson, Rosenthal e Zippin (1971), pdgina 489:

Proposicao 8.4. Um espago de Banach X tem a propriedade da aprorimagdo \-limitada
se e somente se dados € um real positivo e um subespaco de dimensao finita M C X, existe

um operador S em X de posto finito com S|y = idy e ||S]] < A +e.

Definigao 8.4 (Propriedade da aproximagao A-uniforme). Se A é um nimero real posi-
tivo, um espaco de Banach X tem a propriedade da aprorimagdo A\-uniforme se para todo
nimero n € N, existe um natural m(n) tal que dado um subespago n-dimensional M C X

existe um operador S em X que verifica S|y = idyr, ||S|| < X e o posto de S é menor que
Defini¢ao 8.5 (Propriedade da aproximac¢ao A-+uniforme). Seja A\ é um nimero real

positivo. Um espago de Banach X tem a propriedade da aproximacao A+uniforme se para

todo € > 0, X possui a propriedade da aproximacio (A + €)-uniforme.

Proposicao 8.5. Seja X um espaco de Banach. Entdo X possui a propriedade da aproxi-
magao \+uniforme se e somente se (X)y possui a propriedade da aproximagio A-limitada

para todo ultrafiltro U em I arbitrdrio.

Demonstragio. Se X possui a propriedade da aproximagao A+uniforme = (X )y possui

a propriedade da aproximacao A-limitada para todo U.

Dado um ultrafiltro U em conjunto I, sejam n um natural e M C (X)y um
subespago n-dimensional e € > 0. Pela Proposicao 5.1 existem Iy € U e familias (M;);ey,
de espagos de dimensao n e (T;);c;, de e-isomorfismos entre M e M;. Por hipdtese, existe
Sit X — X com S|y, = idy; e ||Si]| < A+ € e posto de S menor que m(n). Compondo
os operadores S; e T; pode-se definir operadores de P, = T; o S; paraiem [; e P, =0

para i em [{. Entao seja Py: (X)y — (X)y definido como na Proposigao 7.1:

Py|y = idy, ||Pu]| < A+ € e posto de Py é finito .
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Logo (X)y possui a propriedade da aproximagao A-limitada. Agora para provar a

segunda implicagao:

(X;)v possui a propriedade da aproximacao A-limitada para todo U = cada espago

X, possui a propriedade da aproximacao A+uniforme

Seja U um ultrafiltro enumeravelmente completo (Definigao 3.8) em N, assumindo
que (X )y possui a propriedade da aproximagao A-limitada, basta provar dados € arbitrario
e uma sequéncia de espagos n-dimensionais (M;)en, existe I; € U e um natural m com

operadores T; : X — X que para ¢ em [; verificam:

T | a,

7

=idy,, |Ti|| < A + €, posto(T;) < m.

Para tal, sejam ¢ > 0 e M C (X )y um subespago n-dimensional, assumindo M =
(M;)y. Por hipétese, existe S € L((X)y; (X)y) com:

Sl e |lS| <A+ 6.

2

Tomando m = posto(S) e seja {z!, z2, ...x™} uma base de Im(S) com {z', z%,...2"}

base de M. O operador S pode ser representado como:
S = ZZLZI gkxka

onde ¢g* € (X)j. Utilizando a dualidade local de ultraprodutos (Proposigao 8.3) existem
/e (X*)y (k =1, 2,..n) tais que o operador T : L((X)y — L((X)y dado por:

_ kK
T =y, fte
verifica:

T(z) = S(z) e |T|| < (1 + &)||S]|, Vo € M.

k

Tome representacoes (fF)y = f¥ e (z¥)y = 2% e defina:
T; = 3k fiaf.
Dessa maneira, decorre que para todo x = (x;)y em M:
limy |[T3(s) = ail| = 0 e limy 73] = |7,
Logo para todo n € N existe [,, € U dado por:
I = {i € I; ||Tias) —aill < L e [Tl < 7] + L},

Como U é enumeravelmente completo, entao [y = (1,2, I, € U e se i pertence a

Iy e z; em M; vale:
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ITi(z) — x|l = 0 e T3] = IT| < (1 4 6)(A + 9).
Como ¢ pode ser tomado arbitrariamente pequeno, segue que para € > 0 arbitrario:

T a,

(3

=idy, e |T| < X+ e

8.3 CONSTANTES DE POLARIZACAO

Constantes de polarizacao sao indicadores que podem fornecer algumas informa-
¢oes acerca da estrutura geométrica do espaco. Por exemplo, através delas pode-se estimar
normas de elementos de classes especificas de polindmios em espacos determinados. E o
artigo de Pappas e Révész (2004) que analisa o caso das constantes de polarizagdo em
espagos de Hilbert. J& Sarantopolous (1986) determina cotas para as normas de aplica-
¢oes em espagos de medida e Harris (1975) estabelece limites para derivadas de fungoes

holomorfas utilizando o conceito de constantes de polarizacao.

Para definir constantes de polarizagao é necessaria a percepcao de que a identidade
de polarizacao (Proposicdo 6.5) estabelece limites para a norma de uma aplicagdo n-
linear de um espago de Banach no corpo partindo da norma do polinémio n-homogéneo

associado:
1P| < |A|| < 2 ||P|.

Pode-se entao definir constantes de polarizacao:

Definigao 8.6 (Constantes de Polarizacao de um Espago de Banach). Sejam X um espago

de Banach e n € N. A constante de polarizacio K, ¢ definida como:
K, =inf{M € R; ||Ap|| < M||P||V P € P("X)},

onde Ap é a aplicacao n-linear simétrica associada ao polinénio P. Evidentemente

K, verifica as desigualdades:
1<K, <2

Entao para uma familia arbitraria de espagos de Banach (X;);c; e um ultrafiltro
U em I, para todo n existe limy K, (X;).

H&4 uma maneira alternativa de definir as constantes de polarizacao:

Proposicao 8.6. Se X € um espaco de Banach, para todo n € N wvale a igualdade:

KTL = Sup{Pep(nX)7||P||§17ka”Sl}{ﬁ ‘Zﬁk:il 61...6nP(61I1 + + ann)‘}
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Demonstracao. Primeiramente demonstremos que

A
K, = SUP{pep(»X),P+£0} %'

Pela definigdo de supremo, para todo P € P("X), P # 0:

A A
SUD pep(ry proy [l = LAl

ou seja,

A
HPH(Sup{PGP(”X),P;éO} %) > [|Ap|l.
Portanto, pela definicao de K,,, segue que

A
Ky < SupPipep(nx),po} ”HFI’DH”'

Para estabelecer a desigualdade oposta, suponha por absurdo que

A
Ko\ < SUD{pep(nx) P} B

Entao existe P’ € P("X), P’ # 0, tal que

[ Ap]l
> K,.
12 "

Mas, pela definicao de K,,, existe M’ € R com:

Ll > 0 > K,

e que cumpre a condicao:
[Ap| < M| Pl

para todo P € P("X). Isso é um absurdo, portanto:

A
Ky, = SUD(pep(nx), po) R -

Agora como a relagdo P +— Ap é linear,

Ky = supgpeprx),ip|<1y 1AP-

Entao pela identidade de polarizacao pode-se estabelecer K,, como:

Kn = Sup{PGP(nX),HPHSLHIkHﬁl}{ﬁ ’Zek::l:l 61...6nP(€1{L‘1 + ...+ Enl‘n)‘}
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8.4 CONSTANTES DE POLARIZACAO E ULTRAPRODUTOS

O primeiro resultado referente a constantes de polarizacao em ultraprodutos é uma

desigualdade:

Proposicao 8.7. Dados uma familia de espagos de Banach sobre o mesmo corpo K (X; )ier

e um ultrafiltro U em I entdo para todo n € N vale a desigualdade:
limy K, (X;) < Ko ((Xi)u)-

Demonstragio. Supondo por absurdo que limy K, (X;) > K, ((X;)v), entdo existem um

real b e I} € U tais que se i € Iy:

Ou seja, existe P, € P("X;), com ||P]| < 1 e ||A;]] > b, onde A; é a aplicagio
n-linear simétrica associada a P;. Definindo entdo a aplicacio Ay € (L4("X;))y como
sendo Ay = (A)y e:

Z {Ai,seiéh

0, caso contrario,

evidentemente H(Z,)UH > b. Analogamente define-se Py € (P("X;))y como Py = (P;)y

e:

2 {B,seiell

0, caso contrario.

Tem-se H(FZ)UH < 1. Considerando as imagens de (P;)y e (A4;)y pelas imersoes
das Proposigoes 7.2 e 7.1 respectivamente, Py € P("(X;)v) e Ay € L("(X;)y) verificando
| Pyl < 1e|Ayll > b. Como Ay é a aplicagdo n-linear simétrica associada a Py, conclui-se
que K, ((X;)y) > b, um absurdo. O

O objetivo agora passa a ser demonstrar a desigualdade oposta, a qual nao sera
valida no caso geral, sendo necessario exigir uma propriedade de aproximacao em (X;)y.

Comecando pela seguinte relagao:

Proposicao 8.8. Se o espagco de Banach X tem a propiedade da aproximacao métrica
(Definicao 8.2) e P € P("X), entao para todo compacto K C X e todo € > 0, existe Q) €
P (" X) tal que:

1QII<IIP|| e |P(z) — Q(z)] < € para z € K.
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Demonstracao. Utilizando a Proposicao 2.2, existe 6 > 0 tal quese x € X ey € K e
|z —y|| < d vale:

|P(x) = P(y)| <e

Através da propriedade da aproximagao métrica de X, existe um operador de
posto finito S em X com ||S]| < 1 e ||S(y) —y|| < § para y em K. Entao, se y € K,
|P(S(y)) — P(y)| < e. Pelo Corolario 6.1, Q@ = P o S € P;("X). Evidentemente

1P o S| < [IPIISI < [P
O

Corolario 8.3. Se X ¢ um espaco de Banach que possui a propriedade da aprorimacao

métrica, entdao para todo n natural:

K, (X) = SUP{pep;(nX),| P||I<1,|jak] <1} ﬁ ‘Zek:il €1 P(€1r + .o + ann)"

Demonstracio. Chame

Sup{PEp‘f(nX)7||P”§1’ka”§1}{ﬁ ’ZEk::l:l 61...€nP(€1$1 + ...+ Gnl’n)‘} = Q.

Evidentemente 1 < a < % e K,(X) > a, em consequéncia da Proposigao 8.6 e

do fato de P¢("X) C P("X). Para provar que K,(X) < a, suponha por absurdo que
K,(X) > a, entdo existe € > 0 tal que:

K,(X)>a+e

Logo existem P € P("X) e (x)}_; € X, com ||zx] < 1, tais que

Q%n! ’Zek::l:l €1...6 P14 ... + Enxn)‘ > €+ g%nl ’Zek::l:l €1...6,Q(e1y1 + ... + €xYn)

Y

para todo @ € P;("X) e todos (yx)r—; € X, com |lyx|| < 1. Em particular a desigualdade

¢é valida para y, = . De modo que:
Q%M(’Z%:ﬂ €1...6nPlexy + ... + ena:n)‘ — ’Zek:ﬂ €1...6,Q(e121 + ... + enxn)‘) > €.
Logo:
ﬁ(’zek:ﬂ €1...6nP(e1@1 4+ .. + €,05) — 2 —qq €1--6,Q(€101 + ... + ena:n)’) > €.
Pela Proposicao 8.8, existe @ € Pr("X) tal que:
H@HgHPH e ‘P(a:) —@(m)‘ <eparaz € K,

onde K = U, —41 €171 + ... + €,7,. Entao:
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et €1 Pl 4 o 6my) — 2 —a €1..6, Q€1 + ... + enmn)‘) < e

7

Portanto:

ﬁ(’zek:ﬂ €. Plem + .4 €,0,) — Y —ig €1..€,Q (6171 + .. + enxn)’) < €,

o que é uma contradicao. O]

Se o ultraproduto (X;)y possui a propriedade da aproximagao métrica é possivel
estabelecer as constantes de polarizacao exclusivamente a partir do conjunto (Ps("X;))u

do ultraproduto dos polindémios do tipo finito em cada X;.

Proposicao 8.9. Se (X; )y possui a propriedade da aproximagao métrica, entdo para todo

n natural:
Kn((Xi)u) = SUP(pep(py(nx o, Pl<t by | <1) 3 | =1 1Pl (@hu + o+ enl@)u)| 1
onde F é a imersao considerada no Coroldario 7.2. Ou seja:

En((Xi)u) = S9((p ep, ¢ x0)0 PN hho[[<1) T | Demss €1€nlimy Pilera o+ €n)].

Demonstragio. Sejamn € N en > 0 arbitrarios. Pelo Corolério 8.3 existem P € P¢("(X;)v)
e (Y1) € (Xi)u tais que |P| < 1, ||(yf)u]| < 1parak =1,2.ne

Ko(X)u) € 5 [epmtr €1 Pl (Do + -+ ealyfor)| + 1.

Considere P = Y7, a; f' com f; € (X;){; e a; € K. Defina os espagos de dimensao
finita M = < f1, fa, ...f;n > e N = < y1, ¥o, ...yn, >. Entdo M C (X)) e N C (Xy)u.
Pela dualidade local de ultraprodutos (Proposicao 8.3), dado um real ¢ > 0, existe um

e-isomorfismo 7' : M — (X[)y tal que :

ST (o) = F((z:)v),

para todos f € (X;)j; e (z)v € (Xi)u, sendo J : (X/)y — (X;)}; a imersdo isométrica
considerada no Corolario 8.1. Para tomar um elemento () na imagem de F, sejam os
funcionais g; = J(T'(f;)) € (Xi)i e @ = X7 a;g). Entao Q € (Py("X;))v e

Pler(y)o + -+ ea(y)v) = Qla(w))u + - + en(y})v)-

A fim de estimar a norma de @, seja (z;)y € (Xi)u, com ||(z;)v| < 1. Tem-se que:

Q(xi)v) = XLy a;(F(T(f;))(zi)ov)" -

Considerando a imersao candnica J (Proposigao 2.5) e a aplicacdo adjunta de JT'
dada por (JT)*: (X;);F — M* (Definigao 2.18), verifica-se que:
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J(T(g) (i) = (JT)"(I((2:)v))(95))-
Denotando z = (JT)*(3((x;)v)), 2 € M*. Além disso:
ICET) || = [IET < [FIIT] <1 + e

Logo, como ||T((z:)u))|l = (xi)u]], tem-se que ||z|| <1 4 €. Como z € M* e M é
subespago de (X;)}; , pelo Teorema de Hahn-Banach (Proposigao 2.4) existe uma extensao
zZe (X)) dezcom ||Z|| <1+ e

Pelo teorema de Goldstine (proposicao 2.11) existe uma sequéncia (zF)y em (X;)y

tal que I((2¥)y) converge para Z na topologia fraca estrela de (X;)i7, ou seja:

limy, e 3((zF)0)(f) = 2(f) para todo f € (X,);-

Entdo para j = 1, 2,...m a sequéncia f;((2F)y) converge para z(f;), e além disso
|5 = II7ll < 1+ €, logo:

Sy ai (Do)t | = |P(ER)| < (1 + o

Para estimar ||@Q||, primeiramente serd estimado |Q((z;)y)| a partir de ’P((zf)U)‘

P((zM)0) = Q((wi)w)| = \z;maj L&) = Sy a;(2()"| =
\z Va5 ((E))m = G|

Como existe L € R que cumpre:

|2 ()| < L,

é possivel escolher kg € N tal que Hfj((zfo)U) —Z(fj)H < para j = 1, 2,...m, onde

m.L.a

a = maxy, |ag|. Para r e s € K arbitrarios, vale a igualdade:
- st = (r—s)Xp Rk
Consequentemente:
Sy ai ()" = G| < S ai(s) ] = e

Dessa forma ‘P((zlk“)U) —Q((.ﬁﬁi)U)‘ < e. Como ‘P((zfo)U)‘ < (1 4 €)™, entao

1Q((z:)v)| < (1 4+ €)™ + e. Portanto, uma vez que (z;)y é arbitrario conclui-se que

QI < (1 + 6" +e

Tomando entdao R € (P("X;))v com ||R|| < 1 dado por:

_ 1
B = i@
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o polinémio R verifica:

Z%:il e1...enR(er (Y + ... + en(y{‘)U)’ = m ﬁ Zsk:il €1...enPler(y)u + ... + En(y?)U)’.

2nn!

Logo:
gt L1 @1 R(@ ()0 + o+ 6(y)0)| > g (Ka((Xo)o) - 0).
Como € e n sao arbitrariamente pequenos, segue que
K, ((Xy)v) = SUP Q1) (P (" X))o, 1Q0)w |1 ]| (2F)or || <1} g1 | D —1 €106 limy Q(e12) + ... 4 €nal)|.

]

Pode-se entao estabelecer a seguinte desigualdade acerca de constantes de polari-

zacao de ultraprodutos:

Proposicao 8.10. Dados uma familia de espago de Banach (X;)ier € um ultrafiltro U em
I, se (X;)u possui a propriedade da aprozimag¢do métrica entdo para todo n € N wvale a

desigualdade.
limy K, (X;) > K. ((Xi)u)-

Demonstracao. Seja e > 0, um nimero real arbitrariamente pequeno. Pela Proposicao 8.9
existem (P)y € (P("X:))y e (yF)v € (Xi)u tais que ||P|| < 1, ||(yf)u] < 1 definidos
para k =1, 2...ne:

K. ((X3)u) < 5o ‘Zek:ﬂ €1...6, limy Pi(ery) + ...+ €,y")| + €.
Utilizando as Proposigoes 3.16 e 3.14,

Ko(Xi)v) < limp 5y [Se—ir @1 Pileryl + o+ eag)| + €
Como

ﬁ ‘ch:ﬂ €16 Pi(eryl + .+ )| < Ko(X)),
segue que:
K,((X))v) < limy K,(X;) + €.

Pelo fato de € ser arbitrario segue a desigualdade desejada. O

Corolario 8.4. Dados uma familia de espagos de Banach (X;)ic;r € um ultrafiltro U em
I, se (X;)u possui a propriedade da aprorimagio métrica entao para todo n € N vale a

relacdo:
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limy K, (X;) = K ((X)).

Corolario 8.5. Se X é um espaco de Banach que possui a propriedade da aprorimacdo

1+uniforme e U é um ultrafiltro em um conjunto I, entao para todo natural n:
Kn(X) = Kn((X)U)
Demonstracao. Decorre da Proposicao 8.5. O]

Utilizando argumentos similares aos utilizados na Proposicao 8.9 é possivel esta-

belecer um resultado analogo para o caso do bidual:

Proposicao 8.11. Se X ¢ um espaco de Banach para o qual X** possui a properidade da

aproximacdo métrica, entao para todo natural n:
K. (X) = K, (X*).

Demonstragio. Sejam n € N e n > 0 arbitrarios. Pelo Corolario 8.3 existem P € Py(".X*)
ey, € X™ tais que [|P|| <1, |lye|| < 1para k =1,2...ne:

Ko (X*) < i ‘Zek::tl €16 Pleyyr + ... + Gnyn>‘ + 1.
Considere P = Y  apfi com fr € X, a; € K e defina os subespacos:
M=<fiy>n,CX*eN=<y, >t CX*

E possivel aplicar o principio da reflexividade local (Proposicao 5.7) em X*, logo
existem (z})7, em X* com y(x}) = fi(y) para y em N. Entao o polindémio @) € Ps("X*")

dado por @ = 7", ax(x})™ possui as mesmas propriedades de P.

Como consequéncia do teorema de Goldstine (Proposigao 2.11) decorre a igualdade
QI = |Qx |-

De fato, dado € >0 arbitrario, existe x** € X** tal que

Q) = [IQIIl < 5 e
]l < 1.

Entéo existe uma sequéncia (2,)neny C X, com ||z,]] < 1, que converge para x em

X** na topologia fraca estrela. Entao existe ng € N tal que

|J}**(IZ) - xZ(znoﬂ < (2.;“1)”7

onde @ = maxy, |ag|. Dessa maneira,

|Q(z™) — Q2n,)| = X% arz™ (z) — 23l ary(2n,)| < Meag i =

N[
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Logo ||Q(zn,)] — [|QIl] < €. Como € é arbitrario, segue que ||Q] = ||Q|x]|-

Aplicando novamente o principio da reflexividade local, dessa vez ao espaco X
e considerando os subespacos N e M’ = < z; >", C X* existe um € - isomorfismo
S: N — X tal que:

z*(S(y)) = y(z*) para todos * € M’ ey € N.
Tomando z = S(yx) tem-se que ||zgx]| <1+ €e:

Qeryr + ... + enln) = Qe1w1 + ... + €,70).

Dessa maneira:

Kn(X**) S 2"111! ’Zek::l:l 61...6nQ(611‘1 + ...+ Enxn)’ + UB
Como ||Q|| < 1 segue que:
Ka(X*) < (1+ " Ko(X) + 1.

Logo K, (X*) < K, (X). A desigualdade K, (X**) > K, (X) decorre do fato de X

estar imerso em X **. O
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9 ULTRAPRODUTO DE IDEAIS DE OPERADORES

Este capitulo apresenta uma aplicacao de ultraprodutos a teoria de ideais de opera-
dores com a caracterizagdo de ideais maximais apresentada no artigo de Heinrich (1980).
As referéncias utilizadas para a teoria de ideais foram Pietsch (1980), Mihailov e Stan
(2001) e Defant e Floret (1993).

Defini¢ao 9.1 (Ideal de Operadores). Uma classe 4 de ternos (T;, X;, Y;) onde X; e
Y; sao espagos de Banach arbitrarios sobre o mesmo corpo K e T; é uma aplicagcdo em

L(X;; Y:) € dita um ideal de operadores se verifica as sequintes propriedades (utilizando

a notagao U N L(X; Y) =U(X; Y)):

(i) idx € U(K; K), onde idx € a identidade em K
(i) Se Ty e Ty € U(X; Y) entao Ty + Ty € U(X; Y)
(i) Se T e L(X1; X), Se UW(X;Y)eRe L(Y; Y,) entao RST € (X;; Y1)

Definicao 9.2 (Quase Norma). Seja $4 um ideal de operadores. Uma fungio a: 4 — R

¢ uma quase norma se satisfaz as propriedades:
(i) a(idx) = 1, onde idx é a identidade no corpo K.
(i) Para cada par X, Y existe uma constante K tal que para todos Ty, Ty em
(X, Y) vale:
Oé(Tl + TQ) S K/Oé(Tl) + Oé(Tl)/
(i) Se T'€ L(X1; X), Se WX; Y)eRe L(Y; Y1) entio:

a(RST) < |[R|| e(S) |IT[-

Um ideal no qual esta definido uma quase norma ¢ dito um ideal quase normado,

sendo denotado por (4, «).

Defini¢ao 9.3 (Partes de Dimensao Finita de um operador). Se T' é um operador em
L(X; Y), as partes de dimensao finita do operador T sao as aplicagoes do tipo Qn Ty,
onde M C X e N C Y sao subespacos respectivamente de dimensdo finita e de codimensao
finita (dim(Y/N) é finita), Qn: Y — Y/N € a aplicagio quociente e Jy: M — X € a

inclusao.

Definig¢ao 9.4 (Ideal Maximal). Um ideal quase normado é um ideal maximal se possui

a sequinte propriedade:
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supyny (QnTI) = C< oo = Tellea(T)< C

Exemplo 9.1. Sejam X e Y espagos de Banach, um operador T € L(X, Y) € L,-fatordvel
se existem aplicagoes Ty: X — Ly(un) e To: Ly(pn) — Y** tais que Iy T = To Ty, com

uma medida qualquer e Jy a imersdo canonica de Y em Y**,

O conjunto dos operadores Ly-fatordveis é um ideal quase normado com a quase
norma o(T) = infyp ny |Th]| |T2]]. Heinrich (1980) cita wm resultado presente no artigo
de Kwapien (1972) o qual utiliza as ideias presentes na Proposi¢ao 9.1 para demonstrar

que o ideal dos operadores L,-fatordveis é um ideal mazimal.

Proposi¢ao 9.1. Um ideal de operadores quase normado (U, o) é mazximal se e somente

se verifica as condigoes:

(i) Se T; € 4(X;; Vi) ea(T;) < C < 0o para i € I, entdo para todo ultrafiltro
Uem I, Ty € U((Xi)u; (Yi)u), onde Ty estd definida na Proposi¢ao 7.1.
(ii) Se Te L(X; Y) eTy T e MWX; V) entao T € U(X; Y), onde a aplicagio

Jyv: Y — Y™ € a imersio candnica.

A propriedade (i) é conhecida como ultraestabilidade e a propriedade (ii) como

reqularidade.

Demonstracio. ((4, o) é ultraestavel regular = (4, ) é maximal)

Seja (4, ) um ideal que possua as propriedades de ultraestabilidade e regulari-
dade. Suponha T" € L(X, Y) e supgy yy «(@nTJy) = C < co. Considerando I como o

conjunto dos pares do tipo (M, N) com a ordenagao:
(My, N1) < (My, Ny) < My C My e Ny O No,
e considerando, para cada i = (M;, N;), o conjunto:
Vi={jeli=<j}

A familia L = (V;);e; tem a propriedade da intersecao finita. Dados Vi, Vs, ... V,,
elementos de (V;);er, entdo Np_, Vi = {(M, N), (M', N') < (M, N)}, onde N' = N;_; Ny
e M' =< M, >}_,.

Portanto existe um ultrafiltro U em [ contendo L (proposi¢ao 3.5). E possivel

definir uma aplicagdo J: X — (M;)y como J(x) = (x;)y, sendo x; dado por:

X

) zysex € M;
] 0,sex ¢ M,

Dados 7!, 22 € X, segue da construcao do ultrafiltro U:
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{jeJateMjer*e M} ={jeJ <zl 2?>C M} =
={jed <z, x*>CM;eYDN;} ={jeJi=<j}teUlU,
onde i = (< 2',22 >, Y) € I. Logo, para z!, 22 € X,
J(@t+2%) = (' + 2%y = (2" + (%),

provando a linearidade de J que também é claramente limitada. Defina também a apli-
cagdo Q: (Y/N;)y — Y™ como

Q(lyi))v(g) = limy g(ys),

onde g € Y* e [y;] é um elemento de Y/N;. Para verificar a boa definigdo de @, basta

provar a implicacao:

|(lwi))vl] = 0 = limy g(y;) = 0.

Dados g € Y* e € > 0 arbitrariamente pequeno, seja N, o nticleo de g. Como N,

tem dimensao finita, o conjunto
I = {(M;,N;) € I, {0} C M; e N, O N;}
pertence ao ultrafiltro U, devido a maneira como foi construido. Também,
I = {(M;, N;) € I, dist(ys, Ni) < 157}

pertence a U, ja que ||([v:])u|| = 0. Portanto se i € Iy N Iy, dist(y;, N,) < ToT» Logo existe

€

2 € Ny com ||z; — yi| < Toll?

segue que

lgCzi =yl < llgll NIz — will <'e,

entao ||g(v:)|| < €, de maneira que
{iel llgw)ll <et 2 (Linl)el.

Segue que limy g(y;) = 0.

Denote, para i € I, T; = Qn,TJy,. Tem-se que (T;)y € (L(M;, Y/N;))u, logo
pode-se considerar a aplicagdo associada Ty: (M;)y — (Y/N;)y segundo a Proposigao
7.1. A aplicagdo Q(Ty(J)): X — Y™ verifica para todo g em Y™

Q(Ty(J(2)))(9) = Q(Tu((x:)v))(9) = Q(Tixi)u(9) =
= QQnTJai)u(g) = Q@NT(2)u(g) = QT (2)]i)u(g) =
= limy g(T'(2)) = IyT(x)(9)
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onde Jy: Y — Y™ é a imersdo candnica. Dessa maneira:
Q(Ty(J)) = Iy T.

Utilizando a ultraestabilidade, a aplicacao Ty pertence a U((M;)y; (Y/N;)v). Pela
defini¢ao de ideal de operadores, Jy T € U(X; Y*™*) e pela propriedade de regularidade, T’
pertence a U(X; Y).

(U, @) é maximal = (Y, ) é ultraestével e regular)

Seja (U, o) um ideal maximal. Para verificar a ultraestabilidade, serd consideranda
uma familia 7; € U(X;, Y;) tal que a(T;) < C < oo para todo i em . Demonstra-se que
SUD{ 7, N} a(QnTyJy) = C < oo logo, pela maximalidade do ideal 4, tem-se que Ty esta
em U((Xy)v; (You)-

Sejam M C (X;)y subspago de dimensao finita e N C (Y;)y subspaco de codi-
mensdao finita. Os espagos M e (Y;)y /N possuem dimensdo finita, entdo « é continua no

espago L(M; (Y;)u/N). Seja € > 0 arbitrariamente pequeno, existe 6 > 0 tal que
IT = QuTdull < 8 = |a(T) — al@nTiu)| < €

onde T' € L(M; (Yi)u/N).
Pela Proposicao 5.1, para i em Iy € U, existem e-isomorfismos R;: M — M;.

Por ser de dimensao finita, o espaco (Y;)y/N é isométrico ao espago ((Y;)y/N)*

que por sua vez ¢ isométrico ao espago N+ (Fabian et al. (2001), pagina 41). Tem-se

Nt S (Y)u/N) L (V)u/N,

*

com [ e g isometrias. Entdao Nt ¢ subespaco de dimensao finita de (Y;)};.

Pela dualidade local em ultraprodutos (8.3), para todo ¢ > 0 arbitréario, existe um
¢-isomorfismo S: Nt — S(N+) C (Y;*)y. O espago S(N*) é um subespago de dimenséao
finita em (Y;*)y, logo, para i em I; € U, existem €-isomorfismos Si: N/ — S(N*), sendo
N’; subespago de dimensao finita de Y;* (Proposigao 5.1). Existe N; tal que Y;/N; é

isométrico a N’; ou de maneira resumida:
he arr S0 v 1y 53 At
Yi/Ni = Nj = (Y )y 2 S(N=) = (N7)

onde S, S! sdo €-isomorfismos e h isometria. Dessa forma, compondo as aplicagdes assim
definidas e tomando €’ > 0 suficientemente pequeno, podem-se estabelecer e-isomorfismos
S; 1 Yi/N; = (Y;)y/N com S; = f(g(S7'(S;(h)))), para i € Iy N I,. Considere aplicagao
SiQn,TiJy, Ri: M — (Y;)u/N, tem-se que:

a(S:Qn,Ti v, Ri) < ||Si@n,

a(Ti) | Bill < (1 + €)*C.
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Também existe 1o € Iy N I; tal que

HQNTJM — S5y Qny Tig Iagy, Rig | < .

Logo,
’Oé(sioQN,-OﬂoJMioRz‘o) - OZ(QNTJM)‘ <é

entao
OJ(QNTJM) < €+ OJ(SZ'OQNZ.DEOJMZ,ORZ'O) <e+ (1 + 6)20.

Como € é arbitrariamente pequeno, segue que a(QnTJy) < C. Portanto, como o
ideal é maximal, Ty € U((X;)y; (Yi)v) e a(Ty) < C.

Para verificar a regularidade, suponha que JyT € $4(X; Y**). Para cada M su-
bespago de dimensao finita de X, seja R: JyT(M) — Y o e-isomorfismo descrito na

Proposicao 5.7. Dessa maneira:
QnTvm = QNRIy Ty
Como Jy T (M) pertence ao ideal:
a(@nTy) = a(@nRIyTy) < [[QnR|| a(TyT) [Tl

Portanto a(QnTy) < a(JyT). Da maximalidade de 4, decorre que T' € . O
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