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RESUMO

Obtemos novos arcos completos associados ao conjunto de pontos racionais de uma
certa generalizacao da curva Hermitiana que é Frobenius nao-classica. A construgao
esta relacionada ao calculo do nimero de pontos racionais de uma classe de curvas

de Artin-Schreier.
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ABSTRACT

We obtain new complete arcs arising from the set of rational points of a certain
generalization of the Hermitian plane curve which is Frobenius non-classical. Our
construction is related to the computation of the number of rational points of a class

of Artin-Schreier curves.
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INTRODUCAO

Ha décadas, espacos projetivos finitos vem sendo estudados intensamente. Além de
serem muito interessantes, tem aplicacoes, por exemplo, na teoria de codigos, que
também vem sendo investigada cada vez mais. Ha diversos trabalhos expondo essa
relagdo, como [1, 18], bem como literatura bésica de qualidade no assunto [20, 17].
Nessa area de contribuicao entre codigos e geometria finita, podemos destacar os arcos
planos, uma configuracao de pontos tal que nao mais do que uma certa quantidade
pré-fixada é colinear. A quantidade de pontos nessa configuracao é denotada por n
e o nimero maximo de pontos colineares por d, que sao ditos parametros do arco.
Um (n,d)—arco é dito completo se nao esta contido em um arco de tamanho n+1 e
mesmo parametro d.

Podemos transferir essas definigoes para a teoria de cédigos. Temos que um
(n,d)—arco é equivalente a um [n,3,n — d'|—cédigo linear, onde a distancia minima
n—d' étal que d < d. Se o arco for completo, entao esse cédigo tem distancia minima,
exatamente n — d e nao pode ser estendido a um coédigo com distancia minima maior.

Um exemplo natural de configuragao de pontos no plano com essa propriedade é
dado pelos pontos racionais de uma curva plana definida sobre um corpo finito F,.
De fato, o conhecido teorema de Bézout da teoria de curvas algébricas afirma que

uma reta no plano intercepta uma curva plana em no maximo d pontos, onde d é o



grau dessa curva. O estudo paralelo da geometria finita e da geometria algébrica foi
iniciado por B. Segre por volta de 1955, quando esse utilizou cotas sobre o niimero
de pontos racionais para encontrar o segundo maior (n,2)—arco no plano projetivo
sobre IF,.

Nesse sentido de interagao entre curvas e arcos, surge a questao: quando o con-
junto de pontos racionais de uma curva plana forma um arco completo? Tal pergunta
foi proposta em 1988 por Hirschfeld e Voloch [19]. Os primeiros exemplos encontra-
dos foram as conicas irredutiveis em caracteristica impar e algumas ctibicas (veja
20, 17]). No Capitulo 1, apresentamos uma introdugao ao assunto e exemplos asso-
ciados a curvas com mais uma propriedade em comum: sao Frobenius nao-classicas.
Uma curva é dita Frobenius nao-classica se para todo ponto P nao-singular, o ponto
obtido pelo morfismo de Frobenius em P pertence a reta tangente a curva em P. Tais
curvas foram estudadas por Hefez e Voloch em [16] de acordo com a teoria apresen-
tada em [31]. Recentemente, Giulietti et al [15] estudaram o conjunto de F,—pontos
racionais de curvas Frobenius nao-classicas que dao exemplos de arcos completos,
porém ainda sao conhecidos poucos exemplos. Além disso, apresentamos ainda nesse
capitulo, um contra-exemplo para uma pergunta natural sobre a existéncia de arcos
completos associados a curvas Frobenius nao-classicas nao-singulares.

O problema principal dessa tese, resolvido no Teorema 4.4, é explorar o arco as-
sociado ao conjunto de pontos racionais de uma curva que generaliza a conhecida
curva Hermitiana, isto é, a curva plana y? + y = 29%! sobre F 2. Essa generalizagao
foi apresentada por Borges em [3]. No Capitulo 2 dessa tese, fazemos uma breve
apresentacao da curva, seguida de comparacoes com a generalizacao da curva Hermi-
tiana dada por Garcia e Stichtenoth em [13]. Apresentamos também detalhadamente
o problema principal, apontando o fato de que para resolve-lo é necessario conhecer
o numero de pontos afins de uma familia de curvas de Artin-Schreier. Para mais
informagoes sobre essa familia de curvas, indicamos [30, 17].

Em 1989, Wolfmann [33] calculou o nimero de pontos racionais das curvas de



Artin-Schreier do tipo
y!—y=ax®+0b

sobre F,» com k par, a € IFZ,N b € F, para alguns s inteiros especiais. Treze anos
depois, Coulter [9], calculando explicitamente o valor de algumas somas exponenciais,

estendeu os resultados de Wolfmann para curvas do tipo
ypn —y = axpaﬂ + L(I)

sobre F, = F,c onde L(x) é um polinomio linearizado (conforme [25], segdo 3.4)
e a,n,e € N satisfazem certas relagoes. Na tentativa de estudar o arco associado
a curva Hermitiana generalizada, nos deparamos com casos especiais de curvas de
Artin-Schreier do tipo

YW —y=ar” " + L(x)+c (1)

e nos espelhamos nos métodos de Wolfmann e Coulter para calcular o niimero de
pontos da familia de curvas, o que foi feito no Capitulo 3, sendo os resultados caso a
caso apresentados nos Teoremas 3.6, 3.7 e 3.8.

Na tultima secao desse capitulo, estudamos quais sao as condigoes necessarias e
suficientes para que uma curva da familia (1) seja maximal, isto é, atinja a conhecida
cota de Hasse-Weil (indicamos novamente [30, 17]), que diz que uma curva plana de

género g sobre F, tem seu numero N de pontos racionais satisfazendo
N <qg+1+29/4.

Fechamos a tese no Capitulo 4, onde usamos os resultados sobre o numero de
pontos afins da familia (1) para determinar sobre que condigoes a Hermitiana genera-
lizada de Borges [3] d4 origem a um arco completo. Mais ainda, quando néo é possivel
obter um arco completo diretamente, apresentamos uma forma de completa-lo, isto é,
indicamos como adicionar pontos do plano projetivo ao conjunto de pontos racionais
da curva a fim de obter um arco completo. Em um dos casos apresentados no Teo-

rema, encontramos um arco completo com os mesmos parametros do arco associado



a um certo produto de curvas Hermitianas apresentado por Giulietti et al na ltima
secao de [15], porém usamos um argumento simples para mostrar que tais arcos nao
sao isomorfos.

No apéndice, colecionamos alguns resultados classicos sobre a funcao trago, carac-
teres e somas exponenciais. Introduzimos ainda alguns resultados bésicos da teoria
de cédigos para auxiliar na compreensao do texto da tese. Para mais detalhes sobre

os assuntos do apéndice, indicamos [24, 21, 30].



CAPITULO 1

PRELIMINARES

Nesse primeiro capitulo, apresentamos conceitos que serao utilizados ao longo da tese.
Fazemos uma introducao a teoria de arcos planos, seguida pela apresentacao das
curvas de Artin-Schreier, que serao ferramenta importante para o resultado principal
(Teorema 4.4).

Ao longo dessa parte, sejam ¢ uma poténcia de primo, F, o corpo finito com ¢

elementos e PG(2, q) o plano projetivo sobre F,.

1.1 Arcos

Para comecar, estudamos uma configuracao de pontos no plano projetivo que possui
caracteristicas interessantes do ponto de vista da geometria finita e da teoria de

cédigos.

Definicao 1.1. Um conjunto K de n pontos em PG(2,q) é um (n,d)—arco (plano)
se nao mais que d pontos de K sao colineares e ha uma reta no plano que contém

exatamente d pontos de .



Dois arcos i e Ky de mesmos parametros sao ditos isomorfos se existe uma
colineacao T (isto é, uma aplicacao bijetora que preserva pontos colineares) tal que
T(IC1> - ’CQ.

Algumas perguntas interessantes surgem da definicao 1.1:
(a) Fixados ¢ e d para quais n; existe algum (n;, d)—arco sobre F,?
(b) De tais n; qual é o maior?
(c) Existem dois (n;, d)-arcos nao isomorfos?

A ltima questao voltard a aparecer no Capitulo 4. Ja a base para pergunta

principal dessa tese segue do seguinte exemplo natural:

Exemplo 1.2. Pelo Teorema de Bezout, o conjunto de n pontos racionais de uma

curva plana X de grau d é um exemplo de (n,d)—arco, onde d’ < d.

Proposicao 1.3. Fizando d € N e um corpo finito F,, temos a sequinte cota para o

nimero de pontos n de um (n,d)—arco K:
n<(d-1)qg+d.

Demonstracao. De fato, seja P € K. Cada reta que contém P contém no maximo

outros d — 1 pontos de K\ { P}. Como passam ¢+ 1 retas por P, obtemos a cota. [

Definicao 1.4. Seja K um (n, d)—arco em PG(2, q). Dizemos que K é um (n, d)—arco

completo se nao estd contido em um (n + 1, d)—arco plano.

No caso de um (n,d")—arco associado a uma curva plana X de grau d (como no
exemplo 1.2), a condigao acima é equivalente a: dado qualquer ponto P € PG(2,q) \
X (F,), existe uma reta racional ¢ contendo P e exatamente d’ pontos de X(F,). No
caso em que d = d, dizemos que X tem a propriedade do arco.

Fechamos essa secao com uma observacao sobre a relacao direta entre um arco

completo e um codigo linear.



Teorema 1.5. Um (n,n — d)—arco completo K é equivalente a um [n,3,d]—cddigo

linear C.

Demonstragao. Consideremos {vy, v, v3} uma base para C. Definimos vetores u;
com ¢ = 1,2,3 como (u;); = (v;);, isto é, a j-ésima coordenada de u; é a i—ésima
coordenada de v;. A matriz dada pelas colunas u; (ou pelas linhas v;) é a matriz
geradora de C. Como o peso minimo de um vetor v de C é d, entao v tem no maximo
n — d coordenadas nulas. Assim, para todo a; € Fg, > a;v; tem no maximo n — d

coordenadas nulas. Isso significa que parat=1,...,n:

Zaj(ui)j = a;(v;)i =0

=1 j=1
tem no maximo n —d solugoes. Ou seja, no maximo n—d dos n pontos sao colineares.

A outra implicagao é analoga. m

Observacao 1.6. Notamos que, pela construcdao, nao € possivel estender tal codigo

para outro com distancia minima maior.

1.1.1 Arcos associados a curvas Frobenius nao-classicas

Seja X uma curva plana irredutivel nao-linear. Os nimeros 0 = ¢y < ¢ = 1 < €
representam todas as possibilidades de multiplicidades de intersecao de X com retas
do plano em um ponto genérico, ja que uma reta pode nao interceptar X em um ponto
P, intercepta-la transversalmente ou tangencia-la em tal ponto. Essa sequéncia é a

menor na ordem lexicografica tal que

Di°x Di’y D;°z
det | D'z D'y D'z | #0,
Dz Dpry Di*z

onde z,vy, z definem um morfismo de X em PG(2,q) e D¥ denota a diferencial de



Hasse ! de ordem k com respeito a uma varidvel separadora t, e é chamada sequéncia
de ordem de X'. Caso €5 = 2, a curva ¢ dita classica. Caso contrario, X é nao-classica.
A partir dessa sequéncia, escolhemos vy = 0 < vy, onde v, € {1,623} é o menor

inteiro tal que

det x Yy z 7é 0.
D*x D'y D{*z
Esses nuimeros sao as ordens de Frobenius de X e vy é dita ordem de contato
genérica de uma reta com a curva X. Se v; = 1, entao X é dita g—Frobenius classica.
Caso contrario, X é g—Frobenius nao-classica. Notamos que isso é equivalente a dizer

que X : F(z,y) = 0 é g—Frobenius nao-classica se
Flz, y)|((z? — 2)Fp + (y* —y)Fy) -

Observacao 1.7. Geometricamente, a curva € q-Frobenius nao-cldssica se e somente
se para todo ponto nao-singular P de X, o ponto ®(P) pertence a reta tangente a X

em P (onde ®((z :y:2)) = (x:y%: 2% € o morfismo de Frobenius em P).

Para curvas do tipo y? = f(z), estudadas por Garcia [10], temos a seguinte

caracterizagao apontada por Borges.

Teorema 1.8. A curva X : F(x,y) = y? — f(z) = 0 é q— Frobenius nao-cldssica se

e somente se:

(a) dl(g—1)

g—1

(b) d. f(x)(f(z) T 1) = (27 — ) f'(x).

o i y
1Seja x um elemento transcendente sobre o corpo F, para i, j € Ny, definimos D%/ = !t

J
e estendemos linearmente em F[x]. Indicamos [32] para propriedades e detalhes sobre a diferencial

de Hasse.



Demonstracao. Temos que a propriedade da curva ser Frobenius nao-classica é equi-

valente a
F.
W =) = et )
Como % = d]; @) temos

Ay —yh) = (2" —2) f'(x) .
Sabemos que y? = f(x), donde
dly*™ " = f(2)) = (27 — 2) f'(2) .

Em particular, y*! € F [z], isto é, d|(¢ — 1). Assim:

d((f(x) T+ — f(2)) = (29— 2) f'(x) .

Segue diretamente do Teorema 1.8 que:
Corolario 1.9. Se X ¢ gq— Frobenius nao-cldssica, entao:
(a) ptd (ondep € a caracteristica de F,);
(b) Se f(x) so tem raizes simples, entdo todas pertencem a F, ;

(c) Para todo a € Fy, f(a) € Fo1 i Em particular, se d = Z:—j, entdo f(a) € Fps

para todo a € Fpyr.

Exemplo 1.10. Dado p > 1, as curvas de Fermat

2t +yt+ 27 =0

-1 , N ~ . ~
sobre F, = IF,n, onde d = 5,_1 e ¢’ é uma poténcia de p, sdo curvas Frobenius nao-

classicas. A curva Hermitiana sobre F,2 (ver exemplo 1.15) faz parte dessa familia.



Exemplo 1.11. Seja ¢ impar. A seguinte curva, apresentada por Garcia e Stich-
tenoth em [13], embora seja singular, é é F,s—Frobenius nao-classica pelo Teorema

1.8.

2 2 2
yq +q+1 — +q+xq +1+xq+1 — 5

Y

onde y € Fy é tal que 0 # v = Ny ,r, (8) com T'r(f) = 0. Tal curva tem (*+q9)(*+1)

pontos racionais e também pode ser vista como
N(y) = Tr(z") (mod 27— x)—",

onde N e T'r sao respectivamente a norma e o traco de Fs em F,. A curva vista

desse modo, tem forma parecida com a da curva H do Capitulo 2.

Nao sao conhecidas muitas curvas Frobenius nao-classica, porém elas tem pro-
priedades muito interessantes (veja [16]). Por exemplo, tendem a ter muitos pontos
racionais e, com a hipétese adicional de nao-singularidade, podemos saber exatamente

quantos sao, como diz o resultado provado por Hefez e Voloch em [16]:

Teorema 1.12. Se X € uma curva plana nao-singular Frobenius nao-cldssica de grau
d, entao:

#X(F,) = d(g—d+2).

As curvas Frobenius nao-classicas foram apontadas como possivel “fonte”de ar-
cos completos por essa tendéncia a terem muitos pontos racionais. Nessa direcao,

Giullieti, Pambianco, Torres e Ughi provaram o seguinte Teorema em [15].

Teorema 1.13. Seja X uma curva plana F,-Frobenius nao-cldssica de grau d com k

pontos racionais. Entio, X(F,) € um (n,d)—arco completo se
n>(d—v)(g+1—#5)+(d—1)#S, (1.1)

onde S € o conjunto de pontos singulares de X e v € a ordem de contato genérica.

10



Corolario 1.14. Se X' for nao-singular, o Teorema 1.13 nos diz que X (F,) € um

(n,d)—arco completo se

n>(d-v)(g+1). (1.2)

Exemplo 1.15. Seja H a curva Hermitiana de grau g + 1 sobre
H: oyt =911,
Temos que v = q e #H(Fz2) = ¢* + 1. Pelo corolério 1.14, como
¢+1>((g+1) - +1)=¢"+1

segue que a curva tem a propriedade do arco, isto é, H(F,2) é um (¢* 41, ¢+ 1)—arco

completo.
Exemplo 1.16. A Quartica de Klein sobre g
Py +yP =0
é nao-singular, tem v = 2 e 24 pontos racionais (pelo Teorema 1.12). Como
24> (4-3)(9+1) =10,
segue que tal curva também tem a propriedade do arco.

Conhecemos, porém, poucos exemplos de curvas Frobenius nao-classicas que sa-
tisfazem o Teorema 1.13. E, de fato, a condicao apresentada nao é necessaria, como

mostrado no seguinte exemplo.

Exemplo 1.17. Sejam p > 2, d =p®>+p+ 1 e a,b € F,. Consideremos as seguintes
curvas sobre [Fs.

F:yl=—(az®+1)/b

g: yd:xd+xp2+xp+x

11



Tais curvas sdo nao-cldssicas e Frobenius nao-classicas com v = p ([10]) e, como sao
nao-singulares, tem p° — p3> — p? + 1 pontos racionais pelo Teorema 1.12 (mas nao
sao isomorfas). Em [15], foi provado que ambas tem a propriedade do arco, porém

observamos que nao satisfazem a condi¢ao do Teorema 1.13.

Observagao 1.18. As duas curvas do exemplo 1.17 sdo casos especiais da sequinte
familia

Z: N(y)=aN(z)+bTr(z)+c

sobre Fpe com a,b,c € Fy, onde N e Tr denotam as fungoes norma e trago de Fe em
F,. Pelo Teorema 1.8, Z é uma curva Frobenius nao-cldssica. Se b = 0, entao nao
ha pontos singulares.

Se b # 0, os pontos singulares sao (1 : 0 : z) tais que N]qu_l/Fq(Z) = —a/b e
Trﬂ:qul/pq(z) =ca/b?. Sea =0, o problema de determinar esses pontos é facil. Caso
contrdrio, a quantidade N,(—a/b,ca/b*) de elementos de F com tal propriedade é

limitada por Moisio-Wan em [28] como

Ny(—a/b, ca/b?) — qé_l—_ll <(—1)qg7. (1.3)

Com o crescimento do niumero de pontos singulares, torna-se cada vez mais dificil
estudar a propriedade do arco de Z.

Por exemplo, no caso em que a =0 e b #£ 0, consideremos a curva
0—14 ... 1 £—1
yt T =pat 4+ a4 a) + o

que tem um unico ponto singular (1:0 :0) (é também seu tinico ponto no infinito).
Dado um ponto no infinito fora da curva, isto é, um ponto do tipo P = (« : 1 :0),

tomemos as retas x = ay +y com 7y € Fe. Temos que o polinomio
N(y) = bTr(ay) 4+ bTr(y) +c

tem menos de ¢" "' + -+ + q + 1 raizes se o € F,, jd que a quantidade de raizes é
igual ao nimero de elementos y em Fys com traco X e norma ab\ + bT'r(y) + ¢, que
¢ limitado por Moisio-Wan como na cota (1.8). Como a reta z = 0 intercepta Z em

apenas um ponto, seque que a curva nao pode ter a propriedade do arco.
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Até agora, vimos exemplos de curvas Frobenius nao-classicas nao-singulares que
apresentam a propriedade do arco. E natural, entao, questionar se todas as cur-
vas com essas caracteristicas estao associadas a arcos completos. Apresentamos um

exemplo que nega tal conjectura.

Exemplo 1.19. Sejam 3 < n € N e a € Fy. Consideremos a seguinte familia sobre

]FQn:
on
on_1 A + i

Xy 224z

+ .

Temos que X, tem grau d = 2" —1 e segue do Teorema 1.8 que X, é 2" —Frobenius
nao-classica. Além disso, se a = 0, entao X, é nao-singular e segue do Teorema 1.12
que

Suponhamos que tal curva tenha a propriedade do arco, isto é, que Xy(Fan) seja
um (k,d) = (3(2" —1),2" — 1)—arco completo. Entao, tomando P; ¢ Xy(Fan), temos
que existe uma reta Ly, tal que #(Xp N L1) = d. Seja entdo Py ¢ (Xo(Fan) U{P1}).
Existe uma reta Ly tal que #(Ls N Xy) = d. Temos que Ly N Ly =0 ou Ly N Ly =
{um tnico ponto racional de Xy}. Isto significa que até aqui j& contamos 2d ou 2d—1
pontos racionais de Xj distintos. Escolhemos agora Ps ¢ (Xy(Fan) U{ Py, P2}). Existe
uma reta Lz tal que #(L3 N Ay) = d e tal reta pode interceptar nenhuma, uma ou
duas das retas anteriores. No caso em que haja intersecao, deve ser em um tunico
ponto racional de Ay em cada reta. Isto é, depois desse passo, contamos pelo menos
3d — 3 pontos racionais distintos em Xj. Repetindo isso para um quarto ponto Pj,
terfamos pelo menos 4d — 6 pontos, que ja é mais dos que os 3d pontos racionais de

Xy. Portanto, Xy nao pode ter a propriedade do arco.

Observacao 1.20. Temos ainda que razdo entre o niumero de pontos racionais € o
grau da curva do contra-exemplo acima € muito pequena, fazendo com que nao seja
vidvel completar o arco, isto €, adicionar v pontos ao conjunto Xo(Fan) de forma a

obter um arco completo de parametros (r + #Xo(Fon), deg (Xo(Fan)))
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Observacao 1.21. Embora nao sejam curvas Frobenius nao-cldssicas, podemos pro-
ceder com um argumento andlogo para os exemplos a sequir, que foram retirados de
[11] € sdo curvas sobre F2 com grau ¢* —1. Seja m um divisor de ¢* —1, as sequintes
curvas tem m(q* — 1) pontos racionais.
(a) Seja

(x0T +x + 1)1

2t a1

onde ¢ =1 (mod 3), com (¢ — 1)|mde(m,q — 1), ou g =2 (mod 3). Tomando

mo__

Y

por exemplo os pares ¢> = 25,m = 6 e ¢> = 16,m = 3 ndo obtemos arcos
incompletos.
(b) Seja

(2 — ax)?

xr — adxd

m

y =
onde a € Fp, a?™ # 1 e mde(m,q— 1) = ¢ — 1. Tomando por exemplo os
pares ¢> =9,m =2, ¢> =25,m = 2 e ¢* = 16, m = 3 nao € possivel obter arcos

completos.

O mesmo argumento serve para outros exemplos de curvas planas em que a razao

entre o numero de pontos racionais e 0 grau Seja pequenda.

Observacao 1.22. A curva X, no exemplo 1.19 pode ser vista como

M1 _ (ﬁnil +a?)?
YT T2
que € uma das curvas com muitos pontos racionais contruidas por Garcia e Quoos
em [11]. Tal curva tem N = (2" — 2)(2" — 1) + 3 pontos racionais em Fon e, assim,
a razao entre N e o grau de X € muito prozima ao proprio grau da curva, o que

indica que a curva deve ter a propriedade do arco.

1.2 Curvas de Artin-Schreier

Uma curva de Artin-Schreier é uma curva plana com equacgao da forma
y' + oy = f(x)
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com ¢ em alguma extensao finita K de F, e f(z) € K[X]. Mais informagoes podem
ser encontradas no capitulo VI de [30] e tais curvas foram estudadas em diversos
contextos, citamos por exemplo [9, 12, 14, 22]. Nessa classe, estd, por exemplo, a
curva Hermitiana y? 4+ y = 277! sobre F 2.

No caso em que § = —1, apresentamos dois lemas que serao passos importantes dos
resultados principais. Seja N(f) o nimero de solugoes (z,y) € IFS de y*" —y = f(x)
(isto é, N(f) representa o nimero de pontos afins de tal curva). Seja tr; o trago de
F, em [F:.

Lema 1.23. O nimero de F,—pontos afins de y?" —y = f(x) é dado por

p" - (#{a € Fyltra(f(a)) = 0}).

Demonstragao. Seja (a,b) € F2 tal que 0" — b = f(a). Entao,

0=tr,(b?—b) = tr(f(a)).
Por outro lado, seja a € F, tal que f(a) = 0 tem trago zero, entdo a equacao
y?" —y — & =0 tem p" possiveis solugoes em TF,. n

2m i tri(u)

Seja x1 o caracter aditivo canonico de Fy, isto é, x1(u) =e /P para u € F,.

Lema 1.24. O ndmero N(f) satisfaz
aN(f)= > xahf@) = hy" —y).
h,x,y€F,
Demonstragdo. Se (z,y) é solugao de y*" — y = f(z), entao

'

tri(h f(z) = h(y" —y)) =0

xi(h f(z) = h(y" —y)) =1
qualquer que seja h € F,. Para os demais z,y € F,, temos A = y?" —y — f(x) # 0.
Consideremos, entao, o caracter aditivo x,(u) = x1(Au) para todo u € F, e, pelo

lema A.5, temos que o somatério > x1(Ah) = 0. O
heF,
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CAPITULO 2

UMA GENERALIZACAO DA
CURVA HERMITIANA

Nesse capitulo, apresentamos uma generalizacao da curva Hermitiana dada por Bor-
ges em [3]. Nosso maior interesse é o arco formado por seu conjunto de pontos

racionais, mas apresentamos ainda outras propriedades de tal curva.

2.1 Apresentacao da curva

Sejam p um primo, ¢ = p" e £ > 2. Consideremos r = r(¢) > ¢/2 o menor inteiro tal
que mdc(r, ) = 1, isto é

p

1, se f =2
(¢+1)/2, sel éimpar
. /241, se /=0 (mod 4)
/242, se { =2 (mod 4).
Para qualquer z, fixamos tr(z) := 27 4 2077 4 4 2 e definimos a seguinte
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curva sobre IF e

H: tr(y) =tr(z? ") (mod 27— x). (2.1)

Exemplo 2.1. Para facilitar a compreensao da equagao da curva H, vamos considerar
o caso ¢ = 5. Tomamos o primeiro inteiro  maior que 5/2 tal que mdc(r,5) = 1, isto
é, r=23.

Do lado esquerdo, temos
tr(y) =y + 9y +y" +y' +y.
Agora, para ver o lado direito, comecamos com
tr(xq3+1) S L AR R
Depois, reduzimos o grau usando (mod 7?7 — x), obtendo o polindémio
AR Ry SR e R L
Portanto, para ¢ = 5, a curva ‘H ¢é dada pela equagao
gy YT byt y =l gt g g pde g
A curva ‘H tem as seguintes caracteristicas, segundo [3].

Teorema 2.2. A curva H tem grau d = ¢~ + ¢, género g = w e N =

¢*~' + 1 pontos racionais sobre Fe onde apenas um € singular, o ponto (0:1:0).

Notamos que se ¢ = 2 e p > 2, entdo H ¢é a curva Hermitiana e H(F,2) é um
(¢> +1,q + 1)—arco completo bem conhecido. Entao, nossa investigacio se foca no
caso { > 2.

No Teorema 4.1 de [13], Garcia e Stichtenoth definiram a seguinte curva sobre

Fa.

q
d—1

C:yq +_,,+yQ+y:x1+q+m1+q2+_“+qu72+qd71

para d > 2, que pode ser vista como $q1(y) = S42(x), onde sq1 € Sq42 representam

. . . A . . , . ., . d—1
o primeiro e o segundo polinomios simétricos em Fqa[x] nas varidveis z, 29, ..., 29
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Tal curva foi depois estudada em [5, 27, 26]. A curva C possui ¢! + 1 pontos
racionais sobre F, género ¢*~*(¢*~* — 1)/2 e grau ¢*=2 + ¢* .

Para d = /¢ =3, C e H sao a mesma curva. Ja parad=/¢=4e d = { = 6, coin-
cidem o grau, o numero de pontos racionais e o género das curvas, porém calculos
feitos no Magma ([4]) indicam que as curvas nao sio isomorfas (o que ocorre, prova-
velmente, pelas diferencas entre os semigrupos de Weierstrass sobre os tinicos pontos
no infinito de C e H). Em geral, embora o niimero de pontos racionais dessas curvas
sempre coincidam, o género e o grau de H sao menores que oS mMesmos parametros

de C, o que torna as comparagoes N/g e N/grau maiores.

Observacao 2.3. Em [5] e [27], os autores estudaram cédigos hermitianos generali-
zados, isto €, codigos associados a curva C acima. Para isso, estudaram o semigrupo
de Weierstrass e o espaco de Riemann-Roch no ponto de C no infinito. Para a curva
H, essa tarefa parece mais complicada.

Considerando p = 2 e € impar, o semigrupo de Weierstrass no unico ponto do

modelo nao-singular sobre Po, = (0:1:0) € H(Fy) €
H(Poo) — <2f—1’ 25—1 + 27’—1’ 25 + 21”—17 24 + or + 1> ’

que € um semigrupo telescopico e, portanto, simétrico. Além disso, como o numero de
pontos racionais atinge a cota N < 2¢py(Ps) +1, onde pa(Ps) € o primeiro elemento
nao-nulo de H(Px) (veja [23]), seque que H é uma curva de Castle (conforme [26])
e podemos obter algumas informagoes sobre codigos em H.

Seja (Cy)m>1 uma sequéncia de cédigos onde cada C,, € definido como
C(H,Pl + - —|—P221_1,mPoo)

e tem dimensao k,, e distancia minima d,,. Escrevemos o semigrupo de Weierstrass

em Py, como H(Py) ={0=p1 < py < ...} e definimos a fun¢ao

t: Ng— N

m — 1(m) = maz{i|p; < m} = dimL(mQ)
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Segue de [26] que

t(m), se m < 221

kp, =
t(m) —o(m — 2%, sem > 2%71

e que, para 0 < m < n, d,, atinge a cota de Goppa se e somente se dy2e—1_,, também

atinge. Mais ainda, dyze—1 > 272 € 0 dual de C,, € isométrico a Coze—1 4 ottr—1_or_o_p,.

2.2 O problema

Estamos interessados no arco associado ao conjunto H(F ) de pontos racionais sobre
F, da curva H definida em (2.1).

A curva H é Frobenius nao-cléssica ([3]), no entanto a abordagem do arco associ-
ado ao seu conjunto de pontos racionais nao usa essa propriedade da curva (Teorema
4.4). A estratégia consiste em usar a definigdo de arco completo, ou seja, considerar
F,—retas L no plano e contar o numero de [F —pontos racionais de H em L.

Para uma reta L : y = bx 4 c definimos M, ,(b,c) := #L N H(F,). Entao,

M, (b, c) é o niimero de F-raizes da equacao
tr(bx 4 c) = tr(z7 ™)  (mod 2 — x)
Notamos que esse é 0 mesmo nimero de [F .-raizes de
tr(z¥ ' —br —¢) (mod 29 —z) =0,
e, portanto, o mesmo numero de F-raizes de
tr(x? ™ —br —c) =0,
Entao, pelo Lema 1.23, M, ,,(b, ¢) pode ser calculado usando a relagao
Nyn(1,=b,—c) = ¢M, (b, ), (2.2)
onde N, , (1, —b, —c) é o nimero de F -pontos afins da curva de Artin-Schreier
Yyl —y =27 — (br +c). (2.3)
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Portanto, o problema de estudar o arco associado a ‘H é reduzido ao problema de
contar os I -pontos afins da curva (2.3). No préximo capitulo, calculamos o ntimero
de pontos afins de uma familia mais geral de curvas de Artin-Schreier para entao

voltarmos ao problema apresentado.
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CAPITULO 3

O NUMERO DE PONTOS DE
UMA CLASSE DE CURVAS
ARTIN-SCHREIER

Nesse capitulo, calculamos o nimero de pontos afins sobre [, de uma classe de curvas
do tipo Artin-Schreier seguindo um raciocinio andlogo ao feito por Coulter em [9] ao

generalizar o trabalho Wolfmann ([33]).

3.1 A familia

Sejam «, n, e inteiros positivos tais que t = mdc(n, e) divide d = mdc(a, e). Sejam
g=p°ea,bcelF, coma# 0. Vamos representar por tr; a funcao traco definida de

F, em F,:. Consideremos a curva
n (e3
S: ¢y —y=ax” T +br+c
sobre F,. Queremos calcular seu nimero N, .(a,b, ¢) de F,-pontos afins.
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Comecamos com algumas observacoes preliminares.

Alguns dos resultados que seguem dependem da solubilidade do polinémio
flz) =a” " + ax (3.1)
em F,. O seguinte resultado foi provado por Coulter.

Lema 3.1. ([6], Teorema 4.1) Seja p # 2. A equagdo f(x) =0 € solivel para x € I
se e somente se e/d € par com e = 2m e al~V/@ D) = (_1)m/d Nesse caso, hd

p?? — 1 solucdes nao-nulas.

Para caracteristica 2, um Teorema anélogo foi provado por Coulter em [8] (Teo-
rema 3.1), porém o omitimos pois nao é utilizado nesse trabalho.

Um polinémio f € Fy[z] é dito um polinémio de permutagio se x — f(x) induz
uma permutacao em F,. Se f é um polinomio linearizado, isto ¢, do tipo

L(z) = Z az?”
i

(como, por exemplo, o polinomio (3.1)) entdo f é um polindémio de permutagao se e
somente se © = 0 é sua tUnica raiz em F, (ver o Teorema 7.9 de [25]). Sendo assim,
o lema 3.1 nos dd uma caracterizagdo de quando o polinémio f(z) = a?" 2P + ax é

um polinomio de permutacao em [F,.

Lema 3.2. Seja a € F*. O polinomio f(z) = a® 27 + ax é um polinémio de
] ; p P
permutagcao em IF, se e somente se e/d é impar ou e/d € par e = 2m e a1/ +1) #+

(=)™,

Notamos ainda que se o polinémio f(z) em (3.1) é de permutacao, segue que para

cada b € F,, existe uma tnica raiz de f(z) =b em F,.

3.2 O ndmero N,(a,b,c)

Sejam novamente «, n, e inteiros positivos tais que t = mdc(n, e) divide d = mdc(a, e)

e ¢ = p°. Segue do Lema 1.24 que
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Lema 3.3. Sejam «, n, e inteiros positivos tais que t = mdc(n, e) divide d = mde(a, e).
Sejam q = p° e a,b,c € F, com a # 0. O nimero de F,—pontos afins de y*" —y =

axP’ ™ +br+cé

Nagla,bye) = D [ D xa(h(aa? T + bz +c)) | (3.2)

hGIFpt z€ly

Demonstracao.

gN(fH) = > xilhflx)=hy" —y)

h,x,y€Fq

= Z x1(h f@)x1(h(y”" —y))
h,x,y€F,

= > al f@) | Y] @™ —y)
h,x€lFq y€lFy

= > xalh f@) [ D xaly —h))
h,x€lFq yeF,

Se h € Fye entao > x1(y*" (k" —h)) = g, caso contrario, pelo Lema A.6, a soma

y€Fy
¢ 0. Portanto,
N(f)=q ) > xi(h f(z))
hE]Fpt z€lFy
O
e/t—1 e/t—1 '
Lema 3.4. Seja L(x Z bia?" € F,[z]. Defina b= Z bfe_“. Entao, o numero

=0
de pontos afins da curva

Y —y=ax?” T + L(z) +c

com as mesmas condi¢oes do Lema 3.3 € também dado por Ny +(a,b,c) como no Lema

3.3.
e/t—1

Demonstracao. O resultado segue notando-se que H Xl(hbia:pti) = hbzx. n
i=1

23



Consideremos a seguinte soma

R, (a,b,c) = Z x1(az?” ™ +bx 4 c). (3.3)

z€lF,

Em [6, 7, 8] Coulter calculou R,(a,0,0) e R,(a,b,0). Notamos que
x1(ax?" Tt 4 ba 4 ¢) = x1(az? T+ ba) x1(c)

o que implica em

R.(a,b,c) = Z x1(az?”" ™+ bx) x1(c)

€l

= x1(c) Z xi(az®" T + ba)

z€lFy
= x1(c) Ra(a,b,0)

Seja 1 o caracter quadratico de I, (como em (A.2) no apéndice A.2). Pela ob-

servagao acima, calculamos (3.3) usando resultados de [9]:

Teorema 3.5. Seja f(z) = aP* 2P +ax. Entio, R, (a,b,c) =0 a menos dos sequintes

casos
(a) See/d é impar:

I) ([9], pg 8, Teorema 4.6) Se p = 1 (mod 4) e xy € a Unica solug¢io de
f(z)=—b" em F,:

Ra(a,b,¢) = (=1)" /g n(—a) xa(c) xalazg ™).

II) (19], pg 8, Teorema 4.6) Se p = 3 (mod 4) e xy € a tnica solu¢io de
f(z)=—t"" emF,:

Ra(a,b,¢) = (=1)"74% /g n(—a) xa(e) xa(azf ™) .

II1) ([9], pg 7, Teorema 4.5) Se p = 2, entao, como mdc(2¢ —1,2* +1) = 1,

existe k € F o tinico elemento de Fy tal que 52 = a:

R(a,b,c) = Ro(1,b7 1 ¢) .
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i. Setrqy(b) # 1, entao R,(1,b,¢) =0;
ii. Setrqy(b) =1, entao existe w € F, tal que b = w¥ +w+1e
o 2 \*
Ro(1,b,¢) = x1(w* +w +¢) (e/_d) ole+d)/2

onde (%) ¢ o simbolo de Jacobt, isto €,

= (3.4)

<2) 1, see/d==+1 (mod 8)
, see/d==43 (mod 8)

5 1

(b) ([9], pg 8, Teorema 4.7) Se e/d é par e e = 2m:

I) Se f(x) é um polinémio de permutacdo e xy € a inica solugao de f(z) =

—bP" em F,:
Ra(a,b,c) = (=1)™p™x1(c) x1(axh ).

II) Se f(x) ndo é um polindmio de permutacao, mas f(x) = —b"" € solivel

em [F, com solucao x:

Ra<a7 ba C) = (_1)m/d+1pm+dxl(c) Xl(ax€a+1) :

O Teorema anterior serd usado agora para calcular N, (a,b,c) (partindo do re-
sultado do Lema 3.3) em trés etapas: e/d impar e p = 2, ¢/d e p impares, e¢/d par e
p qualquer.

Teorema 3.6. Seja trq o tragco de Fy em Fpa. Suponhamos e/d impar e p = 2.
Seja € F; o dnico elemento de Fy tal que k* ' = a. Entio, Nay(a,b,c) =

Na,t(Lbﬂ_lac)'
(a) Se t?“d(b) ¢ ]F;t entao Na,t(L b, C) =4q;

(b) Se try(b) € Fy entio Nuy(1,b,¢) = g+ x1(w* ™ 4w+ ctm(b)”)(%l)dQ(eer)/2

onde w € B, € o unico elemento tal que btrg(b)™' = w?™" +w + 1.
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Demonstracao. Pela definicao de k temos que
Z x1(haz*" ™ + hbz) = Z x1(h(kx)** T + hor ™! (k) .
z€F, z€F,
Trocando Kz por y temos:
Z x1(har® ™ + hbz) = Z 1 (hy* T 4 hbrty)
z€F, yEFg

Entao

Noala,be) =g+ D xi(ch) | Y xalhy®*! + hba'y)

heF?, y€EF,

— g+ 33 by 4 ey + ch)

heF?, yeF,

= Ny (1,057 ).

Assim, podemos nos ater ao cdlculo de N, (1,b, ¢). Para cada h € F},, como mdc(2"—
1,2* + 1) = 1, existe um tnico w € F}, tal que w?**! = h. Entao

Not(1,b,¢) = q+ Z Z x1(ha® ™' + hbz + he)

heF,t z€Fq

=q+ Z Z 1 (w2)* T 4 b (wz) + cw™ )

weF,t z€F,

=q+ Z Ro(1,wh, cw?),
weF,
pois, como w € Fj C Faa, segue que w* = w. Pelo Teorema 3.5, {tem (a)-III,
Ro(1,wb, cwo** ) = 0 a menos que 1 = try(bw) = wtrg(b). Se trqy(b) ¢ Fj:, entao
wtry(b) # 1 para todo w € F,, o que implica em N,(1,b,c) = q. Se try(b) é um

elemento nao-nulo de Fyr entao para todo w # try(b) ! ainda temos N, 4(1,b,¢) = q.

Resta apenas o caso em que w = try(b) ™, que implica em
Noit(1,b,¢) = q+ Ro(1,b trg(b) ™, c trqa(b) ™)
O resultado segue entdo do Teorema 3.5, item (a)-II1. O
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Teorema 3.7. Seja tr, o traco de Fy em [F\e e n o caracter quadrdtico de Fp:. Sejam

e/d e p impares. Seja xy € F, a unica solugcio de a? 2P 4+ ax = —b". Seja
c1 = axh "t _¢. Hd duas possibilidades.
(a) Se e/t é tmpar e try(azh T —¢) =0 entdo Nay(a,b,c) = q. Caso contrdrio
g + P a tri(er)), ifp=1 (mod4)
Nar(a,b,c) =

q+ (—1)BeD2pet)2n(c)) if p=3 (mod 4) .

(b) See/t é par e e =2m

;

q— (p' — p™n(a), sep=1 (mod4) etryc)=0
Nat(a,b,c) = 7+ p"n(a) sep=1 (mod4) etrc) #0

q— (="' = 1)p™n(a), sep=3 (mod4) etryc)=

g+ (=1)"p"n(a), sep=3 (mod4) etryc)#0.

\

Demonstracao. Se p =1 (mod 4) entao pelo Teorema 3.5, item (a)-I:

Nyila,byc) =q+ Z ) 1/q n(—ah) x1(ch) xi(ahxl )
heIF

= q+ (=) (Y n(=ah) xa(ch) xa(ahaf)).

helF*,
pt

Se e/t ¢ impar e ' ¢ o caracter quadratico de Fje, ent@o, pelo lema A.2; temos
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que
Z n(—ah) x(ch) xi(ahal ') = n(a) Z n(=h)xi(—h(az ' = o))
p = n(a) Z 7 (=R (tre(~h(aat ™ = ¢)))
= 1(a) Z 0 (=) (—h tr(aaf ™ = o))
=n(a) h;; ' (=h)u(=h)

=n(a)G(n, 1),

onde G(n, ) é a soma Gaussiana em e, g € o caracter multiplicativo de Fy: e

[t = [y, (qqr* 1y Usamos os lemas A.7 e A.8 para calcular G(1', p). Se try(azh ' —
0

c) = 0 entdao p é o caracter aditivo trivial e a soma acima é 0, o que implica em

Ny i(a, b, ¢) = g. Suponhamos que o trago seja nao-nulo.

G(n/7 /’L) = G(n/7 lutrt(aa:ga-"_l))
=1/ (try(azh TG, )

0 (tro(azh ™)) (=1t

Portanto

Nog(a,b,e) = g +nla)y(triazg ™ — o) ((=1)")2p 2!/

= g+ p 2 (a try(az? T —¢)) .
Agora, suponhamos e/t par. Entao, n(—h) = 1 para todo h € F e

> n(=ah)xa(ch)xa(ahal ™) = n(a) > n(=h)xi(h(c — azf 1))

heF?, heF

=n(a) Y xalh(c —azf™)).

heF”,
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Usando o Lema A.6 segue que

¢ ; p+1
N pr—1, iftrc—azg ) =0
> xalh(e—aaf™ ) = S (35)

heF”, -1, if tr,(c —azh T #0.

Logo

qg— (pt = Dp™n(a), setry(b—azt ™) =0
Mo = | @), s

q+p™n(a), se try(b—azh T £0.
O caso em que e/d é impar e p = 3 (mod 4) é andlogo (usando o Teorema 3.5,
item (a)-II).

]

Teorema 3.8. Seja try o traco de F, em Fe. Seja e/d par e e = 2m. Se a4
ax = —b"" nao € solivel em F, entdo N, (a,b,c) = q. Caso contrdrio, seja xo uma

raiz de a’" z"*" + ax = —b"" em F,, hd duas possibilidades:
(a) Se f(x) = a 2" 4 ax ndo € um polinémio de permutagio

Nos(a,b,c) = g+ (—1)y™dHpmtd(pt — 1) se try(—c+axh ) =0
a,t a,n,c) =¢q

(—1)m/dpmtd, se try(—c+axh T #£0.
(b) Se f(z) = a?* """ + ax € um polinémio de permutacdo

(—1)m/dpm(pt —1), setry(—c+ axpaﬂ) =0
Na,t(aabac) :C_I‘l’ ’

(—1)m/d+ipm, se try(—c+azh T #0.

Demonstracio. Se a?” " +ax+b" = 0 nio é solivel em F,, entdao R(ah,bh,ch) =0
e Nyt(a,b, c) = q. Suponhamos entao que o polindémio acima seja solivel com solugao
zg € Fy.

Se f(x) = a?” 27" + az nao é um polinomio de permutacdo entdo pelo Teorema

3.5, ftem (b)-1I:
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Nai(a,b,c) = g+ > (=1 pm iy (ch)x (ahaf ™)

heF”,
=g+ (=)™t " X (ch — ahaf )
heF*,
P
=g+ (=)™ Y xa(h(e —azg ).
heF?,

Usando (3.5) temos

Nosfabe) = g4 4 TP =D, setne azt 1) = 0
a,t CL, 7C = q
(—1)m/dpm+d, se try(c —axh T #£0.

Se f(z) é um polinémio de permutagao entao, pelo Teorema 3.5, item (b)-11:

Nai(a,b,¢) = q+ > (=1 *p™xa(ch)xa (ahaf ™)

heF”,
=g+ (=1 3 xalh(e = aaf ™).
heF*,
P
m
3.3 Curvas maximais
Na secao anterior, determinamos o nimero de F,—pontos afins da curva
Y —y=ax” " 4+ L(z) +c, (3.6)

e/t—1 »
onde ¢ = p°, t = mdc(n, e) divide d = mdc(a, e), b,c € Fy,a € Fye L(z) = > bia? .
i=0

E claro que tal curva tem apenas um ponto no infinito.

Suponhamos deg L(x) < p® Entao, o grau do polinémio ax?" ™! + L(z) + ¢ é

p*+ 1, que é primo com p. Segue entao (Teorema VI.4.1 de [30]) que a curva (3.6) é
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absolutamente irredutivel, nao-singular e, logo, tem género g = p*(p" — 1)/2. Além
disso, seu nimero de pontos racionais sobre F, é dado por N = N, (a,b,c)+ 1, onde
Nai(a, b, c) foi determinado nos teoremas 3.6, 3.7, 3.8.

Para a curva (3.6), a cota de Hasse-Weil é
N <q+1+p*(p" - 1)/q. (3.7)

Assim, para determinar os casos em que tal curva é maximal, precisamos inicial-

mente exigir e = 2m, tornando a cota (3.7) a seguinte

N<qg+1+p*(p"—1). (3.8)

Dessa forma, as tnica possibilidades de termos uma curva maximal sao as do
Teorema 3.8. Considerando tr; a funcao trago definida de F, em F,: e analisando os
valores de N, (a, b, c) nesse teorema, temos que os unicos resultados que se asseme-

lham & cota (3.8) s@o os casos:
(a) Caso 1:

(a) O polinomio f(x) = a®” 2P*" + az ndo é um polindémio de permutacao:
(b) A equagao f(x) = —b"" tem alguma solucio zo em F;

(c) tri(—c+azh ™) =0
(b) Caso 2:

(a) O polinémio f(z) = a?" 27" + ax é um polindémio de permutacio;

(b) A tinica solucao de f(z) = —0"" em F e é x ¢ tal que trt(—c+ax€a+1) =0.

No caso 1 acima, temos N, (a, b, c) = ¢+ (—1)™/4p™(p* —1). Comparando com a
cota (3.8), vemos que precisamos exigir m/d par, o = 0 e n|e. Porém, quando o = 0,
temos d = mdc(e, ) = e, donde m/d = 1/2, o que nao é possivel.

Resta entao apenas o segundo caso acima. Nesse caso, temos
No(a,b,c) = g+ (=)™ pmtaph — 1) .
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Comparando esse valor com a cota (3.8), vemos que ainda precisamos exigir que n|a
e alm (para termos n =t e d = ) e que m/d seja impar. Assim, obtemos o seguinte

teorema.

Teorema 3.9. Seja C a curva dada pela equagdo (3.6) sobre F,. Temos que o nimero
de F,—pontos racionais de C atinge a cota de Hasse-Weil se e somente se todas as

condi¢coes abairo sao satisfeitas.
(a) e =2m;
(b) nl|a e alm;
(¢) m/d impar;
(d) O polinémio f(x) = a2P*" + ax ndo é um polinémio de permutagio;
(e) A equagdo f(x) = —b" tem alguma solugio zg em F;
(f) tri(—c+azh ™) =0.

Exemplo 3.10. Apresentamos um exemplo de curva maximal do tipo (3.6).
Tomamos m € N, ¢ = 2*™ e n = a = m (satisfazendo a condigao (b) do Teorema
3.9). Temos f(z) = 22" + 2 ndo é um polinémio de permutacao, j4 que dado qualquer
s € Foem, temos 2" = s e, portanto, f(s) =0. Assim, para b = 0, a condigao (d) do
Teorema 3.9 é sempre satisfeita. Consideramos, por exemplo, zg = 1 e escolhemos
¢ € Fom tal que tr,,(c) = tr,,(1) (onde tr,, é a funcdo trago definida de Foem em

Fam). Segue do Teorema 3.9 que a curva
y—y =2 e

¢ maximal sobre Fozm.
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CAPITULO 4

O ARCO PLANO ASSOCIADO A
CURVA H

Nesse capitulo, voltamos ao problema apresentado na secao 2.2. Sejam ¢ > 2 e
r < £/2 o primeiro inteiro tal que mdc(¢,r) = 1. Comecamos usando os Teoremas

3.6, 3.7, 3.8 para determinar o nimero de pontos afins sobre [ da curva
Ayl —y=27" — (bx +¢)
e, em seguida, determinamos em que condigoes o arco associado a curva H
tr(y) = tr(z¥ ") (mod 29 — )

é completo.

4.1 Ntumero de pontos racionais da curva A

Nos Teoremas 3.6, 3.7, 3.8 da segao 3.2, calculamos o nimero N,(a,b,c) de pontos

afins sobre F, da curva
Sy —y=a" M +br+c,
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onde
(a) ¢ =15
(b) a,b,c € Fy;
(c) t = mdc(n,e) divide d = mde(a, e).

Agora, usamos tais resultados para determinar o nimero de pontos afins sobre

F, da curva

Ayl —y=29" —(ba+c),

onde £ >2 e r > £ é o menor inteiro tal que mde(r, () = 1 (como definido em (2.1)).

Fazendo p°® = ¢, temos e = nl e ¢ = p" e a curva A pode ser vista como
Y —y =" — (bx + )
Ou seja, agora, em notacao da curva S, temos:
(a) a =nr
(b) t =mdec(n,nl) =n
(¢c) d =mdec(nr,nl) = nmdc(r,l) =n

Logo, queremos calcular N, (1, —b, —c), que vamos tratar como N, ¢(1, —b, —c).

Assim, por exemplo, no Teorema 3.7, as hipdteses
(a) e/d impar,
(b) p impar,
(¢) m o caracter quadratico de F,
(d) zo € F, a tnica solucdo de a” 27" + ax = —b*"
tornam-se
(a) nf/n = { impar,
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(b) p fmpar,
(¢) n o caracter quadrético de I,
(d) xo € Fye a tinica solugio de 27" + x = b7

Agora, como e/t = nl/n = { e ja consideramos ¢ impar como hipétese, temos que
apenas o caso (a) do Teorema 3.7 é possivel e, definindo ¢r como a funcao trago de

F, em F,, seu resultado se traduz aqui como

(

¢, se tr(c;) =0

Nio(1,=b, —c) = S ¢t + D2y (tr(cy)), sep=1 (mod 4)

\qﬂ 4 (=1)nBED2¢ED 2 (1r(¢y)), sep=3 (mod 4).

Trabalhamos analogamente com as hipdteses dos Teoremas 3.6 e 3.8, notando

ainda que:

Observagao 4.1. Como f(x) = 2% +x € Fyulz] é um polindmio linearizado, entdo
€ de permutacao se e somente se sua unica raiz € o zero. Porém, em caracteristica 2,
¢ claro que f(1) =0, donde f(x) ndo € um polinomio de permutagdo independente-
mente de { e r. Além disso, pelo Lema 3.2, temos que, em caracteristica impar, f(x)

¢ um polindomio de permutacao se e somente se £ ou £/2 é impar.
Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 4.2. Sejam tr a funcao trago definida de F e em F, en o caracter quadrdtico

de F,. Sobre o niumero N, (1, —b, —c) de pontos afins sobre F,e da curva
Ayl —y=a29"—(bx+c),

temos 0s sequintes possiveis casos:
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. , . . . 2r T
(a) Sejam € e p impares. Sejam xo a tnica raiz de 7 +x = b7 em Fp e c; =

zf 4 c. Setr(c) =0, entdo N, (1, b, —c) = ¢, caso contrdrio

¢+ q(”l)/Qn(tr(cl)), sep=1 (mod 4)

NT’g(l, —b, —C) =

¢" + (—1)nEHD2¢ED2ntr(cy)),  sep=3 (mod 4).

Sejam € par, p impar e e = 2m (isto €, nl = 2m). Se 7" + x = b7 nio ¢

solivel em Fy,

entio N, ¢(1,—b,—c) = ¢*, caso contrdrio sejam xy € F?, uma

q"+1

. 2r T
raiz de x7 +x =b7 ecp=x5  +ec:

.

¢ —q(q@—1), sel=0 (mod4) etr(c)=0

¢ r —

q¢+q, se /=0 (mod4) etr(c)#0
N,o(1,=b,—c) = ( ) 1)

¢ —q%qg—-1), sel=2 (mod4) etr(c)=0

¢ +q72, se{=2 (mod4) etr(c)#0

\

Sejam € impar e p par. Se v :=tr(b) = 0 entdo N = ¢, caso contrdrio

)
¢ +q,
qZ - q'r"

VA r
¢ +4q,
Nﬁg(l, —b, —C) =
¢ —q,
¢ —q,

¢ +q,

\

se trqu/FZ(k;) =0el =41 (mod )

se trg ,yp, (k) =1 e {=+1 (mod 8)

se tT’Fq@/FQ(k) =0,n € par e { =+£3 (mod 8)
se tTFqZ/F2<I€) =0,n € impar e { = +3 (mod 8)
setry ,/r, (k) =1,n é par e { =43  (mod 8)

se trqu/FQ(k) =1,n é impar e { = £3 (mod 8),

onde w € Fye € o tunico elemento de Fy tal que Wt w41l=by"t ek =

T —
wi +w—cy 2.

Sejam (e p pares. Se x9”" +x = b7 nio € solivel em F e entdo N, ,(1, b, —c) =

14

q"+1

;. . * . q27‘ - qv‘ .
q°, caso contrdrio sejam oy € qu uma raiz de 9 +x =01 ecy =225 +c,
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entao

=D, sef=0 (uod ) etrle) 0
+q, sel =0 (mod4) etr(cy)#0
Nr,f(lv_ba _C) :qf_’_ ( ) ( 1)

+¢ g —1), sel=2 (mod4)etr(c))=0

g, se { =2 (mod 4) etr(c;)#0

Observagao 4.3. Seja L(x) um polinomio linearizado dado por

-1
L(z) = Z bir?
i=0
-
e defina b := Zbg " Entao, pelo Lema 3.4, o numero de pontos afins da curva de
i=0
Artin-Schreier

yq _y:fL‘qr+1 —L({L’) —C

é também dado por N, (1, —b,—c) como no Teorema 4.2. Isso serd titil na demons-

tracao do resultado principal.

4.2 O arco H(F )

Agora, utilizamos o Teorema 4.2 para estudar o arco formado pelos F—pontos ra-

cionais de ‘H. Para isso, usamos a relacao
N,o(1,=b, —c) = qM,.,(b, c)
(como em (2.2)) entre o nimero N, (1, —b, —c) de pontos afins sobre F,¢ da curva
Ayl —y=a7T — (bx +¢)
e o ntimero M, (b, c¢) de raizes em F, do polinomio
tr(be + ¢) = tr(z¥ ) (mod 29 — z)
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que é o mesmo numero de pontos racionais da curva
H: tr(y) =tr(z?*")  (mod 27 — )
em uma reta L : y = bx + c.

Teorema 4.4. Seja H a curva definida por tr(y) = tr(z9+') (mod 7 — z) onde

(>2er>1L/2 éo menor inteiro tal que mde(l,r) =1 (como em (2.1)). Entdo:

(a) H(Fy) € um (¢* 1+ 1,¢" 1 + ¢" 1) —arco completo se e somente se { e p sio

impares

(b) H(Fue) é um (¢* 1+ 1,41 + ¢*/*> 1) -arco completo se e somente se p € impar
el

=2 (mod 4).

Nos demais casos, H(F,) ndo é um arco completo, mas pode ser completado como

seque. Seja H o conjunto
H={beF,| 2"+ = b7 € solivel em F}
(a) Se =0 (mod 4),
HEHU{(1:b;:0)|b;¢ Hyi=1,....,¢" " +¢ " =1}
Eum (P 1+ ¢+ ¢ ¢+ ¢ Y)-arco completo.
(b) Sep é par el =2 (mod 4),
HEHU{(1:b;:0)|b;¢ Hyi=1,....,¢" " +¢ %(¢g—1)—1}
Eum (PP 4+ ¢+ ¢ 2(q—1),¢" 1 +q""%(qg — 1))-arco completo.
(c) Sep € parl é impar, entao
H(F,)U{(1:b:0)]|tr(b) =0}
Eum (PP 4+ ¢+ 1,¢ + ¢ ) -arco completo.
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Demonstracio. Caso 1: ¢ e p sao impares.

Nesse caso, r = “71.

Apresentamos o calculo no caso em que p = 1 (mod 4), os demais casos sao
analogos.

Se (@ : b : 1) ¢ um ponto no complementar de H(F,) entao, pelo item (a) do
Teorema 4.2, uma reta y = m(z — a) + b intercepta H(F,) em ¢*~' + ¢"~! pontos se
e somente se

q"+1

tr(zd ™ +b—ma)

, ~ , ;. . 27 r .,
¢ um quadrado nao-nulo em F, onde xy € F¢ ¢é a tnica raiz de 29" + 2 = m? (ja
q27“ , DN . ~
que 7 4 x é um polindomio de permutacao em F ).
Como cada m € H(F,) tem correspondéncia com um tnico zy € Fye tal que

T ~
xd +xo =m7 | entao

qr q'r—l . q qr_

tr(zd ™ b —ma) = tr(zd T — a(a? + xgrfl) +b)

Portanto, existe zg € F ¢ tal que tr(:vg”rl + b — ma) é um quadrado nao-nulo em

F, se e somente se existe A € F; um quadrado e ' € F,r com () = X tais que
tr(zd ™ —a(z? +280 ) +b—N)=0.

A existéncia de um zy € Fy tal que isso aconteca é, pelo Lema 1.23, equivalente

a existéncia de pelo menos um ponto afim na curva de Artin-Schreier
41 T r—1 ’
y'—y=a5" —alzg +ag ) +b—A

Mas, ainda pela Nota 4.3 e pelo item (a) do Teorema 4.2, tal curva de Artin-
Schreier tem pelo menos ¢¢ — ¢“/? pontos afins. Logo, existe z, € F,e tal que o
m € F e correspondente produz uma reta y = m(z — a) + b que intercepta H(F,) in

¢"' + ¢! F-pontos racionais.
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Por fim, todas as retas que passam por um ponto do tipo (1:5:0) com b € F
sao do tipo L : y = bx 4 v com y € F . Temos que, pelo item (a) do Teorema 4.2,
L intercepta H(F,) em N = ¢~ + ¢~ pontos se e somente se tr(zd " + ) é um
quadrado nao-nulo em F,.

Sejam A € F, um quadrado nao-nulo e \' € F ¢ tais que ¢tr(\') = X. Escolhemos

v =N -z Entéo:

tr(ad ) =t TN =2l = (V) = A

e isso conclui a prova de que H(Fy) é um (¢* ' +1,¢" ' + ¢"')-arco completo.

Caso 2: p é impar e ¢/ =2 (mod 4).
Nesse caso, temos que r = % + 2.
Seja (a : b: 1) um ponto no complementar de H(F ). Pelo item (b) do Teorema

£/2—1

4.2, a reta y = m(z — a) + b intercepta H(qu) em ¢“ 1 +g¢ pontos se e somente

se existe m € F ¢ tal que a tnica solugao xy € F e de 27" 4+ 1 =md satisfaz
tr(zf ™ —ma+b) #0.

. 27 T
Reescrevendo o trago a partir de ¢+ zop = m? , temos

q477‘+4

tr(zd T — axd — axglir +0)#£0.

Suponhamos que para todo m € F,  temos tr(xgmrl — ma + b) = 0. Entao, pelo
Lema 1.23, a curva de Artin-Schreier
yl —y =zt — axg”“ - ax%ﬁq +b

tem ¢ pontos afins sobre F . Mas, pela Nota 4.3 e pelo ftem (b) do Teorema 4.2,

tal curva tem no maximo qe + qg/ 2

pontos afins, donde podemos escolher o € F
e tomar o m € F, correspondente afim de obter uma reta que intercepta H em
¢! + ¢*/*7' pontos racionais sobre e

Para cada ponto (1 : b : 0), pelo item (b) do Teorema 4.2, a reta y = bz + vy

£/2—1

intercepta H(qu) em ¢ ' +¢ pontos se e somente se tr(y + a:gT“) #£0, 0 que é

sempre possivel ja que a fungao trago é sobrejetiva.
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Portanto, H(F,) é um (¢* ' +1,¢"" 1 + ¢*/>71) . —arco completo.

Caso 3: (/=0 (mod 4).

Nesse caso, r = (/2 + 1.

Pelos itens 2 e 4 do Teorema 4.2 (ndo importando a caracteristica de F,), uma
reta y = m(z —a) + b contém (a:b:1) ¢ H(F,) e intercepta H(F,e) em ¢ =1 + ¢

pontos se e somente se existe uma solugao zg € Fye de 27"+ =m? tal que
tr(zl ™ —ma+b) #0.

Suponhamos que para todo zg € Fy o trago acima é zero. Entao,

L—r+2

t’r’(xg”rl —a(x} + Ige_r) +b)=0,

o que, pelo Lema 1.23, é equivalente a curva de Artin-Schreier

y -y =27 —a(@l "+l )40

ter ¢"*! pontos racionais. Porém, ainda pelos itens 2 e 4 do Teorema 4.2, tal curva
tem no maximo ¢° 4 ¢" pontos racionais.

Para os pontos (1 : b : 0) ¢ H(F,), pelos ftens 2 e 4 do Teorema 4.2, a reta
y = bx + v intercepta H(F,) em ¢ ' 4+ ¢"! pontos se e somente se existe z € o
tal que xSQT +xg=b7 etr(zl Tt +4) #£0.

E f4cil ver que se 27" 4 1 = b7 6 solivel em F, entao todas suas solugoes estao
em [ e podemos escolher 7 tal que tr(zl T — ) #0.

Assim, ficamos apenas com 0s casos em que 27" 4+ z = b7 nao é solivel. Nesses
casos, qualquer reta y = bx + 7 intercepta H(IF,¢) em menos de q¢“ 1 + ¢"! pontos
racionais e, entao, precisamos completar o arco com alguns pontos de forma que isso

1 — 1 pontos no

seja solucionado. A maneira mais natural é escolhendo ¢~ + ¢"~
infinito, de forma que a reta z = 0 passe por tais pontos e por (0 : 1 : 0), o tnico
ponto no infinito de H. Porém, precisamos garantir que isso é possivel, estimando a

. . ~ 2r T ~ , ,
quantidade de elementos b € F ¢ para os quais a equagao ¢ +z = b7 nao ¢ soliavel.
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Consideramos o conjunto
H={beFylz? + =0 ésolivel em F} .

Definimos o polindmio

h::H(IQQ—i-x—bqr),

beH
entdao h tem ¢*(#H) raizes em F . Como ¢*(#H) < ¢' entdao #H < ¢"2. Assim, o

complementar de H em [ tem pelo menos q" — ¢'? elementos. Portanto, é possivel
escolher ¢“~1 4+ ¢"~* — 1 pontos (1 : b: 0) com b ¢ H para completar o arco obtendo

um (¢ + ¢ gt + q’”’l)qz—arco completo.

Caso 4: p é par e / =2 (mod 4).
Usamos o item (d) do Teorema 4.2 de forma andloga ao caso anterior, obtendo

um arco completo de parametros (¢* '+ ¢ '+ ¢ 2(¢—1),¢" 1 + ¢ %(qg—1)).

Caso 5: p é par e / é impar.

1

Nesse caso, r = =

Apresentamos o caso em que ¢ = +1 (mod 8), os demais sdao andlogos.

Seja (a : b : 1) ¢ H(F,). Entao, pelo item (c) do Teorema 4.2, a reta y =
m(x — a) + b intercepta H(F,) em ¢~* 4+ ¢"~! pontos se e somente se a = tr(m) # 0
e

tTIF'qZ/]FQ (wqr—i-l +w+ (b - ma)a_Q) =0 )
onde w € Fy € o tnico elemento tal que w? +w +1 = ma~t. Temos que
tre . /ps (W't + w4+ (b—ma)a™?) =0
é equivalente a
tre . /F, (W™ —aa Wi+ w(l —aa ) +ba? —aa"t) =0.

Suponhamos que para todo w € F temos que o traco acima ¢ nao-nulo. Entao,

pelo Lema 1.23, a curva de Artin-Schreier

v —y=w' —aa ! +w(l —aat) +ba? —aat
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nao tem pontos afins em F. Porém, tal curva estd na familia S definida na secao
3.2 e, pelo Teorema 3.6, tem pontos afins em FI.
Para os pontos (1 : b : 0) a reta y = bx + v intercepta H(F,) em ¢! + ¢!

pontos se e somente se o = tr(b) # 0 e
tre , m (W T Hw+ya?) =0,

onde w € Fye é o tinico elemento tal que w?™ +w + a = b. Se a # 0 escolhemos

v = —a*(w? ™ +w) e segue que

tTIqu/IFz (Wq”rl +w+ 704_2)
= tr]qu/]FQ (wqmrl +w— a2(u}qr+1 + w)a‘Z)

= tT]qu/M (0) =0.

Se a = 0 entdo toda reta y = bxr 4 7 intercepta H(F,) em ¢t — ¢"~! pontos.

Portanto, o conjunto
A=H{F)U{(1:b:0)]|tr(b) =0}
éum (¢* 1+ ¢+ 1,45 + q“l)qz—arco completo. O

Observagao 4.5. Em [15], foi estudado o sequinte produto de curvas Hermitianas
sobre IF

X T AXT 4 Xye” 4 xe Py g0 g
AeB

Foi considerado ¢ par e B um subconjunto de IF;,Z/Q contendo b elementos e foi provado
que Xp(F,e) € um (g2 4+ 1,b(¢"% + 1))—arco completo se e somente se 1 < b <
qe/2 — 1.

0/2—1

s

Seja B um subconjunto de FZM comb=q elementos, entao Xp(Fy.) € um
arco completo com 0s mesmos parametros do encontrado no Teorema 4.4 no caso em
que p € impar e ¢ = 2 (mod 4). Afirmamos que tais arcos nao sao isomorfos.

De fato, se tais arcos fossem isomorfos, existiria uma colineagio T em PG(2,q")

tal que T(H(Fy)) = Xp(Fe). Como H € irredutivel e tem grau maior do que Xp (que
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¢ redutivel) entdo, pelo Teorema de Bézout, haveria (¢"~* + ¢" 1) (¢" ' 4+ ¢"~®) pontos
na intersecao de H e Xp, isto €, haveria pelo menos essa quantidade de pontos tanto

em H quanto em Xg. Como tal nimero é maior que ¢**~'+1, temos uma contradicdo.
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APENDICE A

ALGUNS RESULTADOS
CLASSICOS

A.1 Funcao traco

Seja ¢ uma poténcia de um primo p. Consideremos as extensoes finitas
Fqg CFp CFymi .
Defini¢ao A.1. Para u € Fi, o trago try , /r, (u) de u sobre F, é definido por
tre  /m, (1) = T Y Ry
Da definicao acima temos as seguintes propriedades:

Lema A.2. (a) try , /m,(u+v) =trg 5, (u) + tre v, (v) para todos u,v € Fy;

(b) trqu/yq()\u) = Xtrg . /m, (u) para todos A € Fq e uw € Fy;

(c) trFqk/Fq()\) = kX para todo X € Fy;

(d) tﬁqu/yq(uq) = irr_, /F, (u) para todo u € F .
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A seguir, temos um resultado sobre a transitividade do traco:
Lema A.3. Consideremos as extensoes finitas Fy C Fx C Fyme. Entao:
UTE /By (W) = 178 7, (E7F 6, (1))
para todo u € Fy.

Demonstragao. Temos [Fr : Fj| = k, entao temos:

q

trﬁ“qu/ﬁ“q (u) = Z u

= tTFqk /Fq (tﬁquk /F ke (u))

A.2 Caracteres

Sejam G um grupo finito de ordem n e C* o grupo multiplicativo do corpo C. Um

caracter de G é um homomorfismo de grupos x : G — C*, isto é, x(gh) = x(g9)x(h)

para todo g, h € G. Em particular, x(e) = 1 se e é o elemento neutro multiplicativo

de G. Temos que

onde x(g) é o conjugado complexo de x(g).
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Consideremos o grupo aditivo de F, e a funcao tr = trg s, : F, — F,. A fungao

Y1 (U) — 627r i tr(u)/p

¢ um caracter do grupo aditivo chamado caracter aditivo canonico de ¥y ja que

xi(u+v) = xi(u)xi(v)

para todos u,v € F,.
Além disso, dado b € F,, temos que a func@o definida por y,(u) := x1(bu), para

cada u € F,, ¢ também um caracter aditivo de F, ja que:

Xo(u +v) = x1(bu + bv) = x1(bu)x1(bv) = xp(u)xs(v) .

Do Lema A.3 e da definicao do caracter aditivo canonico, temos o seguinte resul-

tado:

Lema A.4. Consideremos as extensoes finitas Fy C Fpr C Fomr € X1 € 1 08 carac-

teres aditivos canonicos de Fp — Fy e Fome — F, respectivamente. Entao:

Xt i, () = pn (1)
para todo u € Fjme.

Os caracteres do grupo multiplicativo F} sao dados por
77Z}j<gk) _ 627rijk/(q—1)

onde g ¢ um elemento primitivo de F; e k =0,1,...,q — 2. Segue dai que para todo
7
> i(u)=0. (A1)
u€ly

Tomando j = (¢ — 1)/2 temos o caracter quadrdtico de IF,, que é dado por

1, se u ¢ um quadrado em F,
n(u) = (A2)

—1, caso contrario .
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Notamos que existe uma relagao entre o caracter quadratico n de F mr e o caracter
‘4 / .
quadratico n' de F:

1, se m ¢é par

n'(h), se m é impar

A.3 Somas exponenciais

Seja x1 o caracter aditivo canonico de F, como na secao anterior. Para b € F,,
seja xp(u) = x1(bu), para todo v € F,, um caracter aditivo nao-trivial de I, para
F,. Como para cada u € F,, temos que x;(u) é uma raiz da unidade de ordem p e
estamos percorrendo todos os elementos de I, entao:
Lema A.5. ) x(u) =0

ueF,

Vamos usar o resultado abaixo diversas vezes:

Lema A.6. Para F, =F, e ( € F, e kle, temos

k

S s ="

BEF 0, caso contrdrio .

se trFq/Fpk (¢)=0

Demonstragdo. Para todo € F,r temos tre, /v (BC)=p tre, /e, (¢), assim:

X1(CB) = ¥mitrea/mp (6O)/p

27rz'tr]Fpk /Fp (tT]Fq/[Fpk <B)/r

Zﬂitr]Fpk /Fp B tregy /]Fpk N/p

Agora, se try, v , (C) = 0, temos que x1(¢3) = 1 para todo 8, donde Y x1(5¢) = p*.
g BEF 1

Caso contrério, como ¢ = try, JE 1 (¢) € Fyr, entao, pelo lema A.5 aplicado & extensao

F.|Fp, temos o resultado. O
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Dados ¢ um caracter multiplicativo e x um caracter aditivo de F,, definimos a

soma Gaussiana:

= > d(u)x(w)

ucly

que satisfaz as seguintes propriedades:

Lema A.7. (a) G(¢¥,x0) =0 se ¢ # o,

(b) G, xap) = ¥(a)G(W, x) para todos a € Fy ebel,.

Demonstragao. (a) Segue de (A.1), ja que xo(u) = 1 para todo u € F,.

(b) Temos que xap(u) = xp(au), entao

¢, Xab Z ¢ Xab

ueky

— ZF: () xp(au)

- ZI; Y(a au)xy(aw)

— 2; Y(a M) (au)xy(au)

= y(a™) XI; W (au)x,(au)
¥(a) (w,xqb)

]

Teorema A.8. (/25], Teorema 5.15, pg 199) Seja F, um corpo finito com q = p°,
onde p € um primo impar e e € N. Sejan o caracter quadrdtico de F, e x1 o caracter
aditivo canonico de Fy. Entao:

(-1 /g, sep=1 (mod 4)

G(nv Xl) =
(-1 e/, sep=3 (mod4).
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A.4 C(Cddigos lineares

Definicao A.9. Um cdédigo linear C sobre F, ¢ um subespaco vetorial nao nulo de
Fy, n > 1. Dizemos que n ¢ o comprimento de C e k := dimC ¢ a dimensao de C
sobre [F,.

Os elementos de F, formam o alfabeto, e os elementos de C sao ditos palavras do
codigo.

Uma matriz geradora M para C é uma matriz k x n sobre F, cujas linhas formam
uma base para C. Um elemento y € IF’; ¢ codificado como u = yM € Fy, isto &,
C:{yM|y€]F’;}.

Definimos o peso de v € Fy como o ntimero de coordenadas nao nulas de u e

denotamos por w(u). Definimos a distancia entre u,v € Fy; como
d(u,v) = d(u —v,0) := w(u —v).
Por fim, definimos a distancia minima de C como
d = min{w(u) | 0 # u € C}.

Definicao A.10. Um cédigo linear C sobre F, com comprimento n, dimensao k e

distancia minima d é dito um [n, k, d|—cdédigo.

Durante a transmissao de uma informagao codificada através de um canal de
comunicag¢ao, podem ocorrer eventuais erros. Entao, é preciso garantir que o cédigo
C utilizado seja capaz de identificar e corrigir erros para que possamos recuperar a
mensagem original.

Seja ¢ € N. Dizemos que um codigo linear C corrige ¢ erros se para todo y € Fy
existe no maximo uma palavra u em C tal que d(y,u) < t.

Sejam u € C' uma palavra transmitida e z a informagao recebida com no maximo
t erros. Se C corrige t erros, entao temos d(z,u) <t e d(x,v) > t para toda palavra
v # u do cddigo. Isto significa que u é a palavra de C mais proxima de z e, portanto,

a informacao correta.
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O proximo resultado deixa clara a importancia do tamanho da distancia minima
de um cédigo.

Proposicao A.11. Seja C um codigo linear com distancia minima d. Entao, C pode

corrigir até t = L%J erros, onde |x| denota a parte inteira de x.

Demonstragio. Sejam u,v € C' e By(u) e B;(v) bolas de raio t = || centradas em

u e v respectivamente. Suponhamos que exista x € By(u) N B;(v). Entao,
d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) <t+t<d-1,

o que é uma contradicao se u # v, ja que a distancia minima de C é d.
Dessa forma, se transmitimos a palavra v € C' e recebemos y com r < t erros,

temos d(u,y) =r <t ed(v,y) >t para toda palavra v € C diferente de u. O

Desde que a teoria de cédigos corretores de erros foi introduzida por C. E. Shanon
em 1948, ela tem se tornado uma area cada vez mais explorada. Na década de 80,
o russo V. D. Goppa utilizou curvas algébricas para introduzir novos codigos dessa
classe, os cddigos geométricos de Goppa, que descrevemos a seguir. Seja X' uma curva
algébrica sobre F, de género g. Seja IF,(X') o corpo de fungoes algébricas associado a
X. Consideramos Py, ..., P, lugares de grau 1 distintos, definimos D = Py +---+ P,
e escolhemos G um divisor de F,(&X) tal que supp(G) N supp(D) = 0. Definimos o
espago vetorial L(G) = {f € F|(f) + G > 0}. O cddigo geométrico de Goppa C,

associado aos divisores D e G é definido como a imagem da aplica¢ao
feL(G)w= (f(P),...,f(P)) € Fy.
Teorema A.12. Temos que Cp tem parametros [n,k,d] tais que
k = dim(G) — dimL(G — D)
d>n—deg(G) (cota de Goppa).
Mais ainda, se n > deg G > 2g — 2, entao
k=degG+1—g.

Para mais propriedades dessa classe de c6digos, nos referimos a [30].
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