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RESUMO

O objetivo desse trabalho é o estudo de conceitos béasicos da Geometria Algébrica sob o
ponto de vista classico. O foco central do trabalho é o estudo do Teorema de Riemann-
Roch e algumas de suas aplicagdes. Esse teorema constitui uma importante ferramenta no
estudo da Geometria Algébrica classica uma vez que possibilita, por exemplo, o caculo do
género de uma curva projetiva nao singular no espaco projetivo de dimensao dois. Para o
desenvolvimento do estudo do Teorema de Riemann-Roch e suas aplicagoes serao estudados
conceitos tais como: variedades, dimensao, diferenciais de Weil, divisores, divisores sobre

curvas e o anel topologico Adele.

Palavras-chave: Geometria Algébrica. Divisores. Riemann-Roch.



ABSTRACT

The goal of this work is the study of basic concepts of Algebraic Geometry from the
classical point of view. The central focus of the paper is the study of Riemann-Roch
Theorem and some of its applications. This theorem constitutes an important tool in the
study of classical Algebraic Geometry since it allows, for example, the calculation of the
genus of a non-singular projective curve in the projective space of dimension two. For
the development of the study of the Riemann-Roch Theorem and its applications we will
study concepts such as: varieties, dimension, Weil differentials, divisors, divisors on curves

and the Adele topological ring.

Key-words: Algebraic Geometry. Divisors. Riemann-Roch Theorem.
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1 INTRODUCAO

Nessa dissertacao abordaremos o estudo de divisores, tendo como objetivo a
prova do Teorema de Riemann-Roch no contexto de curvas algébricas projetivas nao
singulares. Inicialmente, em 1857, Riemann provou um resultado que ficou conhecido
como desigualdade de Riemann. A mesma estabelece que para uma superficie de Riemann

compacta X de género g e D um divisor sobre X, temos
(D) > deg(D) — g+ 1,

onde /(D) é a dimensao do espago associado ao divisor D.

O Teorema de Riemann-Roch tomou a forma como é conhecido atualmente apds o
trabalho de um aluno de Riemann, Gustav Roch em 1865, que identificou precisamente a
diferenca na desigualdade transformando-a em uma igualdade. O Teorema de Riemann-
Roch para uma superficie de Riemann compacta de género g e com divisor canonico K
estabelece que:

UD)— UK —D)=deg(D)—g+1,
onde ((K — D) é o termo de corre¢ao (ou especialidade) identificado por Roch.

Algumas generalizacoes deste resultado foram provadas. Em 1931, Friedrich
Karl Schmidt provou o teorema para curvas algébricas, inicialmente trabalhando com
corpos perfeitos de caracteristica finita. Uma generalizacdo n-dimensional, o Teorema
de Hirzebruch-Riemann-Roch, foi descoberta e provada por Friedrich Hirzebruch, como
uma aplicagdo de classes caracteristicas em Topologia Algébrica. Alexander Grothendieck
provou uma generalizacdo em 1957, hoje conhecida como Teorema de Grothendieck-
Riemann-Roch. Seu trabalho reinterpreta Riemann-Roch ndo como um teorema sobre
variedades, mas sobre um morfismo entre duas variedades, os detalhes desta prova foram

publicados por Borel-Serre em 1958.

Usando métodos modernos de Geometria Algébrica, que incluem a noc¢ao de es-
quema, feixes e cohomologia, o teorema de Riemann-Roch pode ser provado utilizando a
conhecida Dualidade de Serre. Em oposicao a esta abordagem, é possivel a sua demonstra-
¢ao utilizando métodos da Geometria Algébrica Classica que incluem os conceitos basicos
de divisores, do espago vetorial associado a estes divisores, do estudo de diferenciais (de
Weil) e de distribuigoes (ou equivalentemente anéis de Adele). Esta tltima abordagem

sera nosso foco.

Para o entendimento desse teorema no contexto de curvas algébricas projetivas
nao-sigulares, estudaremos no capitulo 2 alguns conceitos basicos da Geometria Algébrica
Classica tais como: variedades, corpo de fungoes racionais, dimensao de variedades, espagos
tangentes. No capitulo 3 estudaremos os divisores de Weil e de Cartier sobre variedades e

também vamos particularizar alguns resultados no contexto de curvas algébricas. Final-



mente no capitulo 4 estudaremos diferenciais de Weil, distribuigdes (ou anel de Adele) e o
espacos de Riemann-Roch culminando na demonstragdo do Teorema de Riemann-Roch,
além de algumas aplicacoes deste resultado. Sempre que possivel provaremos os resultados
no contexto mais geral de variedades de dimensao qualquer, nao necessariamente para

curvas (ou variedades de dimensao 1).
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2 CONCEITOS BASICOS

Para o desenvolvimento desse trabalho consideraremos /K um corpo algebricamente
fechado, K11, ...,T,] o anel de polindmios nas variaveis 17, ..., T,, com coeficientes em K
e KMTy, ..., T,] o anel de polindmios homogéneos nas variaveis Ty, ..., T, com coeficientes
em K.

2.1 VARIEDADES AFINS

Definicao 2.1. O espaco afim n—dimensional, denotado por A", é definido por
A" = {(z1,29, .y n) v € K Vi€ {1,2,..,n}}.

Definigao 2.2. Considere S C K[T,Ts, ..., T,] um subconjunto de polindmios nas inde-

terminadas Ty, Ts, ..., T,,. Definimos o conjunto dos zeros de S, como sendo
V(S) = {($1,£B2, ,,I’n) e A" : F(l‘l,xz, ,l‘n) =0 VF € S} .

Definigao 2.3. Um subconjunto V- C A™ é chamado conjunto algébrico afim se existir

um conjunto de polinomios S C K[Ty,Ts, ..., T,] tal que V =V (.59), isto ¢,
V ={(z1,29,....;m,) € A" : F (21,29, ...,x,) =0VF € S}.

Lema 2.4. Sejam S C K[T1,...,T,] e (S) o ideal gerado por S em KI[Ti,...,T,]. Entdo
V(5) =V ((5)-

Demonstragio. Seja P € V (S). Entao, F (P) = 0 para todo F' € S. Como todo elemento
de (S) é uma combinacao linear de elementos de S, temos que G (P) = 0 para todo
G € (S). Logo, V (S) C V ({S)). Por outro lado, se Q € V ({(S)), entdo F (Q) para todo
F € (S). Como S C (5), segue que F (QQ) = 0 para todo F' € S, isto é, @ € V (.5). Logo,
V ((S)) Cc V (S). Portanto, V ({S)) =V (5). O

Lema 2.5. Os conjuntos algébricos afins tém as sequintes propriedades:
i) V{0})=A" e V(K[T},Ts,...,T,]) = 0.

i) VYUV (J)=V (IJ), onde I e J sao ideais arbitrdrios.

ii) (\V(L)=V (U Ii) , onde {I;},c., € uma familia arbitrdria de ideais.

1€EA (1SN

iv) Se I C J, entao V(I) 2 V(J), onde I e J sao ideais arbitrdrios.
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Demonstracao.

i)

ii)

i)

iv)

Temos que todo elemento de A™ é zero do polindmio nulo. Assim, V ({0}) = A™.

Agora, V (¢) = (), para todo ¢ € K*, o que acarreta

V(K[Ty, Ty, ..., T,]) = 0.

Seja P € V(I)UV (J), ouseja, P€ V (I)ou P eV (J). Dai, F(P) =0, para todo
F eV(I)ouF(P)=0, para todo F' € V (J). Logo, (F.G)(P) = 0, para todo
FeleGelJ. Assim, P € V(I.J) o que acarreta V (I) UV (J) C V (I.J). Por
outro lado, suponhamos que para P € V' (I.J) ocorra P ¢ V (I), entdo, existe F' € [
tal que F'(P) # 0. Como para todo G € J temos que (F.G) (P) =0e F (P) # 0,
segue que P € V (J). Dai, P € V(I)UV (J). Logo, V(I.J) C V(I)UV (J).
Portanto, V (I.J) =V (I)UV (J).

Seja P eV (U Ii), isto é, F (P) = 0 para todo F € | I;, ou seja, F (P) = 0, para
todo F' € I, pZ;\a todo i € A. Dai P € V (I;) para toélec)Ai € A. Logo, P € (\V (L)).
Agora, seja @ € () V (I;). Dessa forma, P € V (I;), para todo i € A, o quelzjc\:arreta,
F (P) =0 para tf:l\o F € I; para todo i € A, ou seja, F' (P) = 0 para todo F' € U 1;.
ieA

Dai, Q € V (U [7;). Portanto, (| V (L;) =V (U [Z-).

i€ ieA ieA
Seja P € V (J), isto é, f(P) =0, para todo f em J. Como I C J, em particular,
f(P)=0, para todo f em I. Logo, P € V (I). Portanto, V (J) C V (I).

]

Definicao 2.6. Utilizando o Lema 2.5, podemos definir sobre A™ uma topologia, denomi-

nada Topologia de Zariskt, na qual os fechados sdo os conjuntos algébricos afins.

Definicao 2.7. Seja X C A™ um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de X como

sendo
I (X)={FeKT,..T,): F(zx)=0,Vz € X}.

Observe que [ (X) é um ideal de K[T7,...,T,].

Proposicao 2.8. Sejam X CY C A". Entao: I(X) D I(Y).

Demonstragio. Seja f € I(Y), isto é, f(P) =0, para todo P € Y. Como X C Y, em

particular, f (P) = 0, para todo P € X. Logo, f € I (X). Portanto, I (Y) C I (X).

]
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Definigao 2.9. Seja I C KT}, ...,T,,] um ideal. Definimos o radical de I, denotado por

Rad (I), como sendo o sequinte conjunto
Rad(I)={F € K[T1,...,T,,] : F" € I, para algum n > 0} .
Caso I = Rad (I), dizemos que I é um ideal radical.

Teorema 2.10 (Zeros de Hilbert). Se I C K[T1,...,T,] , entao I (V (I)) = Rad ().

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [4], pagina 20. ]

Proposicao 2.11 (Zeros de Hilbert Fraco). Todo ideal maximal I C K[T},...,T,] € da

forma I = {(x —ay,x — ag, -+ ,x — a,) para algum ponto P = (ay,as, -+ ,a,) € A™.

Demonstragio. Essa demonstracao pode ser encontrada em [7], paginas 24 e 25 O

Definicao 2.12. Um conjunto algébrico afim X é dito redutivel se X = X; U X5, onde
X1 e Xy sao conjuntos algébricos afins de A™ com X1 C X e Xo C X. Caso contrdrio, X

¢ dito trredutivel.
Definicao 2.13. Um conjunto algébrico afim irredutivel é dito variedade afim.

Definicao 2.14. Seja X C A". O fecho de X, denotado por X, é o menor fechado de

A™ contendo X, com relacdo a topologia de Zariski.

Proposicao 2.15. Um conjunto algébrico X C A™ é irredutivel se, e somente se, I (X) €

um ideal primo. Em particular, X € irredutivel se, e somente se, X € irredutivel.

Demonstra¢io. Suponhamos que o ideal I (X) nao seja um ideal primo. Sejam Fy, F; €
K[, Ty, ..., T,] \ I (X) tais que Fi.Fy € I (X).

Afirmacao: X = (X NV (F)U(X NV (F)),com XNV (F)EXeXNV(F) ¢ X.
De fato, como XNV (F1) C X e XNV (F) C X, temos (X NV (F))U(X NV (Fy)) C X.
Agora, dado P € X, (F\.F,) (P) = F, (P).Fy(P) =0, ou seja, Fy (P) =0ou F; (P) =0.
Se Fi (P) = 0, entao P € X NV (F}). Caso Fy(P) = 0, entdo X NV (Fy). Assim,
XC(XNV(F))N(X NV (F)),donde X = (X NV (F))N(X NV (F)). Além disso, se
XNV (F;) = X, paraalgum i € {1,2}, entdo X C V (F;), donde {F;} C I (V (F;)) C I (X).
Assim, F; € I(X), uma contradigdo com a escolha de Fy e F,. Dai, X NV (F;) ¢ X.

Portanto, X é irredutivel.

~—

Reciprocamente, suponhamos que X seja redutivel. Entao, existem conjuntos algébricos
afins V; e Vs tais que X = ViUV com Vi & X e Vo € X. Dessa forma, I (X) ¢ I(Vy) e
I(X) <& I(Va). Sejam F; € I(V;)\ I(X) parai € {1,2}.

Afirmacgao: F1.F, € [ (X).

De fato, se P € X, entdo P € V; ou P € V5. Se P € Vi entdo F; (P) = 0. Dali,
Fy (P).Fy(P)=0,isto é, F;.F; € I (X). De maneira analoga, temos que se P € V5, entao
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F\.Fy € I (X). Portanto, I (X) ndo é um ideal primo. O caso particular segue do fato que
para espacos topolégicos temos a propriedade X UY = X UY O]

Definicao 2.16. Seja X C A". Uma funcao f : X — K ¢é dita regular se existe um
polinomio F € K[Ty,...,T,| tal que f (z) = F () para todo x € X. O conjunto de fungoes
requlares de X em K serd denotado por ¢ (X, K).

Definicao 2.17. Seja X C A™ uma variedade afim. Definimos o anel de coordenadas
de X, denotado por K[X], como

KT, T, ..., T,]

="

Pela Proposigao 2.15, se X é irredutivel, entdo I (X) é um ideal primo, donde

K[X] ¢ um dominio de integridade.

Definicao 2.18. Sejam X C A™ um conjunto algébrico afim e Y C X um subconjunto
algébrico afim de X. Definimos o ideal de Y em X, denotado por Ix (Y), como sendo

o sequinte conjunto

Ix(Y)={he K[X]:h(y)=0,Vy € Y}.

Observe que, dessa forma, podemos escrever o seguinte

Proposigao 2.19. Sejam X C A" um conjunto algébrico afim e Y C X um subconjunto

algébrico afim de X. Entao
K[X]
Ix (Y)

K[Y] =

Demonstracao. Por propriedades de anéis quocientes, temos

K[, Ty, ..., T,]

ki) = KL T T (; N

1Y) N Ji

1(X)
O

Proposicao 2.20. Sejam X C A™ um conjunto algébrico afim e Y C X um subconjunto

algébrico afim irredutivel de X. Entao Ix (Y) é um ideal primo.

Demonstragio. Se Y ¢ irredutivel, entao, pela Proposigao 2.15, I (Y) é um ideal primo.
KX]
Ix (V)

~J

Assim, K[Y] é um dominio de integridade. Pela Proposicao 2.19, temos que K[Y] =

K[X]
Ix (Y)

Logo, é um dominio de integridade. Portanto, Ix (Y') é um ideal primo. O
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Proposicao 2.21. Seja X # () um conjunto algébrico afim. A aplicagdo

(b : K[T17T27 7TTL] — / (X7 K)
tal que ¢ (F) = f com F (z1,...,x,) = f(21,...,T,) para todo (z1,...,x,) € X € um
homomorfismo de anéis cujo nicleo é dado por I (X).

Demonstracao. Observe que:

i) ¢ estd bem definida.
De fato, sejam F,G € K[T1,Ts,...,T,] tais que F' = G como polinémios. Dessa

forma, temos

Assim, ¢ (F) = ¢ (G).

ii) ¢ é um homomorfismo.
De fato, dados F,G € K[T},...,T,] com f = ¢ (F) e g = ¢ (G) temos entdo que

P(F+G) = (f+9)(x1,29,...,2,)

= f(x1,29,....xn) + g (21, 20,...,T)

= ¢(F)+¢(G)
o (F.G) = (f.9) (z1,29,....,2,)
= f(x1,29,....,2,) .9 (1,20, ..., T,)
= ¢(F).0(G)
Por fim, ker¢p = {F € K[T},...,T,] : ¢ (F) =0} =1 (X). O

Considerando X uma variedade afim, a funcao ¢, definida na Proposicao 2.21, é
sobrejetora. De fato, para cada funcao f € ¢ (X, K), existe F' € K[T1,T5,...,T,] tal
que F (z1,x9,...,x,) = f (21,22, ...,x,) para todo (x1, s, ...,z,) € X. Dessa forma, pelo
Teorema do Isomorfismo, temos que
K[Ty,...,T,]

I(X)

ou seja, cada fungao regular pode ser identificada com um polinémio.

K[X] = = J (X K),

Proposigao 2.22. Sejam X # 0 um conjunto algébrico afim e f € K[X] nao constante.

O conjunto
Xp={reX:f(r)£0}

¢ um aberto de A", denominado aberto principal de f.
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Demonstragio. Considere F € K[11,Ts,...,T,] tal que F (x) = f (z), para todo z € X.
Seja o conjunto V' (S) =V (F). Observe que V (S) é um fechado na Topologia de Zariski.
Assim, X \ V (5) = X é aberto. O

Definigao 2.23. Sejam X C A" e Y C A™ conjuntos algébricos afins. Uma fungao
f: X — Y € dita um morfismo se existirem fi, fo, ..., fm € K[X] tais que

f@) = (@), f2(2), s fin (7))

para todo v € X.

Definicao 2.24. Um isomorfismo entre conjuntos algébricos afins X C A" e Y C A™
¢ um morfismo f: X — Y tal que existe um morfismo g:Y — X com fog=1idy e

go [ =1idx. Nesse caso, dizemos que X e Y sao isomorfos e denotamos por X ~Y .

Proposigao 2.25. Seja X # 0 um conjunto algébrico afim e seja f € K[X]. Considere o
aberto principal Xy = {z € X : f (z) # 0}. Entdo

KX % KIXI/7) = KIX]y o= {220 € KX m >0

Demonstra¢io. Suponhamos que [ (X) = (Gy,...,G), com G; € K[T},Ts,...,T,] para
todo i € {1,2,...,s}. Definamos W =V (Gy,...,Gs, FT,,;1 — 1) onde f = F+1(X). O
morfismo 1 : A" — A" definido por ¥ (21, ..., Tpn, Tns1) = (T1, ..., T,) ¢ tal que p (W) =

X e sua inversa ¢ ' : W — X, definida por ¢ (21, ..., ) = | @1, ..., Ty, v é
f(zy, .y xp)
um morfismo pois, } ¢ regular em X;. Assim, Xy >~ W o que acarreta K[W] = K[X¢|.
e K1) KIX|[T]
- - 1y ey I - w1l
KX = KWl = (Gr, oGy T — 1) (T —+1) = KXy
Portanto, K[Xy] = K[X];. O

Definicao 2.26. Seja X C A" uma variedade afim. O corpo de fungoes racionais
de X ¢ o corpo de fragoes de K|[X], isto é,

K= {1 fge kixLg #0)/

/
onde =~ ~ — se f'g=g'f. Os elementos de K (X) sdo denominados fungdes racionais.
g g
Dado x € X, dizemos que ¢ = i ¢ reqular em x quando g (x) # 0. O conjunto dos pontos
g

x € X tal que ¢ = i é reqular é denominado dominio da ¢.
g

Observe que K C K (X), ou seja, K (X) é uma extensao do corpo K.
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Proposicao 2.27. Sejam X uma variedade afim e ¢ € K (X). O conjunto dos pontos

x € X em que ¢ € reqular é um aberto denso.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], paginas 36 e 37 ]

Definicao 2.28. Sejam ¢1, ¢o, ..., ¢, fungoes racionais definidas em abertos Uy, Us, ..., U,
em uma variedade afim X. Seja U = ﬂ U;. As fungoes ¢y, ¢a, ..., 0, estao bem definidas

i=1
sobre U e logo definem um mapa ¢ := (¢1, Pay ..., ¢n) - U —> A™. Dizemos que ¢ é um

mapa racional de X em A", denotado por ¢ : X --+» A™. O aberto U é o dominio
de definicdo de ¢. Se Y C A™ ¢ tal que ¢ (x) para todo x € U, entdo podemos escrever
¢ : X --»Y e, nesse caso, dizemos que ¢ ¢ um mapa racional de X em Y. Além
disso, a tmagem de ¢ € definida por ¢(X) = ¢(U).

Definicao 2.29. Um mapa birracional entre variedades afins X e Y é um mapa
racional ¢ : X --+Y com ¢ (X) denso em Y, tal que existe um mapa racional Y --+ X

de tal modo que as composicoes sao identidades onde estao definidas. Dizemos que X eY
g . . . birr
sao birractonalmente equivalentes e denotamos por X ~ Y.

Proposigao 2.30. Sejam X e Y wvariedades afins. X ¢é birracionalmente equivalente a 'Y

se, e somente se, K (X) € isomorfo a K (Y).
Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [4], pagina 98. ]

Sejam X C A™ uma variedade afim e z € X. Consideremos o ideal
Ix (z) ={f € K[X]: f(x) =0}.

Como {x} é irredutivel, pela Proposicao 2.20, segue que Iy (x) é um ideal primo. Dessa
forma o conjunto S = K[X]\/x (z) é multiplicativo. Definimos o anel local de X em

x, como a localizacao

Oxo = SK[X] = K[X]1, () = {5 € K (X):g(z)# o} .

Proposicao 2.31. Sejam Ox , e

My, = {; € ﬁX,x:fng K[X],g(l') 7é07f(1‘) :0} - ﬁXﬂ?'

Entao, mx, € um ideal mazimal de O ;.

Demonstracao. Consideremos o homomorfismo sobrejetor ¢ : Ox, — K dado por

o (f) = f(x). O nicleo de ¢ é Ker ¢ = mx,. Pelo Primeiro Teorema do Isomorfismo de

/e X,x / , . .
Anéis, temos que —— = K. Como K ¢é um corpo, segue que my , ¢ um ideal maximal. [
mX,x
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Agora, sendo Y C X uma subvariedade da variedade afim X, temos que Ix (Y) é
um ideal primo de K[X]. Da mesma forma, podemos definir a localiza¢ao de K[X]| em

Ix (Y) como sendo

Oy = K[X]py) = {"g” € K (X):g(y) £0,Vy € Y}.

2.2 VARIEDADES PROJETIVAS
Definicao 2.32. O espaco projetivo de dimensao n é dado por

K {0}

~

P .
onde (xo 1. i xp) ~ (Yo : Y10 . @ Yn) <= ; = Ay; para algum X € K*.

Consideramos o subconjunto A de P dado por
A ={(xo:z1:..:xy,) €P" iy #0} .
A aplicagdo ¢ : A" — A{ definida por
G (T1, @9,y xy) = (L s 29 Ty)

¢ injetora e sobrejetora. Além disso, podemos considerar a aplicagao ¢ : Ay — A"

definida por
blao a1 By (05 )

Ty o o xo' xo' o
Observamos que ¢ o ¢ = idpn € ¢ 0 ) = idpn. Assim, A" pode ser identificado com o
subconjunto Afj. De maneira andloga, podemos fazer a identificacao de A™ com o conjunto

A ={(zg:ay - iy rmy) €P"ray #£ 0}

para todo i € {1,2,--- ,n}.
Dados F € K[Ty,Th,....,T,) e (zo: @1 ¢ ...t x,) € P*. Se F (Axg, A1, ..., Az,,) = 0

para todo A\ € K*, entao escrevemos F' (zg : 2y : ... : T,,) = 0.

Proposicao 2.33. Seja F € K[T}, Ty, ...,T,]. Podemos escrever F = FO+FM 4 4 ()
com cada Y homogéneo de grau i. Dado (zg:x1:...:x,) EP", se F(xg:ay: ... 2p) =
0, entio F (zg: 21 :...: 2,) = 0 para todo i € {0,1,...,d}.

Demonstragio. Observemos que F (zg: @yt ...t ) = F (Axg: Axy @ ...t Azy,) = 0, onde

A € K*. Logo,

FO Mg day) + FY zg s dey) + oo+ FD (Mg oo Axy,) = 0.
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Como cada F® é homogéneo de grau i, temos que
FO(zg: o iay) + MFO (20 rxy) 4+ o+ MFD (20 2 z,) = 0. (2.1)

Dessa forma, em (2.1), obtemos um polinémio de grau d que tem raiz A para todo A € K.
Para que esse polindmio nao possua infinitas raizes, devemos ter F (@) (o 211 ixy) =0
para todo i € {0,1, ..., d}. O

Definicao 2.34. X C P" ¢ dito um conjunto algébrico projetivo se é o conjunto de

zeros de um subconjunto S C KTy, ..., T,] de polinémios homogéneos, isto €,
X=V,(S)={PeP":F(P)=0VFeS}.

Definicao 2.35. Uma hipersuperficie de grau d é o conjunto X dos zeros de um
polindmio homogéneo F € KTy, ...,T,] de grau d. Uma hipersuperficie X C P? de grau 1

¢ denominada de reta.

A demonstragao do Lema a seguir é completamente andloga a do Lema 2.5

Lema 2.36. Os conjuntos algébricos projetivos tém as sequintes propriedades:

i) Vy ({0}) = B ¢V, (K [Ty, To, . To]) = 0.

i) Vy (1) UV, (J) =V, (1)

iii) (\Vp (L) =V, (U L‘) , onde {1;},., € uma familia arbitrdria de ideais homogéneos.
ieA ieA
Definicao 2.37. Usando o Lema 2.36, podemos definir sobre P" uma topologia, denomi-

nada Topologia de Zariski, onde os fechados sio os conjuntos algébricos projetivos.

Temos que Aj é um aberto de P". Assim, como A" pode ser identificado com Af,

podemos considerar A™ como um aberto de P".

A demonstragao da Proposicao a seguir é analoga a do Lema 2.4.
Proposicao 2.38. Sejam S C KT, Tz, ..., T,] e I = (S), entao V, (S) =V, (I).
Definigao 2.39. Seja X C P". Definimos o ideal de X como

L (X)={F € K"IT;,T1,..T,] : F(P) =0VYP € X}.

Definigao 2.40. Seja I C KTy, T, ..., T,] um ideal. Dizemos que I é um ideal homo-
géneo se para cada F € I, com F = FO + FO + 4+ F@ ¢ cada F homogéneo de
grau i, temos F® € T.

Proposigao 2.41. Seja X C P*. O ideal I,(X) é um ideal homogéneo.
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Demonstracio. Seja F € I,(X) com F = FO 4+ M 4 4 F_ Agsim, para cada

(xo: a1t twy) € X, temos F (zg: 21 :...: x,) = 0. Pela Proposigao 2.33, temos que
FO (zg:2y:...:2,) =0paratodoi € {0,1,...,d}, o que acarreta F € I, (X). Portanto,
I, (X) é homogéneo. O

Definicao 2.42. Dado um conjunto algébrico projetivo X C P, definimos o cone sobre

X, como o conjunto

C(X) = {(z0, 71, ) € A" 2 (291 1 ¢ ) € XJU{(0,...,0)}

Proposigao 2.43. Seja ) # X C P™ um conjunto algébrico projetivo. Entao

i) I(C(X)) = I, (X).
ii) Se I C K[T, ..., T,] é um ideal homogéneo com V,, (I) # 0, entao C (V, (1)) =V (I).

Demonstragio. i) Dado (zg:xq:...:x,) € X, entao (zg, z1,...,x,) € C(X). Assim,
se I’ € I,(X), segue que F (xg,21,...,x,) = 0 para todo (xg,x1,...,2,) € C(X).
Dessa forma, F' € I (C (X)), o que acarreta, I, (X) C I (C(X)). Por outro lado,
se G € 1(C (X)), entao G (xg,x1,...,2,) = 0 para todo (xg,z1,....,x,) € C(X).
Como (xg, 21, ...,2,) € C(X), temos que (zg:x1:...:x,) € X ou x; = 0 para
todo i. Dai, G (zg: 1 : ... : z,) = 0, o que acarreta G € I, (X). Além disso, todo
polindémio homogéneo se anula em (0,...,0). Logo, I (C (X)) C I, (X). Portanto,
1,(X) = 1(C (X))

ii) Seja (zo,21,...,x,) € C(V, (1)), ou seja, (xg:x1:...:2,) € V,(I) ouz; = 0
para todo i. Dado f € I, temos que, para cada ponto (zg: 2y :...:2,) € V, (1),
f(zo,x1,...,x,) = 0, isto é, (zg, x1,...,x,) € V (I). Caso (zg, x1, ... ) (0,0,...,0),
dado f € I, podemos escrevé-lo como f = fO 4+ fM 4+ f( onde cada f@ ¢é
homogéneo de grau i e f& € I . Se f© +£0, entdao I = K|[Ty, Ty, ..., T,], implicando
em V, (I) = 0, o que contradiz a hipétese. Entdo, f = f) + f& 4+ .+ f@ donde
f£(0,...,0) =0. Logo, C (V,,(I)) C V (I). Por outro lado, se (zg, z1, ..., z,) € V (I),
entao f (zg,x1,...,x,) = 0,Vf € I. Se z; = 0, para todo i € {0,1,...,n} entdo
(xo, 21, o0y tn) € C(V,(I)). Caso (xg,z1,...,x,) # (0,0,...,0), tomando f € I,
podemos escrever f = fO 4+ fO 4 @ 4 4 f@ onde cada f® é homogé-

neo de grau i. Como (zg, 2y : ...,z,) € V (I), temos f© (zg,21,...,2,) = 0 e dai
f© = 0. Além disso f@ (zg,1,...,2,) = 0 para todo i € {1,2,...,d}. Dessa
forma, f(xo:xy:...:2,) = 0. Logo (zo:x1:...:2,) € C(V,(I)) e, portanto,

¢V, (1) =V ).
O
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Proposigdo 2.44. Seja X C P" um conjunto algébrico e F € K"[Ty,...,T,]. Entdo, o
conjunto Xp = {x € X : F (x) # 0} é um aberto afim, isto é, complementar de um fechado

na topologia de Zariski, denominado aberto principal.
Demonstragio. Essa demonstragido pode ser encontrada em [2], paginas 34 e 35. O

Note que os abertos principais formam uma cobertura de X, isto é, temos

x= U X

FEK[T(),Tl,...,Tn]

Dizemos que X tem uma cobertura por abertos afins, isto é, abertos em X que sao

conjuntos afins

Definicao 2.45. Um conjunto algébrico projetivo X C P" é dito redutivel se é do tipo
X = XU Xy, onde X; e Xy sao conjuntos algébricos projetivos em P* com X; & X e
X; # 0 para i € {1,2}. Caso contrdrio, X € dito irredutivel.

Definigao 2.46. Seja F' € KTy, ..., T,]. Definimos a desomogenizacdo de F' com res-
peito a varidvel Ty como o polindmio F, € K[11,Ts, ..., T,] definido por F, = F (1, T3, ..,T,).

Definigao 2.47. Seja F' € K[T1,...,T,] um polindmio de grau d. Podemos escrever
F=Fy+F+F+..+F,

onde cada F; é um polinomio homogéneo de graui e Fy; # 0. Definimos a homogenizagdo

de F' com respeito a varidvel Ty como sendo o polinomio F* € K[Ty,...,T,| dado por
d .
F* =Y FET{
=0

Definicao 2.48. Seja X € P" um fechado. Identificando A" = Ay, consideramos o
conjunto dos pontos finitos de X, isto €, a intersecao X NA"™. O ideal de X N A" € o ideal

gerado pelas desomogenizagoes de todos os polinomios de I,,(X).

Sejam Y C A™ um fechado e J o ideal de KTy, ..., T,] gerado pelas homogenizagoes
de todos os polinomios de I (Y'). O fecho projetivo deY € o fechado Y =V, (J).

Observe que o fecho projetivo de Y C A" é de fato o fecho de Y em P". No caso
particular em que Y é uma hipersuperficie, ou seja, Y =V (F) C A" com F' € K[T1,...,T,],

vemos facilmente que Y = V), (F*).
Proposicao 2.49.

i) Dados ideais I C J C K[Ty,...,T,], entio V, (J) C V, ().

ii) Se X C P", entio X C V,(I,(X)).
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Demonstracao.

i) Seja P €V, (J), ouseja, ' (P) = 0 para todo F' € J. Como J C I, temos F (P) =0
para todo F' € I. Dai, P € V, (I). Portanto, V,, (J) C V, ({).

ii) Seja P € X. Por definicao f (P) = 0, para todo f € I, (X). Como X C P", temos
entdao que P € V, (I, (X)). Portanto, X C V,, (I, (X)).

Proposicao 2.50.

i) Se X CY CP", entao I, (Y) C I,(X).

it) Seja S um conjunto de polindmios homogéneos, entio S C I, (V, (5)).
Demonstracao.

i) Seja F' € I, (Y), isto é, F' (P) = 0 para todo P € Y. Como X C Y, temos F (P) = 0,
para todo P € X. Dai, F' € I, (X). Portanto, I, (Y) C I, (X).

ii) Seja F' € S. Entao, F'(P) = 0 para todo P € V, (S). Dessa forma, F € I, (V, (5)).
Portanto, S C I, (V, (59)).

Proposigao 2.51. Seja X C P, entdo X =V, (I, (X)).

Demonstragio. Seja X C P™. Temos que V), (I, (X)) é um fechado que contém X. Seja
W C P" outro fechado tal que X C W. Seja S C K"[Ty, Ty, ..., T,] tal que W =V (S).
Como X C W, temos que I, (W) C I,(X). Além disso, S C I, (W) C I,(X), o que
implica V,, (1, (X)) C V, (I, (W)) C V,(S) =W. O

A demonstracao do resultado a seguir é analoga a da Proposi¢ao 2.15. Ainda,
essas duas Proposicoes juntas com a 2.43 implicam em: um conjunto algébrico X C P™ é

irredutivel se e somente se seu cone C'(X) C A""! é irredutivel.

Proposicao 2.52. O conjunto algébrico projetivo X C P™ € irredutivel se, e somente se,
I

» (X) € um ideal primo. Em particular, X € irredutivel se, e somente se, X € irredutivel.

Definicao 2.53. Uma variedade projetiva X C P" é um conjunto algébrico projetivo

irredutivel.

Teorema 2.54 (Zeros de Hilbert Projetivo). Seja I um ideal homogéneo em KTy, ..., T,).
Se X =V, (I) #0, entao I,(X) = Rad (I).
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Demonstragio. Seja I um ideal homogéneo em K [Ty, ..., T,] tal que X =V, (I) # 0. Entao,

pelo Teorema 2.43, temos

O

Teorema 2.55 (Zeros de Hilbert Projetivo Fraco). Seja I um ideal homogéneo em

KTy, ...,T,]. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) V(1) =0.
i) VT =(To,Th,.... T,) ou VI =K[Ty,...T,].
i) 15,17, ..., T0 € I para algum r > 0.

iv) Eziste d > 0 tal que todo polinémio homogéneo de grau d estd contido em I.

Demonstracao.

i) = ii) Se V,, (I) = 0, entéo pelo Teorema dos Zeros Projetivo, temos que
Rad(I) = I,(Vp(I)) = L,(0) = K[Ts, ..., T,
Assim, segue ii).
i) = iii) Se VI = (Ty, T4, ..., Tp,), existem r; € N tais que 77 € I para todo i =0,...,n.

Escolhendo entao r = [[r;, temos o resultado. De maneira analoga, provamos o caso em
que VI = K[Ty, ..., T,).

iii) = iv) Basta escolher d = r obtido em iii).

iv) = i) Por hip6tese, T¢, ..., T¢ € I, donde <Tgl7 . ,T75f> C I. Logo

0 =V,((T¢,....T) > Vp(I)

2.3 VARIEDADES QUASI-PROJETIVAS

Definicao 2.56. Um conjunto algébrico quasi-projetivo X é um subconjunto de P"

que € a interser¢cdo de um aberto com um fechado de P™.
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Proposicao 2.57. Um conjunto algébrico quasi-projetivo X C P"™ é dado por uma das

sequintes definicoes equivalentes:

i) X é um subconjunto aberto de um fechado P".
it) X € um subconjunto fechado de um aberto de P™.

1) X é um subconjunto aberto de seu fecho.

Demonstracao. Inicialmente, observe que se X é um conjunto algébrico quasi-projetivo,
entao X = AN F, onde A é um aberto de P" e F' é um fechado de P". Assim, segue que
X é um subconjunto aberto de um fechado F' de P". Por outro lado, se X é um aberto de
um fechado, temos que X = AN F, onde A é um aberto de P" e ' é um fechado de P".

Assim, X é a intersecao de um fechado e um aberto de P". Agora, temos o seguinte:

i) = ii) Suponhamos que X seja um subconjunto aberto de um fechado F' de P", isto é,
X = AN F, para algum aberto A de P". Dessa forma, X é um aberto de um fechado de
P".

ii) = iii) Suponhamos que X seja um aberto de um fechado de P", isto é, X = AN F,
onde A é um aberto de P*. Em particular, X = AN X, onde X é um fechado de P"

iii) = i) Suponhamos que X seja um aberto do seu fecho, ou seja, X = AN X. Logo, X ¢é

um aberto de um fechado de P" O

A nocao de quasi-projetivo é a no¢ao mais geral que trabalharemos, ja que engloba

as nogoes de afim e projetivo, conforme veremos nas préximas proposicoes.

Proposicao 2.58. Se X C P" é um conjunto algébrico projetivo, entao X é um conjunto

algébrico quasi-projetivo.

Demonstragcdo. Temos que X = X NP". Assim, segue que X é um conjunto algébrico

quasi-projetivo. ]

Proposicao 2.59. Se X C A" é um conjunto algébrico afim, entao X é um conjunto

algébrico quasi-projetivo.

Demonstragao. Seja X C A™. Como A" pode ser identificado com A, podemos considerar
que X C P". Assim, como X é fechado em P e AZ é aberto em P", temos entdo que X ¢é

um conjunto algébrico quasi-projetivo. O]

Proposicao 2.60. Se Y é um aberto de um conjunto algébrico quasi-projetivo X, entao

Y € um conjunto algébrico quasi-projetivo.
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Demonstracao. Como Y é aberto de X, entao Y =Y; N X, onde Y; é um aberto de P".
Agora, como X é quasi-projetivo, podemos considera-lo como X = X; N X,, onde X;
fechado de P" e X5 é um aberto de P". Dessa forma, Y = YN (X; N X3) = X;N(X,NY7).
Sendo assim, Y é um conjunto algébrico quasi-projetivo, pois X; é um fechado de P" e

XoNY; um aberto de P". O

P
Definicao 2.61. Sejam X C P" um conjunto algébrico quasi-projetivo e f = —, onde

P,Q € KMTy, ..., T,]. Dizemos que f ¢ regular em um ponto v € X se Q (z) #0. f é
dita regular em X se for reqular em todos os pontos de X. As funcoes requlares em X

formam uma K-dlgebra denotada por K[X] e denominada anel das fungées regulares
de X.

Teorema 2.62. Toda funcao reqular em uma variedade projetiva X € constante.
Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 59. ]

Da mesma maneira que no caso afim e no caso projetivo, podemos definir irreduti-
bilidade de um conjunto algébrico quasi-projetivo. Chamaremos um conjunto algébrico
quasi-projetivo irredutivel de variedade. Este serd o objeto mais geral que trabalharemos

nesta dissertacao.

Definicao 2.63. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Um morfismo é
uma fungio f: X — Y tal que para todo aberto V-C'Y e toda fungio reqular g € K[V]

temos:

i) [ (V) é um aberto em X ;
i) go f € uma funcdo reqular em f~1 (V).

Teorema 2.64. Seja f: X — Y um morfismo de conjuntos algébricos quasi-projetivos.
Se X é um fechado projetivo, entao f (X) € fechado em Y. Além disso, f (X) é um fechado

projetivo.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [2], pagina 41 O

Definicao 2.65. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos. Um tsomorfismo
entre X eY é um morfismo f : X — Y tal que existe um morfismo g : Y — X de
modo que as composicoes go f e fo g sao identidades em X e Y, respectivamente. Neste

caso X eY sao ditos isomorfos.

Definicao 2.66. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. O conjunto de funcoes

racionais em X, ¢ definido como

K (X)={(f,U): fe K[U],U C X aberto denso} / ~
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onde (f,U) ~ (g,V) quando f |uvrv= g |unv. O dominio de ¢ € K (X) é o maior aberto
de X de modo que v esteja bem definida.

Definicao 2.67. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. Um mapa racional

f: X --+P™ ¢ dado equivalentemente por:

i) f(x)=(fo(x):...: fm(x)) para todo x em um aberto denso U de X, onde fy, f1, ..., fm €
K (X) nao tém zeros em comum em U e, se U; é o dominio de defini¢io de f;, entdo

UcU;,Vie{0,1,2,...,m}.

it) Um morfismo f : U — P™ onde U é um aberto denso de X e tal que se g : V — P™
é um morfismo de um aberto denso V' de X que coincide com f em U NV, entio f

e g definem o mesmo mapa racional.

SeY C P™ é tal que f(X) := f(U) CY, entao podemos considerar f : X --» Y.

Definicao 2.68. Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos e f : X --»Y um
mapa racional. Se g : X --+Y é um mapa racional tal que fog=1idy e go f =idx onde

estao definidas. Nesse caso, dizemos que f € birracitonal e X eY sdo birracionalmente
. birr
equivalentes e¢ denotamos por X ~ 'Y

2.4 ELEMENTOS INTEIROS

Definicao 2.69. Sejam A e B anéis comutativos com A C B tais que 14 = 1. Dizemos
que um elemento b € B € inteiro sobre A se b € raiz de um polinémio monico com

coeficientes em A, isto €, se existem ay,as, ...,a, € A tais que
r r—1 0 _
b" +ab" " + ...+ ab” =0.

Dizemos que B € inteiro sobre A se todo elemento de B € inteiro sobre A.

O lema a seguir d4 uma caracterizacao dos anéis inteiros sobre A.

Lema 2.70. Sejam A C B anéis comutativos e com identidade 14 = 1g. Suponha que B
¢ finitamente gerado como A-dlgebra. B € inteiro sobre A se e somente se B € finitamente

gerado como A-maodulo.

Demonstragio. Essa demonstragido pode ser encontrada em [1], capitulo 5. ]

Proposigao 2.71. Sejam A C B C C anéis. Se B ¢ inteiro sobre A e C € inteiro sobre

B entao C¢é inteiro sobre A.

Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [1] na pégina 67. O
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Definicao 2.72. Sejam X eY fechados afins e f : X — Y um morfismo. Dizemos que f

¢ dominante se f (X) for denso sobre Y, ou seja, f(X) =Y.
Proposicao 2.73. Se f é dominante, entio a aplicacio f* : K[Y] — K[X] dada por

f*(g) =go f € injetora.

Demonstragio. Seja g € Kerf*, ou seja, f*(g) = 0 K[X], o que significa que (g o f) () =
0 para todo x € X. Logo, f(X) C V(g9) C Y. Como f é dominante e V (g) é fechado,

temos

f(X)cVig =Y
Logo, g = 0 em K[Y]. Dai, Kerf* = {0}, e portanto, f* é injetora. O
Dessa forma, através de f*, podemos considerar K[Y] incluso em K[X].
Definicao 2.74. A aplicacio f* definida na Proposicao 2.73 € dita pullback de f.

Teorema 2.75. Sejam f:V — W e g: W — X morfismo entre variedades. Se f e g

sao dominantes entdo go f :V — X é dominante.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [7] na pagina 55. O

Definicao 2.76. Seja f : X — Y wm morfismo entre fechados afins. Dizemos que f €
finito se f é dominante e K[X] é inteiro sobre K[Y].

Observe que pelo Teorema 2.75 e pela Proposicao 2.71, podemos dizer que a

composi¢cao de morfismo finito é finito.

Proposigao 2.77. Seja f: X — Y um morfismo finito entre fechados afins. Entao, para

cada y €Y, f~1 (y) tem no mdzimo um nimero finito de elementos.

Demonstracao. Seja X C A™ e considere,
ti=T,+1(X),Vie{l,2,...,n}.

Como f é finito, para cada ¢ € {1,2,...,n}, t; é inteiro sobre K[Y], isto é, existem

aiy,...,a, € K[Y] tais que
thtati Lt at) =0,Vie{1,2,..,n}.
Assim, para cada y € Y e cada x € f~! (y), temos
tr(@)+a (Yt (@) + .. +a, (y) ) (2) =0,Vi € {1,2,...,n}.

Logo, t; (z) é raiz dos polindmios de coeficientes a; (y), para todo j € {1,2,...,n}. Assim,
para cada i € {1,2,...,n}, h4 um nimero finito de valores de ¢; (z). Portanto, f~!(y)

possui no maximo um numero finito de elementos. O
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Lema 2.78 (Nakayama). Seja A um anel comutativo e seja M um A-mddulo finitamente
gerado. Seja J C A um ideal e considere o conjunto 14+ J={1a+b:be€ J}. Entio a
condicao:

Para cada a € 14+ J temos aM =0 = M = 0.
implica na condicao

JM =M = M = 0.

Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [9], pagina 283. O]

Corolario 2.79. Sejam A C B anéis comutativos tais que B é um A-mddulo finitamente
gerado. Seja J C A um ideal. Entao, J # A implica JB # B.

Demonstragio. Considere o conjunto 14+ J = {14+ b:b€ J}. Observe que 14 € B.
Dessa forma, aB = 0 apenas quando a = 0, e se J # (1) entao 0 ¢ 14 + J. Pelo Lema
2.78, temos JB # B.

]

Proposicao 2.80. Todo morfismo finito entre fechados afins é sobrejetor.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 62. O

Corolario 2.81. Sejam f : X — Y um morfismo entre fechados afins e Z C X um
fechado em X. Se f é finito, entao f(Z) é fechado em Y .

Demonstragio. Seja f|,: Z — f(Z). Observe que f|, é dominante por definicao. Como

fl, é dominante, o pullback f*: K[f (Z)] = K[Z] é injetor. Logo, podemos considerar

K[f(Z)] c K[Z]. Seja W = f(Z) e seja a € K[Z]. Como Z C X é fechado, temos

K(2) = K[X)/Ix (2).

Seja f € K[X] tal que a imagem de (5 no quociente K[Z] seja a. Como f : X — Y é
finito, temos K[X] inteiro sobre K[Y]. Logo, existem by, bs, ..., b, € K[Y] tais que

B+ b3+ ..+ b, =0. (2.2)

Como f (Z) C Y é fechado, segue-se :

Seja a; € K[W] a imagem de b; no quociente, para cada i € {1,2,...,n}. Usando f*, temos
que K[W] C K[Z], donde, considerando o quociente em (2.2), temos

a"+a "+ .. +a,=0.
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Isto é, a é inteiro sobre K[W]. Assim, K[Z] é inteiro sobre K[W] e f|, é finito. Como
f|, € finito, pela Proposicao 2.80 segue que f|, é sobrejetor. Dessa forma, f(Z) = f(Z),
ou seja, f (Z) é fechado. O

Proposicao 2.82. Seja f : X — Y wm morfismo entre conjuntos algébricos afins.
Suponhamos que para todo ponto y € Y existe aberto afim V C Y contendo y tal que
U:=f1 (V) éafime f:U—V éum morfismo finito. Entao f € finito.

Demonstracao. Como os abertos principais formam uma base da topologia de Zariski,

podemos supor que V' é principal, isto é,

V=Y, ={yeY:g(y) #0}

para g € K[Y] e definamos
U= f"(Yy) = {20 € X : f(wm0) €Yy} = {wo € X 1 g (f (w0)) # 0} = Xpsy.

Como K[Y;] = K[V][1/g] ¢ KIX|[1/g] = K[Xy-,] com 1/g € K[¥;] C K[Xp.,], via
f*. Dessa forma, K[Y][1/g] C K[X][1/g]. Como f: f~*(Y,) = Y, é finito, temos que
K[X][1/g] é inteiro sobre K[Y][1/g]. Dai, K[X][1/g] é um K[Y][1/g]-m6dulo finitamente

gerado com uma base wy, ws, ..., w,. Note que podemos tomar os w; em B, pois se tomarmos
!/
wi

K3

cada b € K[X] C K[X][1/g], temos

uma base da forma —* com w, € B entdo os w; também formam uma base. Assim, para

b=7 —w; coma; € K[Y]en; > 0. (2.3)
=1 9"
Agora, Y pode ser coberto por um nimero finito de abertos principais Y, e para cada um

destes temos expressoes do tipo (2.3), que podem ser escritas como:

Ta . Ta o
o Lo ha oo /
b= Wi = — = wjq com a;, € K[Y].

1 @ 1 a

Considere J =< gh~ >. Como Y ¢é coberto pelos Y, , para cada y € Y, existe « tal que

gOé (y> 7£ O Da‘i7

Assim, 1y = 2 hagp® com h, € K[Y]. Desse modo, temos
b= b]_K[y] = Z hagga = Z Z afi’ahawm.

Logo, o conjunto {w,;} forma uma base finita de K[X]| como K[Y]-médulo finitamente
gerado. Entao, f é finito. m

Definicao 2.83. Um morfismo f : X — Y entre conjuntos algébricos quasi-projetivos
é dito finito se para cada y € Y existe wuma vizinhanca afim V. C Y contendo y tal
que U := f~H(V) é um aberto afim e f|; : U =V é um morfismo finito de conjuntos

algébricos afins.
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Definicao 2.84. Sejam X C P™ um fechado projetivo e E um subespaco linear de P",
isto é um fechado de P", definido por polinomios homogéneos de grau 1. Suponha que
XNE = 0. A projecio com centro em E ¢é o mapa racional m : P* —-» Pn—d-1
dado por w(x) = (Lo (x), Ly (x), ..., Ln_q—1(x)), onde Lo, Ly, ..., Ly_q_1 sGo as equagoes
linearmente independentes que definem E. Observe que ¢ é regular no aberto P" \ E
contendo X de P".

Teorema 2.85. Sejam X C P" fechado e E um subespaco linear de P" disjunto de X.
Entdo, a projecio m: X — w(X) € um mapa finito.

Demonstracio. Suponhamos que E seja dado por equacdes Lo, Li,...,L, 4 1. Sejam
Y0, - Yn—a—1 as coordenadas de P"~971 entao 7 : P* --» P41 & dada por y; = L; (z),
com j € {0,1,....n —d—1}. Agora,

! (A?fd*l) = {(:L‘o Txy X)) EPT i (o iy i xy) € A?*dfl}

— {(g;o cxy . iay) €P (Lo (x) Ly ()t oot Ly_goy (2)) € A?‘d‘l}

Dai,
Up=7"' (AF ") NX = Xp, = {z € X : Li (x) # 0}

é um aberto principal. Agora, pela Proposicao 2.82, é suficiente mostrar que a aplicagao
7: U — AP N1 (X) é um morfismo finito. Sabemos que

K[U] = K[X,,] = K[X] [gz]

Vamos mostrar que K |[U;] é inteiro sobre K[A"" 41 N7 (X)]. Seja g € K[U;]. Temos que

/

g= 5—m com ¢’ € K[X]. Consideremos o mapa m; : X --» P"~? definido por

(]

m () = (Lo ()™ : Ly ()™« oo i Lypgq (2)™ 2 ¢' () .

Temos que m; é um morfismo. Como X é um fechado projetivo, entdo m (X) é um
fechado projetivo em P"~¢. Assim, podemos supor que 7 (X) = V (F, Fy, ..., Fy) onde
F\,F, ..., Fy € K[Sy,S1,...,; Sn—a]. Como ENX = 0, temos que Ly, Ly, ..., L,_4_1 ndo
possuem zeros comuns em X. Daf, (0:0:...: 1) € P""¢ nio estd em m; (X). Isto siginifica
que as equacoes Sy = S; = ... = Sp_q_1 = Fi = ... = F, = 0 ndo tem solucdo em P" <.
Seja J = (S0, ...; Sn—a—1, F1, ..., Fs) um ideal homogéneo de K|Sy, ..., S,_q|. Pelo Teorema
2.55, existe k > 0 tal que

Sg, . Sfifd S <So, Sty ey Sp—a, F1, oy Fs> .
Entao, temos a seguinte inclusao:

<S§, R szd> C <So, ey Sp—a—1, 1, ..., Fs> .
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ASSiHl, podemos escrever
n—d—1 s

Sn—a= > SiH;j+> FP,
=0 J=1

com H;, P; € K[Sp, ..., Sy—4]. Como em 7y (X), F; = 0 para todo j € {1,2,..., s}, temos

n—d—1

Sra= > SiHj.

0

Seja H ]@ a componente homogénea de grau [ de H;. Entao, o polindmio homogéneo de

grau k
(b(SO;Sl;n-,Snid) = Sk = S]Hj(kfl)

é identicamente nulo em ; (X). Considerando S*_,; como varidvel, o polinémio ¢ pode

ser escrito como:

n—d—1
¢ = Sr]ifd - Z Ap—j (S0, -+ Sn—a-1) S5 _q
j=0

com Aj_; homogéneo de grau k — j. Substituindo S; = LT*,comj € {0,1,...,.n —d -1} e

Sp—q = ¢'. Temos
n—d—1

(g/)k B Z Ak*j (Lgn? o nmfdfl) (g/)j =0.

J=0

Como Aj._; é homogéneo, dividindo por LI™* obtemos:
PRS Ly’ ned-1\
— A, 77‘”7L J = (.
I e (L;“ Ly ) !

L; . e
Como fj é regular em AP N7 (X), para cada j, temos que o elemento g é inteiro

sobre K[A?™ ' N7 (X)]. Logo, 7 : Uy — AP "' N7 (X) é finito. O

Corolario 2.86. Sejam Fy, F, ..., F,, € K[Ty, T4, ..., T,,] polindmios homogéneos de mesmo
grau sem zeros em comum em um fechado X C P". Entao, ¢ : X — ¢(X) dada por
O (X)=(Fy(x),Fy(x),..., F (x)) define um morfismo finito.

Demonstragio. Essa demonstragido pode ser encontrada em [9], pagina 65. O]

Teorema 2.87 (Normalizagdo de Noether). Seja X um conjunto algébrico projetivo
(respectivamente afim). Entao, existe um morfismo finito ¢ : X — P™ (respectivamente

¢: X — A™) para algum m.

Demonstracao. Seja X C P™ um fechado. Se X = P", seja ¢ = id. Se X # P" entdo existe
x € P" — X. Observe que {z = (agp : a : ... : a,)} é um subespago linear de P" definido

por equacgoes da forma

azq}' _ajT'ia Za] € {0717"'7n}7 Z#j
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Considere ¢’ a projecao com centro em z. Entdo ¢’ estd definida em X e ¢’ : X — ¢ (X)
dada por
o' (z) = (agTy — a1 Ty i ... : ay T}, — ano) .

Observe que todos
aitrj - aj,-Th (S {07 ]-) "‘7”}7 i 7&]

’

possuem o mesmo grau e nao tém zeros em comuns. Pelo Teorema 2.85, ¢’ :— ¢’ (X)) é
finito. Pela observacao feita apds o Teorema 2.64, segue que ¢’ (X) C P*~! é um fechado
projetivo. Assim, se ¢’ (X) G P!, podemos repetir o argumento anterior. Como a
composi¢ao de morfismos finitos € finito temos que ¢ : X — P™ é finito para algum m < n.

Agora, considere X C A" fechado. Temos o seguinte
X CA"~Aj CP".

Consideremos X, o fecho projetivo de X em P". Seja x € P*\ X um ponto no infinito,
isto ¢, ¢ A2 . Considere a proj¢io ¢’ : X — P""! com centro em x. Como z ¢ AJ, o
mesmo possui a seguinte forma x = (0:ay : as : ... : a,). Suponhamos a; # 0. Entao {z}

pode ser visto como subespaco vetorial de P", dado pelas equagoes
To, a1 Ty — axTy, ..., a1, — a,Th

Dessa forma? SO/ (l') = ($0 Q1T — A1 L ... D A1Tp — anxl)- LOgO; QOI (A6L> - Agil' Em
particular, ' (X) C Aj~'. Se ¢’ (X) = Aj~!, nada temos a fazer. Caso contrério, podemos

repetir o processo até obter um morfismo finito ¢ : X — A™ para algum m. O

Proposicao 2.88. Seja [ : X — Y um morfismo finito entre conjuntos algébricos afins.
Entao, [K (X): K (Y)] < o0.

Demonstragio. Seja X C A". Para cada i € {1,2,...,n}, seja t; = T; + [ (X). Assim,
K (X) = K (t1,...,t,). Como f é finito, temos K[X] inteiro sobre K[Y]. Logo, para
cada i € {1,2,...,n}, t; é inteiro sobre K[Y], ou seja, algébrico sobre K[Y]. Dessa forma,
K (X)|K (Y) é uma extensao finita. O

Definicao 2.89. Seja f : X — Y wm morfismo finito entre conjuntos algébricos afins.
Definimos o grau de f, denotado por deg f, como o grau da extensio K (X)|K (V).

Defini¢ao 2.90. Um fechado afim X é dito normal se K[X]| é integralmente fechado,

isto €, se K[X] contém todo elemento de seu corpo de fragoes que é inteiro sobre K[X].

Proposicao 2.91. Seja f : X — Y wm morfismo finito de variedades afins com Y

normal. Entdo para caday €Y, o conjunto f~' (y) tem no mdzimo deg f elementos.

Demonstragio. Sob as condigoes da hipétese, segue que f~! () tem no mdximo um niimero
finito de elementos. Considerando o pullback f*: K[Y]| — K[X] ei: K[Y]| — f*(K[Y]),
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podemos considerar K[Y] C K[X]. Suponhamos que [K (X) : K (Y)] = n. Como Y
é normal, K[Y] é integralmente fechado, isto é, K[Y] contém todo elemento do seu
corpo de fragdes que ¢é inteiro sobre K[Y]. Como f ¢ finito, K[X] ¢é inteiro sobre K[Y].
Dessa forma, K[X] é um K[Y]-mddulo finitamente gerado. Assim, para todo a € K[X],
os coeficientes do polinémio minimo de a sobre K (X) estdo em K[Y]. Agora, sejam
T1, T, ..., Ty, elementos de [ (y). Seja a € K[X] tal que a(z;) # a(z;) para i # j. Seja
F € K[Y][T] o polinémio minimo de a sobre K (X). Entao, deg f < [K (X): K (Y)] =n.
Seja F o polindémio obtido substituindo os coeficientes de F' por seus valores em y. Entéo,
para cada i € {1,2,...,m}, a(x;) é raiz de F. Logo, segue que m < deg F < deg F <n.

Portanto, f~! (y) tem no méximo n elementos. O

Definicao 2.92. Seja f : X — Y um morfismo finito de variedades afins com'Y normal.
Dizemos que um ponto y € Y é um ponto de ramificagdo de [ se o nimero de
elementos na pré-imagem de y € menor que o grau de f. Caso contrdrio y € dito nao

ramificado.
2.5 DIMENSAO

Definicao 2.93. Seja X uma variedade quasi-projetiva. Definimos a dimensdo de X
como sendo o grau de transcendéncia da extensio K (X) : K, denotada por

dim (X) = tr deg (K (X) : K).
Adotaremos dim (0)) = —1.

Lema 2.94.

i) Seja X uma variedade quasi-projetiva. Dado U um aberto de X, temos que dim (X) =
dim (U) .
it) dim (A™) = dim (P") = n.
i) Se f X — Y é um morfismo finito entre variedades quasi-projetivas, entao
dim (X) = dim (Y'). Em particular, se X ~ Y, entao dim (X) = dim (V).

Demonstracao.

i) Como K (U) = K (X), temos o resultado.

ii) Pelo Teorema da Normalizacdo de Noether, temos que Id : A" — A™ é um morfismo
finito. Dessa forma, K[A"] é um moédulo finitamente gerado. Considere ¢y, to, ..., ¢,
os elementos da base tais que t; = T; + I (A") para cada i € {1,2,...,n}. Dessa
forma, K (A") = K (t1,t2,ts3, ..., t,). Logo, dim (A") = n. Agora, como A pode ser

identificado com A™ e A é um aberto de P™, pleo item (7), temos que dim (P") =n



33

iii) Como f é finito, entdo a extensao de corpos K (Y) | K (X) induzida por f é algébrica.
Assim, K C K (Y)C K (X) e

dim (X) = trdeg (K (X) | K) =trdeg (K (Y) | K) =dim (Y).
Como todo isomorfismo é um morfismo finito, se X ~ Y entao dim (X) = dim (V).

]

Proposicao 2.95. Sejam Y C X wvariedades quasi-projetivas e Y fechado em X. Entao
dim Y < dim X. Além disso, se dim Y =dim X, entao Y = X.

Demonstracao. Observe que X pode ser escrito como a unido de abertos principais afins
Xp onde F € KTy, ..., T,] pois constituem uma base para a Topologia de Zariski em
P". Assim, podemos supor que Y C X C AV sdo fechados irredutiveis. Seja n = dim X.
Sejam t; = T; + I (X) para cada i € {1,2,...,N}. Entao como dim X = n, qualquer
conjunto com n + 1 elementos sera algebricamente dependente em K[X]. Como Y é
fechado em X, pela Proposicao 2.19, segue que

K[X]

K[Y] ~ Ty (V)

Entao quaisquer n + 1 (imagens) de t; em K[Y] sao algebricamente dependentes. Assim,
dim Y = tr deg(K (Y): K) < n. Agora, suponha que dim X = dim Y = n. Pode-
mos supor que ti, t, ..., t, sao algebricamente independentes em K[X]. Seja u € K[X]
nao nulo. Entdo {u,ty,ts,...,t,} é algebricamente dependente e existe um polindmio
F(T\, Ty, - ,T,,U) com coeficientes em K tal que F (t,t,...,t,,u) = 0. Podemos

escrever
0= F(t1,to, .o tn ) = ag (L1, tay ooy tn) U + o ap_y (t1 by, o tn) U+ ag (t1, ta, . ty)

Tomando F' irredutivel, temos que ay, (11,15, T3, ..., T,) é ndo nulo. Suponha que a imagem

de u é nula em Y, entdo temos
Qg (tl, tg, ceey tn) =0emY

implicando que 4, ts, ..., t,, sdo algebricamentes dependentes em K[Y] o que contradiz o
fato de que as imagens dos t;, i € {1,2,...,n}, sdo algebricamente independentes em
K[Y]. Logo, u # 0 em Y. Caso X # Y existiria v € K[X] identicamente nulo em Y mas
nao em X, bastando tomar u € Ix (Y). Portanto, X =Y O

Definicao 2.96. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo e seja X = U X; a
i=1

decomposicao de X em componentes irredutiveis. Definimos a dimensao de X como
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Definicao 2.97. Seja X um conjunto algébrico quasi-projetivo. No caso em que dim X =1

denominamos X uma curva.

Defini¢ao 2.98. Sejam Y C X wariedades quasi-projetivas e Y um fechado em X.

Definimos a codimensdo de Y em X, como dim (Y') — dim (X).

Teorema 2.99 (Ideal Principal de Krull - Versao Projetiva). Seja X C PV uma variedade

projetiva e seja F' € K[Ty, Ty, ..., Tn| um polindmio homogéneo nao identicamente nulo em
X. Considere Y = XNV, (F)={rx e X : F(z)=0}. Entao, dim (Y') = dim (X) — 1.

Demonstracao. Observe inicialmente que como F' é nao nulo em X, temos ¥ C X.
Assim, pela Proposicao 2.95, segue que dim Y < dim X. Seja XV = Y. Escolha
Fy € KTy, Ty, ..., T,] de mesmo grau de F' que nao seja nulo em nenhuma componente
irredutivel Xfl),Xél), oy XM de XM Seja X? = XN V, (F1). Entao, dim X® <

dim X®. Procedendo dessa forma, obtemos a cadeia
X=XO0>5x0>5x®5 |

onde X = XV NV, (F,_,), com dim XD < dim X®. Como dim X = n, entdo

X0+ = Agora se dim XM < n — 1 entdo X™ = (). Além disso, observamos que
X™ = XNV, (F)NV,(F)N..0V,(F,_)

onde Fi, Fy, ..., F,,_1 ndo tem zeros em comum em X. Como os Fj, possuem o mesmo
grau e sem zeros comuns, pelo corolario 2.86 segue que o : X — P"~! dada por a (z) =
(F(x): Fi(x): Fy(x):...: F,_1 (x)) é um morfismo finito. Entao, dim X =n — 1. Logo,
dim XM =dim Y =n—1. O]

Corolario 2.100. Seja X um conjunto algébrico projetivo.

i) Se X ¢€ irredutivel, entdo dim X =1+ max (dim Y'), onde Y percorre os fechados

proprios de X .
it) dim X € o maior inteiro n para qual existe cadeia
PcXocXiC...CcX,=X

de subvariedades de X.
Demonstracao.

i) Pelo Teorema 2.99 obtemos dim Y + 1 =dim X, onde Y = X NV}, (F), para algum
polindmio homogéneo F. Assim, ao considerarmos a possibilidade para todos os

subconjuntos fechados préoprios de X, temos

dim X =1+ max (dim Y)
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ii) Pelo Teorema 2.99 obtemos a seguinte cadeia
X=X0>xW5Xx®5 |

onde X = X=U' NV (F_;), com dim XD < dim X®. Como dim X = n,
entdao X" = () Assim, dim X = n é o maior inteiro positivo para qual existe a
cadeia

fcXpcXiCc..CcX,=X
de subvariedades de X.

]

Lema 2.101. Seja B = K[11,T5,...,1,] ¢ A D B um dominio inteiro sobre B. Sejam
f=TieR=P(Ty,..T,) #0, onde P (Ts,...,T,,) € K[T5,...,T,]. Para qualquer Q € A
temos que, se f divide (RQ)l em A para algum [ > 0, entdo f divide Q° em A para algum
s> 0.

Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [9], paginas 74 e 75. O]

Teorema 2.102. Sejam X C PN wuma variedade projetiva e F € K[Ty, Ty, ..., Ty] um
polinémio homogéneo ndo nulo em X. Considere Y = X NV, (F)={x € X : F(z) =0}.

Entao toda componente irredutivel de Y tem dimensao igual a dim (X) — 1.

Demonstracao. Na prova do Teorema 2.99, obtemos a seguinte cadeia
X=XO0>xW>5x®>5
com dim XD < dim X® onde XD = X NV, (F;). Além disso, temos
XMW =XNV,(F)NV,(F)N .0V, (F,1)

e XD = (. Logo os polinémios F = Fy, Fy, F5, ..., F,, ndo tem zeros em comum em X e
possuem o mesmo graus. Logo, pelo corolario 2.86, temos entao que o : X — o (X) dada
por a (z) = (Fy (x), Fy (), ..., Fy, (z)) é um morfismo finito. Como X é fechado e o é um
morfismo finito, entdo a (X) é fechado. Assim, o (X) = UXg,, onde G; € K[Tp, 11, ..., T,)
sao polinémios homogéneos para i € {0,1,...,n}. Dai dim (a (X)) = dim X = n. Dessa
forma, o (X) = P™. Suponha que dim X =n e F = F,. Para cada i € {0,1,2,...,n},
temos U; = o~ (A?). Entdo pela Proposigdo 2.44, segue que U; = Xy, é um aberto
principal. Observe o seguinte (X NV, (Fy)) N Uy = X N (V, (Fo) NUy) = 0, ou seja,
Y NUy=0. Como Y NU; é aberto em Y, basta mostrar que cada componente irredutivel
de Y NU; tem dimensao n — 1 para todo ¢ € {1,2,...,n}. Agora, em U;, F' = 0 somente
quando f =0, onde f = % € KU, para todo i € {1,2,...,n}. Dessa forma,

YNU;=(XNV,(E)NU; =XN(V,(F)nU;) =V (f)
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Agora, Ay Ui — Al ~ A" é dada por n fungoes regulares fi, fo,..., fn € K[Uj]
com f = f;. Seja P € K[T1,ts,...,t,] e considere R = P (fi, fs,..., fn) € K[U;]. Seja
V(f) =W, UWyU...UW,. Suponha R =0 em W;. Seja () polindémio anulando-se em
Wy U W3 U...U W, mas nao em Wi. Dai (RQ) =0 em V (f). Pelo Teorema dos Zeros de
Hilbert, temos

31>0: (RQ) € (f) = f | (RQ)

Pelo Lema 2.101, f divide (Q)°, para algum s > 0, o que acarreta @ € (f). Assim Q =0
em V (f) contrariando a escolha de ). Logo R # 0 em W7, mostrando que dim W; = n—1.

Assim, cada componente de V' (f) tem dimensao n — 1. O

Teorema 2.103 (Ideal Principal de Krull - Versao Quasi-Projetiva). Sejam X C P"
uma variedade quasi-projetiva e F um polindomio nao identicamente nulo em X. Seja
Y =XNV,(F). SeY # 0 entio toda componente irredutivel de Y tem dimensdio n — 1.

Demonstracao. Como X é variedade quasi-projetiva, X é um aberto em seu fecho. Como
X ¢é irredutivel, temos X ¢ irredutivel e tem a mesma dimensdo de X. Suponha que
XNV, (F)=W,UWyU...UW,. Entdo, pelo Teorema 2.102, temos dim W; = dim X — 1.
Agora,

Y = V,(X)NnX
= (Xn(X)nX
WiuUWLU---UW,)NX

=
= W NX)U(WeNX)U...U(W,NX)

é a decomposicao de Y em componentes irredutiveis ja que cada W;NX, comi € {1,2,...,n},
é irredutivel. Essa decomposigao é unica. Assim, cada W; N X, com i € {1,2,...,n} é vazio
ou aberto de W, pois X é aberto de X. Logo, dim (W; N X) = dim W; = dim (X) — 1.
se W, N X # 0. O

2.6 FIBRAS

Definicao 2.104. Sejam f : X — Y um morfismo entre variedades quasi-projetivas e

y €Y. O conjunto f~' (y) é chamado de fibra de f sobre y.

Teorema 2.105 (Dimensao das Fibras). Seja f : X — Y wm morfismo sobrejetor entre

variedades quasi-projetivas. Suponha que dim X =n e dim Y = m. Entao:

i) m<n.
i) dim F > n—m para toda componente irredutivel F da fibra =1 (y) para todoy € Y.

iii) Eziste um aberto ) £ U C Y tal que dim f~'(y) =n —m para y € U.



37

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], paginas 76 e 77. O]
Corolario 2.106. Seja Y uma variedade quasi-projetiva. Para cada k inteiro, o conjunto
Yk:{yEY:dim f_l(y)Zk:}

¢ fechado em Y .

Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [9] na pagina 77. O

Teorema 2.107. Seja f : X — Y um morfismo sobrejetor entre conjuntos algébricos
quasi-projetivos. Suponha que Y é irredutivel e que, para todo y € Y, as fibras f~ (y) sdo

rredutiveis e de mesma dimensao k. Entao X irredutivel.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9] paginas 77 a 78. O

2.7 ESPACO TANGENTE

2.7.1 Série de poténcia e série de Taylor

Defini¢ao 2.108. O anel de séries de poténcias formais, denotado por K|[[T]|, onde

T=(T,...,T,), € um anel cujos elementos tém expressao infinita dada por
e=FO 4+ FO 4 L0 |
onde F ¢ K[Ty,...,T,] sdo polinémios homogéneos de grau i. Dadas

e=FO 4+ Fp® 4 404

p=GO+GW 4 +G™ 4

as operagoes sobre K[[T]] sdo dadas por

o =HO + g 4+ HM 4
com H® = Z GY FO.
i=j+0
Definicao 2.109. Sejam X C A™ uma variedade e x € X. A série de poténcias formal ¢

¢ denominada série de Taylor da funcio f € Ox , se para todo inteiro positivo, tém-se

k+1
x

f— Sk (u,ug,...,u,) Em

k
onde S), = Z FO ¢ Up, U, ..., Uy, € Ox 5 SGO 08 parametros locais de x.
=0
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Teorema 2.110. Sejam X C A" uma variedade e x € X. Toda funcao f € Ox , possui

série de Taylor. Se x é nao singular, a série de Taylor é unica.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 102. ]

Teorema 2.111. Sejam X C A™ uma variedade e v € X. A fungio 7 : Ox , — K|[[T]
que associa cada funcao a sua série de Taylor é um isomorfismo de inlcusdo do anel local

Ox . no anel de séries de poténcias formais K[[T]].

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 103. O

2.7.2 Espacgo tangente e diferencial

Sejam X C AY um fechado afim # € X. Suponhamos que o sistema de coordenadas
de AV seja escolhido de tal modo que z = (0,0, ...,0). As retas passando por  sao da forma
L={at:t€ K} comae AN\ {z}. Se X é dado por equagdes F} = F, = ... = F,, = 0,

entao os pontos de intersecao X N L sao dados por
F (at) = Fy (at) = ... = F,, (at) = 0.

Seja f (t) o maximo divisor comum de Fj (at), F; (at), ..., F,, (at). Temos que, como
x € XNLewxédadoport =0, entdo t = 0 é a raiz de f(¢). A multiplicidade
de intersegao da reta L com X em z é a multiplicidade de ¢ = 0 como raiz de f (t).
Observamos que a multiplicidade de intersecao é independente da escolha das expressoes
F,Fs, ..., F,,. De fato, temos

f(t)=mdc{F (at): Fel(X)}.

Dizemos que a reta L é tangente a X em x se a multiplicidade de interse¢ao de L com
X em z for maior ou igual a 2. O espago tangente a X em x é o lugar geométrico de
todos os pontos de AN que estdo em alguma reta tangente a X em z e é denotado por

T,.X. Agora, consideramos as decomposicoes de cada F; em componentes homogéneas
F, = Fz’(O) +Fz‘(l) + .. +Fi(ri)’

onde cada F,w ¢ homogéneo de grau j. Como = = (0,0, ...,0) é raiz de F; entao E(O) =0.

Além disso, temos

F;(at) = Fz-(l) (at) + FZ-(2) (at) + ... + Fz-(”) (at)
= tFY (a)+ 2 (F? (a) + .. + 17 2F" (a)).

Deste modo, t = 0 tem multiplicidade maior ou igual a 2 como raiz de F; (at) se, e somente

se, Fi(l) (a) = 0. Assim, a reta L é tangente a X se, e somente se,

FY(a) = F§Y (a) = ... = FD (a) = 0.
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Mas a reta L pode ser determinada por qualquer um de seus pontos fora da origem, e,

portanto, o espaco tangente a X em x é definido pelas equagoes
Y =RY=.=FDY () =0.

Notamos que

FO(T) =3 0 @) (T ).

Defini¢ao 2.112. Sejam x = (x1,x2,...,2,) € A" e F € K[T1,Ts, ..., T,,] um polinémio

nao nulo. Consideramos a série de Taylor de F' em x, dada por
F(T)=FOT) + FO(T) + ... + F")(T)

comT = (Ty — 21, Ty — 9, ..., Ty, — x,) € cada FU) (T) é homogéneo de grau j nas varidveis

T, —x;, comi € {1,2,...,n}. A diferencial de F em x é definida por:

d,F = FY(T).
Agora, como F" (T) =Y 3 (x) (T; — x;), podemos escrever
i=1 9Ti

4P = FO (1) =3 90 () (1, — ).

0
Proposicao 2.113. Dados F,G € K[11,Ts, ..., T,], sequem as sequintes propriedades:

it) dy (aF) = ad, (F), Va € K

i) dy (F-G)=F -d, (G)+ G -d, (F)
Demonstracao.

i)

ii)




40

i)

Fod (@) +Gdi(F) = G Y5 (@) (T—a)+ F )Y 52 (0) (T - )
L F) (gfl (@) (T =)+ + 2 (@) (T, m)
= <G (x) 251 () (Th — x1) + F (2) SJCIT; () (Th — :cl)>
_|_ [N

OF oG
+ (G055 @@= ) 4 P @) 50 @) (T~ )

Definigao 2.114. Seja X C A™ uma variedade, com X =V (F). Definimos o espago

tangente a X em x = (x1,...,x,) como sendo o conjunto

=1

Sejam X =V (Fy, Fy, ..., F,;,) C A" uma variedade afim e z € X. Entao as equagoes
do espago tangente sdo:
d,Fy =d, = ...=d,F,, =0

onde d F; = E-(l) para cada i € {1,2,...,m}. Supomos agora que I (X) = (F1,..., F},)

e seja g € K[X]. Sejam G e H em K[Ti,...,T,] tais que H |x= g = G |x, isto é,
(H—-G@G) |x=0. Entdo, F = H—-G € I(X). Como [ (X) = (F1,..., F,), temos que

existem A; € K[T,Ts,...,T,] tais que F = ZAZFZ Assim, para x € X, temos
i=1
= (A (v)d.Fy + ... + A, (x) d Fy)

pois para todo x € X, temos que F; () = 0, para todo i € {1,2,...,m}. Como as equagoes
de T, X sao dadas por:
d,Fy = d,Fy = ... =d,F,, =0,

temos d,F |7,x=0. Como F = H — G, temos
d.F =d,H — de =d,H |TIX: dIG ‘TIX .

Assim, podemos fazer a seguinte definicao:
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Defini¢ao 2.115. Seja g € K[X]|. Definimos a diferencial de g em x como sendo
d.g = d,G |1, x, onde G € K[T1,Ts,--- ,T,] € tal que G |x=g¢

Sejam X C A" uma variedade e x € X. Consideramos o conjunto
TX ={(p,x) e A" x X :pe T, X}.

Observamos que T'X é um fechado de A™ x X. Consideramos ¢ : TX — X dada por
7 (p,z) = x. Dessa forma, m (T'X) = X. Pelo Teorema da Dimensao das Fibras, existe

s >0 tal que dimg (77! (x)) > s, para todo x € X. Agora
7)) ={(px)  pe T, X} =T, X.
Assim, podemos definir o seguinte

Definicao 2.116. Sejam X C A" uma variedade e x € X. Dizemos que x é um ponto
ndo singular quando dimg (T, X) = s. Caso dimg (T,X) > s, x é denominado ponto

singular. Dizemos que X é nao singular se todo ponto x € X € nao singular.

Proposicao 2.117. Sejam X uma variedade afim e x € X um ponto nao singular. O

anel local Ox , € um dominio de fatoracio unica.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 108. ]

Teorema 2.118. Sejam X uma variedade e x € X um ponto ndo singular. Entao,
dim7,X =dim X .

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9], pagina 93. O
2.8 EQUACOES LOCAIS

Definicao 2.119. Sejam X um fechado afim e x € X. Dizemos que fi, fo, ..., fm € Ox
sdo equacgoes locais de um fechado afim'Y C X em uma vizinhanca de x se existe uma

vizinhanga afim U de x em X tal que f1, fo, ..., fm s@o requlares em U e

IU (Y N U) = <f1,f2, 7fm> em K[U} .

Proposicao 2.120. Sejam X wum fechado afim e Y um fechado de X. Seja x € X. As

funcoes f1, fa, ..., fm € Ox 4 sdo equagoes locais de Y numa vizinhanga de x se e somente

se My, = (f1, fo, oy fm)-

Demonstragdo. Suponhamos que fi, fa, ..., fm € Ox, sdo equagdes locais de z em um

fechado Y C X, isto é, existe uma vizinhanca afim U de x tal que as fungoes f1, fo, ..., fmm
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sao regulares em U e Iy (Y NU) = (f1, fa, ..., fm) em K[U]. Observamos que Ox , = Oy .
Dai,
my, = {Z € Oy iuve KU, uely (YNU), v () ¢o}.

Logo, my, = (f1, fo, .o, fr) = v (Y NU).
Agora, suponhamos que my, = (fi, fa, ..., fm). Sejam g1, ga, ..., gs € K[X] os geradores de
Ix (Y). Para cada i € {1,2,..., s}, temos

gi € My gz = §; = Z hij i, (2.4)
j=1

onde h;; € Ox,. Seja U o aberto principal onde as fungoes f; e h;; sao todas regulares.

Temos que x € U. Suponhamos que U = X, onde g € K[X]. Pela Proposicao 2.25, temos

que
K[U] = K[X,] = {g“’; . f e K[X],m > o} .
Por (2.4), segue que:
(91,92, , 9s) = Ix (Y) K[U] C (f1, fay s fin) (2.5)

Afirmacgao: Ix (Y)K[U| =1y (Y nU).
De fato, seja v € Iy (Y NU), entdo

veK[Ul ev(y)=0,Vy eYNU

~—

Como K[U] = K[X,], temos que v = —, para algum r > 0 e u € K[X]|. Logo,

= 0 para todo y € Y. Como 1/¢g" € K[U],

=

~—

u=wvg € Ix(Y), pois u(y) = v (y).g" (y
segue que v = — € Ix (Y) K[U]. Logo,
g"’

Iy (Y NU) C Ix (V) K[U].

Por outro lado, temos que
Ix Y)YK[U Cly(YNU).

Portanto,

Ix(Y)K[U] = Iy (Y NU).

Como (2.5) ocorre, segue que

Iy (Y OU) C(frs fayoes ) -

Por outro lado, para cada i € {1,2,...,m}, temos f; € Iy (Y NU), pois f; é regular em U
e se anula em Y NU. Dessa forma, Iy (Y NU) = (f1, fo, ., fm) - O
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Sejam X e Y conjuntos algébricos quasi-projetivos tais que Y C X. Seja z € X.

Consideramos o seguinte ideal de O ,,

My, = {Z € O0xy:u,ve K[ X|Juelx(Y),v(z) %0}

Vamos considerar os seguintes casos:

i)

ii)

u

Sejam z € Y e — € my,. Como u € Ix (Y), temos que u(y) =0, Vy € Y. Dessa
v

forma,

myJme:{ZEK(X):u(:C):Oev(:E)#O}.

u
Suponhamos que x € X \ Y. Se — € my,, como z ¢ Y, temos que u (x) # 0. Dessa
v

u 7/ . .
forma, " ¢ uma unidade de Ox ,. Assim, my, = Ox,.

Portanto,

My, =0x,, se x¢&Y.
Yo T ¢ (2.6)
my, C m,, se r €Y.

Teorema 2.121. Sejam X um fechado afim e x € X ponto nao singular. Seja Y C X

uma variedade tal que dim (Y) = dim (X) — 1. Entao, Y tem uma equagdo local numa

vizinhanga afim de x.

Demonstragdo. Seja x € X. Vamos considerar os seguintes casos:

(i)

r¢Y.
Por (2.6), temos que my, = Ox, = (1). Logo 1 € Ox, é uma equagao local de Y

em uma vizinhanca de x.

reyY.

Seja f € Ox, uma funcao que se anula em Y. Pela Proposicao 2.117, temos que
Ox . ¢ um dominio de fatoragao tnica, donde f pode ser fatorado como um produto
de fatores irredutiveis. Sendo Y irredutivel, algum fator de f, digamos g, deve se

anular em Y.

Afirmacao: g ¢ a equacao local de Y em z.

De fato, substituindo X por uma vizinhanga aberta afim de z, podemos supor que
g é regular em X. Como Y C V (g) C X e as dimensoes de Y e V (g) sdo iguais,
segue que Y é uma componente irredutivel de V' (g). Logo, V (g) = Y UY". Observe

que z ¢ Y’, pois, caso contrario, existiriam h e b’ € K[X] satisfazendo:

helx(Y) comh¢my ,
helx(Y') comh ¢ my,
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Agora, temos h.h/ =0 em V (g). Dessa forma, g divide (h.h')" em K[X] para algum
r > 0. Logo, g divide (h.h/)" em Ox,. Como Ox, é um dominio de fatoragio
Unica, segue-se g divide h ou g divide b’ em Ox,. Assim, h ou h' anulam-se em
uma vizinhanca de x em V' (g). Diminuindo X, se necessario podemos supor que h
ou b/ anula-se em V (g), implicando em h € my-, ou b’ € my/ ,. Contradigao, logo
x ¢ Y’ Como z ¢ Y’ substituindo X por uma vizinhanca de x, podemos supor
que V (g) =Y. Agora, se u € K[X]| anula-se em Y entao g divide u* em K[X] para
algum s > 0. Consequentemente g divide u® em Ox,. Como Ox , ¢ dominio de

fatoragdo unica, g divide u em Ox .. Portanto, my, = (g) .

]

Definicao 2.122. Seja x € X um ponto ndo singular de uma variedade X, com dim X =
n. Dizemos que fungoes fi,..., f, sao para@metros locais em x se f; € m,, para todo

i €{1,2,...n} e as imagens de fi,..., fn formam uma base do espago vetorial m,/m?2.

Proposicao 2.123. Seja x € X um ponto nao singular de uma variedade X, com

dim X =n. Os parametros locais de x geram o ideal mazimal m,.

Demonstragio. Sejam fi, ..., f, parAmetros locais de x. Considere o ideal I = (fi, ..., f,) C
m,. Como, f1, ..., f, sdo pardmetros locais em z, segue da definicao que fi, ..., f,, geram
m,/m2 como um Oy ,/m,-médulo (equivalentemente um espago vetorial sobre o corpo
Ox ./m;). Entao

2 2
I+m;=m, +m, —

I I NI
I , m,
onde 7= {0} e m; + m2 = m,. Pelo Lema de Nakayama, temos que M = - ¢um

modulo nulo, entdo m, = 1. O

Proposicao 2.124. Sejam X um fechado afim e x € X. Entao d, define um isomorfismo
de K-espago vetoriais
T,X = (mx/mi)*

Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [7], paginas 104 a 106. ]
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3 DIVISORES

3.1 DIVISORES DE WEIL

Nessa se¢ao, uma variedade X serd uma variedade quasi-projetiva, a menos quando

explicitado diferente.

Definicao 3.1. Seja X uma variedade. Uma colegcio de subvariedades Cy,Cs, ..., C, de
codimensao 1 em X com multiplicidades inteiras atribuidas ki, ks, ..., k. é chamada de

divisor (de Weil) de X. Representamos um tal divisor como

D=3 kCi.

i=1
Se k; > 0 para todo i e k; > 0 para algum i, entdo escrevemos D > 0 e dizemos que D é
um divisor efetivo. Caso k; # 0, para todo i € {1,2,...,r}, entdo C;UCyU...UC, é
chamado de suporte de D e denotado por Supp (D). O conjunto dos divisores (de Weil)
de X € denotado por Div (X).

Definigao 3.2. Sejam D = > k,C; e D' = Y k.C; divisores sobre uma variedade X .
Dizemos que D > D' se e somente se k; > ki para todo i. Em particular, dizemos que
D =3 k,C; >0 quando k; > 0 para todo i.

Definicao 3.3. Uma subvariedade C' de codimensao 1 em X e com multiplicidade 1 €

chamada de divisor primo.

T T
Dados dois divisores D = Z kiC;e D = Z k!C; sobre uma variedade X, podemos
i=1 i=1
definir o divisor soma através do mesmo conjunto de subvariedades como

D+D => (k+k)C;.
i=1
Proposicao 3.4. Sejam A um anel Noetheriano e M C A um ideal tal que todo elemento
14 M é invertivel em A. Entao

NI+M)=1
n>0
para todo ideal I de A.
Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9] na pagina 284. O

Observamos que tomando I = 0 na Proposicao 3.4 e aplicando o Lema 2.78,
obtemos
(M = {0}
n>0
Este resultado é conhecido como Teorema da Intersecao de Krull.
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Proposicao 3.5. Sejam X uma variedade e Y C X uma subvariedade de codimensao 1.

Entao Y tem uma equagdo local em todo ponto nao singular x € X.

Demonstracao. Como o resultado é de natureza local, podemos supor X uma variedade

afim. Assim, pelo Teorema 2.121, segue o resultado. O

Seja C' C X uma subvariedade de codimensdo 1 em uma variedade X nao singular.
Pela Proposicao 3.5, C' tem uma equagao local 7 € O¢, para todo x € C. Logo, existe U
tal que
Iy (CNU) = ()

em K[U], onde 7 regular em U.

Proposicao 3.6. Sejam C' uma subvariedade de codimensao 1 em uma variedade nao
singular X e m uma equagao local de C, isto é, Iy (CNU) = () para algum aberto afim
U deC. Se f € K[U]\ {0}, entdo existe k € N tal que f € <7rk> ef¢ <7rk+1>.

Demonstracio. Se f € <7Tk> para todo k > 0, segue que f € ﬂ<7rk>. Observamos que
1+ (m) é invertivel em K[U]. De fato, como 7 é uma equacao local para X NU, temos que
m(xz) = 0 para todo x € X NU. Assim, (1 + 7)(z) =1+ 7n(z) =1 para todoz € X NU.
Logo, pela observacao feita apds a Proposicao 3.4, temos que <7rk> = {0}, o que implica
f = 0. Isso contradiz o fato de f # 0. m

Assim, podemos fazer a seguinte definicao:

Definigao 3.7. Sejam C uma subvariedade de codimensao 1 em uma variedade nao
singular X e m uma equagao local de C, isto é, Iy (CNU) = (w) para algum aberto afim
U de C. Seja f € K[U]J\{0}. O menor inteiro k > 0 tal que f € <7rk> ef¢ <7rk“> éa

valorizagdo de f em C. Denotamos por ve (f) = k.

Proposicao 3.8. Com as hipdteses da Defini¢io 3.7, a valorizag¢io de f em C, ve (f),

independe da escolha do aberto U.

Demonstragio. Para mostrarmos que ve (f) independe da escolha do aberto U, basta
mostrar que ve (f) assume o mesmo valor para V' C U aberto afim com V N C # (). Seja
V' C U um aberto afim com VN C # 0 e Iy (Yy) = (r) onde Yy =V N C. Dessa forma,
Iy (Y)) = Iy (C NU) o que implica v¥ (f) = v¥ (f). Suponhamos que V seja um aberto
qualquer satisfazendo as condigoes de U. Entao, U NC e V N C sdo abertos nao vazios de
C. Seja W uma vizinhanga afim em U NV para algum ponto z € U NV N C. Da mesma

forma feita anteriormente, vZ (f) = v (f) e v& (f) = v (f). Logo, v& (f) = v& (f). O

Proposicao 3.9. Sejam X uma variedade e C' C X uma subvariedade de codimensao 1.
Sejam f1 e fo € K (X) com fi #0 e fo # 0. Sao vdlidas as sequintes propriedades:
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i) ve (fi + f2) = min{ve (f1),ve (f2)} desde que fi + fo #0

i) ve (fi-f2) = ve (f1) +ve (f2)

Demonstracao. i) Suponhamos que m € O¢,, seja uma equagao local do fechado C, isto
é, 1 (CNU) = (m) para algum aberto afim U. Sejam k; = vo (f1) € k2 = vo (fa)-
Dessa forma, temos f; € <7rk1> e f1 ¢ <7r’“1+1>, o que acarreta f; = 7. gy, para
algum ¢; € K (X) e g1 ¢ (7). Da mesma forma f, € <7Tk2> e fod <7rk2+1>, donde
fo = 7"2.gy, para algum g, € K (X) e go ¢ (7). Observemos que

fi+ fo= 7Tk191 +7Tk292'

Suponhamos, sem perda de generalidade, que k1 < ky. Dessa forma,
fit fo=a" <g1 + 7Tk2_k192) .

Entao, f1 + fo ¢ <7Tk1+1>. Logo, vo (f1 + f2) = min{ki, ke}. Ocorre a igualdade
quando ki = ks.

ii) Suponhamos que 7 € O¢, seja uma equagao local do fechado C, isto é, existe um
aberto afim U tal que I (CNU) = (m). Sejam k; = vc (f1) e ks = ve (f2). Dessa
forma, temos f; € <7rk1>, o que acarreta f; = 7*.g;, para algum g; € K (X), e

fo e <7rk2>, donde f, = 72.gy, para algum ¢, € K (X). Dai, temos
Ji-fa = (Wkl-SJl) : (Wk2-92> = (Wlier) 91-92

o que implica fi.fs € <7Tk1+k2>.
Agora, como f; ¢ <7Tk1+1>, segue que fi.fs ¢ <7rk1+k2+1>. Logo, ve (f1, f2) = k1 + ko.
O

Sejam C' C X uma subvariedade de codimensao 1 em uma variedade nao singular
X e m uma equagao local de C, isto é, Iy (C NU) = (r) para algum aberto afim U de X.

Seja f € K (X). Entdo, f pode ser escrito como f = % com g, h € K[U]. Pela Proposigao

3.9, temos

ve (f) = ve (Z) = e (g.h’1> = e (9) +ve (hil) =ve (g9) —ve (h) .

Essa forma de expressar ve (f) ndo depende da escolha dos representantes de f. De fato,
/ /

consideremos valido ainda f = g—/ Dali, g—/ = g, o que acarreta, ¢".h = g.h’. Assim,

ve (g'.h) = ve (g.h'). Logo, pela Proposigao 3.9 temos v (¢') + ve (h) = ve (g) + ve (B).
1 1
Assim, ve (¢') — ve (B') = ve (g) — ve (h). Dessa forma, segue que ve (g’./) = vo (g.h),

h
/
0 que acarreta vo (i/) = v (Z) .
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Definicao 3.10. Sejam X uma variedade e f € K (X). Se ve (f) =k > 0, dizemos que
f tem um zero de ordem k ao longo de C. Caso, ve (f) = —k <0, dizemos que f tem

um polo de ordem k ao longo de C'.

Definigao 3.11. Sejam X wuma variedade e f € K (X). O divisor D tal que D =
Y ve (f)C, onde a soma € feita sobre toda subvariedade de codimensao 1 na qual ve (f) €

ndao nulo, é denominado divisor principal de f, e denotamos por div (f).

Observemos que, como ve (f1.f2) = ve (fi) + ve (f2), temos que

div (flfg) = div (fl) + div (fg) .
Além disso, temos que div (f) =0, se f € K e, div(f) >0se f € K[X].

Definicdo 3.12. Sejam X uma variedade e D e D' divisores sobre X. Dizemos que
D ¢é equivalente a D', e denotamos por D ~ D', quando existe f € K (X) tal que
D' = D +div (f).

Definigao 3.13. Sejarm X uma variedade e f € K(z). Se div(f) =Y kiC;, entdo os

divisores

{i| ki>0} {i| ki<0}

sao denominados, respectivamente, divisor de zeros e divisor de polos de f.

Temos que divg (f) > 0 e dive (f) > 0. Além disso, podemos escrever

{i| ki>0} {i| ki<0}

Definicao 3.14. Seja D = Z k;C; um divisor sobre uma variedade X . Definimos o grau
i=1
de D como sendo o nimero inteiro

deg D => k.

i=1
Exemplo 3.15. Sejam X = P" e C C X uma subvariedade de codimensdo 1. Entao,
existe um polindmio homogéneo nao nulo G € I, (C). Como C é irredutivel, algum fator
H de G deve ser nulo em C. SejaY =V, (H). Observamos que Y = X NV, (H). Pelo
Teorema 2.99, temos que dim Y = dim X — 1. Assim, dim Y = dim C. Pela Proposi¢io
2.94, seque que C' =Y. Assim, podemos dizer que qualquer subvariedade de codimensao

1 € definida por uma unica equagcao homogénea F e, além disso, se F' tiver grau r no

aberto afim U;, temos que I (CNU;) = . Com esse fato, obtemos um método de

F
CZ';:—'I"
contrugdao do divisor principal de uma fungao f € K (P"). Um representante para f é dado
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F ,
por — onde F e G sdo polinomios homogéneos de mesmo grau. Supondo F = HHZI e

G
G =1]]Lj", temos que

onde C; e D; sao hipersuperficies irredutiveis definidas respectivamentes por H; = 0 e

L; =0 para todo i e todo j.

Teorema 3.16. Sejam X uma variedade projetiva nao singular e f € K (X). Se div (f) >

0, entdo f € regular.

Demonstra¢ao. Suponhamos que div (f) > 0 e que f nao seja regular em um ponto = € X.
Entao, f = % com g,h € Ox,, mas % ¢ Ox .. Como Ox, ¢ um dominio de fatoragao
unica podemos escolher g e h sem fatores em comum. Seja 7 € Oy, um elemento primo
tal que 7 divide h e 7 nao divide g. Assim, g ¢ (m). Em alguma vizinhanca U do ponto
xg, V (m) serd irredutivel de codimenséo 1. Considerando C' como o fecho de V' (7) temos
ve (f) = ve (z) = ve (g9) — ve (h) = —ve (h). Como h € (), temos ve (h) > 0. Assim,
ve (f) < 0 o que contradiz o fato de div (f) > 0. O

Teorema 3.17. Para qualquer divisor D em uma variedade nao singular X e qualquer

numero finito de pontos xi,xs,...,x,, em X existe um divisor D' com D «~ D' tal que
x; & Supp (D') para i € {1,2,...,m}.

Demonstracio. Essa demonstracao pode ser encontrada em [9], pagina 158. O]

3.2 DIVISORES E APLICACOES RACIONAIS

O objetivo dessa secao ¢é estabelecer um critério para a determinagao da regularidade
de uma aplicacao racional ¢ : X --» P" dada por ¢ (z) = (fo (z) : f1(z) : ... : fu(x)) com
fi € K (X) em termos de divisores.

Definicao 3.18. Dados os divisores D; = Y k;;C; para i € {1,...,n}. Define-se o

mdximo divisor comum como sendo
mdc {Db Dg, ceny Dn} = Z l]O]
onde l; = min{k;;} .

Seja X uma variedade nao singular. Consideramos a aplicagao racional ¢ : X --» P"
dada por ¢ (z) = (fo(x) : fi(x):...: fu(z)) com f; € K (X). Vamos assumir que f; é nao
nula em X para todo i € {0,1,2,...,n}. Suponhamos que, para cada i € {0,1,2,...,n},

temos

div (fz) = i l{:ijC’j (S fz = (H 7-(-?2']') U;

Jj=1
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onde u; € Ox , com u; (x) # 0 e, para cada j € {0,1,2,...,m}, m; é uma equacao local de
C; para algum aberto afim U; de C;. Como Ox , ¢ um dominio de fatoracao tnica, existe

o maximo divisor comum dos elementos fo, f1, ..., fn. Seja d = mdec{ fo, f1, ..., fn}. Entéo

i) d divide f; para todo i € {0,1,..,n}. Assim, f; = d¢;, com ¢; € Ox, para cada
i €{0,1,2,...,n}. Consequentemente, EZ € Ox, para cada i € {0,1,...,n}.

ii) Se d; € K (X) é tal que d;y divide f; para cada ¢ € {0,1,...,n}, entdo d; divide d, o

que acarreta d = d;.g, com g € Ox . Dessa forma, o € Ox,.
1

Além disso, como Ox , ¢ um dominio de fatoracao tunica, cada m; ¢ um elemento primo,

logo podemos escrever d = H?T;j onde [; = min{k;;} para j € {0,1,...,n}. Como ¢ é

regular em z, existe uma fungao g € K (X) tal que fi € OUx, para todo ¢ € {0,1,....,n} e
g

fi

podemos escolher ﬁ de tal modo que | = | (x) é nao nulo. Agora, temos que ﬁ € Ox,
g g
implica f; = g.r; para algum r; € Ox,. Como d = mdc {fy, f1,..., fn} temos que g divide
d, isto ¢é, existe h € Ox, tal que d = gh.
Afirmagao: h(z) #0

d
De fato, suponhamos h(x) = 0. Como d = gh, temos h = —. Agora, para cada
g

i €40,1,....,n}, fi = ds; para algum s; € K (X). Dai f; = ghs; o que acarreta é = s;h
g

para todo i € {0,1,...,n}. Como h (z) = 0, temos que fi (x) =0, o que contradiz o fato
g
de ¢ ser regular. Logo, h(x) # 0.

Assim, segue que

fi (fi\, (i ,
g_<gh>h—<d>h Vi e {0,1,....n}

kij

l.
g [I7}

Portanto, ¢ é regular em x quando nem todas as fungoes l;lﬂ';%
para cada i € {0,1,..,n}, ou seja, quando para algum 4, temos que k;; = [;;.

Logo,

sao nao nulas em x,

Agora, seja D; = Y k;;C}, onde cada C; ¢ um divisor primo. Pela Definigao 3.18,

podemos afirmar que
D; = DZ — mdc {Dl, DQ, ceey Dn} Z 0.

Em particular, se D = mdc{div (fy),...,div(f,)}, entdo D) = div(f;) — D. Em uma

. . kij—l; . . ,
vizinhanca de x, temos D, = div (H ;" J) . Assim, podemos dizer que ¢ é regular em
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7

z quando = ¢ Supp (D}), para algum i, ou equivalentemente, = ¢ (| Supp (D;). Dessa

forma, fica provado o seguinte resultado:

Teorema 3.19. A aplicacao racional ¢ : X --» P* com ¢ = (fo, f1,..-, fn) deiza de
ser reqular nos pontos x de (| Supp (D)) onde D} = D; — mdc{Dy, Do, ..., D, } para todo
ie{l,2,..,n}.

3.3 DIVISORES DE CARTIER

Definicao 3.20. Seja X uma variedade. Um divisor de Cartier ou localmente prin-

cipal € uma colegio de pares D = {(Ui, fi)z‘el}7 em que

. U U; =X, com cada U; aberto;

iel
e fi € K(U;)\{0},Viel,
fi f

e — e =, sao requlares em U; N Uj.

i fi

A colecao de pares {(Ui?fi)iel} ¢ denominado sistema compativel. O conjunto dos
divisores de Cartier é denotado por C,D (X).

Definicao 3.21. Dado f € K (X) \ {0} um divisor principal de Cartier é o par
div (f) = {(X, )}

Teorema 3.22. Seja X uma variedade ndao singular. Existe uma correspondéncia biunivoca
¢:C,D(X)— Div(X)
entre os divisores de Cartier e de Weil.

Demonstragio. Sejam D = Y k;C; um divisor de Weil sobre X e x € X. Cada C; é
definido em uma vizinhanga U; de z por uma equagao ;. Dessa forma D = div (f) em
U =NU; onde f = [[7F. Logo, cada x € X possui uma vizinhanca tal que D é principal.
Dentre todas estas vizinhangas podemos escolher um recobrimento finito X = UU; tal que
D = div(f;) em U;. Além disso se div(f;) = div(f;) em U; NUj;, entao f;/f; é regular em
U;NU;. Logo, D' = {(U;, f;)} define um divisor de Cartier sobre X.

Reciprocamente, consideramos D = {(Ui, fi) } um divisor de Cartier sobre

iel
X. Seja C' € X uma subvariedade de codimensao 1. Se C NU; # (), entao definimos
ki :==vc (f;). Se j é outro indice tal que C'NU; # (), entdo como f;/ f; é regular em U; N U,
temos que ve (fi/ f;) = 0 e, consequentemente, ve (f;) = ve (fj) Assim, podemos definir o

divisor de Weil sobre X dado por D' =Y k;C. O
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Definigao 3.23. Seja ¢ : X — Y um morfismo entre variedades. Seja D = {(U;, f;),}
um divisor de Cartier sobre Y tal que ¢ (X) € Supp (D). Definimos o divisor do

pullback ¢* (D), como sendo o sequinte conjunto
e (D) ={(¢7" W), ¢" (1)},

onde ©* (f;) = [ o estd definida em V; = ¢~ (U;).
3.4 DIVISORES SOBRE CURVAS

Definicao 3.24. Seja X uma curva projetiva nao singular. Um divisor D sobre X ¢é

uma soma formal do tipo Zkixi, comx; € X ek; € Z. O grau de D ¢ dado por
deg D => k.

Teorema 3.25. Se f: X — Y € um morfismo entre duas curvas projetivas ndao singulares
tal que f(X) =Y, entdo deg (f) = deg (f* (y)) para todo pontoy € Y.

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [9] pag 168 a 170. O

Corolario 3.26. Seja X uma curva projetiva nao singular. O grau de um divisor principal
sobre X € 0.

Demonstragio. Seja f € K (X)\K. Como toda fungao racional entre curvas projetivas
¢ um morfismo, temos que f define um morfismo f : X — P! da seguinte forma: se
f = % com g,h € K[X] de mesmo grau entdo o morfismo f : X — P! é dado por
f(z)=(g(x),h(x)). Observamos que divy (f) = f*(0) e que divy, (f) = f*(c0). Pelo

Teorema 3.25, temos

deg (div (f)) = deg(divy (f) — dive (f))
= deg (divg (f)) — deg (dive (f))
= deg (f"(0)) — deg (" (c0))
= degf —degf=0.

O
Proposicao 3.27. Seja X uma curva projetiva nao singular. Entao,
Vv (f) >0« feOx,,VreX.
Demonstragio. Essa demonstragdo pode ser encontrada em [3] na pagina 176. O

Proposigao 3.28. Seja X uma curva projetiva nao singular. Dada uma fungio f € K (X),

existe apenas um nimero finito de pontos x € X tais que v, (f) # 0.
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Demonstragio. Seja U um aberto na Topologia de Zariski tal que f, f~! € & (U). Para
todo z € U, pela Proposi¢ao 3.27, temos v, (f) > 0e v, (f71) > 0. Agora,

ve (f) = —va (f71) > 0.

Logo, v, (f) = 0. Como os abertos na topologia de Zariski sao densos, temos que X \ U é

um conjunto finito. Portanto, segue o resultado. O]

Proposicao 3.29. Seja X C P"™! uma hipersuperficie irredutivel n—dimensional definida
por F'=0 com deg F = k. Considere £ (X,mFE) o espago vetorial de formas de grau m
médulo o subespago de formas matiplas de F' de grau m — k, em que E = div (z), o um
ponto no infinito. Entao,

i) Sem < k entao { (mE) = ("H)

m

ii) Sem >k entdo ¢ (mE) = ("1') — ("))

Demonstragio. Essa demonstracao pode ser encontrada em [9] nas paginas 163 e 164. [
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4 TEOREMA DE RIEMANN-ROCH
4.1 ESPACO DE RIEMANN-ROCH

Definicao 4.1. Seja D um divisor em uma variedade projetiva nao singular X. Definimos

o espago de Riemann-Roch de D como o conjunto
Z(D)={fe K (X):div(f)+ D >0}uU{0}.

Proposicao 4.2. Seja D um divisor em uma variedade projetiva nao singular X. Temos
que Z (D) # {0} se somente se D é equivalente a algum D’ > 0.

Demonstragio. Se f € £ (D) é nao nulo, entdao div (f) > —D. Definindo D' = D +div f,
temos que D ~ D'. Reciprocamente, se D ~ D’ > 0, entdo —D < D' — D = div (f), para
algum f € K (X)\ {0}, isto ¢ Z (D) # {0}. O

Proposicao 4.3. Sejam D = Y k,C; e D' = Y kIC; divisores sobre uma variedade
projetiva ndo singular. Se D < D', entao £ (D) C £ (D’).

Demonstracio. Seja f € £ (D) \ {0}. Primeiro, observamos que como div (f) + D > 0,
entao div (f) > —D. Assim, se —D < div (f) = Y ve, (f) C;, segue que ve, (f) > —k;.
Agora, como D < D’ temos k; < k.. Dai

ve (f) > —ki > —kl = div(f) > —-D' = div(f)+ D' >0
Dessa forma, f € .Z (D) \ {0}. O

Proposicao 4.4. Seja D = 3" k;C; um divisor sobre uma variedade projetiva ndao singlar.

Entio, £ (D) é um K-espago vetorial.
Demonstracio. Sejam fi, fo € £ (D). Observamos que:

e vo, (fi + f2) = min{vC; (f1),vC; (f2)} > —ki, 0 que implica f; + fo € Z (D).

o Para A\ € K*, temos que
ve, ()‘fl) = Uci<>\) + g (fl) = v, (fl) > —ki,
donde segue que \f; € Z (D).

Assim, segue que .Z (D) é um K-espago vetorial. ]

Definig¢ao 4.5. A dimensdo de £ (D) como K-espago vetorial serd denotada por ¢ (D),

sendo denominada dimensdao de D.
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Proposicao 4.6. Sejam X um curva projetiva irredutivel ndo singular e D = anxl um

divisor sobre X. Entdo:

i) Z(0)=K.
ii) Se deg (D) < 0 entio £ (D) = {0}.

iii) £ (D) é um K-espago vetorial de dimensao finita.
Demonstracao.

i) Observamos que
Z0)={feK(X):div(f)+0>0}.

Como div (f) > 0, pelo Teorema 3.16, segue que f é regular. Como X é curva projetiva

irredutivel, pelo Teorema 2.62, segue que K[X| = K. Assim,

Z(0)={fe K (X):div(f)+0>0} =K (X)nK[X] = K[X] = K.

ii) Suponhamos que deg (D) < 0 e que .Z (D) # {0}. Seja f € Z (D) tal que f # 0. Dessa
forma, div (f) + D é um divisor efetivo. Observe que deg (div (f) + D) = deg (D) < 0,
pois, pelo Corolario 3.26, segue que deg (div (f)) = 0. Isso contradiz o fato do divisor
div (f) + D ser efetivo.

iii) Seja D = D; — Dy um divisor sobre X com D;, Dy > 0. Como D < Dy, temos que
L (D) Cc Z(Dy). Se f e Z(D), entdo D := div (f) + D; — Dy > 0. Como Dy > 0,
segue que div (f) + Dy = Dy + D > 0, isto é, f € £ (D). Logo, podemos supor que D é

efetivo. Seja t um parametro local de x € X. Observamos que
(o (f) +n; > 0= v, (tnlf) >0=t"fe ﬁX@.

Pelo Teorema 2.111, temos que O, C K[[T]]. Assim, considerando a expansao em série

de poténcias de f, podemos escrever

f=T" (Z aiTi> (4.1)
no corpo de fragoes K ((T')) de K[[T]]. Assim, a correspondéncia dada por

v Z (D)= @ T KT

r,€X

associa cada elemento de £ (D) a um elemento do espago soma direta @ T~ K[[T],
r,€X
onde cada parcela é feita como em (4.1) e os x; sdo os pontos de X tais que vy, (f) = n; # 0.
No quociente
® T KT
T, €EX

K[T]]
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esta correspondéncia terd um ntimero finito de parcelas da forma
T " ag + . + ap, 1T
que correspondem a pontos de K™ da forma (ay, ..., an,—1). Além disso,
kerp ={f e Z (D) v, (f) >0Vr e X}

isto é, os elementos de ker 1 sdo funcoes regulares sobre X. Como X é uma curva projetiva

£ (D
irredutivel nao singular, pelo Teorema 2.62 segue que ker 1) = K. Assim, (D) é isomorfo
er
a um K-espago vetorial de dimensao finita. Portanto, £ (D) tem dimensao finita. n

Observagao 4.7. O resultado e a demonstragio do item iii) da Proposi¢io 4.6 continuam

validos para X uma variedade nao singular arbitrdria.

Teorema 4.8. Sejam X um curva projetiva irredutivel nao singular e D um divisor sobre

X. Entao, £ (D)~ Z (D + div (f)) para todo f € K (X)\{0}.
Demonstragio. Consideremos g € .Z (D + div (f)), entao
div(g) + D + div(f) > 0 < div(f.g)+D > 0.

Assim, podemos definir a aplicagao ¢ : Z (D + div (f)) — £ (D) dada por ¢ (g) = f.g.
Observamos que ¢ (g + g1) = ¢ (g9) + ¢ (91) e ¢ (kg) = kp (g), para todo k € K. Logo, ¢
¢ uma transformacao linear. Seja g € ker ¢ , isto é, ¢ (g) = 0. Como f # 0, para que

v (g9) = fg =0, devemos ter g = 0. Dai, ker ¢ = {0}, donde concluimos que ¢ é injetora.

Seja h € £ (D). Como f # 0, podemos considerar g = ; Observamos que

div (g) + D + div (f) = div (h) — div (f) + D + div (f) = div(h) + D >0

h
pois h € Z (D). Assim, g € £ (D + div (f)). Além disso, temos que ¢ (g) = f? =h, o
que mostra que ¢ é sobrejetora.
Portanto, .Z (D) ~ .Z (D + div (f)) para todo f € K (X)\{0}. O

Observamos que, pelo Teorema 4.8, espagos de Riemann-Roch associados a divisores

equivalentes possuem a mesma dimensao.
Definicao 4.9. Um divisor D define um sistema linear completo, dado por
|ID|={D" € Div(X): D' >0eD ~ D}.

Definigao 4.10. O espago projetivo P (V') associado a um espago vetorial V' é conjunto

de subespacos vetoriais de V' de dimensdo 1.
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Proposicao 4.11. Sejam X uma curva projetiva ndao singular e D um divisor sobre X.

FEziste uma bije¢io natural entre |D| e o espago projetivo P (£ (D)).

Demonstragio. Seja f € £ (D), f # 0. Definamos Dy := div (f) + D > 0. Observemos
que, dessa forma, Dy ¢é linearmente equivalente a D. Logo, temos que a aplicacao
Y P(Z (D)) — |D| dada por ¢ (f) = Dy estd bem definida. Seja D" € |D|, isto é,
D'>0e D' ~ D. Dessa forma,

D' — D =div (f),para algum f € K (X)\ {0}.
Sendo D’ > 0, temos div f + D = D' > 0, ou seja, f € Z (D). Logo, 1 é sobrejetora.

Agora, sejam f,g € K (X) tais que div (f) = div(g). Entao f é regular em todos os
g

pontos, pelo Teorema 2.62, segue que i =\, A € K*. Consequentemente, f = \g, isto é,

1 ¢é injetora. Portanto, 1) é bijetora. O]

4.2 TEOREMA DE RIEMANN-ROCH

Ao longo desta se¢ao vamos considerar X como sendo uma curva projetiva irredutivel
nao singular. Além disso, consideramos V* o espaco dual do espaco vetorial V, V+ como

complemento ortogonal do espago vetorial V' e V° como o anulador do espago vetorial V.

Definigao 4.12. Uma distribuicdo (ou adele) r sobre X é uma fungao que associa a
cada x € X uma fungio racional r, € K (X) com a condicao que v, (r,) < 0 para no
mazximo uma quantidade finita de pontos, isto é, v, (rz) > 0 para quase todo ponto. O

conjunto de distribuicoes serd denotado por X .

Consideremos distribuigoes r e s sobre X, ou seja, v, (r;) > 0 ¢ v, (s;) > 0, exceto

possivelmente para um nimero finito de pontos. Lembremos que
Vg (T2 + 82) > min{w, (ry), v, (s2)} e vy (kry) = v, (r,) para todo k € K .

Dessa forma, podemos definir as distribuigdes r + s e kr como (r+s), = r, + s, €

(kry) = kr,. Estas operagoes definem uma estrutura em Z de espago vetorial sobre K.

Agora, considerando um divisor D = Y n;x; com x; € X, definimos o seguinte

conjunto
H(D)={r € #: vy, (ry;) +n; > 0e v, (r,) > 0parax #x;Vi}.

Proposicao 4.13. Sejam X uma curva projetiva irredutivel nao singular e D = anxl

um divisor sobre X. Temos que % (D) é um subespago vetorial de X .

Demonstra¢io. Observamos que Z (D) C Z por construgao. Sejam r,s € #Z (D). Assim,
Vg (T + Sg;) > min{vy, (14,) , Vs, (Sz;)} + 1 > 0, 0 que implica r + s € Z (D
para k € K, temos vy, (kry,) + n; = vy, (1y,) +n; > 0, o que implica kr € Z (D

Agora,

).
), O
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Proposicao 4.14. Seja X uma curva projetiva irredutivel ndo singular. Sejam D =
> nxi e D' =Y mz; divisores sobre X. Se D < D', entao # (D) C Z (D).

Demonstra¢io. Como D < D', temos m; —n; > 0. Seja r € #Z (D). Entao, temos que
Vg, (r2,) +m; > 0. Daf

0 < (vg, (r4,) + 1) +my —ny = vy, (12,) + My,

o que acarreta r € Z (D'). O

Observemos que K (X) pode ser identificado como uma cépia de um subconjunto
de Z. Para isso, basta que para cada f € K (X), associemos uma distribui¢do r com
r, = f, para todo x € X. Assim, K (X)) pode ser visto como um K-subespago vetorial de
Z. Com isso, podemos considerar o subespago soma Z (D) + K (X) de Z.

Proposicao 4.15. Sejam X uma curva projetiva irredutivel nao singular e D = 3" n;z;
um divisor sobre X. Entio, Z(D)NK (X) =2 (D).

Demonstragio. Seja f € £ (D), ou seja, div (f) + D > 0. Sendo div (f) = > v, (f)x,
temos v, (f)+mn; > 0 para todo ¢ e v, (f) > 0 para todo x # z;. Logo, f € Z (D)NK (X).
Agora, seja f € Z (D) N K (X), isto é, vy, (r,) +n; > 0, onde r, = f, para todo z € X.
Dal, div (f) + D > 0, o que acarreta f € Z (D). Portanto, Z (D)N K (X) =% (D). O

Teorema 4.16. Sejam D e D’ dois divisores sobre uma curva projetiva nao singular X .

Se D < D' entdo, dimg (2%@;) = deg (D) — deg (D).

Demonstragio. Sejam D =Y n(z)xz e D' =Y n'(z)z, com € X. Suponhamos que

— D =) m(z)z com m(z) = n'(z) — n(z). Como D < D', temos Z (D) C % (D).
Seja r € Z (D). A condicdo v, (r,) +n'(x) > 0 nos indica que "' @), € O, onde t é um
parametro local em uma vizinhanca de z. Pelo Teorema 2.111, temos que Ox , C K[[T]].

Assim, considerando a expansdo em série de poténcias de r,, podemos escrever
e
Ty = " (@) (Clo + alT + ) (42)

Para elementos s € % (D), temos que garantir que v, (s,)+n(x) > 0, ou seja, t"@s, € Ox,.

Assim, da mesma forma, podemos considerar a expressao em série de poténcias

Sy =T7"@ (by + b, T + ...) (4.3)
Portanto (o) [
Z (D z K o
087 =@
Logo,

dimg <§ 5 ) > m(z) =deg(D') — deg (D)
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Lema 4.17. Sejam D < D’ dois divisores sobre uma curva projetiva ndao singular X .
Entao

dimg (ﬁ’ (D) + K <X>> — (deg (D) — £(D')) — (deg (D) — ¢ (D).

Z (D) + K (X)
/
Demonstrag¢io. Considere o homomorfismo canonico ¢ : Z (D’) g((lj))) 1—[[(((())(()) tal
que ¥ (r) =r+ (Z (D) + K (X)). Observe que dado 7 € 2((11))))1;((((;)) , basta tomar

r e % (D) tal que ¢ (r) =T, isto é ¥ é sobrejetora. Agora, para que r € Z (D) + K (X),
devemos terr € Z (D' \N(# (D) + K (X)) = (Z (D')NK (X))+% (D) = £ (D")+% (D).
Assim, ker ¢ = Z (D) + % (D). Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo, temos que
Z (D) _Z(D)+ K (X)
L(DY+Z% (D) Z(D)+K(X)’

Mas sabemos que,

% (D') % (D') /% (D)

~

Z (D) +#(D) (£ (D) +%(D)) /% (D)

Além disso,
L (D) +Z (D) _ Z (D)
Z (D) T Z(D)nZ (D)
Como Z (D) =% (D') N K (X), temos que

ZD)+Z (D) £((D) £ (D)
% (D) T #(D)NK(X) Z(D)
Z(D)+ £ (D) Z (D)

Dai, dimg ) = dimK< =((D'") —¢(D). Como Z (D) +

% (D) Z (D)
Z (D) =% (D')N (% (D) + K (X)), temos 2 (D) C Z(D)+ % (D) C % (D).
Logo,
di ( X (D) iy 2D\ 4 Z (D) + % (D)
Mz +zm)) "\ my) T 20)
Portanto,

dim g <t%J () + K (X)

Corolario 4.18. Seja X um curva projetiva irredutivel nao singular e sejam D e D’
divisores sobre X tais que D' < D. Entao £ (D') C Z(D) e

) Z(D) ,
< — .
dimg ( (D’)) <degD —deg D
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Demonstracao. A inclusao dos espacos ja foi provada na Proposi¢ao 4.3. Como

i Z (D) + K (X)
i (%w) +K<X>> =0

o resultado segue diretamente do Lema 4.17. [

Proposicao 4.19 (Desigualdade de Riemann). Se X é uma curva projetiva irredutivel

ndo singular, entao existe uma constante v = v (X) tal que
para todo divisor D sobre X.

Demonstragio. Seja f € K (X) uma fungdo racional ndo constante. A mesma define
f: X --» P! uma funcéo racional como f(x) = (f(z): 1). Consideraremos P! = A' U{oc}
et € P\ {oo}. Temos que D, = f*(00) e que u = ¢! é um pardmetro local de P! em
0o. Vamos provar o resultado inicialmente para divisores da forma rD., em que r é muito

grande.

Supondo D, = > n;x;, entao

n=3n=deg=[K(X): K1),

considerando a inclusdo f* : K (t) < K (X) para identificar ¢ com f*(t) = f € K (X).
Seja wy, ..., w, uma base de K (X) sobre K (t). Se w; tem polo em algum ponto x ¢
Supp Do, logo f(x) = a e v, ((t — oz)g wj) > 0 para /¢ suficientemente grande. Assim,
multiplicando cada w; por um polinémio apropriado obtemos uma nova base w1, ..., u, de
K (X) sobre K (t) tal que os polos de u; estao todos concentrados em Supp (D). Seja
vy, (u;) = —my; para cada i e cada j. Dessa forma, para cada polindémio p em ¢:
Uz, (puj> = Vg, (p> + U, (uj> = —kn; — mij
onde k = degp. Agora, segue que pu; € Z(rDy) desde que

rn; Z nzk + m;j;,

ou seja, desde que

m..
E4+— <r.
n;

Seja m = max {mij } Entdo, Y pju; € .2 (rDs) para todo p; € K|[t] com deg p; < r—m
com j = 1,... ,ZZ Como o espaco vetorial dos polindmios de uma variavel de grau
r —m tem 7 — m + 1 elementos na base, esse subespago de .Z (rDy) tem dimensao
n(r—m+ 1) = rn — (m — 1)n. Assim, para os divisores da forma rD,,, fazendo

v = (m — 1) n, temos o resultado.
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Seja D =" k;y; um divisor arbitrario sobre X. Para y; ¢ Supp (Ds) com k; > 0,
suponhamos que t (y;) — a;. Seja u = H (t— ozi)ki, onde o produto é percorrido para todo
i tal que y; ¢ Supp (Do), com k; > 0. Entao, D' = D — div (u) é um divisor equivalente
a D ewy, (D) <0, para todo y; ¢ Supp (D). Assim, para r suficientemente grande,

teremos D' < rD,. Pelo Corolario 4.18 temos que,
((rDs) < ¢(D')+deg(rDe — D),
ou seja,
0 (D) > deg (D) + {(rDy) — deg (rDy,) > deg (D') — v
Como ¢ (D') = ¢ (D) e deg (D) = deg (D'), a desigualdade é verificada. O

Observamos que a Desigualdade de Riemann garante que a diferenca deg D — ¢(D)

¢ limitada superiormente qualquer que seja o divisor D sobre X.

Corolario 4.20. Se X é uma curva projetiva irredutivel nao singular, entao existe um
inteiro ¢ = ¢(X) tal que [ (D) = deg (D) — 7 para todo divisor D sobre X com deg D > c.

Demonstragio. Pela Proposicao 4.19 existe um divisor D’ sobre X tal que [(D’) =
deg (D') — . Seja ¢ :=deg D' + v+ 1. Se deg D > ¢, entao
(D-D) > dea(D—D')—~
> c—degD —~

= 1

Logo, existe 0 # z € L (D—D'"), isto é, div(z)+D > D’. Considere D" := D+div(z) > D'.
Como D ~ D" temos que,
deg D — (D) = degD" —¢(D")
> deg D' —¢(D)
= .
Portanto, ¢(D) < deg D — 7. O

Lema 4.21. Sejam X uma curva projetiva nao singular e D um divisor sobre X tal que

((D) =deg D —~. Entio Z = Z(D)+ K(X).

Demonstragio. Pelo Corolario 4.18, para todo divisor D' > D temos que £ (D) C £ (D)

e dimg (jgg%) <degD — deg D'".

Assim, temos que ¢(D) — ¢(D’) < deg D — deg D', implicando em

(D) < {D)—degD + deg D'
= degD — v —degD +deg D'
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Por outro lado, pela desigualdade de Riemann temos que ¢(D’) > deg D" —~. Logo,
(D) = deg D' — ~ para todo divisor D" > D.
Seja agora r € Z. E facil ver que r € #(D') para algum D’ > D (Basta tomar
D" =3 n/(z)x onde n'(x) > max{n(z), —v,(r;)}). Pelo Lema 4.17 temos que

L (2D FK(X)) : /
dlmK(%(D)—l—K(X)) = (deg D' —4(D")) — (deg D — ¢(D))

= (deg D' —deg D' —~) — (deg D —deg D — 7)
= 0.

Logo, Z(D)+ K(X) C Z(D’) + K(X), e, consequentemente r € Z(D) + K(X). O

Teorema 4.22. Seja X uma curva projetiva nao singular. Para qualquer divisor D sobre

X, temos

dime (% DR <X>) <o

Demonstragio. Seja D' um divisor sobre X tal que D < D" e {(D’) = deg D' — 7 (sua
existéncia é garantida pelo Corolario 4.20). Pelo Lema 4.21 temos que Z = Z(D') + K (X).

Dessa forma temos que

4 _Z (D) + K (X)
ZD)+K (X)) Z(D)+K(X)
DY+ K (X
Suponha que dimg (,%’ (D)fK(X) seja infinita. Entao, giD))j—_K((X)) nao tem
dimensao finita, o que contradiz a desigualdade de Riemann. O
Agora, considere H (D) := < para algum divisor D’ sobre uma
’  Z(D)+ K (X)

curva projetiva irredutivel nao singular X. Seja D um divisor de X tal que D > D’. Dai

Z DY+ K(X)CZ(D)+K(X)CZ.

Xz
Z (D) + K (X)

Como dimg H (D') = dimg < > < 00, temos

dimg H (D') = dimg H (D) + (deg (D) — ¢ (D)) — (deg (D") — £(D"))

74
Tomando D’ = 0, obtemos ¢ := dimg H (0) = dimg <%) OFYS (X)) Logo,
¢ (D) =deg (D) +dimyg H (D) — g+ 1. (4.4)

uma vez que deg (0) —¢(0) =0—1= —1.

Definigao 4.23. O nimero g = dimy H (0) é dito género da cuva X.
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Definicao 4.24. Um diferencial de Weil é um funcional linear w : # — K que se
anula em Z (D) + K (X), para algum divisor D sobre X. O conjunto de diferenciais de
Weil serd denotado por Q2 (X).

Proposicao 4.25. Seja X uma curva projetiva nao singular. Entdo Q(X) é um K (X)-

espaco vetorial.

Demonstragio. Sejam w, wy € Q(X), isto é wy se anula em Z (Dq) + K (X) e w se anula
em algum Z (D) + K (X), onde D; e D sdo divisores sobre X. Assim, w + w; se anula em
K (D) + K (X) com Dy < D e Dy < D;. Agora, dado ¢ € K (X), temos ¢w se anula em
Z (D)+ K (X). As propriedades de espago vetorial seguem das propriedades de funcionais

lineares. O

Proposicao 4.26. Seja X uma curva projetiva ndo singular e seja D um divisor sobre

X. O conjunto
Q(D) ={w € Q(X) : wse anula emZ (D) + K (X)}

¢ um subespago vetorial de Q2 (X).

¢ € K (X) entdao ¢w; se anula em Z (D) + K (X). O

Observamos que H (D) é isomorfo ao complemento ortogonal (Z (D) + K (X
e H(D) ¢é isomorfo ao seu dual H(D)*, entao temos que H(D)* ~ (Z (D) + K

De maneira natural temos ainda que Q(D) ~ (Z (D) + K (X))", logo Q(D) ~ H(D)*.
)*

Assim, um elemento w € 2 (D) pode ser visto como um elemento de H (D

Agora, seja w € 2 (X) nao nulo. Considere o conjunto
M(w)={DeDivwX:we(Z(D)+ K (X))},

onde (Z (D) + K (X))° é o anulador de (Z (D) + K (X)). Observamos que, pela prépria
definicdo do funcional w : # — K, segue que M (w) nao é vazio. Seja D € M (w).
Considere D’ um divisor em X e ¢ € Z(D’), ou seja, D' + div(¢) > 0. Dai, segue
que D + div(¢) > D — D'. Assim, Z (D — D') C Z ((D) + div (¢)). Sejam n = £(D') e
o1, G2, ..., O, elementos linearmente independentes de .Z (D'). Como w : #Z — K se anula
em Z(D)+ K(X) e Z(D—-D') C Z(D), temos que ¢1w, pow, ..., ppw se anulam em
Z (D — D")+K (X) e sao linearmente independentes sobre K. Caso contrério, ¢1, ¢, ..., ¢n

seriam linearmente dependentes em .Z (D'). Logo, podemos dizer que

X /
%(D—D’)JrK(X)) = EDY,
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pois pelo menos pw € H (D — D'), para todo ¢ € {1,2,..,n}. Usando a equagao (4.4),
dada por
¢ (D) =deg(D)+dimg H (D) —g+1,

temos que
((D—-D") = deg(D—-D")+dimgH(D—-D")—g+1
deg(D—-D')—g+1+¢(D")
deg (D) —deg (D')+1— g+ deg(D') +dimgx H(D') —g+1
(
(

v

deg (D) — 29+ 2 + dimg H (D")

> deg(D)—2g+2
Assim, se D' ¢é tal que deg (D') > deg (D), temos deg (D — D') < 0, dai pela Proposicao
4.6, segue que Z (D — D') = 0, o que acarreta £ (D — D') = 0. Dessa forma, obtemos
deg (D) < 2g — 2. Como 2g — 2 é um numero inteiro podemos escolher D; € M (w) tal

que D; seja o de maior grau possivel. Assim, fica provado o seguinte resultado:

Proposicao 4.27. Seja X uma curva projetiva nao singular e seja w € 2 (X) ndao nulo.
Entao, existe um divisor D € M (w) tal que A < D, para todo A € M (w).

Teorema 4.28. Seja X uma curva projetiva nao singular irredutivel. Entao

Demonstrag¢io. Consideramos w e w’' € Q(X) formas linearmente independentes. Seja
n um inteiro positivo. Sejam {ay, as, ..., a,} e {b1, ba, ..., b, } dois subconjuntos de K (X),

ambos linearmente independentes sobre K. Temos que

!/ !/ /
AW, AW, ..., Apw, 1w, bow', ..., byw

sao linearmente independentes sobre K.

Seja D um divisor sobre X tal que w e W' estdo em Q (D). Dado D’ um divisor
sobre X, temos que
D<D+ D +div(p) Vo e L (D).
Dessa forma,
Z(D—D")CZ(D+div(¢) Vo e L (D).
Escolhendo n = ¢(D') e duas bases {a1, as, ...,a,} e {b1,bs, ..., b, } de Z(D’), temos que

/ !/ /
AW, oW, ..., Apw, biw’, bow', ..., byw

sdo linearmente independentes sobre K. Agora, w,w’ se anulam em Z (D) + K (X). Além
disso, Z (D — D) C % (D), logo temos que

/ !/ /
AW, AW, ..., Apw, 1w, bow', ..., byw
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se anulam em Z (D — D') + K (X). Dessa forma,

dimg H (D — D')

v

2n

20(D")

2(deg D' +1—g+dimg H(D')) (Pela equagio 4.4)
> 2(degD'+1—yg).

Usando a equagao (4.4) para o divisor D — D', segue que

D -D" dimg H(D — D) +deg(D—D')+1—g
dimg H(D — D') +degD —deg D'+ 1 —g
2(deg D' +1—g)+degD —degD' +1—g

deg D' +deg D + 3 — 3g.

AV |

Considerando D’ tal que D' > D e deg (D') > 3g — 3 — deg (D), temos
0>degD' +degD +3—3g >0,

que é uma contradigdo. O

Observamos que, como D € M (w), entao w se anula em Z (D) + K (X). Como
Q (D)~ H(D)", temos que w € H (D)".

Definigao 4.29. Seja X uma curva projetiva ndao singular. Para todo w € Q) (X) definimos
o divisor de w como sendo o divisor de maior grau D tal que w € H (D). O mesmo

serd denotado por div (w)

Seja div (w). Se w’ € Q(X), como Q2 (X) é um K (X)-espaco vetorial de dimenséao
1, temos que w’ = ¢w, para algum ¢ € K (X). Dessa forma,

div (W) = div (pw) = div (¢) + div (w)

Desta forma, div (w') e div (w) sdo equivalentes . Assim, os divisores de w € Q (X)) definem

uma classe de divisores, denominado divisores candnicos.

Teorema 4.30 (Riemann-Roch). Sejam D um divisor sobre X e A& = div (w) um divisor
canonico. Entdao
((D)=deg(D)+¢(# —D)+1—g.

com g = dimg H (0)
Demonstragio. Pela equagao (4.4), temos que

¢ (D) = deg (D) + dimg H (D) — g + 1.
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Assim, é suficiente provar que
dimgH (D) =((# — D),
ou de maneira equivalente,
dimgH (# — D) =1((D).
Considere ¢ € .Z (D). Entao
div (pw) = div (w) + div ¢ > div (w) — D

pois ¢ € £ (D), ou seja, div (¢) > —D. Entao, ¢pw : Z — K se anula em Z (& — D) +
K (X), e dessa forma, temos que ¢w € H (£ — D). Como H (# — D)~ H (¥ — D)",
podemos dizer que ¢gw € H (£ — D)". Assim, fica bem definida a seguinte fungao:

a: ¥ (D) — H(X —D)"

tal que a (¢) = ¢w. Agora, seja 3 € H(# — D)" e X" = div(f). Um vez que &’ é o
maior divisor tal que  se anula em Z ("), temos £ > # — D. Como Q(X) é um
K (X) espago vetorial de dimensao 1, temos § = ¢w para algum ¢ € K (X). Entao

—D < X' — 2 =div(B) — div(w) = div ()
o que implica ¢ € .Z (D). Logo, fica bem definida a fungao
Y:H (X — D) — Z (D)

dada por 9 (8) = ¢. Observe que, pela construgao de ¥ e «a, temos que a o = id e

1 o a = id. Portanto, estd provado o teorema. O

Corolario 4.31. Seja X uma curva projetiva irredutivel nao singular. Se & € o divisor

canonico sobre X entao g =L (X).

Demonstracao. Considerando D = 0 no Teorema de Riemann-Roch, temos
0(0) =deg(0)+4(H)+1—g.

Como ¢(0) =1 e deg (0) = 0, temos que g = £ (%). O

Observamos que, dessa forma, o género depende somente da nao singularidade da
curva e do corpo de fungoes. Logo, curvas birracionalmente equivalentes tém o mesmo

género.

Corolario 4.32. Seja X uma curva projetiva nao singular de género g. O grau de um

divisor canonico sobre X ¢é 2g — 2.
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Demonstracao. Se D = ¢ entao, pelo Teorema de Riemann-Roch, segue que
0(A)=deg(H)+L(0)+1+g
Como ¢ () =g e £(0) =1, temos
g=deg(H)+1+1—g=deg(H)=2g9—2
O

Corolario 4.33. Sejam X wma curva projetiva nao singular de género g e D um divisor
sobre X. Se deg (D) > 2g — 2, entao £ (D) =1— g+ deg D.

Demonstragio. Suponha que deg (D) > 2g — 2. Pelo corolario 4.32, segue que deg (#) =
2g — 2. Dessa forma, deg (£ — D) < 0, o que acarreta, £ (£ — D) = {0}. Pelo Teorema

de Riemann-Roch, temos que
((D)—t(# —D)=1—g+deg(D).
Como .Z (£ — D) = {0}, temos entao que ¢ (£ — D) = 0. Dal,
((D)—0=1—g+deg(D)={¢(D)=deg(D)—g+1
[

Corolario 4.34. Seja X uma curva projetiva ndao singular. Se g (X) =0 entdo X = P

Demonstracao. Seja D um divisor qualquer sobre X. Pelo Teorema de Riemann-Roch,
temos

¢(D) > deg (D) + 1.

Em particular, tomando D = 1.z, para z € X, temos deg (D) = 1 e {(D) = 2. Dessa
forma, existe ¢ € Z (D) nao constante tal que dive, (¢) = x. Considere a aplicagao finita
¢ : X — P'. Observemos que ¢! (c0) = {z}. Entao deg(¢) = deg (¢* (z)) = 1, pois
¢ (00) possui somente um elemento. Logo, 1 = deg (f) = [K (X) : K (P')]. Portanto,
X P! ]

Corolario 4.35. Seja X uma curva nao singular. Se g =1 entdo X € isomorfo a uma

cubica em P2,

Demonstragio. Essa demonstragao pode ser encontrada em [3], pagina 189 a 190. O

Teorema 4.36. Seja X = V (F) C P?, onde F € KTy, Ty, Tz] uma curva plana ndio

singular de grau d. Entdo:
(d—1)(d—-2)

9= 5 .
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Demonstragio. Seja HN X = {x1,x9,...,x4} onde H é uma reta que intercepta X em um
numero finito de pontos. Por uma mudanga de coordenadas, podemos considerar H como
sendo a reta infinita V (Tp). Seja D = (—x;) um divisor sobre X. Considere o espaco
Z (nD) com n > 2g — 2. Pelo Teorema de Riemann-Roch, temos

¢(nD)=nd—g+1.
Agora, seja ¢ € Z (nD), ou seja,
div (p) + nD > 0 = div (¢) > —nD > 0.
Assim, ¢ é uma fungdo regular em U = X N (P?\ V (Ty)). Observe que ¢ é um elemento

KT, T3]

< F (1, T3) >
P =F em U. Considere T' = (T1,T3). Podemos representar P da seguinte forma

do anel ,onde X =V (F). Assim, existe um polindémio P (T}, T5) tal que

P(T)=POT) + PO(T) + ...+ P™(T),

onde cada P é um polinémio homogéneo de grau i. A dimensio do espaco de polindmios

de grau n é dada por
n+1)(n+2)

5 :
Agora, a dimensao do subespago dos polinémios P de grau n médulo < F' > é dado por:

(n—d+1)(n—d+2)

2

Como cada funcao ¢ € .Z (nD) esta emﬂ ela Proposigao 3.29, segue que
cao ¢ <F(T)>’p POSI¢ .29, segue q

1 2 — 1 — 2 1
(py= nF D0+ n=dtDn=d+2) 0 Lo gy

2 2 2

Portanto
g_(d—l)(d—Z)
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