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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar algumas contribuigoes para a melhoria
do processo de estimagao por maxima verossimilhanca via algoritmo EM em
modelos misturas assimétricas com regressao, além de realizar neles a analise de
influéncia local e global. Essas contribuigoes, em geral de natureza computacional,
visam a resolucdo de problemas comuns na modelagem estatistica de maneira
mais eficiente. Dentre elas esta a substituicao de métodos utilizados nas versoes
dos algoritmos GEM por outras que reduzem o problema aproximadamente a um
algoritmo EM classico nos principais exemplos das distribui¢oes misturas de escala
assimétricas de normais. Apds a execucao do processo de estimacao, discutiremos
ainda as principais técnicas existentes para o diagnodstico de pontos influentes com
as adaptagOes necessarias aos modelos em foco. Desejamos com tal abordagem
acrescentar ao tratamento dessa classe de modelos estatisticos a analise de regressao
nas distribui¢oes mais recentes na literatura. Também esperamos abrir caminho

para o uso de técnicas similares em outras classes de modelos.

Palavras-chave: Modelos misturas assimétricas. Regressao linear multivariada.

Estimagao por maxima verossimilhanca. Algoritmo EM. Influéncia global e local.



ABSTRACT

The objective of this work is to present some contributions to improvement the
process of maximum likelihood estimation via the EM algorithm in skew mixtures
models with regression, as well as to execute in them the global and local influence
analysis. These contributions, usually with computational nature, aim to solving
common problems in statistical modeling more efficiently. Among them is the
replacement of used methods in the versions of the GEM algorithm by other
techniques that reduce the problem approximately to a classic EM algorithm in the
main examples of skew scale mixtures of normals distributions. After performing
the estimation process, we will also discuss the main existing techniques for the
diagnosis of influential points with the necessaries adaptations to the models in
focus. We wish with this approach to add for the treatment of this statistical model
class the regression analysis in the most recent distributions in the literature. We

too hope to paving the way for use of similar techniques in other models classes.

Key-words: Skew mixtures models. Multivariate linear regression. Maximum
Likelihood Estimation. EM algorithm. Global and local influence.
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1 INTRODUCAO

Em diversas areas do conhecimento, ainda é bastante comum recorrer &
distribui¢ao normal (gaussiana) para modelar dados. Tal fato decorre em especial
da facilidade de estimacao dos seus parametros, inclusive pelo uso do tradicional
método dos minimos quadrados nos modelos de regressao. Igualmente ha técnicas
para analise de residuos e diagnéstico de influéncia com resultados fechados ou

consagrados na literatura que tornam os procedimentos envolvidos bem simples.

Porém, a distribui¢do normal ajusta mal dados com assimetria e caudas pe-
sadas (excesso de probabilidade longe da média). Essas ocorréncias sao frequentes,
tendo ficado famoso o conjunto de dados dos atletas australianos de Cook & Weis-
berg (1994) por ser uma das primeiras bases de dados usadas como aplicagao para

distribui¢oes mais flexiveis com pelo menos uma das caracteristicas mencionadas.

De modo independente, foram criadas em Andrews & Mallows (1974) as
distribuicoes misturas de escala de normais com caudas mais pesadas que a normal
e em Azzalini (1985) a distribuicao normal assimétrica, interpretando a assimetria
através de um pardmetro que reduzido a 0 equivaleria a normalidade. As duas
distribuigoes surgiram na analise univariada, mas foram adaptadas a multivariada
em Lange & Sinsheimer (1993) e Azzalini & Dalla-Valle (1996), respectivamente.

Com o tempo, concebeu-se em varias publicagoes a combinagao dos dois
tipos de distribuicoes em dois sentidos: a das distribuicoes misturas de escala
de normais assimétricas e a das distribuicoes misturas de escala assimétricas de
normais. Dentre essas publicagoes, orientaram este trabalho nas duas linhas Zeller,
Lachos & Vilca-Labra (2009) e Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016), respectivamente.

No Capitulo 2, estabelecemos conceitos e resultados sobre as distribuigoes
envolvidas e a modelagem em si. No Capitulo 3, procedemos a estimagao para-
métrica dos modelos enfatizando novas técnicas e trabalhamos com um conjunto
de dados dos municipios mineiros para ilustrar sua aplicacao. No Capitulo 4,
adaptamos os métodos classicos do diagndstico de influéncia de Zhu et al. (2001) e
Zhu & Lee (2001) as distribui¢oes em foco. Por fim, no Capitulo 5, apresentamos

um balancgo geral dos resultados e destacamos diretrizes para trabalhos futuros.
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2 PRELIMINARES

Apresentaremos brevemente neste capitulo conceitos fundamentais recor-
rentes ao longo do texto. Para uma melhor compreensao do que sera apresentado
neste trabalho, recomenda-se ver Louredo (2016) para conhecer alguns resultados e
as nogoes gerais acerca de modelos probabilisticos em geral e de regressao linear

sob um ponto de vista mais bésico.

2.1 ESTIMACAO POR MAXIMA VEROSSIMILHANCA (EMV)

A ideia do chamado método de estimagao por maxima verossimilhanca ja
vinha sendo formulada desde meados do século XVIII, mas seus principais resulta-
dos foram apresentados na obra “The Mathematical Foundations of Theoretical
Statistics” do estatistico inglés Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) em 1922
conforme Stigler (2007). De maneira resumida, vamos descrever o método, que

serd a técnica basica considerada aqui para a estimacgao paramétrica.

Definigao 2.1.1. Seja Y = (Y,...,Y,) um vetor cujas coordenadas constituem
uma amostra aleatéria com fungao densidade de probabilidade (f.d.p.) f dependente
do vetor de parametros @ € ©. Supondo que a amostra Y, = y1,...,Y, =y, foi

coletada, definimos a func¢dao log-verossimilhanca ¢ por
00) =In fy(y1,...,yn;0) =In H f(yi;0) = Zln f(v:;0). (2.1)
i=1 i=1

Se @ = (04, ...,0k) com k < n, entao a(s) estimativa(s) de mdxima verossimilhanga
&(sdo) o(s) valor(es) 8 = (51 Yty Yn)s e Oy, ,yn)) que maximiza(m) a
fungao ¢, isto é, O € argmax £(6).
Oco

Os estimadores de maxima verossimilhancga apresentam, sob certas condi-
¢oes, uma série de propriedades assintoticas como consisténcia e eficiéncia que sao
responsaveis por justificar seu uso frente a outros estimadores e podem ser encon-
tradas em Ritter (2015) e Pawitan (2001). O que faremos na sequéncia é delinear

consequéncias praticas de tais propriedades sem entrar em muitos pormenores.
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Na pratica, a consisténcia e a eficiéncia assintotica sao verificadas compu-
tacionalmente por meio de medidas de viés e desvios para os conjuntos de dados
simulados com diferentes tamanhos como faremos no Capitulo 3. Listamos adiante
todas as medidas que usaremos para proceder tal verificacdo ao longo do texto,
onde m é o nimero de simulacoes realizadas para a estimacao de um vetor de
pardmetros previamente estipulado @ = (6y,...,60;) com coordenadas nao nulas

para uma geracao pseudo-aleatéria de dados para o modelo.

1. Medidas de viés puro

1 m ~
e Viés médio: VME; = — Y (0;; — 0;) paracada i =1,... k;
m j=1
e Viés mediano: VMD,; = 1r<1r1'e<d (5” —0;) paracadai=1,... k.
>jsm
2. Desvios puros
e Erro quadratico médio: EQM, = Z( 0;)? para cada i =
m =1
1,....k;
e Desvio absoluto mediano: DAM; = med @;j — med #;| para cada
1<j<m 1<l<m
i=1,... k.

3. Medidas de viés relativo

1 m /5 _o
e Viés médio relativo: VMER,; = — Y (9”091> para cada i =1,...,k;

m j=1

e Viés mediano relativo: VMDR,; = med (01&> para cada i =1,..., k.

1<5<m

4. Desvios relativos

1 m /5 _6\?
e Erro quadratico médio relativo: EQMR, = \/ — > (9”9_01) para cada

m j=1
1=1,...,k;

0
%i _ med 2
0i  1<i<m 9

e Desvio absoluto mediano relativo: DAMR,; = med

para
1<5<m
cadai=1,... k.

Mais detalhes acerca da defini¢cdo, propriedades e aplicacoes dessas medidas

podem ser encontrados em Bussab (2012), Cordeiro (1999), Karlsson & Laitila
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(2014) e Jamalizadeh & Lin (2016). Outra medida bastante comum, que também
utilizaremos aqui para avaliar consisténcia, é o erro padrao de cada parametro
numérico. Ele é definido em termos da matriz de informacao de Fisher observada
do modelo e corresponde a raiz quadrada de cada elemento da diagonal da inversa
da referida matriz. Ver Pawitan (2001).

2.2 ALGORITMO EM

O Algoritmo EM, onde a sigla EM significa Expectation-Maximization
(Esperanca-Maximizacao), foi desenvolvido na década de 1970 como uma alter-
nativa aos métodos tradicionais de otimizacao normalmente utilizados na EMV,
particularmente aqueles dos tipos Newton ou Quasi-Newton. Destacou-se nesse

contexto a publicagao do primeiro artigo completo sobre o assunto: Dempster,
Leird & Rubin (1977).

De modo geral, o EM se baseia no tratamento dos dados observados como
“incompletos”. Notadamente casos em que realmente faltam observagoes podem ter

a EMV feita a partir do Algoritmo EM conforme se vé em Pawitan (2001).

No entanto, esse algoritmo vem sendo amplamente usado em casos nos quais
a funcao log-verossimilhanca é considerada complicada demais para os algoritmos
convencionais. Veremos posteriormente varias dessas situagoes, mas por agora nos

limitaremos a estabelecer notagoes gerais utilizadas no EM.

Denotemos o chamado vetor de dados completos por yo = (y,w), onde
y € & C RP*™ = RP* é um vetor de dados observados para p variaveis de n
individuos e w € # C R™*® = R" é um vetor de dados faltantes que pode ser

visualmente identificado na pratica ou hipoteticamente proposto.

Em Meclachlan & Krishnan (2001) é estabelecida a relagdo probabilistica
em termos de uma integral entre as f.d.p.s conjuntas fy(y; @) e fy.(yc;0), respec-
tivamente, dos dados incompletos e dos dados completos. Segundo o mesmo autor,
tal relacao pode ser reescrita em termos da f.d.p. condicional hy y(ycly; ) da

maneira indicada a seguir:

fye(ye;:0) = fx(y;0)hy y(yely; 0).
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Um caso particular que sera utilizado neste texto é aquele em que n = s
e ha uma relacao hierdrquica entre as distribuicoes dos vetores aleatorios Y e W

cuja f.d.p. é gw(w;0), a qual resulta na seguinte expressao para fy.(yc;0):
fre(ye:; 0) = hyyw(y|w; 0)gw(w; ).

Sob a hipotese de independéncia entre as n coordenadas r-dimensionais
de W e também das n coordenadas p-dimensionais de Y|W = w cujas f.d.p.s
serao denotadas por g e h, respectivamente, temos que as coordenadas de fy, sao
independentes e iguais a, digamos, fo. Segue dai que podemos escrever a funcao
log-verossimilhanca dos dados completos ¢ na forma

lc(0) = Zln fe(yci; 0) = Zlng(wi; 0) + Zln h(yi|w;; 0).
i=1 i=1 i=1

Evidentemente, espera-se que uma estimativa de maxima verossimilhanca
de /¢ seja igual a uma de £ e que maximizar /- seja mais simples do que maximizar
¢. Dito isso, podemos estabelecer os passos basicos do Algoritmo EM e dos GEM
na etapa k + 1 supondo conhecido 9" € ©. Ver Mclachlan & Krishnan (2001).

* Passo E: Defina Q(0; é(’“)) = an (lc(0)]Y =y), com o intuito de determinar
(k)

ow, = Ea<k)(<p(W,-)|Y =y) para qualquer fun¢ao ¢( - ) do vetor aleatério

r-dimensional W; que eventualmente apareca na expressao de (¢(0).

* Passo M:

~(k ~(k
Escolha 9( = € argmax Q(6; 9( )) — algoritmo classico
0co
)

Escolha g(kﬂ) € O tal que Q(a(k+1 ;a(k)) > Q(a(k); a(k)) — GEM

Em Meng & Rubin (1993) e Liu & Rubin (1994) foram desenvolvidas
variantes do GEM conhecidas, respectivamente, por ECM e ECME. Resumidamente,
ao particionarmos 8 em dois subvetores, substitui-se o Passo M por

Passo CM-1: Escolha 6 € argmax Q) (01,0, );
1. Algoritmo ECM (k+1) e —~(k+1)
Passo CM-2: Escolha 04 € argmax Q<k>(01 ,05).
02€05

(k1 (K
Passo CM: Escolha 01( ) € argmax Q") (6, 02( ));
2. Algoritmo ECME 01661 (k1)

(k+1
Passo CME: Escolha 02( ) € argmax /(0 ,0).
02€0,
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2.3 DISTRIBUICOES MISTURAS NORMAIS ASSIMETRICAS

As distribui¢oes de probabilidade presentes nos modelos a serem tratados
neste trabalho serdo classificadas em dois grupos basicos: misturas de escala e
misturas finitas, ambas associadas a distribui¢do normal assimétrica — tema da
primeira subsecao. Na segunda e na terceira subsegoes abordaremos duas formas de
ver as misturas de escala relacionadas a normal assimétrica. Por fim, mencionaremos

brevemente o conceito de misturas finitas, que serd 1til em um exemplo especifico.

2.3.1 Distribuicao Normal Assimétrica

Para comecar, vejamos algumas defini¢oes e resultados envolvendo a cha-
mada distribuicio normal assimétrica multivariada — SN na sigla em inglés —

proposta originalmente em Azzalini & Dalla-Valle (1996).

Definicao 2.3.1. Diz-se que um vetor aleatorio p-dimensional Y segue uma dis-
tribuicio normal assimétrica p-variada e escrevemos Y ~ SN, (u, X, A) quando

sua f.d.p. é dada por

Fyim ) = 2¢,(y; 1, D)0 (ATEV2(y — p)), y € RP. (2.2)

Acima, denotamos por ¢,( . ; u, ) a f.d.p. da distribui¢do normal p-variada com
vetor de médias p (pardmetro de locagao) e matriz de covaridncias ¥ positiva
definida (pardmetro de escala) e por ®;( . ) a f.d.a. da distribui¢do normal padrao

univariada, na qual o vetor A no argumento é o parametro de assimetria.

Observacdo: Fazendo A = 0 em (2.2), obtemos a f.d.p. da normal p-variada.

Em Lachos (2004), demonstra-se que um vetor aleatério Y ~ SN, (p, 3, X)

possui a seguinte representagao estocastica:

A
\/1+>\T>\'

Na expressao acima, o simbolo 4 quer dizer igualdade em distribui¢ao e Ty ~ N1(0, 1)

Y £ p+ 22 (8|T| + (T, - 86Ty, & = (2.3)

e Ty ~ N,(0,1,) sdo independentes.
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Da representacao anterior, obtemos importantes resultados, dentre os quais
uma representacao hierarquica para o vetor Y. Segundo Johnson, Kotz & Ba-
lakrishnan (1994), a v.a. T = |Tp| segue uma distribuigdo normal truncada no
intervalo [0, +00), a qual denotaremos por T' ~ T'Njg 150)(0,1). Dessa forma, ao
fazermos T = ¢ em (2.3), obtemos Y|(T = t) < (p+ XV26t) + SV2(L, — 667)Y/2T,.
Utilizando Ty ~ N,(0,1I,) e as propriedades da distribui¢do normal assimétrica,

vé-se em Lachos (2004) que
Y T=t ~ Ny(u+X26t VT, - 86713 (2.4)
T ~ TNj1o0(0,1)

Com a representacao hierarquica de Y e resultados da Teoria da Probabili-

dade, provaremos a seguinte Proposicao:

Proposigao 2.3.1. Dado um vetor aleatério Y ~ SN, (p, X, A), seu valor esperado

e sua variancia sao, respectivamente, dados por

E(Y)=p+ \Fzmé e Var(Y)=x"? (Ip - 255T) »2, (2.5)
™ s

Demonstracgao:

Para provar o resultado, usaremos as identidades da esperanca e da variancia
condicional que sao encontradas em Casella (2002) numa versao para variaveis
aleatorias, mas podem ser facilmente estendidas para o caso de vetores aleatorios.
Com isso e as propriedades conhecidas da esperanca e da variancia, a representagao
dada em (2.5) nos dé que

E(Y) E(E(Y|T)) = E(p+ XY26T) = p+ BY26E(T);
Var(Y) = E(Var(Y|T)) + Var(B(Y|T)) = E(SY*(I, — §6")SY?) + Var(u + ='/267)
®2(1, - 66T)BY2 + BV25Var(T)6T Y2,
Resta, pois, obter E(T") e Var(T). Como T'~ TNy +)(0,1), entao a f.d.p. de T’

, 1. ,
é dada por fr(t) = \/ge 2" Tj0,400) € dai
2 [T 1. 2 IEPCNL 2 2
E(T) = —_ t@ st dt: —_ hm (_@ 2 ) — 71: 77
™ Jo T s—+oo 0 s T
+o0o s Joo
et B e ] o
™ 0 T | s—+4oo 0 0 T
B(T*) — B(T)? =12

TY?=1-=.
) ™

[N

By
ﬂl\?
I
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Substituindo os ultimos resultados nas expressoes iniciais, concluimos que

[2
E(Y)=pu+SY28E(T) = p+ 4/ =X'26;
m

Var(Y) = /2 [1, - (Var(T) — 1)867] £/ = 51 (I,, _ 255T) s2.
T

2.3.2 Distribuicdes Misturas de Escala Assimétricas de Normais (SSMN)
Vejamos a definigdo de mistura de escala retirada de Souza Filho (2012).

Definicao 2.3.2. Sejam Y um vetor aleatério e U uma varidvel aleatoéria positiva
com fun¢ao de probabilidade h tal que P(U € ¢) = 1, ambos definidos em um mesmo
espago de probabilidade (2, .o/, P). Considerando para cada u € ¢, a fungao de
probabilidade condicional g(y|u) de Y|U = u, dizemos que f(y) = [, g(y|u)h(u)du
é uma mistura de escala da familia {g(y|u) : v € ¢} com fator de escala U e

densidade da mistura h.

Em Lange & Sinsheimer (1993), foi proposta a definigdo das distribuicoes
misturas de escala de normais multivariadas com vetor de locacao p e matriz de

escala 3 como aquelas cuja f.d.p. é dada por
+oo >
foly) = [ @ (yim =) hlus)du. (26)

Remetendo a Defini¢ao 2.3.2, vemos na f.d.p. acima que o fator de escala U
com funcao de probabilidade A dependendo de um hiper-parametro 7 determina
de fato uma mistura de escala da familia normal multivariada. Ha de se observar
que a propria distribuicao normal multivariada com esperanca g e variancia X
pode ser vista como caso particular das distribui¢oes em questao tomando A como

o delta de Dirac centrado no ponto 1.

O foco deste trabalho serao distribui¢oes misturas de escala assimétricas
envolvendo normais multivariadas, dentre as quais as chamadas misturas de escala

assimétricas de normais multivariadas — SSMN na sigla em inglés. A caracteristica
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central desse tipo de mistura é combinar as caudas pesadas tipicas das distribuicoes
misturas de escala normais com a assimetria. A forma de definir essas distribuicoes

que veremos foi proposta recentemente em Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016).

Definicao 2.3.3. Um vetor aleatério Y p-dimensional segue uma distribuicao mis-
tura de escala assimétrica da familia normal e escreve-se Y ~ SSMN,,(p, 3, A, T)

quando sua f.d.p. é

Fy) =2fo(y)21(A"S 2 (y — ), y € R”, (2.7)

onde fp ¢é a f.d.p. dada em (2.6).

Adotando uma técnica similar a utilizada em Lachos (2004), vamos deduzir a
representagao estocastica de Y ~ SSMN,,(p, 3, A, 7). Para tanto, necessitaremos

do proximo lema.

Lema 2.3.1. Se Y ~ N,({,92) e X ~ N,(p,3), entao

Or(¥; ¢+ X, Q)p(x; 1, E) = ¢p(y;¢+ T, Q+ TXTT)
X gp(x; p + TMETQH(y — ¢ — Tp), I0),
onde IT = (7' + ¥~ 1)1,

Demonstragao:

Para provar a igualdade, usaremos os primeiros resultados do Anexo A.
Fazendoz =y — ( — Y e w = x — p na expressao direita da igualdade, temos

por definicao que

Or(y; ¢+ Tp, Q+ OO o, (x; p + T Q (y — ¢ — Tp), IT) =

_ 1 o372 (A ETET) "z, 1 e~ s(W-TIETQ 1) I (w—TI¥TQ " 12)
(2m)3/|Q + TP (27)2 /||

Pelo Teorema A.0.2, temos |II| = |2 + XU |71 Q||X| e dai |2 + TXET||TT| =

|3||€2|. Utilizando agora o Teorema A.0.1, obtemos a relacio (Q + X W)~! =

Q- QT + TQ 1) TO! e assim podemos escrever a seguinte relagio:
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2T (Q+ oS0 1z (w —IPTQ )T Y (w—-TIPTQ1z) =
=270 - QT (= + T ') TQ )z 4+ (w-TIPTQ 1) (=7 + ¥TQ 10)(w —TTPTQ " 12) =
=2zTQ7 12 - 22T IS " 'w - 22T QeI T QO O Tw + wTOTQ M Ow + wIE T lw =
=270 7122270 ' ow+ 22T QeI T QO 10 Tw 22T Q1N T Q10T w4 wl T Q 1 owiwlE lw =

=277 12 - 22T ' ow + wIPTQ 1 Ow + wIE lw = (2 - Iw)TQ 1 (z — Iw) + wIS 1w,

Com os resultados acima, o produto inicial de normais é re-expresso por

1 —%(z—\Pw)Tﬂfl(z—‘I’w) . 1 —LiwTs 1w

e EEENG -

1 —5(y—¢—¥x - —C—¥x 1 —5(x— T (x—
=——F———c¢ Ly—¢—wx)TQ 1 (y—¢—ox) B e Tx—p)T= " x—p) _ or(y; CHTX, Q)b (x5 1, 5).
(2m)2 /19| (2m)2 /|3

Teorema 2.3.1. Dado Y ~ SSMN,(u, 3, A, 7), temos a seguinte representagao

estocastica

Y Lt SV (UL, 407)

T
A<U+AA
U

1/2
) Tyl + (UL, + A7) "y |, (2.8)

onde Ty ~ N;(0,1), Ty ~ N,(0,I,) e U ~ H( ' ;T) sao independentes. Além

disso, temos a seguinte representacao hierdrquica para Y:

YT =tU=u ~ N,(p+S"2(ul, + AN AL, B2 (ul, + AXT) 7' 812)
u+ AT
u

U ~ H(.;7). (2.9)

9

T|U =Uu -~ TN[07+OO) <O,

U+ A"\
U
vetor aleatério W = p + EZV2(UL, + AA")1 {)\T + (UIp + )\)\T> 1/2T1} Dessa

Demonstracgao: Defina a varidvel aleatéria T = < |To| e o
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maneira, procedendo os condicionamentos T' =t e U = u em W, vemos que a

distribuicao do vetor aleatério condicionado W’T =t,U=ué

-1 —-1/2
22 (uL, + ANT) A+ 32 (oL, + ANT) T
Sendo Ty ~ N,(0,1,), por resultado presente em Louredo (2016) o vetor condicio-
-1
nado possui distribuicdo normal p-variada com esperanca g+ /2 (u1p+)\)\T> Ate
-1
variancia 31/2 (qu—)\)\T) 312 ou seja, concluimos que a distribuicdo condicional
—1 -1

EW|T =t,U=u~ N, (u + 22 (ul, + AXT) A B2 (ul, — ANT) 21/2>.
Além disso, ao condicionarmos a variavel 7' em U = u, obtemos a distribuicao
(u + A7
de | ———

1/2
> |Ty|. Como |Ty| ~ T'Njg100)(0,1), temos segundo Johnson, Kotz
u

& Balakrishnan (1994) que (u—i_:\T)jl/Q |To| ~ T'Njo 100 (O, QH—U)\T)\) Por
fim, a suposicao de que o fator de escala U segue uma distribui¢ao dependente
unicamente do hiper-parametro 7 determina a representacao hierarquica de W.
Resta, pois, mostrar que a distribuicdo de W é a mesma de Y. Com efeito,
por resultados da Teoria da Probabilidade, temos que a f.d.p. conjunta de W, T e
U ¢é o produto das f.d.p.s da representacao hierarquica anterior e dai a f.d.p. de W

pode ser obtida como a f.d.p. marginal integrando nas outras variaveis como segue:

+oo +oo T
fw(w) = / / b (y;u-ﬁ- =1/2 (qu + AAT)_IAt,El/Q (qu - A)\T)_lz‘.l/2) 24, (t;o, w) h(u; T)dtdu
u
0 0
+oo +oo AT)\ . .
- 2 é1 (t;O, 14 —) bp (y;u+ »1/2 (uIF +/\>\T) /\t,El/z(uI,, - »\T) 21/2) h(u; 7)dtdu
u
0 0
+oo +oo -
= 2/ / o1 (6-ATST 2+ ATE T 2y 1) 6, (y;u, —) h(w; T)dtdu
u
0 0
+oo  ptoo -
= 2/ / Pp (y;l"-, ;) b1 (ti, )\Tzilﬂ(y — ), 1) h(u; T)dtdu
0 0
oo pATETV(y-p) -
= 2/ / bp <y; . ;) G1()h(us T)dsdu = 2fo(y) @1 (N=T2(y — w)) = F)-
0 — oo
A igualdade da segunda para a terceira linha decorre do Lema 2.3.1. [

Assim como no caso da normal assimétrica, o condicionamento adequado
de Y ~ SSMN, (i, X, A, 7) permite deduzir seu valor esperado e sua varidncia, o

que faremos na Proposicao seguinte.
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Proposicao 2.3.2. Dado um vetor aleatério Y ~ SSMN,(u, 3, X, 7), seu valor

esperado e sua variancia sao, respectivamente,
2 1/2 1/2 2 93T w12
EY)=p+/—wX7*X e Var(Y)=X <ng — —w A > 3V (2.10)
m s
onde o = E(U™Y) e w = E{[U(U + ATX)]"1/2}.

Demonstracgao:

Aplicando aqui a mesma ideia utilizada na Proposicao 2.3.1, procederemos
o condicionamento do vetor aleatério Y na varidvel U a fim de que, pelo mesmo

resultado mencionado naquela Proposi¢ao, possamos obter

E(Y) = E(E(Y|U)) e Var(Y) =Var(E(Y|U)) + E(Var(Y|U)).

Vamos deduzir agora a distribui¢ao de Y|U = u. Ora, das relagoes entre

densidades conjuntas, marginais e condicionais devemos ter

+oo _ +oo

f = [ flywdu= [ flylwh(u;T)du.

Ao compararmos a expressao anterior com (2.7), vemos que a f.d.p. condici-
onal de Y dado U = u é

Flylw) = 2¢, <y;u, i) Py (ATE‘%(y - u)) = 2¢, (y; I f) @y ((%)T(fj) 7%(y - u)) :

Pela expressao acima, segue da Definigdo 2.2 que Y|U = u ~ SN, (u, %, j‘a) :
Assim, temos pela Proposicao 2.3.1 os seguintes resultados:

2 (i})%ﬁ 2 T 3 @l
E(Y|U=u)=p+ = -2 = p [ = Ju(u+ ATN)] 7 22
T AA T
Y1+ AR
L2 A (2)
P W1+AZA u

1
2

Var(Y|U =u) = (i)

NI

1 2 AN
2 (IP—MMTA) =
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Dessa forma, usando o resultado citado no inicio da demonstragao e definindo

_1
T = {U (U + /\T)\)] ?, concluimos de propriedades da esperanca e da varidncia que

2 2 ) 2
E(Y) = E(u+fTE2A) =M+\/7E(T)E A= Nﬂ[wzz)\;
e T
Var(Y) = V +\Fm,\ + Bt 2 A g
ar = ar — 2
H m CrU+ATA
2
) J—
T

2
= ZVar(D)ZEANTS: + B(U )
m

V]

B(Y) X2 AN"%:

N|=

; 2
E [E(U—l)lp - E(T)2)\)\T] shox (ng - w2,\AT> >
T T

Vejamos mais um resultado util para o processo de estimacao dos parametros

a ser discutido no proximo capitulo valido nesta forma de mistura de escala.

Proposigao 2.3.3. Dado um vetor aleatorio Y ~ SSMN »(p, XA, T), temos a
distribui¢ao condicional T'|Y =y ~ TNy, +OO)()\ - (y w, 1)

Demonstracgao:

Observe que na parte final da demonstragao do Teorema 2.3.1, obtive-

mos apoés algumas manipulagoes algébricas que a f.d.p. conjunta de Y, T e U ¢

fly, t,u) = 2¢, (y o, u) o1t ATE 73 (y — ), Dh(u; 7), donde segue que podemos
encontrar a f.d.p. conjunta de Y e T integrando a f.d.p. anterior na variavel U.

Isso nos da
Flvy=2 [ fy.tudu = 20(3)6r (5 N7 Hy — o). 1)
Dessa forma, a distribuicdo condicional de T dado Y =y possui a f.d.p.
f(ty) _ 2h()oi(EATS 3y —p). 1)
f(y) 2fo(y)21(A"S 7 (y — )
o (EAS 3y —p), 1) a(t- NSy — )

BNy ) - (- ATS Ry )

fltly) =

De acordo com a defini¢ao de distribuicao normal truncada presente em
Johnson, Kotz & Balakrishnan (1994), T|Y =y ~ TNy to0) ()\ Yo (y —p), 1)



26

2.3.3 Distribui¢oes Misturas de Escala de Normais Assimétricas (SMSN)

Consideraremos agora outro modo de definir misturas de escala assimétricas
que envolve distribuigdes normais, proposto em Branco, Dey & Sahu (2003), a
fim de discutir no inicio do Capitulo 3 uma pequena modificagdo no processo de
estimagao dos pardmetros que s6 pode ser feita (no contexto univariado) para essa
forma de mistura. Tal familia de distribui¢des constitui as denominadas misturas

de escala de normais assimétricas — SMSN na sigla em inglés.

Definicao 2.3.4. Dizemos que um vetor aleatério Y p-dimensional possui uma
distribuicao mistura de escala da familia normal assimétrica e escrevemos a notacao
Y ~ SMSN, (i, 2, A\, 7) quando este é da forma Y = p + U~'/2Z, onde U é uma
variavel aleatéria positiva com func¢ao de probabilidade h(u; ) independente de
Z ~ SN,(0,3,A). Dessa forma, a f.d.p. de Y é dada por

=2 [0, (v T ) @y (VAXTE Ay — ) hlus )du, y € B2 (211)

Segue diretamente da Defini¢do 2.3.4 e da representagao dada em (2.3) para
Z ~ SN,(0,%,)) que o vetor Y = p + U~Y2Z anterior possui a representacio

estocastica expressa adiante:

A
\/1+>\TX

Pela representacgao estocastica anterior, onde Ty ~ Np(0,1), Ty ~ N,(0,1,)

Y £ p+ UTPEY2[8|Ty| + (T, — 667)/°T], 6 = (2.12)

e U~ H(;7) sao independentes, podemos verificar a Proposigdo seguinte para

esse tipo de mistura de escala.

Proposigao 2.3.4. Dado um vetor aleatério Y ~ SMSN,(u, 3, X, 7), seu valor

esperado e sua variancia sao, respectivamente, dados por

’”[ Y228 e Var(Y)=x? (glp—qu?aaT) »/2 (2.13)
T

onde ¢ = B(U V%) e ¢ = B(U™Y).
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Demonstragao:

Lembrando que Y = pu+U"Y2Z com Z ~ SN,(0,%,A) e U é independente

de Z, a esperanca de Y em termos da esperanca de Z é expressa por

E(Y) = p+ EUY*E(Z).

Pela Proposicio 2.3.1, temos E(Z) = \/221/25 e dai, pondo ¢ = E(U~/?),
concluimos que E(Y) = p + \/gwEl/Qé.

Para determinar Var(Y), calculemos separadamente F(YY?) e E(Y)E(Y)T.

Utilizando a expressao de Y mencionada inicialmente, obtemos
E(YY") = pp” + EU™'?) [nE(Z)" + E(Z)u"| + E(U")E(ZZ");
EY)EY)" = pu” + E(U1/?) [ME(Z)T - E(Z),ﬂ’] + E(UY*2E(Z)E(Z)".
Com os resultados acima e considerando & = E(U™!), vemos que
Var(Y) = E(YY") - E(Y)E(Y)' = ¢E(ZZ") —*E(Z)E(Z)"

Como Var(Z) = X2 (I, - 266") £V2 e E(Z)E(2)" = X256 %Y2, entiio
E(ZZ") = Var(Z)+ E(Z)E(Z)" = £ e assim Var(Y) = (X — 2¢?%1/266" 512 =
B2 (€1, - 292587 B2,

A Proposicao seguinte mostra uma representacao hierarquica de um vetor

aleatorio Y com a distribuicdo mistura de escala da familia normal assimétrica.

Proposigao 2.3.5. Se Y ~ SMSN,(u, 3, X, T), entao

r
YIT=tU=u ~ Np(u—i—At,);
u

1
T‘U =Uu -~ TN[O,Jroo) <07 'LL) )
U ~ H(.:7) (2.14)

Na representacio acima, A = X/2§ e T =X — AAT.
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Demonstragao:

Inicialmente defina a varidvel aleatéria T = U~2|Ty|, a qual é ndo negativa
pois |Ty| e U também o sdo. Dessa forma, fazendo os condicionamentos T = t
e U = u no segundo membro da expressao (2.12), vemos que a distribuigao de
Y’T:t,U:ué igual a de

b+ 26t u 282 (1, - 657) .

Como Ty ~ N,(0,1,), temos pelo resultado presente em Louredo (2016) p. 25 que
o vetor aleatério acima segue uma distribuicdo normal p-variada com esperanca
p+ X126t e varidncia 1331/2 (Ip — 55T)El/2. Em outras palavras, escrevendo A =
S125eT = 21/2(Ip — 55T)21/2, vemos que Y|T =t,U =u~ N, (u, + At, %)

Por outro lado, condicionando a variavel 7" em U = u, obtemos distribuicao
igual & de u='2|Ty|. Sendo |Tp| ~ TNjg100)(0,1), segue de uma propriedade
da distribuicdo normal truncada que pode ser encontrada em Johnson, Kotz &
Balakrishnan (1994) que u="/2|T,| ~ TN, 100) (0, %) Por fim, a suposi¢ao de que o
fator de escala U segue uma distribui¢do dependente unicamente do hiper-parametro

7 completa a descri¢ao da representacao hierarquica. [

Outros resultados uteis para este tipo de mistura sdo apresentados a seguir.

Proposigao 2.3.6. Se Y ~ SMSN, (i, 3, A\, 7), temos entao a distribuigao con-
dicional T|Y =y, U = u ~ TNy 4o0) (NTa %), onde temos

AT 'y — p) / 1
= e ar = —_—.
= AT A T\ 1+ ATT A

Demonstragao:

Da representagao hierdrquica do vetor Y dada em (2.14), considerando g a
fdp. deY|T=t,U=wue fafdp. de T|U = u, segue que a f.d.p. conjunta de
Y, T e U ¢ dada por

Flyt.0) = glylt. ) Flehu)h() = 26, (yim+ At ) o (50,5 ) buir).
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Utilizando o Lema 2.3.1 e algumas manipulacoes algébricas, podemos rees-
crever a expressao acima da seguinte forma:

< Y AT !(y - 1
Fivntw =20, (v 2 ) on (15 g R Ry ) M) =

Tp—1(
20 (y;u, f) 01 (VuATE "2 (y — ) h(ui T) 61 (t; A1+FAT(1¥,1K), wi s AlTrlA))
= 1) f(y) ' Oy (VA S (y — )

Lembrando que é possivel escrever a f.d.p. conjunta de Y,T e U como
produto das densidades de Y, U|Y =y, T|Y =y, U = u e observando que o fator
do meio no tltimo produto acima é a f.d.p. de U|Y =y (razao da f.d.p. conjunta
de Y e U pela f.d.p. marginal de Y), devemos ter obrigatoriamente o fator da
direita igual a f.d.p. de T|'Y =y, U = u. Para caracterizar essa tltima densidade,

IEDY

segue das relagdes A = ¥2§ = ———— e D! = £3(I, — §67) '8z =
V1I+ATA
Y2 (L, + AAT)E 2 que
ATTl \Ts3 575 (L, +AT)27 3 MA@+ MD)ETE ATS I+ AT T}
VI4ATTTA /14 ATA \/1+AT(IP+)\AT))\ ( /1+AT)\>2 L+2TA
1+ AT
Com o resultado acima e denotando por g a f.d.p. desejada, concluimos
enfim que
o [ ATril(y — ) 1
N "\PTHATT A u(l+ ATT1A)
g(tly,u) = pa—"
O1 (VAT "2 (y — p))
LAT  (y—p) 1 LAT  y—p) 1
ST AT A ‘u(l+ATTA) ) o\ T AT A "u(l+ ATT-TA)
o, \/ﬂATl“l(y—u)) - s (_\/EATFl(y—u)>
VI+ ATT-TA VI+ATT-TA

Logo, pela definicao de Johnson, Kotz & Balakrishnan (1994), temos que
TIY =y, U=u~ TNp o) (1, %).

Proposigao 2.3.7. Seja Y ~ SMSN,(u, 3, X, 7). Entao,

w = EUY =y)= 2fO(Y)E(Uy @(U;/M));

f(y)
2 = B(0 WAl = y) = 20

E(Uyl/2 ¢1(Uy1/2A)>. (2.15)



30

Acima, A = NSy — ), Wal( ) = 83, foly) = 157 6y (3 . 2) b 7)dlu

é a f.d.p. do vetor aleatério Y, e Uy L UYo=Yy.

Demonstracgao:

Ver prova (mais geral) em Zeller, Lachos & Vilca-Labra (2009).

2.3.4 Misturas Finitas

Nesta subsec¢ao, faremos uma breve abordagem acerca das misturas misturas
com o intuito de tratar um exemplo especifico no capitulo seguinte. Para mais
detalhes, ver Frithwirth-Schnatter (2006) e Mclachlan & Peel (2000).

Definicao 2.3.5. Sejam Y um vetor aleatorio continuo e V' uma variavel aleatéria
discreta com fungao de probabilidade h: {1,...,m} — [0,400), ambos definidos
no mesmo espago de probabilidade. Considerando para cada j € {1,...,m} que
f(ylV =j) = f;j(y) e h(j) = v;, a densidade f(y) = ]gl v fi(y) é dita uma mistura

finita, onde f; é o j-ésimo componente da mistura e v; ¢ o j-ésimo peso da mistura.

Observacdo: Na definigdo acima, que pode ser vista em Souza Filho (2012),

se cada f;(y) depende de um vetor de pardmetros 8;, pondo 8 = (64,...,0,,)
podemos escrever f(y;0) = X v;f;(y;0;).
j=1

Proposicao 2.3.8. Se Y é um vetor aleatério p-dimensional que segue uma

distribuicdo mistura finita com m componentes fi,..., f,, de pesos respectivos
Vl,...,Vnm, entao
E(Y) = Y vEi(Y);
j=1
T
Var(Y) = Y v [Var;(Y) + E;(Y)E;(Y)"] - [Z v B;(Y) [Z viEB;(Y)| (2.16)
j=1 j=1 J=1

Nas expressoes anteriores, estamos considerando que E;(Y) = [p ¥ fi(y)dy e
T
WWWZE&W_@W»W—@WD>
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Demonstragao:

Mantendo a notacao da Definicdo 2.3.5, temos que a f.d.p. de Y é dada por

fly) = f) v f;(y), donde seu valor esperado pode ser calculado assim:
i=1

E(Y)=/prf(y)dy:/m LZVJJZ ]dy ZVJ[/ yfily ] ZVJ

Para determinar Var(Y), vamos computar separadamente £E(YY?'). Temos

por definicao de valor esperado e algumas propriedades que

E(YY") = /pnyf(Y)dy = /pny [i ijj(y)] dy = g;vj UR nyfj(Y)dy}

= Zy] Ei(YYT) = Z Vary(Y) + E;(Y)E;(Y)"].

Dessa forma, concluimos do resultado acima que Var(Y) = B(YY?) —
T
BB = & [Var, V) + B - | £ 50| £ nB0] . .
J= J= J=

Vamos associar um vetor aleatério V de m coordenadas assumindo os valores
0 ou 1 & nova variavel aleatéria V' como indicada na Defini¢ao 2.3.5 de modo que,
para cada j € {1,...,m}, tenhamos V; = 1 & V = j. Em Mclachlan & Peel

(2000), vemos que V assim definido segue uma distribui¢gdo multinomial.

Remetendo novamente a defini¢ao inicial desta subsegdo e a observacao
subsequente, sendo Y um vetor aleatério com uma distribuicdo mistura finita,
denotemos por Y; o vetor Y|V; = 1. Dessa forma, se Fj( . ;0;) é a f.d.a. de Y},

temos a seguinte representacao hierarquica para Y:
Y|V;=1 ~ Fi(.;6));
V ~ Mult(l,vy,...,0n). (2.17)

Sendo h uma funcao de probabilidade na Definicao 2.3.5, vale obrigatori-
amente a relagao §1 v; = 1. Se Y possuir outra representacao hierdrquica, esta
pode ser combina(ia a anterior para produzir uma nova que incorpore a estrutura
de mistura finita. Veremos posteriormente que isso ocorre na distribuicao normal
contaminada assimétrica e na distribuicio normal assimétrica contaminada, as

quais serao vistas tanto como misturas de escala quanto como misturas finitas.
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2.4 REGRESSAO LINEAR MULTIPLA MULTIVARIADA

Os chamados modelos de regressao linear mailtipla multivariada sao genera-
lizagoes dos modelos de regressao linear multipla (univariada). H& pelo menos trés
maneiras de generalizar tais modelos: a forma classica, que encontrada em Johnson
& Wichern (2007) , além de duas formas alternativas: a primeira, vista em Branco,
Dey & Sahu (2003) e a segunda é uma proposta que pode contribuir para uma
selecao de variaveis mais flexivel. A diferenca entre as trés formas se encontra na
disposicao das covaridveis, seja numa tnica matriz de planejamento (forma classica),
seja no uso de uma matriz de planejamento por individuo (formas alternativas)
sendo a construcao de cada uma dessas matrizes o que difere uma forma alternativa
da outra. Mais precisamente, se Y é um vetor aleatério p-dimensional de respostas,

as formas acima geram os seguintes modelos por individuo 7z = 1, ..., n observado:

1. Forma cléssica: Y! = x7'3 + €!, onde B é uma matriz ¢ x p de pardmetros
desconhecidos, x! ¢ a i-ésima linha da matriz de planejamento X de ordem

n X q e € ¢ o vetor p-dimensional de erros aleatérios do i-ésimo individuo;

2. Forma alternativa I Y; = X;8 + €;, onde B é um vetor ¢ x 1 de parametros
desconhecidos, X7 = {xﬂ e xip} é a matriz p X ¢ de covariaveis do i-ésimo

individuo e €; é o vetor p-dimensional de erros aleatorios do i-ésimo individuo;

3. Forma alternativa II: Y; = X;3 +€;, onde 3 é um vetor pq x 1 de parametros

xX 0 ... 0
. 0 x/ ... 0|, . o
desconhecidos, X; = | o é a matriz p X pq de covariaveis do
0 0 ... xI

K3
1-ésimo individuo e €; é o correspondente vetor p-dimensional de erros.

Em todas as formas, suporemos a distribuicdo dos erros teéricos por indivi-
duo como €; ~ SSMN, (0,3, A, 7) ou ; ~ SMSN, (0,3, X, 7). Assim, obtém-se
dos resultados das Subsegoes 2.3.2 e 2.3.3 os valores E(g;), Var(e;), E(Y;) e Var(Y;)
em termos dos parametros de escala (3), de forma (X e 7) e da regressao (8). A es-
timacao desses parametros sera objeto do Capitulo 3, em cuja Secao 3.2 adotaremos

as formas alternativas optando por uma ou outra conforme a necessidade.
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3 EMV VIA ALGORITMO EM NOS MODELOS MISTURAS NOR-
MAIS ASSIMETRICAS COM REGRESSAO

Neste capitulo, discutiremos o processo de estimacao dos parametros nos mo-
delos misturas apresentados no capitulo anterior. Separaremos os casos univariado
e multivariado em virtude de diferencas de cunho algébrico entre eles, especial-
mente no que se refere ao pardmetro de escala. Em linhas gerais, seguiremos os
processos de estimagao apresentados em Zeller, Cabral & Lachos (2015) para o

caso univariado e Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016) para o caso multivariado.

A escolha dos referidos métodos de estimagao em cada caso se deve ao
fato de que procuraremos fornecer a eles contribuigoes especificas que nao foram
possiveis ou igualmente satisfatérias considerando a outra abordagem correspon-
dente tanto no caso univariado quanto no multivariado. O caso univariado das
misturas de escala assimétricas de normais (SSMN) foi explorado em Ferreira (2008)
enquanto desenvolvimentos no caso multivariado das misturas de escala de normais
assimétricas (SMSN) foram apresentados em Zeller, Lachos & Vilca-Labra (2009).

3.1 MODELOS MISTURAS UNIVARIADOS COM REGRESSAO

Nesta segao, utilizaremos a abordagem de Zeller, Cabral & Lachos (2015)
para tratar os modelos mistura de escala de normais assimétricas univariados. Em
tais modelos, consideraremos Y uma variavel aleatéria que possui a distribuicao
discutida na Subsecao 2.3.3 com p = 1 e parametros de locacio p, de escala o2 > 0,

de assimetria A e hiper-parametro 7.

A estrutura de tais modelos apresentada na Subsecao 2.3.3 sera agora
adaptada ao caso univariado. Nessa situacao particular, reformularemos a Defini¢ao

2.3.4 da seguinte maneira:

Definicao 3.1.1. Uma variavel aleatoria Y segue uma distribuicio mistura de
escala normal assimétrica quando pode ser escrita na forma Y = p+ U~Y2Z, onde
U ¢é uma variavel aleatéria positiva com f.d.p. h(u;7) e Z ~ SNy(0,0% )). Dessa
forma, a f.d.p. de Y é dada por

fy) = 2/0+OO 61 (y;u, f) P, (ﬁA(y - “)) hu;m)du, y€ R (3.1)

g
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Da Definicao 3.1.1, obtemos a seguinte representacao estocdstica analoga a

dada em (2.12) para a variavel Y

oA o

e = —. 3.2
\/1+>\2€w V14 )2 (32)

Na expressao (3.2), as variaveis Ty e T} seguem distribui¢ées normais padrao

Y L+ U (AT +wTy), onde A=

univariadas. Como casos particulares dos ultimos resultados apresentados na

Subsecao 2.3.3, decorrem imediatamente as trés proposicoes seguintes.

Proposicao 3.1.1. Dada uma variavel aleatéria Y com distribuicao mistura de
escala normal assimétrica univariada e fator de escala U, seu valor esperado e sua

variancia sao, respectivamente,

EY)=p+ \/EE(U”Q)A e Var(Y)=o’E(U") — gE(U*W)?A?. (3.3)

™

Proposigao 3.1.2. Se Y segue uma distribui¢gdo mistura de escala normal assimé-

trica univariada e fator de escala U, entao
w2
YIT=t,U=u ~ N (u—l—At,);
u

1
T|U =u ~ TN[(),_;,_OO) <0, u) ;
U ~ H(.:7). (3.4)

Proposicao 3.1.3. Se Y é uma variavel aleatéria com f.d.p. f que segue uma

distribuicao mistura de escala normal assimétrica com fator de escala U, entao

T)Y =y,U=u~ TNp_ o0 (,uT, %), onde ur = ﬁgi}) e o = 7#)2‘1&.

Proposicao 3.1.4. Seja Y uma variavel aleatéria com f.d.p. f que segue uma
distribuicdo mistura de escala normal assimétrica univariada com fator de escala

U. Temos entao as seguintes esperangas condicionais:

_ 2fo(y)

= EWUR =v) =5

E(Uﬂ)(U;/QA) ‘Y = y>;
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5= E(U1/2W¢(U1/2A) ’Y — y) — Z?ESJ))E<U;/2¢1<U;/2A) ‘Y — y)

Acima A = A (%)7 Wol . )= 2;11(( ) ))a foly) = ™ ¢n (%M, %2) h(w; T)du
¢ a f.d.p. da varidvel aleatéria Yy e U, LU, =y).

3.1.1 Exemplos Basicos

Nesta secao, explicitaremos os quatro exemplos basicos encontrados na lite-
ratura para as misturas de escala de normais assimétricas: sao eles as distribuicoes
normal assimétrica, T-Student assimétrica, Slash assimétrica e normal assimétrica

contaminada.

Descreveremos brevemente cada um desses exemplos de distribui¢oes mistu-
ras do tipo a ser considerado neste texto para, em seguida, discutir o processo de

estimagao de seus parametros.
Distribuicao normal assimétrica

O caso univariado da distribuicdo normal assimétrica mostrada na Subsecao
2.3.1 pode ser visto como uma particularizacao bastante peculiar de qualquer uma
das formas de mistura de escala apresentadas. Para tanto, basta considerar h(u;T)
como o delta de Dirac centrado em u = 1. Dessa forma, obtemos a f.d.p. seguinte
para Y ~ SNy(u, 02 \):

Fys p, 0% 0) = 201 (y; p1, 0%)® (A (T)) , yER. (3.5)

Da defini¢do do delta de Dirac, segue que E(U") = [;7°u"h(u; T)du = 1.

Com isso, a Proposicao 3.1.1 nos da

EY)=un+ \/EA e Var(Y) =0 — EAQ. (3.6)

™

Na Figura 1, vemos o grafico da f.d.p. de uma distribui¢ao normal assimétrica

com pu=250=4e\=-3.
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Figura 1 — Gréafico de uma normal assimétrica

J

Densidade

Valores observados

Tal gréafico foi tracado sobre o histograma de uma amostra de 10000 obser-
vagoes geradas da referida distribuigao no software R — R Core Team (2017). Note
que o valor negativo da assimetria dada pelo parametro A pode ser observado na
cauda esquerda mais alongada da curva. Sendo os dados gerados dessa distribuicao
em quantidade suficientemente grande, vemos que seu comportamento registrado

no histograma reflete o tipo de assimetria exemplificado: a assimetria negativa.
Distribuicao T-Student assimétrica

Um dos exemplos mais conhecidos de mistura de escala da familia normal as-

simétrica é a chamada distribuicao T-Student assimétrica. Nessa distribuicao, temos
v v/2
), donde segue que h(u;v) = %u”/z_le_“”/?

2

v v

T = v numérico e U ~ Gama (5, 5

Assim, escrevemos Y ~ STy(u,0% \,v) cuja f.d.p. é

1
fys 0%, M v) = 2t (y; p, 0%, v)Th (A\/Zj:d; v+ 1) ,yeR. (3.7)

2
Acima, temos A = A (%), d= (%) eti(;p,0%v), Ty( - ;v), respectivamente,

a f.d.p. e a f.d.a. de uma T-Student com v graus de liberdade.

Da distribui¢ao de U, obtemos E(U") = Fg%j)r) (%)_T, o que nos da em
2

particular B(U~1/?) = Fﬁ(yzz) \/g e B(U™Y) = F(%l); = 2.
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Pelos resultados anteriores e a Proposi¢ao 3.1.1, temos que

T (x=t
E(Y)u—l—\/zP((i))A, v>1;

2
2 A v > 2, (3.8)

Na Figura 2, apresentamos o grafico da f.d.p. de uma T-Student assimétrica

com py=25,0=4 A=—-3ev=>.

Figura 2 — Grafico de uma T-Student assimétrica
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Mais uma vez o grafico foi tracado sobre o histograma de uma amostra de
10.000 observagoes geradas da referida distribuicao no software R. Como se pode
observar no grafico da Figura 2, ambas as caudas sao mais pesadas em relacao a
normal assimétrica apresentada acima devido ao hiper-parametro v além do mesmo
efeito de assimetria ja comentado. Por isso, diz-se que a distribuicao T-Student
assimétrica combina duas caracteristicas tipicas de diversos conjunto de dados
reais: assimetria e caudas pesadas conforme Azzalini & Capitanio (1999). Na
mesma referéncia, podem ser encontradas as principais propriedades da distribuicao

T-Student assimétrica dentre as quais a escrita na forma indicada em (3.7).
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Distribuicao Slash assimétrica

Outro exemplo de mistura de escala da familia normal assimétrica de que
vamos tratar é a distribuicao Slash assimétrica. Nesse caso, temos novamente 7 = v/
numérico e agora U ~ Beta(v, 1), donde se obtém h(u;v) = vu”~!. Dessa forma,

escrevemos Y ~ SS;(p, 0%, \,v) com f.d.p. dada por

2

1
flyp, 0\ v) = 2y/ u’ oy (y;,u, Z) O, (vuA)du, y € R. (3.9)
0

Novamente estamos considerando A = A (%)

Da densidade de U, obtemos trivialmente que E(U") = ;*, donde vém
imediatamente as expressdes E(U1/?) = 22 e E(U~') = -, Dessa forma, pela

Proposicao 3.1.1, concluimos que

2w 1
E(Y) = A -
(Y) ”+\E2y—1 L VE S

o2v 8v?
v—1 7w(2v—1)2

Var(Y) = A v > 1. (3.10)

Na Figura 3, apresentamos o grafico da f.d.p. de uma Slash assimétrica com
uw=250=4 A=-3ev=>.

Figura 3 — Grafico de uma Slash assimétrica
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Tragando outra vez o grafico sobre o histograma de uma amostra de 10.000
observagoes da Slash assimétrica no software R, nota-se que a forma da Slash
assimétrica é muito similar a da T-Student assimétrica. A primeira possui caudas
ligeiramente mais pesadas que a segunda para hiper-parametros iguais, embora
ambas apresentem essencialmente as mesmas caracteristicas ja mencionadas. Para

mais resultados acerca da Slash assimétrica, ver Wang & Genton (2006).

Distribuicao normal assimétrica contaminada

Como dissemos anteriormente, a distribuicdo normal assimétrica contami-
nada serd vista tanto como um exemplo de mistura de escala da familia normal
assimétrica quanto de mistura finita de duas normais assimétricas. A densidade de
Y ~ SCy(u, 02, A\, v,7) no caso univariado esté definida para todo y € R por

g

F@, 0% 00 7) =2 lwpl <y; i j) 1(v7A) + (1= 1)1 (y; 1, 0%) <1>1<A)1 A=A () e

Os parametros p, o e A possuem a mesma interpretagao dos modelos anteriores
(locagao, escala e assimetria, respectivamente), ao passo que v € (0,1) e v € (0,1)
podem ser interpretados, respectivamente, como uma proporg¢ao ou peso da mistura
e um fator de escala do componente da mistura (vide Definigao 2.3.5). A Figura 4
mostra o grafico da f.d.p. de uma normal assimétrica contaminada com p = 25,
c=4A=-3v=0,Tey=0,6.

Figura 4 — Grafico de uma normal assimétrica contaminada
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Esta distribuicdo também possui caudas mais pesadas do que a normal
assimétrica e, portanto, também apresenta as caracteristicas desejadas para a
modelagem de varios conjuntos de dados reais. Comparada as outras distribui¢oes
misturas de escala assimétricas apresentadas, pode-se dizer que o parametro a
mais deixa sua forma mais flexivel. Na literatura mais recente, é comum tratar a
distribui¢ao normal assimétrica contaminada (e sua variante normal contaminada
assimétrica a ser vista posteriormente) como mistura de escala conforme pode ser
constatado em Lachos, Ghosh & Arellano-Valle (2010) e Ferreira, Lachos & Bolfarine

(2016). Nas duas referéncias citadas, considera-se 7 = (v, ) o hiper-pardmetro.

Na abordagem supracitada, considera-se na normal assimétrica contaminada
h(u;v,~y) uma fun¢do de probabilidade discreta que vale v para u =7, 1 — v para
u = 1 e 0 para os demais valores de u (positivos). Assim, temos E(U") = vy"+1—v

e, portanto, a Proposi¢ao 3.1.1 fornece

E(Y) = uﬂ/j(\%ﬂ—u)A;

2
2
Var(Y) = o <”+1_,,> ~Z <”+1—u> A2, (3.12)
gl ™\
Optaremos pelo tratamento desta distribuicdo como uma mistura de escala

no contexto univariado. Ja na Se¢do 3.2 veremos outra maneira de enxerga-la.

Observacdo: As geracoes dos dados das distribui¢oes exemplificadas bem
como os histogramas foram todos feitos no software R. No Anexo A, exibimos as

fungoes programadas e utilizadas para esses procedimentos.

3.1.2 Estimacgao dos Parametros

Descrevemos nesta subsecao o procedimento geral de estimacao paramétrica
para modelos com distribuicao mistura de escala da familia normal assimétrica,

incorporando a regressao para assim obter casos particulares dos modelos propostos
em Zeller, Cabral & Lachos (2015).

Apresentaremos aqui o método de estimacao dos parametros do modelo
da forma comum na literatura e com nossa proposta de modificagdo. Para tanto,

vamos supor uma amostra aleatéria Y7y, ... Y, de uma variavel Y que segue uma
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distribuicao mistura de escala da normal assimétrica com parametros de locagao p;

associado ao individuo i, de escala o > 0, de assimetria A e hiper-parametro 7.

Para cada um dos n individuos, suporemos ainda um vetor de covariaveis.
De modo mais preciso, associaremos ao individuo 7 o vetor x; de dimensao g > 1
com a primeira entrada 1 e as demais iguais aos valores das ¢ — 1 covariaveis
conhecidas para esse individuo, de modo que p; = x! 3 com B sendo o vetor de

parametros desconhecidos da regressao.

Dessa forma, construimos o MRLM dado por y; =x/B+e; i =1,...,n
com e; o residuo do modelo para o i-ésimo individuo. Da mesma forma que em
Ferreira (2008), procederemos o ajuste do modelo nio viesado (supondo erros com
locagdo nula) através da estimacao do vetor de parametros 8 = (3,0, \, T) pelo
método da maxima verossimilhanca. A funcao log-verossimilhanga das misturas de
escala dadas na Definicao 3.1.1 pode ser escrita na forma seguinte:

0(6) = zn:llnf(yi; 0) — f} B In (i) - ;A K. (3.13)

Acima, temos A = Ino? e K; = [,"u'/2e74%/2®, (\/uA;)h(u; T)du. A partir de

Ae;
o

2
. . o~ . . ~ e
agora, fixaremos nas distribui¢oes univariadas as notagoes d; = 5 e A; =

De acordo com o que foi desenvolvido na Subsecao 2.1, a maximizacao
da funcao acima pode ser feita com o uso de qualquer algoritmo de otimizagao,
particularmente do tipo Newton ou Quasi-Newton. Porém, a implementacao
desses algoritmos pode esbarrar em problemas de saida do conjunto viavel ou ter

complicada implementacao devido ao grau de complexidade das fungoes envolvidas.

Em virtude disso, usaremos o algoritmo EM descrito na Secao 2.2. Nas
distribui¢oes SMSN, a representacao hierdrquica dada em (3.4) permite escrever a

fungao log-verossimilhanga dos dados completos y¢, = (i, t;, u;) na forma

= = w? 1
Lc(8) = Zlnfc(yi,tmuz';e) = Zln {dn <y¢;xiTﬂ + At M) ¢1 (ti;O, ;) h(uz‘;‘r)]
i=1 i=1 ‘ ‘

n
Ui _&(y,_xTﬁ_At,)Z} |: 2 _wt2/2
= In |2———e 2027 T ¢ +1n | ——ue /2| + Inh(u;; T
o[22 i D Inhw;7)

i=1 i=1

n n n n

1 A2
= c—nlhw-— 22 Zul(yl —xFp)? + 2 witi (yi — xI B) — Bl Zuztf + Zlnh(ui;T).

i=1 =1 =1 =1
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Na expressao anterior, o valor c =nln2 —nln2r + 3 Z (3Inw; — ut?) é
constante em relacao aos parametros, sendo irrelevante na otlmlza(;ao da funcao

_ ag
lc. Note que estamos considerando a reparametrizacao A = \/1+7/\ ew= 73

Nesse caso, a fun¢ao Q(6; é(k)) = Eé(k) (¢c(0)|y) na etapa k do algoritmo
EM pode ser decomposta na forma ()(8; é(’“)) =c+ Q1(0; @(k)) + Q2(0; é(k)), onde

n n

~(k) . 1 ,\(k) /\(k)
Q1(6;0 ") = —nlnw—ﬁél (yi — %! B) +—E ull i —x; B 2w2 Eﬁ ;
~(k) -
Q2(0;0) = ;:1 Ea(,@ (Inh(ui;T)). (3.14)

Na notacgao introduzida na Subsecao 2.2, o vetor de dados faltantes é

W = (T,U). Dessa forma, a fim de encontrar o = E§<k) (U:Y; = i), ,tz(k) =

— (k
Eé(k> (UT|Y; =) e uitg( ) E§<k) (U;T?|Y; = y;) para proceder o passo E do
algoritmo, utilizaremos as Proposi¢oes 3.1.3 e 3.1.4 além de resultados da

~(k) —~(k k) 2 (k)
Teoria da Probabilidade. Para isso, fazendo &® = vy, — Tﬂ( ) A»( ) ’\(g(‘;j) ,
~(k) _ AWG® (k) ) ( )y _ 1/2 1725 (k) -
T = Xwr 507 0T —m an U; W@(U A; )Yi—yz’ :
mostraremos como obter as expressoes a seguir:
(k) 7 (k)? (k)? ~(K) ~ (k)

~(k)~ —5 k) . ~
H, —l—zi(k)ag) e ut? =1 Hy, + O, —i—zi(k),uTi or, .

@Uﬂ w® gk

Inicialmente, fazendo P; = (Y}, U;), a forma mais geral da identidade da
esperanga condicional nos permite concluir o seguinte para s € {1,2}:

E(UTYY: = yi) = E (E(UT!|Ps)

Yi =) = E(E(UT|Y:,Us)

Yi=w) = E(GE(T|Y:,Us)

Yi=u).

Vamos agora adaptar ao nosso caso o resultado expresso na Proposicao 3.1.3

com o proposito de determinar Eé(k) (TﬂY}, UZ-). Fazendo a adaptagao mencionada,

~(k o
vemos que T;|Y; = vy, U; = u;;0 = 9() ~ TN o0 (u%), \/171>’ onde temos

A (k) 3% .
w A (y xIB7)  w o)

= eon = .
T H®? 4 Ak)? T HR? L Ak)?
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Usando os resultados de Johnson, Kotz & Balakrishnan (1994) sobre a
()
10

distribuicao normal truncada e adotando a notacao Wy (3:) = , obtemos

K

ap6s algumas manipulagoes as seguinte expressoes:

AE) N =(k)

. Hr, | O,

Eooo(T|Yi = yi Us = w) = i)+ Wa | Vg | ==
g (TilYi =y ) =iz +We o0 ) Vi

AP\ i) AP\ |
Vara(k)(THY; =y, Ui=w) = |1 - Wy \/U_ZTIQ) \/_ Wa | vui (k) T
5 .

T; o,

() AK) () K
Sendo ﬁ( = (yz- - xI'B ) == (yl fﬂ( )) =A;
DR Ok 4 Alk
podemos escrever com base nos resultados e convengoes anteriores o seguinte:

(k)

o (LY =y Ui =) = Aif) +Wa(Vaid, (0 21 T
Eé““) (T2Y; = yi, Ui = w;) = Vm”a(k) (LY = vi, Ui = wi) + Ea(k) (LY =y, U; = ui)2

(k)2 Mgc) (T) (k) Ag)
= T W (VUi A =
iy, + = Wal )+

Dessa forma, concluimos das expressoes acima e das propriedades do valor
esperado que

@Ug) = Eauc) (UTL|Y; = yi) = Eauc) (Uianc) (LY, U,)|Y; = yz>
(k)
- N(T)Eg““) (UiY: = yi) +U(T)E§(k> (U e (UI/ZA ) _ yz>
_ ()N()Jrz()g“)’
— (k)
2 _ . ) . 21v. T7T. .
u;it; = Ea(k) (UZT,- Y; = yz) = Ea(k) (UZEa(k) (TZ Yz, UZ)‘YZ = yz)
~ —~(k) ~(k)2
- Ve B (UilY: = v:) +u;)a§)Ea< ) (U Pwe (U124 |y = y> +oy)

_ R 4 R0 | G0
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k), os quais sao descritos na

Quanto aos valores de iL\i(k) bem como de Z;
Proposigao 3.1.4, veremos na Subse¢do 3.1.3 sua expressao para cada um dos

exemplos a serem trabalhados.

No nosso caso, em vez do tradicional passo M que envolveria a maximizacao
direta da fungao Q(6; é(’“)) determinada acima, utilizaremos aqui a versao ECME
do algoritmo proposta por Liu & Rubin (1994). Esta consistird, no nosso caso,
em proceder a maximizagao condicional de @ (6; g(k)) supondo o hiper-parametro
7 =7 fixo e, logo em seguida, maximizando a log-verossimilhanca original ¢ em
T apds obtidos os valores B(k+1), gD o N1,

Esses ultimos trés valores sao provenientes das condigoes estacionarias

01 @(k), é(k))

de primeira ordem = 0. Apds o célculo das derivadas de Q4

correspondentes a cada parametro, obtém-se as seguintes estimativas explicitas
conforme se pode ver como caso particular em Zeller, Cabral & Lachos (2015):

)

n -1 n

~(k+1) N . — (k) ~

B = [ E ui(k)xix;r‘| [ E ui(k)yi — uit; A(k+1)
i=1 =1

. Dk (k41 " —(k)
AB+D Zuiti( ) (yi _X?B( )) /Zuitf :
=1 =1

n
i=1

- ~ 2 — ~ ~ — (k) ~
S0+ _ $ iy [@W (yi —xZTB(kJrl)) — 2wt " (yi —xiTB<k+l)) Aoty g g2V Aoz |

-~ (k+1)

Observe que as expressoes de B e A#+D) revelam uma dependéncia

mutua entre os dois parametros. Por isso, na pratica, ao implementar o algoritmo

. ~ - ~(k+1) N
em um software como o R se considera A®) na expressao de 8 e ndo A+,

No entanto, uma modificacao simples pode resolver o problema da depen-
~(k
déncia mitua mencionada. Para tanto, basta notar que ao derivarmos Q1 (6; 0( ))

em relacao a B, A e w, respectivamente, obtemos

5 w0 =By — Sut,Vx] =0

i=1 L

n [ o — -5 (k)

| =4+ ST - xT B - Budi (g — xTB) + Sruitr | =0
i=1 L

n [ —(k — (k)

> | s (4 = xI'B) — St} ] =0
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Manipulando as expressoes acima, chegamos ao seguinte sistema de equagoes:
—~(k T
z( )XiXi IB + ( =1 uz z ) A Z uz szz

'U/ztl Tﬂ+(zut2 )A EU,Z% )yz
— (K
A(k (v —x{ B)* — 2uiti( )(yi — X?ﬂ)A + uit?( )A2 = nw?

'MBEM:EM:
<

.
Il
fa

Dessa forma, percebe-se que o subsistema de equacoes obtido pela retirada
da ultima equacao acima é linear em 3 e A. Dessa forma, a menos de problemas de
posto da matriz X = Y | x;X; , este possui solu¢ao tnica. Mais ainda, pelo fato
de w ser positivo por construgao, &*+D fica unicamente determinado na tltima
equacao mediante o conhecimento de B(Hl e A®HD dag equagoes anteriores.

Resolvendo o sistema obtido a comecar pelo subsistema linear, conseguimos
as seguintes solugoes explicitas exatas:

Sk _ (Z (k)) Z”: i (Zn:@(k)xz) (i@(k)xi>T _
i1 i=1 i=1

() o) ()]

NGRS e ’“>a<k+l>/z;€2
=1

X

n

S 12[4@41«“)2 2@(k)a(k+1)£(k+1)+u/it\12(k)£(k+1)2:|.
n “

~ (k41
k+1) = Yi— zT (Jr)pOr

simplicidade. Apds obter os trés parametros acima de qualquer uma das formas

indicadas, concluimos a etapa k fazendo *t1) = \/ (k1)2 4 AG+1)2 - N (k+1)

(k+1) k+1)
A(Hl) e escolhendo 7**Y € argmax f(B gkt \(+D) ,7-). Encontra-se um
T

na maioria das vezes, sendo relativamente simples verificar que

Nos resultados acima, utilizamos a notacio &

tinico valor de 7*+1)

a ultima fun¢do de T é concava nos nossos exemplos. Porém, dois deles costumam

apresentar um problema neste ponto, o qual mencionaremos na Subsecao 3.1.3.

Na andlise dos exemplos, faremos uma comparacao do desempenho compu-
tacional de ambos métodos para constatar que o segundo é, até certo ponto, mais

rapido que primeiro, fornecendo praticamente as mesmas estimativas.
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Os valores iniciais para os trés primeiros parametros sao estimativas pro-

venientes de uma suposi¢ao “ingénua” de normalidade dos modelos, ou seja,
n -1 n

/8(0) - |:Z XZXZT |:Z sz’L:|7 U(U) = Se(o) € A(O) = e, onde e(O) =Y - Xﬂ(O)
i=1 i=1

¢ o vetor de residuos inicial do modelo cuja utilizagao é preferivel a do vetor y

para evitar um inflacionamento dos parametros. Ja os valores iniciais do hiper-
pardametro podem variar consideravelmente de acordo com a distribuicao e, por isso,

apenas serao apresentados na Subsecao 3.1.3. Como critério de parada, utilizaremos

NOB
0( ) 0( ) < g, o qual se mostrou mais eficaz na consisténcia das estimativas em
~(k ~(k
relagdo a outro critério geralmente adotado: ‘f (9( s l 9( )> ‘ < e. Ver uso em

Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016) e Zeller, Cabral & Lachos (2015).

Para a obtencao das medidas que endossam a consisténcia da EMV de acordo
com o exposto na Subsecao 2.1 e também de critérios que controlem as simulagoes,
precisaremos determinar o vetor escore e a matriz de informacao de Fisher observada
nos modelos misturas de escala. Estes correspondem, respectivamente, ao gradiente
e a oposta da hessiana da log-verossimilhanca (dos dados incompletos ou observados)

indicada na expressao (3.13).

Dessa forma, o escore e a matriz de informacao observada podem ser
expressos de modo genérico na notacao do calculo matricial, respectivamente, por

O YT O L
00 00’ 96 200 K; 00"

o __Z“: P - 9 1 PA L L 0K 0K, 1 K
0000T = 090007 90067 20000T = K? 00 06T K, 9000"

Para explicitar as derivadas em relacdo a cada sub-parametro de 8 separa-
damente e possibilitar sua implementacao computacional, utilizaremos as notagoes

a seguir:
1. I9(r,s) = v2x / "(Inu) ey (y/uds) G(ViA ) h(u; 7)du

2. J6) = VIR [ 00 ud )G A) O s

0%h

3 L00) = Var [ o fud)G(aA) 5o

(u; T)du.
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A funcao G que aparece como indice sobrescrito nas integrais acima pode
ser ¢ := ¢ ou ® := P;. Em particular, verifica-se de maneira imediata que
400 1
K, = /0 u' e 2P (VuAd)h(u; T)du = TP <2, O). As integrais JZ(r) e LY (r)
que aparecem nas expressoes acima evidentemente possuem formulagoes distintas
em cada exemplo e serao apresentadas na subse¢ao seguinte para as distribuigoes

T-Student e Slash assimétricas.

Especificamente no exemplo da normal assimétrica contaminada, em que a
integral da mistura de escala se degenera numa soma pelo fato de h(u; v, y) ser uma
fun¢do de probabilidade discreta, nio faz sentido definir as expressdes J& (r) e LY (r).
Nesse caso, faremos I (r,0) = /27 {Vyrqﬁ(\/ﬁ)G(ﬁAi) +(1— V)gb(\/d_i)G(Ai)},
donde ainda obtemos a igualdade K; = I? (%, 0). Definimos adiante, porém, novas
expressoes J(r) e JS(r) para permitir a expressdo das derivadas parciais de ¢

numa notacao relativamente simples.

L JG(r) = VIR S(AG) G TA)
2. JS(r) = VIR [ oVAD)G(TA) — SWVTG(/TA)].

Com todas essas convencoes, as derivadas de interesse podem ser efetivamente

calculadas e se encontram listadas no Anexo B.

3.1.3 Estudo de Casos

O objetivo desta subsecao é mostrar que a pequena modificagao proposta
na Subsecao 3.1.2 acelera o processo de estimacao até certo ponto, na medida
em que zera o escore mais rapidamente e reduz o nimero de iteragoes necessarias
para atingir o critério de parada, embora exija mais operagoes matriciais. Faremos
essa constatacao nos exemplos da Subsecao 3.1.1, exceto na distribuicao normal

assimétrica cujos resultados da modificacdo nao se mostraram satisfatorios.

Neste estudo de simulagao com dados artificiais gerados no R, estipulamos
cinco tamanhos de amostras: 50, 100, 200, 500 e 1.000 para testar o quao boa é a
estimacao e sua consisténcia, além de comparar os algoritmos padrao e modificado.
Em todos os exemplos, geramos duas variaveis explicativas com distribui¢oes

uniformes U(1,10) e U(15,20) e realizamos 500 simulagoes por tamanho amostral.
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Os parametros usados na geracio foram: B = [3y 81 B2 = [25 — 10 5]%,
o=2,8 A= —1,4 e hiper-pardmetro v = 4, 5 na T-Student e na Slash assimétricas,
ou hiper-pardmetro composto por v = 0,65 e v = 0,2 na distribuicdo normal

assimétrica contaminada.

Apresentaremos os resultados em duas tabelas: uma contendo a média das
estimativas por parametro e medidas de variabilidade (desvio padrao e média dos
erros padrao) a fim de verificar a recuperagdo dos pardmetros e da informagao
de Fisher; e outra com moédulo dos vieses médio (VME) e mediano (VMD), erro
quadréatico médio (EQM) e desvio absoluto mediano (DAM) — ver Subsegao 2.1 —
para avaliar a consisténcia em ambos os algoritmos, além de apresentar gréaficos
de linha mostrando as medidas (relativas) baseadas na mediana com o intuito de

evidenciar o comportamento mediano da estimagao por parametro.

Além disso, para comparar o desempenho computacional dos métodos, mos-
traremos boxplots de tempo e iteragoes em trés tamanhos de amostra n classificados

da seguinte forma: pequeno (n = 50), médio (n = 200) e grande (n = 1.000).

O valor de ¢ no critério de parada foi fixado em 107% por heuristica com o
propoésito principal de atender as condi¢bes necessarias para a convergéncia dos
algoritmos a um maximo local ndo degenerado, ou seja, escore suficientemente

pequeno e matriz de informagao negativa definida (e bem condicionada).

Com esse intuito, eliminamos os conjuntos de dados simulados cujos para-
metros estimados nao satisfaziam a maior coordenada do escore menor que 102
e o menor autovalor da matriz de informacdo maior que 107, além de limitar

superiormente as iteracoes de cada algoritmo por 4.000.

A partir de agora comecaremos uma analise caso a caso de acordo com
os aspectos discorridos acima, apresentando as expressoes restantes para a imple-
mentacao em cada um dos exemplos discutidos do algoritmo EM, além de um
resumo dos resultados das simulagoes computacionais feitas no software R através

das tabelas e graficos ja mencionados anteriormente.
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T-Student assimétrica

L\V/2
J& vimos que na distribuigdo t assimétrica h(u;v) = <lf()y) uz"te"2% donde
3

=4[ (5) - (5 +1) <o

e =3 {50 )]+ ) - () oo s

Com as derivadas anteriores, obtemos as seguintes expressoes:

I =5 {[m(3) - v (%) +1] 190, 0) ~ 18+ 1,0) 4 186, 1) )

s 3{L- 0 6)+ () -G+ 0

+2(n (5) = (5) +1) (180,10 = IE(r +1,0)) + I(r,2) = 218 (r +1,1) + IE(r + 2,0)}.

Resolveremos I (r, s) = \/ﬁ%();z /;Looug_p”(ln u)®¢ (\/u(u - dz)) G(VuA;)du

utilizando a funcao integrate do R para seu calculo. Mas, em particular, temos

segundo Zeller (2009) os seguintes resultados fechados:

r v T Z—l—’l“
1= () () ¢ )T1<Ai ”+2"”;u+2r>;
V"’dl

v+ d; v+d; F(%)

ory /2T (Z + T’) 1 s+
I9(r,0) = Nor Fz(;) <u+di—|—A§> :

Como consequéncia da Proposigao 3.1.4, vemos em Zeller (2009) que os

valores esperados condicionais do passo E na etapa k£ do algoritmo EM sao

(k) [ ~
T [ A; viF) 43 . (k) 3> R
~ (k) 1( GGy N O

7y (A L2 50 4 1) 70+ 4
l/<k)-i-dZ
(k) 4
D) 4o (k) (ﬁ(k) —l—dz(k)) 3
e () ()

y(k) - k) 4o
le( +}k)a (k +1> ( (k) —|—C/[Z(k) /\(k)Q 2



Para esta distribuicao, controlamos a limitagao superior do parametro v,

descartando estimativas nas quais esse parametro supera 30 (caso ja considerado

préximo da normalidade). Esse tltimo procedimento se justifica em virtude do

fendomeno chamado platé da log-verossimilhanga presente nas distribuigoes da familia

T-Student como se vé, por exemplo, em Faria (2011) para o caso simétrico. Por

fim, usamos como valor inicial para o hiper-pardmetro v(*) = 2,01 lembrando que

um vetor Y com distribuicdo T-Student assimétrica possui variancia quando v > 2.

e Recuperacao dos parametros

Tabela 1 — Recuperagao dos parametros no modelo T-Student assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=>50 n=200 n=1000
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(25) 24,38421 4,47325  4,05555 25,11404 2,27766  2,24251 24,96119 0,96562  0,95755
£1(-10) -9,98889 0,14133  0,12491 -10,00339 0,06610 0,06713 -9,99924 0,02843  0,02944
B2(5) 5,01319 0,23802  0,21807 4,99466 0,12442  0,12136 5,00310 0,05454  0,05311
0(2,8) 2,56906 0,66494  0,83797 2,85490 0,41958  0,44127 2,82572 0,19158  0,19498
A(-1,4) -1,62441 1,55571  1,43331 -1,54692 0,63343  0,58145 -1,44792 0,24028  0,23797
v(4,5) 4,63705 2,38688  4,62185 5,36797 2,23262  2,52439 4,70656 0,81217  0,75283
(b) Algoritmo modificado
n=>50 n=200 n=1000
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrao padrao
Bo(25) 24,38421 4,47325  4,05555 25,11404 2,27766  2,24251 2496119 0,96562  0,95755
51(-10) -9,98889 0,14133  0,12491 -10,00339 0,06610  0,06713 -9,99924 0,02843  0,02944
B2(5) 5,01319 0,23802  0,21807 4,99466 0,12442  0,12136 5,00310 0,05454  0,05311
o(2,8) 2,56906 0,66494  0,83797 2,85491 0,41958  0,44127 2,82572 0,19158  0,19498
A(-1,4) -1,62441 1,55572  1,43331 -1,54692 0,63343  0,58145 -1,44792 0,24028 0,23797
v(4,5) 4,63706  2,38689  4,62186 536797  2,23263 2,52440  4,70656  0,81218  0,75283

De acordo com a Tabela 1, os resultados das estimativas médias e sua

variabilidade sao praticamente os mesmos utilizando ambos os métodos com

algumas diferencas na quinta casa decimal. Essa quase igualdade também

pode ser percebida na Tabela 2, o que garante nesse caso a consisténcia de

ambos os algoritmos.
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e Consisténcia da estimacao

Tabela 2 — Consisténcia no modelo T-Student assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=>50 n=200 n=1000

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD

DAM

0,61579 451544 0,60680 3,22008 0,11404 2,28051 0,11433  1,62447 0,03881 0,06640 0,02011
0,01111  0,14177  0,00973 0,09478 0,00339 0,06619 0,00306 0,04648 0,00076 0,02844  0,00096
0,01319 0,23838 0,02239 0,16694 0,00534 0,12453 0,00433 0,08938 0,00310 0,05463  0,00027
0,23094 0,70390 0,30104 0,45655 0,05490 0,42316 0,04081 0,29380 0,02572 0,19330  0,01764
0,22441 1,57181 0,04868 0,69379 0,14692 0,65024 0,07057 0,34985 0,04792 0,24501  0,03997
0,13705 2,39081 0,59468 1,35162 0,86797 2,39540 0,35474 1,15144 0,20656 0,83803  0,08883

0,61127
0,01916
0,03575
0,12037
0,16970
0,44564

(b) Algoritmo modificado

n=>50 n=200 n=1000

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD

DAM

0,61579 4,51544 0,60681 3,22007 0,11404 2,28051 0,11433  1,62447 0,03881 0,06640 0,02010
0,01111  0,14177  0,00973 0,09478 0,00339 0,06619 0,00306 0,04648 0,00076 0,02844  0,00096
0,01319 0,23838 0,02239 0,16694 0,00534 0,12453 0,00433 0,08938 0,00310 0,05463  0,00027
0,23094 0,70390 0,30104 0,45655 0,05491 0,42316 0,04082 0,29380 0,02572 0,19330  0,01763
0,22441 1,57182 0,04869 0,69379 0,14692 0,65025 0,07058 0,34985 0,04792 0,24501  0,03998
0,13706  2,39082 0,59466 1,35163 0,86797 2,39541 0,35475 1,15144 0,20656 0,83804  0,08884

0,61127
0,01916
0,03575
0,12037
0,16970
0,44564

Nos gréficos das Figuras 5 e 6, vemos que a eficiéncia mediana de
ambos os métodos na estimacgao de cada parametro é também praticamente
a mesma. Sendo a mediana uma medida mais resistente do que a média,
observamos uma tendéncia mais comportada nos resultados em relagao as

medidas correspondentes baseadas na média.

A vantagem da utilizacdo do segundo método esta no ganho de tempo
até certo ponto decorrente da realizacao de menos iteragoes como evidenciado
nos boxplots das Figuras 7 e 8. Eles foram tragados sem os pontos discrepantes

segundo o critério de Tukey para facilitar a visualizagao.
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Figura 5 — Viés mediano por parametro para a T-Student assimétrica univariada
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Figura 6 — Desvio absoluto mediano (DAM) por pardmetro para a T-Student
assimétrica univariada
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 7 — Boxplots de tempos para a T-Student assimétrica univariada
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Figura 8 — Boxplots de iteragdes para a T-Student assimétrica univariada
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Slash assimétrica

Na distribuigao Slash assimétrica h(u;v) = vu”~!, donde temos

gf:(u; v) = (i + 1nu> h(u; v);
gi’;(u; V) = [i Inu+ (In u)Q} h(u; v).

Com o uso das derivadas anteriores, podemos escrever o seguinte:

1

JO(r) = 219(r,0) + IS (r, 1)
1%
G 2 G G
Li(r)=—=1;7(r,1) + I;"(r,2).
1%

+o0
Escrevemos em geral I (r, s) = 27r1// u’ " (Inw)*o(/ud;) G (Vud;)du
0
cujo calculo realizaremos através da fungdo integrate do R. Em particular, de

acordo com Zeller (2009), temos as seguintes expressoes:

I?(r,0) = (Q)UM vI'(v+r)P (1'V+r di) E (@(5514)) ;
7 ) - dz ) ) 2 7 1 )

2ty T (v + 7)™ d; + A2
@ _ . 1 1
If(r,0) = V21 di + A2 PlLiv+r =3 '

Nas identidades acima, P(1;11,14) é a f.d.a. no ponto 1 de uma distribuigao

gama com parametros de forma vy, vy € S; ~ TGama(g ) (V + 5, 3) Da Proposi-
¢ao 3.1.4, vé-se em Zeller (2009) os seguintes resultados para os valores esperados

condicionais do passo E na etapa k£ do algoritmo EM:

p 3 C?(k)
—~ 2 N f[)(yz) ( § 2 > 1_
] — 2 _(2p®) 4 1) E( SiA ))
u 14
’ = (k) f(y; 2® ;
dl ( )P< % : )
aw 2(!@)2

_ ~ (k)" +h P(1;00 41,4 A

S 2 POW D) foly) i
T (z?(k) + %) f(yi) (d Cl (k)2>v CEETI <1; Y di;k))
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Na expressdo, f ¢ a f.d.p. da Slash assimétrica (3.9) trocando y; por x! 3 e

1 2 r Ly so\vt3 1 d.
fo(yi) = V/ u’ "y yi;X;‘rﬁaaf du = w <> ZP Lv+=,— | com

0 U

T

d; 2" 2
Yi — X

2T corresponde a f.d.p. da Slash simétrica.
o

o\ 2w
di -

Para esta distribuicao, vale a mesma observacao feita no exemplo da T-
Student assimétrica com relagao a limitacao superior do hiper-parametro v por
razdo inteiramente similar. Neste caso, tomamos v©) = 1,01 como valor inicial
para o hiper-parametro uma vez que um vetor Y com distribuicao Slash assimétrica

possui variancia para v > 1.

e Recuperagao dos parametros

Tabela 3 — Recuperacao dos parametros no modelo Slash assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=>50 n=200 n=1000
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padréo padrdo  estimativas  padréo padrdo  estimativas  padrao padrao
Bo(25) 23,88240 4,74688  4,40311 2457737 2,19972  2,24830 24,98809 1,01248  0,97356
51(-10) -10,00595 0,14490  0,12978 -9,99732 0,06568  0,06168 -9,99856 0,02759  0,02874
B2(5) 5,01658 0,25006  0,22277 5,00561 0,11652  0,11830 4,99683 0,05434  0,05224
0(2,8) 2,13539 0,60757  1,00083 2,51849 0,38890 0,57524 2,74106 0,21975  0,28122
A(-1,4) -1,08243 1,45274  1,44523 -1,23932 0,64106  0,67320 -1,36589 0,25871  0,27096
v(4,5) 2,36740 1,12127  3,66539 3,50819 1,40552  3,64630 457277 1,54822  2,88697
(b) Algoritmo modificado
n=>50 n=200 n=1000
Paramétro  Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrao padrao
Bo(25) 23,88241 4,74688  4,40310 24,57738 2,19973  2,24829 24,98809 1,01248  0,97356
B1(-10) -10,00595 0,14490 0,12978 -9,99732 0,06568  0,06168 -9,99856 0,02759  0,02874
B2(5) 5,01658 0,25006  0,22277 5,00561 0,11652  0,11830 4,99683 0,05434  0,05224
o(2,8) 2,13540 0,60757  1,00085 2,51850 0,38890 0,57524 2,74106 0,21974  0,28122
A(-1,4) -1,08243 1,45275  1,44522 -1,23933 0,64107 0,67319 -1,36589 0,25871  0,27096
v(4,5) 2,36742 1,12128  3,66548 3,50821 1,40553  3,64636 4,57278 1,54822  2,88700

Vemos na Tabela 3 que as estimativas por ambos os métodos sao

praticamente as mesmas. Cabe destacar ainda o curioso e nao desejavel

aumento do desvio padrao das estimativas do parametro v a medida que

n cresce. HKEsse fato mostra que o modelo Slash assimétrico exige muita
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informacao para recuperar o hiper-parametro e tal convergéncia é bastante
lenta, mas vale ressaltar que o coeficiente de varia¢ao (razao entre o desvio
padrao e a média) das respectivas estimativas diminui quando n cresce,
indicando que ao menos a variabilidade relativa das estimativas tem um
comportamento dentro do esperado. Quanto a consisténcia das estimativas,
expressa em termos de medidas de tendéncia central e variabilidade baseadas

na média e na mediana, também podemos dizer que ndo ha diferencas

significativas entre os dois algoritmos como se vé na Tabela 4.

e Consisténcia da estimacao

Tabela 4 — Consisténcia no modelo Slash assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=50 n=200 n=1000
VME __EQM __ VMD DAM __ VME _EQM __ VMD _ DAM _ VME  EQM __ VMD _ DAM
111760 4,87667 1,03615 3,38013 0,42263 2,23996 0,50058 1,38766 0,01192 1,01255 0,05203 0,67412
0,00595 0,14502  0,00202  0,09761 0,00268 0,06573 0,00144 0,04320 0,00144 0,02762 0,00083  0,01800
0,01658 0,25061 0,00833 0,17680 0,00560 0,11665 0,00746  0,07417 0,00317 0,05443  0,00453  0,03588
0,66461 0,00047 0,77964 041477 0,28151 048009 0,28343 0,31219 0,05894 0,22751 0,05021  0,14444
0,31757  1,48705 0,49409 0,83388 0,16068 0,66089 0,09891 0,39069 0,03411 0,26095 0,02574  0,16960
2,13260  2,40940 2,40619 0,63893 0,99181 1,72023 1,40555 0,75006 0,07276 154992 0,33427  0,75424
(b) Algoritmo modificado
n=50 n=200 n=1000
VME __EQM ___ VMD _DAM _ VME _ EQM _ VMD _ DAM _ VME  EQM __ VMD _ DAM
111759 487666 1,03613 3,38012 0,42261 2,23996 0,50057 1,38764 0,01191 101255 0,05204 0,67413
0,00595 0,14502  0,00029 0,09761 0,00268 0,06573 0,00144 0,04320 0,00144 0,02762  0,00083  0,01800
0,01658 0,25061 0,00833 0,17680 0,00560 0,11665 0,00746 0,07417 0,00317 0,05443  0,00453  0,03588
0,66460 0,00046 0,77963 0,41478 0,28150 0,48009 0,28342 0,31218 0,05894 0,22751 0,05021  0,14444
0,31757 1,48706 0,49406 0,83390 0,16068 0,66090 0,09890 0,39069 0,03411 0,26094 0,02574  0,16960
2,13258  2,40939 2,40619 0,63892 0,99179 1,72022 1,40554 0,75007 0,07278 154993 0,33425 0,75424

Os graficos das Figuras 9 e 10 mostram que o comportamento mediano
das estimativas em termos de tendéncia central e variabilidade também esta
dentro do esperado para cada grupo de parametros, exceto possivelmente
pelo aumento do desvio absoluto mediano relativo para o parametro v. Ja as
Figuras 11 e 12 revelam que os ganhos do algoritmo modificado sdo bastante

consideraveis nesta distribuicao.
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Figura 9 — Viés mediano por parametro para a Slash assimétrica univariada
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 11 — Boxplots de tempos para a Slash assimétrica univariada

(a) Para n=>50
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Figura 12 — Boxplots de iteragoes para a Slash assimétrica univariada

(a) Para n=>50

Iteragdes para o algoritmo padréao Iteragdes para o algoritmo modificado
a (=]
o (=)
[an] (=)
™ ! o™
=] i [} i
[=T o _] 1
o = 1
2 2 |
1
o =
o 2 -
_I_I _

(b) Para n=200

Iteragdes para o algoritmo padréao Iteragdes para o algoritmo modificado
a (=]
[} (=)
2 —_ 2
o B i (=) B
o _| H o ]
=] | (=]

200 600
|

200 600
|

(¢) Para n=1000

Iteragdes para o algoritmo padréao Iteragdes para o algoritmo modificado

200 400 800 800
200 400 600 800




61

Normal assimétrica contaminada

J4 mencionamos que na distribui¢cao normal assimétrica contaminada vista

como mistura de escala, a densidade h(u;vy,v) é dada por

v pseu ="y
hu;v,v) =% 1—v ;seu=1
0 ; caso contrario.

Mediante a ado¢ao de uma notagao similar a dos dois exemplos anteriores,

temos também que
1,0 = VR |7 6,1 B (VTA) + (1= v)o(y/d)B(A)|
I (r,0) = V27 vy 6(, 1o VTA) + (1 = )l /d)o(4)|.

Note que nao faz sentido considerar aqui, como nos exemplos anteriores,
os casos em que s # 0, de modo que podemos escrever I&(r) := I¢(r,0). Além
disso, observamos anteriormente que nio existem analogos diretos para J&(r) e
L¢(r) neste exemplo devido ao fato de a funcio de probabilidade h ser discreta.
Dessa forma, tivemos de definir novas expressoes JS(r) e JS(r), as quais foram ji

apresentadas e utilizadas no computo das derivadas de primeira e segunda ordens
de ¢.

Novamente em Zeller (2009), foram obtidos com o uso da Proposi¢ao 3.1.4
os resultados adiante sobre os valores esperados condicionais do passo E na etapa
k do algoritmo EM:

k5 k) ¢ (y x; TS) (\/?(’“@(k)> +(1-v*)g (y 73" A(’“)z) P (E(k))
S(k) Lok U(k) /7 S(k) ~(k) 52 (k) ’
v d) Yi; X; IB ) (k) A ]-_ )¢ Yis X /6 ¢ Az

~(k) ()2 —(k)
I/(k R / ¢ <y“ X; , (k) ) (, /’Y(k A > 1 — y(k))¢ (yl,x;rﬂ ,a'(k) > QS (Al >

,@(k) _

zAi(k)

N 2 ~, SR <2 —~(k)
v(k) ¢y (Z/u X; ,3 U((k,j) ) <\/ A > (1—-7v®)e <yz,x B ok ) (Ai )

Como nao hé restricoes para a existéncia dos momentos de um vetor
aleatério Y com distribuicao normal assimétrica contaminada, tomaremos como

valores iniciais para o hiper-pardmetro arbitrariamente (v(©, () = (0,5, 0,5).



e Recuperacao dos parametros
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Tabela 5 — Recuperagao dos parametros no modelo normal contaminado assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=>50 n=200 n=1000
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro

(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo

Bo(25) 24,12641 7,92910 6,51659 25,02522 3,12706  3,08755 24,87325 1,51121  1,47801

£1(-10) -9,99614 0,14133  0,18880 -10,00243 0,10303  0,10285 -9,99816 0,04723  0,04472

B2(5) 5,00358 0,42188  0,34348 4,99904 0,17135  0,16803 5,00494 0,08229  0,08107

0(2,8) 2,97064 1,03469  1,26852 3,17514 0,87471  0,94348 2,84773 0,42982  0,44451

A(-1,4) -1,25825 1,10173  1,24364 -1,49526 0,54481 0,56617 -1,40819 0,21218  0,22100

~7(0,2) 0,18719 0,10410 0,19722 0,23040 0,09315  0,12434 0,204245 0,04618  0,04886

v(0,65) 0,40291 0,19666  0,32130 0,53067 0,17481  0,23606 0,62744 0,08747  0,08997

(b) Algoritmo modificado
n=>50 n=200 n=1000

Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padréao estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrao padrao
Bo(25) 24,12512 7,93616  6,50963 25,02522 3,12706  3,08755 24,87323 1,51121  1,47801
£1(-10) -9,99654 0,21771 0,18859 -10,00243 0,10303  0,10285 -9,99816 0,04723  0,04472
B2(5) 5,00440 0,42119  0,34288 4,99904 0,17135  0,16803 5,00494 0,08229  0,08107
o(2,8) 2,97999 1,03663  1,261023 3,17516 0,87473  0,94348 2,84773 0,42982  0,44451
A(-1,4) -1,26345 1,10118 1,23888 -1,49526 0,54482  0,56617 -1,40818 0,21218  0,22100
~7(0,2) 0,18821 0,10482  0,19547 0,23040 0,09316  0,12434 0,204244 0,04618  0,04886
v(0,65) 0,40225 0,19666  0,31865 0,53066 0,17482  0,23607 0,62744 0,08747  0,08997

De acordo com a Tabela 5, mais uma vez obtivemos resultados muito

proximos nas estimativas por ambos os métodos, o que fica cada vez mais

evidente a medida que o tamanho da amostra aumenta.

Quanto as evidéncias de consisténcia, também ja esperadas em ambos

os algoritmos, podemos constatar pela observacdao dos dados da Tabela 6 que

praticamente todos os resultados estao dentro do esperado.



e Consisténcia da estimacao

Tabela 6 — Consisténcia no modelo normal contaminado assimétrico

(a) Algoritmo padrao
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n=50 n=200 n=1000
VME _EQM __VMD _ DAM _ VME _EQM __ VMD DAM __ VME EQM _ VMD _ DAM
0,87359 7,97708 0,77200 5,32022 0,02522 3,12716  0,11661 101301 0,12675 1,51651 0,09672 0,98813
0,00386 0,21840 0,00687 0,14640 0,00243 0,10305 0,00061 0,06401  0,00184 0,04726  0,00060 0,03046
0,00358 0,42190 0,02599 0,28291 0,00096 0,17135 0,00163 0,10765  0,0049  0,08244 0,00191  0,05683
0,17064 1,04866 0,00832 0,65826 0,37514 095176 0,16897 0,50284 0,04773  0,43247  0,00206  0,29504
0,14176 1,11082 0,33390 0,57082 0,09526 0,55308 0,01971 0,34414 0,00819 021234 0,00217 0,13363
0,01281 0,10489 0,04160 0,05274 0,03040 0,09799  0,00570  0,04558 0,00425 0,04638 0,00279  0,03133
0,24709  0,31580  0,24043  0,14692  0,11933  0,21166  0,08481 0,10810 0,02256  0,09033  0,01847  0,05138
(b) Algoritmo modificado
n=50 n=200 n=1000
VME _EQM ___ VMD DAM _ VME EQM _ VMD  DAM _ VME EQM __ VMD  DAM
0,87488 7,98423 0,77201 529144 0,02522 3,12716 0,11660 191303 0,12677 1,51652 0,09674 0,98814
0,00346 0,21774 0,66173 0,14640 0,00243 0,10305 0,00061 0,06401 0,00184 0,04726  0,00060 0,03046
0,00440 0,42122  0,02599 0,28236  0,00096 0,17135 0,00163 0,10765  0,0049  0,08244 0,00191  0,05683
0,17999  1,05214 0,00131 0,66057 0,37516 095179 0,16895 0,50282 0,04773 0,43247 0,00204  0,29505
0,13655 1,10862 0,33125 0,57159 0,09526 0,55308 0,01970 0,34413 0,00818 0,21234 0,00218  0,13362
001179 0,10548 0,04112 0,05322 0,03040 0,09799 0,00570  0,04558 0,00424 0,04638 0,00279  0,03133
0,24775 0,31637 0,24315  0,14951 0,11934 0,21166 0,08482 0,10810 0,02256  0,09033 0,01847  0,05138

As Figuras 13 e 14 complementam as informagoes da Tabela 6. Elas

acrescentam a informagao por parametro para as medidas baseadas na medi-

ana e revelam que, embora haja algumas pequenas incoeréncias (especialmente

no viés mediano do parametro de escala), ambos os algoritmos levam igual-

mente a estimativas que cumprem os requisitos da teoria assintética.

Por outro lado, neste exemplo especifico os “ganhos” em niimero de

iteracoes e tempo com a modificagdo proposta sdo bem mais modestos e

basicamente ocorrem para amostras pequenas. Isso pode ser constatado pela

observacao das Figuras 15 e 16.
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Figura 13 — Viés mediano por parametro para a normal assimétrica contaminada
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 15 — Boxplots de tempos para a normal contaminada assimetrica univariada
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Figura 16 — Boxplots de iteragoes para a normal assimétrica contaminada univari-

ada
(a) Para n=>50
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3.2 MODELOS MISTURAS MULTIVARIADOS COM REGRESSAO

Como ja mencionado, discutiremos nesta se¢ao os modelos multivariados
com a abordagem de Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016), incluindo a regressao

linear multipla multivariada nas formas alternativas que descrevemos na Secao 2.4.

Inicialmente, apresentaremos os principais exemplos desse tipo de mistura,
cujos resultados estao expressos na Subsecao 2.3.2, considerando também um caso
excepcional que pode ser enquadrado tanto como o tipo de mistura apresentado na

referida subse¢do quanto como uma mistura finita de normais assimétricas.

Ademais, trataremos a estimacgao dos parametros em modelos de regres-
sao linear multipla multivariada com erros que seguem distribui¢oes misturas de
escala assimétricas de normais utilizando técnicas diferentes das que se encontra

normalmente na literatura para esse tipo de modelo.

Basicamente, vamos estender duas técnicas utilizadas por Lange & Sinshei-
mer (1993) nas misturas de escala simétricas de normais univariadas para o caso
assimétrico multivariado, além de apresentar uma nova técnica para um dos exem-
plos indicados. Ressaltamos que técnicas similares aparentemente nao funcionam
bem nas distribui¢oes misturas de escala de normais assimétricas, fato sobre o qual

discorremos no capitulo final.

Por fim, faremos um estudo de simulagao para comparar os métodos usuais
e os propostos com a finalidade de mostrar os ganhos provenientes da adocao desse
ultimo nos exemplos basicos citados, além de realizar um estudo com dados reais

para ilustrar como funciona a nova sugestao na pratica.

3.2.1 Exemplos Basicos

A distribuicao normal assimétrica multivariada, definida na Subse¢ao 2.3.1,
pode ser vista como uma mistura de escala assimétrica degenerada conforme obser-
vado no inicio da Subsecao 2.3.2. Além desse exemplo direto que nao reproduziremos
novamente, descreveremos nesta subsecao sucintamente mais trés exemplos das
misturas multivariadas: T-Student normal assimétrica, Slash normal assimétrica e

normal contaminada assimétrica.
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Distribuicao T-Student normal assimétrica multivariada

O principal exemplo de mistura de escala assimétrica da familia normal
¢ a chamada distribuicdo T-Student normal assimétrica multivariada. Nessa

distribuicao, temos assim como na T-Student assimétrica univariada da Subse¢ao
v v/2
3.1.1 que T = v numérico e U ~ Gama (%, %), donde h(u;v) = (If%u”/z_le_’“’/?.

Dessa forma, um vetor aleatério p-dimensional com tal distribuicao é escrito na
forma Y ~ STN, (,u, LA, 1/) e sua f.d.p. é dada por

f(y; w3 A, 1/) = 2tp<y; o, X, y)CID ()\E_%(y — u)) , y € RP, (3.15)

v _ _uJQrp
Em (3.15), t,(y; . B, v) = r(+3) [H (y—p)'Z'(y—p)

(7v)2|2|2T (%) v
é a expressao da f.d.p. de uma T-Student p-variada com v graus de liberdade, a

qual é uma mistura de escala normal de acordo com Lange & Sinsheimer (1993).

Lembrando os momentos de U obtidos no exemplo univariado, ja vimos que

E({U) = Fﬁ%_)l’; = —%5, o que combinado a Proposicao 2.3.2 nos da

(SN

2
E(Y) = /,L—l—\/—wEl/?)\, v>1;
7T

2
Var(Y) = xV2 <”I,, - w2)\)\T> LI} (3.16)

v—2 T

A expressio de w = E ([U (U + )\T)\)]_%) acima nao possui forma fechada

V)2 B
(%) /+OO UVTJQ_%U
I (%) O Vu+ AT

a integral improépria converge para v > 1.

e é, nesse caso, dada por w = du, onde se pode verificar que

Na Figura 17, vemos o gréafico da f.d.p. de uma distribuicdo T-Student

3 -1
-1 2

normal assimétrica com p = 2 e pardmetros p = (20, —15), B = /2 =

A=(-1,2)ev=>5.
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Figura 17 — Grafico da f.d.p. de uma T-Student normal assimétrica multivariada

0.04

0.03

Tal gréafico foi esbogado com base numa amostra de 5.000 observagoes da
distribuicao em questao no R. A propria escala do grafico permite notar o efeito da
assimetria negativa na primeira coordenada e da assimetria positiva na segunda. J&a
a presenca de pontos distantes da massa central revelam o efeito do hiper-parametro
de conferir mais peso caudal. Portanto, valem em geral os mesmos comentarios
feitos para o caso univariado da distribuicao T-Student assimétrica, ressaltando
que no caso da T-Student normal assimétrica o efeito da assimetria é independente
do efeito de caudas pesadas. Essa afirmacao, valida para quaisquer misturas de
escala assimétricas de normais, decorre da prépria expressao dada em (2.7), na
qual os pardmetros A e v nao se “misturam”, e ficard mais evidente na préxima

subsecao quando tratarmos da estimagao dos parametros.



70

Tendo em vista a estimacao paramétrica, explicitaremos ainda a distribuicao
de U|Y =y cuja f.d.p. denotaremos por ho(u|y). Com as notagdes usadas nas
proposigoes da Subsegao 2.3.3, segue de (3.15) e da relagao entre distribuigao

conjunta e condicional que

fly.n) 20 (v %) ()70 (5) wi e fe (An -y — w)

ho(uly) =

fy) 2t (y; 11, 2,0) @ (X272 (y — p))
(id =R
i 2 u”;rp—lef”"'du'
r(=2)
Logo, UY =y ~ Gama (%2, %), onde d = (y — p)" S (y — ).

Distribuicao Slash normal assimétrica multivariada

Analogamente ao caso univariado das misturas de escala de normais assimé-
tricas, temos dentre as misturas de escala assimétricas de normais a distribuigao
Slash normal assimétrica multivariada. Nesta distribuicdo, temos também 7 = v
numérico e U ~ Beta(v, 1), donde segue que h(u;v) = vu’~!. Dessa forma, um ve-
tor aleatorio p-variado Y possui distribui¢ao Slash normal assimétrica e escrevemos
Y ~ SSNP(M,E,)\, u) quando sua f.d.p. é

1

F(yim B A v) =25, (y;, B,0)0 (AS 2 (y — ), y € RV, (3.17)

Sendo P (1; v+ 5, (y_u’)TE;il(y_p’)) a f.d.a. aplicada no ponto 1 de uma va-

ridvel aleatéria Gama (V + £, (yfmTZQ_l(yfm), temos em (3.17) que s, (y; w3, v) =
vul'(v+2 —(v+5 — —1(y_

aiCas ) (y = )TNy — )] (+%) P(Ly+8 G0 ¢ o fdp. da

1
5|32 2
Slash simétrica. Pode-se mostrar mediante algumas manipulagoes algébricas que a

escrita (3.17) coincide com a indicada em Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016).

Segue do resultado obtido no caso univariado para a distribuicdo de U que

EUY) = ~*5 e, portanto, usando a Proposi¢ao 2.3.2, vemos que

2 1
E(Y) = u+\/7w21/2)\, V>
T

v

2
Var(Y) = V2 < 1, - wQA)\T> D2, (3.18)
e

vV —
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Assim como no exemplo anterior, w = E([U U+ )\TA)]_%> nao possui

ur=3
Vu+ AT

Na Figura 18, apresentamos o grafico da f.d.p. de uma Slash normal

1
forma fechada e, nesse caso, é dado por w = v / du, onde a integral
0

imprépria converge se, e s se, v > %
T A~ 1/2 3 —1
assimétrica com p = 2 e parametros pu = (20,—15), B = ¥'/¢ = ,

-1 2
A=(-1,2)ev=>=.

Figura 18 — Grafico da f.d.p. de uma Slash normal assimétrica multivariada

0.04
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Novamente o grafico foi esbogado com base numa amostra de 5.000 obser-
vagoes da referida distribui¢do no software R. Neste exemplo, observa-se o mesmo
efeito da assimetria constatado no anterior. Por outro lado, o peso caudal é menor
no caso da Slash normal assimétrica para o mesmo valor do hiper-parametro. No
mais, valem os mesmos comentarios feitos no exemplo da T-Student normal assi-
métrica. Quanto a distribuigao de U|Y =y para fins de estimagao dos pardmetros,

ao adotarmos as mesmas notagoes e procedimentos do exemplo anterior, obtemos

ho(uly) = fly,u) 20 (y;u, %) vu’"td (ATzfé(y _ ,,,))
PETOU0)T 2svimS) e (WS y - )

d vty v+L-1_-—%d P d
5 u¥Tz e 2 UV+§_1€_§U

r (”Tﬂ’) P (1; v+ £, %l) a /(1) s R

De acordo com a definigdo dada em Johnson, Kotz & Balakrishnan (1994),
UlY =y ~ TGama,) (V + %, g), onde d = (y — pu)'E (y — ).

Distribuicao normal contaminada assimétrica multivariada

Dentre os mais conhecidos exemplos de misturas de escalas assimétricas
de normais, temos ainda a distribuicdo normal contaminada assimétrica multi-
variada. Denotamos um vetor aleatério p-dimensional com tal distribuicao por
Y ~ SCN, (p,, DIND W22 7) quando sua f.d.p. ¢é definida para todo y € R? da forma

expressa a seguir:

O (AR 2 (y — ). (3.19)

>
fysm, B, v,y) =2 [Vcbp (y; I, 7) + (1 =v)gp (y; 1, %)

Neste exemplo, assim como no caso univariado, o hiper-pardmetro T = (v, )
caracteriza a mistura de escala através da funcao de probabilidade discreta definida

da maneira abaixo:
v pseu ="
hu;v,v)=¢ 1—v ;seu=1

0 ; caso contrario
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Utilizando a fungdo h acima, j4 vimos que o = E(U 1) = % + 1 — v, donde

podemos escrever as expressoes

[2
E(Y) = p+ /w2
™

Var(Y) = 22 [[Z+1-v)1 N (3.20)
o] o
Neste caso, temos ainda w = E([U(U + )\T)\)]*%) R +
Yy +ATX)

1—v

V1I4+ AT

Observe agora que este exemplo também pode ser visto como uma mistura
finita de duas normais assimétricas quando reescrevemos a f.d.p. dada em (3.19)
do seguinte modo:

> luqsp (v )0 ((\%) (2) o- m) FO -0y v D)@ (A8 (y - ) ] SNEEY)

Dessa forma, a distribuicdo acima pode ser considerada como mistura finita

das normais assimétricas Y; ~ SN, (p,, %, \%) e Yo ~ SN, (p,3,A). Como
consequéncia das Proposicoes 2.3.1 e 2.3.8, podemos reobter a esperanca e a
variancia de Y fazendo

, gerando expressoes fechadas para a esperanca e a variancia.

E(Y) = vE(Y1)+(1-v)E(Y>)
= v H_|_ z% +(1—l/) /J'"" 227%)\
T /14+ATN/y V14 AT
2 v 1—v
= — 21/2/\;
N+\/; (\/W(7+)\T)\) * \/1+>\T>\>
Var(Y) = v[Var(Y1)+EXYDEYD)"]+ (1 —v)[Var(Ys) + E(Y2)E(Y2)"] — E(Y)E(Y)"

= vWar(Y1)+ (1 —v)Var(Ys) + v(l — v)[E(Y1) — E(Y2)][E(Y1) — E(Y2)]"

T T
- Usir2 (Ip _ 2M> =240 71/)21/2 <Ip 2 A ) ni/2

v T1+ATA/y T1+ATA
2
2 1 1 »2ANTR 2
+ =v(l-v) — — B =
i VI +ATA) V1 +ATA ) THATA

2 v 1—v T

2
= 2 <V+1—V>I - — + 2,
l 7 N VAG AN VIiaTa) THATA
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A Figura 19 mostra a f.d.p. de uma normal contaminada assimétrica com
3 -1

,A=(—1,2),v=0,7e~v=0,6.
1 9 (=1,2) g

p=2,p=(20,-15), B=3%2= [

Figura 19 — Grafico de uma normal contaminada assimétrica multivariada

- -15 30
5 10 25

0.03

0.7

Tal distribuicdo também possui caudas mais pesadas do que a normal
assimétrica. Ainda enxergando a normal contaminada assimétrica como mistura
de escala, o mesmo raciocinio utilizado nos dois exemplos anteriores nos permite
concluir que a distribuigdo de U|Y =y é discreta e fica expressa por

B 2 [wzﬁp (vie, B) Ly (w) + (1= v)op (vi 11, ) H{l}(u)] ® (AE‘%(y - u))
houly) = L) _

2 [wp (vie, Z) + (1= v)oyp (s 1, 2)] ® (AE‘% (v - u))

vép (vim, Z)
= =~ ; s
vop (Y; I, %) + (1 =)y (y; 11, %) (13 (u)

(L—v)dp (yim, %)
vop (yim, Z) + (1 =)y (v 1, )

H{l}(u).
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Optaremos pelo tratamento dessa distribuicao como mistura finita no con-
texto multivariado para a estimacao, o que analogamente seria possivel na versao
multivariada da normal assimétrica contaminada expressa em (3.11). Ademais,
geracoes de dados pseudoaleatorios e graficos de alguns dos exemplos multivariados

se encontram no Anexo A.

3.2.2 Estimacgao dos Parametros

Na mesma linha da Subsecao 3.1.2, procuraremos mostrar primeiro o procedi-
mento geral de estimacao parametros para modelos multivariados com distribuicao
mistura de escala assimétrica da familia normal, incorporando a regressao multiva-

riada na forma alternativa em Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016).

Como descrito na Subsecao 2.4, serd adotado o modelo Y; = X,;3 + €; para
cada individuo 2 = 1,...,n com uma das duas formas alternativas la apresentadas.
Mantendo a mesma notagao, consideraremos p variaveis respostas e lembramos que
a configuracao da matriz de planejamento X; de acordo com a forma alternativa I

ou II é que definira a dimensao de 8.

Além disso, faremos as seguintes suposicoes sobre os erros:

1. € ~ SSMN, (0,2, A, 7);

2. Cov(e;, €5) =0 Vi#j.
Com a primeira suposicao, obtemos da Proposicao 2.3.2 o seguinte:

E(e;) = \/EE(T)EQ e Var(e) = X2 [E(U—l)IP— iE(T)QMT} 2. (3.22)

1
2

Acima, temos T = [U U+ )\T)\)} . Dessa forma, o estimador de regressao

para a resposta sera dado pela expressao:
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Ja a segunda suposic¢ao indica que os erros do modelo associados a individuos
distintos sao nao correlacionados. Por isso, é comum dizer de modelos com tal
pressuposto que sao nao estruturados ou que nao possuem estrutura de correlagao.
Note que pode haver correlagao entre variaveis distintas associadas a um mesmo

individuo em virtude de a matriz Var(e;) ndo ser diagonal de modo geral.

Apés detalharmos a estrutura do modelo, ressaltamos que o vetor de pa-
rdmetros a ser estimado serd dado na forma 8 = (B, a, A, 7), onde a = VGCh(Z%)
— ver Harville (1997) — pois 3 é simétrica. A estimagao serd feita por maxima
verossimilhanca via algoritmo EM pelos mesmos motivos ja comentadas no caso do

modelo univariado.

Para tanto, escreveremos a func¢ao log-verossimilhanga das misturas de

escala da Definicao 2.3.3 da seguinte maneira:

:ﬁjlnf(yl, i[an—ln(Qw)—A—i—an +In®(A4;)]. (3.24)

=1

Na expressao acima, A =In|X| e K; = /Jrooup/Qe“d"/Qh(u; T)du. A partir
de agora, fixaremos nas distribui¢oes multivariadas as notagoes e; = y; — X;3,
di=elSle; e A; = AT ze;.

Na notacao da Subsecao 2.2, o vetor de dados completos para cada individuo
éye, = (yi,w;), onde o vetor de dados faltantes w; = (u;,t;) inclui as varidveis
U e T da representacao estocéstica (2.9). Assim, usando a forma mais simples da
f.d.p. dos dados completos deduzida na demonstragao do Teorema 2.3.1, obtemos

no nosso caso a seguinte log-verossimilhanca dos dados completos:

n n

= 1
D nfoliwio) =Y [2% (yq X8, u—) o1 (tATE 7 (yi — XiB), 1) h(uz;‘r)}

i=1 i=1

Lc(09)

n o2 n ) ( AT b 5 2) n
u; B Ty — -t - AN =72 (v X,
— E m | — % —FE-XBET i -XB) + § Im | 22 t (¥ ) T E In h(uws; 7)
(2m)p/2|3|1/2 ors
i=1 i=1 i=1
n 1 T —1 Ts—1
= -3 In || — 5 E ui(y: — XiB) B (yi — XiB) + E LATETE (y; — X B)
i=1 i=1

n

i=1 i=1
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~ . 1 n n
Na expressao acima, o valor c=nln2 — w In27 + g S lnu; — % S In tf
i=1 =1
constante em relagao aos parametros pode ser desprezado para a otimizacao da

fungao fc. Com isso, podemos decompor a funcao () da etapa k do algoritmo EM

~(k n ~(k n ~(k
em Q(6;0") = (@)Y =y) = c+ 3 Qu(6: 0" + > Qu(6: "), onde

k) 1 1 ~(k) - ~(k) -1 1 -1 2
Qui(6:07) = —smIB-gu 6 -XBA) = v - XB) + 1 AT Ry - XiB) - 5 ARy - X)) s
(k)
Q- (9;9 ) = E,G\m(lnh(ul;‘rﬂY:y). (3.25)

O passo E é mais simples nas misturas de escala assimétricas de normais
comparado ao outro tipo de mistura analisado, porque s6 demanda o céalculo

de duas esperancas condicionais, a saber: t:-(k) = Ea(k) (Ti|Yi = yi) e ﬂ;(k) =

Eé(m (Ui Y; = yi). O segundo serd explicitado na Subsecao 3.2.3 para cada exemplo

especifico. Quanto ao primeiro, adaptando o resultado da Proposicao 2.3.3, temos
) (k) (k) (k) LT (k)3 (k)
TYi=yi;0 =0 ~ TNy o) (A1), onde 4,7 = X7 502 (y — X;87).

(k)

— Pl A;

Assim, com a notagao We (Ai(k)) = <A(k)),
(4

de Johnson, Kotz & Balakrishnan (1994) para normais truncadas que

concluimos novamente dos resultados

tAi(k) = Eé(k) (T¢|Yi = Yi) = Zz'(k) + Ws (z/‘l\z'(k)).

Assim como no caso univariado, o passo M tradicional do algoritmo costuma
ser substituido pela versio ECME de Liu & Rubin (1994) como pode ser visto em
Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016) para o modelo sem regressao. Nesta subsegao,
descreveremos a maximizacdo condicional de @Q1(6; é(k)) para obter B(k+1), S (k1)
A em cada etapa k. Quanto ao hiper-parametro, no ECME se faz a escolha

e A
 (k+1)

R o < (k+1 PR
de 7+ ¢ argmax g(lg , k) )\( * ), T), o qual normalmente é tinico.
T

A fim de contornar complicacbes computacionais na implementacao do
ECME;, desenvolveremos em cada um dos nossos trés exemplos na subsecao seguinte

mecanismos para tornar possivel a implementacao pelo menos proxima de um ECM
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por meio do tratamento, aproximacao ou modificagdo da funcao @) (0; é(k’). Por
hora, vamos estabelecer o método geral de estimagao dos parametros da regressao,
%e@ escala e assimetria impondo as condigoes estaciondrias de primeira ordem
5 01 (6;0 0! ) 0.

Como as derivadas sdo matriciais, ha alguns detalhes técnicos que mostramos
um pouco melhor no Apéndice A. Resumidamente, da observacao de que a aplicacao
(E, A) > (2*1, A), onde A = X7Y2)\, ¢ um difeomorfismo local — Lima (1999) —
em GL, x R? C RP*P x RP, obtemos o seguinte sistema de equacoes matriciais:

83%(00) 0= 3 [@IXIS (v - Xi8) ~ )XTA+XTAAT< X.6)| =0
i=1

Tt (0:0") =05 4 35 [29 - ding(®) - 20y - XiB) v~ XiB)T] 0

%(e;aw:o;‘i[”‘( = Xi) = (yi = XiB) (v = Xﬂ)TA} °

Diferentemente do caso univariado das misturas de escala de normais assi-

métricas, a menos que se consiga alguma reparametrizagao adequada, nao é possivel
resolver o sistema acima removendo a dependéncia mutua entre os parametros.

Dessa forma, a solucao que se obtém na etapa k do algoritmo é apenas aproximada
e é dada a seguir na forma (e na ordem) mais concisa (e interessante) obtida apds

1 ~ —~
célculos relativamente simples, lembrando que A Sy A ),

n

Skt % > a® (yi- x.8") (vi - 8™
=1

n

1 n
X(k+1) _ f}(’“’l)% lz (Yz‘ B Xi,/é(k))( _x. ﬁ(k)) ] [Z a(k) - X, E(k))]
i=1

i=1

n -1
E(kﬂ) _ lzxg«i\:(k.‘.l)—z (k)I +)\(k+1)A(k+1) )E(k+1)—§xi] :
n _1 - - 1 1
% lZX;'f(Z(kH) 2 (ui(k)Ier)\(k*l))\(’“*l) ) S0+ "2 PG 2A<k+1))]A
=1
Note que, ao trocarmos X; por 1 para todo ¢ = 1,...,n, recuperamos

as estimativas dos pardmetros dadas em Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016)
substituindo o parametro da regressao 3 pelo pardmetro de locagdo p. Essa
situacdo em que nao ha variaveis explicativas para os individuo permite ver os
modelos de Ferreira, Lachos & Bolfarine (2016) como casos particulares dos que

estao sendo apresentados.
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Os valores iniciais usados para os trés primeiros parametros também vém da
n -1 n
suposicao “ingénua’ de normalidade e sao dados por ,6(0) = [Z XZTXJ [Z XZTyZ} ,
i=1 i=1
) .
¥ = Se0) € A0 = Je(0), onde e§°> =y; — XZ-B(O) ¢é a 1-ésima entrada do vetor de

residuos inicial do modelo. Os valores iniciais do hiper-parametro serao apresenta-

a(kJrl) _ a(k) e

dos na Subsecao 3.2.3 e o critério de parada do algoritmo sera

pelas mesmas razoes ja comentadas no caso univariado.

Antes de passarmos ao estudo de cada caso particular das misturas de escala
assimétricas de normais, vamos determinar o escore e a matriz de informagao de
Fisher observada, isto é, o gradiente e a oposta da hessiana da log-verossimilhanca

dos dados incompletos dada em (3.24). Ao derivarmos duas vezes a tltima equagao,

d q . , . §: ol; 0%l zn: 0%,
odemos escrever de maneira genérica — = e——=y —,
P & 060 =100 00007  i=10000"
a 1-¢ésima parcela é dada em cada caso apds alguns célculos, respectivamente, por

onde

o, 10A 1 0K, OA;

96~ 200 T o0 TG
0?4 1 0%A 1 0K; 0K; 1 0°K; 02 A; 0A; 0A;
== oyt = — W (Ay) ——— 4+ Wh(Af) e —.
00007 290007 < K? 90 907 K, 0006" »( )aaaeT »(4) 00 90"

Na segunda expressao acima, temos W§(A;) = —We(A;)[Ai + Wa(A;)]. As
expressoes das derivadas primeira e segunda de ¢; com respeito a cada um dos
subparametros de @ = (B, a, A, 7) visando & implementagao computacional se

encontram no Anexo B.

3.2.3 Estudo de Casos

Objetivamos com esta subsecdo apresentar técnicas ainda nao empregadas
na literatura para a estimacao dos hiper-parametros nos modelos de regressao
linear envolvendo misturas de escala assimétricas de normais descritos nos exemplos
da Subsecao 3.2.1. O principio por detras de todos os métodos é substituir o
tratamento do problema de estimacao usando o ECME pela adogao aproximada de

um EM cléssico em cada caso (na verdade uma versiao do ECM).

Apés desenvolvermos tais métodos, mostraremos através de simulagoes

computacionais controladas que as propostas realizadas sao mais eficientes em
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tempo e numero de iteragoes do que o método geralmente empregado na literatura
para os trés exemplos basicos desenvolvidos. Além disso, compararemos ainda o
desempenho na estimacao por maxima verossimilhanca para as mesmas distribuicoes
do EM modificado com uma versao do método Quasi-Newton BFGS ja presente

como funcao programada no software R.

Ao fazermos isso, procuraremos refutar a tese de que o algoritmo EM é
lento quando comparado a outros métodos de otimizacao tradicionais. Dessa forma,
além dos resultados provenientes do passo E que serao uteis no Capitulo 4, veremos
que pelo menos nos trés exemplos abordados o EM também se mostra competitivo

quando se trata apenas da otimizacao.

A fim de descrever os métodos que permitirao o tratamento diferenciado nos
exemplos da T-Student normal assimétrica e da Slash normal assimétrica, vamos

usar a seguinte defini¢do de familia ezponencial dada em Casella (2002):

Definicao 3.2.1. Diz-se que uma variavel aleatoria X pertence a familia exponen-

cial de distribuicoes quando sua f.d.p. é da forma
g(w; 9) = n(a)r(B)eXia Do), (3.26)

onde todas as fungoes w;, t;, n e k devem ser continuamente diferenciaveis sendo

ainda as duas tultimas fungoes positivas.

O préximo resultado, que consta em Casella (2002) p. 112, serd a chave

para o desenvolvimento dos métodos de estimacao para dois exemplos.

Proposicao 3.2.1. Dada uma varidvel aleatéria X pertencente a familia exponen-

cial dependendo do vetor pardmetros ¥ = (v, ...,v;), temos que

E (Z aggf%m) — - x(9).

=1

Demonstracgao:

Provaremos o resultado considerando as derivadas relativas ao vetor ¥ na

notacao do calculo matricial (ver Apéndice A). Denotando por x o conjunto dos
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valores assumidos pela variavel aleatoria X, a aplicagao do logaritmo natural na

expressao (3.26) nos dé o seguinte:

n

Ing(z;9) = Inn(z) + ma(I) + ) _ ti(z)wi(9), Vo € x.
i=1
Agora, ao sucessivamente derivarmos a expressao acima em relacao a 19,
multiplicarmos ambos os membros da igualdade resultante por g(x; ) e tomarmos
a integral em Y, obtemos
0 0 kL Ow; (9
/X S5 9)dr = /X 5 (n /ﬁ(ﬁ))g(x;ﬁ)d:r—l—/x lz %1(9 )ti@)] g(a; ) dx

=1

6 k (%)i
— 819(111 k() + E (Z (ﬁ)ti(X)> :

o 09
. 9y
Dessa forma, concluiremos o resultado mostrando que / %(as, 9)dzx = 0.
X
Com efeito, o fato de g ser uma funcao de probabilidade implica / g(x;9)dx =1,

X
o que ja foi utilizado no célculo acima. Como g é continuamente diferenciavel em

relagdo a x e ¥, podemos aplicar a Regra de Leibniz — ver Lima (1999) — para obter

[ Sotwonin =55 ([ gta)ar) ~o.

Note que se X for uma variavel aleatoria discreta, a integral acima se

degenera numa soma e a prova nao exigiria a recorréncia a Regra de Leibniz. =

Mais especificamente, para nossos propositos, precisaremos da Proposi¢ao

3.2.1 aplicada aos dois exemplos a seguir:

(i) Seja X ~ Gama(a, ). Entao, ¥ = (o, ) e g(z;a, ) = Fﬁ()xa_le_/h =
Q
1- Ffoz) e Prtle—lnz - Agsim, n(z) = 1, k(9) = Fﬁ(a)’ wi(¥) = =4,
wa(¥) = a—1, t1(z) = z e ty(x) = Inz, donde segue que X pertence a familia
exponencial e pela Proposicao 3.2.1 temos que

EX) = %(ln[li;})—%[alnﬁ—lnf(a)]—

E(lnhX) = faaa (In [fi;ﬂ) = %[lnl"(a) —alnf] =¥(a) —Ing.

)

w| 2
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xa—le—ﬁr

1
/ 22 e Py
0

(ii) Seja X ~ TGamaoq)(c, ). Assim, 9 = (o, B) e g(x; 0, B) =

1
1 — cePrtlemne o daf n(z) = 1, k(9) = — :
1 e P dr e P dr
0 0
wi(P) = =0, we(¥) = a—1, t1(x) =z e ty(x) = Inz.

Dessa forma, X pertence a familia exponencial e pela Proposi¢ao 3.2.1 temos
5} ! a—1_—px > f01 maefﬁzdfl; OéP(l,O(—f— 175)
BX) = -=(1 do | = _ ,
) 95 (n/ oY) T aerieteay — BP(GaB)

1 o —Bz a 1 a— —Bx
Kl ln/l polg=fe g\ _ fo 2% n (z)e P dx _ Jé] fo 2%t n (z)e P dx
fol pa—le—Bedy I'a)P(1;a, B)

=
=

>
I

Oa o

Quanto a distribui¢cao normal contaminada assimétrica, faremos o ja menci-
onado tratamento dessa distribuicdo como a mistura finita expressa na equagao
(3.21) e estabeleceremos as relagdes desse método com a ja conhecida abordagem

da referida distribui¢do como mistura de escala.

3.2.3.1 FEstudo de Simulagdo

Neste estudo de simulacao com dados artificiais gerados no R, procederemos
de modo bastante similar ao caso univariado. No entanto, pelo fato de termos em
geral mais parametros no caso multivariado, usaremos os seguintes tamanhos de
amostra: 100, 200, 300, 500 e 750 para verificar a estimacao e sua consisténcia,
além de comparar os algoritmos padrao (ECME usado na literatura) e o modificado

(com as novas propostas).

Em todos os exemplos, consideramos duas variaveis respostas (p = 2) e
geramos duas variaveis explicativas com distribuigoes uniformes U(1,10) e U(—5,0)
adotando a forma alternativa I da regressao multivariada (ver Anexo A) e realizamos
200 simulagoes por tamanho amostral. Os parametros usados na geracao dos
modelos foram: 8 = [y B fa]T = 1[40 =30 15]7, @ =[2,5 =1 1,5]7, A=[2 —1]T
e hiper-parametro v = 3,5 na T-Student e na Slash normais assimétricas, ou hiper-

parametro composto por v = 0,25 e v = 0,4 na normal contaminada assimétrica.

No mais, os procedimentos sao idénticos aos adotados nos modelos de

regressao univariada com o mesmo esquema de montagem das tabelas: uma para
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avaliar a recuperacao dos parametros e outra para a consisténcia. No caso da
comparacao do desempenho computacional dos trés métodos, exibiremos boxplots
de tempo e iteracoes para trés tamanhos de amostra n classificados em pequeno
(n = 100), médio (n = 300) e grande (n = 750). Finalmente, o critério de parada e
as condicoes de teste para verificacao da convergéncia dos algoritmos a um maximo

local nao degenerado sao exatamente as mesmas utilizadas nos modelos univariados.

Na sequéncia, descreveremos a técnica de estimacao adotada em cada
exemplo especifico, além de exibir as esperangas condicionais exigidas no passo E e

o valor inicial utilizado para o hiper-parametro.
T-Student normal assimétrica

Neste exemplo, a funcao ()2 na etapa k do algoritmo EM é dada por

Q2(9;a(k)) = [2 In (2) lnF< )} ,;z”: (ul — l/u\i(k)). (3.27)

=1

Como consequéncia do que vimos na Subsecao 3.2.1, para a T-Student
e segue

~(k
normal assimétrica vale U;|Y; = y;; 0( ) Gama ( 5 5
dos resultados da familia exponencial que
™ 4+ p

(k) (k) "(k‘)
~(k) N v 4 p v\ +d;
lu; = Ea(k>(1n UlY: =yi) = ( 5 ) —In (2)

Observe que podemos realizar a maximizacao direta da funcao () na etapa k

w® = E@<k>(Ui!Yizyi):

do algoritmo EM para a T-Student normal assimétrica resolvendo ao conjunto das

0 .
condic¢des estaciondrias acg (9; 0 ) = 0. Estas correspondem a Ql (0- O(k)) =0,
ja resolvidas para qualquer mistura de escala na Subsecao 3.2.2 e 8Q 2 (6, 0 ) =0,

visto que a funcao Q2 depende apenas do hiper-parametro v. Apds a derivagao de

(3.27), vemos que a tltima equagdo fica expressa por

S0 =5 [n(5) v ()1 E -] o

=1
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E notével que ndo ha meio direto de explicitar v na equacdo acima. Entre-
tanto, com o intuito de tornar tal explicitagao possivel pelo menos aproximadamente,

v
fazendo t = 5 propomos a seguinte aproximagao:

15 ¢
Int—W(t) ~ et 2™t (ey cr,e0) € argmin / 67 [ln (lnt — \I/(t)) — (co +cilnt+ cz(lnt)Q)] dt.

(cosc1,e2)J 1

A técnica de aproximagao consiste num método conhecido como aprozimacao
por minimos quadrados ponderados que pode ser encontrado em Powell (1981).
Alguns detalhes sobre esse método, como ele foi empregado no nosso contexto e

qual sua margem de erro constam no Apéndice B.

Assumindo que tal aproximacao é suficientemente boa para ¢t € [1,15],
ou equivalentemente, v € [2,30] (intervalo de maior interesse pratico para esse

pardmetro), a equacdo (3.28) toma a forma aproximada dada por ¢yttt =
1 n — (k 1 n — (k
-3 (ifi(k) — lui( )) — 1. Assim, fazendo 5 = = 3. (ﬂ\i(k) — lui( )) — 1 e aplicando
n i=1 n i=1

o logaritmo em ambos os membros da ultima equacao, obtemos o resultado abaixo:

—c1Ey [c2—4dcyIn <,§2)):|

1
2co

2 G0\ _ _
ca(Int) —i—cllnt—i—ln(SA(k)) =0=>t=c¢

Portanto, a estimativa do hiper-parametro que consideraremos na etapa

c144 [ c2—4deoIn | =0 ]
k+1do EM é 1) = 2¢ trieen (i)
raiz tende a se afastar do valor verdadeiro. As constantes possuem os seguintes
valores aproximados: e = 0,5768854, c; ~ —1,112673 e co ~ 0,02783412.

1

2co

por heuristica, visto que a outra

Destacamos ainda que o valor inicial utilizado para o hiper-parametro
serd (9 = 2 01 e controlaremos as simulacoes eliminando amostras que gerem
estimativas maiores do que 30 para o hiper-parametro pelos mesmos motivos

elencados no caso univariado.

Apresentaremos agora os resultados das simulagoes realizadas no R dentro
das especificacoes anteriores. Reiteramos que as tabelas construidas a seguir trazem
medidas para verificar a recuperagao dos parametros originais e a consisténcia da
estimagao. Além disso, boxplots ilustram a comparacao dos tempos para os dois

algoritmos de interesse: padrao e modificado.
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Tabela 7 — Recuperacao dos parametros no modelo T-Student normal assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=100 n=300 n="750
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(40) 40,00172 0,31504  0,28613 39,99628 0,19202 0,17482 40,00052 0,09833  0,10091
$£1(-30) -30,00303 0,03992  0,03615 -29,99968 0,02258  0,02230 -29,99849 0,01271  0,01284
B2(15) 15,00160 0,06216  0,06055 15,00067 0,03894  0,03679 15,00095 0,02356  0,02321
@1(2,5) 2,54533 0,32692  0,22859 2,51564 0,18357  0,13046 2,49173 0,11043  0,08177
as(-1) -1,00922 0,15454  0,12073 -1,00854 0,08124  0,06907 -1,00269 0,05256  0,04353
a3(1,5) 1,50506 0,18305 0,13160 1,50342 0,09161  0,07575 1,50558 0,06292  0,04790
A1(2) 2,35885 0,71507  0,64643 2,09011 0,37218 0,30818 2,02189 0,21496  0,18606
A2(-1) -1,11615 0,42457 0,35124 -1,04538 0,18668 0,17647 -1,01663 0,11868 0,10720
v(3,5) 4,04921 1,52368  1,27298 3,64258 0,64864  0,56503 3,55147 0,35465  0,33801
(b) Algoritmo modificado
n=100 n=300 n="750
Paramétro  Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(40) 40,00174 0,31494  0,28613 39,99628 0,19200 0,17482 40,00048 0,09833  0,10091
B1(-30) -30,00303 0,03992  0,03615 -29,99968 0,02258  0,02230 -29,99849 0,01271  0,01284
B2(15) 15,00160 0,06217  0,06055 15,00067 0,03894  0,03679 15,00095 0,02356  0,02321
a1(2,5) 2,54523 0,32676  0,22857 2,51584 0,18334  0,13047 2,49212 0,11034 0,08178
az(-1) -1,00912 0,15450  0,12073 -1,00862 0,08121  0,06908 -1,00282 0,05253  0,04354
as(1,5) 1,50502 0,18294  0,13160 1,50354 0,09153  0,07576 1,50577 0,06286  0,04791
A1(2) 2,35870 0,71500  0,64636 2,09029 0,37211  0,30821 2,02226 0,21498  0,18610
A2(-1) -1,11608 0,42436  0,35122 -1,04547 0,18670 0,17649 -1,01674 0,11868 0,10722
v(3,5) 4,04803 1,53015  1,27395 3,64305 0,64292  0,56491 3,55390 0,35266  0,33842

Na Tabela 7, vemos que as estimativas dos parametros por ambos os

algoritmos sao muito similares. As diferencas estdo no maximo na 4* casa

decimal para 8 e a, e no maximo na 3* casa decimal para A (destacados

em azul) e 7 = v (destacado em amarelo). Ha de se destacar que a fungao

objetivo log-verossimilhanga (com valores absolutos da ordem de centenas ou

milhares) tem diferencas ainda menores: da ordem de 1075.

A medida que o tamanho n da amostra cresce, vemos claramente que

o desvio e o erro padrao de todos os parametros estao diminuindo e ficando

cada vez mais proximos entre si, o que aponta a consisténcia da estimacao

pelos dois métodos. Essa evidéncia é corroborada pelas medidas da Tabela 8,

todas tendendo a 0 como se espera.
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e Consisténcia da estimacao

Tabela 8 — Consisténcia no modelo T-Student normal assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=100 n=300 n="750

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM

0,00172 0,31505 0,00271 0,21584 0,00372 0,19206 0,02016 0,11105 0,00052 0,09833 0,00007  0,06240
0,00302 0,04004 0,00242 0,02641 0,00032 0,02259 0,00135 0,01266 0,00151 0,01280 0,00183  0,00885
0,00160 0,06218 0,00073 0,04912 0,00067 0,03895 0,00065 0,02550 0,00095 0,02358 0,00028 0,01687
0,04533 0,33005 0,00416 0,18984 0,01564 0,18423 0,01335 0,12403 0,00827 0,11074 0,01195 0,08017
0,00922 0,15481 0,00327 0,11489 0,00854 0,08169 0,01148 0,04734 0,00269 0,05262 0,00150 0,03281
0,00506 0,18312 0,00467 0,11877 0,00342 0,09167 0,00198 0,06147 0,00558 0,06317 0,00257 0,04665
0,35885 0,80006 0,23136 0,45895 0,09011 0,38203 0,04220 0,23872 0,02189 0,21608 0,00401  0,13644
0,11615 0,44017 0,06012 0,25054 0,04538 0,19211 0,01103 0,13175 0,01663 0,11984 0,02208 0,06866
0,54921 1,61964 0,07499 0,67706 0,14258 0,66412 0,08552 0,36200 0,05147 0,35836 0,00922  0,23567

(b) Algoritmo modificado

n=100 n=300 n="750

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM

0,00172 0,31505 0,00271 0,21584 0,00373 0,19204 0,02016 0,11106 0,00048 0,00834  0,00005  0,06240
0,00302 0,04004 0,00242 0,02641 0,00032 0,02259 0,00134 0,01266 0,00151 0,01280 0,00183  0,00885
0,00160 0,06218 0,00073 0,04912 0,00067 0,03895 0,00065 0,02551 0,00095 0,02358 0,00028 0,01688
0,04533  0,33005 0,00416 0,18984 0,01584 0,18403 0,01317 0,12426 0,00788 0,11062 0,01181 0,08013
0,00922 0,15481 0,00327 0,11489 0,00862 0,08167 0,01166 0,04703 0,00282 0,05261 0,00168  0,03271
0,00506 0,18312  0,00467 0,11877 0,00354 0,09160 0,00187 0,06165 0,00577 0,06313  0,00279  0,04652
0,35885 0,80006 0,23136 0,45805 0,09029 0,38201 0,04239 0,23825 0,02226 0,21613 0,00443 0,13643
0,11615 0,44017 0,06012 0,25054 0,04546 0,19215 0,01117 0,13168 0,01674 0,11986 0,02222  0,06866
0,54921 1,61964 0,07499 0,67706 0,14305 0,65864 0,08828 0,36039 0,05390 0,35676 0,01266 0,23530

Todos os resultados anteriores mostram que a convergéncia para o
parametro real ocorre aproximadamente da mesma forma com qualquer
um dos dois algoritmos. Nas Figuras 20 e 21, vemos graficamente essa
convergéncia em viés e variabilidade relativos para cada grupo de parametros

no método modificado (no padrao é praticamente igual).

Por fim, na Figura 22, os boxplots revelam o real ganho que se tem
com a adog¢ao do algoritmo modificado: uma estimacao com tempo médio de
duas a trés vezes menor e muito mais homogéneo do que com o algoritmo
padrao. Observe que esse ganho é maior quanto maior o tamanho da amostra
e, apesar de nao apresentadas aqui, outras simulacoes indicaram que esse

ganho também aumenta com a elevacao do niimero de parametros estimados.
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e Comportamento mediano por parametro

Figura 20 — Viés mediano por parametro da T-Student normal assimétrica multi-

variada
u

g ° — ¢
B )
E - — ?L
2 ° -
o
w0 e L Q.- _
L e Qr— .. -
= o - o a Q _g ________________ =3

[ T T T |

100 200 300 500 750

Tamanho da amostra

Figura 21 — Desvio absoluto mediano (DAM) por parametro da T-Student normal
assimétrica multivariada
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 22 — Boxplots de tempos para a T-Student normal assimétrica multivariada
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Slash normal assimétrica

Nesta distribuigao, a fungao ()2 obtida na etapa k do algoritmo EM é

Q- (0; é(k)) =nlnv+(r-1)> l/u\i(k). (3.29)
i=1
Em decorréncia do que vimos da Slash normal assimétrica na Subsecao
= (k)
_ d;
3.2.1, temos U;|Y; = yi;O(k) ~ TGama ) (ﬁ(k) + g, 5 ) e, pelos resultados

da familia exponencial, concluimos que

29®) 1 p P(1;5® 1 p/2+1,d,")

.k — B 1Y, = v.) =
Ug = A(k)(Uz‘Yz—Yz) = —Z — y
g a2 P +p/2,d" j2)
. ~k boswg /2—1 wd, ™ /2
(K)o v B /2 [ TP I (w)e Y 2du
=k _ MUY — v — i /2) 0
u’L - EA(")( nUZ’ (2 yZ) - ’\(k}) /\(k)
g PE® +p/2)  pa;o® +p/2,4" /2)

Na mesma linha do exemplo anterior, podemos maximizar a funcao () direta-
mente na etapa k+1 do EM, bastando para isso resolver a equagao 8;}2/2 (0; é(k)) =0,
uma vez que os demais parametros sao determinados pelo caso geral da Subsecao
3.2.2 com o conhecimento de w;®. Além disso, neste caso, a obtencao de v é bem

simples, pois derivando a expressdo (3.29) e igualando-a a zero obtemos o seguinte:

Q2 1 A\ N T~ (k)
—(0;0 = — lu; = 0. 3.30
v (0:67) » +; u (3.30)
Dessa forma, ao explicitarmos o hiper-parametro na equacao (3.30), con-
seguiimos como estimativa na etapa k + 1 do algoritmo p*+1) = _LA(M’
ol
=1 7

. —~ (k) . .. . . S
A escrita de [u; ~ indicada acima gera resultados ligeiramente mais rapidos em

simulagoes no R do que a proposta por Lange & Sinsheimer (1993).

Por fim, ressaltamos que o valor inicial usado para o hiper-parametro
serd () = 1,01 e controlaremos as simulacdes eliminando amostras que gerem
estimativas maiores do que 30 para o hiper-parametro assim como na distribui¢ao
T-Student normal assimétrica. Vamos agora aos resultados das simulagoes nos

mesmos moldes do exemplo anterior.
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Tabela 9 — Recuperacao dos parametros na Slash normal assimétrica

(a) Algoritmo padrao
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n=100 n=300 n="750
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(40) 40,02062 0,34948  0,29631 40,00525 0,19107 0,17369 40,01382 0,11703  0,10786
$£1(-30) -29,99979 0,03873  0,03605 -29,99962 0,02060 0,02102 -30,00141 0,01336  0,01284
B2(15) 14,99984 0,06359  0,06055 14,99765 0,03544  0,03713 14,99947 0,02140  0,02344
@1(2,5) 2,40690 0,29614  0,23186 2,47968 0,19426  0,13905 2,49878 0,12542  0,08801
as(-1) -0,96632 0,14442  0,11779 -0,99396 0,07819  0,06955 -1,00278 0,05023  0,04409
a3(1,5) 1,46880 0,18398 0,14357 1,50237 0,10268  0,08481 1,50658 0,06733  0,05359
A1(2) 2,25132 0,79367  0,62487 2,04979 0,38211 0,31117 2,01302 0,22337  0,19003
A2(-1) -1,17080 0,50065 0,37524 -1,04719 0,21966  0,19055 -1,02183 0,13045 0,11616
v(3,5) 3,32045 1,23072  1,76287 3,72836 1,19054  1,22722 3,74821 0,84228  0,72276
(b) Algoritmo modificado
n=100 n=300 n="750
Paramétro  Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(40) 40,02062 0,34948  0,29631 40,00524 0,19107  0,17369 40,01382 0,11703  0,10786
B1(-30) -29,99979 0,03873  0,03605 -29,99962 0,02060  0,02102 -30,00141 0,01336  0,01284
B2(15) 14,99985 0,06359  0,06055 14,99765 0,03544  0,03713 14,99947 0,02140  0,02344
a1(2,5) 2,40690 0,29614  0,23186 2,47968 0,19426  0,13905 2,49878 0,12542  0,08801
az(-1) -0,96632 0,14442  0,11779 -0,99395 0,07819  0,06955 -1,00278 0,05023  0,04409
as(1,5) 1,46879 0,18398 0,14357 1,50236 0,10268  0,08481 1,50658 0,06733  0,05359
A1(2) 2,25132 0,79367  0,62487 2,04980 0,38212 0,31117 2,01303 0,22337  0,19003
A2(-1) -1,17080 0,50065 0,37524 -1,04719 0,21966  0,19055 -1,02183 0,13045 0,11616
v(3,5) 3,32041 1,23065  1,76278 3,72830 1,19047  1,22715 3,74817 0,84223  0,72273

Na Tabela 9, vemos novamente estimativas dos pardmetros por ambos

os algoritmos bastante semelhantes entre si. As diferencas estdo no maximo

na 5% casa decimal para B e o, e no maximo na 4% casa decimal para A

(destacados em azul) e 7 = v (destacado em amarelo). Quanto a funcao

objetivo (também com valores na ordem das centenas ou milhares), os dois

algoritmos geram diferencas nos valores maximos da ordem de 1077,

Aqui vale a mesma observacao feita na distribuicdo anterior sobre

o comportamento do desvio e do erro padrao. Porém, um fenémeno ano-

malo acontece nesta distribuicao: a estimativa média do hiper-parametro se

distancia do parametro real a medida que o tamanho n da amostra aumenta.
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e Consisténcia da estimacao

Tabela 10 — Consisténcia no modelo Slash normal assimétrico

(a) Algoritmo padrao

n=100 n=300 n="750

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD

DAM

0,02062 0,35008 0,02284 0,26913 0,00524 0,19114 0,01312 0,13335 0,01382 0,11784 0,00828
0,00021 0,03873 0,00366 0,02393 0,00038 0,02061 0,00098 0,01327 0,00141 0,01344 0,00145
0,00016 0,06359 0,00374 0,04606 0,00235 0,03552 0,00465 0,02174 0,00053 0,02141  0,00080
0,09310 0,31043 0,10725 0,18212 0,02032 0,19532 0,02268 0,13349 0,00122 0,12542  0,00046
0,03368 0,14830 0,03068 0,08840 0,00605 0,07842 0,00613 0,05723 0,00278 0,05031  0,00054
0,03121 0,18661 0,04365 0,11998 0,00236 0,10270 0,00988 0,05868 0,00658 0,06765  0,00586
0,25132 0,83251 0,11967 0,44467 0,04980 0,38535 0,02741 0,23478 0,01302 0,22374  0,00371
0,17080 0,52898 0,10719 0,27844 0,04719 0,22467 0,03222 0,12509 0,02183 0,13226  0,02204
0,17959 1,24368 0,49906 0,73462 0,22831 1,21216 0,09414 0,65814 0,24821 0,87809  0,04255

0,07432
0,00860
0,01417
0,08857
0,03583
0,04732
0,16139
0,07985
0,47942

(b) Algoritmo modificado

n=100 n=300 n="750

VME EQM VMD DAM VME EQM VMD DAM VME EQM VMD

DAM

0,02062 0,35008 0,02284 0,26013 0,00525 0,10114 0,01312 0,13335 0,01382 0,11784  0,00828
0,00021  0,03873  0,00366 0,02393 0,00038 0,02061 0,00098 0,01327 0,00141 0,01344 0,00145
0,00016  0,06359 0,00374 0,04606 0,00235 0,03552 0,00465 0,02174 0,00053 0,02141  0,00080
0,09310 0,31043 0,10725 0,18211 0,02032 0,19532  0,02268 0,13350 0,00122 0,12542  0,00046
0,03368 0,14830 0,03068 0,08841 0,00604 0,07842 0,00613 0,05723 0,00278 0,05031  0,00054
0,03120 0,18661 0,04365 0,11998 0,00237 0,10270 0,00988 0,05867 0,00658 0,06765 0,00586
0,25131 0,83251 0,11967 0,44467 0,04979 0,38534 0,02740 0,23478 0,01303 0,22375  0,00371
0,17080 0,52898 0,10718 0,27845 0,04719 0,22467 0,03222 0,12508 0,02183 0,13226  0,02204
0,17955 1,24375 0,49905 0,73462 0,22836 1,21225 0,09412 0,65816 0,24817 0,87803  0,04255

0,07432
0,00860
0,01417
0,08857
0,03583
0,04732
0,16138
0,07986
0,47941

O ultimo fato elencado anteriormente poderia contrariar a consisténcia,
mas vemos na Tabela 10 que as medidas baseadas na mediana tendem a
0 como é esperado. Isso é o que podemos constatar também pela analise
das Figuras 23 e 24 relativamente a cada grupo de parametros no método

modificado, pois o padrao traz quase os mesmos resultados.

Mais uma vez, na Figura 25, temos boxplots que revelam ganho no
tempo de estimagao com o algoritmo modificado: cerca de duas a duas vezes
e meia mais rapido em média e um pouco mais homogéneo do que o algoritmo
padrao. Neste caso, o ganho diretamente proporcional ao tamanho da amostra

nao ¢ tao evidente, mas também ocorre.
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e Comportamento por parametro

Figura 23 — Viés mediano por parametro da Slash normal assimétrica multivariada
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Figura 24 — Desvio absoluto mediano (DAM) por pardmetro da Slash normal
assimétrica multivariada
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 25 — Boxplots de tempos da Slash normal assimétrica multivariada
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Normal contaminada assimétrica

Antes de fornecer o novo tratamento proposto para este caso, observe que
a0 enxergarmos a normal contaminada assimétrica como mistura de escala a funcao
() decomposta na forma indicada em (3.25) nao admite o mesmo tratamento dos
casos anteriores. Isso ocorre, pois a fungao de probabilidade do fator de escala nao
pertence a familia exponencial. Dessa forma, a saida adotada na literatura nesse
exemplo para a estimacao de todos os parametros é o uso do algoritmo ECME de

Liu & Rubin (1994).

No entanto, estendendo a proposta de Lange & Sinsheimer (1993) da normal
contaminada (simétrica) para esse caso, podemos expressar a ultima distribuigao na
forma indicada em (3.21). Com a notacao introduzida na Subsec¢ao 2.3.4, podemos
criar para cada individuo ¢ a variavel aleatéria V; assumindo um valor j € {1, 2}

dependendo do componente da mistura (grupo) ao qual o individuo pertence.

Assim, ao considerarmos também o vetor aleatério V; tal que Vj; =1 &

V}i = 1 ~ SNp(Xzﬂ72]7A])7 Onde 21 =

Vi = j, podemos escrever Y; 4 Y,
A
ai

Dessa forma, combinando a representacao hierdrquica de cada uma das duas

Y

2| M

Alz ZQZEGAQZA.

normais assimétricas envolvidas com a que é dada em (2.17), obtemos a seguinte
representacao hierdrquica para Y; ~ SCN, (Xiﬂ DD W7 'y):

YT = T N (K08 3L AT A L, A1),
TIVii=1 ~ TN o (0.14X]X));

Vi, ~ Mult(l,v,1—-v). (3.31)

Com isso, temos que o vetor de dados completos para cada individuo ¢ dada
por yoi = (yi, w;) com w; = (v, V9, t;), 0 qual inclui as varidveis T', V1 e V5 sendo
a soma dos valores das duas tultimas sempre igual a 1 para cada individuo. Usando
a representacao (3.31) e fazendo algumas simplificagoes, chegamos de modo andlogo
ao exposto em Zeller, Cabral & Lachos (2015) & seguinte log-verossimilhanga dos

dados completos:
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Lc(0)

Zln {2 [V% (yi;Xz[‘L %)] ’ [(1 - V)ép (y,,;;X,,ﬁ,E)} 2)¢1 (ti;)\TZ_i(yi -XiB), 1)}
i=1

n

n 1 n
= c— g In|X| + Zvu {lny + g ln'y} + szi In(l—v)— B Z(’yvu +v2:)(yi — XiB)TE Yy — XiB)
i=1 i=1 i=1

n

+ YT i x-S A - X))
=1

i=1

n
. 1
Mais uma vez, temos um valor ¢ = nln2 — w In27 — % > Int? cons-
=1

7

tante em relacdo aos parametros que nao interfere na otimizagéc; da funcao
~(k
{c. Para determinar Q(O;O( )) = an (60(0)\Yi = yi), devemos encontrar

rk) _ YV o—v.) e ® — Y. = v ;
;= E@(’f) (Tz|Yz = YZ) € Uy~ = E@(’f) (V;Z|Yz = YZ) para j € {17 2}'

Sendo a fungao de probabilidade conjunta de (Y, V;, T;) dada por f (v, Vi, t;) =
) V2 .
2 [ve, (vi XiB, Z)| ™ [(1—u>¢p (v XiB, 2)] 61 (1 ATS 3 (y: — Xi8), 1). Como
v13, V9 € {0,1} e vy; + v9; = 1, a fungdo de probabilidade conjunta de (Y;,T;) é
= 1
flyiti) =2 [VCbp <y2‘; XiB. %) + (1 =v)op (vi; XiBB, E)] $1 (tz'; ATE 2 (y; - XiB), 1)
e dai a distribuicao condicional de Ti‘Yi =y, é caracterizada por
Bty Flyit) 2 [vép (vis XiB, Z) + (1= v)¢y (yi: XiB, )| n (ti;/\Tzfé(yz‘ - XiB), 1)
tily:) = S ;

) 2vgy (yir XaB. 2) + (1 - 1)ey (yi; XiB, )] &1 (ATz-f(yi - Xif), 1)
o (NS (3 - X.p).1)

o, (,\Tzr%(yi —Xzﬂ)71) .

Como na Proposicao 2.3.3 temos T;

Y, =yi ~ TNpio) (ATE’%(yZ- —
~(k) <~ & (k)f% ~(k) (BT & (k)fé

Xi,@),l) e, portanto, t; = = X X (vi = XiB8 ) + Wq>()\ p (yi —

XiB(k))). Isso significa que chegamos ao mesmo resultado auferido anteriormente

para qualquer mistura de escala assimétrica.

Por outro lado, fazendo v; = v e v, = 1 — v, temos para cada j € {1,2} que
a fungdo de probabilidade conjunta de (Y, Vj;,T;) é expressa por §(y;, vji, t;) =
2v;0, (yi; XiB, 25) ¢4 (ti; )\TE’%(}% - X,8), 1). Assim, a distribuicdo conjunta de
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(Y, Vi) € g(yi, vi) = 2v0, (yi; XiB, X;) &4 ()\TE_%(yi - X,8), 1), donde conclui-

Y,; =y, ¢é caracterizada por

mos que a distribui¢ao condicional de Vj;

2v¢p (vi; XiB, 2j5) @1 (/\TE*%(yi - Xif), 1) i1y (i)
2 [vdy (X8, Z) + (1= )y (v XiB,B)] @1 (N2 4 (v — XiB),1)

= vidp (yi; Xi8,35) H{1}(U i)
vép (v XiB, Z) + (1 - 1)y (v Xi8,3)

~ oy 9y vie)
g(vﬂ’b|yl) - f(yz) -

Como a distribuicao deduzida acima é discreta, vemos de maneira imediata
_ k) & (k)
7, (yi; XiB ', >

ﬁ(k)¢p (yi; Xz’B(k)7 %) + (1 - ﬁ(k))¢p (yi; Xz’B(k)7 i(k)

—(k
que Uji( ) =

); Jje{1,2}.

Pode-se observar que da distribuicao condicional de U;|Y; = y; para a distri-
buigao normal contaminada assimétrica deduzida na Subsegao 3.2.1 (e adaptada ao
NOSSO CAsO COM Tegressao) segue que % =3® 5% + 55, . Com esse resultado,
ao fixarmos v = 3*) na funcao Q(G; O(k)) obtida agora, recuperamos exatamente

a mesma funcao (); oriunda da configuragao geral das misturas de escala.

Dessa forma, mediante a imposi¢cao mencionada acima, obtemos na etapa
k + 1 as mesmas estimativas B*TV =+ ¢ X*+Y provenientes do tratamento
da distribuigdo normal contaminada assimétrica como mistura de escala. Olhando
novamente para a fungao @) originalmente construida a partir do tratamento da
distribuicao em questdao como mistura finita, chamaremos de ) a parte da funcao

@ que depende do hiper-parametro T = (v,7), ou seja,

n n n

(k) _ —~(k) —~(k) P —~(k) ¥ —~(k), a\Ts—1(,. )
Q2(6:6%) =1n (1) th +In (1 —v) ngl +5 () Z -2 th (vi—X:B) TS (y;—XiB).
1=1

i=1 i=1 i=1
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Supondo na funcio acima obtidos B*+Y, B¢+ ¢ )\(kH) considere dEkH) =

(yi — X; 3%+ ) S(k+1)" (yi — X; 3%+ ) Assim, Q2 (0 0' ) = 0 nos fornece
0 ~ 1 n 1
&(e;e(k’)zo;»fz@(“— Z@(’“ =0
0Q2 (. 2(k) Do S

2(n. A . D & (k) A(k 5 (k1)
—~10:0 =0= — i — = i dz =0
oy ( ’ ) 2y 121 v 2 igl v

Resolvendo as equacoes acima, obtemos estimativas explicitas para v e «

na etapa k + 1 do algoritmo EM como seguem:

Sk1)

SM—‘

- Fk+1) _ i=1

Note que embora tenhamos estimativas explicitas para todos os parametros,
nao recaimos num EM classico pelo fato de termos que supor alguns parametros
constantes para obter outros. O mesmo ocorre também nos dois outros exemplos
anteriores (relativamente aos parametros das respectivas fungoes @), revelando que
todos esses algoritmos, mesmo modificados de modo a parecerem um EM cléssico,

sao ainda enquadrados na categoria ECM proposta por Meng & Rubin (1993).

Finalmente, antes de comecar propriamente o estudo de simulagao neste
exemplo, enfatizamos que os valores iniciais para o hiper-parametro serao os mesmos
adotados no caso univariado, isto é, 7 = (0,5, 0,5). Porém, dada a complexidade
maior do processo de estimacao num modelo multivariado, tomaremos o cuidado

de tratar o problema conhecido como “troca de rétulos”, que é mencionado em
Mclachlan & Peel (2000).

Resumidamente, tal problema inerente a misturas finitas em geral consiste
na estimagdo de proporcoes de misturas intercambiadas entre os diferentes compo-
nentes que a constituem, pois o algoritmo de otimizacao nao é capaz de identificar

claramente a qual grupo cada individuo pertence.

Como no nosso caso, ha apenas dois grupos e a proporcao a ser recuperada
é v = 0,25, controlaremos esse fendomeno eliminando no estudo de simulagao as
amostras cuja estimativa de v no EM for maior do que 0,5. Dito isso, vamos aos

resultados das simulagoes.
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Tabela 11 — Recuperagao dos parametros na normal contaminada assimétrica

(a) Algoritmo padrao

n=100 n=300 n=750
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padrao padrdo  estimativas  padrédo padrdo  estimativas  padrao padrédo
Bo(40) 40,03815 0,32364  0,28701 40,02651 0,18997  0,16987 40,00555 0,10860  0,10495
$£1(-30) -30,00228 0,03747  0,03593 -30,00107 0,02094  0,02049 -29,99998 0,01303  0,01297
B2(15) 14,99681 0,07166  0,06250 15,00187 0,03698  0,03631 15,00045 0,02256  0,02286
@1(2,5) 2,40578 0,34691  0,23078 2,47528 0,20884  0,14392 2,49506 0,17367  0,09400
as(-1) -0,97874 0,15150 0,11944 -1,00088 0,09891  0,07240 -0,99999 0,07139  0,04672
a3(1,5) 1,47390 0,20357  0,14376 1,50805 0,13425  0,08889 1,49795 0,09231  0,05758
A1(2) 2,17610 0,77079  0,60098 2,05814 0,40819  0,31206 2,02435 0,24602  0,19225
A2(-1) -1,13485 0,40928 0,36756 -1,05178 0,24228 0,19164 -1,01770 0,13307 0,11751
v(0,25) 0,23318 0,14237  0,17194 0,22991 0,12410 0,12153 0,24730 0,11108 0,08416
~v(0,4) 0,31108 0,09392  0,16055 0,35826 0,07388  0,10743 0,37789 0,05497  0,06200
(b) Algoritmo modificado
n=100 n=300 n="750
Paramétro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro Média das Desvio Erro
(real) estimativas  padréo padrdo  estimativas  padréo padrdo  estimativas  padrao padrao
Bo(40) 40,03814 0,32364  0,28701 40,02651 0,18997  0,16987 40,00554 0,10860  0,10495
51(-30) -30,00228 0,03747  0,03593 -30,00107 0,02094  0,02049 -29,99998 0,01303  0,01297
B2(15) 14,99681 0,07166  0,06250 15,00187 0,03698  0,03631 15,00045 0,02256  0,02286
a1(2,5) 2,40577 0,34692  0,23078 2,47526 0,20884  0,14392 2,49502 0,17368  0,09400
as(-1) -0,97873 0,15150 0,11944 -1,00087 0,09891  0,07240 -0,99998 0,07140  0,04672
as3(1,5) 1,47390 0,20357  0,14376 1,50803 0,13425  0,08889 1,49792 0,09232  0,05758
A1(2) 2,17611 0,77081  0,60099 2,05815 0,40821  0,31207 2,02434 0,24602  0,19225
A2(-1) -1,13485 0,40928  0,36756 -1,02373 0,24228 0,19164 -1,01768 0,13307 0,11750
v(0,25) 0,23319 0,14238 0,17194 0,22993 0,12411  0,12154 0,24734 0,11110  0,08417
~v(0,4) 0,31108 0,09393 0,16054 0,35827 0,07389  0,10742 0,37789 0,05497  0,06200

A Tabela 11 mostra que esta distribuicao, mais do que as duas an-

teriores, possui estimativas extremamente parecidas pelos dois algoritmos

com diferencas em todos os pardmetros 3, a, A — destacados em azul — e

T = (v,7) — destacados em amarelo — que nao passam da 5* casa decimal. J&

as diferengas nos valores méaximos da fungdo objetivo (assumindo valores na

ordem das centenas ou milhares) sdo da ordem de 107°.

Outra vez o comportamento do desvio e do erro padrao esta dentro

do esperado a medida que o tamanho n da amostra aumenta. Para confirmar

novamente a consisténcia dos dois algoritmos, vejamos a Tabela 12.



e Consisténcia da estimacao

Tabela 12 — Consisténcia no modelo normal contaminado assimétrico

(a) Algoritmo padrao
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n=100 n=300 n="750
VME __EQM ___ VMD DAM _ VME EQM _ VMD  DAM _ VME EQM __ VMD _ DAM
0,03814 0,32588 0,02554 0,21901 0,02651 0,19181 0,02991 0,12090 0,00555 0,10874 0,00630 0,06913
0,00228 0,03754 0,00196 0,02593 0,00107 0,02097 0,00042 0,01172 0,00002 0,01303 0,00134  0,00946
0,00319  0,07174 0,00629 0,04939 0,00187 0,03702 0,00305 0,02403  0,00045 0,02256  0,00077  0,01629
0,09422 0,35948 0,10123 0,23951 0,02472 0,21029 0,05880 0,13096  0,00494 0,17374 0,00161 0,11614
0,02126  0,15298 0,03026 0,08367 0,00088 0,09891 0,00161 0,06392  0,00001 0,07139  0,00086  0,04796
0,02610 0,20523 0,04359 0,11357 0,00805 0,13449  0,00407 0,08545 0,00205 0,09234 0,00272  0,05397
0,17610  0,79065 0,05798 045731 0,05814 041231 0,00774 0,28062 0,02435 0,24722  0,00980  0,15523
0,13485 0,43092 0,08022 0,26864 0,05178 0,24775 0,03154 0,14745 0,01770 0,13423 0,00578 0,08211
0,01682 0,14336 0,03295 0,11425 0,02009 0,12571 0,02742 0,09314  0,00270 ~ 0,11111  0,02192  0,07985
0,08892  0,12933 0,09612 0,06791 0,04174 0,08486  0,05105 0,04893 0,02211 0,05925 0,03016  0,03838
(b) Algoritmo modificado
n=100 n=300 n=750
VME _EQM __ VMD DAM _ VME EQM __ VMD  DAM _ VME  EQM __ VMD  DAM
0,03814 0,32588 0,02554 0,21901 0,02651 0,19181 0,02991 0,12090 0,00554 0,10874 0,00630 0,06913
0,00228 0,03754 0,00196 0,02593 0,00107 0,02097 0,00042 0,01172  0,00002 0,01303 0,00134  0,00946
0,00319  0,07174 0,00629 0,04939 0,00187 0,03702 0,00305 0,02403  0,00045 0,02256  0,00077  0,01629
0,09423 0,35949 0,10125 0,23949 0,02474 0,21030  0,05900 0,13096 0,00498 0,17375 0,00164 0,11611
0,02127 0,15298 0,03024 0,08363 0,00087 0,09891 0,00161 0,06391  0,00001  0,07140  0,00085  0,04797
0,02610  0,20523 0,04360 0,11352 0,00803 0,13449  0,00407 0,08542 0,00208 0,09234  0,00273  0,05400
0,17611  0,79067 0,05798 0,45731 0,05815 0,41233 0,00776  0,28060 0,02434 0,24722 0,00981  0,15525
0,13485 0,43093 0,08022 0,26864 0,05177 024775 0,03135 0,14744 0,01768 0,13424 0,00583 0,08214
0,01681 0,14337 0,03296 0,11425 0,02007 0,12572 0,02739  0,09314 0,00266 0,11113  0,02191  0,07986
0,08892  0,12934 0,09613 0,06791 0,04173 0,08486  0,05105 0,04891 0,02211 0,05925 0,03015  0,03838

A Tabela 12 apresenta apenas uma medida fora do esperado: o viés me-

diano da estimagao do parametro v aumenta ligeiramente para n = 750. Essa

situacao também é perceptivel no viés mediano relativo do hiper-parametro

completo conforme a Figura 26. Quanto a variabilidade mediana, nao ha

surpresas de acordo com a Figura 27. Mais uma vez, os graficos sao somente

para o método modificado, pois o padrao gera resultados praticamente iguais.

Na Figura 28, os boxplots novamente revelam que o algoritmo mo-

dificado é cerca de 2 a 2,5 vezes mais rapido em média e um pouco mais

homogéneo que o padrao. Neste caso, o ganho é inversamente proporcional ao

tamanho da amostra, em virtude do niimero (e também do seu aumento com

n) bem maior de iteragdes no algoritmo modificado em relagdo ao padrao.
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e Desempenho dos algoritmos

Figura 28 — Boxplots de tempos da normal contaminada assimétrica multivariada
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3.2.3.2 FEstudo de Dados Reais

Como aplicacao para as distribui¢coes SSMN, trabalharemos com um con-
junto de dados provenientes do censo de 2010 do IBGE. A amostra que usaremos é
constituida por dados dos 853 municipios de Minas Gerais, sendo a fonte dos mes-
mos o Atlas do Desenvolvimento Humano no Brasil — Atlas (2016), uma iniciativa

do Programa das Nagoes Unidas para o Desenvolvimento (PNUD).

Ajustaremos um modelo de regressao multivariada para tentar explicar
a esperanca de vida e a renda per capita dos municipios mineiros com base nas
taxas de atividade e analfabetismo e na razao de dependéncia do ano de 2010.
Na sequéncia, faremos uma breve explanagao acerca das variaveis relacionadas e

também uma pequena andlise exploratoéria.

e Respostas

1. Esperanga de vida (Y}): expectativa de anos de vida ao nascer.

2. Renda per capita (Ys): razao entre o Produto Interno Bruto (PIB) e a

respectiva populacao total.

Tabela 13 — Medidas descritivas basicas das respostas

Média Mediana Desvio padrao Assimetria Curtose
Y, 74,42 74,41 1,7902 -0,2651 2,7735
Y, 490,6 475,2 173,0778 1,1731 7,0184

Os valores de assimetria relativamente distantes de 0 (coeficiente de assime-
tria da normal) de ambas as varidveis justificam a adogdo de um modelo
assimétrico, enquanto os valores de curtose relativamente distantes de 3
(coeficiente de curtose da normal) apontam para a presenca de outliers e,
portanto, as distribuicoes SSMN sao recomendaveis para sua modelagem.
H& de se salientar também a relevancia da relagao entre as duas variaveis,
pois cov(Y7,Ys) = 230,977 e cor(Yy,Ys) = 0,74547. Na Figura 29, vemos um

panorama sobre o comportamento conjunto das duas variaveis.
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Figura 29 — Anélise exploratoria das respostas
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e Explicativas

1. Taxa de atividade (X;): porcentagem de pessoas ocupadas com mais de

18 relativa ao total nessa faixa etaria.

2. Razao de dependéncia (X5): razao entre a populagdo com menos de 15

anos ou mais de 64 anos e a populacao entre 15 e 64 anos.

3. Taxa de analfabetismo (X3): porcentagem de pessoas com mais de 18

anos que nao sabem ler nem escrever relativa ao total nessa faixa etaria.

A Tabela 14 e a Figura 30 mostram as relacoes existentes entre os trés pares

de variaveis explicativas.
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Tabela 14 — Analise exploratéria das explicativas

(a) Medidas descritivas bésicas

(b) Tébua de correlagoes

Média Mediana Desvio padrao

X 63,32
Xy 49,06

X, 14,48

X X X3

X, 1 -0410 -0,424
X, -0410 1 0819
X; -0424 0819 1

Figura 30 — Diagramas de dispersao entre os pares de variaveis explicativas

X
b
b
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e Respostas x Explicativas

Tabela 15 — Correlacoes entre respostas e explicativas

X1 X X3
Y1 0,358233 -0,650615 -0,697514
Yo 0,492605 -0,725246 -0,757763

A fim de realizarmos o processo de estimacao dos parametros de um modelo
de regressao linear com duas varidveis respostas, consideraremos inicialmente
a seguinte estrutura para a matriz de planejamento contendo as trés varidveis

explicativas de cada individuo (municipio)  :

X, — {XZT 0 ] (3.32)

0 x!

T

i =

Na composicao da matriz (3.32), as trés ultimas entradas do vetor x
[1 x1; x9; x3;] correspondem, respectivamente, aos valores observados para o munici-

pio ¢ das variaveis taxa de atividade, razdo de dependéncia e taxa de analfabetismo.

Como justificado anteriormente, a proposta é ajustar um modelo de regressao
com cada distribui¢ao da familia SSMN. Contudo, também compararemos os ajustes
feitos com as distribui¢coes normal e normal assimétrica para ilustrar os ganhos no

que diz respeito a qualidade do ajuste.

Em consonancia com o que foi apresentado ao longo deste capitulo, adotare-
mos as notagoes B = [Bo1 B11 Bo1 B31 Boz Bia P Ps2]” para o pardmetro da regressao,
a = [a; ay az)? para o pardmetro de escala, A = [\; \o]? para o parametro de
assimetria (exceto no modelo normal), v para o primeiro hiper-pardmetro (exceto
nos modelos normal e normal assimétrico) e v para o segundo hiper-pardmetro

(somente no modelo normal contaminado assimétrico).

Além disso, indicaremos os modelos em questao pela sigla entre parénteses:
normal (N), normal assimétrico (SN), T-Student normal assimétrico (STN), Slash

normal assimétrico (SSN) e normal contaminado assimétrico (SCN).
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Feitas essas convengoes, apresentamos na Tabela 16 os resultados das

estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros em cada um dos modelos

via algoritmo EM seguidas do respectivo erro padrao.

Tabela 16 — Estimativas de méxima verossimilhanca dos pardmetros do modelo

(a) Coeficientes da regressao

Modelo Bot B Ba1 B31 Boz B2 P22 B3z
N 78,322 0,016 -0,064 -0,122 706,695 4,978 -7,618 -10,883
(0,724) (0,007) (0,012) (0,011) (60,245) (0,611) (0,977) (0,888)
SN 78,249 0,015  -0,064 -0,122 602,744 4,049 -6,582 -10,521
(0,729) (0,007) (0,012) (0,011) (50,637) (0,502) (0,830) (0,750)
STN 78,042 0,018 -0,060 -0,122 616,686 4,140 -6,528 -10,267
(0,711) (0,007) (0,011) (0,010) (48,682) (0,488) (0,792) (0,711)
SSN 78,110 0,018 -0,061 -0,122 617,343 4,158 -6,632 -10,263
(0,717) (0,007) (0,011) (0,011) (48,859) (0,490) (0,795) (0,714)
SCN 78,151 0,017  -0,062 -0,122 619,350 4,110  -6,733 -10,276
(0,727)  (0,007) (0,012) (0,011) (49,299) (0,493) (0,802) (0,719)
(b) Outros parametros
Modelo 641 &2 6&3 /\1 /\2 v ?
N 1,134 0,636 104,371 - - - -
(0,024) (0,040) (2,260)
SN 1,181 0,429 149,783 -0,909 3,325 - -
(0,029) (0,079) (4,315) (0,178) (0,350)
STN 1,052 0,374 108,784 -0,713 1,741 7,561 -
(0,033)  (0,069) (4,217) (0,146) (0,222) (1,132)
SSN 0,923 0,321 96,605 -0,643 1,621 2,273 -
(0,032) (0,066) (3,878) (0,140) (0,199) (0,223)
SCN 1,136 0,412 123,913 -0,792 2,228 0,026 0,132
(0,035) (0,091) (4,550) (0,186) (0,260) (0,013) (0,046)

Observe que de modo geral a variabilidade da estimagao dos coeficientes

da regressao (expressa pelo erro padrao das estimativas) é menor nos modelos da

familia SSMN. Sendo esses os pardametros de maior interesse, pode-se afirmar que

tal fato ¢ uma vantagem da utilizacao dos modelos propostos.
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Apos a estimacao, perguntamo-nos se os parametros obtidos sao significati-
vos. Detalhes sobre a significancia em um MRL normal podem ser encontrados em
Louredo (2016). Nas demais distribuigoes nao é possivel avaliar a significincia por
meio de uma estatistica com distribui¢ao exata como no caso anterior. No entanto,
o uso dos estimadores de maxima verossimilhanca (EMV) nos permite recorrer a

suas propriedades, dentre as quais a normalidade assintotica.

Uma discussao aprofundada sobre o assunto com algumas demonstragoes se
encontra em Ritter (2015), mas aqui nos limitaremos a mencionar um fato decorrente
dessa discussao: denotando o vetor de parametros do modelo de interesse por 0 e a
respectiva matriz de informacao de Fisher observada por J = &1, temos que para
cada coordenada 0; de 0, a estatistica éj = 5]- / \/ﬁiﬂ (razao entre cada estimativa e
seu respectivo erro padrao) provém de uma distribuicao que segue assintoticamente

uma normal padrao sob a hipétese nula do teste de significancia (6; = 0).

Com isso, espera-se que o parametro seja significativo se tivermos o valor
observado da referida estatistica com médulo maior do que 2. Na Tabela 17, vemos

os valores dessa estatistica de teste para cada parametro.

Tabela 17 — Significancia dos parametros do modelo

(a) Pardmetros de regressao

Modelo Bot B Ba1 P31 Bo2 B2 Ba2 P32
N 108,183 2,191 -5470 -11,422 11,730 8,145 -7,795 -12,256
SN 107,297 2,090 -5,393 -11,399 11,903 8,064 -7,928 -14,037
STN 109,822 2,526 -5,254 -11,631 12,668 8,489 -8,242 -14,444
SSN 109,009 2,438 -5,293 -11,581 12,635 8,485 -8,340 -14,383
SCN 107,449 2,309 -5,311 -11,551 12,563 8,336 -8,397 -14,295

(b) Outros pardmetros

Modelo o 0y Qs A1 Ao v ~
N 46,288 13,441 46,179 - -
SN 40,075 5,431 34,710 -5,110 9,511 -
STN 31,737 5,397 25,795 -4.886 7,829 6,682
SSN 29,067 4,826 24,910 -4,584 8,129 10,206 -
SCN 32,679 4,503 27,232 -4,250 8,577 1,955 2,895
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Pelo critério anterior, pode-se considerar todos os parametros significativos.
Porém, esse método nao é eficaz para comparar a significancia dos hiper-parametros
em diferentes modelos. Esse tipo de comparacao pode ser feito pela avaliacao do

quao bem cada modelo ajusta os dados nos graficos de contorno da Figura 31.

Figura 31 — Graficos de contorno das densidades médias dos modelos ajustados
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Nas curvas de nivel apresentadas (com niveis iguais para todos os modelos),
maior densidade de linhas significa mais probabilidade na regiao. Como se pode
observar facilmente, a distribuigdo normal (N) confere baixissima probabilidade para
os pontos correspondentes as respostas que se encontram nas partes inferior esquerda
e superior direita. A distribuigdo normal assimétrica (SN) dd4 um pouco mais de
probabilidade para os pontos extremos da parte inferior a esquerda (correspondentes
a baixas expectativa de vida e renda), mas nao produz diferenca relevante quanto
aos pontos extremos da parte superior a direita (correspondentes a altas expectativa
de vida e renda). Por outro lado, as trés distribuigdes da familia SSMN promovem

maior equilibrio na atribuicdo da probabilidade inclusive entre os pontos extremos.

No caso das distribuicoes SSMN, é dificil dizer qual dentre elas esta melhor
adequada aos dados apenas com base na analise grafica. Sendo assim, faz-se
necessario recorrer aos critérios de informagdo AIC e BIC para selecionar o melhor
modelo. Tais critérios de selecao sao baseados nas seguintes estatisticas em termos
da log-verossimilhanga ¢, da estimativa paramétrica 6, do comprimento r do vetor

de parametros 0 e do tamanho n da amostra:
AIC = —26(5) + 2r;
BIC = —2((6)+rlun. (3.33)

A melhor qualidade de ajuste seria esperada para o modelo com a maior
verossimilhanca, mas devemos lembrar que estaremos comparando modelos distintos.
Ambos os critérios de informagdo permitem uma comparacao dos referidos modelos
quanto a parcimonia ao penalizarem o excesso de parametros, sendo que o segundo
penaliza proporcionalmente ao tamanho da amostra. Note que devido a convencao
de sinais, o melhor modelo serd aquele com menor AIC ou BIC. A Tabela 18 traz os

valores da log-verossimilhanca e das estatisticas para os trés modelos em discussao.

Tabela 18 — Critérios de selecdo do melhor modelo SSMN

Modelo SSN STN SCN
Log-verossimilhanca -6367,640 -6368,894 -6370,446
AIC 12763,280 12765,788 12770,892

BIC 12829,763 12832,270 12842,124
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Concluimos assim que a distribui¢do Slash normal assimétrica (SSN) é a
que melhor se ajusta aos dados. Para finalizar este capitulo, vejamos algumas inter-
pretacgoes relevantes que podem ser extraidas do modelo selecionado. Inicialmente,

temos que o viés aditivo da estimativa XZB expresso em (3.23) é dado por:

e 2 Soalo
Ele) = \/;E(T)EM -

—0,039124
83,533717 |

Esse viés, que é nulo no modelo normal, justifica o deslocamento em diregao
aos pontos extremos no modelo SSN e também nas demais distribui¢oes distintas
da normal. De fato, vemos em particular para o nosso modelo escolhido que esse
deslocamento se da para o sentido dos menores valores da variavel esperanca de

vida (Y}) e no sentido dos maiores valores da variavel renda per capita (Y2).

Mais ainda, a melhor adequagao do modelo SSN vista por meio da log-
verossimilhanga e dos critérios de informacao pode sugerir que esse viés é aquele
que permite a melhor distribuicao da probabilidade entre os dados como vemos
nos graficos da Figura 31, embora seja dificil enxergar tal fato especialmente na

comparacao entre os modelos SSN e STN.

Apenas para se ter uma noc¢ao da variabilidade do processo de estimacao da
regressao, uma vez que o erro padrao do vetor de escala a nos diferentes modelos
nao é comparavel, vejamos a estimativa de variancia do estimador de regressao.
Esta é a mesma estimativa da variancia do erro indicada na equagao (3.22), a qual

¢ dada pela seguinte matriz:

— — 1,7030 59,1519
Var(Y;|X;) = Var(e;) = | ] ’
59,1519 9685, 8048

Uma medida de variabilidade conjunta das variaveis Y; e Y5 que poderia
ser utilizada para visualizar o ganho com o ajuste do modelo SSN em relagao ao
modelo normal, por exemplo, é a soma dos desvios padroes das varidveis (expressos
pela raiz quadrada de cada elemento da diagonal da mesma). No caso do modelo

SSN, essa medida vale 99, 7215 enquanto no modelo normal vale 105, 6269.
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Finalmente, discutiremos os coeficientes de regressao B, interpretando seus
valores. Porém, a fim de comparar as magnitudes desses coeficientes, devemos
colocar as variaveis explicativas na mesma escala padronizada, retirando dos valores
de cada uma delas sua média e dividindo o resultado pelo seu respectivo desvio
padrao. Assim, todas as explicativas transformadas passam a ter média 0 e desvio
padrao 1, de modo que podemos comparar os valores dos coeficientes da regressao

para saber como cada aspecto demografico explicativo impacta nas respostas.

Procedendo dessa forma, apresentamos na Tabela 19 as novas estimativas
para os parametros da regressao no referido modelo seguidas dos seus respectivos

erros padrao abaixo entre parénteses.

Tabela 19 — Coeficientes de regressao do modelo SSN com covariaveis padronizadas

601 /811 621 631 /802 612 622 /832
74481 0,115 -0,390 -0,867 406,675 27,06 -42,555 -72,998
(0,120) (0,047) (0,074) (0,075) (5,795) (3,189) (5,103) (5,075)

Com base na analise dos resultados da Tabela 19, podemos depreender

quatro conclusoes basicas com relagao ao modelo em questao:

1. O impacto negativo da razao de dependéncia (X3) sobre a esperanca de vida
(Y1) é cerca de 3 vezes maior do que o impacto positivo da taxa de atividade

(X1) sobre essa mesma resposta.

2. O impacto negativo da taxa de analfabetismo (X3) sobre a esperanca de vida
(Y1) é cerca de 7,5 vezes maior do que o impacto positivo da taxa de atividade

(X1) sobre essa mesma resposta.

3. O impacto negativo da razao de dependéncia (X5) sobre a renda per capita
(Y2) é cerca de 1,5 vez maior do que o impacto positivo da taxa de atividade

(X1) sobre essa mesma resposta.

4. O impacto negativo da taxa de analfabetismo (X3) sobre a renda per capita
(Y2) é cerca de 2,5 vezes maior do que o impacto positivo da taxa de atividade

sobre essa mesma resposta.
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4 DIAGNOSTICO NOS MODELOS SSMN

Neste capitulo, discutiremos as principais técnicas de diagndstico para
deteccao de pontos influentes presentes na literatura nos modelos de regressao que
temos trabalhado com enfoque no conjunto de dados reais apresentado no final do
Capitulo 3.

A adocao de modelos de regressao com erros que seguem distribui¢oes
misturas de escala assimétricas de normais tende a reduzir a quantidade de outliers
observados em relagao ao modelo normal. O objetivo deste capitulo é apresentar
alguns métodos graficos envolvendo o uso de medidas especificas para a deteccao de
outliers que podem impactar significativamente o ajuste do modelo: os chamados

pontos influentes.

O primeiro trabalho que surgiu com esse tipo de abordagem foi o de Cook
(1977), o qual introduziu a posteriormente denominada distincia de Cook, uma
medida do grau de impacto da delecdo de cada observacao ainda amplamente
utilizada em modelo normais. Tal técnica levou a criacao de outras medidas com o

mesmo proposito para modelos mais gerais.

Em Zhu et al. (2001), a esséncia dessa técnica foi adaptada para modelos
com dados incompletos cuja estimacgao paramétrica é baseada no algoritmo EM.
Basicamente, apresentaremos essa técnica na Subsecao 4.1, além de extensoes e
generalizacoes encontradas na literatura, aplicando-as no nosso conjunto de dados

reais ja apresentado.

Na subsecao seguinte, apresentamos a denominada andlise de influéncia
local nos moldes definidos em Zhu & Lee (2001). Em linhas gerais, trata-se de
mensurar como certas observagoes podem influenciar a estimacao dos parametros e

as variaveis envolvidas nos modelos através de perturbacoes.

Com isso, mostraremos de modo mais preciso que as referidas técnicas
aplicadas as distribuicbes SSMN tendem a destacar menos pontos influentes do
que no modelo normal, por exemplo. Como veremos, essa constatacao se deve

fortemente ao fato de aquelas distribuig¢oes atribuirem um peso menor aos outliers.
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4.1 ANALISE DE INFLUENCIA GLOBAL

O objetivo desta secao é aplicar a metodologia da delecao de casos para
analise de influéncia global nos modelos misturas de escala assimétricas de normais.
Usaremos como base as definigoes e resultados desenvolvidos em Zhu et al. (2001),
propondo uma generalizacdo e mostrando os resultados efetivos da analise no

conjunto de dados reais.

Para isso, necessitamos das derivadas de primeira e segunda ordens da tltima
funcao @ oriunda do algoritmo EM de cada uma das distribuigoes trabalhadas.
Supondo, em nossos modelos, obtida a estimativa de méxima verossimilhanca

= (B, a,X,%) mediante os algoritmos propostos no Capitulo 3, usaremos a

expressao Q = ()1 + ()2 para indicar a funcao dada por
Q(G; 9) =c+ ZQU (0; @) + ZQ% (0; @), onde ¢ nao depende de 6.
i=1 i=1

Para realizar a andlise de influéncia, consideraremos medidas relacionadas
a funcao Q(G; 0) = E@ (EC(O)‘Y = y) expressa na forma acima e suas derivadas

primeira e segunda, que sao dadas, respectivamente, por

aQ Q1 an 0:9) 2Q 1, N O Qu o° sz
o9 (0:0) = Z 50 (0:0) +Z 0:0) o o oot (6:0) = ZaeaoT +ZaeaeT

=1

Dessa forma, expressaremos as referidas derivadas de uma forma geral que
englobe os trés exemplos desenvolvidos neste texto no que se refere a funcao )1 e

mostraremos os resultados especificos referentes a funcao ()2 em cada caso.

Inicialmente, adotaremos a partir de agora ao longo de todo este capitulo as

seguintes notagoes utilizadas anteriormente ou muito similares a outras ja adotadas:
A=l|Z|, e =y —XiB, di =e] X e;, 4;=AT2 "2, f; = Eg (Ti|Yi = yi) ;
- { Ep (Ui|Yi = i), para Yi ~ STN, (Xi8, 2, A,v) ou SSN, (Xi8, 2, A,v)
" | By (VailYi=yi), para Y, ~ SCN, (XiB, 2, X, 1,7)
U1 = Ea (Vii|Yi =y;) para Y; ~ SCN, (X;8,%, A, v,7);

lu; = E

7 (InU;|Y; =y;), para Y; ~ STN, (X;3,%,A,v) ou SSN,, (X;8,2,A,v).
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Com as convencgoes anteriores e lembrando a expressao para (01 na etapa k
do algoritmo EM dada na equacao (3.25), obtemos os seguintes resultados validos
para todas as misturas de escala assimétricas de normais:

B N Lo 0Qu _ 10N 1_0di ~ OA;
Qu = FA-gmdittid; = AL 57 = =555 — gMige (i~ Ai)5g
92Q 1 1 92N 1 9d 92A.  OA, DA,
= ——— = =M — + tifAl' — . 4.1
2000" 290007 2" 99007 T ) 96067 ~ 90 267 (41)

Assim, separando os resultados por grupos de parametros e utilizando as
derivadas auxiliares do Anexo B, deduzimos as expressoes abaixo:

0Q1; _ —lﬁﬁadﬂr(ti—Ai)aAi; 0Q1; _ _1@_1@8di+(a_Ai)aAi; 0Q1; _ (tAi—Ai)aAi; 0Q1; —o
op 2 loJ¢} B oo 20a 2 da oo oA oA or
82Qu; 1~ 8%d;  0A; A, 8%Qus 1~ 8%d; ~ 82A;  0A; 0A;
T = Ty T~ T’ T = Ty 7+t = Ai) T~ T
8808 2" 9808T ~ 9B 08T’ 0Bda 2" 5B 8B0aT ~ 98 oa
92Q1; ~ 824;  0A; 0A;  92Qu; 1 82A 1~ 8%d; ~ 82A;  0A; A,
T = (ti — Ay) - ; =-c - -m; + (t; — A;) - ;
OBOX apaaT 98 AT’ dadaT 2 0adaT 2 " dadaT dadaT da daT
0adAT " T 09adAT  da OXT' 9xOAT X oaT’ 909rT

Vejamos as derivadas de ()3 em cada um dos exemplos da familia SSMN.

1. T-Student normal assimétrica:

i~ v D+ d; v
QQZ-:Zln(z)—lnr(z>—z(ui—lui):Zln(z>—lnr‘(z>—z VD g (VG g (X
2 "\ 2 2) 2 2 "\ 2 2) 2|51 a 2 2

. T ) ~
8Q21=[0 00 %} %8Q2l=%|:ln<z)—‘ll(g)+l—l/t\i+lui}§

00 ov ov 2
0O 0 O 0
9%Qa; 0 00 0 02Qa 1 {2 (Vﬂ
= H - - \Ill =
90007 0 0 O 0 o2 4 v 2
0 0 0 82Q2i
ov2

2. Slash normal assimétrica:

(&;/2):+p/2 fol u?TP/2=1n (u)evdi/2dy

Q2 =lnv+ (v — Dl = Inw + (v — 1)L —~ =
T (v+p/2) P(1;0 4 p/2,d:/2)

8Q2i 8Q27,:| T 8Q21 1 —

=0 0 O ; = — + luy;

00 ov T Qv v +
0O 0 o 0

#Qau |00 0 0 | 2Qu 1

9000 |0 0 0 0 a2 2
0 0 0 02Q2i

ov?
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3. Normal contaminada assimétrica:

1~

Q2 = Evli(pln’Y —vdi +2Inv) + 172\1'1n(1 —v)
1 Tap/2p—vdi/2 1 —D)e—di/2
= -— il © ——=—(plny —vd; +2Inv) + — (M v)e ———In(1-v);
209p/26=di/2 (1 — D)e—di/2 D/ 2e=di/2 4 (1 — D)e—di/2
0Q2; 0Q2;  0Q2; o 0Q2;  0Q2; T [0Q2 09Q2 1T 1~ T[od; oad;|"
= ; =—-viY | ——= ;
20 o8 o« or oy o8 o« 21798 ba
8Q2¢ V14 V24 8Q27 1 ~
= - ; = ——vii(p — vdi);
ov v 1—v oy 2
92Qo; 22Qy;
aﬂaéT 8,36(;'1' 0 0 0
9°Qy, 20, o o o
T T
5 oo oaoa 3%Qy; 9%Qy; 9%d; 9%d;
07°Qai | 8BaBT oBoar | 1~ | 3BaBT oBoar
20007 — | O o 0o o o | = 5
9%Qy; 9%2Q2; a%d; _9%d;
2a, scop”T  dooaT sa0pf” oooar
0 0 0 2% o
2
| o 0 0 0 =
Q2 |vu vai | 9%Qai _ pois
a2 V2 1-v)2|’ 8y2 T 2427

Algumas medidas de influéncia global alternativas usam a log-verossimilhanca
dos dados incompletos no lugar da fun¢ao ) como pode ser visto em Pan, Fei &
Foster (2013). Na mesma referéncia, também se considera a possibilidade de tomar

0%Q ~ 0%Q ~
o valor esperado F | ———(0;0) | no lugar da funcdo ———(0; @), onde basica-

mente substitui-se o vetor de dados fixo y pelo vetor aleatério Y na referida funcao
e calcula-se os valores esperados das fungoes de Y que surgem em decorréncia de

tal substituicao.

As medidas de influéncia global consideradas aqui para os modelos misturas
de escala assimétricas de normais serdao embasadas na funcao ) conforme se vé
em Zhu et al. (2001). Embora na mesma referéncia seja feita mencao a medidas
analogas envolvendo a propria funcao log-verossimilhanga ¢, vamos nos ater as

primeiras por elas se adequarem aos nossos propositos.

Essencialmente, a ideia por detras de qualquer medida de influéncia global é
mensurar o efeito da retirada ou delecao de observagoes. Essa analise geralmente é

feita a partir da retirada das observagoes uma a uma, onde cada 6[; ¢ definida como

a estimativa do novo modelo obtido apds a exclusao da observagao j € {1,...,n}.
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Para evitar fazer uma nova estimagao dos parametros para cada retirada de

uma observagao, em Zhu et al. (2001) considera-se a seguinte aproximagao de gmz

o, ~0-| 29 (6:6) 1(6: ) (4.2)
il 90007 o0 7 '

A equagao (4.2) consiste basicamente na realizagdo de um passo do método

0Qu 5.5y & 99 55
0.0)= 0:0) ¢ a

00 (6:9) % aeaeT< )

i#]

matriz hessiana também correspondente a retirada da observacao j é aproximada

2
pela matriz 50907 (6;0). Embora mediante algumas hipdteses adicionais elencadas

de Newton-Raphson com valor inicial 0 e onde

em Zhu et al. (2001) a aproximagcao seja considerada suficientemente boa, verificamos
que isso nao ocorre nos modelos em estudo neste texto de acordo com constatacoes

em dados simulados.

Sem o uso da aproximagao (4.2), definiremos como em Zhu et al. (2001)

duas medidas de influéncia global relativas a remocao da j-ésima observacao:

1. Distancia Q:

QDm =2 {Q (5, é) - Q(ém; é)} X (43)
2. Distancia de Cook generalizada:
~ o~ 2 o~ o~ ~ o~
GDyy) = (8y) — 9)T [828%(0; 9)] (611 - 6). (4.4)

Cada valor é[ﬂ serd, para todos os efeitos, obtido por nova estimacao pa-
ramétrica via algoritmo EM considerando os n — 1 individuos restantes, isto é,
desconsiderando nas varidveis respostas e covaridveis o vetor y; e a matriz X;,
respectivamente, referentes ao individuo j. Com recursos de paralelizacao compu-
tacional, proceder a uma nova estimacgao em detrimento da aproximacgao citada
anteriormente nao é tao custoso como no passado. Além disso, tal procedimento se
mostra necessario nos modelos misturas de escala assimétricas de normais a fim de

tornar mais fidedigna a informacao fornecida por ambas as medidas (4.3) e (4.4).

A propésito, podemos ainda constatar facilmente que ambas as medidas

fornecem essencialmente a mesma informacgao. Com efeito, se considerarmos a
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Férmula de Taylor de 2* ordem para a funcdo ) no ponto é[ﬂ em torno de é,

obtemos a seguinte aproximacao:

i QAT a Lo or PQ s o
Q0p):0) ~ Q(6:0) + 55 (8:0)" (6 — 0) + 5 (01— 6) - 7 (6:6)(8y;) — 6). (4.5)

~

Sendo nulo o gradiente da funcao ) em 6, a segunda parcela da apro-
~ o~ PO 1,~
ximagao (4.5) é igual a 0 e segue dai que Q(Om;0> — Q(G;O) ~ i(ﬂm —
T Qoo |
9) W(G; 0) (0[]-] — 0), donde resulta que QDy;) =~ GDy;;. A diferenca en-

tre essas duas medidas é, portanto, formada por termos de ordem 3 ou superior, de

modo que serd desprezada em nosso contexto.

Tendo em vista essa ultima aproximagao, optaremos pelo uso da distancia
de Cook generalizada pelo fato de tal medida possibilitar o cdlculo da influéncia
global relativa a um dado grupo de parametros. Para evidenciar o que separa nossos
modelos da normalidade, vamos decompor o vetor de parametros em 6 = (01, 02)
com 6, = (B , a) e 0, = ()\, 7'). Dessa forma, consideraremos as seguintes

distancias de Cook generalizadas parciais:

e Distancia de Cook generalizada parcial relativa a locacao-escala:

T T 22Q 22Q
001067 001067 saodT FaoaT

92Q 02Q e
~ ~\T ~ ~ ~ T T
GDyjj) = (Gl[j] _01) [ (9§9)] (91[j] - 91), onde = l"’ﬁé’ﬁ B9 ‘| . (4.6)

e Distancia de Cook generalizada parcial relativa aos demais parametros:

2 2
~ ~\T 82 o~ o~ —~ ~ 32 9°Q 27Q

GDaypy) = (02() — 02) (QT (6:0) | (621 — 62), onde QT = [0AgAT AT (47)

902061 80,001 Q_ _2Q_

araAT  oTorT
Realizaremos agora a aplicagao das medidas (4.4), (4.6) e (4.7) para comparar
a deteccao de observacgoes influentes nos modelos normal, normal assimétrico e
Slash normal assimétrico ajustados ao conjunto de dados dos municipios mineiros
no Capitulo 3. Analisaremos apenas esses modelos porque o tltimo foi selecionado
como o mais adequado aos dados e os outros dois sao aqueles que permitem apontar

uma gradacao mais nitida na identificacdo de pontos influentes.

No modelo normal, temos @ = 60, de modo que apresentamos apenas o

grafico de influéncia com a medida (4.4) na Figura 32.
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Figura 32 — Distancia de Cook generalizada no modelo normal
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A linha horizontal, que corresponde a distancia de Cook igual a 1, é o
primeiro “ponto de corte” estabelecido na concepcao original da medida em Cook
& Weisberg (1982) para se considerar um ponto como influente. Na Figura 32,
numeramos os 17 municipios (dispostos em ordem alfabética) que aparecem acima
da linha de corte. Mantendo 1 como uma referéncia embora seja controverso na
literatura, vemos na Figura 33 o grafico da medida (4.4) para o modelo normal

assimétrico, onde 8 = (B8, a, A).

Figura 33 — Distancia de Cook generalizada no modelo normal assimétrico
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Vamos destacar os 4 municipios apontados como influentes nos dois modelos:
66 (Nova Lima), 262 (Doresépolis), 520 (Belo Horizonte) e 727 (Sao Joao da Lagoa).
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Nova Lima e BH sdo pontos extremos por serem de longe os municipios com
as duas maiores rendas per capita do estado e decerto possuem grande influéncia
no ajuste dos modelos em questao. Quanto aos outros dois, embora Doresépolis
esteja entre as 10% maiores esperangas de vida (57%) e Sdo Joao da Lagoa figura
entre as 10% menores rendas per capita (776%), sdo apenas medianos com relagao
a outra variavel e ndo poderiam ser considerados influentes no sentido de alterar
tao significativamente o ajuste. Tais fatos mostram que a identificacao de pontos
influentes nos modelos normal e normal assimétrico nao é tao eficaz, embora no

segundo seja um pouco melhor.

Antes de apresentarmos as distancias de Cook generalizadas para o modelo
Slash normal assimétrico, enfatizaremos uma das principais justificativas para a
vantagem dos modelos SSMN, dentre os quais o SSN, na identificagao de pontos
influentes que efetivamente sao determinantes no ajuste do modelo. Essa vantagem
estd na ponderagao que tais distribuigdes fazem em relacao aos outliers. O gréafico
da Figura 34 mostra que as observagoes com maior distancia de Mahalanobis dl(a)
— indicador de outliers, que podem vir a ser influentes — apresentam menor peso na

estimacao dos parametros, indicado pelas estimativas do fator de escala ;.

Figura 34 — Distancias de Mahalanobis vs pesos no modelo SSN
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Diante disso, vejamos como fica a identificagdo dos pontos influentes com a

mesma referéncia 1 no modelo Slash normal assimétrico na Figura 35.
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Figura 35 — Distancia de Cook generalizada no modelo Slash normal assimétrico
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A complementaridade dos graficos das Figuras 34 e 35 fica nitida, quando
vemos que se destacam apenas os municipios 66 (Belo Horizonte) e 520 (Nova
Lima). Como j& mencionado, ambos se destacam pela sua renda per capita, sendo
que Belo Horizonte possui a segunda maior: R$1497,29 enquanto Nova Lima possui
a maior: R$1731,84. O caso de BH é esperado por se tratar da capital do estado.
Ja o de Nova Lima se justifica pelo fato de este municipio fazer fronteira com a
regiao mais rica de BH, o que leva muitos de seus moradores a migrarem para Nova
Lima por ser um municipio com menos incidéncia de criminalidade, por exemplo.
Essa migragao em busca de melhor qualidade de vida fica evidente ao comparar
a esperanga de vida dos dois municipios: Nova Lima (78,10 anos — a 2* maior de
MG) e BH (76,37 anos — apenas a 127* do estado).

Esses dois municipios sao sem duvida notadamente influentes no ajuste
deste modelo. Para avaliar em qual grupo de parametros (loca¢ao-escala ou os
demais — assimetria e hiper-pardmetro) a influéncia é mais representativa, vamos
recorrer as distdncias de Cook generalizadas parciais definidas em (4.6) e (4.7). No
modelo Slash normal assimétrico (SSN), temos 6, = (B, a) e 82 = (A, v), cujas

respectivas medidas de Cook associadas GD; e GD, estao dispostas na Figura 36.
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Figura 36 — Distancias de Cook generalizadas parciais no modelo SSN
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Utilizando como referéncia para ambas as distancias de Cook generalizadas
parciais a média de cada medida individual somada a 4 desvios padroes respectivos,
detectamos os mesmos pontos influentes em relagdo aos dois grupos de parametros:
Nova Lima (520) e Belo Horizonte (66).

N

Apesar de a soma das distancias parciais nao ser necessariamente igual a
distancia total, é facil ver que a interpretacao extraida do grafico da Figura 36 é

essencialmente a mesma do que vemos na Figura 35.

Para finalizar essa discussao sobre a influéncia global, cabe enfatizar que o
fato de o municipio de BH ser um pouco menos influente do que Nova Lima esté
de acordo com as constatagoes anteriores: enquanto este municipio possui valores
extremos nas duas variaveis respostas, aquele s6 tem valor extremo de renda per
capita apresentando um valor apenas relativamente alto na esperanca de vida. Isso
explica também o peso menor que é dado ao municipio de Nova Lima em relacao a

Belo Horizonte conforme vemos na Figura 34.
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4.2 ANALISE DE INFLUENCIA LOCAL

A ideia da chamada andlise de influéncia local consiste basicamente em
perturbar o modelo proposto com o intuito de mensurar o efeito de cada observacao

na curvatura do grafico de uma funcao dessa perturbacao.

De modo mais preciso, Cook (1986) propds considerar um vetor de pertur-
bagdo w € 2, onde ) é um conjunto aberto no espago euclidiano R" (sendo n a
quantidade de individuos observados), assumindo ainda a existéncia de wy € 2 e
uma fun¢io log-verossimilhanga perturbada £y de classe €2 tais que £o(0,wy) =
0(0) V6 € © C R". Segundo o referido autor, a influéncia local seria medida a
partir da andlise da curvatura normal do grdfico de influéncia da funcao f,: Q@ — R

dada por

folw) =20(8) - ¢(6(w))] . (4.8)

Na expressao (4.8), é(w) € argmax {y (0, w), o qual suposto unitario define
Oco
uma fungdo w — B(w) de classe €2 com base em Boldrin & Montrucchio (1987).

Note que a hipotese inicial sobre ¢, implica é(wg) =0Bea construcgao feita assegura

que f; é nao negativa em (2.

Generalizando esse raciocinio, vemos em Zhu & Lee (2001) o emprego da
mesma técnica com a hipdétese adicional de que uma funcao log-verossimilhanca
completa perturbada /¢y também de classe € satisfaz a igualdade £co(0,wg) =
(c(0) VO € © C R". Com isso, define-se a funcao fg: & — R por

folw) =2[Q(6:0) — Q(6(w);8)]. (4.9)

Na expressao (4.9), temos que @(w) € argmax Qg (0, w; @) com Qg (0, w; @) =
Oco

E@ (600(0, w)|Y = y). O fato de a funcio w — OB(w) definida agora ser duas vezes

continuamente diferenciavel é concluido de modo analogo ao caso anterior.

Como 6 ¢é o maximizador de ) em O, entdao fo(w) > 0 Vw € 2. Por outro
lado, vem das suposi¢oes feitas que w, ¢ minimizador de fg em €2, o que nos fornece
os seguintes resultados uteis:

) 0*fq

falwo) =0, Ow (wo) = ¢ DwdwT

(wo) positiva semidefinida.  (4.10)
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Com base nos conceitos discutidos, vejamos defini¢des e resultados relevantes

para a implementacao da técnica proposta por Zhu & Lee (2001).

Definigao 4.2.1. Seja fg a funcao definida em (4.9). Entdo, seu grafico expresso
pela fungao p(w) = (w, fo(w)) ¢ dito o grifico de influéncia do modelo.

Antes de prosseguirmos, vamos convencionar trés notagoes simplificadoras:

aQQ 82Q0 82@0 (5( )
00007 dwdwT 900wT "\ @)

HQg = (0 0) HQuw = (a(w),w;a) e Ay = w;a). (4.11)

A partir de uma generalizacao natural da nocao de curvatura normal de

uma superficie para dimensoes quaisquer, provaremos o resultado a seguir citado
em Zhu & Lee (2001):

Teorema 4.2.1. Com as mesmas notacgoes anteriores, a curvatura normal da
superficie M = p(2) de R"™ no ponto P = p(wy) = (wp,0) na diregdo de um

vetor unitario v € R” é dada pela expressao seguinte:

C'p,v = _2VT%QQ)OV = —2VTAZ:JO%Q51AU)0V. (412)

Demonstracgao:

Para provar este resultado, necessitaremos da linguagem da Geometria
Diferencial e da Anélise em Varias Variaveis, que adaptaremos de O’Neill (2006)
e Lima (1999). No nosso caso, queremos calcular a curvatura normal, definida
em O’Neill (2006) para superficies bidimensionais em R? para a superficie n-
dimensional M = p(2) em R™"! a qual seria tratada em Lima (1999) como uma

hiperficie (imersa em R™"1).

Inicialmente, note que as duas primeiras condigoes dadas em (4.10) garantem
que o vetor normal unitdrio a M no ponto P é dado por
_9fe

O (wo)] = cpy1 € R (4.13)
1

1
\/1 —|— an Tan (WQ)

U(P) =
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Com isso, o hiperplano tangente Tp(M) & superficie M em P é igual a
R” x {0}, de modo que o identificaremos com R". Dessa forma, todo vetor v da

hipotese pode ser considerado um wetor tangente.

Conforme a definicao de O’Neill (2006) em termos do operador forma
Sp: Tp(M) — Tp(M) para a curvatura normal da superficie M em P na diregao

de um vetor tangente unitario v, teremos no nosso caso que
T
T
Cp,v = ([SP]V) V=V [SP]V

Acima, representamos por [Sp| a matriz na base canonica do referido

d
operador forma, o qual é definido por Sp(v) = —aU(P +tv)

Observando que P + tv = (wo + tv,0), o uso de expressao andloga a (4.13)
em tal ponto e a aplicacao das regras de Célculo Matricial nos dao o seguinte:

1

2 2 0
VT BzafﬁT (wo —+ tV) fQ (WO + tV) —+ an (wo + tV)T 8zafL?JT (wo + tV)V |:—aj:52(wo + tV)] +

3/2
2 {1 + %(wo + tv)T%(wo + tv)} 1

t=0

d 1
——U(P+1tv)=
dt (\/1+ 99 (wg + tv)T 2 (w + tv)

*fq

1
OwdwT (wo +1v) 0] v

\/1+8fQ (wo +tv)T fQ(wo+tv)

o” 0

Fazendo t = 0 na igualdade acima e identificando o espago R™ x {0} com

d*fq
w -2 or (4.9 4.11). Assim, a
/ ' = o (wn) = =2 Qu, por (49) ¢ (411). Assim,
férmula mencionada anteriormente para a curvatura normal coincide com a primeira
expressao dada em (4.12). Por fim, usando sucessivamente a versao da regra da

cadeia dada em (A.2), vemos que

R™, concluimos que [Sp| =

. _ PQu 5 s Qo) 08, PQ 00,
(1) %QWO - 8w5‘wT (97('00’ 0) - 3w3wT (wo) - awT (wO)aeaeT (07 0)?(‘”0)7
.. 0Q 0Q 0°Q 5 - 00 02Qo 4
(i) Qolw=w, =@ Z 8700 W, = a5 (939)7‘)(‘#0) + 808707“(0’010;0) =

00
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0 2 -1 92
Por (ii), gfy = — [8(Z;§T] (9(1;20% em w = wy, e substituindo em (i)
P _ Q[ Q| 2
OwiwT 900w [aoaeT] w0l
Dessa forma, concluimos a prova da expressao (4.12).

vem

isto é, %Qwo = AaO%QélAwo.

Em virtude da dificuldade de se determinar valores de referéncia para
detectar influéncia via curvatura normal, foi proposta com base nos resultados de
Poon & Poon (1999) a defini¢ao indicada adiante:

Defini¢ao 4.2.2. Dada a superficie M = p(2) do grafico de influéncia, sua

curvatura normal conformalizada é dada pela expressao

B,y = Cow (4.14)

ot 20Qu,)

A proposicao seguinte apresenta algumas importantes propriedades da nova

curvatura definida em (4.14).

Proposicao 4.2.1. A curvatura normal conformalizada B, ¢ um-a-um com C,+,
pertence ao intervalo (0,1] e é invariante por reparametrizacoes quaisquer de 6 e

reparametrizagoes conformes de w.

Demonstragao:

Verificar que as curvaturas B, e C,, sao um-a-um ¢é muito simples. Como

0? - - 0?
O Quy = 22 (Do), w0 B) = I

Owow™ " dwdwT
entao tr( — 2 Qwo) ¢ uma constante £ > 0 visto que estamos considerando

(wo) é positiva semidefinida,

wp € Q fixo e descartando a irrelevante possibilidade de termos a matriz nula.

Assim, C, = kB, define uma homotetia bijetora entre as duas curvaturas.

Vejamos agora que a curvatura normal conformalizada satisfaz 0 < B, < 1.
Com efeito, a positividade ¢ ébvia pois decorre do fato de C, ser positiva de
acordo com o Proposicao 4.2.1. Para provar a limitagao superior, consideraremos

a decomposicao espectral da matriz —2.2°Q, cujos autovalores denotaremos



126

ordenadamente por n; > ... > . > 41 = ... = 1, = 0 e seus respectivos
autovetores (ortonormais) basicos associados por wy,...,w,. Note que a rela-
a0 HQu, = Ao, H QélAwo deduzida anteriormente implica a desigualdade
posto(%@w()) < posto (%Qe) = r, donde vem que —2.7 ()¢, possui no maximo

r autovalores positivos e pode ser escrita na forma a seguir:

—27Quw, = meiwiT. (4.15)
i=1
Desse modo, vendo que tr( -2 Qwo> = Y n; e considerando 7; = ZTm
i=1 i=1")i
para cada i € {1,...,r}, a expressao da curvatura normal conformalizada na

direcao de cada autovetor w; (j € {1,...,n}) fica
By, =Y _mi(wiwi)® = ii(wjw;)* =0 < 1.
i=1 i=1

ia?zledai

n
Todo vetor unitdrio v.€ R" cumpre v = 3 a;w; com
j=1 j=1

n

n
B, = Z oz?Bp’wj < Za? =1.

J=1 J=1

Finalmente, para mostrar B, , é invariante por reparametrizacoes adequadas

de 0 e w, é preciso recorrer novamente a Analise e & Geometria. De fato, se { = 1/(0)

é uma reparametrizagao qualquer de @, o fato de ¢ ser um difeomorfismo nos da

que ¢ = ¥(0) e permite ainda o uso sucessivo da regra da cadeia dada em (A.2)
para obter a relacao adiante com os termos sempre avaliados em w = wy:

9*(Qo¢) _ 9 9*Q

= (¢:¢)

N = QO s O OO
OwowT — dwT gco¢” ©) (6:6) 5 (¢ o

= 2w 507 V) 57 9000" 90% 26950

98 9y
ow

Assim, tanto a curvatura normal quanto sua versao conformalizada sdo preservadas.

J& uma reparametrizagao conforme de ¢ = p(w) de w induz o mapa conforme

(w, fQ(w)) KN (cp(w), fQ(go(w))) cuja aplicagdo tangente em P = (wy,0) é dada
0

por Fi(v) = a—gp(wo)v satisfazendo —SD(wO)T—SO(wO) =al,, a > 0. Com o uso

w

ow Oow

da tltima propriedade, concluimos que B, v = B,y € Cpopv = aCl, .
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Veremos enfim medidas de influéncia local propriamente ditas conforme
a proposta de Zhu & Lee (2001). Antes disso, observe que usando novamente a
decomposigao (4.15), obtemos as seguintes expressoes para as curvaturas normal e

conformalizada na dire¢do dos vetores canonicos de R™:
Coe, = Zm wij e Bpe, = Zm wij- (4.16)

Isso posto, definiremos o que vem a ser um autovetor influente ao nivel

mo € [0, 7] (me-influente) e a soma ponderada dos autovetores mg-influentes.

Definicao 4.2.3. Dizemos que um autovetor w; da matriz de influéncia —2.2°Q,
. . mo ‘

¢ my-influente quando B,., > —. J4 a soma ponderada dos autovetores mg-
influentes, denotada por M (my), possui a coordenada correspondente & observagao
j€{l,...,n} dada por

M(my); Z W w’ onde Im():{ :ﬁizmo}.

ze]mo

Vejamos agora duas propriedades relativas a Defini¢ao 4.2.3.

Proposigao 4.2.2. A soma ponderada M (0) satisfaz M (0); = B,c, Vj € {1,...,n}

1
e possui média M (0) = —.
n

Demonstragao:

De acordo com a Defini¢ao 4.2.3, temos que [y = {i : 7; > 0} = {1,...,n}

e dai pela expressao dada em (4.16) vale a relagao

an Zj an z] an z]:Bp,Cj \VI]G{].,,TL}

i€l

Além disso, como os autovetores sao unitarios, obtemos ainda

n 1 1. & 1L 1 ;«: : 1
ZB —*szwfj:*Zmzw?j=f§:m=—z 17 _ 1

-
j=1 naia n:3a = ni3 nYiam N

3\’—‘
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Tendo em mente todos os resultados anteriores, podemos apresentar o
critério mais adotado na literatura para a deteccao de observacoes localmente
influentes. Trata-se da proposta de Lee & Xu (2004), que considera influente uma

observacao j satisfazendo a condigao seguinte:

M(0); > M(0) + c*Shr(0), onde Sy é o desvio padrao do vetor M (0). (4.17)

Na relagao (4.17), a constante ¢* é controversa; sendo em Zhu & Lee (2001),
¢* = 2; em Russo, Paula & Aoki (2009), ¢* = 3 e em Zeller et al. (2010), ¢* = 4.

Vamos descrever agora em linhas gerais os resultados necessarios a andlise
da influéncia local nas distribui¢goes SSMN. A informacao essencial para o calculo
das medidas de influéncia local associadas a curvatura normal conformalizada

estd contida na matriz —2Qw, = —QAaO%QélAwO. Como ja descrevemos a

hessiana da fungao Q) = Q) (0; 9) na andlise de influéncia global, resta-nos obter Ag,,,
que consiste na derivada em relagao a 8 e w da funcao aumentada (Qy = Qg (0, w; é)

aplicada no ponto (@(wo),wo) = (@,wo).

De modo geral, tal funcao assume a forma Qg (9, w; @) = f} Qoi (0, Wy 9),
i=1

onde cada Q; (0, Wi 5) possui uma configuracao associada a @); (0; 9) que depende
do esquema de perturbacao considerado. Analisaremos quatro casos bésicos presen-
tes na literatura sobre modelos similares: ponderagao de casos, perturbacao
na resposta, perturbacgao nas explicativas e perturbacao nos parametros.

Em todos os casos, denotaremos por c¢; o i-ésimo vetor canénico de R™.

(a) Ponderagao de casos: Consiste basicamente em tomar pesos w; para cada
individuo que incidem sobre a fungao log-verossimilhanga de maneira que

Qoi (0, w; §> = w;Q; (9; 5) Nesse caso, as condig¢oes iniciais do método sao

atendidas para Q = {w € R" 1 w; > 0Vi=1,...,n} com wy =1 e temos
S O0Qi A A\ T
Bw, = g (6;0)c!. (4.18)

(b) Perturbacao nas respostas: Considera o efeito da altera¢ao no vetor de

respostas de cada individuo na forma y; + w;DSy, onde Sy é o vetor de RP
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cujas coordenadas correspondem ao desvio padrao amostral de cada uma das
p variaveis respostas e D é uma matriz diagonal p X p cujos elementos na
diagonal sdo variaveis indicadoras que assumem os valores 1 ou 0, expressando
a incidéncia ou nao da perturbacao na correspondente coordenada da resposta.
Fazendo 2 = R” e wg = 0, vemos que esse esquema permite considerar
a perturbacao de qualquer subconjunto das varidveis respostas em cada
individuo ¢, de modo que a funcao Qg; (O,wi; é) sera obtida de Q); (9; @)
pela introducao dos efeitos da perturbacao sobre as partes que dependem do
vetor de respostas y;, a saber d; e A;. Dessa forma, Qq; fica completamente

determinada pelas quantidades
d¥ = d; + wi(2e; + wDS,)'B’DS, e A¥ = A; + w;,A"B'DS,.

Apods algumas manipulagdes algébricas, é possivel deduzir a seguinte expressao
geral valida para qualquer distribuicao da classe SSMN com as convengoes

adotadas nos capitulos anteriores:

_ PAY 294, AR
(ti B Ai) 000wT 2 00 dwT -

=1

1 n R : n
Bwy = =5 2 Tigaa.r + 2 (4.19)

Todas as derivadas envolvidas em (4.19) sdo dadas adiante:

HALO 9 AP0
a(j,T = )‘TB_lDSyCz‘TE a)\azd;p = B_lDSyCiT;

d?d0 . 52 A¥0 :

=-2X/B?DSyc/; —L—=-A"B7'B;B'DSyc/;

0B0wT i YOO dagdwT - veis

24%0 : :
aaéT =-2¢/B'(B;B"! + B"!B;)B'DS,c/.
QoW

(4.20)

Perturbacao nas explicativas: Tomando aqui matrizes de planejamento
na forma alternativa Il como no conjunto de dados reais, consideraremos
o efeito de alterar as variaveis explicativas da matriz de planejamento de
cada individuo na forma X; + w;EMy, onde My é uma matriz diagonal
(com ordem igual ao niimero de colunas de X;) cujos elementos na diagonal
correspondem as replicagoes do desvio padrao amostral de cada uma das

variaveis explicativas associadas a cada resposta além de um zero para cada
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termo independente, e E é a matriz com a mesma dimensao de X; de entradas
iguais a 1 nas posicoes correspondentes aquelas varidveis sobre as quais incide
a perturbacao e 0 nas demais. Assumindo novamente 2 = R" e wg = 0, a
funcao Qo; (9, Wy 5) serd obtida de @); (0; 9) pela introducao da perturbacgao
sobre as partes que dependem da matriz X;, notadamente d; e A;. Assim,

(Qo; fica completamente determinada por
d¥ = d; — wi(2e; — EMB) ' B?EM,8 ¢ AY = A, — u,A"B'EM,}.

Sendo assim, o valor de Ay, possui a mesma forma genérica indicada em

(4.19) e pode ser explicitado utilizando as seguintes expressoes:

DAL0 92 AP0
i =-A"BT'EMLfc] ; i = -EM[B 'Ac;;
dwT Aeis  HBawT x2 A
52 AP0 : 92 AP0
——— = ATB7'B;BT'EM,fc; ; L = -B'EM,fc] ;
0oy, 0wT b Beis OXOwT Beis
82d{*’0
a,BaZ — = —2(EMLB %e; — X] B’EM,f)c/;
W
924%0 ) )
S doT = 2¢/ B~!(B;B~! + B™'B;)B'EM,fc/ .
k

(4.21)

Perturbacao nos parametros: Trata-se da medida do efeito direto da
alteracao sobre os parametros conforme um esquema especifico de perturbacao
para cada um deles. Nesse caso, temos em geral Qy; (0, Wi} 9) = @Q; (Oi; 9),
onde 6; = (Bi, Q;, )\i,n) é o vetor de parametros alterado pelo esquema
de perturbagao adotado para cada individuo i. Na pratica, considera-se o
efeito da perturbagao sobre cada grupo de pardmetros (especialmente escala
e assimetria) de maneira isolada. Apresentaremos os dois casos referidos
anteriormente de acordo com o que é encontrado na literatura para modelos
similares — ver Zeller, Cabral & Lachos (2015). Vale dizer que nao existe
referéncia sobre perturbac¢ao no hiper-parametro, o que também nao faremos
aqui dada a complexidade e extrema especificidade desse procedimento. Com
relagdo a perturbagdo nos parametros de escala e assimetria, ha diferentes
formas presentes na literatura — ver Ferreira (2008), por exemplo — dentre

as quais citaremos as duas mais simples. Em ambos os casos, verificamos
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que Ay, respeita a forma padrdao dada em (4.19), de maneira que apenas

nos restara explicitar as derivadas nao nulas envolvidas na expressao.

1. Perturbacao na escala: Nesse esquema, fazemos a; = a//w;, o que
resulta em ¥; = ¥ /w;. Naturalmente, é preciso considerar a perturbagao
no aberto @ = {w e R" :w; >0Vi=1,...,n} e temos wy = 1. Assim,

o~

as expressoes dadas adiante determinam (), (0, Wy 0):
dé" = wiegﬂB*Qei e Aé" = JuA'B le;.
Assim, as derivadas listadas abaixo determinam Ay, .

52d%° 52d%°

= —2X/B%eic/; ——L—=-¢/ B (BB '+B 'By)B e
0BOwT Bl Gt B (BB BB e
9A%0 1 92 AWo 1
L= _A"Blec]; L = —-XIB7'Ac];
T 2 G5 HRawT T 27 Ci
2 AWo 2 A%Wo .
k

(4.22)

2. Perturbacao na assimetria: Nesse caso, A; = Aw; com w € Q = R"
e temos wy = 1. Aqui a Unica expressao sobre a qual tal perturbacao
tem efeito e que determina (), (0,wi; 9) ¢é a seguinte:

Ai‘d = wi)\TB_lei.

Assim, a caracterizagdo de Ay, para essa perturbagao se da somente

pelo uso das expressoes indicadas abaixo:

aAwO T —1 T 62‘4“00 Tp-1 T

an,T =-A"B €e;C; ; GB(?ZJT = _XZ B )\Ci ;
d*Awo e o 92 AP0 _
780%8sz =-A"B'B;B leic;-r; OAGZUT =B leic;fp.

(4.23)

Observe que o fato de o esquema de perturbacao da assimetria nao
alterar a funcdo d; faz com que a expressao de Ay, dada em (4.19) seja
a mesma para qualquer distribuicdo da familia SSMN. Na verdade, essa
expressao também é a mesma para a distribuicdo normal assimétrica, sendo
portanto uma caracteristica comum das familias de distribui¢oes assimétricas

consideradas neste texto.

T,
7
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Realizaremos agora a aplicacao dessa técnica de andlise da influéncia local

para detectar observagoes influentes com base na medida (4.17) nos modelos normal,

normal assimétrico (SN) e Slash normal assimétrico (SSN) ajustados aos dados

dos municipios de Minas Gerais no fim do Capitulo 3. Nas Figuras 37, 38, 39 e

40 apresentamos os casos dos quatro tipos de perturbacao que mais destacam as

diferengas entre os trés modelos.

Figura 37 — Valores de M, para ponderacao de casos nos modelos normal, SN e
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Figura 38 — Valores de M, para perturbacao da renda per capita nos modelos
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Figura 39 — Valores de M, para perturbacgao da taxa de analfabetismo relativamente
a renda per capita nos modelos normal, SN e SSN
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Em todos os 4 graficos anteriores, as trés linhas representam de baixo para

cima os pontos de corte obtidos adotando para a constante ¢* da expressao (4.17) os

valores 2, 3 e 4. Diante do nosso proposito de apenas ilustrar a aplicacao da técnica,

adotaremos o valor ¢* = 4 conforme Zeller et al. (2010) sem maiores discussoes.
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Procedendo dessa forma, vemos que o esquema de perturbacao da escala é
o Unico em que os trés modelos identificam os mesmos pontos conforme a Figura

40, novamente BH e Nova Lima sobre os quais discorremos na Sec¢ao 4.1.

Como ja destacamos na referida se¢ao, ambos os municipios se notabilizam
pela renda per capita muito elevada e, por isso, aparecem bem destacados também no
esquema de perturbacao dessa variavel para os trés modelos de acordo com a Figura
38. No entanto, o ponto de corte assumido também aponta outros dois municipios
como influentes no modelo normal: 517 (Ninheira) e 791 (Setubinha). FEsses
municipios, por outro lado, destacam-se pela baixa renda. Enquanto Setubinha
tem a 12% pior renda do estado (R$ 224,63), Ninheira possui a 8 pior (R$ 210,17).
Além disso, apresentam outros indicadores negativos: Ninheira tem a 12* pior taxa
de atividade (48,22%) e a 2* maior taxa de analfabetismo (37,61%), ja Setubinha
possui a 5* pior esperanca de vida (69,6 anos), a 4* maior taxa de analfabetismo
(35,76%) e a maior razao de dependéncia de Minas Gerais (76,19%).

Com relagao aos outros esquemas de perturbacao, os modelos SN e SSN s6
permitiram destacar os municipios de BH e Nova Lima, o que nos levou a investigar
suas variaveis explicativas e concluir que duas delas sdo extremas: em Nova Lima,
tem-se razao de dependéncia 38,12% (10* menor) e taxa de analfabetismo 2,99%
(a menor) e em BH, tem-se razdo de dependéncia 37,79% (6* menor) e taxa de
analfabetismo 3,01% (2* menor). Dos outros municipios que aparecem nas Figuras
37 e 39, destacamos os dois que aparecem em ambos os graficos e também no
grafico de influéncia global da Figura 32: 163 (Casa Grande) e 262 (Dores6polis).
O segundo, que foi mencionado na analise de influéncia global com énfase na sua
esperanca de vida (57* maior de MG), também tem algum destaque pela taxa de
analfabetismo relativamente baixa: 6,97 (108* menor). J& o primeiro se notabiliza

por uma taxa de analfabetismo um pouco melhor: 6,22 (63* menor do estado).

Sobre o fato de a anélise de influéncia local aplicada aos modelos normal
assimétrico e Slash normal assimétrico identificar os mesmos pontos influentes,
cabe um breve comentario relativo aos valores obtidos. Nota-se que o modelo Slash
normal assimétrico apresenta em geral valores ligeiramente mais homogéneos para
My, donde poderiamos inferir uma adequacao geral melhor desse modelo exceto

nos dois pontos influentes.
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Por fim, apds as andlises de influéncia global e local, podemos concluir que
as informacoes extraidas das duas abordagens sdo praticamente equivalentes para
a identificagdo de observagoes influentes, motivando a sua investigagao particular.
Na comparacao do modelo normal com o modelo SN e os modelos da familia SSMN;,
quando estes se ajustam melhor aos dados, fica evidente a clareza maior na deteccao
dos pontos influentes que os tltimos modelos apresentam, ao passo que no modelo
normal observacoes influentes acabam mascaradas por outras “pseudo-influentes”

ou influentes somente em relagdo a uma variavel ou parametro.

Neste texto, devido a limitagoes computacionais ficamos restritos as técnicas
classicas para o diagnéstico de influéncia sem muito aprofundamento. Contudo,
encerraremos com uma mencao a duas medidas que motivam a anélise de influéncia
conjunta: TRC e MRC, utilizadas em Lee, Lu & Song (2006). Como no nosso
exemplo usaremos tais medidas apenas nas observacoes 66 e 520, vamos defini-las
somente para os casos da retirada de uma ou duas observacoes. Denotando por
ém a estimativa do vetor de pardmetros (com comprimento r) do modelo sem a
i-ésima observacao e por ém a estimativa sem as observagoes i e 7, definimos as

medidas associadas, respectivamente, por:

r ék_é[i}k 4 é\k—é\[i,']k
TRCM = Z Aik TRC[M] = Z Tj
k=1 k=1
5., b7,
MRCj; = max |1 MRCj; ) = max |-k (4.24)
] 1<k<r 0, 3] = {<esr 0,

Na Tabela 20, as medidas anteriores nos trés modelos de maior interesse
para i,j € {66,520} mostram como o impacto da retirada das observacoes vai

diminuindo em geral a medida que consideramos modelos com mais parametros.

Tabela 20 — Medidas MRC e TRC nos modelos normal, SN e SSN

Modelo/Medida TRC[G(;] TRC[520] TRC [66,520] MRC[G(;] MRC[520] MRC[GG’g,Qo]

Normal 0,3148  0,4134 0,7413 0,0944 0,1355 0,2196
SN 0,3097  0,2838 0,5532 0,0878 0,1225 0,2083
SSN 0,1676  0,2100 0,4720 0,0730 0,0921 0,2114

Existem outros métodos mais robustos para realizar esse tipo de anélise,

para os quais apenas citaremos referéncia no Capitulo 5.
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5 CONCLUSAO

Para encerrar este trabalho, destacaremos alguns resultados importantes

obtidos, pontos problematicos e extensoes em aberto para abordagens futuras.

Sem duvida, os resultados mais relevantes que conseguimos obter foram
as técnicas de estimacao explicita dos hiper-parametros nos modelos SSMN nao
s6 pelo nitido ganho de tempo, mas também pela eliminacao da tnica “caixa
preta” presente no algoritmo. Sobre isso, talvez ainda seja possivel melhorar a
aproximacao utilizada no modelo STN de modo a aumentar sua precisao sem que
a estimativa do hiper-parametro deixe de ser explicita. Além disso, um aspecto a
ser investigado é a possibilidade de se tratar as distribuigoes SMSN e SSMN como

uma Unica familia e generalizar o método de estimacao apresentado.

Como principal problema deste trabalho no que tange a falta de investigacoes
mais aprofundadas sobre aspectos numéricos do processo de estimagao e outros
procedimentos, apontamos a limitacao computacional. Mesmo com os recursos
de programacado em paralelo implementados num computador de 8 nucleos, as
simulagoes que realizamos se mostraram bastante demoradas e dificeis de controlar.
Isso afetou principalmente o uso de métodos bootstrap na anélise de influéncia como

os utilizados em Zeller et al. (2010) para justificar os critérios adotados.

Além disso, outras possiveis formas mais amplas de se fazer analise de
influéncia levam em conta a possibilidade de se medir o impacto da detec¢ao de
subconjuntos de observacoes livremente ou condicionadas a retirada prévia de
outras. Isso remete as nocgoes de influéncia conjunta e influéncia condicional
apresentadas em Li, Xu & Zhu (2009) no contexto de modelos mistos, mas que

poderiam em tese ser adaptadas para o caso das distribui¢oes SSMN.

Dessa forma, entre as futuras extensoes possiveis, pode-se mencionar a
implementacgdo de tais métodos, inclusive com vistas a determinacao dos pontos
de corte nas medidas de influéncia global e local. Mais ainda, é possivel pensar
até mesmo em usar métodos similares para realizar uma analise de residuos dos
modelos para a verificagdo de seus pressupostos de independéncia e adequacao da

distribuicao correspondentes. Tudo isso sao “cenas” de proximos capitulos.
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APENDICE A - Tépicos de Algebra e Céalculo Matricial

Teorema A.0.1 (Identidade de Woodbury). Dadas matrizes A € R"*" B €
R™*F C € RF**F ¢ D € R¥™ vale a relacdo

(A+BCD)'=A"'-A'B(C'+DA'B)"'DA L.

Teorema A.0.2. Dadas matrizes A € R™" B € R C € R¥** ¢ D € R¥*",
temos que
/A +BCD|=|C '+ DA 'B||C||A].

A partir de agora, apresentaremos defini¢oes e resultados do chamado
Célculo Matricial, cujas notacoes foram utilizadas nas condicoes de primeira ordem
para estimagao dos parametros nos modelos multivariados e nas expressoes das
derivadas de log-verossimilhancas em relacdo aos parametros. Nao se trata de
um novo tipo de Calculo, mas tdo somente de notagoes especiais, que estendem a
notagao de Leibniz para englobar casos de fungoes que tenham matrizes (ou em
particular vetores) como varidveis com o objetivo de tornar o processo de derivagao
mais intuitivo. Referéncias que utilizam essa abordagem aplicada a problemas
estatisticos sao Harville (1997) e Magnus & Neudecker (1988).

Definicao A.0.1. Seja F': R™* — R**! yma aplicacdo diferencidvel. Denotaremos

a derivada de cada funcao coordenada F;; com respeito a X € R"™* por

oF,  OF,
31’11 axls 11 .. T1g

oF;;

8Xj: : - : ,sendo X =1 : - i |. (A.1)
OFy; OFi Tyl .. Tps
axrl axrs

Observacdo: Foram bastante utilizados no texto os casos particulares que

mostraremos adiante.



T
e Paras=]l=k=1e X =

Ly
oF
8:61
A s
E)F oXT 81‘1 8xr
ox,

transposto, respectivamente.

hessiana é expressa por

na Definicdo A.0.1, escreveremos

PF 0 (oF\_ 0 (0F\ [0 (0F\ 0
OXoXT — 9XT\oX) o9X\oXT) |9X \0z;) T 00X
o or ) [er o]
0x? 02,011 ox? 0x10x,
cr o | | or or
| 010z, ox2 | | 0x10x, ox2 |
I r
e Paras=[]l=1eX = na Definicdo A.0.1, sabendo que a—)é =
x’f'
para todo j € {1,...,k}, indicamos a matriz jacobiana de F' por
R ok OF;,
or |0XT| |0 T om
X lor | |or  oR
oxXT oz, ox,
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OF

oxX

], indicando o vetor gradiente de F' e seu

Além disso, se F' for de classe 62, sua matriz

(5

OF,;
8x1

oz,

Com as convencoes anteriores, podemos escrever a Regra da Cadeia do

Célculo de Varias Variaveis da seguinte forma:

Proposicao A.0.1. Se F: R? — R" e G: R? — RP sao fungoes diferenciaveis,

entao

OF (G(z)) _ OF(x)
0z 0x

x=G(z)

0G(z)
0z

(A.2)
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Observacido: Se ¢ = p e a lei x = (G(z) define um difeomorfismo, entao
JOF(x) PR OF(G(z))

0x z
de )1 por outras relativas a uma reparametrizacado na estimacao dos modelos

= 0. Esse fato foi utilizado para substituir as derivadas

misturas multivariados com o intuito de facilitar as contas.

Por fim, o calculo de derivadas no processo de estimagao e também do
escore e da matriz de informagao, especialmente no caso dos modelos multivariados,
decorre da aplicacao sucessiva dos resultados que reunimos adiante. Eles podem
ser encontrados em Harville (1997) ou Magnus & Neudecker (1988).

Proposicao A.0.2. Dada X € RP*P temos

(a) £((VTXV) =vvl Vv eR?;
0 1 1 1 T .
(b) X In |X|=2X""! — diag(X~') para X simétrica invertivel.

Proposicao A.0.3. Para qualquer x € R, temos

(a) ;X(Ax) = AT VA € R™;

(b) ;(XTAX) = (A + AT)x VA € RP*?.
X

Proposicao A.0.4. Seja F': RP — R*** diferencidvel. Se x € RP, entdo

@) ol = (P 5 )

J

o B _, O*F _,OF L OF\
(b) nidr, In |F(x)| = tr (F(x) 5:@8@) —tr (F(x) %F(X) oz, )
0 -1 L OF -1 k k
(c) =— (AF(x)"'B) =— | AF(x)"'-—F(x)"'B| VA e R™" B e R"".
aZL'j 6xj

Observacdo: O tultimo resultado é particularmente util para computar as
derivadas de A = In|X| = 21n |B(a)|, bem como de formas lineares e quadraticas
envolvendo a matriz B™!, em rela¢io as coordenadas de v = vech(B) nos modelos

multivariados.
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APENDICE B - Elementos de Teoria da Aproximacio

A Teoria da Aproximacao surgiu no final do século XIX com os trabalhos
do matematico russo Chebyshev e se desenvolveu com trabalhos de seus alunos
Markov e Bernstein e também de Jackson no inicio do século XX. Todos esses
trabalhos, além de generalizagbes posteriores como o Teorema de Stone-Weierstrass,
eram de natureza muito tedrica e pouco pratica, porém de fundamental importancia

para embasar técnicas aplicadas recentemente na Analise Numérica.

Neste texto, empregamos uma dessas técnicas considerada variante da
chamada aprozimagdo por minimos quadrados ponderados para propor um método
de estimagao do hiper-parametro no modelo T-Student normal assimétrico. Vamos
desenvolver aqui os principais conceitos e resultados que fundamentaram essa nocao

de aproximagao, que podem ser vistos com mais detalhes em Powell (1981).

Definicao B.0.1. Sejam (4, || - ||) um espago vetorial normado e &/ C #A. Dado

f € A, dizemos que g € &/ é uma melhor aprorimagio para f em </ quando

If =gl <\f —all Vg€ .

O resultado que enunciaremos a seguir é de grande relevancia para a garantia
de validade da técnica utilizada neste texto. Sua demonstragao decorre dos teoremas
1.2 e 2.4 de Powell (1981), respectivamente. Antes, porém, de enuncid-lo vejamos a

defini¢ao abaixo.

Definicao B.0.2. Se (4, || - ||) um espago vetorial normado, dizemos que a norma
| - || é estritamente convera quando toda bola B[f;r] ={h € B : ||h— f|| <r}
é um conjunto estritamente convexo, isto é, para quaisquer p # ¢ em B[f;r] os

pontos da forma (1 — k)p + kq, k € (0,1) pertencem ao interior de B[f;r].

Teorema B.0.1. Sejam (4, || - ||) um espago vetorial normado e &/ um subespago
vetorial com dimensao finita de Z. Se a norma || - || é estritamente convexa, entao

existe uma tnica melhor aproximacao em &/ para cada f € %.

Vejamos agora alguns pontos referentes especificamente a aproximacao pelo
método dos minimos quadrados ponderados, os quais estao presentes em Powell
(1981) a partir da pagina 123.
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Defini¢ao B.0.3. Considere & = €[a, b] o espago vetorial de todas as fungoes
f:]a,b] — R continuas. Se & C B e w € A é uma fungao positiva (fungao
peso), entao dada f € £, dizemos que p € & é uma melhor aproximagdio de

minimos quadrados ponderados em </ para f quando p minimiza a expressao

[ w0 - attPat, a € o

Observacdo: A fungdo (-, ) : €[a,b] x €[a,b] — R dada por (f,g) =
b
/ w(t)f(t)g(t)dt define um produto interno em €’[a, b]. Consequentemente, temos

/Z w(t)[f(t) — q®)]?dt = || f — q||*, onde ||f|| = /(f, f), na Definicao B.0.3. Dessa

forma, a noc¢do de aproximacao dessa ultima definicdo condiz com a forma geral
dada na Definicao B.0.1.

O teorema a seguir é uma versao adaptada do resultado cujo enunciado e
demonstragao se encontra em Powell (1981). Esse teorema caracteriza a aproxima-
¢do por minimos quadrados em um subespago finito-dimensional como a projecao

ortogonal sobre esse subespaco.

b
Teorema B.0.2. Sejam % = €[a, b] com a norma dada por || f|| = \// w(t)[f ()]
Vf € B e/ um subespaco vetorial com dimensao finita de 4. Dado f € A, o ponto
p € &/ é a (lnica) melhor aproximagao de minimos quadrados ponderados em .o/

para f se, e somente se, o erro de aproximagao e = f — p satisfaz (e,q) = 0Vq € .

O célculo da melhor aproximacgao de minimos quadrados p de f nas condigoes

(verdadeiras) do Teorema B.0.2, ¢ feita da seguinte maneira: se Z = { fo, f1,. .., fa}

base de .27, podemos escrever p = Y ¢; f; e segue do teorema que 0 = (f — p, f;) =
5=0

(f, fo) — i cj (fj, fi) Vie{0,1,...,n}. Esse resultado indica que a determinacao
7=0

de p equivale a encontrar a solugao (co, ¢y, ..., ¢,) do sistema a seguir:
> oi—0¢i (fj; fo) = (f, fo) (fos fo) {fos fr) oo (fosfu)| [0 (fs fo)
>oi—oci (f5; f1) = (f, fr) - (fi,fo) (fi,fr) o (fi,fo)| |a _ (fs f1)
Z?:ocj <f]>fn> =(f, fn) (fur fo) (fusf1) - (fasfud] Len (fs fn)

(B.1)



147

n <f]7f>

Observacdo: Se % for uma base ortogonal, entao p = If “2
=0 ||f;

caso, ao qual o caso geral pode ser reduzido via ortogonalizacao de Gram-Schmidst,

fj- Nesse

descrevemos abaixo em trés passos como obter o valor de n necessario a se atingir
uma precisao desejada ¢ na aproximacao, ou seja, encontrar n tal que || f — p,|| < 9,
onde p, é a aproximacgao de minimos quadrados ponderados de f utilizando os
primeiros n + 1 elementos da base ortogonal %, = {fo, f1,..., fm} (m > n) de
algum subespaco de Z. Em suma, usamos o Teorema B.0.2 e propriedades do

produto interno para verificar que

@) If —pall <0< |pal”® > I1£1I? = 62

3 i h i f)
P2 7 LAI7

(i) pn = & |lpall”* = Z

(iii) n:min{keN Z <f]’f> > ||f||2—52}.
=0 [1f511”

No nosso caso concreto que consistia em aproximar a parte da funcgao

(3.28) dependente de t = g consideramos A = %’[1,15] com a norma dada por
5 —1
w(t)[f(t)]*dt, onde a fungio peso w(t) = 67 foi escolhida por heuristica com o

intuito de melhorar a aproximagao para os menores valores do intervalo [1,15] (os

de maior interesse pratico).

A funcao aproximada pelo método dos minimos quadrados ponderados
foi f:[1,15] — R dada por f(t) = In <1nt - \I/(t)), que é claramente continua.
Buscamos a melhor aproximagao nos subespagos de €’[1,15] da forma &, =
(1,In,...,In"), onde In"(¢) = (Int)™ Vt € [1, 15].

Para obter uma precisio de § = 10~% na aproximacao, verificamos seguindo
os trés passos acima indicados que bastava tomar n = 2, ou seja, aproximar f
por uma funcio do tipo g(t) = co + ¢1 Int + co(Int)?. Dessa forma, ao resolvermos
um sistema da forma indicada em (B.1), obtemos os seguintes resultados: e®
0,5766371, ¢; = —1,110662 e ¢ =~ 0,02637187.
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A justificativa para explicitar e vem do fato de que nosso interesse original
era obter uma aproximacdo para ef® = Int — U(t). Inicialmente observamos
graficamente que a fungado Int — W(¢) podia ser aproximada por uma fungao da
forma kot*t°2" a qual permitiria obter de maneira explicita uma solucdo para a

equacao de interesse.

Entretanto, diante da impossibilidade de obter diretamente pelo método
dos minimos quadrados ponderados uma aproximacgao para a funcao desejada,
conseguimos aproximar seus logaritmos fazendo ky = e®. Note que a precisao de
aproximagao obtida para a distancia na norma da integral entre as funcoes f(¢) e

g(t) ndo se transmite diretamente para a distancia entre ef® e e9®.

Apesar de parecer que a aproximagao poderia ser piorada pelo problema
mencionado acima, verificamos que o erro absoluto |ef() — e9®)| para t € [1, 15]
ainda fica menor que 1073, sendo menor para os menores valores de ¢t no intervalo
(os de maior interesse pratico). Na Figura 41, mostramos um grafico do erro

absoluto da aproximacao de e/ por e9® para 10000 pontos no intervalo [1, 15].

Figura 41 — Erro da aproximacao proposta

8e-04

Erro absoluto

Oe+00 4e-04
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ANEXO A — Plataforma R

O software R, utilizado em todo o trabalho, pode ser baixado gratuitamente
no link http://www.r-project.org. O repositorio oficial dos pacotes usados no
programa é https://cran.r-project.org/. A seguir mostramos alguns comandos

e fungoes construidas no R que foram usados ao longo do texto.

1. Gerar as variaveis explicativas nos modelos de regressao

run<-function(n){

X0<-matrix(0,n,q-1)

for(i in 1:n){
X0[i,]=cbind(runif(1,1,10),runif(1,15,20))
}

X=abind(matrix(1,n,1),X0,along=2)

return(X)} #geracao das q-1 covariaveis de regressao univariada para tamanho de amostra n

Run<-function(n){

X0<-array(0,c(p,q-1,n))

for(i in 1:n){

X0[,,il=cbind (runif(p,1,10),runif(p,-5,0))
}

X=abind(array(1,c(p,1,n)),X0,along=2)

return(X)} #geracao das covariaveis de regressao multivariada para tamanho de amostra n
2. Gerar dados de misturas univariadas (normal assimétrica contaminada)

mu=25
sigma=4
lambda=-3
nu=0.7
gamma=0.6

PO=c(mu,sigma,lambda,nu,gamma) #parametros normal assimetrica contaminada univariada

rscr<-function(n,P,X){
if (missing(X)) {X<-matrix(1,n,1)}
g=ncol(X)
b=as.matrix(P[1:q])
s=as.numeric(P[q+1])
h=as.numeric(P[q+2])
g=as.numeric(P[q+3])
z=as.numeric(P[q+4])
D=s*h/sqrt (1+h~2)
o=s/sqrt(1+h~2)
y=matrix(0,n,1)
a=rep(0,n)


http://www.r-project.org
https://cran.r-project.org/
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for(i in 1:n){

ali]=runif(1,0,1)

if (a[il<1-z){
y[il<-t(X[1,]) %*%b+D*abs (rnorm(1))+o*rnorm(1)

}

else

y[il<-t (X[i,]1)%*%b+1/sqrt (g) * (D*abs (rnorm(1))+o*rnorm(1))
}

return(y)}

y=rscr(10000,P0) #geracao normal assimetrica contaminada univariada

Histogramas e graficos das densidades univariadas (Slash assimétrica)

dssr<-function(P,y,X){
n=length(y)

if (missing(X)) {X<-matrix(1,n,1)}
g=ncol (X)

b=as.matrix(P[1:q])
s=as.numeric(P[q+1])
h=as.numeric(P[q+2])
v=as.numeric(P[q+3])

e=y-X/*%b

d=e~2/s72

aux=pmax (as.vector (h*e/s) ,-37)
f<-matrix(0,n,1)

for(i in 1:n){

fauxi<-function(u) 2*v/s*u”(v-1)*sqrt(u)*dnorm(sqrt(u*xd[i]))*
pnorm(sqrt (u)*aux[i])
f[il<-integrate(fauxi,0,1)$val}

return(f)} #densidade Slash assimetrica univariada

hist(y,prob=T,xlim=c(5,35) ,breaks=50,ylim=c(0,0.2),
xlab=’Valores observados’,ylab=’Densidade’,
main=paste (’Histograma da Slash assimétrica’))

x=y

curve(dssr(P0,x) ,add=T,col="blue’)

Gerar dados de misturas multivariadas (T-Student normal assimétrica)

p=2

mu=c (40,-30)
rSigma=matrix(c(2,-1,-1,1),p,p)
lambda=c(3,-2)

nu=5

PO=c(mu,vech(rSigma) ,lambda,nu) #parametros t-student normal assimetrica multivariada

rmstr<-function(n,Q,B,h,v,X){
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p=length(h)

if (missing(X)) {X<-matrix(1,n,1)}

y<-matrix(0,n,p)

for(i in 1:n){

u=rgamma (1,shape=v/2,scale=2/v) #fator de escala da t
y[i,l=as.matrix(Q)%*%as.matrix(X[i,]1)+B%*/%((ux (u+sum(h*h)))~(-1/2)

* (h*abs (rnorm(1)))+solve (sqrtm(uxdiag(p) +hi*%t (h))) %*/mvrnorm(1,rep(0,p) ,diag(p)))}
return(y)}

y=rmstr (10000, mu,rSigma,lambda,nu) #geracao t-student normal assimetrica multivariada

Gréaficos das densidades multivariadas (normal contaminada assimétrica):

dmscr<-function(P,y,X){

n=nrow(y)

p=ncol(y)

if (missing(X)) {X<-matrix(1,n,1)3}

q=ncol(X)

Q=matrix(P[1:(p*q)],p,q)

B=xpnd (P [(p*q+1) : (pxq+p*(p+1)/2)]1)
invB=solve(B)

h=as.matrix (P [(p*q+p*(p+1)/2+1) : (length(P)-2)1)
g=as.numeric(P[length(P)-11)
z=as.numeric(P[length(P)])

e=y-X%*%t (Q)

#d=diag(e%*%invB%*%invBY*Jt (e))

aux=pmax (as.vector (e)*%invBj*%h) ,-37)
£=2%(z/det (1/sqrt (g) *B) *dmvnorm(sqrt (g) *e%*%invB) +(1-z) /det (B) *dmvnorm (e%*%invB) ) *pnorm (aux)

return(f)} #densidade normal contaminada assimetrica multivariada

plot3d(y[,1],y[,2],dmscr(P0O,y),col="red’)
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ANEXO B - Escore e matriz de informagao observada das misturas

Misturas de escala univariadas da familia normal assimétrica

1. Escore
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2
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- W [((1 —7d;)? — 2) TR (3) + A (1 —y(2d; + A?)) J;ﬁ.(l)] ;
2 (3) + AL ] I3 (

) = mm [@ =) (3) + A

]

1
2

I (8) - [$92 (3) - 250)]
O AEEAOR R
(1); ?92:/[21 = 5 2i (%)2

Misturas de escala assimétricas multivariadas da familia normal

Inicialmente, vamos indicar algumas derivadas auxiliares adotando a nota-

. 0B(«x
~ . 1 1
cao B; = L para cada j € {1, ., Po = p(pi;)}, onde B(a) = Xz2.
3ozj
A _ q. 1y A _ . OA _ Q.
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2. Matriz de informacao
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