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“Cette harmonie que l'intelligence humaine
croit découvrir dans la nature, existe-t-elle

en dehors de cette intelligence?

(...)Mais ce que nous appelons la réalité ob-
jective, c’est, en derniére analyse, ce qui
est commun a plusieurs étres pensants, et
pourrait étre commun a tous; cette par-
tie commune, nous le verrons, ce ne peut
étre que l’harmonie exprimée par des lois

mathématiques.

C’est donc cette harmonie qui est la
seule réalité objective, la seule vérité que
nous puissions atteindre; et si j’ajoute
que l’harmonie wuniverselle du monde
est la source de toute beauté, on com-
prendra quel priz nous devons attacher
auxr lents et pénibles progrés qui nous

la  font peu a peu mieuxr connaitre.”

Henri Poincaré, Valeur de la science



“Essa harmonia que a inteligéncia humana
cré descobrir na natureza, existird fora desta

inteligéncia?

(...) Mas o que chamamos de realidade obje-
tiva €, em ultima andlise, o que € comum a
muitos seres pensantes, e poderia ser comum
a todos; essa parte comum, como VETemMOos,
s0 pode ser a harmonia expressa por leis ma-

temdticas.

E portanto essa harmonia a unica realidade
objetiva, a unica verdade que podemos atin-
gir; e se acrescento que a harmonia univer-
sal do mundo € a fonte de toda beleza, serd
possivel compreender que valor devemos atri-
buir aos lentos e penosos progressos que mnos

fazem, pouco a pouco, conhecé-la melhor.”

Tradutor(a): MARIA HELENA FRANCO
MARTINS, “O Valor da Ciéncia”, Ed. Con-
traponto, 1995

vi



Resumo

Nesta tese expomos primeiramente um breve historico-motivacional
para a construcao de uma teoria de gravitagao quantica, bem como,
rapidas revisoes orientadas sobre elementos de teorias quanticas de
campos e sobre a técnica de Schwinger-Dewitt. De posse destas fer-
ramentas, discutimos a dependéncia de calibre e da parametrizagao
para uma teoria quantica de gravitacao em um espaco-tempo de di-
mensao arbitraria D. Com este objetivo, calculamos explicitamente
as correcoes quanticas a 1-loop, da acao efetiva da teoria, conside-
rando a parametrizacao mais geral possivel para a métrica quantica.
Essa parametrizacao contém inicialmente sete parametros, sendo
que alguns deles serao fixados através da condicao de fixacdo de
calibre, o que torna o nosso calculo um pouco mais simples. Por
fim, para esta teoria, confirmamos a validade de um teorema geral,
o qual garante a independéncia das divergéncias on-shell, a 1-loop,
com respeito as ambiguidades nas escolhas de calibre e de parame-

trizacao da métrica quantica.

Palavras-Chave: Gravitacao Quantica, Dependéncia de Cali-

bre, Dependéncia de Parametrizacao, Acao Efetiva, Técnica de
Schwinger-DeWitt.
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Abstract

In this thesis we first present a brief historical-motivational for a
construction of a theory of quantum gravitation, as well as quick re-
views oriented on elements of quantum field theory and Schwinger-
Dewitt technique. In possession of these tools, the gauge and pa-
rametrization dependence is discussed in quantum gravity in an
arbitrary dimension D. FExplicit one-loop calculations are perfor-
med within the most general parametrization of quantum metric
with seven arbitrary parameters. On the other hand, some of the
gauge fixing parameters are fixed to make the calculations relati-
vely simple. We confirm the general theorem stating that the on
shell local terms in the one-loop effective action are independent of

the gauge and parametrization ambiguity.

Keywords: Quantum gravity, Gauge dependence, Parametrization

dependence, Effective Action, Schwinger-DeWitt technique.
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Notacoes e definicoes

No decorrer deste trabalho utilizaremos uma combinacao particular de notacoes,
definicoes e terminologias entre as varias possibilidades que podem ser escolhidas a

partir da literatura.
e Utilizamos o sistema natural de unidades, no qual ¢ = A = 1. Nestas unidades
temos que

1 1

[comprimento] = [tempo] = [massa] ™ = [energia] .

e O tensor métrico possui assinatura (+,—, —, —,...).

e Os indices latinos, e.g., 7, 7, k, ... assumem os valores 1, 2, 3; enquanto os indices

gregos, e.g., [, v, ... podem ter valores 0, 1, 2, 3.

e A derivada parcial de uma quantidade A com respeito a coordenada z* é repre-

sentada em alguma das formas abaixo

0A
@ :8“14 — AW'

e Os simbolos de Christoffel sao definidos por
Iz 1 BA
Pog =59 (9agrs + 959ra — Orgap) -

e A derivada covariante de uma quantidade tensorial A*~ 5. pode ser representada
por qualquer um dos simbolos a seguir: VMAQ”'BW = Aa“'ﬁ._,;u. A mesma possui

a seguinte regra de aplicagao
e _ [e2E « Ao A e
VHT B T @T B-- + F)\MT B T F/guT Ao + -

1X



O tensor de Riemann é definido por
« o a 1o} e} A o A
R E,UJJ — aMF ,81/ - ayr ﬁ,“‘ +F ,LL)\F EV - F V)\F ﬁu.
Suas contragoes sao: o tensor de Ricci, R, = RO‘WV = g8 Roupv, € 0 escalar de
Ricei, R = RF, = g" R

Definimos, também, a seguinte notacao abreviada para produtos de tensores
idénticos
T2y, = Top. T

87

Usaremos a seguinte notacao para o determinante da métrica

g = det (g,).
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Introducao

Descrever o Universo que nos cerca ¢ indubitavelmente uma das maiores aventuras
jamais iniciadas pela espécie humana. Na ansia de compreender de forma logicamente
consistente e unificada a natureza do Universo observavel, em seu amplo espectro de
fenomenos fisicos, as primeiras civilizagoes cultuaram admiradas a intensidade, a be-
leza e as modificagoes exercidas (no meio) pelos fenomenos naturais. No que tange
as ciéncias “exatas”, j4 no Egito Antigo e na Mesopotamia surgiram a astronomia!
e a matematica. Todavia, foi na Grécia Antiga que o pensamento matemdatico atin-
giu um senso de profunda beleza através do estabelecimento da geometria euclidiana,
alicercada em ideais de unidade e simplicidade.

E bastante razodvel inferir que a primeira das quatro forgas fundamentais da na-
tureza (gravitacional, eletromagnética, nuclear forte e nuclear fraca), tais como as
compreendemos na atualidade, que possivelmente foi observada e para a qual tentou-se
buscar explicacoes foi a forca gravitacional . Ela é a responsavel pelo movimento regu-
lar dos corpos celestes e também pela queda de objetos préximos a superficie terrestre.
Diversas foram as tentativas de explica-la, desde a bem conhecida teoria dos quatro ele-
mentos desenvolvida por Aristételes na Grécia Antiga3, até as engenhosas experiéncias
com planos inclinados executadas por Galilew Galilei na Itélia renascentista [53].

Um passo importante foram as fundamentais contribuicoes de Johannes Kepler,
que formulou um conjunto de trés leis empiricas (obtidas através de cuidadosa andlise
dos dados astronomicos coletados por Tycho Brahe) capazes de descrever o movimento
dos planetas do sistema solar. No entanto, foi com as descobertas de Sir Isaac Newton

que a forca gravitacional ganhou sua primeira formulagao matematicamente robusta.

L0 estudo dos astros ou corpos celestes: Sol, Lua, estrelas, planetas, cometas, etc.
2Qu, apenas, gravidade.
3 Aristételes afirmava que um objeto que caia de sua mao, quando elevado & uma certa altura e

depois abandonado, o fazia porque “buscava’ o seu lugar natural [6].



A teoria newtoniana para a gravidade, conhecida como Gravitacao Universal, imorta-
lizada nos Principia [81], faz parte de uma teoria Mecanica mais abrangente e é ainda
hoje um exemplo de teoria fisica bem sucedida. Ao modelar matematicamente todos

os fenomenos fisicos gravitacionais* através de uma tinica equacao
F 9= -G r r, (1)

cujo limite de aplicabilidade se estende por uma escala de distancia que vai de alguns
poucos milimetros até a aproximadamente o tamanho do nosso sistema solar, Newton
unificou a descricao dos movimentos dos objetos celestes e terrestres. Um ato de cora-
gem para época, uma vez que os objetos celestes estavam envoltos por um carater de
contemplagao e por um ideal de perfeicao que nao eram admitidos ao mundo terrestre.
Um dos triunfos de Newton foi reobter as Leis de Kepler do movimento planetario reve-
lando que sua teoria formulada a primeiros principios era uma generalizacao confiavel
de todas as descricoes anteriores de que dispunhamos. Mais de um século depois a
teoria newtoniana teve sua primeira corroboracao com H. Cavendish, por meio de um
experimento de alta sensibilidade, no qual este utilizou uma balanga de torcao para
medir a forga gravitacional entre duas esferas [25]. A Gravitagao Universal se manteve,
assim, até o final do século XIX como a melhor descri¢ao disponivel para os fenomenos
gravitacionais, quando suas limitagoes se tornaram evidentes. Entre elas podemos ci-
tar a incapacidade de explicar o movimento anémalo do periélio de Mercirio® e sua
incompatibilidade com a recém fundamentada teoria eletromagnética de J.C. Mazwell
[72]. Enquanto, na formulagdo mecanicista de Newton as interagoes entre quaisquer
dois corpos se davam de maneira instantanea, uma das previsoes do eletromagnetismo
maxwemiliano era a de que as interagoes eletromagnéticas eram mediadas por um
campo e, por isto, se davam a velocidade finita, igual a velocidade da luz no vacuo
¢~ 2,9 x10®m/s. O conceito de campo (cldssico) neste contexto foi criado por M.
Faraday a fim de visualizar os fenomenos eletromagnéticos. Contudo, o campo eletro-
magnético mostrou ter realidade fisica, e impos que a nocao de causalidade deveria ser
respeitada na formulacao de uma nova mecanica compativel com o eletromagnetismo.
Coube a Albert Einstein desenvolver esta nova visdo mecanicista da natureza [42]. De-

nominada Relatividade Restrita® (RR) a teoria de Einstein é fundamentada em dois

4Conhecidos & época.
®Descoberto por Urbain Le Verrier em 1859. [117]
50u Relatividade Especial.



postulados:
1. As leis da natureza sao idénticas em todos os referénciais inerciais.

2. A velocidade da luz, no vacuo, é uma constante finita e independe do movimento
da fonte.

A relatividade restrita trouxe uma profunda revolugao na maneira como enxergava-
mos a natureza do espacgo e do tempo. Na teoria newtoniana, o movimento de qualquer
corpo poderia ser encarado como o movimento de um conjunto de particulas materiais
pontuais, através do espaco euclidiano tridimensional, e descritas por uma equacao
diferencial de segunda ordem

d*z;

ﬁzzmiﬁ7 (2)

1

em que m; sdo as massas das particulas, 7; = 7;(t) suas posigdes em relagdo a origem
de um dado sistema de referéncia inercial e F sendo a forca’” resultante que atua no
conjunto de particulas. Uma vez conhecida a posigao Zy e a velocidade v do corpo
em um dado instante t; de tempo, entao poderiamos determinar completamente o
movimento deste corpo para qualquer posicao & e velocidade ¢ no instante de tempo ¢.
Sendo assim, o tempo tinha carater absoluto e independente do espago. Ao contrario,
na teoria einsteniana o espaco e o tempo formam uma nova entidade fisica, denominada
espaco-tempo, e apenas esta entidade quadridimensional tem realidade fisica. Além
disso, na RR a energia e o momentum sao apenas duas componentes de um tnico
quadrivetor ® mais geral, batizado de quadrimomentum. Logo, também poderfamos
relacionar a massa do sistema fisico com a norma deste novo quadrivetor.

Neste contexto, o préximo passo naturalmente seria a formulacao de uma nova
teoria de gravitacao, tendo como ponto de partida a RR. Esta teoria foi erigida cerca de
uma década depois, em 1916, pelo préprio Einstein [43]. Conhecida como Relatividade
Geral (RG), a teoria gravitacional de Einstein trouxe uma revolugao ainda maior do
que a primeira. Nela o préprio espago-tempo é uma entidade dinamica, capaz de afetar

(ou ser afetado por) a matéria/energia contida nele. O que pode ser visto através das

"Tal qual a forca gravitacional, (1), ou a forca eletromagnética: F. = e(E + @ x B), em que E/B
é o campo elétrico/magnético e e/v é a carga/velocidade da particula sujeita a esta forga.
8Um vetor de quatro componentes, uma temporal e trés espaciais.



equacoes dinamicas® da teoria

1
G,uzz = R,uu - 59;”/ R= 87TGT,uI/7 (3)

em que o lado esquerdo representa a geometria do espaco-tempo e o lado direito designa
o contetdo de matéria/energia contido neste espaco-tempo.

Ao desenvolver a RG, Einstein propos trés testes experimentais/observacionais para
sua teoria: a medida da deflexdo de um feixe de luz por um campo gravitacional (com-
provada pela observacao da luz de estrelas distantes, que era curvada ao passar pelo
campo gravitacional do sol, durante um eclipse de 1919 na cidade de Sobral - CE) [30];
o desvio para o vermelho da frequéncia de um feixe de luz em um campo gravitaci-
onal (comprovado pela experiéncia de Pound e Rebka em 1959 [92]); e a explicagao
para o movimento anémalo do periélio de mercirio (comprovada pelo préprio Eins-
tein, quando este calculou a orbita deste planeta e encontrou o valor quase exato da
diferenca entre a érbita observada e aquela calculada com a gravita¢ao newtoniana).

Concomitantemente as teorias de Einstein, surgia no comeco do século XX outra
teoria fisica, ainda mais revolucionaria em seus fundamentos e consequéncias, que junto
a dupla RR/RG formaria o outro pilar de sustentacao de toda a pesquisa em fisica que
se desenvolveu ao longo do referido século. A ela damos o nome de Mecanica Quantica
(MQ).

A MQ foi construida pela necessidade de entendermos certos fenomenos para os

0 nao conseguiam dar explanacoes satisfatérias. Citamos trés

quais as teorias cldssicas!
dos primeiros problemas fundamentais sobre os quais a M(Q foi formulada: a explicacao
para o espectro de radiagao de corpo negro, dada por M. Planck ao introduzir a ideia
de que a energia da radiagao emitida por um corpo negro deveria ser discretizada em
pequenas porgoes chamadas de quanta de energia; a descricao do movimento brow-
niano, que corroborou de maneira cabal com a existéncia de moléculas e atomos; e
a compreensao do efeito fotoelétrico, que levou a nocao de quantizacdo'' da matéria,
ambos solucionados por Einstein. Para explicacoes detalhadas e referéncias originais
veja, por exemplo, [26].

Indo além dos triunfos da primeira geracao da M@, mudancas ainda mais drasticas

seriam realizadas quando na sequnda geracao foram formulados os principios de in-

9Conhecidas como equacdes de campo de Einstein.
10Mecénica, Termodinamica e Eletromagnetismo.
"Discretizacdo em quanta.



certeza de Heinsenberg, a equacao ondulatoria de Schrodinger e estabelecida a in-
terpretacdao probabilistica de Born, os quais implicaram que o determinismo da fisica
classica deveria ser abandonado em escalas de pequenas distancias'? ou altas energias.

Entretanto, a equacao de Schrodinger nao era capaz de descrever o movimento

3 com velocidades relativisticas, isto exigia a juncao da RR com a MQ.

de elétrons!
Construir uma equacao relativistica e quantica era uma tarefa formidavel, que sé foi
concretizada em uma série de trabalhos comecados em 1928 por P.A.M. Dirac, nos quais
ele descobriu a equacao que leva o seu nome e descreve o movimento de particulas re-
lativisticas de spin 1/2, como os elétrons; introduziu o conceito de vacuo quantico;
previu a existéncia de monopolos magnéticos'*; propos uma explicacdo para a quan-
tizacdo da carga elétrica; e previu a existéncia da antimatéria (descoberta 1932 por
C.D. Anderson, apenas um ano apos sua previsao) [37].

Todos estes avancos fundaram bases solidas para a construcao, aquela época em
curso, de uma teoria quantica relativistica para o eletromagnetismo, conhecida como
FEletrodinamica Quantica (Quantum Electrodynamics, QED). A QED foi a primeira
teoria quantica de campos (TQC) e entre as ideias inicialmente estabelecidas, que
logo seriam a base para as demais TQCs, estavam a quantizacao do campo (eletro-
magnético) através de um conjunto de osciladores harmonicos com a utilizagdo dos
operadores criacao e aniquilagao de particulas neste processo de quantizacao. Muitas
pessoas contribuiram para a construcao da QED, entre os trabalhos fundacionais esta o
classico artigo de Enrico Fermi [47]. Dito isto, ao longo da década de trinta acreditava-
se que era possivel calcular todos os processos fisicos envolvendo fotons e as particulas
carregadas conhecidas!®, quando foi mostrado que apenas os cdlculos em primeira or-
dem na expansao perturbativa, cujo parametro é a constante de acoplamento'®, faziam
sentido. Por que as ordens superiores, nesta expansao, fornecem contribui¢oes com
valores infinitos. O que ficou conhecido como o problema dos infinitos e fez o desen-
volvimento da teoria cessar por aproximadamente uma década [63]. Este problema foi

resolvido por H. Bethe quando ele teve a ideia de considerar que os valores infinitos

12Comprimentos com a ordem de grandeza préximas, ou menores do que, ao tamanho do &tomo,
ou seja, 1A = 10719,

13As primeiras particulas elementares, “blocos de construcdo” de todo o Universo observével, a
serem descobertas.

14 Ainda ndo detectados.

15Flétrons, prétons e pésitrons, essencialmente.

16 A qual para a QED é a carga elementar do elétron.



que apareciam na teoria nao eram de fato os valores das grandezas fisicas medidas em
laboratério, mas sim infinitas correcoes quanticas a estas grandezas, as quais poderiam
ser absorvidas por constantes e dependiam da escala de energia considerada [15]. Nos
anos subsequentes este esquema (denominado renormaliza¢ao) foi generalizado, para
todas as ordens da expansao perturbativa, por diversas pessoas, entre elas: Tomonaga,
Schwinger, Feynman e Dyson [104, 105].

Na sequéncia, continuos avangos foram realizados quando da aplicacao das técnicas
da QED em outras interacoes, bem como a formulacao de novas ferramentas, tais
como as integrais (funcionais) de trajetéria, esquemas de regularizagao e a utilizagao
da teoria de grupos, levaram a uma melhor compreensao das forgas fraca e forte. Conse-
quentemente houve uma unificacao entre as interacoes eletromagnética e fraca, no que
ficou conhecido como modelo padrao eletrofraco (MPE). Simultaneamente formulou-se
uma teoria robusta para a interacao forte, conhecida como Cromodinamica Quantica
(Quantum Chromodynamics, QCD). O MPE e a QCD logo foram abrigados sob uma
Unica estrutura teérica denominada modelo padrao - das particulas elementares - (MP)
[74]. O MP é, desde entdo, a nossa teoria fisica mais bem sucedida na busca de um
entendimento unificado da natureza. Ela é capaz de explicar trés das quatro forcas
fundamentais com alto grau de precisao [87].

Apesar de sua enorme importancia, o MP nao contém em seu arcabouco a interacgao
gravitacional. Logo, ele nao pode ser a “palavra final” como descricao da natureza. Na
realidade, a situacao é, ainda, bem menos favoravel para que alcancemos uma teoria
final da fisica, ja que os dados astrofisicos e cosmoldgicos das tltimas décadas estimam

7 correspondem a apenas 4, 9% de todo o contetido

que toda a matéria e energia visiveis!
de matéria e energia que existe no Universo [91]. Sendo que o restante deste conteido
nao pode ser detectado de maneira direta pela nossa tecnologia atual. Estima-se que
este, assim denominado, setor escuro é composto por 68, 3% de um novo tipo de energia,
a energia escura, e 26,8% por um novo tipo de matéria, a matéria escura.

Em vista deste excitante cenario, no qual desconhecemos a maior parte do conteido
material e energético do Universo, buscar por uma teoria quantica da gravitagao talvez
seja um dos caminhos para um melhor entendimento da fisica do setor escuro. Esta
busca, hoje, s6 é possivel devido aos continuos progressos realizados na compreensao
da quantizacao das teorias de calibre, das quais a gravidade é um exemplo. Entre eles

podemos citar: o formalismo de integral funcional [48], o método de Faddeev-Popov

17 Aquelas que podem ser descritas pelo MP.



[50], a regularizagao dimensional [41, 70] e o método de campo de fundo [33, 32].
Entre os obstaculos identificados para a formulacao de uma teoria de gravitagao
quantica estd o fato da constante de acoplamento da teoria gravitacional ser proporci-

1 enquanto no eletromagnetismo, por exemplo, a cte. de acoplamento

onal a [massa|~
¢ adimensional. Como consequéncia, por meio de argumentos de power counting, se
tentarmos aplicar a abordagem perturbativa a gravitagao assim como foi feito na QED,
chegaremos a uma teoria nao-renormalizavel. Em outras palavras, precisariamos fixar
um numero infinito de parametros para que a teoria fosse capaz de realizar previsoes,
o que ¢é naturalmente impraticavel.

O artigo pioneiro que explicitou a nao-renormalizabilidade de uma teoria de gra-
vitagdo quantica, baseada na RG, foi escrito por 't Hooft e Veltman em 1974 [62].
Neste trabalho foi mostrado que em um modelo de gravidade pura (sem matéria) as
divergéncias, a 1-loop, da RG se anulam on-shell 8. Mas, ao considerar-se a interacao
do campo gravitacional com um campo escalar a teoria perde sua finitude. Resultados
semelhantes foram obtidos por Deser e van Nieuwenhuizen, que estudaram a interacao
do campo gravitacional com o campo eletromagnético e com campos fermionicos [38].
Posteriormente, Goroff e Sagnotti confirmaram que a gravitagao ja perde sua renor-
malizabilidade, de qualquer maneira, quando sao consideradas as corregoes quanticas
de 2-loops para a teoria classica [57] (para referéncias mais modernas, usando métodos
avangados, veja [122, 14]). O questionamento natural que surge é: como evitar os pro-
blemas da nao-renormalizabilidade de uma teoria quantica da gravitacao? Uma das
primeiras tentativas de responder esta questao foi desenvolvida por Stelle [114]. Neste
trabalho foi descoberto que quando adicionamos & acao de Einstein-Hilbert!® termos
com quatro derivadas da métrica temos como resultado uma teoria renormalizavel.
Entretanto, este procedimento resulta também no surgimento de estados nao-fisicos,
de spin 2, com energia cinética negativa. Estes estados foram chamados de fantasmas
massivos.

Outra questao de relevancia nas investigacoes de uma teoria gravitacional é a de-
pendéncia dos contratermos com respeito aos parametros de calibre. Entre os trabalhos
pioneiros que investigaram esta dependéncia esta aquele realizado por Kallosh, Tarasov

e Tyutin. Cujo célculo, envolvendo condicoes de calibre com dois parametros comple-

18Quando consideramos que o campo de fundo (cldssico) deve obedecer as equacoes de movimento
da teoria.
19 Aquela que gera as equacdes de campo de Einstein.



tamente gerais, revelou que é possivel eliminar certos tipos de divergéncias em teorias
de calibre arbitrarias. Dessa maneira, as divergéncias sao reduzidas a um tnico termo
topoldgico que nao afeta a matriz S de gravitons. Assim, para a gravidade quantica
pura, na aproximacao de I-loop, é possivel encontrar calibres em que a teoria é finita
mesmo off-shell [69].

As correcoes quanticas de I-loop s@o muito importantes devidas as suas diversas
possibilidades de aplicacao. Podemos mencionar sua importancia, por exemplo, no
programa de gravidade quantica assintoticamente sequra. Ao leitor interessado, deixa-
mos as referéncias [84, 29, 82]. Outro contexto de interesse é a abordagem de gravidade
quantica efetiva [40], em que especificamente a anélise da independéncia de calibre nos
elementos da matriz S é de grande utilidade [83]. Logo, uma questao central é conhe-
cermos as ambiguidade das divergéncias?® da RG com respeito a escolha dos parametros
de calibre.

O procedimento geral para explorar as ambiguidades na fixacao de calibre da acao
efetiva de teorias de calibre foi estabelecido por Voronov, Lavrov e Tyutin em [121].
Veja o livro-texto [21] para uma versao direcionada a célculos de I-loop. E, desde que,
uma teoria de gravidade quantica se configura como uma teoria de calibre, podemos
estabelecer a dependéncia da acao efetiva com as condicoes de fixacao de calibre tanto
de um ponto de vista geral, quanto para escolhas particulares de calibre [65].

Entre os artigos que primeiro exploraram esta questao estd o artigo de Fradkin and
Tseytlin [51], o qual versa majoritariamente sobre modelos de gravita¢ao quantica com
quatro derivadas. Podemos citar também os seguintes trabalhos dedicados ao estudo
desta dependéncia [1, 8, 9, 110, 94, 95].

E um fato conhecido que as divergéncias de 1-loop, bem como as divergéncias lideres
em loops superiores, sao independentes do calibre escolhido quando os célculos sao on-
shell. Em principio, espera-se que isto seja valido também com relacao aos parametros
escolhidos para a parametrizacao da métrica. Pode ser instrutivo verificar argumentos
tao gerais como este para determinadas parametrizacoes e/ou escolha de calibres. O
trabalho pioneiro neste tipo de verificacao direta foi, como ja citamos, aquele da re-
feréncia [69], em que a dependéncia de fixagdo de calibre foi estudada. Além desse,
outros artigos investigaram a dependéncia com respeito a parametrizagao da métrica,
podemos citar [66, 67, 90]. Nos dois primeiros o cdlculo foi realizado de maneira di-

reta e através de uma rotina computacional pesada. Esta abordagem direta tem a

20Tanto logaritmicas, quanto quadréticas.



desvantagem de ser notoriamente dificil de ser reproduzida. Por outro lado, a abor-
dagem usada em [90], que forneceu um resultado qualitativo idéntico, foi obtida de
maneira muito mais simples. E este procedimento mais elegante que é o objeto de
estudo desta tese, e com o qual generalizamos os céalculos das divergéncias de 1-loop
para a RG, considerando a parametrizagao mais geral possivel da métrica quantica.
Veja o capitulo 3 para detalhes técnicos. Notamos ainda que o nosso trabalho se insere
em um contexto no qual as questoes da dependéncia das divergéncias com respeito
a fixagdo de calibre e a parametrizacao da métrica [46, 86] estdo sendo reestudadas.
A principal diferenca entre os primeiros trabalhos [66, 67, 90] e os ultimos [46, 86] é
o fato de que nos trabalhos mais recentes nao é pressuposto que a métrica de fundo
deva necessariamente obedecer as equagcoes classicas de movimento. Nestes trabalhos
sao usados argumentos de simplicidade para obter métricas de fundo especificas. De
qualquer forma, é considerado que as métricas de fundo devem ser independentes de
calibre. Concomitantemente, os argumentos gerais - sobre as ambiguidades existentes
em teorias de calibre - estruturados nos trabalhos inaugurais [121, 51] indicavam que
a independéncia das divergéncias com respeito as ambiguidades dificilmente seria rea-
lizada no contexto mais geral possivel para a escolha de parametrizacao e fixacao de
calibre. Tendo em vista todas estas consideragoes, em nosso trabalho, foi utilizada a pa-
rametrizacao métrica mais geral possivel, enquanto que a métrica de fundo foi mantida
arbitraria. Desta maneira, os nossos resultados sao capazes de reproduzir quaisquer
outros resultados obtidos para escolhas de métricas de fundo especificas, motivadas por
argumentos estéticos e/ou fisicos. Ademais, em nossos calculos houve um forte controle

de erros, baseado em argumentos da universalidade on-shell.

Os limites de aplicabilidade da RG ou motivacoes

para uma teoria quantica da gravitacao

Na RG, como anteriormente argumentamos, o campo gravitacional nao é encarado
como um campo de forca, tal qual era na gravitacao newtoniana, mas sim como uma
manifestacao da geometria do proprio espaco-tempo. Fato que ficou impresso na em-
blematica frase de J.A. Wheeler: “A matéria diz ao espago como se curvar e o espaco
diz a matéria como se mover”.

Vimos que a RG passou gloriosamente pelos trés testes experimentais/observacionais
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propostos por Einstein, no entanto, seu poder de previsao vai muito além. Adicionamos

a esta lista, como exemplos:

e a previsao da existéncia de buracos negros (BNs). Uma das possiveis fases finais
para uma estrela de grande massa, que ao perder todo o seu combustivel interno
colapsa devido a gravidade de sua propria massa, tornando-se assim um objeto tao
compacto que nem mesmo a luz é capaz de escapar do seu intenso campo gravi-
tacional, comprovados indiretamente pela observacao do sistema binario Cygnus
X-1 [24, 19, 115];

e a previsao de lentes gravitacionais. Efeito da curvatura de raios luminosos pro-
vocada por objetos astronomicos de grande massa localizados entre a fonte lu-
minosa e o observador. A primeira observacao documentada de uma lente gra-
vitacional foi aquela observada no eclipse solar em Sobral. No entanto, mo-
dernos telescépios, como o telescépio espacial Hubble, fotografaram acentuados
fenomenos de lentes gravitacionais, inclusive em regioes aparentemente vazias,
entre a fonte e o observador, o que revelou-se um instrumento alternativo para

pesquisar/corroborar a existéncia de BNs e, talvez, de matéria escura [130, 123];

e a previsao da existéncia de ondas gravitacionais. Ondulacoes no préprio espaco-
tempo causadas por eventos de enorme intensidade, tal como a interacao entre
dois BNs; comprovadas®' apenas em 2016, e novamente detectadas em 2017,
pelas colaboragdes LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory)
e Virgo [58, 59].

Nosso objetivo, aqui, nao é fornecer uma lista exaustiva dos experimentos que
comprovaram o amplo dominio de aplicabilidade e a precisao do poder preditivo da
RG. Para esta finalidade citamos a referéncia [131].

A despeito dos sucessos expostos acima, a RG nao pode ser a teoria final para a gra-
vitacao. No que segue indicamos alguns dos motivos que nos revelam que precisaremos

de uma teoria de gravitacao mais abrangente. Citamos:

e a discordancia entre os resultados tedricos e os dados observacionais para as
curvas de rotacao de galaxias espirais. Atualmente, a solucao mais aceita para

este problema é a consideracao da existéncia de um halo de matéria escura ao

21Cem anos apés sua previsio tedrica.
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redor das galaxias. O que nao obrigatoriamente invoca a necessidade de uma

abordagem quantica para sua completa compreensao [20, 99, 10, 101];

a expansao acelerada do Universo descoberta em 1998 através da medida do
desvio gravitacional para o vermelho de supernovas do tipo Ia. A solucao mais
aceita para este problema é considerarmos que a constante cosmoldgica, A, deve
ter um valor positivo. O que equivale a dizer que a energia de vécuo (denominada
energia escura) é positiva e é a causa da expansao acelerada do Universo. Esta
abordagem ¢ incorporada no atual modelo padrao cosmoldgico, o modelo ACDM,
muito embora ainda nao compreendamos de maneira satisfatéria qual é a natureza

da energia escura [78,; 129];

a existencia de singularidades. E um fato mateméatico conhecido que as solugoes
mais elementares das equacgoes de campo de Einstein, a saber, a solucdo esfe-
ricamente simétrica de Schwarzschild (que descreve: planetas, estrelas e BNs)
e a solugdo cosmoldgica de FLRW (que descreve um Universo homogéneo e
isotrépico), possuem regides em que a curvatura e a densidade de energia do
espaco-tempo assumem valores infinitos. Uma interpretacao natural para este
fato é a de que RG nao ¢ valida em todas as escalas de energia, e estas regioes

provavelmente assinalam a necessidade de uma teoria quantica de gravitagao
[109, 106];

a existéncia da escala de Planck. Devido a presenca de singularidades no espaco-
tempo nas proximidades destas regioes os efeitos quanticos possivelmente se tor-
nam relevantes. Como consequéncia, nesta escala todas as quantidades fisicas
deveriam ser expressas em funcao de trés constantes fundamentais:

— a velocidade da luz (no vacuo): ¢~ 2,9 x 101%m/s;

— a constante (reduzida) de Planck: i ~ 1,054 x 10™%"erg - s;

— a constante gravitacional de Newton: G = 6,67 x 10~8cm3 /g - s%.

E um fato notavel que com apenas estas trés constantes possamos construir de

maneira univoca unidades de:

— tempo: tp = GY2hY2 22 20,7 x 1074 5;

— comprimento: {p = G2 RY?2 732 = 1,4 x 10733 em;
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— massa: Mp =G 12h/2c12 20,2 x 1075 g ~ 10" GeV,

denominadas unidades de Planck. A possibilidade de fixacdo de um conjunto
de unidades baseadas em constantes fundamentais da natureza assinala que nos
dominios onde a escala de Planck é relevante existe uma fisica mais fundamental
e que esta fisica deve ser quantica, relativistica e gravitacional. Infelizmente,
nao existe uma maneira Unica de determinar que teoria fisica seria capaz de
descrever os fenomenos nesta escala. Visto que podemos pensar em pelos menos
trés abordagens distintas para construir uma tal teoria. Sao elas: 1) quantizar a
métrica e a matéria; 2) quantizar apenas a matéria, mantendo a métrica cldssica
de fundo; 3) quantizar objetos ainda mais elementares que possam existir na
natureza, sendo as quatro interagoes conhecidas apenas efeitos efetivos de baiza
energia da teoria quantica (na escala de Planck) destes objetos. Como, por

exemplo, a Teoria de Cordas [106].

Na préxima se¢ao dissertaremos brevemente a respeito das abordagens 1) e 2),
sendo que o problema de estudo desta tese tem como foco parte da abordagem

1), como ilustraremos no capitulo 3.

Indo além da Relatividade Geral

Anteriormente motivamos a necessidade de uma teoria quantica para a gravitagao.
Todavia, como alertamos, nao ha ainda um perfil exclusivo que esta teoria deva possuir
e, atualmente, nem mesmo dados experimentais/observacionais que sejam suficientes
para indicar qual perfil deva ser preterido. J& que os efeitos quanticos do campo
gravitacional devem ser extremamente fracos, pois ocorrem na escala de pequenissimos
comprimentos??. Exigindo, assim, uma enorme quantidade de energia para que sejam
sondados. Na continuacao, citaremos brevemente dois?® modelos tedricos, entre os
muitos disponiveis, para uma teoria quantica de gravitacao.

Um dos modelos tedricos melhor compreendidos até o presente é a denominada
abordagem semiclassica da gravitacao, também chamada de teoria quantica de campos
em espagos curvos. Este modelo se enquadra no item 2) da classificacdo da secao

anterior, ou seja, nele os campos de matéria sao quantizados, enquanto que o campo

22Como nos é indicado pela escala de Planck [124].
ZPara uma lista, contendo muitas referéncias, veja [36].
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gravitacional nao o é. Desta forma, a métrica cléssica é considerada apenas um fundo
onde os campos quanticos de matéria desenvolvem suas interacoes. O elemento de
interesse central nesta abordagem ¢ a derivagao das correcoes quanticas da agao classica
do campo gravitacional. Ainda que tais correcoes, a principio, sejam desconhecidas,
existem indicios de que elas sejam de grande importancia para as teorias fisicas em
escalas cosmoldgicas e para a compreensao da fisica dos BNs. Uma caracteristica chave
é o fato de que estas correcoes quanticas podem, inclusive, nos fornecer informacoes
que reforcem, ou descartem, os demais modelos existentes para uma teoria quantica de
gravitagao [106].

A gravitacao semiclassica é uma area rica tanto do ponto de vista do seu formalismo
quanto de seu amplo “leque” de aplicacoes. Como esta tese é dedicada a gravitacdo
quantica, que se enquadra na opcao 1) da classificagdo anterior, paramos nossas consi-
deracoes por aqui e convidamos o leitor interessado em gravitagao semiclassica a con-
sultar alguns livros-texto padroes desta abrangente drea de pesquisa [12, 125, 79, 97]
e, também, o artigo de revisao [106].

Por outro lado, uma teoria de gravitacao em que tanto a métrica quanto os campos
de matéria sao quantizados recebe o titulo de gravitacdio quantica e é tratada, na
abordagem padrao, através da teoria de perturbacao. Para construir esta expansao
perturbativa devemos considerar a métrica g,, como um campo de calibre e, com o

auxilio do método de campo de fundo, realizarmos uma reparametrizacao do tipo

Guv — g;u/ = Guv + h,ulu (4)

em que hy, ¢ uma perturbagdo métrica quantica que altera a métrica cldssica de fundo,
Juv, de uma quantidade suficientemente pequena. Desta maneira, a métrica inversa
g"” admite uma expansao em poténcias de A*”. O que acarreta em uma expansao
para o tensor de curvatura, e suas contracoes, em poténcias do campo quantico hy,.
Como consequéncia, teremos corre¢oes quanticas adicionadas a agao classica (original).
Infelizmente, estas corregoes geram termos divergentes e acabamos com uma teoria
nao-renormalizavel, como ja foi observado anteriormente. Ainda assim, com esta abor-
dagem somos capazes de obter informagoes importantes sobre os parametros e sobre
as divergéncias da teoria. Para a extracao de informacoes relativas aos parametros,
essencialmente as constantes de acoplamento, ¢ utilizada uma abordagem assentada
no Grupo de Renormaliza¢ao. Ja para a obtencao das divergéncias da teoria, utili-

zamos o método de campo de fundo em adicao com a técnica de Schwinger-DeWitt.
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No capitulo 3, utilizaremos exatamente esta ultima via de ataque para encontrar as
divergéncias de I-loop, e explorar sua dependéncia com respeito ao calibre e a parame-
trizagao da métrica quantica, para uma teoria de gravitagao quantica com uma métrica

completamente arbitraria, contendo sete parametros livres.

Estrutura da tese

Neste capitulo, introdutorio, tentamos fornecer uma abordagem histérico-motivaci-
onal para a construcao de uma teoria quantica de gravitacao. No capitulo seguinte, 1,
revisaremos de maneira concisa certos elementos de TQC, em sua abordagem funcional,
necessarios a compreensao dos capitulos restantes. Logo em seguida, expomos no
capitulo 2 a poderosa técnica de Schwinger-DeWitt, com a qual somos capazes de
executar o calculo das divergéncias de 1-loop de uma TQC. A vantagem desta técnica,
em comparacao ao uso de diagramas de Feynman, por exemplo, reside no fato de
que ela mantém a covariancia da teoria explicita em todas as ordens da expansao
perturbativa. De posse destas ferramentas, no capitulo 3 conseguiremos, entao, realizar
o nosso calculo das divergéncias de I-loop para uma teoria quantica de gravitacao,
baseada na RG, com a parametrizacao mais geral possivel para a métrica quantica
e considerando uma métrica (cldssica) de fundo arbitraria. Por fim, no capitulo 4
expomos as nossas conclusoes acerca do trabalho desenvolvido, além de perspectivas

para futuros trabalhos.



Capitulo 1

Elementos de Teoria Quantica de

Campos

A Teoria Quantica de Campos pode ser formulada através de duas abordagens
diferentes e independentes entre si. A primeira a ser desenvolvida e extensivamente
empregada foi a quantizacao canonica. Ela é construida sobre o formalismo hamilto-
niano e associa operadores quanticos a observaveis fisicos. Sua utilizacao se baseia no
calculo de comutadores entre pares de operadores, avaliados em instantes de tempo
fixos. Por isto, ela quebra a covariancia explicita das teorias fisicas que desejamos
quantizar [64, 77]. De outro lado, temos a quantiza¢ao funcional. Esta abordagem foi
desenvolvida por R.P. Feynman e é formulada no arcabouco do formalismo lagrangeano,
seu principal conceito é o da integral de trajetoria. Apesar de ainda hoje nao existir
uma fundamentacao matematica completamente solida para a mesma, o seu poder de
sintese, a sua capacidade de gerar teorias corretas e o seu amplo espectro de aplicacoes
conferem motivos suficientes para empregarmos-na. Entre as vantagens da quantizagao
funcional estao: o fato de ser mais facilmente aplicavel as teorias com interacao, em
comparagao com a quantizacao canonica; sua capacidade de manter explicitas todas
as simetrias das teorias fisicas; e, por caracteristica unificadora, sua versatilidade na
construcao de um formalismo tinico que descreve tanto sistemas quanticos relativisticos,
tanto em regimes de altas energias quanto em sistemas mecanicos estatisticos [48, 93].

No desenvolvimento deste capitulo utilizamos as referéncias [100, 21, 93, 16].
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1.1 A integral de trajetodria

No contexto da representacao de Schrodinger, um sistema quantico que se encontra
em um dado estado inicial |¢'), no instante t', pode atingir outro estado |¢”), no
instante t”, com t” > t/. Esta dinamica dos estados quanticos do sistema é realizada
através do, assim denominado, operador evolucao temporal U (t",t"). Sendo a amplitude
de (probabilidade de) transi¢do entre estes dois estados fornecida pelo seguinte elemento

de matriz

("% (¢, 1)) = (", 1" ). (1.1)

Salientamos, entao, que existe uma representagao integral para o operador evolugao,
e para os seus elementos de matriz, bastante versatil. Nossa meta, nesta subsecao, é
estabelecer esta representacao.

Comecamos pela consideracao de um sistema quantico simples, unidimensional,
representado por um operador coordenada ¢ e um operador momentum p. Sabemos que,
para este caso, os autoestados dos operadores posicao e momentum, simbolicamente
denotados por |g) e |p), respectivamente, devem obedecer as seguintes equagoes de

autovalores

{é|q> = qlg) (12)

plpy = plp)

em que q e p sao os, respectivos, autovalores associados aos referidos autoestados. E

um resultado conhecido! que a projecao de |q) sobre |p) é dada por

(plg) = me—im/ﬁ (1.3)

e que estes estados satisfazem as seguintes relacoes de fechamento

/@WM=/@M@=1 (1.4)

O andlogo de (1.1) para este sistema é

(q"|?/A(t",t')|q’> _ (q",t"[q',t'), (15)

Veja, por exemplo, [100].
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que pode ser reescrita com o auxilio da relacao de fechamento no espaco dos momenta

PNt = / apld"|p) (| (¢ 1)), (16)

O elemento de matriz contendo o operador evolucao, no lado direito, pode ser posto
em uma forma bastante sugestiva se admitirmos que o intervalo temporal t” — ' possa

ser considerado infinitesimal. O que nos habilita a escrever o operador evolugao como

~

W)~ 1 — L — ), (1.7)

> |

em que H = H(q,p)|4—¢.p—p ¢ 0 operador hamiltoniana associado a hamiltoniana,

H(q,p), do sistema cldssico equivalente. Com (1.7) chegamos a
N .9 . 7 -
WO ~ Gl [1= 1 = O] ) = 0ld) - 50 = OplAl)

= Ol 1= ¢ - OHG D] = Gl O (1)

Usando as egs. (1.3) e (1.8), a eq. (1.6) torna-se

("%t /—exp{ " —t) {p (%) — H(q/,p)} } (1.9)

Como, até entao, o intervalo temporal é considerado infinitesimal, mas de outra forma
arbitrario, podemos supor que ele pode ser subdividido em N partes iguais, cujo com-
primento é dt = (¢ —t')/N.

Assim, através da propriedade de composicao do operador evolugao temporal somos

capazes de escrever
U )= U AU (b1, tN—2) ... U (b, 01U (11, 1). (1.10)

“Sanduichando” este operador entre os estados |¢”) e |¢') e usando a relagao de fecha-

mento no espaco das coordenadas N — 1 vezes obtemos

("% " 1)) = /qu—1 o dg ("% (1) lan-a) - -
AQ| (tat) | @) | % (11, |d). (1.11)
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Sendo §t infinitesimal podemos utilizar a aproximagao (1.9) para cada elemento ma-
tricial da eq. (1.11), e notando que 6t é o mesmo para cada uma das subdivisoes do

intervalo ¢t — ¢/, escrevemos

R B . d . " g
<q//|%(t//7t/)|q/> %/dqldpl ”'dQN 1de 1 pl;b exp{%étlpl\[q gN-1

2mh 2h 2 ot

gN-1 — gN—-2 q2 — 1 q1 — 42
5t R T

+ pN-1 — H(gn-1,pn) — H(gn—2,DPN-1)

- "'_H(Q1,p2)_H(q/aP1)]}- (1.12)

Quando calculamos o limite 6t — 0 (ou, equivalentemente, quando fazemos N — o)

a exponencial torna-se

Sult.t)= [ "t p(0)alt) — H(g(t),p(0)]. (1.13)

sendo Sy (t”,t') é a agdo classica associada a hamiltoniana H (¢(t), p(t)). No momento
em que calculamos o limite de N indo para infinito estamos fazendo o ntmero de
integrais da eq. (1.12) ir também para o infinito. Isto significa que estamos integrando
sobre todas as possiveis trajetorias existentes entre os estados |¢, t') e |¢”, t"). Definindo
a seguinte notacao compacta

N-1

L dg; dp;
Jorw= g [ T (114

=1 j=1

somos capazes de reescrever a eq. (1.12) como

Mgy (! pIN| ] i 7
W) = [ DaPpes { fsu )} (1.15)

que é a representagao em integrais de trajetoria (no espago de fase) da amplitude de
transigao (¢”,t"|¢’,t'). Um conjunto de sistemas importantes é aquele cuja hamiltoni-
ana admite a forma padrao

2

H(q,p) = 2p—m +V(q). (1.16)

Para estes sistemas a equagao (1.15) transforma-se em

("%t t)|¢) = /Dquexp{%Lt dt {p(t)q‘(t) _OF V(q(t))} } (1.17)



1.1. A integral de trajetoria 19

Ela ainda pode ser posta em uma forma mais simples. Para isto facamos a seguinte

mudanga de varidveis, na coordenada p(t),

p(t) = p(t) + mq(t). (1.18)

Entao, substituindo (1.18) em (1.17), ap6s algumas manipulagoes, somos levados a
~ 1 )
VAR N/quxp {%Sg(t",t’)} , (1.19)

em que o fator de normalizacao

et 2
N_lz/DpeXp{—%/t/ dt%} (1.20)

serd considerado igual a 1, sem perda de generalidade, a seguir. A eq. (1.19) é a
representagao em integrais de trajetoria (no espago de configura¢do) para a amplitude
de transicao (¢”,t"|¢,t').

Estas representagoes, a saber, as equagoes (1.15) e (1.19), que acabamos de construir
para um sistema quantico unidimensional, podem ser generalizadas para um sistema
com infinitos graus de liberdade. Seja L(yp, d,¢) a densidade lagrangeana que descreve
um campo escalar ¢(Z,t). E um fato que este campo pode ser discretizado se utilizar-
mos o vetor posicao ¥ como um rétulo contabilizador. Desta maneira, a representacao
da amplitude de transi¢ao do campo escalar de uma configuracao inicial ¢(2’,t') para

uma configuragao final p(z”,t") fica dado por

(" "', 1) Z/Dsoexp{%s(t",t’)}, (1.21)

em que a acao classica é agora um funcional dado por

tl’
S(t"t :/ dt/d%ﬁ(gp,(?ucp). (1.22)
t/

Uma amplitude de transicao frequente no formalismo de TQC é aquela que descreve
a transicao entre os estados inicial e final de processos de espalhamento. Como nestes
processos as particulas encontram-se livres antes e depois da colisao, interagindo apenas
por um brevissimo intervalo temporal, podemos atrelar aos seus estados inicial e final

valores infinitamente grandes na coordenada temporal. Além disso, desde que elas
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estejam no vacuo, nestas configuracoes, podemos escrever essa amplitude de transicao

0.0010.~0) = [ Doesp {15061 | (1.23)

em que a agao que surge na exponencial de (1.23) é aquela cujo dominio de integragao

é todo o espacgo-tempo

Slel = /d”‘w L, 0up), (1.24)

sendo ¢ = @(z").
Na segdo seguinte utilizaremos a amplitude (1.23) para construir algumas das

relagoes mais importantes do formalismo de integrais de trajetéria.

1.2 O funcional gerador de funcoes de Green e a
Acao Efetiva

As fungoes de Green sao estruturas matematicas de notavel importancia na re-
solucao de problemas e na construcao de teorias fisicas, particularmente, em TQC elas
possuem um papel central na descricao de teorias com interacao. Consideremos uma

funcao de Green de n—pontos, ou seja,

G, 0oy ) = (TP(21)@(ws) - .. Plan)), (1.25)

em que usamos a notacao abreviada (... ) para representar a amplitude? de vdcuo-vdcuo
(0]...]0), e introduzimos o simbolo de ordenamento temporal®, T, por conveniéncia.
Seguindo raciocinios andlogos aos desenvolvidos anteriormente podemos construir a

seguinte expressao para a funcao de Green de n—pontos

_ I Deelm)eles) .. plz,)e

Gn(xlax%"'axn) ngpeiS[S@] (126)

O conjunto de fungoes de Green G,,(x1, T9, . .., x,) pode ser representado por um tnico
funcional, denominado funcional gerador das funcéoes de Green, definido por

Z[J] = /Dgp e!Slelte ), (1.27)

2Também chamado valor esperado de vacuo.
30 qual impoe que os campos devem ser dispostos em ordem decrescente, da esquerda para a

direita, na coordenada temporal.
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em que J(z) é um campo escalar chamado de fonte, e empregamos uma das notagoes
condensadas de DeWitt

oJ = J; = /dm o(x)J(x). (1.28)

A eq. (1.27) é valida tanto para teorias livres quanto para aquelas com interagao.
Sempre podemos calcular uma determinada funcao de Green através da seguinte dife-

renciagao funcional
1 o Z[J]
L. = . 1.2
Ll 7 P .7 PN B T TP . (1.29)

Outra quantidade relevante é o funcional gerador das funcoes de Green conectadas,

W1J], construido através da relagao
Z[J] = W, (1.30)
que pode ser escrito, explicitamente, como
WIJ] = —i In Z[J]. (1.31)

O funcional W[J] em termos graficos gera todos os diagramas de Feynman conectados,
ou seja, aqueles em que nao conseguimos separar as partes que nao sao conectadas por

linhas [21]. Definamos ainda mais um objeto importante, através da derivada

oWl 1 6z[J] ngogo(:c)ei(S[‘”‘N])

§J(z)  Z[J)diJ(x) [ DypeilSleted) = (p(z]J])), (1.32)

o qual é denominado campo médio. Salientamos que ele é um campo escalar e também

dependente da fonte J(x). Adotaremos, a partir de agora, a seguinte notagao simplifi-

cada para o campo médio

o(z|J) = (¢(x]J)). (1.33)
Se a relacao
otald) = Gy (1.34)

puder ser solucionada de maneira inversa, de tal forma que a fonte seja dependente do
campo médio J = J(z|¢), entdao, poderemos definir, através da seguinte transformada

de Legendre,

I'[¢] = (W[J] - ch)JJ( " (1.35)



22 Elementos de Teoria Quantica de Campos

o funcional a¢do efetiva, I'[¢]. Como resultado imediato destas definigdes, vemos que

a acao efetiva deve obedecer a equacao

oTg] _ oWlJ]e]  oF
5¢_5J%¢¢J J, (1.36)

ou explicitando as dependéncias

oT'[¢]
0¢()

Esta equacao é completamente analoga a equacao de movimento classica para um

= —J(x). (1.37)

campo escalar ¢(z) que interage com uma fonte externa J(z), a saber,

5[y
dp(x)

Desta maneira, percebemos que a agao efetiva I'[¢] desempenha, na teoria quantica, o

— —J(x). (1.38)

mesmo “papel” que a agao cldssica, S[p], tem na teoria cldssica. Portanto, a eq. (1.36)

¢ uma equacao de movimento para o campo médio, ¢(x).

1.3 A expansao em loops da Acao Efetiva

Em teorias com interacao é muito dificil, e via de regra impossivel, conseguirmos
calcular a acao efetiva de maneira exata. Logo, um esquema de aproximacao se faz
necessario. A construcao de um tal esquema é a meta desta se¢ao.

Partimos da igualdade entre as defini¢oes do funcional gerador

Z[J] = exWl = /Dgo exp {ﬁ (S[p] + @ J)] (1.39)

notando o fato de que recuperamos a constante de Planck reduzida, h. Reescrevendo
W1J], através de (1.35), obtemos

exp[;( +¢J] /Dgpexp[ []+w>]. (1.40)

Com o uso da eq. (1.37) e da mudanga de varidveis ¢ — ¢ + ¢, chegamos a

et :/Dgoexp {%( [0+ ¢] — (ngﬂﬂ (1.41)
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Logo, o funcional S[¢ + ¢| quando expandido em uma série de Taylor funcional no

campo p(z) é

Slé+¢] = +Z / Aoy dr, - iﬁﬂb(%) olz1) - o(zn),  (1.42)

que nas notagoes condensada de DeWitt torna-se

Sl + ] = 25(") — ini (1.43)

As n—derivadas funcionais

" S[¢]
do(z1) ... 06 (xy)

representam as fungoes de vértice. Inserindo (1.43) em (1.41) alcancamos

erllol — /Dgpexp{% (S[Cb]-i—%SQ ® +Z i P " —905(; (F[¢]_S[¢])>}'

Snl¢l =

(1.44)

(1.45)
Agora, realizando a seguinte mudanca de varidveis ¢ — h'/%¢ chegamos a
7 ﬁn/Q
e 3l - 516D = [ Dpewnd ¢ (Gosatdlor Z _
2 0
e ss (Tle] = Sle]) ) ¢ - (1.46)

Percebamos que a agao efetiva I'[¢] estd presente na equagao (1.46) num arranjo espe-

cial. Definamos, entao, o funcional

o] = I'l¢] — S[¢]. (1.47)

Suponhamos, também, que ele admite uma expansao em série em termos de um

parametro, h, suficientemente pequeno, tal qual

= i AP T™g). (1.48)
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Substituindo (1.48) em (1.47) chegamos & ezpansdo em loops da agao efetiva
Tlg] = S[o] + ) m"T™[g]. (1.49)
n=1

e, desta forma, a agao cldssica S[¢] é o termo de ordem zero nesta expansao, sendo os
demais termos corregoes quanticas a acao classica. A ordem n na expansao indica o
numero de loops associados a cada termo. Reescrevendo a eq. (1.46), com a ajuda de

(1.49), alcangamos

() ~ . o ﬁ(”_2)/2
exp{z';ﬁ”—lr%]} = / Dwexp{gw&w]wig T Snlele”
ST
— GpPrb2 5 [(b]}. (1.50)

Este resultado é de grande importancia, desde que com a eq. (1.50) podemos construir
uma teoria de perturbagoes, no parametro h, para a acao efetiva. Cada termo do
expoente, ao lado direito, tem associado a si um diagrama de Feynman. Em particular
o termo quadratico i Sa[¢] p?/2 estd associado ao propagador e os demais termos estao
relacionados as interagoes entre campos [21]. A avaliagao de (1.50) em primeira ordem

nos fornece
=1 7 —
= / Dipexp {wszm w} = (Det Salg]) 2, (151)

em que na ultima igualdade utilizamos a integragao funcional gaussiana. Consequen-

temente escrevemos
TW[4] = %m Det S¢] = %Tr In Ss[). (1.52)

E com a seguinte notacao operatorial para a forma bilinear

B = H(a,y) = S,l¢] = % (1.53)

chegamos, finalmente, a
@ = %lnDet H= %Tr In H, (1.54)

para a ac¢ao efetiva de 1-loop, cuja importancia é enorme, configurando-se como a

ferramenta padrao para os calculos de 1-loop para TQCs envolvendo, no maximo,
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campos escalares e fermionicos. No caso das teorias de calibre devemos remover uma
degenerescéncia extra, relacionada a simetria de calibre. Este assunto serd discutido
na subsecao 1.4.1.

E importante notar que em (1.54) foram usados os conceitos de determinante
funcional, Det O, e tragco funcional, Tr O, de um operador ©®. Ambos conectados

através da férmula

Det O = exp [Tr @] ) (1.55)
em que o traco funcional é dado por
O = p/d4x l}grwl/ tr O(x,2'), (1.56)
sendo p = +1 para campos bosonicos e p = —1 para campos fermionicos.

1.4 As teorias de calibre e sua quantizacao

Na construgao das TQCs, no formalismo funcional de Feynman, um ponto relevante
e tecnicamente elaborado ¢é a representacao das teorias de calibre através das integrais
de trajetéria. Desde que todas as forgas fundamentais da natureza podem ser enquadra-
das como sendo teorias de calibre [127], devemos nos preocupar com as ambiguidades
originadas devido a arbitrariedades na escolha dos campos frente as transformacaoes de
calibre. Essas ambiguidades precisam ser fixadas, de modo que consigamos estabelecer
de maneira univoca a acao da teoria de calibre em estudo. A nossa tarefa, no que
segue, é desenvolvermos um método capaz de realizar este objetivo. Para a construcao

desta sec@o utilizamos as referéncias [21, 107, 45, 85].

1.4.1 O método de Faddeev-Popov

O método de Faddeev-Popov (FP), desenvolvido por L.D. Faddeev e V.N. Popov
em [50, 44] e independentemente por B.S. DeWitt [33], é capaz de implementar a
fixacao do calibre em teorias escritas no formalismo de integrais de trajetéria. Para
isto estabelece-se um vinculo sobre os campos da teoria, de modo que o niimero de
orbitas de calibre acessiveis seja reduzido.

Seja S[¢] a acdo que descreve uma teoria fisica que contém um conjunto, ¢ (z), de

campos bosonicos (aqui o indice A inclui tanto os indices internos, quanto os indices
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relativisticos), entao, com o uso das notagoes condensadas de DeWitt podemos escrever

¢l(x) = ¢, (1.57)

em que o indice 7 agrupa o indice A e as variaveis espacgo-tempo x. Consequentemente,
nestas notagoes a derivada covariante de um funcional F[¢], com respeito aos campos

@', é escrita como

OF[¢]

F,l¢] = 7 (1.58)
e também temos
. ) .
Flil6]o6i = / iz % 56, (1.59)

As equagoes de movimento da teoria, por sua vez, se apresentam em uma forma bas-

tante condensada
S.il8] = 0. (1.60)

Consideremos uma transformacao infinitesimal dos campos ¢ com parametros
() = €7,

00" = R[] €°, (1.61)

sendo o = {a,z}. Salientamos que no lado direito desta equagao estd implicita uma

soma sobre o indice a e uma integragao sobre as variaveis x. Logo, sob a transformacao

(1.61), a ac@o S[¢] se transforma como
6S[¢] = S, R, [¢)€”. (1.62)
Impondo o principio de Hamilton somos levados a
SR [¢] =0, (1.63)

uma vez que os parametros £¢ sao arbitrarios. Se esta relagao for satisfeita sem o
uso das equagoes de movimento (1.60), a teoria descrita pela acdo S[¢] é denominada
teoria de calibre, a qual estd sujeita as transformagoes de calibre (1.61), que por sua
vez sao geradas pelos geradores de calibre R,. Por fim, os campos ¢’ sao igualmente

denominados campos de calibre. Podemos citar, pelo menos, trés exemplos de campos
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de calibre importantes: o campo eletromagnético A,(z), o campo de Yang-Mills Af ()
e o campo gravitacional g, (z).
Seja o funcional gerador das funcoes de Green da teoria dado por

Zl¢) = / D {4} &), (1.64)

em que ignoramos, por ora, o termo de fonte ¢ .J;, pois podemos adicioné-lo apenas no
final da analise sem que haja prejuizo ao desenvolvimento do nosso raciocinio. Notamos
aqui que o elemento de integracdo {¢} indica que estamos integrando sobre todas as
diferentes dérbitas de calibre. O significado desta integracao sobre érbitas é o seguinte:
a integral funcional deve, por defini¢ao, contabilizar todas as contribuig¢oes dos campos
@', com peso exp {iS[@]} para cada uma delas. Todavia, devido & simetria de calibre,
todas as configuragoes idénticas a menos de uma transformagao de calibre irao produzir
a mesma contribuicao. Isto se traduz como uma integral ao longo de uma tnica érbita
de calibre. Desta maneira, esta integral sobre a dérbita sera divergente, e precisaremos
eliminar esta divergéncia. Veremos como fazer isto no que segue.

Considere, agora, ao invés da equagao (1.64), a seguinte integral de caminho padrao

/DWSW, (1.65)

que quando comparada a forma anterior, devido a invariancia de calibre da ac¢ao S|¢],
possui uma degenerescéncia extra causada pela integracao sobre o grupo de calibre.
Desta maneira, a integracao sobre todas as érbitas deve ser fatorizada, resultando em
um fator multiplicativo, vol G, que é o volume do grupo de calibre. Sendo assim, a

equagao (1.65) torna-se

/Dgﬁeis[d’] = vol G/D{¢} et Sl (1.66)

Por outro lado, é desejavel reescrevermos a integral (1.64) em funcdo dos campos
originais ¢'. Para realizar isto, consideremos um funcional x*[¢], denominado calibre,

introduzido através da seguinte equagao
X% [g] — ¢ =0, (1.67)

em que (* = (“(x) é uma fungao arbitraria chamada de pardmetro de fizagdo de calibre.
A expressao (1.67) pode ser interpretada como uma equacao de uma superficie. Se im-

pormos que esta superficie seja interceptada uma tinica vez por cada orbita de calibre,



28 Elementos de Teoria Quantica de Campos

entdo, o numero de equagoes contidas em (1.67) serd idéntico ao niimero de parametros
de calibre da transformagcao. Logo, a integral funcional (1.64) sobre todos os campos
¢" vinculados & superficie definida por (1.67) deve incluir o fator §(x*[¢] — £). Conse-

quentemente, esta integral serd reescrita como
[ Pocssixela) - ) Al (1.68)

para um dado funcional A[¢], até entao arbitrario. Nossa tarefa é encontrar este
funcional.

Buscaremos, assim, representar a integral funcional do lado direito de (1.66) como
um produto de dois fatores. Um deles é vol G, entao, o outro deve ser a integral (1.64)
em termos dos campos originais ¢‘. Chegaremos a uma integral andloga a (1.68) com
o funcional A[¢] explicito. Nosso ponto de partida serd escrever o ansatz de Faddeev-

Popov
ale) [ Dha(ee] - ) = 1 (1.69)

em que "¢’ é o resultado da acdo de um elemento h, pertencente ao grupo G das
transformacoes de calibre, sobre os campos ¢'. Sendo a integral sobre h uma integral

formal, com respeito ao grupo de calibre, teremos
/Dh | = vol G. (1.70)

Se, entdo, multiplicarmos (1.65) pela unidade, na forma (1.69), alcancaremos
/ Dg Sl = / D¢ Dh e §(x["p] — () Alg). (1.71)

Facamos, assim, a seguinte mudanca de varidveis "¢* — ¢’ em (1.71). Uma observacao
importante é que para a teoria gravitacional existem parametrizacoes dos campos ¢’
para as quais os geradores associados dependem linearmente dos campos. Neste con-
texto, o jacobiano da mudanga de varidveis acima é uma constante que pode ser ig-
norada. Além disso, esta parametrizacao pode ser vista como uma transformacao de

calibre. Assim, os funcionais S[¢| e A[¢] sdo mantidos invariantes. Logo,

[poeser = [on [ Does@s((o) - )a00)

~ vlG / Do 519 (3 (8] — () A4, (1.72)
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Se, agora, compararmos (1.66) com (1.72) chegamos a

/ D {4} 519 = / D e §(x" (8] — ()A[4). (1.73)

Esta equacao nos possibilita o estabelecimento de uma integral funcional para uma

teoria de calibre, isto é,
[ Do s 1o] - 061 (1.74)

No entanto, ainda precisamos determinar o funcional A[¢]. Observando a eq. (1.74)
percebemos que este funcional deve ser calculado sobre os campos ¢?, os quais devem
satisfazer (1.67). Desta maneira, é suficiente que integremos sobre h préximo ao ele-
mento identidade para os campos ¢, os quais obedecem (1.69). O que ¢ implementado

através da seguinte relagao
b5l =+ 560 = o + R0l (1.75)

Uma integral sobre o grupo de calibre, considerando a medida Dh, nas proximidades do
elemento identidade é uma integral sobre os parametros £%, de tal forma que podemos

trocar sem perda de generalidade Dh — DE. Assim, teremos
1= A [ DSl + R fole7) - )
— o) [ DB+ xR - )

-1

= Al / DE 5(¢%) (Det v {6 R ,[8]) " (1.76)

em que para obter a ultima igualdade utilizamos o fato de que os campos ¢* devem

satisfazer (1.67). De maneira imediata a equagao (1.76) nos fornece que
Alg] = Det M7 ¢], (1.77)
sendo
M, 18] = X, (6 Rislg]. 178)

Consequentemente, a integral (1.68) pode ser posta na forma

/ DS 5(x*[] — £) Det M? [4). (1.79)
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Alertamos que a eq. (1.79) pode ser reescrita de uma maneira ainda mais 1til. Para
isto, introduzimos um funcional G,s(¢], de modo que possamos formar uma unidade

com ele, tal qual

1 = (Det Gaglg])"? /D€ exp {%60‘ Gopld] eﬁ} . (1.80)

Multiplicando a eq. (1.79) por esta unidade chegamos a

/ Do exp { 16+ 5 X°16] Gasld] 16 Det: M (6] (Det Gaﬁ[eb])”?} - (18

O determinante da matriz M“; admite uma representacao integral funcional sobre

campos anticomutativos, ou seja,
(e 7 i A o
Det]\/[ﬁ[qb]:/DCDC exp{iCaMﬁC'B}, (1.82)

em que os campos C, e C” sdao os chamados fantasmas de Faddeev-Popov. Eles sdo
campos bosonicos com estatistica fermionica, logo, nao podem ser campos fisicos. Jus-
tificando, assim, o nome fantasmas. O mesmo tipo de representacao pode ser utilizada

para expressar o Det / 2Gop[¢] como
(Det Goplg])? = /Db exp {% b Gag bﬁ} . (1.83)
Usando estas representagoes somos capazes de reescrever a eq. (1.81) na forma
/ch DC Db exp {i (S[¢] + Sar|d] + San[, C,C,b]) }, (1.84)

em que S é a acao original da teoria, Sgp é a acdo de fizacdo de calibre*, dada por

1

Sr|¢] = 5 X*[¢] Gapl9] X71e). (1.85)

e Sapn é a acao dos fantasmas®, expressa como

_ _ 1
Senle, C,C,b] = Co M C7 + 5 0% Gapld] v, (1.86)

4Gauge Fixing, em inglés.
5Ghosts, no inglés.
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sendo o campo b, o assim denominado, terceiro fantasma. A eq. (1.84), juntamente
com as defini¢oes (1.85) e (1.86), é utilizada para estabelecer a defini¢do do funcional
gerador das funcoes de Green de uma teoria de calibre. Este funcional gerador tem a

seguinte forma
Z[J] = /D¢> DC DC Db exp {i (S[¢] + Sarld] + Sanld, C,C.0 +¢" J;) }, (1.87)

em que j4 incluimos o termo de fonte ¢ J;. Facamos uma observacio importante para
os nossos célculos futuros. O funcional G,p[¢] geralmente nao depende dos campos,
sendo assim, o Det */ 2G,5|¢] é constante e podemos omiti-lo. Dessa maneira, o terceiro
fantasma ¢ irrelevante, inclusive para o nosso calculo no capitulo 3.

Por fim, com o uso do funcional (1.87) podemos realizar, também, um procedimento
andlogo aquele que ultilizamos na subsecao 1.3 e considerar a espansao em [oops da

acao efetiva. Neste caso, a expressao (1.87) escrita na ordem de 1-loop fica

T~ /quDc DC exp {Z Bs,ij[cb] o' + %SGF,z‘j[qﬁ] ¢' ¢+ Ca M[d] Oﬂ] }

= Det -1/2 (57 ij [Qb] + SGR ij [Qb]) Det Maﬂ [¢] (188)
Consequentemente,
f(l)[qb] = %Tr In (S ij[6] + Sar,ij(¢]) — i Tr In M?%[¢]. (1.89)

Agora, usando as definicoes H = Sii + Sarij e FIGH = M9, podemos reescrever a
equagao (1.89) como

I = %Tr InH —iTr InHegy. (1.90)

Esta férmula é a generalizacao da equagao (1.54) para as teorias de calibre, por isto,
sua importancia é central. Serda com ela que efetivamente calcularemos, no capitulo 3,

as divergéncias de 1-loop para o problema proposto nesta tese.

1.5 O método de campo de fundo

Em consonancia com a subsecao anterior, discutiremos aqui, sucintamente, uma

técnica bastante 1til na quantizacao dos campos de calibre, cuja principal vantagem
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¢é a sua capacidade de manter explicita a invariancia de calibre de uma teoria classica
mesmo apods a sua quantizacao. Esta técnica se chama método de campo de fundo e
foi introduzida por B.S. DeWitt em um contexto cuja aplicabilidade se restringia a
processos de 1-loop [33]. A sua posterior extensdo para todas as ordens da expansao
perturbativa foi desenvolvida por vérias pessoas, entre elas: 't Hooft, DeWitt, Boulware

e Abbott [2].

No estudo de uma teoria de campos de calibre comegamos primeiro estabelecendo
uma acao invariante de calibre® que descreva a teoria de interesse. Todavia, para
quantizarmos a teoria um calibre deve ser escolhido. Além disso, a acao total consiste
da soma de uma acao classica, uma acao de fixacao de calibre e uma acao dos fantasmas
de Faddeev-Popov, tal qual mostramos na subsecao anterior. Logo, esta acao total nao é
um invariante de calibre. Desta maneira, no método de campo de fundo o formalismo
¢é estruturado de modo que a invariancia de calibre, explicita na acao original, seja,
também, explicita na acao de fixagao de calibre e na acao dos fantasmas de Faddeev-

Popov.

Como vimos anteriormente, as fungoes de Green G, (z1,s,...,2,) sdo obtidas
através do cédlculo das derivadas funcionais do funcional gerador Z[J] com respeito
a fonte J(z). No entanto, estas fungoes de Green sao fungdes de Green desconectadas.
Sendo assim, elas nao contribuem para a matriz S da teoria, ou seja, aquela que nos
possibilita o cdlculo de secoes de choque e taxas de decaimento. Em vista disto, defi-
nimos o funcional gerador W[J] das fung¢oes de Green conectadas, aquelas que de fato
contribuem para a matriz S da teoria. Vimos, ainda, que um objeto de grande im-
portancia é a acao efetiva, I'[¢], dada pela eq. (1.35). Esta gera todos os diagramas de
Feynman do tipo 1PI (one-particle-irreducible), aqueles diagramas que sao conectados
e ndo podem ser desconectados pelo corte de somente uma unica linha interna [28]. O
método de campo de fundo, como mostraremos, é um procedimento eficiente para o

calculo da acao efetiva.

Iremos aqui considerar apenas teorias gerais, que nao sao invariantes de calibre.
Construiremos, assim, os argumentos principais do método, os quais podem ser esten-
didos para as teorias de calibre de maneira imediata. Desta forma, dado o funcional

gerador Z[J], definido pela equagao (1.27), consideramos um novo funcional gerador,

50u seja, aquela que ndo é alterada sob uma transformacao de calibre, equagio (1.61).
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Z [J], obtido através da seguinte mudanca nas variaveis de campo na acao classica
0 = '+ (1.91)
Desta maneira, o novo funcional gerador sera

Zunri/pwawWMWﬂ, (1.92)

sendo ele dependente tanto da fonte J(x) quanto do campo de fundo n'. Por analogia

direta, podemos definir o funcional

WJ,n] = —i In Z[J, ] (1.93)
e o campo médio
~ oW
¢ = ST (1.94)
além da acao efetiva
Flo.n) = W) = 7 . (1.95)

Realizando uma nova mudanga de varidveis ¢ — ¢' — 1’ na eq. (1.92) somos capazes

de relacionar os funcionais geradores Z[J, 7] e Z[J] através da equagao
Z[J.n) = Z[J] e, (1.96)
cujo logaritmo nos fornece
W, =WI[J] - Jn. (1.97)
Diferenciando (1.97) com respeito a J(z) e usando as equagoes (1.34) e (1.94), obtemos
¢ =0 —n. (1.98)
Logo, a partir das férmulas (1.35) e (1.95) chegamos a

Llg,n) = W[J] = Jn—J¢+Jn=T[g]. (1.99)

Invertendo a equagao (1.98), podemos escrever ainda

(6, ] = T[6 +1]. (1.100)
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As relagoes (1.99) e (1.100) s@o de grande importancia. Um caso especial de interesse

é aquele em que fazemos 5 =0 em (1.100). Resultando, entao, em

1[0, 7] = I'[n). (1.101)

Desta maneira, vemos que a acao efetiva f[gg, n] é a acdo efetiva habitual calculada
na presenca do campo de fundo 1. Por outro lado, a acdo f[O, n] nao depende de gg
sendo, portanto, a soma dos diagramas de vacuo do tipo 1PI na presenca do campo
de fundo n’. Para o cdlculo de f[O, n] podemos tratar o campo de fundo 7' de maneira
perturbativa. Nesta abordagem o campo de fundo é considerado arbitrario. Calculando
a parte quadrética da acdo com respeito ao campo ¢’ somos capazes de estabelecer o
propagador da teoria, sendo os termos nao-quadraticos responsaveis pelas interacoes
campo-campo. Com isto, podemos calcular qualquer funcao de Green do tipo 1PI.
Uma extensao para as teorias de calibre no contexto da teoria de Yang-Mills, onde
inclusive é mostrada a invaridncia de calibre da acao efetiva, pode ser encontrada
em [2]. Por fim, salientamos que a aplicagdo do método de campo de fundo para as
teorias de calibre é completamente analoga a realizada aqui com uma tunica diferenca
crucial: a necessidade da fixacao de um calibre. Mostraremos este procedimento em

funcionamento no capitulo 3.



Capitulo 2

O Método de Heat-Kernel para o

calculo de divergéncias a 1-loop

O método de heat kernel ! é um tema extensivamente estudado devido a sua vasta
gama de aplicacoes tanto em Fisica, quanto em Matematica. Na Fisica ele é capaz de
nos fornecer, por exemplo, o comportamento para propagadores a pequenas distancias,
divergéncias a 1-loop, anomalias quanticas e pode ser usado também em calculos en-
volvendo o efeito Casimir e condensados de Bose-Einstein [118]. J& em matemaética,
é uma ferramenta poderosa no estudo do teorema do indice de Atiyah e Singer e no
estudo de operadores diferenciais em variedades nao triviais. Naturalmente, muitas sao
as areas em que foram sentidas suas influéncias: as teorias quanticas de gravitacao, a
teoria de cordas e as teorias quanticas de gauge sdo alguns exemplos [120].

Lembremos que no capitulo 1 aprendemos que as correcoes quanticas a 1-loop, da

acao efetiva podem ser escritas como

= %Tr InH. (2.1)

Uma variacao desta agao, com respeito a parametros externos, ¢é realizada através do

operador bilinear H associado a S )
ST = %Tr H'6H. (2.2)

Um fato importante é que o operador H! admite a representacao integral de Fock-

'Em teoria de campos, também chamado de técnica de Schwinger-Dewitt.
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Schwinger-De Witt
' = z/ ds e H, (2.3)
0

em que integramos sobre o tempo-préprio s, para mais detalhes veja: [102], [32] e [9].
Substituindo (2.3) em (2.2) obtemos

_ ; o0 N\ 1 o0 P
ST = %Tr (z / dse”H) 6H = 5T / ds e SIS E
0

0

= 5<—£Tr/ ﬁe_“ﬁ). (2.4)
2 0o S

Com o auxilio de (2.4), reescrevemos a agdo efetiva a 1-loop como

_ ) o d -
= _’q / 20 misH (2.5)
2 0o S

a menos de uma constante aditiva que pode ser desprezada com seguranca.

No integrando de (2.5), o termo
U (s) = e sl (2.6)

é denominado operador de evolugao ou heat kernel [9]. Desde que no espago das coor-

denadas podemos representa-lo como

~

U(x,2|s) = (ale™|2), (2.7)
é possivel verificar que ele obedece a uma equacao dinamica do tipo-Schrodinger

i%%(m,x']s) = —HU (x,2'|s), (2.8)

em que o parametro s é, naturalmente, uma coordenada tipo-tempo. A equagao (2.8)

devemos implementar a seguinte condi¢ao inicial

~

U (x,2'|0) = 6(z — ). (2.9)

Desta forma, solucionando a equagao dinamica (2.8), somos capazes de obter uma
expressao para o operador evolucdo e em tltima instancia obter I'V.

Vamos agora supor que o operador bilinear, H, possa ser escrito na forma minima

H=10+1I, (2.10)
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em que II é, a principio, uma matriz arbitraria dependente do modelo da teoria de
campos em questao. Entao, segundo [102] e [32] é possivel solucionar a equacao (2.8)

através do seguinte ansatz

- ) z,2")]? io(z, )] —
U (x,2|s) = ESE 2 ;2 ) exp {%] Z(is)"dn(x,x'), (2.11)

n=0
em que o(x,7') é denominado intervalo geodésico® e equivale & metade do quadrado

da distancia geodésica entre os pontos z e z’; Z(x,x') é o determinante de van Vleck-
Pauli-Morette, dado por

Do (x, )
A )
D(x,x') = —det [—6m“8xw ] (2.12)
Podemos ainda definir a bidensidade escalar de van Vieck como
Az, 2') = g7V (2)D (2, 2" ) g V2 (2)), (2.13)

que nos serd bastante 1til no que segue, enquanto que os termos a,(z,z’) sdo os co-
eficientes de Hadamard-Minakshisundaram-Dewitt (HAMIDEW)? ou, simplesmente,
coeficientes de DeWitt. Estes sao de grande importancia para a determinacao de di-
vergéncias e anomalias em TQCs. De particular utilidade sao os valores destes coefici-
entes no, assim chamado, limite de coincidéncia, isto é, quando x — x'.

Com o objetivo de conciliarmos a técnica de Schwinger- DeWitt com o procedimento
de regularizacao dimensional é importante generalizarmos nossas expressoes para um
espago-tempo 2w dimensional, podendo o parametro w inclusive ser complexo [70].

Sendo assim, devemos generalizar a expressao (2.11) para

. ' NE& ' N 4
W a,)s) = g e | o), 214
em que Q(z,2') = Y200 (is)"an(x,2'). Substituindo a solucdo (2.14) na equagio

dinamica (2.8), obteremos uma relagdo recursiva que nos habilita a determinacao dos
coeficientes de DeWitt. Calculando, entao, separadamente as derivadas de (2.8), obte-

mos para o termo com derivada tipo-tempo o resultado

) P2 io 0 A WAl = .
10U = (i) exp <2_5> {—252+wQ — 51+wQ + Zn(zs) Qn, ¢ - (2.15)

n=1

20u fungdo mundo [116].
3Como estabelecido em [54].



38 O método de Heat-Kernel

J& para o termo com o d’Alembertiano,

e T 1/2¢ w /20y yH io
R

+ 2'?00 [exp (%)} } , (2.16)

em que omitimos as dependéncias em x e ' para uma notagao mais limpa. No cédlculo

do tltimo termo do lado direito da equacdo (2.16), chegaremos a uma estrutura da

forma 0% 0,,. Esta estrutura pode ser avaliada através da importante relacao

1
o=-o0lto

50" T (2.17)

cuja prova pode ser encontrada em [32]. Apds algumas manipulagdes reescrevemos a

equagao (2.8) como

_exp (io/2s) W26 L n—1gyl/25 1/24
0 = “ars { S@ Q—l—zZn(zs) D <ay, 1|:!<@ Q)

n=1
1 1/2¢ L i
+ v, (220) o) 4592000 ¢ (2.18)
s s
Analisemos primeiro a aproximagcao de ordem zero da eq. (2.18)

0— exp (10/2s) gLz} _ ‘_‘Jdo _ig-120 (@1/2%)
(4ms)w s

1 1
+ ;@_1/2 0‘7” VM (@1/2d0) + 2_st DU} (219)

E importante salientar que o segundo termo de (2.19) é de ordem O(s°), enquanto
os demais sdo de ordem O(s!). Desta forma, o segundo termo sé serd relevante
para determinacao dos a, com n > 1. Multiplicando essa equacao por s e usando a
identidade

Oo=2w—-0l2"9,,, (2.20)

cuja prova encontra-se no apéndice A, ficaremos com

A

0= —wig+ 7701V, (7" a0) + T (2w =0/ T7'9.,.). (2.21)
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que apos algumas simplificagoes nos leva a
o'V ,ap = 0. (2.22)

Esta é a primeira das relagoes de recorréncia desejadas. A segunda relagao é obtida

quando reconsideramos novamente a equacao (2.18) na forma

WY (is)an — > _n(is)'an, + 277 (i) O (2" an)
n=0

— n=1 n=0
oo 1 o
- TGV (P )0 3> B =0 (22
n=0 n=0

Substituindo n — n+ 1 em todos os termos cujas poténcias de is sao n, e manipulando

a equacao resultante chegamos a

> (is) Y [w i = (4 Vit + 272 0(2 ) = 77200, (7Y i)

n=0

Hapr: o — 220V, (20 L0 d| =0 2.24
= U + |wag — o, u( ao)—i oag| = 0. (2.24)

Agora, manipulando os termos no interior dos tltimos colchetes e fazendo uso das
equagoes (2.20) e (2.22), podemos mostrar que estes termos combinados dao zero.
Além disso, se substituirmos 2 por A, com o auxilio de (2.13), e usarmos o fato de

que a métrica é covariantemente constante, entao, somos capazes de escrever
1
Wang1 — (N4 D + A0 (A2 a,) — ATV 00V, (A2 Gppy) — 50041 =0,
(2.25)

em que subentendemos a soma, de zero a infinito, sobre todos os indices n, e ignoramos
as constantes multiplicativas globais. Com mais uma substituicao de 2 por A na
relacdo (2.20), e com o célculo da derivada V, (AI/ 2 dn+1), conseguimos, finalmente,

ap6s um trabalho algébrico, obter a segunda relagao de recorréncia
AP0 (AY24,) = (n+ Daggr + 0,1V, (Gnga) - (2.26)

Um fato importante é que esta é a relacao obtida para a solugao em que H=10O.
Considerando um operador bilinear mais geral, do tipo H=10+1I, a segunda relacao

de recorréncia se modificara para

AV20(AY2a,) + ay, = (n+ Déanr + 0"V, (@nga) (2.27)
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conforme pode ser visto em [23].

Como alertamos anteriormente, é importante para os nossos propositos apenas o
limite de coincidéncia dos coeficientes de DeWitt. Isto se deve ao fato de que na formula
para a agao efetiva, equagao (2.1), o trago funcional inclui o limite em que z — 2.
Sendo assim, dadas as relagoes de recorréncia (2.22) e (2.27) é possivel, através de um
calculo laborioso e o uso intenso de diversas identidades envolvendo as derivadas da

fungao o(z, x'), obter os seguintes valores para os trés primeiros coeficientes de DeWitt

ao = 1;
dl = A;
e = b R’ R, +OR) +2P+i0p41g 2.28
az = g( pvap — flu T )+§ +6 ""5 s ( )
em que definimos
a, = lim a,(z,z'), (2.29)
z—z’
comn=20,1,2,..., e os operadores
~ ~ 1
P = I+ ER’ (2.30)
gpu = [v,ua Vl/] = vuvu - vuvu, (231)

em que estabelecemos a definicdo do comutador [V,,V,]. Os limites (2.28) foram
calculados pela primeira vez por B.S. DeWitt, veja, por exemplo, [31, 32]. J& o limite
do coeficiente ag(z, ') foi calculado por Gilkey em [55] e o do coeficiente a4(x,z’)
por Avramidi em [9]. No dltimo cédlculo Avramidi desenvolveu novas técnicas para a
obtencao deste limites, ja que a cada termo da expansao a exigéncia computacional
aumenta consideravelmente.

Vislumbramos a importancia dos coeficientes de DeWitt ao substituirmos a equacao
(2.14) na equagao (2.5) para chegar a

i > ds z, ') io(z,2")] —
F) _ iy /O %%exp {%1 S i) (e 7). (232)

n=0

O limite inferior desta integral corresponde ao limite ultravioleta, o que pode ser visto

pela analise dimensional de s, que tem dimensao de comprimento ao quadrado. Entao,
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pequenos valores de s corresponderao a pequenos comprimentos. O que significa que a
técnica de Schwinger-DeWitt é adequada para o estudo de efeitos locais, tais como: a
polarizacao do vacuo e as divergéncias de uma TQC. No espago-tempo quadridimen-
sional apenas os termos contendo os coeficientes ag, a; € ao em (2.32) sado divergen-
tes, sendo que estes coeficientes definem, respectivamente, as divergéncias: quarticas,
quadraticas, e logaritmicas. E importante salientar que no esquema de reqularizacao
dimensional, em quatro dimensoes, os termos contendo ag e a; se anulam, enquanto
que o termo contendo as é o Unico que contribui para a determinacao das divergéncias.

Logo, na regularizagao dimensional a equagao (2.32) se reduz a

n—4
f‘t(i;)) = _MT /d4.’17 vV —gtr dz(!ﬂ,%), (233)

em que € = (47)%(2w — 4) é o parametro divergente do esquema de reqularizagao e p é
o parametro dimensional da renormalizacao.

As férmulas (2.32) e (2.33) sao de grande importancia por possibilitar o célculo das
divergencias de uma TQC, até mesmo no espago curvo ou em gravitagao quantica. E
relevante notar que elas valem apenas para operadores minimos, do tipo (2.10). Para
situagoes mais complicadas como, por exemplo, aquela envolvendo operadores nao-
minimos, é preciso utilizar a técnica de Schwinger-DeWitt generalizada desenvolvida
por Barvinsky e Vilkovisky [23]. J& para situagoes em que os campos de fundo oscilam
rapidamente e/ou sdo muito intensos precisaremos recorrer a teoria de perturba¢do

covariante desenvolvida por Vilkovisky et al. [120].



Capitulo 3

O calculo das divergéncias de 1-loop
na parametrizacao mais geral
possivel para a métrica quantica e a

analise on-shell dos resultados

Neste capitulo desenvolvemos os calculos relativos ao nosso trabalho [56], em que
consideramos o calculo das divergéncias de uma teoria quantica de gravitagao, baseada
na agao de Einstein-Hilbert (EH) com a parametrizagdo mais geral possivel para a
métrica. Utilizamos o método de campo de fundo e a técnica de Schwinger-DeWitt ao
longo deste desenvolvimento, que serd efetuado em um espago-tempo D—dimensional.

Comecamos considerando a acao de EH na forma
1
5= —j/de\/_—g(R%— 20), (3.1)
K

em que k2> = 167G e A é a constante cosmoldgica. Logo, as equacdes de movimento
extraidas desta agao, via principio de Hamilton, correspondem as equacoes de campo

de Finstein no vacuo
1 48

- V=g 59#1/

E um fato conhecido! que, através da exigéncia de covariancia e de argumentos de

e

= R" — %(R +27)g" = 0. (3.2)

power counting, que podemos estabelecer para a parte divergente da acao efetiva a

Weja, por exemplo, [108].
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1-loop, a forma

= % /d4x\/—_g {a1R} 05+ 2R25 4+ sR* + csOR+ csR+ 6}, (3.3)
em que 1/e é um coeficiente divergente.

As ambiguidades na determinacao de I' 22) devem ser proporcionais as equacoes de
movimento [121, 21]. Além disso, na regularizacao dimensional a covariancia geral é
mantida, veja, por exemplo, o capitulo 8 do livro [21]. Por outro lado, o teorema de
Weinberg [127, 128] nos diz que estas ambiguidades sao locais, logo sua forma mais

geral é

o) = T () — T4 (a?)

%

= % /d4x\/—_g (b1 R, + b2 Rg + b3g, A + b4g,, 0+ 05V, V) e, (3.4)
em que os «; indicam o conjunto de parametros possiveis para a fixacao de calibre e/ou
para a parametrizagao da métrica. Em particular, os valores a? j4 estdao associados a
alguma escolha particular destes parametros. Ja, os by 2 5 dependem da escolha dos ;.
Salientamos que esta dependéncia s6 pode ser conhecida através de cédlculos explicitos.

Uma observagao relevante é se A = 0 a equagao (3.4) nos diz que o contratermo de
Gauss-Bonnet é o tinico que nao pode ser anulado por uma escolha de fixagao de calibre,
resultado descoberto por calculo direto em [69]. Sendo a matriz S correspondente ao
limite on-shell da acao efetiva, esta deve ser finita para A = 0. Por outro lado, quando
A # 0 a andlise torna-se mais complicada. Neste caso, pelas identidades de Bianchi
podemos verificar que o parametro bs; nao contribuira para as divergéncias. Sendo
assim, podemos escolher quatro parametros b 2 34 para fixar os seis coeficientes ¢y 5 ¢,
implicando que somente duas combinagoes destes coeficientes podem ser independentes
de calibre.

Ainda sobre as ambiguidades na fixagao de calibre, podemos mostrar que os parametros
¢12,..6 devem ser modificados segundo

(

o — O
Cy — Co+ bl
c3 — C3— (bQ + % bl) (3.5)
cy — c4—by
s — C5— (1)1 + 4by + bg)A
[ 6 — g — 4bgA\?
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Desta maneira, as inicas duas combinagoes invariantes de calibre sao
Cit € Cijpy = Cg — 4AC5 + 4A2CQ + 16A203. (36)

Em outras palavras, estas quantidades nao se modificam sob mudancas nos parametros

de fixacao de calibre a;. Com esta escolha de parametros, as expressoes on-shell para

a acao cldssica e para a parte divergente da acao efetiva de 1-loop sao?

2A
S = = [ d'av/—g (3.7)
on shell K
(1) L —
Fdiv onshell - E /d TN —g {CIR/WQ/@ + Cinv} , (38)

as quais, naturalmente, consistem apenas de quantidades invariantes de calibre, como
deveria de ser. Este fato é a origem da equac¢ao do grupo de renormalizag¢ao on-shell,
resultado reportado em [51]. Este tipo de consideracdo pode ser estendida para mo-
delos tedricos na abordagem de Einstein-Cartan com constante cosmoldgica e corrente
espinorial externa, como discutido em [22, 113].

3 mostram que a expressao (3.4) poderia ser aplicada também

Consideracoes gerais
as ambiguidades na parametrizacao, as quais sao mais dificeis de serem estudadas.
Contudo, neste caso os argumentos nao foram estabelecidos com o mesmo grau de
generalidade e seguranca que no caso da dependéncia de calibre [121]. Portanto, é uma
pratica justificada realizar calculos explicitos para conferir as caracteristicas de (3.8)

para parametrizagoes especificas.

3.1 O método do campo de fundo

3.1.1 A parametrizacao mais geral

Nosso proposito é obter os dois primeiros coeficientes de DeWitt nao triviais, ou
seja, a; e aq, considerando a parametrizagao da métrica quantica mais geral possivel.

Para este fim, usaremos o método de campo de fundo que nos permite decompor a

2Observamos que o coeficiente global de S|opn shen correto é 2A. Em nosso artigo [56] este coeficiente

contém um erro de digitagao.
3Veja, por exemplo, [119].
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métrica na forma

9op + £(110ap + 120905)

——

+ K'2 (73¢ozp¢§ + 74¢pw¢pwga5 + 75¢¢oz,6’ + 76¢2ga5):| ) (39)

em que ¢, e o sao campos quanticos e ¢ = ¢l. Estabelecemos, também, que todos

os fndices sdo abaixados e elevados com a métrica de fundo g, e sua inversa g*°.

ceey

escolha de variaveis quanticas.

E importante notarmos que, como consequéncia do fato de que os calculos das
divergéncias a I1-loop s6 necessitam da parte bilinear da agao, é possivel verificar que
a configuragao (3.9) representa a escolha mais geral possivel para a parametrizacao da
métrica quantica.

Se reescrevermos a métrica como: gag — gi5 = Jap + has, teremos as seguintes

expansoes correspondentes
gaﬁ N glaﬁ _ gaﬁ _ ha,B + ha)\hf 4.

1

4

1 1
V=g — \/—g’Z\/—_g(1+§h— hiﬁ+§h2+---)

R - R=R+RW L R® ... ’ (3.10)

em que a perturbagdo métrica pode ser obtida por meio da eq. (3.9), depois de reali-
zarmos a expansao em séries de poténcia do termo exponencial contido nessa equacao,

tendo como resposta
hag = kh4) + K2A) + - (3.11)
com
h$) = Y as+ (120 +270) gas

hr(jfz’ = 27710 Gag + V3 0ap O+ (2170 + 2770 0+ Y4 5y + 76 97) Gap
+ Y5 ¢ Pag- (3.12)
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Na férmula (3.11) os pontos indicam os termos de ordem superior nos campos quanticos,
que sdo irrelevantes para os cdlculos de 1-loop. J4 na equacdo (3.10) as corregoes de
primeira e de segunda ordem do escalar de Riemann sao calculadas através das seguintes

férmulas gerais

RY = V,Vzh*® —Oh — h*™ R,

1
R® = h(V,Vsh — VoVah + Ohas — VaVah3) + VAVAS — 1V hVah
1 3
— VahWVhf — §h§“VQh” + vagv%ﬁ + h*%hf Ryp. (3.13)

Logo, a correspondente expansao da agao (3.1) no campo quantico h,, fica dado por

628

a Py + -+ (3.14
B5ha,35h,w K (3 )

oS

Slg + Al _S[g]—l—/de\/—gWhW—i-/d z\/—gh
%

Observamos que é preciso um certo cuidado ao considerarmos (3.14), pois existirao

estruturas de segunda ordem que serao originados do termo linear em h,,,, uma vez que

mz
este também contém objetos de ordem superior. As possiveis fontes de termos bilinea-

res sdo obtidas a partir de trés diferentes produtos: (v/—¢)® (R 4+ 2A), (v/—g) RY
e (vV—9)YR® . Logo, com os resultados destes calculos podemos reescrever a acio de

EH até a segunda ordem nos campos quanticos, cuja representacao simbdlica é S

529
h(b) 1
B Nl " (3.15)

S — m2/dDm\/_—g§h( /de\/_h
uv

3.1.2 A acgao bilinear nos campos quanticos

Por meio da equagao (3.15), depois de uma longa algebra, e colecionando termos
quadraticos nos campos ¢,,, € o somos capazes de escrever a forma bilinear da acao de

EH na forma
(2) _ aB,uv d2 ozﬁ v ds vyrayfB aB v
S dx\/_{%ﬁ[ 50O — gD+ I (VY 4 gtV

d
= GOV 2L MO b+ G [0V + (1970 + g™

+ Al3RYP 4+ &gaﬁR] o+ o [s10+ s2A + s3R| a}, (3.16)

com os coeficientes dispostos a seguir:
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e setor ¢o¢:
d = dy=77,
dy = % +2(D =217+ (D—2)(D—-1)3,
ds = v+ (D —2)m; (3.17)
e setor ¢o:
bo = (D—2)mr,
L = =(D=2)[n+(D—1)yr
by = D(y1+Dy)r,
ly = —(D—2)yr,
D -2
€4 = ( 9 ) [’}/1 + (D — 2)’)/2] T, (318)
e setor oo
s1 = —(D—2)(D—1)r?
sy = D7
D — 2)?
S3 = ur? (3.19)
2
Sendo os objetos tensoriais, expostos em (3.16), definidos por:
e a delta de DeWitt:
1
0 = 2 (™9™ + g*g™) . (3.20)
que é a matriz identidade no espaco dos campos simétricos de rank 2;
e 0 operador M:
Moc,@,;u/ lRauﬁV . (1 + xl)éaﬁ,uuR + (1 + xZ)Raugﬁy
2 4 2
1 1
- Z%‘) (Roog 4 Frge?) o | ;x4>gaﬁg“”R, (3.21)
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com

21 = =2y + (D — 2)] /77,
Ty = —273/7%7
z3 = (D —4)(v2/m) + 2(v/71),

24 = 2(D — 4)(v2/m) + (D = 2)(D — 4)(3/73) + (4/77) [vs + (D — 2)y6] ;
(3.22)

e 0 operador L:
LoAmr = gofm %(73 + Dryy) 5P — % (95 + D6) g™ g™ (3.23)
€,
e 0 operador K:

KO&B#V _

1 1 )
1 {7?5“5”“’ -3 [ +2(D — 2)717 + D(D — 2)73] g*°g* } :
(

3.24)

O tensor K é um ob jeto matematico importante. Ja que, apos a fixacao de calibre, que
efetuaremos na secao a seguir, com uma escolha minima para os parametros de calibre,
o operador K representara a delta-métrica de DeWitt generalizada para o espaco dos
campos em consideragao.

Dito isto, cabe uma explicacao sobre as notagoes condensadas que utilizamos nas
equacoes anteriores, nas quais todas as simetrias algébricas estao implicitas. Para obter
as equacgoes completas devemos escrever os termos levando em consideragao todas as

seguintes permutacoes de indices

(@B) < (pv),  (aep),  (pew)

Por exemplo, os termos R*** e R g% devem ser entendidos como sendo

1
ROHBY Z (Rauﬂlf + RovBh + RBvan + Rﬁ/w”’) , (325)

1
Raugﬂy N Z (Ra,ugﬁu + Ranﬂu + Rﬂvgau + Rﬂugw) 7 (326)

em que as simetrias estao restauradas.
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3.1.3 A acgao de fixagao de calibre

Consideremos a a¢dao de fizacdo de calibre

t%p———/ﬁqm/ 9 XuX", (3.27)

em que
Xp = vp¢z - BlquS - BQVMU (328)

é a funcao de fixacao de calibre e o, By e Py sao os parametros de firacao de cali-
bre. Realizando a contracdo x,x*, com o auxilio de (3.28), integrando por partes e

substituindo o resultado em (3.27) obtemos a forma bilinear de Sgr,

é(ywvavﬁ+4f5V“V@

63 O'DO’}. (3.29)

1
52 t/dew’_{¢mg gVevE —

2/3152 4?0 — 252 2P gags |,

+ ﬁ12 af ,uZ/D
PR Py + Qap

Comparando S® com Sg}, observamos que para os valores

2 1 r

”Yl gi!
a acdo total, S —|—S(G2 }, é minima. Isto quer dizer que, para essa escolha de parametros
de calibre o correspondente operador bilinear contém apenas derivadas do tipo [1 =

gV ,V,. Logo, a acao total em sua forma bilinear minima ¢é

s ﬂ”+$&n:—fﬁmﬁﬁ{%gMWWD—QDWWA+ﬁAWWﬂ@w

+%5afﬁhwwwA+@Hw+@wwﬂa+a@D+@A+@mU}(3&)

em que

. 2 N D(D -2
b =— (71 + Dyo)r, 51:‘“_L§__lﬁ- (3.32)

E notavel que possamos obter a forma minima do operador bilinear para uma parame-

trizacao arbitraria e completamente geral, assim como a nossa.
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3.1.4 A decomposicao em partes sem traco e no trago

Um procedimento de grande utilidade, por tornar os cédlculos mais simples, é de-

compor o campo quantico em uma parte sem trago (¢nz) € outra no seu trago (¢)

- 1
Pap = Gap + Egaﬁﬁba (3.33)

2 . .
separando em St(Ot)al as matrizes dos operadores de interesse em setores de naturezas

distintas. Chegamos, assim, a

— 2 _ o _
Stotat = = / Py —g{%ﬁ [%5"‘5””@ —2(1+21)A) + ﬁMaﬁ,W} B
T Q_Saﬁ [_QZZRQB] ¢+ &aﬁ VSRO{B] o+ ¢ O+ yo A+ ysR] ¢

+¢ [&D—i—@gA—i—ggR] 0+O’[§1D+82A+S3R]O’}, (334)

com coeficientes

2 (D —4) 35
Zl:_v—%(fygth%), 2= "5 71(’71+D’72)+5+57
~ (D—2)? D—-2
63:%(714‘1)72)7”, ylz—( 3D (714‘ 72)27
D -2 1
yzz( 1D )(71+D72)2+5(73+D74)+(75+D%)>
(D=2 2
y?’_W (D —4)(v1 + Dvy2)” +4(y3s + Dya) +4D(v5 + D) ¢ (3.35)

Definimos, também, o projetor no espago dos tensores sem trago
sab,uv af,uv 1 af v
R =y — 5979 (3.36)

e o operador

(1+ )

i 1 _
af,uv _ Ra,uﬁu . 6a,8,uuR
M 5 1 +

1
1+ 2) z“) Revg™. (3.37)
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3.1.5 Fixacao do calibre conforme

Para remover a degenerescéncia remanescente relacionada a simetria conforme,

fixamos esta simetria através de

o = B30, (3.38)

sendo f3 um novo parametro de calibre. A fixacao da simetria conforme nao exige a
inclusao de fantasmas de Faddeev-Popov, porque a transformacao de simetria conforme
nao possui derivadas [51].

Fixando a simetria conforme, obtemos
— 2 —_ [ p—
St = /dex/—_g{%ﬁ [%50‘5’“"(D —2(1+2z)A) + vfMo‘ﬁ"“’} o
+ Gap [—2¢R*] ¢ + ¢ [b10 + 265 A + b3 R) gb}, (3.39)

com os seguintes coeficientes

D —4 D -2

C:( 1D >71(71+D’Y2)+%+%+< 5 )717“537

D -2

bl:—( 3D )[’yl—i—D(’}/g—}—Q’l“ﬁg)}z,
D -2 1 1

b2:( 3D )(V1+D72)2+ﬁ(73+1774)+§(V5+D%)
D D?

+ 5 (71 + D) s + 77”2532,,

by = (D - 2>{ B (n+ D1+ 555 [0+ D) + D (35 + D)
(D —2

Ty

) (11 + Dye)rfs + (D2— 2)T25§}- (3.40)
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3.1.6 Operador bilinear nos campos quanticos

Estamos, agora, aptos a escrever o operador bilinear, H, nos campos ¢35 € ¢.

Sendo assim,

%%Z—/f%%¥<%g¢)ﬁ(ﬁf>, (3.41)

%50‘5””(D —2(1 + 21)A) + 2 MBwv —cRP
H = . (342)
—cR™ blﬂ + 2()2/\ + b3R

Para reduzir o operador (3.42) a sua forma minima, 100 + II, consideramos um novo

operador H=C-H , em que C é uma matriz c-nimero. Com isto
Tr mH' =Tr In(C-H)=Tr InC+Tr InH, (3.43)
notando que Tr InC nao produz divergéncias. Entao, temos que

Tr nH'|, =Tr nH|, . (3.44)

‘ div

Escolhendo a matriz C' na forma

N
C=| X (3.45)

0 5
encontramos
H =10+11, (3.46)
em que
. 50467/“/
1:< 0) (3.47)
0 1
e
_ _ 4c
_2(1+21>A5a,8,p,u+4Maﬁ,uy ——2Ra’8
R 71
1= (3.48)
_ERMV Q_bzA + b_3R

by by by
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Obtidas as matrizes 1 e II podemos utilizd-las para calcular o operador

~

P=11+1R/6, (3.49)

com o qual podemos construir a; e parte de ao, que sao os coeficientes de Schwinger-
DeWitt fornecidos pelas egs. (2.28).

3.2 Divergéncias de 1-loop

Como ja vimos, na subsecao 1.4.1, a acao efetiva de 1-loop é dada através da

formula

o = %Tr In H —iTr InHep, (3.50)

em que ja definimos He Hgy éo operador de Faddeev-Popov, que sera calculado mais
a frente.

Em D = 2, as divergéncias logaritmicas de (3.50) sao dadas pelo coeficiente a;.
Em D = 4, a; nos fornece as divergéncias quadraticas, relevantes para aplicacoes em
gravitagao assintoticamente sequra [84, 82]. J&, em D = 4 é o coeficiente as que nos
fornece as divergéncias logaritmicas. Visando ampliar as possibilidades de aplicacao de
nossa analise calcularemos a; e ao em uma dimensao arbitraria D, o que pode ser tutil

também para as aproximacoes 2 — € e 4 — €, entre outras aplicagoes.

3.2.1 Derivagoes das contribuicoes métricas

Calcularemos, separadamente, cada termo da (3.50). Comegamos pelo termo mais

complicado

X i, ) 1oy 10 14,
a9 = tr {ﬁ (RHVQB_RQB+DR) +§P +6DP+ESPW s (351)

€Imn que, para O 10SsO Caso,

(3.52)

. A QRN B ()
Spw:[vp,vw]nz( v >

0 0
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Além disso, temos
af,uv af
) Pas" Tae
P = , (3.53)
PSPy

sendo as entradas da matriz P dadas por

5 _
ng”"‘” =— le + 6) R+2(1+ zl)Al 5P L 2(1 + my) R g¥P + 2R™PV

2b by 1
poB — 4 C pos prv — _C pu Pyy="2A+(2+=)R (354
so =T e TR e = g AT (B T 320

Para conseguirmos avaliar (3.51), comecamos pelo cdlculo do trago tr P2 Usando
(3.53) chegamos a
A Pas - Pg+ Pay - Py x
P? = . (3.55)
Pyy - Pog+ Pyg - Py,
Na equacao acima nao escrevemos os indices nem os termos da diagonal secundaria

explicitamente a fim de limpar a notacao. Segue, entao, que

Notamos que os tracos sao calculados em subespacos métricos quanticos diferentes.

Introduzindo a notagao compacta
ky =000, ky = RMgP kg = RO (3.57)

obtemos para a equagao (3.56)
2
tr P? = {(xl + g) R+2(1 —i—zl)A} tr (k- k1) +4 (14 x0) tr (ko - ky)

+4tr (ks -ks) —4 Kml +g) R+2(1+21)A] [(1+ o) tr (ky - ko)

8¢c? -
—— Rap 0°P1V R,
b7 ’ !

2b bs 1\ _|°
+[b—12A+(b—i’+6) R] . (3.58)

+tr (ky - k3)] + 8 (1 + o) tr (ko - k3) +
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Calculando os tragos, chegamos a seguinte tabela

D—-1)(D+2
tr(k1~k1):( )( i )7
2
(D—-2)(D+4) , (D*+4)_,
tr (kgkg) = 4D Raﬁ—i_WR s
3 2 1
tr (k?g . kg) == ZRil’aﬁ - BRiﬁ + ﬁRQ,
(D—-1)(D+2)
tr (ky - ko) = R
r( 1 2) 2D )
(D42
tr (k’l k‘g) = 2D R,
D+4 1
tr (kg - ks) = L 55 )Riﬂ + ﬁR? (3.59)
Além disso, precisaremos do trago
Saf,uv 2 1 2
R,36 R, = R, — ER . (3.60)

Calculamos os tracos acima através do seguinte raciocicio: sejam A e B duas matrizes,
que sao elementos do espago dos operadores que atuam sobre o campo h),, o traco do

produto A - B é fornecido pela equacao
tr (A- B) = 0" A\ 50"’ Bog - (3.61)

Logo, usando a tabela anterior e um programa de calculo numérico, como o Mathema-

tica [71], chegamos a

tr P2 = p(D)R2, 5 + pa(D)R2, + pu(D)R? + ps(D)AR + ps(D)AZ,  (3.62)
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em que
pl(D) =3,
D?—-2D—-32 82 D+4
D) = D —2)r:+2(D—4
pa(D) 5 thpt T (D =25+ 2AD — D],
25D* — 95D° 4 24D 4+ 480D + 1152 b3 b3 8c?
pa(D) = 2 EYRR R 2
D—1 (5D% — 17D + 24) 2(D —1)
+(D+2)[ 5 T3 + 6D e TR
(D?*+4) , (5D*— D?*—10D — 48)
T T 302 "
D +25D%* - 17D + 24
ps(D) = ===| - +2(D = 1)(Day = 222) | (14 21)
2(by + 6b3)b,
302 ’
2, 4b
pe(D) =2(D —1)(D+2)(1+2)" + —. (3.63)

bt

Com o resultado de tr P? e com os seguintes tracos

. D(D+1)

tr 1 = SR tr 25 = —(D+2)R.,.5 (3.64)

obtemos que

dg = h1(D)R%,, o5+ ha(D)RZ 5 + hs(D)OR + hy(D)R? + hs(D)AR + he(D)A?,
(3.65)
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com

(D? — 29D + 480)

hi(D) =
(D) 360 ’
D3 —179D% + 360D + 5760 4> D+4 [D —2
ho(D) = — 24 (D-4
2(D) 360D MRy ol s aa R L
2D3 —3D? —5D+20 (D —1)(D+2) by
hs(D) = — — Dz, — 2 3
3(D) 30D 12D (D21 = 222) + o
25D* — 95D% 4+ 24D? + 480D 4+ 1152 by b3 4c?
hy(D) = . 5
D-1 5D% — 17D + 24 D—1
+ (D +2) ( 1 ? 15D T — o) a:lzcg)

L (D*+4) ,  (5D°— D’ 10D - 48)

oDz 27 6D2 T2,

D+2[5D* 17D + 24 by + 6Gbs)b
hs(D) = + (D — 1)(Day — 2a,) (1+z1)+%,
D 6 307
2, 203
Agora, calculamos o termo a,
. ~ 5
a; = tr P = — |:($1 + 6) R+ 2(1 +21)A:| tr (/{31 . ]{31)
by by 1
+2(1 4 xo) tr (ky - ko) + 2tr (ky - k3) + 2 o A+ b_+6 R. (3.67)
1 1

Depois de algumas manipulacoes chegamos a

. {bg 5D* —7D* —12D +48 (D —1)(D +2)(Da — 2:52)} P

“ao Ty 12D 2D
n [217_1)2 —(D—1)(D+2)(1+ zl)] A. (3.68)
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Logo, a expressao para as divergéncias para o caso em que D — 4, usando a regula-

rizagao dimensional, sera

7 R ,LLD74 . .
§Tr lnH‘dw = d*x\/—g as, (3.69)
em que € = (47)*(D — 4) e p é o parametro dimensional da renormalizagao. Conse-
quentemente,
i R D—-4
5T InH|, =- d*e/=g3 (4R35 + ha(4) R4 + hs(4)OR
+ hy(4)R* + hs(4)AR + h6(4)A2}, (3.70)
em que
19
4) = =2
hl( ) 187
ho(4) = —§+2m2+ i
2 N 18 2 bl’Y%?
2 b3 3
4) = ——+ —=— — — (22, —
h3( ) 3 + 6b1 4 ( xl x2>7
hy(4) = @+ﬁ+b—§— ¢ +9( — 1T +m)—gx +5$2
BT 36 T 6, 202 by? 2 R gy g
b 2byb
hs(4) = 9+ o2 + 22 4+ 9[22 — 22)(1 + 21) + 2],
2, 203
1

3.2.2 A contribuicao do fantasma de Faddeev-Popov

O operador fantasma de Faddeev-Popov foi construido na subsecao 1.4.1, sendo

que a equagao (1.78) pode ser reescrita como

vk
5+ R , (3.72)

bap—0,0—0
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em que x* é a funcdo de fizagdo de calibre, dada pela equacao (3.28), e Ry 5, R” sendo
os geradores de calibre com respeito aos campos quanticos ¢.g € o, respectivamente.

Para difeomorfismos temos que

Sas = Rl 56, 5o = RM,, (3.73)

1
b= (5gvﬁ I A

T

272

mga5V“> ; Rt = Vto. (374)

Os detalhes da derivacao do gerador R" op Podem ser encontrados no apéndice B,
enquanto que, a derivacao de R* pode ser vista, por exemplo, em [21]. Calculando as
derivadas variacionais chegamos a

ox*

Ox* 1
59265 = §(g“av/3 +g“BVa) AL G — B V. (3.75)

Como resultado o operador Hepy serd dado por

3 1 g ’Yz] }
Hoyp=——4q¢"0+ ——— |1 =260, + (D —2)— | VIV + RF 5. 3.76
=0 2 1o (02 (3.70
Notamos que a contribuigao de o em (3.76) é irrelevante porque no final tomamos

o limite ¢ — 0. Explicitando 3, obtemos

- 1
Hgy = —— (¢""0O+ RM™). (3.77)

ga!
A escolha dos parametros de fixacdao de calibre que faz o operador H minimo ¢é a
mesma que faz o operador (3.77) minimo. Assim, a forma minima do operador Hey

sera

Hey = g0+ R™. (3.78)

Desde que a expressao (3.78) nos fornece um operador vetorial minimo, podemos usar
novamente o algoritmo de Schwinger-DeWitt para obter os valores dos dois primeiros

coeficientes nao triviais associados ao fantasma

(a1)en = tr Pon, (3.79)
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. 1. 1 - 1_ 1 4
(a2)gw = tr Txo Lo (R, — Rog+0R) + §P§H + gOFan + E(SGH)iﬁ :
(3.80)
com
A A 1 N y
1gyg = g“y, tr PGH = R + gg‘LWR, (SGH)aﬁ = R!_L.aﬂ. (381)
Calculando o traco das ultimas estruturas obtemos
- - D+6
tl"ILGH = D, tI‘PGHZ( i )R,
(3.82)
~ (D +12) .
tr Poy = Rog+ TR2’ tr (San)as = —Riyas:
Com o auxilio destes resultados chegamos ao valor do coeficiente (a1)cn
. D+ 6
(a1)am = %R (3.83)
e do coeficiente (as)on
. (D—15) , (D—90) , (D +5) (D+12) ,
=——-R ——— R OR R°. 3.84
(G2)on = gy Rwas = 355 fow T 55 D (3:84)
No limite D — 4, temos
D—4
, - _p 4 11 _, 43 3 4,
—¢Tr In HGH}div = — c /d TN\ —g {%Ruvaﬁ — 4—5ij - EDR — §R s (385)
ou simplesmente,
D—4
, - 1 4 11 7 5 3 17
—iTr In H, = d*x\/—gq——Fs+ —R -UR+ —R 3.86
I nHe, = = / ¢ g{ oo 1+ 5w T gHR+ gl (386)
em que usamos a definicao do termo de Gauss-Bonnet quadridimensional
Ey=R:, .5 —4R2;+ R”. (3.87)

3.2.3 A parte divergente da acao efetiva

Para obtermos o valor total do coeficiente ay precisamos substituir (3.65) e (3.84)
na expressao (3.50). Entao, através da equagao (a2)total = G2 — 2(d2)gr chegamos a
seguinte estrutura geral
(@2)totar = J1(D)R:,05+ f2(D)RZs + f3(D)OR + f4(D)R?
+ fs(D)AR+ fs(D)A%, (3.88)
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com os coeficientes dados por

(D? — 33D + 540)

D) =
h(D) 360 ’
D3 —183D2 4+ 720D + 5760 4¢* D+4[D—-2
D)= - 24+ (D—-4
(D) 360D T2 T D 5 T2t )2
2D3 - D?+5D+20 (D —1)(D+2) bs
D) = — — Dz —2 =
f5(D) 30D 12D (Dz1 = 222) + 4o,
25D* — 99D — 24D% + 480D + 1152 b3 b2 4¢?
f(D) = 2 t ot 5e T 2
D—-1 5D2 — 17D + 24 D—-1
(D*+4) , (5D — D?—10D — 48)
T g 2T 6D2 2
D+2[5D%—17D + 24 by + 6b3)b
fs(D) = + (D = 1) (Dxy — 22) (1+zl)+(1—23)2,
D 6 302
o 203
fo(D)= (D —1)(D+2)(1+ 2) + 5 (3.89)
1
Em D — 4 obtemos as seguintes divergéncias
e N L
Lo = — . /d /=g (@2)sotat- (3.90)

Reescrevendo (3.90) em funcao do termo de Gauss-Bonnet e do quadrado do tensor
de Weyl

1
C?=E4+2 (R§ﬁ — §R2> : (3.91)
por meio das seguintes relagoes inversas
1
2 2 2
R = 2C —E4+§R ,

1 1.1
Ry = 50° =3B+ R

.92
SEit SR (392
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a expressao para as divergéncias na parametrizacao mais geral possivel fica

v

- D—4
O, = —F— / o/ =g {91C” + gaBa+ gsOR + ga B + gsAR + gsA’}, - (3.93)

em que
LA 2

I S

T =90 T T p

149 , 2

=T g 3 (e e )~ ot
95_9+3b_b21 %2;3+9[(2x1—a:2)(1+zl)+z1],
g6 = 18(1 4+ 21)° + zb_z%g (3.94)

ceey

T 4y 247
TV R ST -2
149 442 247

P70 o s

_ 19,38 C
B = T2 T 6B
1 9E Bl +216u(p+2n) A2 C N 2
LT 6yl 3282 682 ' 2B%
1 20\ D
= 9128 - (s - =)=,
95 ( S -3 5)m

2D?

g6 = 18(1 —2E)* + B (3.95)
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com as seguintes notagoes condensadas

= 3+ 29 + 4rBs,

= 7 +4y2+8rf;,

8rB3(v1 + 42 +4rBs) + (13 + 4v4) + 4(75 + 476),

= (m+472)" +2[(73 +4va) + 4075 + 476)] + 3205 [r(n + 472) +4r7B5]

= (v +47)/7. (3.96)

mH T Q% =
I

Um célculo andlogo, com (a1)iotal = a1 — 2(a1)gH, nos leva ao resultado

R by 5D3—3D?+12D+48 (D —1)(D + 2)(Dzy — 225)
(al)tatal - b_ - 12D - 5D R
1
2b
{b—2 ~(D-1)(D+2)(1+2)| A (3.97)
1

3.3 Analise dos resultados

3.3.1 Limites conhecidos

Consideremos alguns casos especiais da nossa expressao anterior para (az)¢otar- NO

limite em que

T1,2 — O, 21 — 0, Cc — O,
1 1
b= b b (3.98)

reproduzimos os resultados das divergéncia obtidas na RG considerando o calibre e a

parametrizacao mais simples possivel

D4 14 1 1, 2
:_NT/CM /__g{%cﬁ_{__g 4__953+ZR2+§6AR+20A2}. (3.99)

f(l)
180 15

div
Utilizando (3.91) a expressao acima torna-se

_ 2P~ 53 7 1 13
) _ ——/d4 V=g —E,+ —R?> + —R*>+ AR+ 10A? 3.100
div ¢ TVZI go T ot T gt T g AT » (3.100)

que ¢ o famoso resultado de 't Hooft and Veltman [62].
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J4 no limite

T12 — 0, 21— O, c — 63,
1 1
b1—>—1—6—53—4/3§7 52—>E+253+85§;
1
bs — 553 + 263, (3.101)

reobtemos o resultado de [90], artigo em que pela primeira vez foram calculadas as
divergéncias para RG utilizando-se uma parametrizacao conforme para a métrica. Sua
importancia reside em ter mostrado que certas discrepancias de resultados na gra-

vitagado de Weyl nao eram originadas na fixagao do calibre conforme.

3.3.2 Limite on-shell préximo a D =4

Iremos, agora, considerar o limite on-shell do resultado das divergencias (3.88)

quando D = 4. Para isto, dadas as equagoes de Einstein
Ruw — 0 (R +20) =0, (3.102)
e o calculo do seu trago, com algumas manipulacoes, podemos escrever
R, = 4A% R? = 1672, OR =0,
AR = —4A? C?*=FE, — - (3.103)

De posse destes resultados reescrevemos (3.93) como

F‘%T)’ onshell _MD64 /d4x\/—_g {%El a %Az 18201 — 2 — 20) A"
o 2(be — 2b3)(2b12— 3by + 663)A2} ‘ (3.104)
3b?
O terceiro termo de (3.104) se anula, ji que
201 — x9 — 21 = 0. (3.105)
No quarto termo temos
by — 2y = = (71 + 472 + 8r83)% (3.106)

16
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além de que

(2by — 3by + 6bs) = —% (1 + 472 + 8rB3)° (3.107)
e, por fim,
v = 1%52 (71 + 472 + 8rB3)" . (3.108)
Logo,
2(by — 2b3)(23bb12— 3b +6bs) 5 _ ?A? (3.100)
1

Portanto, (3.104) se reduz a

_ D—4 53 58
T - /d4x\/—g {—E4 - —AQ}. (3.110)

on shell €

Concluimos que, no limite on-shell, as divergéncias de 1-loop nao dependem de parametros
de calibre e da parametrizacao.

Analogamente, para a;, no limite on-shell, temos

. 38 2(by — 2b
(@1)totar = [— +18(221 — @2 — 21) + M] A. (3.111)
on shell 3 bl
O segundo termo se anula por causa da equagao (3.105). J4 o terceiro fica
2(by — 2b
Hbo=2b) o) (3.112)
by
que finalmente nos leva a
32
1) tota = <A 3.113
(al)t tal onshell 3 ( )

que novamente nao depende de quaisquer parametros.

3.3.3 Analise on-shell em D dimensoes

Finalmente, analisamos o limite on-shell dos coeficientes a; e as em D dimensoes.
Eles nao correspondem necessariamente a parte divergente da agao efetiva. Comegamos

calculando o traco das equacoes de Einstein

A (3.114)
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e as equagoes de campo podem ser reescritas como

29,
= ——_A. A1
R =525 (3.115)

Com estas relacoes chegamos aos resultados

D (D?*— 3D — 36)

1) tota - A 3.116
<a1>t tal on shell G(D — 2) ( )
e
2 3 9
(dQ)total = (D — 33D + 540) 2 + D (5D — 17D" — 354D — 720) A2.
on shell 360 uvof3 180(D — 2>2
(3.117)

Como é explicito, ambos os coeficientes sao independentes, on-shell, tanto em relacao
aos parametros de calibre, quanto aos parametros escolhidos para modelar a parame-
trizacao da métrica quantica. Lembramos que este resultado foi obtido considerando
um espaco-tempo D dimensional arbitrario, o que é um claro indicativo da importancia
da localidade na fixacao de calibre e da independéncia da acgao efetiva de I1-loop com
respeito a parametrizagao da métrica quantica. Por fim, a universalidade on-shell é

valida independentemente se o termo considerado é finito ou divergente.



Capitulo 4
Conclusoes e perspectivas

Nesta tese estudamos as ambiguidades na dependéncia da acao efetiva, a I1-loop,
com respeito as escolhas de calibre e de parametrizagao em uma teoria quantica de

gravitacao baseada na RG.

E um fato conhecido na literatura que as ambiguidades na fixagao de calibre podem
ser controladas por condicoes on-shell. No entanto, ja para as ambiguidades da parame-
trizagao nao existem teoremas, para o caso geral, que garantem sua independéncia no
nivel on-shell. Consequentemente, se faz necessario realizar calculos explicitos (como
0 nosso) para checar esta dependéncia. Como resultado verificamos que os dois pri-
meiros coeficientes de DeWitt nao triviais, a saber, a; e @y, sao universais on-shell
em D dimensoes. Estes coeficientes nao dependem de quaisquer tipos de parametros
(sejam eles associados a parametrizacao da métria ou a fixacao de calibre) quando sao
validas as equacoes de movimento. Em nossos cdlculos, usamos a parametrizacao mais
geral possivel para a métrica quantica no nivel de 1-loop e encontramos, surpreenden-
temente, que para esta parametrizagao arbitraria, o operador bilinear H , associado a
acao da teoria, pode ser posto em sua forma minima. Além disso, de maneira na-
tural, recuperamos resultados conhecidos, tais como: o resultado do primeiro célculo
das divergéncias, a 1-loop, de uma teoria quantica de gravitacao [62] e o resultado do
calculo das divergencias de 1-loop da RG com uma parametrizacao conforme da métrica
quantica [90].

As nossas conclusoes indicam que as independéncias com respeito a escolha de
calibre e parametrizacao sao devidas ao carater local dos coeficientes de DeWitt na

expansao de Schwinger-DeWitt. Logo, conjecturamos que os coeficientes a; com k > 3
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também devem ser universais on-shell.

A universalidade on-shell é uma ferramenta valorosa em QG. Ela foi usada, por
exemplo, para sondar a independéncia da fixacao de calibre das fung¢oes beta em modelos
super-renormalizdveis de gravitacao quantica [5]. O que permite algumas aplicagoes
interessantes, tais como a possibilidade de derivar uma funcao beta exata e universal
para a constante de Newton [76].

Além disso, mais recentemente com a universalidade on-shell solucionou-se um longo
debate, sobre modelos tensoriais-escalares, em que a utilizacao de referenciais diferen-
tes, de Einstein e de Jordan, gerou resultados diferentes. Nossas conclusoes indicam
que esta equivaléncia pode ser estendida para a parte finita da acao efetiva. Ao menos
a parte local e a parte nao-local, que puder ser obtida através da soma dos coeficientes
de Schwinger-DeWitt.

Como perspectiva futura seria interessante estender a nossa analise para estudar de
maneira explicita, e tentar provar, esta questao da equivaléncia entre os referenciais de

Einstein e Jordan em modelos tensoriais-escalares.



Apeéendice A
A deducao da relacao para Lo

Vamos construir, agora, uma importante identidade para o d’Alembertiano do in-
tervalo geodésico, o(x,z’). Identidade que teve um “papel chave” na dedugao das
relacoes de recorréncia que nos fornecem os coeficientes de DeWitt, conforme discussao
do capitulo 2.

Comecamos pela relagao “raiz”

1

o=z0/0,, (A.1)
2
cuja segunda derivada com respeito aos pontos z’¥ e x® é
Ov'a = O-a'ua O/ +O-'uo-mu’a . (A2)
Mas, como %, = —0,,,/, temos que
-@u/a = O'auoé -@uu’ + 0'7# -@,ul/,a- (A3)

Notando que os indices das derivadas podem comutar, e usando a relacao inversa

(271, pelo lado direto na equacio (A.3), escrevemos

/

5% =08, %+ 0 Doy (77 (A4)

YT

em que utilizamos o fato 2, (27'),* = 0,% Como ¢,* = 2w chegamos a

/

Oo=0}t,=2w—0" Do (.@_1) R

Y
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Podemos reescrever o tltimo termo, do lado direito de (A.5), com o auxilio da formula

de Jacobi*, a saber,

% [det(A(t))] = tr [(det A)A_l%ﬂ : (A.6)
que para o NOSSO caso torna-se
O, (det D) = tr [det(@w/)(-@_l)a,/ 3u@aw] ) (A7)
Calculando o traco chegamos a
0,9 = D= 2(D)V Doy 1. (A.8)
Agora, multiplicando (A.8) por 27! encontraremos
D7D, = (D) Do . (A.9)
Substituindo (A.9) em (A.5), obteremos por fim
Oc=2w—0"92"'9,, (A.10)

que ¢ a relagao desejada.

Veja [73] para uma prova.



Apeéendice B

A derivacao do gerador RZ 3

Neste apéndice expomos alguns detalhes de como obtemos o gerador R" op da
equagao (3.74). Observamos que a decomposi¢ao da métrica de fundo pode ser re-

escrita como

s = Gap + wh + K2R o (B.1)

em que
héllg = 71¢ozﬁ + 72¢gaﬂ7 (BQ)
hgﬁ) = 73¢ap¢g + ’74¢pw¢pwga5 + ’75¢¢a5 + ’yﬁnggag. (BB)

Aqui, os pontos indicam os termos dependentes do campo o, que nao estao sendo
levados em consideracao nesta etapa. O motivo é porque, de acordo com a equacao
(3.72), a transformagao de calibre deste termo deve ser considerada separadamente.
Ressaltamos, também, que todos os termos em (B.3) podem ser seguramente ignorados,
pois eles sao de segunda ordem no campo quantico ¢,g. Logo, a parte do gerador de
calibre correspondente a (B.3) deve ser proporcional a ¢, e, consequentemente, nao
fornece nenhuma contribui¢ao no limite ¢,3 — 0. Portanto, o uso da equagao (B.2) é
suficiente para os nossos propédsitos, ja que os termos que dependem de o sao relevantes
apenas somente a partir de 2-loops.

A forma inversa desta equagao (B.1), dada (B.2), é

1

v Y2
b= L (o
P e+ Dy

s By
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Considerando a transformagao infinitesimal nas coordenadas
N A S (B.5)
podemos escrever
OhS) = = (9o + 9up V1) € (B.6)

e, finalmente, chegaremos a

_ %
Y + Do

—~
oS
~

S~—

1
0Pas = T [gapvﬂ T 95pVa — gaﬁvp] 3

que nos fornece a eq. (3.74).
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