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Resumo

Nesta tese, exploram-se diferentes aspectos e aplicacoes das teorias gravitacionais
com correcoes quanticas. O texto é dividido em trés partes principais. Na primeira parte,
sao consideradas as solugoes linearizadas em diferentes teorias de gravitacao com derivadas
superiores. O potencial Newtoniano é calculado nos modelos locais, super-renormalizaveis
no nivel quantico, e mostra-se que a singularidade Newtoniana é cancelada devido a
contribuicao dos modos massivos extras. Logo depois, o colapso gravitacional de uma
pequena massa é estudado na gravitacao nao-local livre de fantasmas, sendo o principal
resultado a auséncia da singularidade na solucao do campo gravitacional e a possibilidade
da nao formacao do miniburaco negro como resultado do colapso. Na segunda parte,
algumas questoes sobre a inflacao induzida pela anomalia conforme sao estudadas. E
discutida a possibilidade da transicao entre os periodos de inflacao estavel para instavel.
E mostrado que esta transicao é automatica se as corre¢oes quanticas nesse periodo forem
desprezadas. Em seguida, considera-se o efeito de termos que violam as simetrias de CPT e
Lorentz na inflacao induzida pela anomalia conforme. E demonstrado que os novos termos
responsaveis por violar essas simetrias nao afetam a dinamica do fator de escala da métrica.
Por fim, na terceira parte as correcoes quanticas para o modelo dos Galileons e para as
teorias dos campos massivos tensoriais antissimétricos sao obtidas. E mostrado que o
propagador da teoria dos Galileons recebe corre¢oes quanticas com derivadas superiores
e que o teorema de nao-renormalizacdo do modelo dos Galileons permanece, de uma
maneira generalizada, valido na regiao das baixas energias. Depois, por meio de célculos
explicitos das corregoes quanticas semiclassicas nao-locais é confirmada a equivaléncia
quantica entre os modelos dos campos tensoriais antissimétricos massivos com a teoria de

Proca e com o modelo do campo escalar massivo minimo.

Palavras chaves: Gravitagao quantica; acao efetiva do vacuo; teoria quantica de campos
no espago-tempo curvo; potencial Newtoniano modificado; gravitacao nao-local livre de

fantasmas.



Abstract

In this thesis, different aspects and applications of gravitational theories with quan-
tum corrections are explored. The text is divided into three main parts. In the first part,
the linearized solutions in different gravity theories with higher derivatives are considered.
The Newtonian potential is calculated in the local models, super-renormalizable at the
quantum level, and it is shown that the Newtonian singularity is cancelled due to the
contributions of the extra massive modes. Then the gravitational collapse of a small mass
is studied in non-local ghost-free gravity, being the main result the absence of singularity
in the gravitational field solution and the possibility of non-mini black hole formation as
the collapse result. In the second part, some issues about anomaly-induced inflation are
studied. It is discussed the possibility of the transition between stable to unstable periods
of inflation. It is shown that this transition is automatic if the quantum corrections in this
period are neglected. In the following, we consider the effect of CPT and Lorentz-violating
terms in the conformal anomaly-induced inflation. It is shown the new terms responsible
to violate these symmetries do not affect the dynamics of the metric scale factor. Finally,
in the third part, the quantum corrections for the Galileon model and for the theory
of the massive antisymmetric tensor fields are obtained. It is shown that the propaga-
tor of Galilean theory receives quantum corrections with higher derivatives and that the
non-renormalization theorem for Galileon models remains, in a generalized way, valid in
the low-energy region. Then, by means of explicit calculations of non-local semiclassical
quantum corrections, the quantum equivalence between the massive antisymmetric tensor

field models with the Proca theory and minimal massive scalar field model is confirmed.

Keywords: Quantum gravity; effective action of vacuum; quantum field theory in curved

space; modified Newtonian potential; non-local ghost-free gravity.



NotacGes e convencoes

e Usaremos durante o texto, a nao ser que seja dito o contrario, as unidades naturais de

medida

c=h=1.

Nesse sistema,

1

[comprimento] = [tempo] = [massa] ! = [energia] ' .

e Os indices gregos pu, v, a, (... assumem os valores 0, 1,2, 3. J4 os indices latinos i, j, [, k...

valem 1, 2, 3.

e Durante a maior parte da tese adotaremos para a assinatura da métrica g, a seguinte

convencao: (+,—,—, —). Nesse caso, o tensor de Riemann fica definido por
feY _ o « « T (e T
R.B;w - aﬂr v aVFB,u + F,u*r Bv FI/T Bu -

Excepcionalmente no capitulo [ usaremos, como é de maior costume na fisica dos buracos
negros, a conven¢ao de sinal oposta para a assinatura da métrica. Sendo assim, nesse

capitulo em especifico seguiremos as notagoes do livro texto [149].
e O intervalo entre dois eventos infinitesimalmente préximos no espago-tempo é dado por
ds® = g,, dz" dz” .

Devido a relacao acima, cometeremos durante o texto o abuso de linguagem e chamare-
mos expressoes como esta simplesmente de “métrica”. O determinante da métrica sera

representado por g = det (g,,) e para a métrica de Minkowski temos a notagao 7, .

viil
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e A derivada covariante V, de um tensor de ordem (m,n) TH#2#m . ., ¢ definida

pela relagao

B — B K1 P2 K2 P A
Vo Ik, o= 9Tk, TR Pt TR A

A H1H2° Hm _1TA H1p2 _
Fula T AV Un Fuga T V1A Un

Essa derivada covariante satisfaz a condicao de metricidade V,g,, = 0 e também ¢ livre

de torcao I'* =T . Entdo, nesse caso a conexao afim é idéntica ao simbolo de Christoffel
|12% Vi )

A 1
Fﬁy = { } — 59)\7 (%gm + a,/gl“. — 87—9,”) .
1%

e Para o operador de d’Alembert usaremos a notacao
|:| = g“”vuvy .

e O “quadrado”de um tensor serd expressado como AZ = g"A,A, , com generalizagao
direta para os casos com mais {ndices. Também serd ttil a notagao (Vo)* = ¢"'V,0V,0,

onde o é um escalar.

e Definimos o tensor de Ricci como sendo R, = R%,,, = g*? Roup, - Ja o escalar de Ricci,

e
ou simplesmente curvatura escalar, fica dado por R = ¢g"”R,,,, . Outra quantidade impor-
tante construida a partir do tensor de Riemann ¢ o tensor de Weyl C),,q5, cujo quadrado

C? = CapC*P é expressado, no espago-tempo quadridimensional, pela férmula

1
2 _ p2 2 2
C* = Ry 2R+ 5 .

O termo topoldgico de Gauss-Bonnet (densidade de Euler) serd designado pela letra E e
tem como valor

E=R., . ;—4R,;+R*.
Cometeremos no decorrer do texto mais um abuso de linguagem e chamaremos exclu-

sivamente todas as essas quantidades construidas a parir do tensor de curvatura como

“curvaturas”.

e As figuras utilizadas nessa tese foram originalmente publicadas nas referéncias [80}/93,

161}/163},200]. Todos os créditos sao devidos aos respectivos autores.

e As referéncias dessa tese serao dispostas na ordem alfabética. Na opinidao do autor isso

facilita a organizacao e a compreensao de textos extensos.
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Introducao

O pensamento comum entre os cientistas no final do século XIX era que a Fisica
estava completa [160]. De um lado, a mecanica Newtoniana descrevia o movimento de
um conjunto de pontos materiais massivos. Dado as forcas que agem sobre um sistema,

o seu movimento é completamente determinado pela equacao diferencial de Newton,
F = ma, (1)

desde que se conhecam os valores iniciais da posicao e da velocidade de cada particula
[145,216]. Por outro lado, as forgas que aparecem no lado esquerdo da segunda lei de
Newton eram determinadas por outras teorias, como a gravitagao ou eletromagnetismo.
Desse modo, juntamente com a Termodinamica, os diferentes ramos da Fisica pareciam
formar um sistema consistente para a descricao de todos os fenomenos observaveis da
natureza. Entretanto, através de um melhor entendimento dos trabalhos de Maxwell sobre
a teoria eletromagnética, algumas incoeréncias na fisica cldssica foram notadas [121].

Na Mecanica Classica todos os referencias inerciais sao equivalentes. Esse fato é ex-
presso matematicamente pela invariancia do lado direito da equacao perante as trans-
formacgoes de Galileu, que relacionam referéncias inerciais distintos. Porém, as equacoes
de Maxwell, responsaveis pelo lado esquerdo da mesma equagao, nao possuem essa in-
variancia. Isso pode ser observado, por exemplo, em uma das previsoes mais importantes
realizadas por Maxwell: a existéncia das ondas eletromagnéticas [146]. Na teoria eletro-
magnética, as interacgoes entre corpos carregados sao transmitidas na forma de uma onda,
com uma velocidade de propagacao constante igual a velocidade da luz c. Ora, se as leis
da Fisica sao as mesmas em qualquer referencial inercial, a velocidade de propagacao des-
sas ondas deveria ser independente da escolha do referencial, o que esta em desacordo com

as transformacoes de Galileu, visto que elas alteram velocidades. Ademais, a velocidade



finita da propagacao dessa interacao, representa um aspecto totalmente novo, contrario
as caracteristicas bésicas da Mecanica Classica, na qual a informagao se propagava ins-
tantaneamente [1306].

A fim de solucionar esses problemas, Einstein reformulou no ano de 1905 a mecéanica
Newtoniana em uma nova teoria, conhecida atualmente como Relatividade Especial,
usando como ponto de partida a invariancia da velocidade da luz no vacuo [140]. Essa
teoria foi responsavel por um grande impacto na sociedade, uma vez que nogoes bésicas
do pensamento humano como espaco e tempo se tornaram apenas conceitos relativos,
dependendo do ponto de vista do observador. Somente uma particular combinagao dessas
grandezas é preservada: o espago-tempo é absoluto.

Quase na mesma época da formulacao da Relatividade Especial, alguns experimentos
que nao podiam ser explicados através da Fisica classica, levaram aos primeiros passos
do desenvolvimento de outra teoria, que também seria responsavel por uma revolucao nos
campos cientificos e filosoficos. Com o passar do tempo, a agora chamada de Mecanica
Quantica, se mostrou cada vez mais uma teoria adequada para a descricao dos fenomenos
fisicos nas pequenas escalas de comprimento, préximas ou abaixo da ordem de grandeza
do tamanho do atomo [194]. Sua interpretacao probabilistica, bem como a incerteza na
determinacao simultanea dos valores de certas grandezas fisicas, representaram novamente
outra quebra de paradigma com o pensamento comum da Fisica cléssica, que era em sua
esséncia deterministico.

A uniao da teoria da Relatividade Especial com a Mecanica Quantica ocorreu devido
a necessidade de quantizar o campo eletromagnético, para uma melhor compreensao dos
fenomenos provenientes da interacao eletromagnética entre elétrons. No final da década de
1920 Dirac formulou sua famosa equagao [75], que foi originalmente interpretada como a
equacao de uma unica particula andloga a equacao de Schrodinger, que satisfazia tanto os
requisitos da Relatividade Especial como as regras da Mecanica Quantica. A equacao de
Dirac previu a partir de primeiros principios o valor de spin 1/2 do elétron e foi responsével
por uma descri¢ao adequada do seu momento magnético, bem como ofereceu uma previsao
mais precisa do espectro do atomo de hidrogénio (veja, por exemplo, [193]). Algumas
propriedades indesejaveis da equagao de Dirac, como as solugoes com estados de energia
negativa, levaram a sua posterior reinterpretacao como uma equacao de campo verdadeira,

descrevendo uma teoria de varias particulas, em que o ntimero total de particulas nao era



mais fixo [33,34]. Isso permitiu, por exemplo, modelar importantes processos fisicos
como a emissao de um foton devido a transicao eletronica para um estado quantico de
energia mais baixa, um processo no qual o nimero total de particulas muda. O campo de
Dirac quantizado também foi responsavel por apontar que as antigas solugoes com energia
negativa eram, na verdade, devidas a existéncia de um novo tipo de particula: o pésitron,
a antiparticula do elétron.

Apesar de seus primeiros sucessos, a eletrodinamica quantica passou por sérias difi-
culdades tedricas. Grandezas fisicas importantes, como a autoenergia do elétron, recebiam
contribuigoes quanticas que eram divergentes. Entre o final da década de 1940 e inicio
da década de 1950 o problema dos infinitos foi solucionado através do processo de renor-
malizacao, devido aos esforgos de vérios cientistas como Tomonaga, Schwinger, Feynman,
Dylson, entre outros [60]. A solugao foi perceber que os parametros que aparecem inicial-
mente na acao da teoria sem interacao, como a massa e a carga elétrica, nao correspondiam
na verdade as constantes fisicas medidas nos experimentos da teoria com interacao. O
que realmente pode ser medido em laboratorio sao os valores renormalizados de massa e
carga elétrica, que dependem da escala de energia em questao e levam em consideragao
contribuigoes dos efeitos quanticos como, por exemplo, a polarizagao do vacuo.

A generalizacao dos conceitos usados na eletrodinamica quantica, como a criacao e
aniquilagao de particulas e a renormalizacao, quando aplicados a outras teorias de campos
levou ao desenvolvimento da teoria quantica de campos (veja, por exemplo, [119/184,191]).
Essa teoria fornece o formalismo base por tras do Modelo Padrao da Fisica de particulas,
a atual teoria responsavel por descrever as particulas elementares constituintes da matéria
e as suas interagoes [103,197]. O Modelo Padrao tem demonstrado um continuo sucesso
nas suas previsoes tedricas, sendo conhecido como uma das teorias mais precisas de toda
a Fisica. Recentemente, no ano de 2013, a ultima de suas particulas que carecia de
confirmagao experimental, o béson de Higgs, foi encontrada pelos pesquisadores do CERN
no acelerador de particulas LHC (large hadron collider) [14,56]. Contudo, embora o
Modelo Padrao tenha conseguido enormes triunfos, ele ainda esta longe de ser uma teoria
completa das interacoes fundamentais, pois essa teoria descreve somente trés das quatro
forgas fundamentais da natureza: as forgas nuclear forte, nuclear fraca e a eletromagnética.
Ele nao incorpora a interacao gravitacional. Ademais, as ultimas observacoes nas escalas

astrofisica e cosmoldgica [187], tém demonstrado que a matéria barionica descrita pelo



Modelo Padrao corresponde apenas a um total de 4,9% do contetido do universo. Para que
o modelo cosmologico padrao atual esteja em concordancia com as observagoes, também
é necessario introduzir um setor escuro escondido, constituido de 26,8% de matéria escura
e 68,3% de energia escura, que o Modelo Padrao da fisica de particulas nao leva em
consideragao.

A gravidade ¢é certamente a interagao mais antiga conhecida pela humanidade. Os
seus efeitos no movimento dos corpos celestes tém fascinado a espécie humana desde
muito antes da antiguidade. Varios dos povos antigos associavam aos astros, mitos e deu-
ses, sendo os filésofos da Grécia antiga os primeiros que tentaram explicar os movimentos
dos corpos celestes sem recorrer a religiao |[175]. No entanto, a descricao matemética da
gravidade veio apenas muito mais tarde, no ano de 1687, na famosa obra Principia de Sir
Isaac Newton [159]. A lei de for¢a do inverso do quadrado da distancia Newtoniana forne-
ceu uma maneira simples e elegante de explicar como manifestacao do mesmo fenomeno
tanto as leis empiricas da queda livre dos corpos estudadas por Galileu, como as leis de
Kepler do movimento dos planetas.

Entre os anos de 1907 e 1915 Albert Einstein trabalhou na tentativa de conciliar as
idéias da sua recém criada teoria da Relatividade com a gravidade. A lei da gravitagao
universal de Newton nao era compativel com conceito da causalidade, ja que a forca
gravitacional era representada por uma interacao instantanea a distancia: se a posi¢ao
de uma massa muda, as forcas gravitacionais entre ela e quaisquer outras massas mudam
instantaneamente, por mais longe que elas estejam. Os esforcos de Einstein culminaram na
teoria da Relatividade Geral, a teoria que atualmente melhor descreve ao mesmo tempo
os fenomenos gravitacionais e relativisticos [136,/149,1226,227]. Nessa teoria, o campo
gravitacional nao é um campo qualquer como os outros, mas sim uma caracteristica
geométrica fundamental do espago-tempo. A geometria do espaco-tempo na presenca do
campo gravitacional é curva, sendo descrita por uma variedade pseudo-Riemanniana, em
que as componentes do tensor métrico sobre essa variedade sao responsaveis por descrever
o campo gravitacional. De um lado, a dinamica da métrica é determinada pelas equagoes
de campo de Einstein, que relacionam quantidades geométricas do espaco-tempo com a
densidade de momento e energia da matéria, enquanto pelo outro o movimento da matéria
segue as geodésicas do espago-tempo, determinadas pela métrica. Essa relacao existente

entre a geometria e a matéria foi excepcionalmente bem analisada por Jonh Wheeler na



sua famosa citagao [149] “a matéria diz ao espago como se curvar e o espago diz a matéria
como se mover.”

A teoria gravitacional de Einstein descreve varios efeitos que nao sao explicadas
pela lei da gravidade de Newton. Como exemplo, podemos citar a precessao andomala no
periélio da érbita do planeta Merctrio e o fenomeno das lentes gravitacionais. O desvio da
luz devido a atracao da forga gravitacional exercida pelo Sol foi um dos primeiros testes da
teoria da Relatividade Geral, cuja comprovagao observacional veio a partir de um eclipse
solar total ocorrido em 29 de maio de 1919. Algumas fotografias decisivas na comprovacao
desse fenomeno foram realizadas no Brasil na cidade de Sobral no Ceard. Recentemente,
outra predicao dessa teoria, as ondas gravitacionais, foram diretamente detectadas pelo
grupo de pesquisadores do projeto LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Ob-
servatory) |1] na data de 11 de fevereiro de 2016, depois de mais de 100 anos de sua
criagao.

As duas solugbes mais importantes das equagoes de Einstein sao a solucao esferica-
mente simétrica e a métrica homogénea e isotropica. A primeira tem grande aplicacao
na descricao dos campos gravitacionais de objetos astrofisicos, como planetas e estrelas.
Ela também implicou na existéncia dos buracos negros, corpos com o campo gravitacional
tao intenso, que a partir de certa regiao do espaco nada, nem mesmo a luz, pode escapar
da sua forte atragdo gravitacional [89,92]. J4 a métrica homogénea e isotrépica é utili-
zada na Cosmologia para descrever com bastante éxito, em aproximacao de ordem zero,
a dinamica do universo em expansao |[154]. Apesar do grande sucesso dessas solugoes na
descricao dos fenomenos gravitacionais, ambas tém um grande problema conceitual em
comum: de acordo com os teoremas gerais de Penrose e Hawking [112,|114}|183], essas
solugoes sempre apresentam singularidades, pontos do espaco-tempo em que a curvatura
e a densidade de energia sao estritamente infinitas, de uma maneira independente da es-
colha de coordenadas. A resolugao mais natural do problema das singularidades é admitir
que a Relatividade Geral, assim como outras teorias da Fisica, nao é valida em todas as
escalas. Em particular, espera-se que perto das singularidades, onde a curvatura torna-se
muito grande, as equagoes dinamicas de Einstein devam ser modificadas. Uma provavel
origem desse desvio da Relatividade Geral sao os efeitos quanticos do campo gravitacional.

Os avangos da teoria quantica de campos, principalmente das técnicas de quan-

tizagao das teorias de calibre como, por exemplo, o desenvolvimento do método de



Faddeev-Popov [83] e da regularizagdo dimensional [39,/117,|138|, tornaram possivel as
tentativas de se quantizar o campo gravitacional. No entanto, apesar de muitos esforgos
nessa area, ainda hoje nao existe nenhuma teoria satisfatoria da gravitacao quantica.
Uma das razoes que dificultam a quantizagao da gravitacao é devida a dimensionalidade
da constante gravitacional de Newton G, responsavel pela constante de acoplamento com
dimensdo de [massa]™! na teoria da Relatividade Geral. Como resultado, do ponto de
vista da contagem de poténcias de momento essa teoria é, pelo menos na abordagem
perturbativa padrao, nao-renormalizavel.

Os primeiros célculos diretos que confirmaram esse resultado foram realizados em
1974 por 't Hooft e Veltman na referéncia [116], na qual eles mostraram que apesar das
divergéncias de 1-loop se anularem na teoria de Einstein sem matéria no nivel on-shell, o
mesmo nao ocorre quando ¢é levada em consideragao a interacao com o campo escalar. Logo
depois, Deser e van Nieuwenhuizen mostraram que uma situacao analoga acontece quando
o campo gravitacional interage com o campo eletromagnético [71], ou com férmions [72].
A referéncia [101] reforgou ainda mais esse fato, no momento em que mostrou que mesmo
na auséncia de outros campos, a Relatividade Geral perde sua finitude quando sao levadas
em consideracao as correcoes de 2-loops.

Uma das possibilidades para evitar os problemas da renormalizacao na gravitacao
quantica é modificar a acdo classica da Relatividade Geral. No trabalho [214], Stelle
mostrou que através da adi¢ao de um conjunto completo de termos covariantes com quatro
derivadas da métrica a acao de Einstein-Hilbert, é possivel construir uma teoria quantica
da gravitacao renormalizavel. Contudo, também foi mostrado na mesma referéncia que a
adicao desses novos termos faz com que o propagador da nova teoria tenha no seu setor
de spin-2 um pdlo nao-fisico, correspondendo a um grau de liberdade extra com energia
cinética negativa. Esses estados nao-fisicos ficaram conhecidos na literatura por fantasmas
massivos [214]. Algum tempo depois, em 1997, Asorey, Lopez e Shapiro estudaram uma
modificagdo mais abrangente da Relatividade Geral, considerando na agao gravitacional
todos os possiveis termos covariantes e locais com derivadas superiores da métrica [12].
O resultado mostrou que a teoria que contém seis ou mais derivadas da métrica na acao
gravitacional, se torna do tipo super-renormalizavel, entretanto, a mesma ganha novos
fantasmas massivos em seu espectro de particulas, presentes agora em ambos os setores

de spin-2 e spin-0 do propagador.



Em 1963, Veltman estudou o que pode acontecer no espalhamento quantico entre
uma particula muito massiva de energia cinética negativa e uma particula muito mais
leve de energia cinética positiva [223]. Em resumo, o resultado final é que nesse processo,
a particula de energia cinética negativa se acelera cada vez mais, adquirindo uma maior
quantidade de energia negativa, ao mesmo tempo em que a particula de energia cinética
positiva ganha o equivalente em energia positiva. Na teoria gravitacional isso pode levar
a uma emissao intensiva de gravitons muito energéticos, que geram instabilidades cres-
centes que sao destrutivas para as solucoes cldssicas. Essas instabilidades sao tipicas das
teorias com derivadas superiores e foram estudadas muito mais cedo, no ano de 1850,
pelo matemadtico ucraniano Ostrogradsky [170]. As tentativas de remocao desses fantas-
mas do espectro fisico de particulas da teoria levaram, no nivel quantico, a violagao da
sua unitariedade |214]. Dessa forma, os esfor¢os na construcao de uma teoria quantica da
gravitagao tém falhado até os dias atuais na missao de encontrar uma teoria que seja ao
mesmo tempo renormalizavel e unitaria.

Uma outra possibilidade é considerar uma teoria semiclassica da gravitacao. Nessa
abordagem, o campo gravitacional é tratado como um campo classico externo e o principal
objetivo é entender quais sao os efeitos sobre o campo gravitacional, devido a presenca da
matéria quantica no espaco-tempo curvo. Um dos aspectos mais importantes da teoria
quantica de campos é a complicada estrutura do seu vacuo, que implica em fenomenos
novos como a polarizacao do véacuo e a possibilidade da criagao de particulas. Esses
fenomenos e, no geral, os efeitos relativos aos loops virtuais dos campos de matéria,
afetam a gravitagao gerando correcoes quanticas para a acao gravitacional que podem, em
principio, solucionar os problemas fundamentais da gravitacao classica, como a presenca
de singularidades em suas solugoes.

A teoria quantica dos campos de matéria no espaco-tempo curvo tem alcancado
varios resultados tedricos sélidos com importantes aplicagoes. Como ilustragao, podemos
citar na fisica dos buracos negros o efeito da criacao de particulas perto do horizonte de
eventos de um buraco negro [109]. Esse fenomeno faz com que buracos negros emitam
um espectro térmico de corpo negro conhecido como radiagao Hawking, responsavel pela
consequente reducao de sua massa e energiaﬂ Ja na Cosmologia, a teoria semiclédssica da

gravitacao pode ser usada, por exemplo, para explicar as pequenas anisotropias presen-

1Por esse motivo esse fenomeno também é conhecido como “evaporacao dos buracos negros.”



tes no espectro de poténcia da radiacao césmica de fundo, como advindas de flutuagoes
quanticas presentes no inicio do universo [154].

As propriedades de renormalizacao dos campos de matéria no espago-tempo curvo
também sao atualmente bem compreendidas (para uma introducdo detalhada ao tema,
consulte os livros [28,42,/102,/173] e o artigo de revisao [200]). O resultado geral é que
a renormalizabilidade da teoria dos campos de matéria no espago-tempo curvo também
requer a introducao de derivadas superiores na agao do vécuoﬂ. As teorias que eram re-
normalizaveis no espago-tempo plano, deixam de ser renormalizaveis no fundo geral caso
isso nao seja feito. Nesse caso, a introducao de derivadas superiores nao gera problemas
relacionados com a unitariedade da matriz S gravitacional, pois a métrica nao é quanti-
zada. Em vez disso, devemos aqui nos preocupar com a estabilidade das solucgoes classicas
perante perturbagoes gravitacionais. Recentemente, foi mostrado que, pelo menos nos ca-
sos especificos dos fundos cosmolégicos, os fantasmas massivos nao aparecem como uma
excitacao fisica real, nao produzindo assim instabilidades, desde que a frequéncia da per-
turbagao inicial nao seja da ordem da escala de Planck [80,/192]. Sendo assim, existem
fortes indicagoes que a abordagem semiclassica pode ser vista como uma teoria efetiva
satisfatéria abaixo da escala de Planck. Outro fenémeno com um bom entendimento
na teoria semicldssica da gravitacao é a anomalia conforme, também conhecida como
anomalia no trago do tensor momento energia (para uma revisao nesse assunto, veja o
artigo [201] e as suas referéncias), que nada mais é do que a violagdo quantica da sime-
tria conforme local imposta no nivel classico. Essa violagao esta por tras das aplicagoes
mais importantes da teoria quantica de campos no espaco-tempo curvo, como a radiacao
Hawking [17,/55] e o modelo Starobinsky da inflagao [211]. Nos capitulos 1| e [2| dessa tese,
iremos retomar o assunto dos efeitos quanticos do campo gravitacional, revisando com
maiores detalhes técnicos e profundidade alguns dos conceitos que serao importantes para
o desenvolvimento do texto.

Como mencionado anteriormente, as singularidades presentes nas solucoes mais re-
levantes da Relatividade Geral indicam os limites de aplicacao dessa teoria. Por essa
razao, elas representam uma motivacao importante para estudar efeitos quanticos relacio-

nados ao campo gravitacional, que podem ser responsaveis por fazer a teoria ser livre de

20 palavra “vdcuo” é um jargio comumente usado na teoria semicldssica para separar os termos que

sao puramente gravitacionais dos termos referentes aos campos de matéria.
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singularidades. Na Cosmologia, por exemplo, sabemos que isso realmente acontece, uma
vez que dentro da versao completa nao-local, baseada nos efeitos quanticos, do modelo
de Starobinsky nao existe a singularidade inicial [7,[84,211]. A investigacao do mesmo
problema no caso dos buracos negros é muito mais dificil (veja, por exemplo, [90,91]) e
até o presente momento nao existe nenhuma conclusao definitiva sobre esse assunto. Por
outro lado, uma singularidade muito similar a presente na solucao de buraco negro, ja
pode ser encontrada na gravitacao Newtoniana, no caso de uma tnica particula pontual.

No trabalho recente [29], o problema da singularidade Newtoniana foi abordado em
uma teoria da gravitacao nao-local. O mesmo modelo nao-local considerado nessa re-
feréncia foi sugerido anteriormente por Tomboulis [218] como uma versao de gravitagao
quantica super-renormalizavel livre de fantasmas. A idéia principal nessa teoria é conside-
rar na agao classica da gravitacgao, corregoes nao-locais nas derivadas da métrica. Suponha
que na versao linearizada dessa teoria que o operador de d’Alembert [ seja modificado
e assuma a seguinte forma a(0) O, onde a(z) é uma fungao inteira de uma variavel com-
plexa z. Dessa maneira, o propagador modificado da teoria que descreve a propagacao
do graviton nao apresenta nenhum pélo adicional e, consequentemente, nenhum grau de
liberdade novo ¢ introduzido na teoria, seja ele um fantasma massivo ou nao. Para, pelo
menos, a versao mais simples da teoria, com a nao-localidade expressa na forma de uma
exponencial do operador de d’Alembert exp(—0/u?), onde p é um parametro novo com
dimensao de massa, a teoria Newtoniana ¢ realmente livre da singularidade.

Esse resultado é bastante notavel. Pode-se pensar que isso indica que os fatores
de forma nao-locais com comportamento forte no ultravioleta na forma exponencial sao
especiais e necessarios para o cancelamento da singularidade Newtoniana. Se isso for
verdade, significa que existe alguma razao fisica fundamental para que esse tipo de nao-
localidade esteja presente na acao gravitacional. Notemos que, os fatores de forma usados
na referéncia [218] por Tomboulis para evitar os fantasmas no espectro da teoria sao
bastante diferentes das corregoes semiclassicas de 1-loop para a acao da gravidade que
produzem fatores de forma que possuem, tipicamente, um comportamento assintético
logaritmico no ultravioleta extremo [98]. No capitulo |3| vamos mostrar que as solugoes
Newtonianas livres de singularidades sao possiveis nao apenas na teoria nao-local na forma
exponencial, mas também para o conjunto de modelos locais de gravitagao modificada,

propostos na referéncia [12], que sdo super-renormalizéveis no nivel quantico.
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Dada uma nova teoria da gravitagao modificada, € instrutivo estudar, primeiramente,
os efeitos causados por essa mudanca na sua versao linearizada. Sendo assim, no capitulo
[] consideramos outros aspectos importantes das solugoes linearizadas da gravitagao nao-
local livre de fantasmas. Vamos mostrar que o potencial Newtoniano de uma massa pun-
tiforme, anteriormente obtido pelo método de Fourier nas referéncias [29,[2104220], pode
ser generalizado para o espago-tempo D-dimensional de uma maneira direta por meio do
uso das técnicas do heat kernel. Também demonstramos que para D > 4 o potencial
gravitacional se mantém livre de singularidades. Logo depois, vamos obter o campo gra-
vitacional de uma particula ultrarrelativistica no espaco-tempo D-dimensional. Para isso,
realizamos uma mudanca de referencial na solugao para a massa puntiforme estatica e con-
sideramos o limite v — ¢ juntamente com o limite de Penrose. Em seguida, estudamos
o problema do colapso gravitacional de uma pequena massa M na gravitagao nao-local
livre de fantasmas. Mostramos como a solucao do colapso de uma casca esférica nula fina
pode ser obtida como uma superposicao de uma distribuicao esférica de particulas ultrar-
relativisticas. Esse método pode ser usado em um espago-tempo de dimensao arbitraria,
contudo, na presente tese consideramos apenas o caso especial do espago-tempo quadridi-
mensional. Em particular, demonstramos que o invariante de curvatura de Kretschmann
ainda se mantém divergente na origem r = 0, entretanto, a singularidade é suavizada.
Finalizamos esse capitulo estudando o colapso de uma casca esférica nula espessa. Ob-
temos o seu campo gravitacional por meio de uma superposicao de cascas esféricas finas.
Demonstramos que o campo gravitacional na teoria nao-local livre de fantasmas, para
esse modelo de fonte, é regular em todo o espago-tempo.

Um outro problema relacionado importante, que também serd considerado nesse
capitulo, é a possibilidade da formagao de um miniburaco negro como resultado do co-
lapso gravitacional dessa pequena distribuicao de massa M. Para estudar esse problema,
podemos consideré-lo inicialmente dentro da versao linearizada da teoria. Se a correspon-
dente solucao for regular em todo o espago-tempo e se sua curvatura for uniformemente
pequena, podemos entao negligenciar as corre¢oes nao-lineares de ordem superior. Es-
peramos que no caso da gravitacao nao-local livre de fantasmas devido a presenca do
parametro massivo extra p, responsavel por introduzir um cut-off ultravioleta nessa teo-
ria, que para uma distribuicao de massa M suficientemente pequena o miniburaco negro

nao seja formado. Em outras palavras, podemos presumir que nesse tipo de teoria exista
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um gap de massa para a formacao do buraco negro. Ha algum tempo atras, foi demons-
trado no artigo [91] que a teoria gravitacional com corregdes quadriticas na curvatura
possui essa propriedade. Vamos mostrar que o mesmo acontece na gravitacao nao-local li-
vre de fantasmas dependendo do valor do parametro massivo extra u, quando comparado
com o valor M da massa em colapso.

A Cosmologia é uma area da Fisica atualmente promissora, caracterizada por um
aumento cada vez mais rdpido na precisao dos dados observacionais obtidos [154]. Em
particular, o universo primordial pode ser considerado como um laboratério para o estudo
de fendmenos fisicos em uma faixa de energia que nao pode ser atualmente atingida nos
aceleradores de particulas na Terra. Dessa maneira, o universo primordial representa um
importante exemplo de area de aplicacao para a abordagem semicldssica da gravitacao.
Por causa das altas energias tipicas dessa época, os efeitos quanticos predominantes no
universo jovem sao devido aos campos livres de matéria. No caso dos campos conformal-
mente invariantes, a anomalia conforme quando aplicada ao fundo cosmoldgico homogéneo
e isotropico levou, nas pesquisas de Starobinsky em 1980, ao primeiro modelo inflacionario
conhecido [211] (para maiores detalhes das propriedades do modelo inflaciondrio de Sta-
robinsky veja as referéncias [7,[113,[148}]215]224], e para uma introducao geral nas teorias
inflacionarias veja o famoso artigo de Alan Guth [105] e o livro-texto [154]).

A inflacdo causada pela anomalia conforme pode ser do tipo estavel ou instavel,
dependendo do sinal do coeficiente do termo local R? presente na acao efetiva do vacuo
[157,211]. Se esse termo nao for introduzido no nivel classico, a condigao de estabilidade
depende do ntumero de particulas de diferentes spins presentes na teoria quantica dos
campos de matéria fundamental. Em particular, para o conteido de particulas tipico das
teorias supersimétricas, a inflacao é estavel e, para o Modelo Padrao da fisica de particulas,
ela é instavel [203]. E possivel que devido a supersimetria exista uma inflagao que comece
estavel, iniciando independente do conjunto de dados iniciais escolhidos, e que depois de
algum tempo por causa da quebra da supersimetria se torne instavel. A razao pela qual
a supersimetria possa desaparecer esta relacionada com as grandes massas das particulas
supersimétricas, o que faz com que essas desacoplem antes da gravidade de acordo com o
teorema de Appelquist e Carazzone [10] (para a versao gravitacional desse teorema, veja
a referéncia [98]). Entretanto, para que isso possa ocorrer, a escala de energia da inflagdo

estavel deve decrescer. Isso pode acontecer, devido aos efeitos quanticos fracos das massas



13

dos campos que sao responsaveis por uma forma temperada da inflacao estavel, com um
valor decrescente do parametro de Hubble [205].

Uma questao interessante é o que acontece com o universo depois que ele deixa
o estagio inflacionario estavel e entra na fase de inflacao instavel. Para a escolha dos
parametros que corresponde ao fim da inflacao estavel existem diferentes tipos de solucoes
[211]. A solugao desejavel é aquela que o universo se aproxima assintoticamente do com-
portamento de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker. Nesse caso, a parte nao-local da
acao induzida pela anomalia conforme se torna rapidamente irrelevante e a evolugao do
universo é devida, essencialmente, ao termo local R?. Além disso, a fim de controlar
as perturbacoes cosmicas apds a inflagao, o coeficiente desse termo deve ter um valor
muito grande, da ordem de 5 x 10® (o cdlculo das perturbagoes césmicas inomogéneas
nesse modelo pode ser encontrado nas referéncias [156},212]). Esse modelo inflacionério
instavel é corroborado por todas as observagoes conhecidas, incluindo os dados da sonda
Planck [187]. Ao mesmo tempo, existem outras solugoes da teoria com corregoes quanticas
em razao da anomalia, que podem ser chamadas de hiper-inflagdo [81]. Nesse caso a ex-
pansao do universo é ainda mais violenta do que a fase inflacionaria exponencial e nao
existe nenhuma interpretacgao fisica desse tipo de solugao.

No capitulo |5| vamos estudar qual dos dois possiveis cenarios de evolucao pos-estavel
acontece. Vamos assumir que a fase instavel comeca exatamente no ponto onde a fase
estavel termina. Uma outra questao importante que também vamos abordar nesse capitulo
é porque o coeficiente do termo R? é tao grande na fase instdvel. Vamos propor dois
mecanismos quanticos que podem fazer com que esse coeficiente assuma o valor necessario
no periodo de transicao entre as fases de inflacao instavel para estavel. Mostramos que esse
efeito pode ocorrer por causa de um possivel acoplamento forte entre os campos quanticos,
que pode resultar em um valor grande do parametro ¢ de interacao nao-minima entre o
campo escalar com a gravitacao.

Nas ultimas décadas tem ocorrido um aumento no interesse dos aspectos tedricos
e experimentais de teorias em que a simetria de Lorentz e/ou a simetria de inversao de
carga paridade tempo (CPT) sdo violadas por termos especiais presentes na agao dos
campos quanticos [134]. Segundo as pesquisas tedricas existentes [131},133], em razao dos
efeitos quanticos na escala de Planck, é possivel que o vacuo nao seja realmente invari-

ante de Lorentz e que em alguma parte do universo possam existir campos que definam
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uma direcao preferencial no espaco-tempo. Outros efeitos similares podem também ser
responsaveis pelas violagoes da simetria CPT. O tratamento convencional nessa area é
considerar teoricamente a forma mais geral possivel para essas violagoes e depois pro-
curar as suas consequéncias fenomenologicas. Atualmente, existe uma boa perspectiva
de que algum dia seja descoberta essa viola¢ao [132] e de que o aperfeicoamento dos li-
mites superiores sobre esses novos termos consiga gerar beneficios devido a uma melhor
compreensao dos limites da Fisica atual.

Muitos testes experimentais das teorias com quebra das simetrias de Lorentz e/ou
CPT tém sido propostos em diferentes areas da Fisica como, por exemplo, na fisica
atomica [3538], na fisica do estado sélido [36] e na fisica de altas energias [37,/12§].
Entretanto, um dos aspectos ainda mal explorados dessas teorias sao os fendmenos no
universo primordial na Cosrnologialﬂ7 especialmente na inflacao e na radiacao césmica de
fundo em micro-ondas. Alguma dessas violagoes de simetria no universo primordial po-
dem, por exemplo, resultar na anisotropia presente na radiacao césmica de fundo, que
foi observada pelo experimento Planck [186]. Desse modo, seria interessante considerar a
possibilidade da violagao dessas simetrias no universo primordial, pois o papel desses ter-
mos pode ter sido bastante diferente nessa época quando comparado com os dias atuais,
visto que pode ter acontecido desde aquele tempo, algum processo fisico de restauragao
das simetrias do espago-tempo. Sendo assim, o universo primordial também pode ser visto
como palco de especial interesse, no que diz respeito as teorias com violagao das simetrias
de Lorentz e/ou CPT.

Uma questao relevante é como definir os possiveis termos gravitacionais que violam
essas simetrias, pois existem varias maneiras distintas de se introduzir esses termos no
setor de vacuo da teoria. Por exemplo, a acao geral do vacuo da gravidade com torcao,
que contém uma pequena parte das possiveis estruturas que violam a simetria de Lorentz
e/ou CPT, possui 168 termos [54]. Essa grande ambiguidade torna muito dificil de esperar
qualquer avango real nesta area. Entretanto, podemos supor que a forma das corregoes
de vacuo deva ser derivada dos efeitos quanticos dos campos de matéria. Assim, podemos
restringir o niimero de possiveis termos gravitacionais, introduzindo apenas aqueles termos
que possam emergir como divergéncias das teorias dos campos de matéria que tenham a

extensao da violagao das simetrias de Lorentz e/ou CPT. Nessa situagao, as contribuigoes

3Exceto o bem conhecido trabalho na Bariogénese [25].
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mais relevantes sao devidas aos fotons, uma vez que todas as outras particulas sao massivas
e desacoplam da gravidade muito cedo para produzir algum efeito significativo. Logo, a
contribuicao quantica de vacuo dos fétons é um ponto de partida natural para a formulacao
dos possiveis termos que violam essas simetrias no setor gravitacional.

O principal objetivo do capitulo[6]dessa tese é o calculo da contribuigao de vdcuo dos
fotons na eletrodinamica com quebra da simetria de Lorentz. Como, mesmo na presenca
dos termos de quebra de simetria, essa teoria possui simetria conforme, o calculo das
divergéncias de 1-loop abre o caminho para o estudo da anomalia conforme e, consequen-
temente, para que possamos calcular a acao efetiva da gravidade induzida pela anomalia
conforme. Desse jeito, vamos estender a féormula da acao efetiva induzida pela anomalia
para o caso onde estao presentes os novos parametros do féton que violam a simetria de
Lorentz. Em seguida, como um importante exemplo de aplicacao, vamos considerar o
efeito dos novos termos na inflacao causada pela anomalia conforme.

Outro tipo de teoria que tem atraido muita atencao atualmente é a teoria dos Galile-
ons (veja, por exemplo, [66,67,166] e as referéncias contidas nesses trabalhos). Em resumo,
os Galileons sao teorias de campo escalar que satisfazem uma generalizacao da simetria
Galileana da mecanica classica e que possuem, na sua agao, o termo cinético padrao com
duas derivadas e termos de interacao com muito mais derivadas. Contudo, apesar dessa
teoria conter derivadas superiores, por causa de sua simetria, as suas equacoes de campo
sao de segunda ordem. Como resultado, o seu propagador no nivel de arvore é livre de
fantasmas massivos. Por esse motivo, é interessante fazer uma comparacao entre o modelo
dos Galileons e a gravitacao quantica com derivadas superiores [12,214]. O ponto comum
entre essas duas teorias ¢ a presenga de termos com derivadas superiores.

Uma motivacao extra para se considerar os Galileons sao devidas as proprieda-
des ndo convencionais de renormalizagdo que sdo admitidas para essa teoria [|144}/165],
principalmente quando a mesma é tratada na abordagem efetiva da teoria quantica de
campos [49,[115,219]. As possiveis divergéncias no modelo dos Galileons tém muito mais
derivadas do que os termos presentes na acao classica, resultando assim em uma teoria
nao-renormalizavel. Entretanto, como todas as divergéncias logaritmicas tém muito mais
derivadas do que a acgao classica inicial, pode acontecer que o setor de baixas energias
dessa teoria possa realmente ser livre de correcoes quanticas ultravioletas fortes.

O esquema de construcao de uma teoria que nao é afetada por corregoes quanticas
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é muito atraente. Contudo, ainda existe um importante ponto para se verificar no caso
da teoria dos Galileons: se existem divergéncias com derivadas superiores no setor do seu
propagador, essa teoria é entao afetada pelas corregoes quanticas e deve ser modificada
para que se possa ter um controle dessa divergéncia por meio do processo de renorma-
lizacao. Nesse caso, essa modificacao pode ser responsavel pela introducao de fantasmas
massivos, assim como acontece na gravitacao quantica. Desse modo, para se explorar de
uma maneira mais completa as propriedades quanticas do modelo dos Galileons, também
deve ser realizado o calculo direto das contribuicoes quanticas para o seu propagador.
Esse cdlculo, no nivel de 1-loop, é o objetivo do capitulo [7| dessa tese. Vamos nos res-
tringir nesse capitulo apenas a calculos no limite do espaco-tempo plano, pois esses sao
suficientes para responder todas as questoes formuladas acima.

Os campos antissimétricos no espacgo-tempo quadridimensional sao interessantes por
diferentes motivos. Uma das partes mais atraentes no seu estudo é que eles surgem de
uma maneira natural como campos efetivos depois da compactificacao da acgao efetiva da
teoria de (super)cordas [63]64,135,[141}/142]. Por esse motivo, a possivel deteccao desses
campos ou dos seus efeitos quanticos no limite das baixas energias pode ser considerada
como uma indica¢ao indireta da existéncia da teoria de (super)cordas. No caso padrao, es-
ses campos surgem como partes de correspondentes supermultipletos e, ao mesmo tempo,
espera-se que nas baixas energias a supersimetria seja quebrada. A abordagem convencio-
nal nessa situacao ¢ a quebra suave da simetria que esta relacionada com a introducao das
massas dos campos. Sendo assim, podemos também supor que os campos antissimétricos
sejam massivos. Em virtude da compactificacdo das dimensoes extras da teoria das (su-
per)cordas, essas massas podem ser bastante pequenas. Portanto, é interessante também
estudar o que acontece no limite sem massa, especialmente no nivel quantico. Podemos
citar também que os campos tensoriais antissimétricos tém interessantes aplicacoes na
tentativa da construgdo dos modelos de grande unificagdo nao-minimos [3], em que a
relacao entre versoes da teoria massiva e da teoria sem massa com quebra de simetria é
uma das suas questoes principais. Levando esses resultados em consideracao, umas das
questoes interessantes é sobre uma possivel descontinuidade dos efeitos quanticos desses
campos antissimétricos no limite sem massa.

Os aspectos quanticos dos campos antissimétricos sem massa foram explorados em

vérias referéncias como, por exemplo, [41}/78,106}107125,168|/195,[196}209] (para uma con-
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sideracdo similar na abordagem da linha de universo, veja [22,23]). Em particular, foi en-
contrada a equivaléncia quantica entre o campo tensorial de segunda ordem antissimétrico
e o campo escalar minimo (a equivaléncia classica foi estabelecida anteriormente no ano
de 1960 na referéncia [123], veja também [122}|158}|169]) e foi mostrado que o campo ten-
sorial de terceira ordem totalmente antissimétrico sem massa nao tem graus de liberdade
fisicos [106] (consulte juntamente as referéncias [22}23,41}7885,|104}/122, 158,168, 169]).
Recentemente, a teoria quantica dos campos antissimétricos massivos foi considerada na
referéncia [40]. Em particular, foi mostrado que os campos antissimétricos de ordem dois e
de ordem trés sao equivalentes aos campos vetorial e escalar massivo, respectivamente. A
equivaléncia se mantém no espago tempo-curvo, nao apenas no nivel classico, mas também
na teoria semiclassica, o que significa que as contribuigoes dos correspondentes campos
a agao efetiva do vacuo sao idénticas. A prova da referéncia [40] é bastante geral e foi
baseada na regularizagao (. Contudo, é sempre interessante conferir por calculos diretos
esse tipo de prova, de maneira bastante similar ao que foi feito no caso do modelo de
Proca no trabalho [44]. Na referéncia [44] também foi encontrada uma descontinuidade
quantica no limite sem massa na teoria de Proca, nao apenas na parte local divergente
da acao efetiva, mas também nas complicadas contribuig¢oes nao-locais, tipicas das teo-
rias dos campos massivos. Outro aspecto interessante é que a prova da equivaléncia da
referéncia [40] envolve operagbes que sdo potencialmente perigosas no que diz respeito a
anomalia multiplicativa nao-local, previamente encontrada apenas para o caso de determi-
nantes fermionicos [95,(178]. Sendo assim, é interessante verificar se ocorre uma situagao
similar no caso dos campos antissimétricos de segunda e terceira ordem em relacao a sua
equivaléncia quantica com vetores massivos e escalares minimos massivos.

No capitulo [8] vamos entao calcular a acao efetiva de 1-loop nas teorias dos campos
tensoriais antissimétricos usando a técnica do heat kernel baseado na solucao exata dos
fatores de forma de Barvinsky, Vilkovisky e Avramidi |15,/19]. Esse tipo de formalismo
de célculo foi previamente aplicado em véarios tipos de modelos, incluindo o campo es-
calar [98], o campo fermionico e o campo vetorial massivo [99]. A equivaléncia desse
tipo de consideracao com o célculo realizado por meio dos diagramas de Feynman foi
demonstrada na referéncia [98] e mais recentemente no trabalho [58]. Vamos escolher essa
abordagem, pois 0 método baseado no heat kernel é muito mais economico, o que facilita

as consideragoes em teorias tecnicamente mais complicadas, como é o caso dos campos
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tensorials antissimétricos.

Por fim, no capitulo |[conclusoes gerais| vamos recapitular os principais resultados

apresentados nessa tese. Seguem-se também os apéndices [A], B} [C|, [D] [E] com contetidos

auxiliares e detalhes técnicos importantes para a compreensao do texto.



CAPITULO 1

Gravitacdo e efeitos quanticos: uma breve revisao

A Relatividade Geral (RG), juntamente com suas extensoes diretas, formam a base
para a investigacao dos efeitos quanticos do campo gravitacional, sejam eles devidos a
algum tipo de gravitacao quantica ou a uma abordagem semiclassica. Por esse motivo,
comegamos a presente tese considerando uma breve revisao sobre essas teorias e suas pro-
priedades. Na secao[l.1]recapitulamos as idéias e equagoes essenciais da RG. Também dis-
cutiremos suas principais solucoes: a solucao de Schwarzschild e as solugoes Cosmoldgicas.
O principal objetivo dessa secao é ir fixando notacoes e terminologias que serao impor-
tantes para a continuacao do texto. Logo depois, discutimos na secao [1.2] as principais
motivacoes para o estudo dos efeitos quanticos do campo gravitacional e também apresen-
tamos as diferentes maneiras de abordar esse assunto. Na segao [L.3| revisamos a estrutura
das divergéncias na teoria da gravitacao quantica. Serao tratadas algumas propriedades
quanticas da RG e de suas diferentes modificagoes com derivadas superiores da métrica.
Também abordamos as principais dificuldades encontradas na construcao de uma teoria
consistente da gravitagao quantica. Essa revisao foi feita baseada, principalmente, nas
notas de aula dos cursos de Relatividade Geral e teoria quantica de campos no espago-
tempo curvo ministrados pelo professor Ilya Shapiro no Departamento de Fisica da UFJF.

Também nos baseamos no livro texto [42] e nas revisées dos artigos [80}/192}200].
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1.1 Relatividade Geral

A Relatividade Geral é a teoria atualmente aceita pela comunidade cientifica que
melhor descreve os efeitos relativisticos do campo gravitacional no nivel classico (para
uma introducao detalhada ao tema, sao deixados como referéncia ao leitor os livros-
texto [136,(149,1226,227]). Nessa teoria, a geometria do espago-tempo é caracterizada por
uma variedade curva pseudo-Riemanniana, em que as componentes do tensor métrico g,
do espago-tempo descrevem o campo gravitacional.

Os conceitos fisicos mais fundamentais que a RG deve satisfazer sao os principios
de equivaléncia e o da covariancia geral. De acordo com o principio de equivaléncia, o
campo gravitacional pode sempre ser eliminado em uma pequena regiao do espago-tempo
por meio de uma escolha apropriada de um referencial acelerado. Em outras palavras, a
forca gravitacional é localmente equivalente as forcas ficticias de inércia. J& o principio
de covariancia geral (ou simplesmente, covariancia) afirma que todas as leis da fisica nao
dependem do sistema de coordenadas usado. Isso significa que, matematicamente, todas
as quantidades fisicas devem ser expressas por objetos que se transformam como tensores
com respeito as transformacoes gerais de coordenadas z'* = z#(x") .

A dinamica do campo gravitacional é obtida através da acao total

S; = Seu + S, (1.1)
onde
1 4
= —— v/ — 2A 1.2

é a acao da gravidade, também conhecida como acao de Einstein-Hilbert, e .S,, é a acao
que descreve a matéria no espago-tempo curvo. Na férmula (1.2]), G é a constante gravi-
tacional de Newton, R é o escalar de curvatura de Ricci e A é a constante cosmolégica.

Através do principio da minima acao, obtemos as equacoes de campo de Einstein

1
G = R, — §gWR:87TGTW—AgW, (1.3)
onde
2
T = 05m (1.4)

V9 G

¢ conhecido como tensor momento energia.
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As duas principais solucoes das equacoes de Einstein sao a solu¢ao do campo gravita-
cional esfericamente simétrico, que é fundamental para descrever objetos como, por exem-
plo, planetas, estrelas e buracos negros, e as solucoes de métrica homogeénea e isotrépica
que sao usadas para estudar a dinamica do nosso universo em diferentes etapas de sua
evolucao. As previsoes obtidas por meio dessas solucoes estao de acordo com os dados
experimentais e observacionais disponiveis [136}149/[226/227]. Entretanto, as mesmas nao
estao livres de problemas e apresentam sérias questoes conceituais relacionadas com a

existéncia de singularidades. A seguir, discutiremos em maiores detalhes essas questoes.

1.1.1 A solugao de Schwarzschild

A solugao de Schwarzschild descreve o campo gravitacional de uma distribuigao
esfericamente simétrica de massa em repouso. No caso de uma massa puntiforme M,
posicionada na origem de um sistema de coordenadas esféricas, a solugao é dada por

206G M 20GM\
ds2—<1— ¢ )dtQ—(l— ¢ ) dr? —r* dQ? (1.5)

r r

onde dQ? é a métrica da esfera de raio unitério.

A métrica ¢é singular em dois diferentes pontos do espago-tempo, no raio gra-
vitacional r, = 2GM e na origem r = 0. E bem conhecido que a primeira singularidade
depende da escolha de coordenadas [89,92(118]. Se usarmos, por exemplo, as coordenadas

de tempo avancado v e tempo retardado u, definidas pelas expressoes

v:t—i-r—i-rglni—l', u=t—r—ryln R : (1.6)
Ty Ty
a métrica se torna regular em r = 1y,
2GM
ds* = (1 — ) dudv — r*dQ? . (1.7)
r

Outra observacao importante ¢ que apesar desse fato, o primeiro termo de ambas as
equacoes e se anula no raio gravitacional. Isso indica a existéncia do horizonte
de eventos do buraco negro, uma regiao do espago-tempo em que nenhuma particula pode
se propagar para o seu exterior [89,(92}|118§].

Ja a singularidade em r = 0 nao pode ser removida por meio de qualquer trans-

formacao de coordenadas. Para entendermos esse fato podemos construir quantidades
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escalares a partir do tensor de curvatura, que por serem escalares nao dependem do sis-
tema de coordenada usado. Como a solucao de Schwarzschild é uma solugao das equagoes
de Einstein do vécuo, R, = 0, o escalar mais simples possivel nesse caso ¢ o quadrado do
tensor de Riemann (também conhecido como invariante de curvatura de Kretschmann),
cujo valor para a métrica ¢é dado por

r6

R2

pvaB

(1.8)

O significado real dessa singularidade torna-se claro quando consideramos o processo
do colapso gravitacional [89,/92,/136]. Qualitativamente o que ocorre é que uma estrela
muito pesada, depois de atingir a etapa final da sua evolu¢do (em que o seu combustivel
nuclear ja foi extinto), comeca a diminuir de tamanho devido & atragdo gravitacional.
Esse processo pode prosseguir até que a estrela se torne muito pequena, e se a estrela
for suficientemente massiva, a forca gravitacional na sua superficie pode superar o limite
criado pelas forcas nucleares (limite de Chandrasekhar). Nesse caso, o colapso da estrela
continua e, eventualmente, a estrela se converte em um buraco negro. O processo de
colapso continua ocorrendo dentro do buraco negro, até que chegariamos a uma situacao
em que, admitindo que a RG ¢é vélida em todas as escalas, terfamos uma verdadeira
particula puntiforme no centro do buraco negro, chegando assim em uma situacao em que
a densidade de energia e a curvatura sao estritamente infinitas e a singularidade em r = 0
se torna real.

A singularidade descrita acima é uma situacao fisica nao realista. Sendo assim,
espera-se que modificagoes na teoria original da Relatividade Geral sejam responsaveis

por evitar a sua formacao.

1.1.2 Modelo cosmolégico padrao

A Cosmologia estuda a dinamica do universo em larga escala, em que a forca gra-
vitacional é o principal tipo de interacao. O modelo cosmolégico padrao é baseado nos

seguintes principios [118,[154]:

(i) principio cosmoldgico: o universo em escalas maiores do que 100 Mpc é homogéneo
e isotropico. Este principio também implica que o universo estd em expansao de

acordo com a lei de Hubble: a velocidade com que um ponto A se afasta com
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respeito de um ponto B é proporcional a sua distancia
VAB:H<t)rAB, (19)

onde H (t) é conhecido como parametro de Hubble e rsp é o raio vetor que aponta

de A para B.

(ii) postulado de Weyl: a matéria que preenche o universo é descrita através de um
fluido perfeito, que é caracterizado pela sua densidade de energia p, pressao p e

quadrivelocidade u®. O seu tensor momento energia é dado por
T, = (p+p)wu” —poy; (1.10)

(iii) a dinamica gravitacional nas escalas cosmoldgicas é determinada pela Relatividade

Geral.

O espaco-tempo homogéneo e isotropico é descrito pela métrica de Friedmann-
Lemaitre -Robertson-Walker (FLRW)

dr?
1 — kr?

ds® = dt* — a(t)*. ( + 7 dQQ) : k=-1,0,1, (1.11)

onde a(t) = exp( [ dt’ H(t")) é conhecido como fator de escala do universo e os diferentes
valores de k definem a curvatura da secao espacial tridimensional do espago-tempo.
Substituido a métrica ((1.11)) e o tensor momento energia ({1.10)) nas equagoes de
Einstein (|1.3), chegamos a equagao diferencial de Friedmann
N 2
a 8rG E A
H=(-] = ——p——+-. 1.12
(a) 3 7T * 3 (1.12)

Outra importante relagao é a equacao de conservacao de momento e energia
p+3H (p+p)=0. (1.13)

A densidade total de energia do universo p = Y p; inclui diferentes tipos de fluidos
como, por exemplo, a matéria barionica, a matéria escura, a radiacao e a energia escura.
Para uma dada equacao de estado do tipo p = wp, o sistema de equagoes e
pode ser solucionado. A titulo de exemplo, no caso de um gas ultrarrelativistico de
particulas (radiagdo) a equagao de estado é definida pela relagdo p = p/3 e, portanto, a

solucao para o caso especifico em que k= A =0 é dada por

p(t) oca™, a(t) oc tY? H(t) = — R, = ek (1.14)
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Ja quando a pressao exercida pela matéria pode ser desprezada em relacao a sua densidade

de energia (poeira), temos p = 0 e assim encontramos como solugao

2 4
-3 2/3 [ g— = —
p(t) xa™, a(t) oc t°/7, H(t) e R ol (1.15)

Em ambos os casos no inicio do universo, isto é, no limite em que t — 0, temos que o fator
de escala a(t) — 0 e, consequentemente, a densidade total de energia tal como a curvatura
sao infinitas (singularidade inicial). Chegamos assim, mais uma vez, em outro exemplo de
singularidade que é independente do sistema de coordenadas usado. Qualitativamente, a

situacao aqui é andloga ao caso do buraco negro.

1.2 Unidades de Planck e efeitos quanticos

O significado das singularidades na teoria da Relatividade Geral nao pode ser ne-
gligenciado, pois elas estao presentes nas suas principais solugoes, que correspondem a
maior parte da sua aplicacdo. As singularidades demonstram que a RG, assim como
outras teorias da Fisica, também possui um limite de aplicagao. Esperamos assim, que
perto das singularidades, onde as escalas de distancias sao muito pequenas e a curvatura
se torna muito grande, que a gravitagao deva ser descrita por uma teoria mais ampla
do que a Relatividade Geral. As modificagbes na dinamica gravitacional, isto é, na acao
, podem ser inspiradas por razoes puramente fenomenoldgicas, ou, de uma maneira
mais natural, devido aos efeitos quanticos do campo gravitacional.

A possivel escala em que os efeitos quanticos do campo gravitacional se tornam
importantes deve conter trés constantes fundamentais, a saber: a velocidade da luz no
vacuo ¢, a constante de Planck A e a constante gravitacional de Newton G. Usando
essas trés constantes, podemos construir de maneira tnica quantidades com dimensao de

tempo, comprimento e massa, conhecidas como unidades de Planck,
tp = GVPRPZP? 20,7x10 %5,
Ip = GVPRVZe32 x1,4%x 107 em, (1.16)
Mp = G YV2RY24Y220,2%107° g ~ 10" GeV .

Podemos supor que a existéncia das unidades fundamentais de Planck indica a presenca

de alguma fisica fundamental nessa escala. Como ¢, h, e G estao envolvidas, essa fisica
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deve ser uma teoria relativistica, quantica e gravitacional ao mesmo tempo. Entretanto,
a simples analise dimensional apresentada acima nao é, infelizmente, suficiente para res-
ponder como essa teoria deve ser. Podemos imaginar diferentes maneiras de se construir
uma teoria quantica da gravitagao. De fato, como esse ainda é um problema atualmente
em aberto, nao é dificil encontrar diferentes abordagens na literatura. Contudo, apesar do
grande numero de diferentes modelos tedricos, a grande maioria das abordagens usadas

pode ser classificada em trés grupos de idéias distintas, a saber:

(i) a gravidade e a matéria devem ser quantizadas. Provavelmente, essa é a abordagem
mais fundamental, entretanto, nao existe certeza absoluta se a métrica deva ser
quantizada uma vez que, afinal, ela é diferente de todos os outros campos, sendo

uma caracteristica fundamental do espago-tempo;

(ii) apenas a matéria deve ser quantizada no fundo curvo classico (abordagem semiclas-
sica ou teoria quantica de campos no espago-tempo curvo). E importante notar
que, diferentemente da teoria quantica da métrica, a teoria quantica de campos e
o espaco-tempo curvo sao nogoes separadamente bem estabelecidas, que passaram
por diferentes testes experimentais. Deste modo, é natural juntar essas duas teorias

e estudar qual é a nova Fisica que surge dessa comunhao;

(iii) em vez de quantizar a gravidade e/ou a matéria no espago-tempo curvo, podemos
quantizar alguma outra coisa mais fundamental. Um exemplo dessa abordagem
é a teoria de (super)cordas. Nessa teoria a quantizacao é realizada em objetos
unidimensionais, conhecidos como cordas, e ambas, matéria e gravidade, sao campos

induzidos.

Nessa tese vamos nos focar, principalmente, nos efeitos quanticos do campo gravita-
cional referentes as abordagens (i) e (ii). Por esse motivo, na continuac¢ao desse capitulo
iremos revisar diferentes tipos de modelos tedricos relacionados com a abordagem (i) e
trataremos de algumas de suas propriedades. Discutiremos também quais sao as principais
dificuldades encontradas na formulagao de uma teoria consistente da gravitacao quantica.
No capitulo [2] iremos revisar alguns resultados importantes da abordagem semicldssica,

que serao importantes durante o decorrer do texto.
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1.3 Divergéncias na gravitagcao quantica

O estudo da estrutura das divergéncias de uma nova teoria de campos é um passo
importante para o aprendizado de suas caracteristicas quanticas como, por exemplo, as
suas propriedades de renormalizacao. Para que isso seja realizado no caso da teoria
quantica do campo gravitacional, o primeiro passo importante é provar que a covariancia
geral é mantida no nivel quantico. De fato isso pode ser feito, até mesmo nos casos
em que calibres nao-covariantes do tipo g,, = 1., + hy, sao usados para métrica de
fundo 42,137,214} 225]. Além disso, podemos também relembrar que todas as possiveis
divergéncias ultravioletas sao expressoes locais. Levando esses dois fatos em consideracao,
o problema em questao se reduz entao, as técnicas de contagem de poténcias dos momentos
(power counting) para o campo hy,,.

O calculo do grau superficial de divergéncias D de um diagrama de Feynman pode

ser realizado por meio da férmula geral

D+d=) (4—m)—4n+4+) K, (1.17)

lint
onde r; é o inverso da maior poténcia de momento no propagador, l;,; ¢ o nimero de linhas
internas do diagrama, n é o seu numero de vértices e K, é o numero de derivadas em
um dado vértice. No lado esquerdo da equacao d representa o nuimero de deriva-
das agindo nas linhas externas do diagrama. As divergéncias logaritmicas correspondem
ao caso particular em que D = 0 e entao, nesse caso, d indica o nimero de derivadas
da métrica necessarias nos contratermos. Além dessa férmula, também é 1til levar em

consideracao a relacao topologica
lig=p+n—1, (1.18)

que relaciona o nimero de loops p de um diagrama, com o seu numero de vértices n e de
linhas internas (;,,;.
A seguir, vamos aplicar as féormulas (1.17) e (1.18]) em diferentes modelos de gra-

vitagao e assim, nos aprofundarmos na discussao de suas propriedades de renormalizacao.
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1.3.1 Relatividade Geral quantica

Para a gravitacao quantica baseada apenas na Relatividade Geral com a acao de
Einstein-Hilbert , como a curvatura escalar R possui duas derivadas da métrica,
temos r; = 2 e K, = (2,0). Os diagramas com K, = 0 sdo menos divergentes, por-
tanto, por razoes de simplicidade, consideramos apenas os vértices com K, = 2. Através
da aplicacao direta das equacgoes e , chegamos a expressao final para as di-

vergéncias logaritmicas
d=2+2p. (1.19)

A equacao mostra que o nimero de derivadas da métrica necessarias nos contra-
termos cresce com o namero de loops.

De acordo com a abordagem perturbativa, toda vez que introduzimos um novo con-
tratermo é necessario fixar uma condigao de renormalizacao, o que significa que, devemos
realizar uma medicao no laboratério. Como na férmula o ntimero de contrater-
mos nao ¢ restrito, antes de se fazer uma tnica predicao, é necessario, em principio, ter
uma quantidade infinita de dados experimentais. Isso mostra que a Relatividade Geral
quantica é uma teoria do tipo nao-renormalizavel e, portanto, nao tem poder tedrico de
realizar previsoes no nivel quantico. Calculos explicitos das divergéncias que confirmam

esse resultado podem ser encontrados nos trabalhos [71},72,(101}]116].

1.3.2 Gravitacao quantica com derivadas superiores de quarta

ordem

Uma possivel solugao para o problema da renormalizacao na gravitacao é modificar a
teoria classica usada como ponto de partida para construcao da teoria quantica. Considere

a teoria baseada na agao [214]
S = Sguw+ Sps, (1.20)
onde Spg é acao de derivadas superiores com quatro derivadas da métrica

SDS —_= /d41‘\/ —g {alRillaﬁ + OCQRiB + Of3R2 + Oé4|:|R} . (121)
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Nesse caso, a situacao muda drasticamente, pois tanto o propagador quanto os vértices
da teoria se alteram. Temos agora, r; = 4 e K, = (4,2,0). Dessa maneira, para os
diagramas mais divergentes, que correspondem a K, = 4, temos como resultado para a
equacao d = 4. Os outros vértices resultam em divergéncias contendo um ntmero
de derivadas da métrica igual a 2 e 0. Consequentemente, como as divergéncias sao

estruturas covariantes e locais, os possiveis contratermos tém a seguinte estrutura geral
AS = /d4x\/—g {c1R}, 0+ C2R25 + 3R + cslOR 4 ¢sR + cg} (1.22)

onde ¢, ¢ sao coeficientes divergentes. Devido aos termos presentes na agao classica
possuirem a mesma estrutura, é possivel remover essas divergéncias da teoria quantica
por meio do processo de renormalizacao dos parametros presentes na acao classica. Sendo
assim, a gravitagao com derivadas superiores é uma teoria do tipo renormalizavel.
Contudo, existe um grande pre¢o a se pagar pela renormalizabilidade. A teoria
com os termos extras de derivada superior , possui dois graus de liberdade extras
no propagador. Um desses é uma excitacao massiva de spin-2, que ¢ independente da
escolha de calibre. Na abordagem linearizada da gravitacao quantica, podemos separar no

propagador de spin-2 o grau de liberdade nao-massivo do grau de liberdade massivo [214]

1 1
(2)

O sinal negativo no propagador da particula de massa ms significa que ela possui energia
cinética negativa. Por esta razao, essa particula é conhecida como fantasma massivo.

A existéncia de fantasmas na teoria causa, no nivel nao-linear, as chamadas ins-
tabilidades de Ostrogradski [170,223]. Essas instabilidades podem ser observadas, por
exemplo, no espalhamento quéantico entre um graviton e um fantasma massivo. De ma-
neira qualitativa e simplificada, o que ocorre é que o fantasma pode ganhar cada vez
mais energia cinética negativa enquanto que, o graviton ganha o equivalente em energia
cinética positiva. Nesse caso, pode existir uma intensa emissao de gravitons, que des-
troem as solucoes cldssicas. A tentativa de remover esse fantasma do espectro fisico de
particulas leva a violagao da unitariedade da matriz S gravitacional [214]. Desse modo,
a gravitacao quantica com derivadas superiores é renormalizavel e nao-unitaria, enquanto

que a versao unitaria, baseada na RG, é uma teoria nao-renormalizavel.
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1.3.3 Gravitacao quantica super-renormalizavel

Podemos introduzir cada vez mais derivadas na acao da gravidade, considerando

uma teoria mais geral com um nimero finito de derivadas da métrica [12]

S =Sgg + /d4x\/—g {alRimB + agRiV +asR?+---
+ b1 Ry OR*™ ™ 4+ by R, OR™ + by ROR + O(R? ) + - -- (1.24)

+ 1RO R 4 ey R, OFR™ + c3ROPR + - - - + O(RM)}.

Para essa teoria, r; = 2k +4 e K, = (0,2,--- ,2k +4). Com o uso das equagoes
(1.17) e ([1.18), encontramos para os diagramas mais divergentes possiveis, a seguinte

formula para as divergéncias logaritmicas
d=4+2k(1-1p). (1.25)

Para k& > 1 o ntmero de derivadas necessarias nos contratermos diminui com o ntmero de
loops, isto é, nesse caso a teoria é do tipo super-renormalizavel. Ja quando k£ > 3, apenas
as divergencias de 1-loop estao presente. Isso significa que apesar das contribuicoes de
ordens superiores serem divergentes, elas se tornam finitas depois da renormalizagao dos
subdiagramas de 1-loop. Além disso, nesse caso como todas as divergéncias tém apenas
quatro ou menos derivadas da métrica, a maioria dos coeficientes presentes na acao (|1.24))
nao precisam ser renormalizados [12].

Novamente, o preco a se pagar pela super-renormalizabilidade é a presenca de fantas-
mas no espectro de particulas. O propagador da teoria contém fantasmas massivos
tanto no setor de spin-2 como no de spin-0. No caso em que os pélos no propagador sao
reais, nao-degenerados e ordenados de maneira crescente, isto é, quando as massas dos

graus de liberdade extras satisfazem

2

0< m(l)o < m2

o < <M (1.26)

o propagador no setor escalar pode, por exemplo, ser escrito como [12]

Ay Ay Ay
™2 5 T 5 5 Tt
p +m(0)0 p +m(0)1 P +m(0)k

Gy (p) (1.28)

Os residuos desse propagador satisfazem a relacao A;. A1 <0 com Ay > 0. Consequen-

temente, os coeficientes A, com k impar sempre possuem sinal negativo e representam
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um grau de liberdade fantasma, enquanto que as componentes com indice par sao sempre
particulas nao-fantasmas. Para a parte tensorial a situacao é similar. O propagador dos

graus de liberdade massivos de spin-2 tem a seguinte estrutura geral

By By By

2 )

O ) B B B
p? + m%z)o P+ mé)l P+ My,

(1.29)

onde os residuos satisfazem B;.Bj,; < 0 [12]. Uma vez que, nesse caso, By < 0, cada
termo B com indice par tem sinal negativo e representa um fantasma.

Em resumo, para cada valor de k£ na acao (|1.24]) é introduzido um novo par de
graus de liberdade nessa teoria, sendo que um desses é sempre um fantasma massivo.
Pode-se entao, concluir que, no geral, a (super-)renormalizabilidade da teoria quéantica

gravitacional indica a presenca de fantasmas.

1.3.4 Gravitacao nao-local livre de fantasmas

A proxima generalizagao possivel consiste em considerar para a agao da gravidade
uma forma nao-local, contendo um nimero infinito de derivadas. Com o intuito de estudar
o propagador nesse tipo de teoria, os termos relevantes na acao sao aqueles que sao de

segunda ordem na métrica. Sendo assim, considere
S = Spg + /d4x\/_—g {R Fi(O) R+ R, Fo(O) R™ + Rap F3(0) Rwaﬂ} . (1.30)

O terceiro termo da equagao ([1.30)), na verdade, ndo contribui para o estudo do propa-
gador. Por meio das identidades de Bianchi e de integragoes por partes, pode-se provar

para qualquer N inteiro a existéncia da seguinte identidade [12]
RuasON R = 4R, ONR™ — RONR + O(R?) . (1.31)

Dessa maneira, admitindo que as func¢oes Fj 5 3(0) possam ser expandidas em séries de
poténcias no operador [, vemos que o termo que contém o quadrado do tensor de Riemann
é na verdade de terceira ordem. Entao, se trocarmos F} — Fy — F3 e Iy — Fy + 4F5,
podemos usar sem perda de generalidade para o calculo do propagador F3 = 0.

Considere agora, o caso particular com as seguintes funcoes:

Fﬂl:l):% e B(0) = —2F(0). (1.32)
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Para essa escolha, o propagador completo para o campo gravitacional tem a seguinte
forma [31,1218],

Calp) = 0 [P~ 1P<Os>] | (1.33)

p*a(—p?) 2

onde P®? e P(=%) 5o os operadores de projecio de spin (para maiores detalhes a respeito
dos projetores, veja as referéncias [42,/167]). Em particular, se a fungao a(J) nao tiver
zeros, nao introduzimos residuos novos no propagador . Desse modo, a teoria nao
inclui novos graus de liberdades e podemos, assim, construir uma teoria da gravitacao
com derivadas superiores livre de fantasmas no nivel de arvore. De acordo com o teorema
de Weierstrass, qualquer funcao inteira no plano complexo pode ser escrita na forma
a(d) = e ® onde v(O) é uma funcio analitica qualquer. Essencialmente, o mesmo

exemplo de fungao inteira foi considerado nas referéncias [29,/150,(152,]218], a saber

o(0) = exp (—%) | (1.34)

Na teoria gravitacional nao-local baseada na funcao exponencial , a formula
para o power counting, equacao , nao tem sentido matematico, pois ela tem um
resultado indefinido do tipo oo — co. Todavia, através da contagem do ntmero de infi-
nitudes introduzidas na forma da exponencial, é possivel através da relagao topoldgica
(1.18) realizar o estudo da estrutura das divergéncias nessa teoria. Os detalhes desse
processo pode ser encontrado nas referéncias |[1504152217,218]. Os resultados prelimina-
res sao exatamente os mesmos do que na teoria polinomial com k > 3. A teoria
¢ super-renormalizavel, as divergéncias estao presentes apenas no nivel de I1-loop e os
contratermos tem apenas zero, dois e quatro derivadas da métrica.

Apesar de os fantasmas massivos nao estarem presentes no propagador no nivel de
arvore , no nivel quantico o propagador completo com todas as correcoes quanticas,
apresenta um numero infinito de fantasmas complexos escondidos [199]. Sendo assim, na
teoria quantica completa, nao é possivel também, nesse caso, evitar a presenca de estados

nao-fisicos devido as derivadas superiores.



CAPITULO 2

Elementos de teoria quantica de campos no espaco-tempo curvo

Um dos aspectos melhor compreendidos atualmente com respeito aos efeitos quan-
ticos do campo gravitacional é a teoria quantica de campos no espaco-tempo curvo. Essa,
corresponde a uma abordagem semiclassica da gravitacao, em que apenas os campos de
matéria sao quantizados, enquanto que a métrica é tratada apenas como um campo ex-
terno classico. No presente capitulo, nosso principal objetivo é dar uma introducao mais
técnica relacionada a essa teoria, com topicos que serao importantes para o entendimento
da tese. Comecamos na sec¢ao [2.1] introduzindo a nogao da acao do vacuo e apresentamos
argumentos formais a respeito da necessidade da introducao dos termos com derivadas
superiores na acao gravitacional. O motivo exposto é que os termos com quatro derivadas
da métrica sao necessarios para a renormalizacao da teoria semiclassica. Em seguida,
na secao consideramos a acao efetiva do vacuo. Na teoria de perturbacgoes a acao
efetiva pode ser escrita como a acao classica mais correcoes quanticas em poténcias da
constante h. Sendo assim, a acao efetiva representa um dos objetos centrais do nosso es-
tudo. Logo depois, na secao discutimos como definir a acao dos campos de matéria no
espago-tempo curvo. Na se¢ao[2.4] abordamos os métodos praticos dos cdlculos quanticos
das divergencias de 1-loop no fundo geral e consideramos assuntos relacionados como a
renormalizagao e o grupo de renormalizagao. Damos maior énfase na técnica de Schwinger-

DeWitt, pois esse representa o principal método de calculo que sera usado. Por fim, as

seqoes e 2.7 tratam de assuntos relacionados a anomalia conforme. Devido & fun-

32
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damental importancia desse assunto para a teoria semiclassica (e também para essa tese)
essa secao contém maiores detalhes. Novamente, este capitulo de revisao é desenvolvido
tendo como base as notas de aula do professor Ilya Shapiro que foram responsaveis pelo

artigo de revisao [200].

2.1 Acao do vacuo: a real necessidade das derivadas

superiores

Como visto no capitulo anterior, a gravitacao quantica é caracterizada por um con-
flito entre a sua renormalizacao e unitariedade. Para que a teoria seja renormalizavel, é
necessaria a introdugao de termos com derivadas superiores na agao gravitacional. Con-
tudo, esses termos introduzem graus de liberdade nao-fisicos, responsaveis pela quebra da
unitariedade da matriz S gravitacional.

A formulacao de uma teoria quantica da gravidade consistente, ainda é um dos
maiores desafios existentes na Fisica tedrica. O maior problema nessa drea é a falta de
evidéncia experimental a respeito da quantizacao da métrica. Consequentemente, qual-
quer modelo de gravitacao quantica é, atualmente, baseado apenas em principios tedricos,
sem nenhuma restricao fenomenoldgica. Sendo assim, a real necessidade das derivadas su-
periores na acao gravitacional se torna questionavel. Serd que é possivel ignorar esses
termos? A resposta para essa pergunta é negativa, pois mesmo quando a métrica nao
é quantizada, esses termos sao fundamentais para que a teoria quantica da matéria seja
consistente no espaco-tempo curvo. As teorias de campo da matéria renormalizaveis no
espaco-tempo plano perdem essa propriedade no espago-tempo curvo, se nao considerar-
mos os termos de quarta ordem na acao gravitacional. Vale a pena enfatizar mais uma
vez que, apesar de nao existirem evidéncias empiricas da quantizagao da métrica, a teoria
quantica de campos e o espago-tempo curvo sao nocoes bem estabelecidas que possuem,
separadamente, uma ampla verificacao experimental. Dessa forma, é natural admitir a
consisténcia simultanea das duas teorias. Para entendermos como os termos quadraticos
na curvatura emergem naturalmente na teoria quantica de campos no espago-tempo curvo,
podemos considerar, mais uma vez, a expansao da métrica ¢,, = 7, + hy, € os argu-

mentos de power counting. Como na abordagem semiclassica a métrica nao é quantizada,
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Figura 2.1: As linhas retas correspondem aos campos de matéria, ji as linhas onduladas & métrica
externa. Um unico diagrama no espaco-tempo plano gera um conjunto infinito de diagramas no espago-
tempo curvo. O primeiro diagrama é exatamente o original do espago-tempo plano e o restante contém

linhas externas gravitacionais.

os possiveis diagramas de Feynman possuem apenas loops de campos de matéria. Devido
a gravitacao ser uma teoria do tipo nao-polinomial, qualquer diagrama de Feynman no
espago-tempo plano é responsavel por um conjunto infinito de diagramas no espago-tempo
curvo, com o numero crescente de linhas externas gravitacionais (veja a figura .
Quando o nuimero de vértices de um dado diagrama aumenta, o grau superficial de
divergéncias pode, de acordo com a féormula , apenas diminuir. Portanto, a inser¢ao
de novos vértices de interacao com campos h,, nao pode elevar o grau superficial de
divergéncias de um diagrama. Como resultado, todos os diagramas com caudas externas
gravitacionais tém o mesmo ou um menor indice de divergéncia do que o diagrama origi-
nal do espago-tempo plano. A teoria quantica de campos renormalizavel no espago-tempo
plano possui apenas divergéncias logaritmicas com dimensao de massa quatro. Portanto,
mesmo no espago-tempo curvo estarao presentes apenas divergéncias logaritmicas com
essa dimensao. O simples diagrama de bolha de vacuo no espaco-tempo plano é res-
ponsavel, no espaco-tempo curvo, pelo diagrama com estrutura geral apresentada na fi-
gura2.2] Esse diagrama é responsével por contribuigdes puramente gravitacionais e como
argumentado anteriormente, as divergéncias logaritmicas também possuem nesse caso di-
mensao de massa 4. Como a métrica é um campo adimensional e como as divergéncias
também sdo nessa situagao expressoes locais e covariantes [137], a inica forma possivel
para as divergéncias logaritmicas puramente gravitacionais sao os termos quadraticos nos

tensores de curvatura.
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Figura 2.2: Diagrama geral com um loop dos campos de matéria com linhas externas gravitacionais.

As divergéncias estao presentes apenas nos diagramas com um e dois vértices gravitacionais.

O numero minimo de termos puramente gravitacionais, necessarios para a renor-
malizacao da teoria semiclassica, conhecidos como agao do vacuo, podem ser expressos
como

Svac = SEH + SD57 (21)

Sps = /d4I\/ —g {a102 +asl + asUUR + a4R2} ) (2.2)

onde na equacao ([2.2)) utilizamos uma base mais 1util para os termos quadraticos nos ten-
sores de curvatura, por meio do quadrado do tensor de Weyl C? e do termo topolégico
de Gauss-Bonnet E. A prova formal da suficiéncia da agao do vacuo ([2.1)) para renorma-

lizabilidade da teoria semicldssica pode ser encontrada, por exemplo, na referéncia [42].

2.2 Acao efetiva do vacuo e expansao em loops

Na abordagem semicléssica, apesar da métrica nao ser quantizada, a dinamica da
gravidade é modificada devido a quantizacao dos campos de matéria no espago-tempo
curvo. A acado da gravitacao no nivel quantico é conhecida como acao efetiva do vacuo

I'[gu]. Esse objeto é definido através da seguinte integral de caminho
e Tlow] — /D¢ei5[¢,gw] ) (2.3)

Nessa formula ¢ representa o conjunto de todos os campos de matéria e D¢ é a medida
covariante de integracao funcional. A acdo cldssica S[¢, g, ] inclui a agao de todos os
campos de matéria e a acao do vacuo . Como a gravitacao nao é quantizada, a
integracao na expressao ocorre somente sobre os campos de matéria, a métrica

desempenha aqui o papel de um parametro externo.
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A acao efetiva do vacuo é um objeto extremamente complicado, assim, na pratica,
ela é frequentemente calculada em termos da teoria de perturbacoes. A acao efetiva

admite uma expansao no parametro pequeno h [42], a saber,

L(g] = Svaclgyw] + > B T@ (2.4)

p=1
A equagao (2.4) é conhecida como expansdo em loops da agao efetiva. O pardmetro
p define o nimero de loops. A parte mais simples, usualmente mais importante, é a

contribui¢ao de 1-loop, que tem como férmula final [42]

= % sTr In H | (2.5)
onde
2 g 52S[¢7 g,u,u]
H=H = 2.6
9= Soweow)| 20

¢ chamado de operador bilinear nos campos quanticos. O simbolo sTr denota a operacao
do supertraco, que leva em consideracao a paridade Grassmaniana dos campos em questao.

Isto é, o traco funcional de um operador A

TrA= /d4$\/—g trfl(:v?y)|x_)y (2.7)

deve ser tomado com coeficiente +1 para campos bosonicos e —2 para os campos fer-
mionicos.

Os tracos funcionais de operadores diferenciais, que estao tipicamente presentes
na acao efetiva de 1-loop , podem ser calculados por diferentes métodos como, por
exemplo, através da técnica de Schwinger-DeWitt. KEsse formalismo, sera discutido na

segao m (veja também, o apéndice [Al).

2.3 Acao classica dos campos de matéria no espaco-
tempo curvo
A préxima questao importante é como definir as agoes das teorias que descrevem os

campos de matéria (campo escalar, campo vetorial e campo espinorial) no espago-tempo

curvo. Em principio, isso pode ser realizado de diversas maneiras, entretanto, vamos
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nos ater aqui apenas as abordagens mais naturais, intuitivas e simples, conhecidas como
métodos da generalizacao minima e da generalizagao nao-minima.

O método da generalizagao minima consiste em construir agoes que mantenham a
mesma forma do espago-tempo plano e que possuam covariancia geral. Sendo assim, a
métrica plana 7, deve ser substituida pela métrica geral g,,, a derivada parcial 9, pela
derivada covariante V,, e o elemento de volume d*z por sua versdo covariante d*z/—g.

J& o método de generalizacao nao-minima é baseado nos seguintes principios:

(i) a acao deve ser local, isto é, a mesma deve depender apenas de um tinico ponto do

espaco-tempo z#;
(ii) a agao deve ser covariante;

(iii) as simetrias da a¢do no espago-tempo plano devem ser mantidas. Como exemplo,

podemos citar a simetria de calibre para o campo vetorial;
(iv) a acao deve admitir o limite do espago-tempo plano;

(v) ndo devemos introduzir novos termos que possuam parametros com dimensao de
[massa]~!. E bem conhecido que a introdugao desses parametros é responsdvel por

teorias dos campos de matéria ndo-renormalizaveis [184].

Seguindo esses principios, o resultado da generalizacao nao-minima da acao do
campo escalar livre para o espaco-tempo curvo é dada por

1
So = 3 /d4x\/—g {g"0up 0o + m2p® + ER*} . (2.8)

Se comparada com a teoria no espago-tempo plano, a agao contém uma nova quan-
tidade adimensional &, conhecida como parametro nao-minimo. A versao minima dessa
agao pode ser obtida fazendo & = 0.

Ja para os campos livres, vetorial e espinorial, as agoes obtidas pelos dois métodos
sao idénticas. Isso se deve ao fato de que é algebricamente impossivel construir termos
nao-minimos para essas teorias sem que haja a violacao de algum dos cinco principios

citados anteriormente. Para o campo espinorial temos a seguinte acao

Sip =i / /=g (57"V ) — iy ) | (2.9)
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onde 7* é a matriz de Dirac no espago-tempo curvo. Finalmente, no caso do campo

vetorial a sua agao é definida por

1
S, = —Z/d‘lx\/—g F2,. (2.10)

onde F,, =V,A, -V, A, =0,A, —9,A, é o tensor do campo eletromagnético.

2.4 O calculo das divergéncias de 1-loop

A maneira mais direta de realizar calculos na teoria quantica de campos no espaco-
tempo curvo é através da frequente expansao da métrica em torno do espago-tempo plano,
v = N + . O resultado é entao a teoria quantica de campos usual no espago-tempo
plano, com uma quantidade infinita extra de vértices de interacao com o campo h,,. O
calculo das divergéncias pode ser assim realizado pelos diagramas de Feynman. Apesar
de trabalhos iniciais importantes terem sido feitos usando esse método [221]229], na
pratica, esse tipo de calculo nao ¢ muito conveniente, pois os passos intermediarios nao sao
explicitamente covariantes e temos que, no final, tentar restaurar a expressao covariante
para os contratermos. O método da representagao local de momentos também pode ser
generalizado para o espago-tempo curvo de uma maneira covariante através do uso das
coordenadas normais de Riemann [47,[172] (uma introducado as coordenadas normais de
Riemann pode ser encontrada, por exemplo, no livro texto [185]). Nesse caso, para o
calculo das divergéncias é suficiente considerar apenas os primeiros termos do propagador
na expansao dessas coordenadas.

Em particular, outro formalismo muito importante, que serd adotado como o princi-
pal meio de célculo durante essa tese, é a técnica de Schwinger-DeWitt [73,[74,|]198]. Esse
formalismo é uma ferramenta bastante util para cédlculos no nivel de 1-loop, permitindo
também que a covariancia geral seja mantida em cada estagio de consideragao. A seguir,

vamos introduzir esse método e revisar o seu conteudo.

2.4.1 A técnica de Schwinger-DeW:itt

A acao efetiva de 1-loop depende de parametros externos através da forma bilinear

da agao H. Considere sua variagdo com respeito a esses parametros:
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orW = 2TH YoH . (2.11)

O operador H-? pode ser representado como
H' = z/ dse 7 (2.12)
0

A equacao 1. ¢é conhecida como representagao do operador H! pela integral sobre o

tempo préprio s. Como resultado,

_ 1 o0 P ] *d .
T = Ty / ds e “H§H = (5( iy / & e_”H> . (2.13)
2 0 2 0

S

Logo, além de uma constante aditiva nao essencial, a agao efetiva pode ser expressa como

= —%Tr /Oo ds isit. (2.14)
0 S
A quantidade
K(s)=e (2.15)

é conhecida como heat kernel. A representagao de coordenadas deste operador
K(z,2'|s) = (z|e ")) (2.16)

satisfaz a equacao diferencial de Schrodinger,

28— K(z,2'|s) = —H K (z,2'|s), (2.17)
s

com a condi¢ao inicial

K(x,2'|0) = §(x —2'). (2.18)

O célculo da acao efetiva é entao, reduzido ao célculo da quantidade K (x,z'|s). Agora,

considere que operador H possa ser escrito como

H=10+1I. (2.19)
A equacao lb é conhecida como forma minima do operador bilinear H. Nesse caso,
a equagao (2.17) pode ser resolvida por uma expansdo em séries através do seguinte

ansatz [73]

K(z,2'|s) = Ko(z,2'| Z " g (2, 2) (2.20)

k=0
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onde

- 1
Ko(z,2'|s) = (dris)" 2

¢ o heat kernel do operador de d’Alembert. Na férmula (2.21)), n é a dimensao do espago-

DY2(z, ') exp {—%} (2.21)

tempo, o(z,x’) é a distancia geodésica entre os pontos = e =’ e
D(z,z') = det [-V,V,o(z,2)] (2.22)

é conhecido como determinante de Van Vleck-Morette. Também é til introduzir o cor-

respondente biescalar

Az, 2") = /—g(x) D(z,2") \/—9g(2) . (2.23)

Os termos ay sdo conhecidos como coeficientes de DeWitt. Substituindo a férmula ([2.20))
na equacao (2.17)) encontramos a seguinte relagdo de recorréncia para os coeficientes

ag(z,x)

o'V g = 0, (2.24)

(b + Dagr1 + 0" Vg = A720(AY?4,) + 1 ay,, k=1,2,3, .. (2.25)

Em particular, os primeiros coeficientes, no limite de coincidéncia x = z’, obtidos a partir

dessa férmula sao [73]

ao = Go(x,x) = 1, (2.26)
r—x!
. . s o1
a = ai(z,z) = P =11+ -R, (2.27)
z—a’ 6
i = ay(x :L’):;(R2 — R? +DR)+1152+1D]5+i5‘2 (2.28)
lomar 2N 180 \ HwaB — Tad 2 6 12 "m '
onde
S =1[V,,V,] (2.29)

é o comutador das derivadas covariantes no espago dos campos de interesse.
Substituindo a férmula (2.20)) na equacao (2.14)), podemos encontrar a férmula final

para a acao efetiva de 1-loop

_ i *ds DV (2,2") _ota) o=, h
00 =5t [ T ¢ 2l (2:30)
0 k=0
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O limite ultravioleta da agao efetiva corresponde ao limite inferior s =0 na
integral de tempo préprio. A regularizacao dessa integral pode ser realizada de diferentes
maneiras, sendo que aqui vamos adotar a regularizagao dimensional [39,138]. Um resul-
tado importante é que no espago-tempo quadridimensional, as divergéncias presentes na
formula correspondem aos termos em que k = 0, 1, 2 (para sua demonstragao,
veja [21]). O coeficiente ag corresponde as divergéncias quarticas e o coeficiente a; cor-
responde as divergéncias quadraticas. Na regularizacao dimensional essas divergéncias
sao nulas. Por fim, as divergéncias logaritmicas, que definem nocoes importantes como o
grupo de renormalizacao, as func¢oes (e as anomalias, sao proporcionais ao coeficiente a,.
Sendo assim, utilizando o resultado , depois da realizacao da integracao no tempo
proprio s, a parte divergente da acao efetiva pode ser expressa como [73]

~

_ 1 1 1 -
(1) _ m n—4 2 2 2
Fdiv = — g /d T/ —g,u tr @ (RHVOCB — Raﬂ + DR) + 5 P (231)
1 ~ 1 -
—OP+ — 52
T sW} |
onde
€= (47)%*(n — 4) (2.32)

é o parametro da regularizacao dimensional. O parametro p tem a dimensao de massa e é
introduzido de maneira que as dimensoes dos campos sejam as mesmas do que em quatro
dimensoes.

A 1ltima féormula é uma poderosa ferramenta de calculo para as divergéncias em
varios modelos de teorias de campo, quando o operador bilinear é minimo. O uso da
expressao ¢ uma das maneiras menos complicadas de calcular as divergéncias de
1-loop no espago-tempo curvo, pois o calculo é nesse caso reduzido a comutacao de de-
rivadas covariantes, diferenciacao e multiplicacdo de matrizes. Como exemplo de sua
aplicagao, nas proximas se¢oes vamos calcular as divergéncias de 1-loop para os modelos
dos campos, escalar ndo-minimo, espinorial e vetorial. Apesar de ser possivel escrever na
grande maioria das teorias de campos existentes o seu correspondente operador bilinear
na forma minima, lidaremos também durante essa tese com operadores H nao-minimos.
Nesse caso, é necessario ir além da férmula e usar a versao generalizada da técnica
de Schwinger-DeWitt proposta por Barvinsky e Vilkovisky [21]. As principais férmulas
da técnica Schwinger-DeWitt generalizada que serao necessérias para o entendimento do

texto podem ser encontradas no apéndice [A]
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2.4.2 Campo escalar nao-minimo

Para o campo escalar nao-minimo sem interacao, descrito pela acao (2.8]), o operador

bilinear H tem a seguinte forma

H=0-m?—¢R. (2.33)

S

Consequentemente,

= —¢R—m? (2.34)

S

e o operador 15, equacao 1) é

P=—¢R—m?, (2.35)
onde definimos é =¢ —1/6. Também temos que para o campo escalar
S =0. (2.36)

Substituido esses valores na equacao ([2.31]), chegamos ao resultado para as divergéncias

de 1-loop
_ 1 1 ~ 1 1
™ _ _/dn — o n—4 J 1 4 2{ R o2 _
div ¢ | STV gpT T g ms tm Sl 55 O = g
1 1~ 1 -~
R — O — 2L 2.
+ (180 65) R+2§R} (2.37)

2.4.3 Campo espinorial

Para os espinores descritos pela acao (2.9)), a acao efetiva é dada por
'=_iTrinH, (2.38)
onde
H=1i "V, — imy) . (2.39)

Para aplicar a férmula (2.31)), precisamos de um operador que seja quadratico nas suas
derivadas, escrito na forma minima 1} Isso pode ser conseguido multiplicando H pelo
seu complexo conjugado H* = —i (y#V, + imy). Na referéncia [176] existe a prova geral

da seguinte identidade

TrInH = Tr In H*. (2.40)
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Sendo assim, temos

TrInH = % Tr In (HHY) (2.41)
e encontramos para a formula da acao efetiva

O — —% Tr In (HAY), (2.42)

onde

- 1
HH™ =9V, Y, + m* =0+ m? — 2 R. (2.43)

Na equagao acima usamos a identidade

1
vV, V, =0 — 1 R. (2.44)

O operador ([2.43) ja nos permite aplicar a férmula (2.31]). Com esse propésito, identifi-
camos os seguintes elementos necessarios

1 . 1 N
o R, Sy = 1 Ruvapy™” . (2.45)

~

1 A
H:m2—ZR, P=m?-

Logo, depois de alguma algebra, encontramos a seguinte expressao para as divergéncias

_ 1 1 1 11 1
P _ ——/d” /gt ot 2 R4 — (- —— E+ —0ORY. (246
div = T TVTIH mptgmritg, 360~ T 30 (2.46)

2.4.4 Campo vetorial

Como tltimo exemplo, considere o campo vetorial. A agao (2.10) é invariante pe-

rante a seguinte transformagcao de calibre
Ay — A=A, +V,.E (2.47)

Para realizar a quantizacao funcional das teorias de calibre devemos usar o método de
Faddeev-Popov (para a introdugao, veja o livro-texto [42] e as suas referéncias). Nesse

formalismo, temos que considerar além da agao classica (2.10]), a agao de fixacao de calibre

1
Spe = —§/d4x\/—g X, (2.48)

onde x = V,A* é o parametro de fixagao de calibre, e a acao dos fantasmas de Faddeev-

Popov

Stan = /d4x\/—gCMC. (2.49)
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Na tltima férmula C(x) é o campo fantasma, C(z) é o campo anti-fantasma e

24
M= —"-R“ 2.
5A°‘ R Y ( 50)

onde R“ é o gerador da transformacao de calibre, definido por dA% = R*¢. Para a
transformagao de calibre (2.47)), encontramos M = 1.

A acao efetiva do vacuo é entao, dada por

= % TrlnH —iTr In Hpop, (2.51)

onde

A

H = H! =6'0—-RY (2.52)
¢ o operador bilinear da acao do campo A, e
Hjon =0 (2.53)

¢ o operador bilinear da agao dos fantasmas. O sinal negativo para a contribuicao dos
fantasmas na equacao é devido ao fato dos campos C' e C serem anticomutativos.

Para o célculo das divergéncias, podemos aplicar a férmula em cada termo
da equacao . Para o primeiro termo, identificamos

A

SFR—RE, S, =[Su]5 =R (2.54)

1 = gk T — _ pH D _
1—(5117 II= Ry, P = .Buv -

Ja a contribuicao dos fantasmas, pode ser encontrada como caso particular da férmula
prévia (2.37), com m, = £ = 0 e um fator extra multiplicativo de 2. Dessa maneira,
encontramos a resposta final

O NS N na 1 o 31 1
== [awy=yg — - F— —ORY. 2.
div e/ VIR {mC moC 10" (2.55)

2.4.5 Contratermos e renormalizacao da acao do vacuo

No esquema de subtracao minimo as divergéncias presentes na acao efetiva do vacuo
devem ser removidas através da adicao de um contratermo local apropriado na agao do
Vacuo e pela conseguinte renormalizacao dos seus parametros. Dentro da regula-
rizacao dimensional, o primeiro passo é generalizar a acao classica no espago-tempo com

dimensao arbitraria n, isto é,

1
SéZiz/d”xv—gu“ [—W(R—FZA)+a102+a2E+a3DR+a4R2 . (2.56)
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O parametro massivo u representa aqui, a escolha da escala de renormalizacao. A agao

classica renormalizada é entao definida por

Sp =S

vac

+ AS, (2.57)

onde AS é um contratermo local, que deve ser escolhido de maneira que a acao efetiva

do vacuo renormalizada

=250 4+TW 4 AS (2.58)

vac

seja finita. Sendo assim, a escolha necessaria para o contratermo é
AS =T (2.59)

Considere agora, uma teoria quantica de campos contendo um nimero N, de esca-
lares, Ny de férmions e N, de vetores. Nesse caso, pelos resultados obtidos anteriormente,

equagoes (2.37)), (2.46) e (2.55)), encontramos para a férmula (2.59) o resultado

n—4

AS = 7/;_4/(1”517\/—_9{6AA+5ER+5102+52E+53DR+@4R2}’ (2.60)

onde
2 1 4 4
(4m)* B = éNsms—Qmef,

~ 1
(47T)25E = N5m§§+§me?c,

1 1 1
A2 B = — Ny, + — Ny + — N, , 2.61
(@) o = 55 Nat 55 Nr + 4 (2:61)
1 11 31
A7) By = ——— No— — N; — 2— N, |
(4m)" B 360 360 7 180
1 1 1 1.
412 By = — Ny + — Ny — — N, — =N,
()" B = g Mo T30V~ 7 6¢
(4m)2 By = %521\/3.

A expressao geral para os contratermos, equagao , tem exatamente a forma discutida
previamente através de argumentos gerais na segao 2.1} O termo de Einstein-Hilbert, a
constante cosmoldgica e todos com quatro derivadas da métrica sao necessarios para que
a teoria dos campos de matéria seja renormalizavel no espaco-tempo curvo.

Seja agora SOAQ GO V] a acdo nua (bare action). A equacdo para renorma-

lizacao dos parametros da acao do vacuo é definida como

SOAO GO ) = §uIA, G, a;] = ST+ AS. (2.62)

vac
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Os parametros A, G e a 234, presentes na acao classica renormalizada, sao valores ob-

servaveis que dependem da escala de renormalizacdo p. J& os parametros A©, GO,
0 ~ . ~ e o N

e a(12)3 4 sao parametros nao-observaveis infinitos que nao dependem de p. Para que

a férmula (2.62) seja satisfeita, os parametros devem obedecer a seguinte equagao de

renormalizacao
A - A B 1 nd 1 BE
“8rco ~H [_ 3G T no 4] B TT e O N [_ 167G n- 4] ’
© _ neal| @, B
) = \ S 2.63
R et (2.63)

Por fim, para estudar como os parametros da acao renormalizada dependem de p, con-
sidere nas equagoes acima a derivada pd/dp. Depois do processo de regularizacao ser
removido, isto é, no limite em que n — 4, encontramos as seguintes equagoes do grupo

de renormalizacao no esquema de subtragao minima

'ud,u 87G 4_ A Mdu 167G 74_ B 'udu -

n—

= —Bi.  (2.64)

2.5 Simetria conforme local

Considere as teorias livres dos campos de matéria descritas na segao Quando

esses campos sao nao-massivos (ms = my = 0) e quando o parametro nado-minimo do

campo escalar vale £ = 1/6, as agoes (2.8)), (2.9) e (2.10]) s@o invariantes perante a seguinte

transformacao simultanea da métrica
Guv = Gy = Guv €7 (2.65)
e dos campos de matéria
o — ¢ =pe @ ) — ) = p730@2 Ay — A=A, (2.66)

A transformacao da métrica (2.65)) é conhecida como transformagao conforme local e a
invariancia perante as equagoes (2.65) e (2.66)) é chamada de simetria conforme local.
Introduzindo a notagao abreviada para os campos de matéria, ¢; = (¢, ¥, A,), as trans-

formagoes (2.66) podem ser resumidas na férmula

¢ — ¢ = i e, (2.67)
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onde d; = (=1, —3/2, 0) é conhecido como peso conforme. Nessa notagao, a identidade

de Noether correspondente a simetria conforme pode ser escrita como

2 5Sm 4, dSm
= Guw 59W —5 5¢Z

Quando as equagoes de movimento dos campos de matéria sao satisfeitas, a identidade

(2.68)

(2.68) implica que o trago do tensor momento energia é nulo

TH=——2_g,2"=0. 2.69
== (2.69)

Apesar do tensor momento energia ser definido através da derivada variacional da
agao dos campos de matéria em relagdo a métrica, é costume (ou melhor dizendo, uma
tradigdo na drea) falar que os termos de derivada superiores na acao do vécuo sao res-
ponsaveis por definir o tensor de momento e energia do vacuo T . Sendo assim, a parte

da acao do vacuo

Svac. conf. — /d4$\/ -9 {a1C2 + a2E + GBDR} (270)

também satisfaz a condi¢ao de nulidade do traco do tensor de momento e energia, equagao
. Isso ocorre, pois o termo do quadrado de Weyl [ /=g C? possui simetria conforme
e os termos topolégico de Euler [ /=g E e o superficial [ /=g R ndo contribuem para
as equacoes de movimento. Mesmo a acao nao sendo realmente invariante conforme,
como ela satisfaz a identidade , também ¢é costume dizer que, nesse sentido, a agao

(2.70) possui simetria conforme local.

2.6 Anomalia conforme

Quando a teoria classica possui mais de uma simetria, nao existe um esquema de
regularizacao que consiga preservar todas as simetrias da teoria original no nivel quantico.
Depois que as divergéncias sao subtraidas, a resposta finita para a acao efetiva do vacuo
nao possui todas as mesmas simetrias do que a acao classica. Esse fenomeno é conhe-
cido como anomalia quantica [184]. Para as teorias com simetria conforme, para que a
covariancia geral seja mantida no nivel quantico, a simetria conforme é, necessariamente,
violada pelas correcoes quanticas. Nesse caso, a quebra da simetria conforme é conhecida

como anomalia conforme ou anomalia do trago do tensor momento energia. Ela representa
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o fato de que o traco do tensor momento energia que era nulo, equagao , difere de
zero quando consideramos o seu valor esperado no vécuo (T) # 0.

A anomalia conforme pode ser calculada de diferentes maneiras, dependendo da
escolha do esquema de regularizagao (para exemplos, veja as referéncias [11}13}28,53,70,
76]). No que se segue, vamos adotar como base as referéncias [11}13}70,76,201] e usar o
processo da regularizacao dimensional. No nivel quantico, a agao classica do vacuo tem

que ser substituida pela agao efetiva do vacuo renormalizada
Tr=S+TW +AS, (2.71)

onde S é a acdo classica, ') é a correcdo quantica de 1-loop e AS é o contratermo
necessario para o cancelamento da parte divergente de I'™. O contratermo AS é a tinica
fonte de nao-invariancia conforme da acao efetiva, porque tanto a acao classica quanto a
contribuigao quantica de 1-loop sdo invariantes [70,76]. Por consequéncia, o trago anémalo

do tensor de momento e energia é dado por

ey 2, n| 2 0AS

Ju Juv—
. v —9g g 5g,uu n=4 v —9g ! 6guu

Os contratermos para a teoria dos campos de matéria conformalmente invariantes,

(2.72)

n=4 '

podem ser encontrados pelo caso particular da equacao (2.60)) com my; = my = 0 e
€ =1/6. Assim,

n—4
AS = 5_4/d”x\/—g{w02+bE+cDR}, (2.73)
onde
1 No N1/2 Nl
_ No M Ny 2.74
YT )2 (120+ 20 10)’ (2:74)
1 /N, 11Ny 31N,
b=——— (== 2.75
(47)2 (360 360 180 ) (2.75)
1 No  Nipp N
- 0 ) 9.
(4m)? (180 30 10) (2.76)

Utilizando a férmula (2.73)) a equagao (2.72)) pode ser solucionada. Isso pode ser
feito de uma maneira mais simples, se realizarmos a transformacao conforme da métrica

G = Gy 2@ e se usarmos a seguinte identidade [201]

P S5 A[g,u] 1, 04lg,, "]

— —_ e

Guv
V=9 K 0G —q' oo

, (2.77)

Iy —9uv, 00
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valida para qualquer funcional A = A[g,,|. Essa identidade por ser provada por meio da

regra da cadeia

0 0w 0 )
_ Y-
0w

55 = e g (2.78)

juntamente com a transformagao conforme do determinante da métrica \/—g = /—¢’ €.
A fim de aplicar a identidade para solucionar a equacao precisamos, pri-
meiramente, das transformacoes conforme de todas as estruturas que estao presentes nos
contratermos . Isso pode ser encontrado, por exemplo, na referéncia [51]. Para o

quadrado do tensor de Weyl temos a seguinte regra de transformacao

/d":m/—gC’2 = /d”x —gemHo0? (2.79)

J& as regras de transformacoes dos outros termos presentes na equacao tém uma
estrutura analoga a férmula . Essas féormulas também apresentam o mesmo fator
global e"=47 contudo, existem novos termos com derivadas de o(x). Como na férmula
temos que considerar o limite em que o — 0, os termos novos (que sao proporcio-
nais a o) nado geram nenhuma contribuigdo para a anomalia conforme. Sendo assim, o
calculo da equacao é, em sua esséncia, reduzido ao simples calculo da derivada da

exponencial. Assim, encontramos, finalmente, para a anomalia conforme o resultado

(T!) = —(wC*+ bE + cOR). (2.80)

o

2.7 Acao efetiva induzida pela anomalia conforme

Em geral, nao existe, atualmente, uma maneira de calcular a acao efetiva do vacuo
completamente. Para entender o nivel de dificuldade em questao, basta lembrar que ja no
nivel de 1-loop a férmula para a acao efetiva obtida com o uso da técnica de Schwinger-
DeWitt, equacao ([2.30]), contém uma série infinita de termos, que dependem dos tensores
de curvatura e de suas derivadas através dos coeficientes a,. Dessa maneira, na pratica,
o calculo de toda a agao efetiva do vacuo nao parece ser algo realista. Entretanto, para o
caso especial das teorias com simetria conforme local isso é, de certa maneira, possivel. A
anomalia conforme representa uma equacao diferencial com derivadas variacionais
para a acao efetiva do vacuo

2 0 Lina

T = Juw
V=9 g 5.9#1/

=wC?+bE+cOR. (2.81)
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Desse modo, a menos de uma constante de integracao (que representa, nesse caso, um
funcional desconhecido da métrica), podemos encontrar uma solugao para a agao efetiva
na aproximacao de 1-loop. A solucao da equacao ¢é conhecida como acgao efetiva do
vacuo induzida pela anomalia conforme.

A fim de solucionar a equacao , usaremos como base as referéncias [190,201].
Para comegar, por questoes didaticas, vamos separar o lado direito da equacao ([2.81))
em trés partes, a saber, T, = wC?, T, = b (E — %DR) e T, = (c+§b) OR. Assim,
podemos considerar, de maneira separada, qual é a parte da acao efetiva responsavel por
cada um desses termos.

A parte mais facil esta relacionada com T,. Como

2 5
= g /d4a:\/—gR2 = —120R, (2.82)
g

nao é complicado conferir que

I.= —363—)22[) d*zy/—g(x) R*(x). (2.83)

J& para os outros termos, existem diferentes maneiras de encontrar a solugao para o resto

da acao efetiva. A maneira mais simples consiste, novamente, em usar a parametrizacao
conforme da métrica g,, = g,,,, - e??. Fazendo isso, podemos escrever, através da regra da
cadeia ([2.78]), uma nova equagao diferencial equivalente a equacao ([2.81))

5Find Ao
so © —9'T ‘

(2.84)

gl“’:g;/,u e’
As regras de transformagoes que sdo necesséarias para solucionar a equagao (2.84)), com

Two =Ty, + T, sao [51]:
V—gC?=\/—g C?, (2.85)

V=g (E—20R) =/—¢ (E'— 2OR +4A}0). (2.86)

Na férmula (2.86)) A, é um operador diferencial de quarta ordem, conhecido como ope-
rador de Paneitz |171}/190],

2 1
Ay =0 + 2RV, V, — S RO+ 5 (V'R) V.. (2.87)

Esse operador tem algumas propriedades importantes. Primeiro, a sua transformagao

conforme ¢é dada por [51]

V=g A= /=g Al (2.:88)



51

Isso significa que esse operador é conformalmente invariante quando o mesmo age sobre

escalares adimensionais. Além disso, ele é autoadjunto, isto é,
[dev=av i) = [dev=gawe. (280

Logo, depois da substituicao das féormulas (2.85)) e (2.86]) na equacao (2.84), a integragao

em o se torna direta. Entao, encontramos
Tub = Sclg),] + /d4x —q {waC”2 + ba(E' - %D'R') - QbUAﬁla} : (2.90)

onde Sc[g,,,] = Sc[g,] é um funcional da métrica conformalmente invariante desconhecido,
que serve como uma constante de integracao para a equacgao diferencial . Por fim,
para escrevermos a solugao final em forma fechada, em termos apenas da métrica g, e
do fator conforme o, precisamos usar na solucao I'., equacao , a seguinte regra de

transformacao
V=9 R*=\/—¢ [R —6(V'0)* - 600]" . (2.91)

Fazendo isso, encontramos,

Lina = Selgl,] + / d'ar/—g {w 0 C?+bo(E' - 20R ) + 2000

- % (c+20) [R' —6(V'0)? — 6000 } : (2.92)

A acao efetiva induzida pela anomalia conforme escrita na forma da equagao é
bastante 1til para aplicacoes, quando a métrica tem uma estrutura simples, como na
Cosmologia. Para a métrica de FRLW (escrita no tempo conforme 7, dt = a(n)dn) a a¢do
efetiva é realmente uma solucao exata. Isso se deve ao fato de toda a dinamica
do fator de escala estar contida no fator conforme da métrica o(n) = Ina(n). Por esse
motivo, o funcional conforme desconhecido S.[g;,] ndo depende do fator de escala a(n)
e, por consequéncia, nao contribui para as equagoes de movimento.

Apesar da simplicidade da solucao ela nao é covariante, no sentido em que, a
mesma, nao ¢ escrita na métrica original g,,,. Com a finalidade de conseguirmos a solucao
covariante, podemos novamente usar uma identidade 1til. Com o uso da férmula
podemos provar que para um funcional arbitrario A = A[g,, |, conformalmente invariante,
¢ valida a seguinte relagao

0 /d‘*x\/T(x)A (E - §DR>

oo (y)

L =4 —g'AJA =4y/—gALA. (2.93)

—
Guv=9uv €
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Com essa equacao, nao é dificil conferir que o termo na acao efetiva responsavel por T, é

dado por

= —/d4 \/7/d4y\/702 (E— ng) : (2.94)

y
onde G(z,y) é a fungao de Green do operador de Paneitz
V=9 D42 Glz,y) = 6(z,y). (2.95)
Por exemplo,
500 /d4 \/7/614%/—02 (E— ng)y
/d4 V=g (2) NG (x,y) C*(x) = 4/—g(y) C*(y)

De maneira analoga, para T;, temos

_ g/d4x\/T(;,;)/d4y\/T(g,) <E - ;DR)xG(x,y) (E - §DR) . (2.97)

Y

A solugao covariante da equagao (2.81)) é a soma das expressoes (2.83)), (2.94)) e (2.97)).

(2.96)

20

guu:g;“, €

A agao efetiva induzida pela anomalia conforme na sua forma covariante apresentada
acima é nao-local. Porém, é possivel representa-la de uma maneira que é, ao mesmo tempo,
covariante e local. Isso pode ser realizado por meio da introducao de dois campos escalares
auxiliares extras, ¢ e ¥ [147,/190,204]. Para construir a representacao covariante e local,

a acao deve ser apresentada de uma maneira mais simétrica, a saber:
Ly = /d‘*x\/—g(:c) /d4y\/—g(y) <E — ng) G(z,y) E C? — g (E - %DRH
z Yy
g/d4xd4y\/ [(E——DR) —%OQ} G(z,y) [(E—%DR) —%02}
z Yy
) (57) 609 (575)
/ ey 2 Glzy) 2v-b/,

Os dois ultimos termos nessa equagao sao objetos que tém estruturas apropriadas para

(2.98)

serem reescritas com o uso de campos auxiliares. Assim, introduzindo os campos auxiliares
v e 1, chegamos a seguinte expressao final para agao efetiva da gravitagao induzida pela

anomalia conforme:

Cs = Silaw] = 252 [/ 20 + [ dey/=g0) {5 o0

_ %Mw 4o [/ﬁCQ +ky (E _ 2DR>] +z1w02}, (2.99)

3
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onde

3

—b 2

Nao ¢é dificil conferir que depois da substituicao da solucao das equagoes de campo para

pe,
1 6T
Nt TR Ao+ ki C? + ky(E— 20R) =0, (2.101)
1 6Ty,
1= AW +1C*=0 (2.102)

V=g o
na agao , o resultado nada mais é do que a sua forma original nao-local. Sendo
assim, a versao covariante local é dinamicamente equivalente a versao covariante nao-
local. Outra observacao importante sobre a féormula é que apesar do coeficiente
para o termo cinético do campo auxiliar ¢ ser o oposto do termo cinético para v isso
nao representa um problema, pois ambos os campos sao auxiliares e nao se propagam
independentemente.

A versao covariante local da acao efetiva ¢ mais conveniente em relacao a nao-
local em aplicagoes em que a métrica é mais complicada. O principal motivo é porque a
definicao completa do problema de valor inicial das solu¢oes na teoria com agao nao-local,
exige a imposi¢ao de condigdes de contornos para as fungoes de Green G(z,y) (problema
de Cauchy), enquanto que, o mesmo pode ser alcangado, de uma maneira mais simples,
na versao local por meio de condigoes iniciais apropriadas nos campos auxiliares ¢ e 1.

Por fim, um tltimo comentério sobre o funcional desconhecido S.[g,.| é apropriado.
Como dito anteriormente, esse funcional é nulo apenas para métricas conformalmente
triviais, como a métrica de FRLW. Contudo, mesmo nos casos mais complicados, como nos
buracos negros [8,17] e nas ondas gravitacionais [80,82], os resultados obtidos, desprezando
esse funcional, estao de acordo com os resultados obtidos por outros métodos de calculo
[109,/113212]. Sendo assim, apesar desse termo nao ser nulo nesses casos, ele pode ser
ignorado como uma boa aproximacao. A razao para essa equivaléncia é devido ao resto
da acao (2.99) manter toda a informacao completa sobre o limite ultravioleta da teoria.
Em outras palavras, ela contém todas as corre¢oes logaritmicas, e no funcional S.[g,. |

permanecem apenas os termos de ordem sublogaritmica.



CAPITULO 3

Singularidade Newtoniana nos modelos de gravitacdo com

derivadas superiores

E um importante passo para a melhor compreensao de uma nova teoria modificada
da gravitacao, seja ela derivada a partir de efeitos quanticos ou uma modificacao no nivel
classico inspirada por uma teoria quantica, o estudo de suas solugoes linearizadas. Em
especial, o potencial Newtoniano é de grande interesse, pois ele possui na mecanica cléssica
um comportamento do tipo 1/7, o que representa, em r = 0, o exemplo mais simples de
singularidade gravitacional. Uma singularidade que é bastante similar a que esta presente
no interior de um buraco negro. Sendo assim, consideramos neste capitulo o problema
da singularidade Newtoniana nos modelos de gravitacao com derivadas superiores, super-
renormalizdveis no nivel quantico [12]. Vamos mostrar que em todos os casos das teorias
que incluem derivadas superiores com mais de quatro derivadas da métrica, pelo menos
quando os polos no propagador da teoria sao reais e simples, o potencial Newtoniano
nao apresenta singularidade. Isso ocorre por causa do cancelamento da singularidade do
tipo 1/r com as novas contribuigoes referentes aos modos massivos extras, escalares e
tensoriais.

Este capitulo é organizado da seguinte forma: na secao [3.1] apresentamos o fundo
tedrico geral do problema do calculo do potencial Newtoniano modificado nas teorias com
derivadas superiores. A secao [3.2| contém os resultados principais, incluindo a prova do

comportamento nao-singular do potencial na gravitacao super-renormalizavel. Por fim,

54
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na secao [3.3|argumentamos sobre o papel dos fantasmas no cancelamento da singularidade
Newtoniana. Também, discutimos sobre a possivel relagao existente entre esse resultado
com as propriedades da teoria quanticas correspondente, como a renormalizacao e a li-

berdade assintética.

3.1 O limite Newtoniano nas teorias de gravitacao

com derivadas superiores

O limite Newtoniano significa a aproximagao de campo gravitacional fraco, estatico
e nao-relativistico. Sendo assim, o primeiro passo é considerar flutuacoes da métrica em

torno do espago-tempo plano

Guv = Nuv + h,uzx . (31)

Como estamos interessados em equacoes de campos lineares, precisamos considerar na

acao gravitacional apenas os termos que sao de segunda ordem na perturbagao h,, .
Com o intuito de calcular o potencial de Newton nas teorias da gravitacao super-

renormalizavel vamos, primeiramente, reescrever a sua acao geral, equagao , em

uma notagao mais adequada ao problema, a saber,

1
S = ﬂ / d4513\/ —g { — 2R + OzoRiV + 60R2 + ’YORZVOZB + ...
+a1 Ry, OR™ + B1ROR + 1 RuapOR™ ™ + O(R?) + ... (3.2)

—F(XNRW,DNR“V + BNRDNR + fVNR,uuaﬁleR/’Waﬁ T+t O(RN+2>} ’

onde kK = 87(G. Antes de comecarmos os calculos explicitos, podemos analisar quais es-
truturas presentes na férmula sao essenciais para o limite Newtoniano. A primeira
observagao importante é que devido ao valor das curvaturas se anular no espago-tempo
plano, o termo de ordem zero da expansao das curvaturas em h,, ¢ nulo. Por esse mo-
tivo, todos os objetos com trés curvaturas ou mais, podem formar apenas termos da ordem
O(h?), que nao contribuem para o limite Newtoniano. O mesmo vale para todas as estru-
turas contendo o quadrado do tensor de Riemann, pois como ja foi previamente discutido
na sec¢ao (|1.3.4)), por meio da identidade e por uma redefinicao dos parametros da

acao (3.2)) é sempre possivel reduzir essas estruturas em termos que sao da ordem trés
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(isso representa, de certa forma, uma generalizacao do que ocorre nos termos com quatro
derivadas da métrica devido a natureza topolégica do termo de Gauss-Bonnet). J4 para
os termos quadraticos na curvatura, a Uinica maneira de construir termos da ordem dois
em h,, ¢ considerar cada curvatura na ordem linear nessa perturbacao. Isso também
significa que todos os operadores [J presentes na ac¢ao podem assumir apenas o seu
valor na ordem zero. Em resumo, todos os termos relevantes para o limite Newtoniano

podem ser escritos de uma maneira abreviada como

1
S:R/Cﬁx\/—g{—2R+RuuFl(D)R#V+RF2(D)R}’ (33)

onde O = n"9,0, e
Fi(0) = oo+ a0+ +ay0V, (3.4)
F(O) = B+ A0+ -+ ByOV. (3.5)

Por razoes de generalidade da consideracao, apesar das equacoes (3.4) e (3.5), vamos
manter nesta segao as fungoes Fj »(0) como arbitrarias. Neste momento para continuar-
mos, precisamos das férmulas explicitas das expansoes em h,, das estruturas contidas na

férmula (3.3]). As equagOes necessérias sao dadas por

\/—_g—1+%h+(9(h2), (3.6)

R = 9,03h"" — Oh 4 h*’0,05h + h*’Ohag — 2h*7 0,0, + 0ah* Dgh

1 3 1
— 00Ol — 5 Dphasd® W 4 T 0phasdh? — 2O h+ O(),  (37)

Rags (8,001 + 0,0h8, — DaOsh — Dhag) + O(h?) (3.8)

l\DI»—

onde h = n*"h,,. Como a curvatura escalar R aparece linearmente em ({3.3) no termo
de Einstein-Hilbert, precisamos da sua expansao, férmula (3.7), até a segunda ordem em
hy.. Ja para o tensor de Ricci R, como ele estd somente presente aos pares ¢ suficiente

considerar aqui apenas os termos lineares em /. Dessa maneira, utilizando as férmulas

(3.6) —(3.7)), encontramos para a parte quadratica da agao (3.3)) a férmula

= —— / d*x { B, a(0) O™ — b2 a(0) 0,0,k + h (D) 9,0,h* (3.9)

- % he(0) Ok + % B [a() — (0] é auayapawhW} |
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onde introduzimos as notagoes novas

o(0) = 1— %FI(D) o, (3.10)

o(0) = 1+2F2(D)D+%F1(D)D. (3.11)

Através do principio da minima agao, obtemos a partir da acao (3.9 as seguintes

equacgoes de campo linearizadas
a(0) (Ohy, — 0,008 — 8p0VhZ) + ¢(0) (1w 0,0,h" — n,,8h + 0,0,h)

+(a(0d) — ¢(0)) é 0,0,0,0,h"™ = —2k T, (3.12)

onde 7}, é o tensor momento energia. O préximo passo ¢ escrever a métrica na forma

Newtoniana
ds® = —(1 4 2p)dt* + (1 — 2¢)dI?, (3.13)

onde ¢(r) e 1(r) sdo conhecidos como potenciais Newtonianos. Além disso, como estamos
interessados em estudar a solucao do campo gravitacional devido a uma fonte estatica de

massa puntiforme, temos que usar para o tensor de momento e energia
Ty = p6,0, (3.14)

onde p = M 63(r) ¢ a densidade de massa. Para encontrarmos os potenciais Newtonianos
é suficiente considerar apenas a componente 00 e o trago da equacao (3.12)), que sao,

respectivamente, dadas por
[a(A) — (D) A @+ 2¢(AD) A = kp, (3.15)

[a(D) = 3c(D)][Ap =2 A 9] = kp, (3.16)

onde A é o operador de Laplace-Beltrami.
Para solucionar as equagoes (3.15) e (3.16) vamos utilizar o método de Fourier.

Consideramos a transformada de Fourier dos potenciais

1 3 —ipx =

o) = s [ Ere o), (317)
1 3, _—ipx,],

00r) = g [ e I). (3.15)
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Logo, depois da substituigao das transformadas (3.17)) e (3.18)), o sistema de equagoes
diferenciais (3.15)) e (3.16) se transforma em um sistema de equagoes algébricas para @(p)
e @/;(p) , que pode ser resolvido diretamente. Dessa maneira, utilizando a transformada

de Fourier inversa encontramos as seguintes solugoes integrais para os potenciais

o(r) = —QGM b @ sen (pr) {il 1 ! } , (3.19)

™™ Jo P 3 a(=p?) 3 [3c(—p?) —a(—p?)]/2

_2GM (Cdp o f2 11 1
=== “”{3a<—p2>+3[3c<—p2>—a<—p2>}/2}' (3.20)

Na préxima sec¢ao, vamos considerar o célculo das integrais (3.19) e (3.20)) para as

funcoes Fio(0) polinomiais da gravitagdo super-renormalizdvel, definidas nas equacoes

BB E3).

3.2 Solucao das integrais dos potenciais Newtonianos
para os fatores de forma polinomiais
Para as fungoes Fj 5(00) polinomiais definidas nas férmulas (3.4)) e (3.5)), os termos

presentes no denominador do integrando das equagoes (3.19)) e (3.20)) podem ser expressos

CcOo1mo

1
a(=p") = 1+ Fip? = 1t 5 [oop® —anp' + 4 (~1) Y an p™ %] = Pavia - (3.21)

3e(—p®) — a(—p?) =1— (3F, + F))p?

2
=1— (38 +ao)p* + (381 +a)p* + -+ + (=1)" T (3By + an) p*N
= (awse (3.22)

onde Poy o € (QQanio sa0 polindmios de p da ordem 2N 4 2. As raizes desses polinémios
tém uma importante interpretacao fisica: elas representam as massas dos graus de liber-
dade extras presentes nos propagadores de spin-2 e de spin-0 da teoria [12] (veja
também, as equacoes e ) Portanto, seja —m?Z) N € —m%o) y 0 quadrado das

raizes das equacoes Poyio = 0 e Qonio = 0, respectivamente. Entao, de acordo com
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o teorema fundamental da algebra, os polindmios Py, € Qonio podem ser escritos na

seguinte forma fatorada

1
P2N+2 = 3 3 3 X (p2 + m%2)0) X (p2 + m%2)1> X oo X (p2 + m%2)N) y (323)
MM 21" M2)N

1
Qongr = —5—— 7 X (r° + m%o)o) x (p* + m?o)l) X - x (PP + m%ow) -(3.24)
o001 MHo)N

Sendo assim, por meio das equagoes (3.23) e (3.24]), os potenciais Newtonianos (3.19) e
(3.20) podem ser expressos na forma

2GM |4 1 2GM |2 1
90(7“) = — o |:§ [(2) - 5 I(O):| ) ¢(T) = — p— |:§ [(2) + g I(o):| y (325)
onde
j- /OO dp (m?Z)Om%Z)l o 'm%2)N) sen (pr) (3.26)
2) = .
S zﬂp2+wnémﬂp2+wnéﬂ)~~(p2+wnémg
e

(3.27)

[ > (mfoymigys * -~ Mgy ) sen (pr)
0) =
0 p(

p* +miy) (P +miy, ) - (PP 4 mig )
Na continuagao deste capitulo vamos seguir a referéncia [12] e supor que as massas m);
satisfacam as relacoes e , isto é, vamos admitir que as massas sao quantidades
reais, distintas e que possam ser ordenadas de maneira crescente. Do ponto de vista
técnico, isso significa que os polos no propagador da teoria sao reais e simples.

O caso particular com N = 0 corresponde ao modelo gravitagao com derivadas
superiores de quarta ordem [214], discutido na segao ((1.3.2)). Para esse caso, a solugao do
potencial Newtoniano modificado é bastante conhecida, tendo sido apresentada por Stelle

nas referéncias [213214]. A solugdo para o potencial ¢(r), por exemplo, é dada por

1 4e™m@" 1e ™O"

wM:—GM(——— + = ), (3.28)

r 3 r 3 r

onde m) = (3a0) 7% e mo) = [—(380 + ap)] "2

Nas grandes distancias, os efeitos das corre¢oes do tipo Yukawa no potencial se
tornam irrelevantes e a solucao é dominada pelo potencial gravitacional padrao de Newton
da mecanica cldssica do tipo 1/r. Entretanto, por outro lado, no regime das pequenas

distancias a situacao muda drasticamente. A fim de estudar o comportamento da solugao
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(3.28) perto da origem, podemos expandir as exponenciais contidas nessa equagao em

séries de poténcias

4 e~ ™M@)" 4 4my le ™" 1 my
1 __ 2 e g - — = DO L o6y, (329
3 1 T3 00 g gy TO0 B

Dessa maneira, chegamos a seguinte formula para o potencial
1
plr) = =3 GM [4me) — m@] + O(r). (3.30)

Quando r — 0 o potencial Newtoniano modificado tende a um valor constante. Isso sig-
nifica que, a teoria gravitacional com quatro derivadas da métrica é livre da singularidade
Newtoniana. O cancelamento da singularidade ocorreu, porque os coeficientes devido aos
dois diferentes potenciais de Yukawa combinaram, perto da origem, exatamente com o
valor —4/3 + 1/3 = —1, responséavel por cancelar o termo original Newtoniano.
Consideremos agora o caso geral. Para calcular as integrais I(9) e I realizamos
uma continuacao analitica p — z ao plano complexo C. Assim, a integral I(3) pode, por

exemplo, ser escrita como

loy=—73— 3.31
onde
(migyomiays = M) €
lefdz 2(224+m2,) (22 +m2,,) - (22 +m2, ) (3.32)
r (2)0 @)1 QN
e
(Mo Mign) e
W2:‘%dz (2+ 2 )<2+ 2 )_.'(2+ P ) (333)

Como as massas mys); satisfazem as relagoes e , as integrais Wi o possuem
pdlos simples nos pontos do plano complexo z = 0 e 22 = —m?, onde 5 =0,1,---,N.
Seja agora I' um caminho fechado positivamente orientado em C que passa do lado
esquerdo dos pdlos na metade inferior do plano z = —imys); e do lado direito dos pdlos
nos pontos z =0 e z = +im(y);, presentes na metade superior do plano complexo. Para
a integral W que contém o termo e™? | o contorno I' deve ser escolhido de tal maneira

que ele envolva os pélos em z = 0 e z = +im(y); (veja o desenho do lado esquerdo da
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Figura 3.1: Curvas de integragio no plano complexo. No gréfico do lado esquerdo os pélos em z = 0 e
z = +img)N estao dentro do contorno. No grafico do lado direito os pdlos em z = —im )y estao dentro

do contorno.

figura |3.1)). Desse modo, utilizando o teorema de residuos de Cauchy encontramos

. (mé)o T m?Q)N) e
W1:+27rz{Res[(22+m2 V(2 ),2:0]
(2)0 ()N
(m2 . m2 ) eizr .
@0) (2% + miy )

(m%z)o T m%Q)N) e

2(22 +mip,) - (2 +imen)

(m%2)1' " m%2)N) emmeer

=1— +- -+
2(m%2)1 - ?2)0) : (m%Z)N m?z)o)
B (Mgyor+ Mig_y) €N
2(miyy = Mign) - Mgy = Mgn-1)

A integral W foi calculada na direcao anti-horaria, que definimos como sentido positivo.
Para W, que contém a exponencial e?, o caminho I' é escolhido de maneira que ele
encubra os pélos em z = —imy);. Para ilustracao, veja o grafico do lado direito da figura
3.1} Essa integral é calculada na dire¢ao horaria. Logo, encontramos

(m%2)0 T m%?)N) e

Z(z —imp) -+ (2% + m?2)N)

(m%2)0 T m%?)N) e Y~ im
. ) - N
222+ myg) - (2 = ima)) @)

Wy = — 27ri{ + Res

, 2= —im(z)o]

+---+ Res

(m%2)1 " 'm?Q)N) C
= 3 5 5 3 +--+ (3.35)
Mgy — m(z)o) e (m 29N m(2)o)

(
(m%z)o m(2)N p) e et

2(m(z)o - m(2)N) e (m ?2) - m%Q)NA) '
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Agora, usando as respostas (3.34)) e (3.35)) na equacao (3.31]), obtemos

- N m2,
Iy =5 [1 > (Il e me) (3.36)
i=0  j#i o (2)] (2)i
Por uma consideracao andloga também ¢ possivel calcular I(p). O resultado é
ul S oy
=3 |13 (I o) o
i=0  j#i o (0)] (0)i

Finalmente, por meio das equagoes (3.25)), (3.36)) e (3.37) encontramos a resposta final

para os potenciais Newtonianos modificados

z 3.38
Sl } (3.38)

N 2
1 Moy e "o
I —— (3.39)

i=0 j£i (0]
Podemos agora, estudar os comportamentos dos potenciais (3.38) e (3.39)) perto da

origem. Quando r — 0

o(r) = = — — H2—'2+lznﬁ+cons’c (3.40)

(§]
N 2 N 2
1 2 My9); 1 M(0);
Y(r) = - — — E | | . 5 E | | 5 5— + const. (3.41)
TSI M) T My ST D i Mo — Mo

Logo, como para qualquer conjunto de nimeros a; é vélida a relacao [189)

ST -—= —=1 (3.42)

a
i=0 j#£i I

temos que os limites (3.40) e (3.41) tendem a um valor constante. Consequentemente,
os potenciais Newtonianos modificados (3.38)) e (3.39) sao regulares em r = 0 e nao

apresentam singularidades.
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Quando comparado com caso da gravitacao nao-local livre de fantasmas, conside-
rada pelos autores dos trabalhos [29/210,218|,220], o resultado mostrado acima mostra que
a presenca dos termos nao-locais expressos na forma da exponencial nao sao realmente
necessarios para o cancelamento da singularidade. De fato, é bastante notavel que teorias
distintas em sua esséncia, uma local e a outra nao-local, manifestem a mesma proprie-
dade. Em particular, esperamos também que o aspecto nao-singular dessas teorias deva se
manter mesmo com as corregoes quanticas, sejam elas semicldssicas [98] ou da gravitagao
quantica. Entretanto, a resposta definitiva para essa questao pode ser obtida somente a
partir de uma anélise mais detalhada, que deixamos para um trabalho futuro.

O efeito do cancelamento da singularidade que consideramos aqui foi essencialmente
linear, envolvendo as contribuicoes independentes advindas dos setores escalar e tenso-
rial da teoria. Por esse motivo, nao é certeza que o mesmo va acontecer no nivel nao-
linear como, por exemplo, nas solugoes de buraco negro. Apesar disso, o impedimento da
formagao da singularidade no caso dos buracos negros por meio de derivadas superiores
é esperado de acontecer, todavia, para verificarmos esse fenomeno temos que ir além do
que foi aqui considerado. Podemos citar que alguns aspectos da solugao completa nao-
linear para o caso particular, esfericamente simétrico e estatico, na gravitacao de quarta
ordem ja foram considerados no trabalho [213] e, mais recentemente, foram retomados
na referéncia [143]. Nesses trabalhos, através do estudo do comportamento assintético
das solucoes das equagoes gravitacionais modificadas, foi mostrado que existem diferentes
familias de solucoes, algumas equivalentes a solucao de Schwarzschild da Relatividade
Geral e outras nao. Uma dessas solugoes é regular na origem, entretanto, para determinar
qual corresponde a solucao Newtoniana correta no infinito, ainda é necessario uma inves-
tigacao mais detalhada que va além do estudo simplesmente assintotico, seja ela analitica
ou numérica. Nas teorias mais complicadas com um nimero de derivadas superior a
quatro, consideradas aqui, esperamos que ocorra uma situacao geral similar no regime
nao-linear.

Por fim, para ilustrar toda a consideracao desenvolvida nessa secao, vamos apresen-
tar aqui a solucao exata para as massas dos graus de liberdade extras na gravitacao de
sexta ordem, correspondente a N = 1. Nesse caso, as massas das particulas de spin-2 sao

dadas por

) —ap — /ad + 8 5 —ap+ v ad + 8 (3.43)

M) = 20 ) M)y = 20,
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Para essas equacoes definirem massas nao nulas, distintas e reais, os parametros devem

satisfazer as condic¢oes
ag >0, a; <0, 043—1—8041>0. (3.44)

J& para a particula massiva escalar, definindo wy = 38y + ay, temos

9 _—wo—l—\/wg—élwl 9 _—wo—\/wg—élwl (345)
2wy ’ ’ ’

Mo = Moy = 2

Para que essas massas sejam reais, diferentes e nao nulas precisamos impor
wo <0, w >0, wi — 4w > 0. (3.46)

Como «qp deve ser positivo e «; deve ser negativo, essas relagoes sao verdadeiras se e

somente se,

1 1
Bo <0, pr >0, | Bo| > §|040|> 81| > g’al‘- (3.47)

3.3 Fantasmas e potenciais repulsivos

Como visto na secao anterior, no caso mais simples, com apenas quatro derivadas
da métrica, a auséncia da singularidade no potencial modificado ocorreu devido a
presenca dos novos termos na forma de potenciais de Yukawa, que contribuem préximo
de 7 =0 com os coeficientes +4/3 e —1/3, resultando assim no cancelamento do termo
original Newtoniano. Um fato de extrema importancia na estrutura desse cancelamento
da singularidade é o sinal oposto das contribuicoes da particula tensorial m) quando
comparada ao escalar m(). A parte do potencial que depende da massa do fantasma
my2) € positiva, a0 mesmo tempo que, no caso da particula nao-fantasma m o sinal é
negativo. Sendo assim, podemos dizer, de maneira simplificada, que o fantasma exerce um
potencial gravitacional repulsivo e a particula nao-fantasma um potencial atrativo. Dessa
maneira, quando uma particula de teste se aproxima de r = 0 a repulsao gravitacional
devido ao fantasma é equilibrada com a atragao gravitacional do graviton e da particula
escalar nao-fantasma.

Vamos argumentar aqui que o mesmo ocorre para o caso geral mais complicado da

teoria da gravidade super-renormalizavel. Para fazermos isso, precisamos primeiramente
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estudar o sinal do i-ésimo coeficiente da soma presente no potencial Newtoniano ([3.38)

Ci(k) = H m2

- 2
PP O VERILIOY

2
Mk

: k=0,2. (3.48)

O ponto crucial para essa consideracao é a relacao existente entres as massas, equagoes
(1.26]) e . Por causa dessa relagao, sempre que em c;) o indice ¢ for par, teremos
ou um produto de termos positivos ou um produto par de niimeros negativos, resultando
assim em um sinal positivo para esse coeficiente. Ja quando i for impar, sempre existira
um produto com um numero impar de termos negativos e, consequentemente, o sinal
¢ negativo. Dessa maneira, com o uso do moédulo podemos escrever explicitamente a

dependeéncia de sinal desses coeficientes

2
Mk

[[—2—=V]]

i My = My i

2
(k)

. k=0,2. (3.49)

2 2
M)y — My

Considere agora, a i-ésima contribuicao do potencial gravitacional devido as particulas

massivas escalares

o) =~ T

J#i

e—m(o)ir

(3.50)

(3 ~ Moy
Como discutido na secao , no caso do propagador de spin-0, férmula , sempre
que o indice i for impar temos uma particula fantasma [12]. O sinal na equacao (3.50)
é nesse caso positivo e, assim, o correspondente potencial gravitacional é repulsivo. Ao
mesmo tempo, quando ¢ é par, as particulas no propagador sao nao-fantasmas e o

potencial (3.50)) é atrativo. J& no caso da parte tensorial a situagao é oposta. O potencial

gravitacional para a i-ésima particula massiva de spin-2 pode ser escrito como

AGM -
P(r) =+ T(—l)Z H
J#i

M(2);
2 2
My — M(2)s

e~ 2"

(3.51)

r

Nesse caso, quando i é par temos uma particula fantasma [12] (veja a equacao ((1.29)) e
o sinal da equacao é positivo. Temos entao um potencial repulsivo. Para ¢ impar
as particulas sao nao-fantasmas e o potencial é atrativo.

Com a simples consideragao apresentada acima, mostramos que os fantasmas sempre
induzem um potencial Newtoniano repulsivo. Dessa maneira, na teoria super-renorma-
lizavel, assim como no caso do modelo da gravitacao de quarta ordem, a singularidade

do potencial foi cancelada em virtude do equilibrio entre a repulsao gravitacional dos
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fantasmas com a atracao das particulas nao-fantasmas perto de r = 0. E importante
notar que isso somente ocorreu porque para cada particula fantasma extra de spin-2
temos um escalar nao-fantasma correspondente, ou vice-versa. Essa estrutura tem uma

consequéncia importante. Se reformulamos a parte relevante da agao (3.2)) na forma
1 1
S = 4—/d4x\/—g{ — 2R+ 3 Chvap ©1(0) CHP 1 R Dy(0) R} , (3.52)
K

onde &1 = Fy, @3 = Fo + F1/3 e Cuap € o tensor de Weyl, entao, o fator de forma
®, define sozinho o setor tensorial da teoria e o fator de forma ®5 o setor escalar. Ima-
gine agora, que as duas fungoes ®; e P, sejam polindmios de [J com ordens diferentes.
Nesse caso, os pares de particulas fantasmas nao-fantasmas serao violados e, consequen-
temente, nao existird mais o cancelamento da singularidade. O efeito do cancelamento
ocorre apenas quando os dois polinomios sao da mesma ordem. E interessante notar
que isso corresponde, em principio, a condicao de super-renormalizabilidade da teoria
quantica |12]. No caso em que os dois polinomios sao de ordens diferentes, os propagado-
res e vértices sao nao-homogeéneos e, nesse caso, é certamente possivel existir diagramas
de Feynman com grau superficial de divergéncias crescente nessa teoria, violando desse
modo a sua super-renormalizabilidade. Isso significa que existe uma relacao direta entre
o cancelamento da singularidade Newtoniana com as propriedades quanticas de renorma-
lizacao. Naturalmente, esta relacao é um fato a posteriori, que pode ou nao ter algum
sentido fisico profundo. Entretanto, isso pode fornecer alguma dica para as propriedades
quanticas de novas teorias da gravitacao modificada, que possuam o potencial Newtoniano
nao-singular.

Comumente, também ¢é utilizado na literatura a conjectura de que a auséncia da
singularidade Newtoniana na teoria classica significa a liberdade assintética da teoria
quantica (veja como exemplo as referéncias [29,91]). Essa associagao é, de fato, natural,
pois a singularidade Newtoniana é na pratica a divergéncia ultravioleta mais simples
por causa da interacao. Entretanto, podemos lembrar que a maioria das constantes de
acoplamento nas teorias descritas na referéncia |12] nao sdo renormalizadas. Por exemplo,
para o caso com o numero de derivadas N > 3 as funcoes [ de 1-loop sao exatas e nao
se anulam apenas para os termos de ordem zero, dois e quatro. Além disso, essas funcoes
[ dependem dos acoplamentos dos setores com mais derivadas (mas nao da fixacao de
calibre) e por esse motivo o seu sinal pode mudar deliberadamente através da escolha

desses parametros. Como mostramos, isso nao afeta o cancelamento da singularidade
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Newtoniana, pelo menos no caso em que as massa das excitagoes de spin-2 e spin-0
correspondem a pdlos reais e simples no propagador. Sendo assim, o nosso resultado
mostra que a conjectura entre a auséncia da singularidade Newtoniana e a liberdade
assintética é incorreta.

Uma proposta para a solugao do problema dos fantasmas na gravitacao quantica foi
sugerida por Hawking na referéncia |[111]. Essa consiste na idéia de modificar o forma-
lismo da teoria quantica de campos de maneira que os fantasmas nao sejam tratados como
particulas individuais, mas sim como um conjunto tnico de graviton fantasma. Contudo,
como vimos aqui essa idéia nao é suficiente para o cancelamento da singularidade Newto-
niana. A consideracao apresentada acima mostra que ao invés de tratarmos juntamente
o graviton com os fantasmas, temos que ter um conjunto de graviton com os pares de
particulas fantasma nao-fantasma. Isso pode significar que a proposta da referéncia [111]
deva ser modificada, de maneira a incluir também todas os outros graus de liberdades

extras do tipo nao-fantasmas.



CAPITULO 4

O colapso de uma pequena distribuicdo esférica de massa na

gravitagcdo nao-local livre de fantasmas

Continuamos neste capitulo o estudo das solugoes das teorias de gravitagao modifi-
cada na aproximacao de campo fraco, considerando, em especifico, o problema do colapso
gravitacional de uma pequena massa M no modelo da gravitagao nao-local livre de fantas-
mas [29,218]. Vamos nos focar na versao mais simples da teoria, em que a nao-localidade
é expressa pelo fator de forma exp(—C/u?). Esse tipo de andlise permite, por exemplo,
o estudo de questoes interessantes, como se o colapso gravitacional termina em uma sin-
gularidade ou se existe a formagao de um miniburaco negr(ﬂ Em especifico, a procura
por modelos de gravitagao em que exista a possibilidade da nao formacgao de buracos
negros se tornou, recentemente, um assunto bastante relevante desde o trabalho |110] de
Stephen Hawking (apesar de um exemplo de teoria gravitacional com essa propriedade
ser conhecido desde 1981, depois do trabalho de Frolov e Vilkovisky [91]).

Entretanto, a resolucao direta das equagoes diferenciais dinamicas do problema se
mostrou um problema bastante complicado, mesmo dentro da aproximacao linear de
campo fraco. A principal dificuldade, quando comparado com o caso estatico, foi de-

vido ao operado de d’Alembert nao ser positivamente definido, como acontece com o

10O termo miniburaco negro é comumente usado na literatura para designar um buraco negro com massa
tao pequena de maneira que o seu campo gravitacional pode ser descrito, como uma boa aproximacao,

por equagoes de campo lineares.

68
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operador de Laplace-Beltrami. Por esse motivo, iremos abordar o problema com o uso do
seguinte procedimento: como estamos lidando com equacoes de campo lineares, a com-
binacao linear de uma solucao também é uma solugao. Sendo assim, iremos construir a
partir da solucao do campo gravitacional estatico de uma massa pontual a solucao do
campo gravitacional de uma casca esférica em colapso.

Este capitulo se organiza da seguinte maneira: na segao obtemos o potencial
Newtoniano na teoria nao-local livre de fantasmas. Como o potencial Newtoniano nessa
teoria é conhecido desde o trabalho de Tseytlin [220], iremos generalizar o seu resultado
para o espaco-tempo de dimensao arbitraria D. Isso é importante, pois permite tratar a
questao da singularidade Newtoniana no espago-tempo D-dimensional. E conhecido, por
exemplo, que em outras teorias, como a gravitacao de quarta ordem, que a singularidade
Newtoniana é cancelada apenas no espago-tempo quadridimensional |2]. Logo depois,
na secao [4.2| realizando uma mudanca de referencial na solucao previamente obtida e
considerando o limite de Penrose de uma fonte pontual impulsionada a velocidade da luz,
encontramos, dessa maneira, o campo gravitacional de uma particula ultrarrelativistica,
andloga a solucao dos giratons sem spin da Relatividade Geral [5/92]. Na secaol4.3/obtemos
a solucao do campo gravitacional de uma casca esférica nula com espessura desprezivel
colapsando por meio de uma superposicao esférica de métricas de giratons. Mostramos
que a singularidade gravitacional ainda esta presente, no entanto, ela é suavizada quando
comparada com a teoria de Einstein. Argumentamos que a presenca da singularidade nao
é um defeito da teoria livre de fantasmas, e sim por causa do uso de uma fonte de campo
gravitacional nao-fisica. Para tal, na secao discutimos o colapso gravitacional de uma
casca esférica nula com alguma espessura e demonstramos que, nesse caso, o invariante
de Kretschmann ¢ finito em » = 0. Por fim, também abordamos nesta secao a questao da
possibilidade da nao formacao dos miniburacos negros na teoria da gravitacao nao-local
livre de fantasmas. Mostramos que se a massa em colapso M for suficientemente pequena,
o miniburaco negro nao é formado. Isso significa que na teoria livre de fantasmas existe
um gap de massa para a formacao do miniburaco negro, uma propriedade nova em relagao
a teoria da Relatividade Geral linearizada, em que independentemente de quao pequena

seja a massa em colapso, o resultado é sempre um miburaco negro.
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4.1 Potencial Newtoniano na gravitacao nao-local li-
vre de fantasmas no espaco-tempo com dimensao

arbitraria D

O potencial Newtoniano na gravitacao nao-local livre de fantasmas foi calculado
por Tseytlin em 1995 por meio de uma acao efetiva modificada de baixas energias da
teoria de cordas [220]. O mesmo resultado foi obtido posteriormente por Siegel [210] e foi
recentemente reencontrado nas referéncias [29,[30,32]. Os autores desses artigos usaram
o método de Fourier para obter o seu resultado. Nesta secao, vamos demonstrar como
que o mesmo resultado pode ser obtido de uma maneira mais simples usando a técnica do
heat kernel. Esse método permite, praticamente sem nenhuma modificacao, resolver esse
problema no espago-tempo com dimensao arbitraria. Neste capitulo denotaremos por D o
nimero de dimensoes do espaco-tempo. Porém, muitas vezes sera mais conveniente usar

outro numero n, relacionado com D pela equacao
D=n+3. (4.1)

As equacgoes diferenciais para os potenciais Newtonianos na gravitacao nao-local
livre de fantasmas podem ser encontradas pelo mesmo formalismo geral desenvolvido na
secao . Para as fungoes F}2(0) da gravitagdo nao-local livre de fantasmas, definidas
anteriormente nas férmulas e , as correspondentes fungdes importantes a(0J)

e ¢(0), equagoes (3.10)) e (3.11)), assumem a forma especial
a(0) = ¢(0) = e /¥ (4.2)

Dessa maneira, as equagoes de campo para os potenciais Newtonianos (3.15)) e (3.16)) sao

reduzidas a férmula
a(DN) AN p=a(Dd) Ay =4nGp. (4.3)

Para essa teoria, a menos de uma constante nao essencial, os dois potenciais de Newton, ¢
e 1, sao iguais. No espaco-tempo D-dimensional as equagoes de campo também podem
assumir a mesma forma da férmula ([£.3). Para isso, precisamos introduzir uma nova
constante gravitacional [92]

2n D

=5 a7, (4.4)
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onde G* é a constante usual de Newton no espaco-tempo quadridimensional. A métrica

também precisa, nesse caso, ser generalizada da seguinte maneira
2 o
ds* = —(1 + 2p)dt* + (1 - = gp) di*, di*=6da'da’, i, j=1,...,D—1. (4.5)
n
A fim de solucionar a equacgao diferencial (4.3), definimos a fungdo de Green

1
A=et— 4,
N (4.6)

onde s = p~2. Com o uso do heat kernel do operador de Laplace-Beltrami
K(s) = e*® (4.7)

essa funcao de Green pode ser escrita na forma de uma integral sobre o tempo proéprio s,

a saber,

A= /oo ds K (s). (4.8)

A solucao do heat kernel do Laplaciano pode ser encontrada como um caso particular da
equacao (2.21). Nas notagoes desse capitulo, ela tem a seguinte forma:

1 —o(z,x’)/4s
Kz, 2'|s) = (Gmsyron € (rafis, (4.9)

onde a distancia geodésica o ¢é, nesse caso, o quadrado da distancia espacial entre os

pontos x e x’

o(x,2) = |z — 2|, (4.10)

Dessa maneira, para uma massa pontual m localizada no ponto =’ = 0, a solucao da

equacao diferencial (4.3]) pode ser expressada como
o(x) =4nGm A, (2,0) = —47Gm / ds K, (z,0[s) . (4.11)

No caso do espago tridimensional (D = 4,n = 1), temos as seguintes solugoes:

Ki(z,2'|s) = m e s (4.12)
N RV

Ay(z,2") = Y erf (2—\/5) : (4.13)

= —GTm erf (%) : (4.14)

onde erf(z) é conhecido como fungao erro de Gauss

erf(z) = % /050 dte ™. (4.15)
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A solucao (4.14) corretamente reproduz a expressao para o potencial Newtoniano na
gravitacao nao-local livre de fantasmas, obtida anteriormente nas referéncias [29,30}32,

210,220]. J& no espago quadridimensional (D = 5,n = 2), temos

! _ 1 -

Ky(x,2'|s) = (Ims)? e s, (4.16)
/ 1 —0 /48

A2($,$>:—47r2)\ 1—e /4} , (4.17)
G

b= [1— exp(—p*r?/4)] . (4.18)

Koio(z,2'|s) = ——— K, (z,2|s), (4.19)

que relaciona o heat kernel do operador de Laplace entre espacgos-tempo de dimensoes
diferentes. A relacao pode ser facilmente conferida através da féormula (4.9)). Dessa
maneira, podemos encontrar por recorréncia uma expressao geral para A, (z,x’) por meio
das solucoes de menor indice impar, equacao , e de menor indice par, formula (4.17]).

Logo, encontramos

A(ra) = —— (” U) . n>1. (4.20)

4 n+1/2 gn/2 §7 E

Nessa férmula I'(a, z) é a fungdo Gamma incompleta inferior, definida por

[a,x) = / dt t*te . (4.21)
0

Com isso, encontramos, finalmente, a solugao do potencial Newtoniano de uma massa

puntiforme m na gravitacao nao-local livre de fantasmas no espacgo tempo D-dimensional

o) = — M (E ﬁ) . (4.22)

/2 pn 27 4

Para pequenos valores de x a fungdo Gamma incompleta apresenta o seguinte comporta-
mento: I'(a,z) ~ z%/a. Por esse motivo, quando r — 0

Gmpu"
_2n—1 nan/2’

p(r) — (4.23)

Essa relagao mostra que o potencial Newtoniano de uma massa puntiforme na gravitagao
nao-local livre de fantasmas para qualquer dimensao D > 4 nao apresenta singularidade
na origem. O resultado representa uma caracteristica nova da teoria livre de fan-
tasmas quando comparado, por exemplo, com a gravitacao de quarta ordem em que a

singularidade Newtoniana é cancelada somente no espago-tempo quadridimensional [2].
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4.2 Giratons na gravitagao nao-local livre de fantas-

mas

Nosso objetivo nessa secao é obter o campo gravitacional de uma particula ultrar-
relativistica na teoria da gravitacao nao-local livre de fantasmas. Para isso, em vez de
solucionar as equacoes gravitacionais modificadas para uma fonte se movendo com uma
velocidade proxima a velocidade da luz, usaremos um procedimento bem conhecido na
Relatividade Geral (veja, por exemplo, a se¢ao 5.5.4 do livro [92]). Primeiramente, con-
sideraremos uma transformacao de Lorentz na solucao de fonte estatica obtendo,
dessa maneira, a métrica correspondente a uma massa puntiforme m se movendo com
velocidade constante 3. Logo depois, tomamos o limite em que § — 1, ao mesmo tempo

em que, a energia do objeto
M=~ym, (4.24)
onde

N =(1- B>, (4.25)

¢ mantida fixa. Esse procedimento é conhecido como limite de Penrose. Como resultado,
obteremos um objeto no espago-tempo D-dimensional chamado de giraton [87,88].
Antes de comecarmos os calculos explicitos, é conveniente fixar as seguintes notagoes

para as coordenadas Cartesianas

o = (t,y, ¢, (4.26)

onde t representa o tempo no referencial de repouso, y é a coordenada na direcao do mo-
vimento da fonte e {, = (¢2,...,¢(P~2) sdo as coordenadas transversais definidas no plano
(D — 2)-dimensional ortogonal a direcdo do movimento. Utilizando essas coordenadas, a

métrica (4.5) pode ser escrita como

ds® = dsi+dh?, (4.27)
n+1
dsj = —df+dy*+d¢?,  dC? = (d)?, (4.28)

2

1
dh? = —2p |df* + ﬁ(dyz +d§f)] : (4.29)
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Com o intuito de obter a métrica de uma fonte se movendo com velocidade [ ao

longo do eixo y na direcao positiva, realizamos a seguinte transformagao de Lorentz
y =7 —p6t) =31 —-pFv— 1+, (4.30)
b =7(t—p8)=3[A-PBv+1+p)ul, (4.31)

onde (¢,&,(,) sdo as coordenadas Cartesianas no referencial inercial em que a fonte esta

em movimento. Também usamos nessas féormulas as notagoes
u=t—¢, v=1t+¢ (4.32)

para as coordenadas nulas de tempo retardado e tempo avancado, respectivamente. A

métrica plana ds? nas novas coordenadas z* = (u,v,(,) assume a forma
dsi = —dudv +d¢? . (4.33)
No limite f — 1 a métrica (4.33]) se mantém a mesma, ao mesmo tempo que, nesse limite

y~—yu, te~qu,  o(z,0) ~ U+ (2, (4.34)
1 1

AP+ ~(dy® +d¢) ~ 2 Pt + (4.35)
n n

onde foram omitidos nessas férmulas os termos nao essenciais de ordem inferior em ~.

Dessa maneira, a perturbacao da métrica adquire a forma

An+1) lim (v%p) . (4.36)

n Y—00

dh® = ® du®, d=—

Para calcular o limite acima, usando a seguinte relagao

lim e 1 =0(u). (4.37)

Y=o \/4Trs
Também assumimos que a energia do objeto, M = ~m, seja fixa (limite de Penrose).

Assim, obtemos a seguinte expressao para o potencial ®

n+1

b = —8r GM = §(u) A, 1(C,), (4.38)
onde
o ds 2
(@)= [ e (4.39)

A partir de agora, vamos nos restringir, por razoes de simplicidade, apenas ao caso par-

ticular do espago-tempo quadridimensional (n = 1). Para esse caso, a integral Ay que
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entra na defini¢ao (4.38) possui uma divergéncia infravermelha para grandes valores de
s. Sendo assim, para continuarmos vamos regularizar a integral (4.39) introduzindo um

parametro de corte A. Dessa maneira,

L Mds o—ras _ 1
A J, s AT

Ay = [E1(17 Cf/éls) — B (1, Cf/4A2)] ) (4.40)

onde nessa férmula Eq(a, z) é a fungao exponencial integral, definida por
Ei(a,2) = / deaz~ e ™. (4.41)
1

Assumindo que o parametro de corte A% é grande, podemos usar a seguinte expansao da

fungao E;(1, z) para pequenos valores de z
Ei(l,z)=—In(2) —y+..., (4.42)

onde v = 0.5772156649 ¢é a constante de Euler-Mascheroni. Dessa maneira, podemos
escrever

1

A
O 4r

[In (C2/A%) + 9+ Ba(1, ¢ /4s)] (.43

Com isso, obtemos finalmente a resposta para a métrica do giraton na gravitagao nao-local

livre de fantasmas

ds* = —dudv+d¢* +dh*, dh* = ®du?, (4.44)
® = —4GM(u)F(C?), (4.45)
F(¢I) = I (C/A%) +7+Ei(1,¢/4s). (4.46)

No limite em que s — 0, em outras palavras u — 00, a gravitacao nao-local livre de

fantasmas se reduz a teoria da Relatividade Geral. Nesse caso temos como resposta

F(¢I) = In(CI/A") +7. (4.47)

Esse resultado reproduz a solugdo ja conhecida de Aichelburg-Sexl [5] (veja também, a
referéncia [89)]).

A solugao (4.46|) contém o cut-off arbitrario A. Qualquer mudanga nesse parametro
pode ser facilmente absorvida na redefinicao da coordenada de tempo avancado v. Por-
tanto, a ambiguidade na escolha de A apenas reflete a liberdade na escolha do calibre da

teoria. Para entendermos melhor essa afirmacao, considere uma métrica escrita na forma

ds® = —dudv + d¢? + f(u)du®. (4.48)
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Definindo agora uma nova variavel

V=v— /du f(u) (4.49)
encontramos para métrica ,

ds* = —dudv + d¢* . (4.50)

Isso confirma a conclusao acima de que a ambiguidade na escolha do parametro de cut-off

esta relacionada com a liberdade da escolha de coordenadas (covariancia geral). Sendo
i tinuagao d {tul ao e fixar A2 = 4s. P

assim, na continuagao desse capitulo vamos usar essa opcao e fixar s. Para essa

escolha
F(z)=In(2)+~v+Ei(1,2), z=(2/4s (4.51)

e a expansao da funcdo F'(z) para pequenos valores de z adquire uma forma bastante
simples, a saber,

F(z)=z— 322 +0(2%). (4.52)

4.3 O colapso de uma casca esférica nula fina na gra-

vitagao nao-local livre de fantasmas

Estudaremos agora o campo gravitacional de uma distribuicao esférica homogénea
de massa M colapsando com velocidade ultrarrelativistica na teoria nao-local livre de
fantasmas. Iniciemos pelo caso mais simples, de uma casca esférica com espessura in-
finitamente pequena. Esse modelo de fonte é conhecido como casca esférica nula fina.
Consideremos também que a massa total dessa distribuicao é pequena, de maneira que
seja suficiente considerar apenas as equagoes de campo na aproximagcao linear.

Novamente, em vez de solucionar as equacoes correspondentes vamos usar um tru-
que. Como estamos apenas lidando com a teoria linear, é valido o principio de super-
posicao: a combinagao linear de diferentes solu¢oes é novamente uma solucao. Dessa
maneira, podemos utilizar o resultado obtido na secao anterior e através da soma de
solucgoes de giratons, construir a métrica resultante do colapso da casca esférica fina.

Considere um conjunto de giratons passando através de um ponto escolhido do

espago-tempo O. Vamos adotar coordenadas Cartesianas (¢, X,Y, Z) no espago-tempo
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de Minkowski e identificamos o ponto O como a origem do sistema de coordenadas O =
(0,0,0,0). Definimos por (ey,ey,e,) os vetores unitarios na dire¢ao dos eixos X, Y,
e Z , respectivamente. Também introduzimos outro versor, n, na direcao do movimento

de um giraton fixo. Usando coordenadas esféricas, esse versor pode ser expresso como
n = sena(cosff ex + senfl ey) + cosa ey, (4.53)

onde («, ) sdo os angulos polar e azimutal na esfera bidimensional, respectivamente.
Seja a um indice enumerando um dado giraton e seja dh? a perturbagdo da métrica
criada por esse giraton. Logo, a perturbagao (dh?) criada por um conjunto de giratons

tem a forma
(dh%) = " dh?. (4.54)

Para construir a fonte de nosso interesse, consideramos o limite continuo da distribuicao
discreta (4.54). Também assumimos que essa distribuigao é esfericamente simétrica e que
todos os giratons tém a mesma energia. Desse modo, podemos escrever

1 T 2T
(i) = - /0 da sena /0 a8 di2, ;. (4.55)

O fator extra (4m)~! reflete o fato que estamos calculando a média sobre a esfera unitdria.
Como resultado do célculo dessa média, a fonte da métrica (dh?) é uma casca

esférica nula fina localizada nos cones nulos I';

t=4+VX2+Y2+ 22, (4.56)

O sinal negativo representa o cone nulo I'_ com vértice em O, que descreve uma casca
esférica nula colapsando. Ao mesmo tempo, o sinal positivo representa o cone nulo I'}
responsavel pela descricao uma casca esférica nula expandindo. Nas coordenadas do
referencial do giraton (¢,£,¢,) a solucdo obtida na se¢do anterior, férmula (4.44), fica

escrita na forma
dst = —dt* +d&* +d¢*, dh? = d(dt — d€)*, &= —4GMF(C*)6(t—¢€), (4.57)

onde

In ((2/A?%), para a Relatividade Geral;
F(¢?) =< Ei(1,¢2/4s)+~  para a gravitacio nao-local (4.58)
+1n(¢%/4s), livre de fantasmas .
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A projecao da linha de universo de um giraton no espaco tridimensional, ou seja, a sua
trajetéria é uma linha reta. A quantidade £ representa a coordenada ao longo dessa
trajetdria e a orientacao do versor n determina a direcao do movimento. As coordenadas
¢, = (¢1,¢2) estao contidas no plano bidimensional ortogonal a essa dire¢ao. No caso da
distribuicao esfericamente simétrica de giratons, todas as linhas de universo se interceptam
apenas no ponto O do espaco-tempo. Também escolhemos para o parametro £ no ponto
O o valor £ = 0. Ja para um ponto qualquer do espaco tridimensional P = (X,Y, 7),
passam exatamente duas trajetérias de giratons com direcoes opostas. Definimos como
(ay, By) os angulos do versor que determina a dire¢ao positiva do movimento n, . A
coordenada &, correspondente a esse versor é definida como positiva. No caso da diregao
oposta, temos o vetor unitario n_ = —m, com angulos (a_ =71 —ay,f_=7n+[4). J&
a respectiva coordenada & = —&, ¢ negativa.

E conveniente dividir o célculos de (dh?) em duas partes. Primeiro, calculamos a

seguinte quantidade

(T(y.) = - Lfdagﬂw{/ﬂdﬁ Ty, ), (4.59)

:E ;

onde
T (y.) = d(y. — C)d(t — €)(dt — d€)”. (4.60)
A interpretacao fisica desses objetos pode ser encontrada fazendo y, = 0. Nesse caso,
TP = 70 datda” (4.61)

representa o tensor momento energia de um giraton se movendo na diregdo m [87,88].
Também no caso em que y, = 0, substituindo a férmula (4.61]) na equagao (4.59|) encon-

tramos
M(T) =T,,dz"dz", (4.62)

que nada mais é do que o tensor momento energia da casca esférica nula construida a
partir das linhas de universo dos giratons.
O préximo passo ¢ usar (T(y,)) para encontrar a perturbagao da métrica (dh?)

devido a casca esférica nula fina de massa M. Isso consegue-se por meio da formula

uwz—MM/@J@mwmw (4.63)
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4.3.1 O calculo do tensor momento energia

Os detalhes dos calculos da integral da média sobre a esfera unitaria necessaria para

a consideragao de (T'(y,)) podem ser encontrados no apéndice [Bf dessa tese. Utilizando a

férmula (B.30]), encontramos para a relacao (4.59) a solucao

T6.) = 702

Considerando o limite em que y, — 0, por meio da férmula (B.26]) obtemos para o tensor

[senc, 6(t — &) (dt — d&)* + sena d(t — &) (dt —d€-)*] . (4.64)

N .

momento energia a férmula

[6(w)du® + 0(v)dv?], (4.65)

M
M(T) =T,,dx"dz" = 1

mr?

ondeu = t—r e v = t+r. Essa equacao reproduz corretamente a expressao conhecida para
o tensor momento energia da casca esférica nula fina. A férmula (4.65]) é uma superposicao
dos tensores momento energia de uma casca esférica nula de massa M colapsando e

expandindo.

4.3.2 O calculo da métrica média

Nesse ponto ja temos todas as expressoes matematicas necessarias para realizar o
calculo da perturbagao da métrica média através da férmula . No entanto, podemos
simplificar ainda mais o problema, pois como a distribuicao de giratons é simetricamente
esférica a métrica média correspondente (dh?) também possui essa propriedade. Por esse
motivo, a métrica (dh?) pode ser escrita com o uso de coordenadas esféricas na forma
geral [89]

(dh?) = hydt* + 2hgdtdr + hy.dr? + HdQ? (4.66)

onde d2? é a métrica da esfera de raio unitdrio e os coeficientes da métrica hy, hyy ,
h.. e H sao fungdes apenas das varidveis ¢t e r. As coordenadas esféricas (r,0,¢) estdo

relacionadas com as coordenadas Cartesianas (X,Y, Z) pelas férmulas
X =rsenfcos¢, Y =rsenflsenq¢, Z =rcosh. (4.67)

Devido a simetria esférica da métrica (4.66) é suficiente obter o seu valor apenas nas

proximidades de apenas um tnico ponto espacial. Escolhemos esse ponto como sendo

Py = (X =r,0,0), (4.68)
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onde X > 0. Para essa escolha, a métrica (4.66) se reduz a forma
H
(dh?) = hydt? + 2hydtdX + hy dX? + — (dY? +dZ?) . (4.69)
r

Desse modo, podemos executar os calculos de (dh?) para o ponto especifico Px e depois
comparando o resultado da férmulas (4.69)) com a equagao (4.66[), conseguimos encontrar
a expressao geral para a perturbacao da métrica. No ponto Py as quantidades presentes

na férmula (4.64]) assumem os valores

Qs =+,/X? —y2, §r =/ X2 —93, (4.70)

& Yk

sen vy = , Ccos iy = — , 4.71
Qs . Qx (4.71)
sen B4 = % , cos By = % , (4.72)

o &+ 1 Yp
At = S dX + 5 (@ Lay -y dZ) . (4.73)

Para calcular a integral (4.63)) sobre y, = (y,, yx), vamos introduzir coordenadas polares

nesse plano:

Yp = pCosY, Yr = psent. (4.74)

Logo, encontramos para a integral (4.63) a seguinte expressao

(dh?) = —4GM/OO dppF(p)(TH+T7), (4.75)
0
onde
T+ = %d T+ L 17 dt — déL)? 4.76
—/0 YT, —m(—fi)( —d&y)”. (4.76)

As quantidades que aparecem na equacgao (4.76) podem ser expressas nas coordenadas

polares (4.74) por

B
(dt—déi)QzAiJrQ—ﬂ;Jr..., Q2= X2 — pcos2 ), (4.77)
Ay = (dt — %dX)Q , By = (ax cos + bsenv))? (4.78)
Y
ay = fiid , b= —pdZ, (4.79)

onde os trés pontos indicam os termos que sao lineares em y, e yi, que nao contribuem

para a integral sobre ¢. Usando as formulas acima, encontramos

e &) 4;&) (AL Ky + K5), (4.80)
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onde
27
K, = /0 dy é, (4.81)
27
Ky = /0 dy %. (4.82)

O calculo das integrais K; e Ky dao o seguinte resultado

2
K= — (4.83)

X /X2_p2’

2 42 X2 _ B2 2 2
K, = Moz +5) Pl ™ gyehaze). (4.84)

X3(X2 — p2)3/2 Xg\/m

A func@o § que aparece na féormula (4.76) pode ser reescrita como

Ot F /X2 —p?) = % [5(;) —VXZ—t)+0(p+ VX212 . (4.85)

Essa relagao também implica que
t=4X2—p2. (4.86)

Por causa dessa funcao ¢ o termo 7 é diferente de zero apenas para t > 0, enquanto
que o outro termo 7~ nao se anula quando ¢ < 0. Entao, realizando a integracao sobre

p encontramos

X2 - t2
+ e (dY?* + dZ?)

e , (4.87)

onde O(x) é a fungdo de Heaviside (funcdo degrau). Desse modo, obtemos o seguinte

resultado

(dh?) =

—2GMF(X? — 2) [( CX >t (4.88)

2
t X2 -2
% dt — —dX) + (dY? + dZ?)

X 2X2

Assim, comparando as férmulas (4.88]), (4.69) e (4.66]) encontramos, finalmente, a solugao

geral

—9GMF(r® — t2 t \? 2t
(dh?) = ¢ :T )[<dt—;dr) + o 5 dQQ], r> |t (4.89)
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Essa expressao é valida em todo o dominio do espago-tempo em que r > |t| para os
valores de tempos ¢ positivos e negativos. Dentro da casca esférica, onde r < [t], a
perturbagdo da métrica se anula (dh?) = 0.

Usando o programa Maple com a extensao GRTensor, podemos calcular todas as
quantidades importantes para a métrica . Podemos conferir, por exemplo, que no
vacuo, isto é, fora da casca esférica, o tensor de Ricci satisfaz na aproximacao linear em
M a equagao R,, = 0. Isso deve ser valido até mesmo na gravitacao nao-local livre
de fantasmas e fornece um bom teste para os célculos aqui realizados. A seguir, vamos
mostrar como a versao linearizada da métrica de Schwarzschild pode ser obtida por meio
da férmula . Vamos também estudar o comportamento dessa solucao na teoria nao-
local livre de fantasmas quando a casca esférica colapsando se aproxima da origem do

sistema de coordenadas.

4.3.3 Solucao de Schwarzschild linearizada

A solucao das equagoes de Einstein linearizadas para o problema da casca esférica
nula é bem conhecida na literatura [89,/92]. Dentro de ambas as cascas colapsando e ex-
pandindo o espaco-tempo é plano, enquanto fora delas a métrica é uma versao linearizada

da métrica de Schwarzschild

(dh?) = 2G—M(dt2 +dr?). (4.90)

r

No caso das equacoes de Einstein linearizadas, temos a seguinte funcao

F(? — 1) = In <r2A_2t2) . (4.91)

Usando essa expressao na solugao (4.89)), a resposta obtida parece bastante diferente da
solucao esperada, equacao (4.90). Entretanto, através de uma transformacao de calibre

da métrica

gm/ — g;y - g,uu - V,ué.u - vufu (492)

é possivel obter a forma usual da solucao linearizada de Schwarzschild. Para isso, é

suficiente escolher

& = (§,6,0,0), (4.93)
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GMt GMt r2 —¢? r—t
£t = — In ( A2 ) +GM ln?"——i—t’ (494)

2 42
(2 — 2)In (7" AQt ) . (4.95)
4.3.4 O invariante de Kretschmann

Para uma fungao arbitraria F(z), onde z = r?> — 2, o quadrado do tensor de
Riemann (invariante de Kretschmann) para a métrica (4.89), na primeira ordem nao-

nula, é dado pela expressao geral

) 48 G2M?2*

pvof

R Q(2), Q) =2F 2 +2FF :+F>, F=F. (496)

r6

Para a teoria de Einstein linearizada
F(z) = In(2/4A%), F'(z)=1/z, Qz) =1/2%. (4.97)

Sendo assim, obtemos o resultado

48 G2 M?

RQ
76

pvaf

(4.98)

como deve ser para a métrica de Schwarzschild. Ja para a teoria nao-local livre de fan-

tasmas temos

F(z) = Ei(1,2/(4s)) + v+ In(z/(4s)), (4.99)
Flz) = % (1—e*), (4.100)
Qz) = 85122 [(852 +dsz 4 2%)e % — 4s(4s + z)e T 4 852} . (4.101)

Agora, utilizando a expansao (4.52)) da funcao F' para pequenos valores de z

z 22

() = 4s  64s2 +

(4.102)

encontramos o valor do invariante de Kretschmann quando a casca esférica se aproxima
da origem do sistema de coordenadas

3G°M: 3G

276 T s2r4

R2

pvaf

(4.103)

Nessa equagao 32 = 1 —*/r? é um parametro adimensional que fora da casca esférica,

onde [t| < 7, é menor ou igual a 1. A férmula (4.103)) mostra que a solugdo do colapso



84

da casca esférica nula fina permanece singular na teoria nao-local livre de fantasmas. No
entanto, a singularidade cai com uma poténcia menor quando comparada com o resultado
da Relatividade Geral , ou seja, nesse caso, a singularidade na curvatura é suavizada.

O modelo de uma casca esférica infinitamente fina é certamente uma idealizacao.
Diante disso, a casca esférica fisica deve conter, naturalmente, uma espessura finita,
que pode, por exemplo, ser responsavel pela regularizagao da singularidade presente na
formula . Para averiguar essa afirmagao, estudaremos na préxima se¢ao o caso de
uma casca esférica nula espessa colapsando. Como ainda estamos lidando com a gravitacao
linearizada, a correspondente solucao sera obtida por intermédio de uma superposicao de

solugoes de cascas finas.

4.4 O colapso de uma casca esférica nula espessa na

gravitacao nao-local livre de fantasmas

Na se¢ao anterior discutimos o campo gravitacional de uma casca esférica nula fina
representada por uma distribuicdo § esférica de energia, que colapsa com a velocidade
proxima a velocidade da luz até o seu raio atingir o valor zero no instante de tempo
t = 0. Sem duvida, esse modelo é uma idealizacdo. A fim de estudar um modelo
mais realista do colapso gravitacional, devemos considerar como fonte uma casca esférica
nula com alguma espessura. Para isso, consideraremos um conjunto de cascas esféricas
finas colapsando para um mesmo ponto do espaco, mas passando por ele em diferentes
momentos de tempo. Esse perfil serd caracterizado por uma funcao de densidade ¢(t),
que representa a quantidade de massa por unidade de tempo passando pelo centro r = 0
em um dado instante de tempo t. Desse modo, a massa total da casca esférica pode ser

escrita como

M= / dt g(t) (4.104)

Devido a linearidade das equacoes de campo, a solucao para a perturbagao da métrica
da casca esférica espessa, ((dh?)(t,r), pode ser expressada como uma superposicao de

perturbagoes (dh?)(t,r) da casca esférica fina, através da seguinte equagao

(dh?)(t,r) = / dt q(t ) (dh?) (t — ', 7). (4.105)



85

Para simplificar nossa consideragao, vamos escolher ¢(t) como sendo uma fungao de-
grau que assume valor constante igual a M /b durante o intervalo de tempo ¢ € (—b/2,b/2)
e que se anula fora desse intervalo. Nesse caso, a solu¢ao do campo gravitacional tem uma
forma diferente para cada diferente dominio do espago-tempo (veja a figura . Para
descrever esses dominios é conveniente usar as coordenadas de tempo avancado, v = t+7r,
e de tempo retardado, uw = ¢t — r. Os dominios do espago-tempo T_, onde v < —b/2,
e Ty, onde u > b/2, representam o interior da casca esférica. Consequentemente, o
espaco-tempo nessa regiao € vazio e a métrica aqui é plana. No dominio N_, onde
v € (=b/2,b/2) e u < —b/2, existe apenas fluido esférico colapsando, enquanto que em
N, ,onde u € (—b/2,b/2) e v > b/2, existe somente fluido em expansao. Ja no dominio
I,onde v € (=b/2,0/2) e u € (=b/2,b/2), existe uma superposigao de fluidos colap-
sando e expandindo. Por fim, o dominio R, onde v > b/2 e u < —b/2, representa a

regiao fora da casca esférica. O espago-tempo nesse dominio também ¢é vazio.

b/2

-b/2

Figura 4.1: Diagrama espago-temporal para o colapso da casca esférica nula espessa.

Vamos denotar por (¢,r) as coordenadas do ponto de observagdo em um dado
dominio. Para a funcdo ¢(t) descrita acima, utilizando a resposta obtida na se¢ao anterior,

equacao (4.89), a férmula (4.105) assume, na nova variavel de integragao z =t —t', a
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forma
2GM 1 2dt dr dr? 1
«M%@m:—br{%QW+§ﬂmﬁ—ﬁ +hcﬁ—§mﬁy(uw)
onde

z
Iy = / dr " F(r* — 2?). (4.107)

Os limites de integracao, z; e x;, dependem do dominio do espaco-tempo onde estd
localizado o ponto de observacdao em questao. A seguir, com o objetivo de estudar as
propriedades da solugao (4.106)), calcularemos o invariante de Kretschmann nos diferentes

tipos de dominios do espago-tempo descritos na figura |4.1}

4.4.1 O campo gravitacional no dominio R

A condicao para que o ponto de observacao esteja no dominio R pode ser expressa
como v € (b/2,00) e u € (—oo0, —b/2). Nesse caso, todas as cascas esféricas nulas com
vértices dentro do intervalo de tempo t' € (—b/2,b/2) contribuem para a integral ({.107)).
Sendo assim, no dominio R temos, x; =t+0/2 e zy =1t —b/2. Vamos agora separar

a funcdo F(z) em duas partes, a saber,
F(z) = Fy(z) + AF(2), (4.108)
onde
Fo(z) =7+ In(z/4s), AF(z) = Ei(1, z/4s) . (4.109)

Também denotamos por J° e AJ, as contribuigdes para J, devido aos termos Fy e

AF, respectivamente, de maneira que
Jn = J0 + AJ,. (4.110)

Procuramos agora uma solucao no dominio R para grandes valores de r, isto é,
na regiao do espago-tempo onde r > |t £ b/2|. Nesse limite, podemos usar a forma
assintdtica da funcao AF(z) para os grandes valores de z

AF@):f§eZ“%L+OU/@) (4.111)

e usar a seguinte aproximacao
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Assim, obtemos
AJ, = f(r) A.(t), (4.113)
onde

niz [OF 2 t+0b/2
A0 = (19" [ gy =T

Como a fungdo f(r) cai rapidamente a zero para os valores grandes de r, podemos

(4.114)

considerar nos calculos a seguir apenas a ordem linear em AJ,. Usando o programa

GRTensor, obtemos a seguinte expressao para o quadrado do tensor de Riemann

48 G2 M?

2 _ 2

R;waﬂ =5 + ARWO&, (4.115)
onde
2G?M? 2

2 _ —r</4s

AR,uuaﬁ = m e / W s (4116)
W = —3A4,r°+ (4A032 + 8415 — 34A0s + Ag)rt

+ (80A;s% — 12455 — 160A¢s” 4 14A55) 1% + 56Ay 52 . (4.117)

Mantendo agora apenas o primeiro termo de W, que contém a maior poténcia de 7,
obtemos

N 24i /7 G*M? s

s ™ Tyt lerf(iTy ) + erf(it_)] . (4.118)

Ressaltamos que, apesar da presenca da unidade imagindria ¢ na férmula acima, a resposta

para AR, s ¢ real, como ela deve ser. As expressoes (4.115) e (4.118) implicam que no

dominio R para um dado valor fixo do tempo ¢ e quando r — oo a curvatura se aproxima
de uma maneira exponencialmente rapida do seu valor assintotico, que é igual a curvatura

Schwarzschild de um objeto esférico de massa M .

4.4.2 O campo gravitacional nos dominios N,

Discutimos agora de maneira breve o campo gravitacional nos dominios Ni. As
condigbes para que o ponto de observacao esteja no N_ dominio sao v € (—b/2,b/2)

e u € (—oo,—b/2). Assim, encontramos os seguintes limites de integracdo: x; = —r e
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xy =t+b/2. Ja para que o ponto de observacao esteja em N, temos que ter v € (b/2, 00)
e u € (—b/2,b/2) e os limites de integracao sao =; = —r e xy =t —b/2. As integrais
necessarias podem entao ser diretamente calculadas. Entretanto, nao vamos reprodu-
zir esses resultados aqui, pois as expressoes obtidas sdo bastante extensas. Ademais, a
analise mais detalhada das respostas complicadas das integrais mostrou que no caso da
gravitagao nao-local livre de fantasmas, a curvatura é apenas significativamente modifi-
cada nas regioes estreitas proximas de v = £b/2 para o dominio N_ e pertode u = +b/2
para o dominio N, . Ja para os grandes valores de r, as correcoes da teoria nao-local
livre de fantasmas modificam apenas de maneira fraca a solucao da Relatividade Geral
linearizada. Por esse motivo, apresentamos apenas a expressao final para o invariante de
Kretschmann na gravitacao linearizada de Einstein. O resultado é

48 G* M?(v)

6 ) M(v) = %(v +b/2). (4.119)

R2
b

pva —

A equacao é, de fato, o resultado esperado. Antes dos fluidos nulos colapsando e
expandindo se encontrarem no dominio I, temos simplesmente a solugao de Vaidya [222]
(veja também [89]). A massa M(v) cresce linearmente com a coordenada de tempo
avancado v do valor zero (em v = —b/2) até seu valor maximo M . No caso do dominio
N, os calculos para a perturbagao da métrica sao similares. Desse modo, encontramos o
resultado

48 G*M?(u)

76

R2

o =

, M(u) = %(u +b/2). (4.120)
4.4.3 O campo gravitacional no dominio [

Vamos agora discutir o campo gravitacional no dominio /. Este dominio representa a
regiao de maior interesse, pois é aqui que podemos estudar se existe ou nao singularidade
em r = 0 e também ¢é essa a regiao onde o raio da casca esférica colapsando se torna
suficiente pequeno para a possivel formagao do miniburaco negro. Além disso, como
a gravitagao nao-local livre de fantasmas é responsavel por uma mudanca significativa
no comportamento da Relatividade Geral no limite ultravioleta [29], esperamos que seja
no dominio I onde exista uma maior modificacao das solugoes da teoria de Einstein
linearizada. Uma casca esférica nula fina, que cruza o centro r = 0 no instante de tempo

t'", contribui para a integral (4.107) apenas no intervalo de tempo ¢ € (¢t + r,t —r).
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Portanto, x; = —r e xy = r. Nesse caso, o termo J; , que contém a integracao linear em
2, nao contribui para a resposta final.

Para a teoria de Einstein linearizada, temos
F(z)=Inz+C, C=-InA* (4.121)
Dessa maneira, encontramos
4 4 2 3
Jo=4r(ln2+ Inr — 1)+ 2Cr, Jy = g" (3In2+3Inr —4) + gCr . (4.122)

O calculo do quadrado do tensor de Riemann tem entao como resposta

252 G2 M2

rd

R2

pvaf

: M= M/b. (4.123)
J& para o caso da gravitagao nao-local livre de fantasmas
F(z) =Ei(1, z/4s) + v + In(z/4s) . (4.124)

Usando a expansao de Taylor dessa funcao para pequenos valores de z

z 22 22
F = — — o 4.125
()= 5~ 6ae T 12 T (4.125)
podemos encontrar
r3(420s* — 21sr? 4+ 1)
= . 4.12
Jo 126053 * (4.126)
ro(756s5% — 27sr? + rt)
= L. 4.12
I 113403 + (4.127)

Nesse caso, a resposta do calculo do invariante de Kretschmann é

) 32G2M?  32GPM?r?
Fyvas = 3s2 953 +

(4.128)

Essa resposta mostra que a curvatura no modelo da casca esférica espessa se mantém finita
r = 0, isto é, nesse caso a teoria da gravitagao nao-local livre de fantasmas é realmente
livre da singularidade. Isso nos mostra que a singularidade presente no caso anterior da
casca esférica fina é, de fato, por causa da aproximacao da espessura infinitamente fina.
A singularidade, nesse caso, representa um problema na escolha de uma fonte nao-fisica,

ela nao esta relacionada com a teoria nao-local livre de fantasmas.
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4.4.4 O invariante (Vr)?

Dentro da geometria esfericamente simétrica também existe outro invariante 1til, a

saber,

9= (Vr)? = 5 PSS f= g0 (4.129)

Uma linha no plano (¢,7), onde g = 0, é um horizonte aparente [89]. Sendo assim, essa
condicao deve ser satisfeita para que o miniburaco se forme. A resposta desse invariante,

na teoria nao-local livre de fantasmas, pode ser expressa pela férmula

2G Mr?
(Vr) =1 = 26 (4.130)
sb
Como no dominio I do espago-tempo r < b, temos
2GMb
(Vr)? >1— : (4.131)
S

Isso significa que, para um dado valor do parametro extra da teoria nao-local livre de

~2 ¢ para uma dada duracao de tempo fixa b, o miniburaco negro

fantasmas s = p
nao ¢ formado se a massa M for suficientemente pequena. Em outras palavras na gra-
vitacao nao-local livre de fantasmas existe um gap de massa para a formacao do buraco
negro. Esse resultado é similar ao obtido no ano de 1981 por Frolov e Vilkovisky na
referéncia |91], onde foi considerado o colapso de uma casca esférica nula na teoria gra-
vitacional local de quarta ordem. Recentemente no trabalho [86], o formalismo aqui
desenvolvido foi generalizado de maneira que ele possa também ser aplicado a outras teo-
rias de gravitacao modificada. Nessa referéncia os potenciais Newtonianos da gravitagao
super-renormalizavel obtidos na referéncia [151], apresentados nessa tese no capitulo ,
foram utilizados para construir a solucao do colapso esférico nulo. Foi demonstrado que
o gap de massa para a formacao do buraco negro também estd presente nessa teoria.
Ambas as teorias com derivadas superiores, a gravitacao nao-local livre de fantasmas e
a gravitagdo (super-)renormalizavel, possuem em comum a presenca de um parametro
extra de escala de massa p, que desempenha o papel de um cut-off ultravioleta (no caso
da gravitacao super-renormalizavel o parametro o é representado pelas massas my;); dos
graus de liberdade extras tensoriais e escalares). Como mostrado na referéncia |91], se
a massa M do objeto colapsando obedece a relacado Mpu < 1, o horizonte aparente do

miniburaco negro nao é formado. A presenca desse parametro extra de escala de massa,
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difere essas teorias da gravitacao classica de Einstein, onde o gap de massa esta ausente
e um miniburaco negro de uma massa arbitrariamente pequena pode ser formado.

Em trabalhos futuros seria interessante investigar outros aspectos das solucgoes li-
neares da gravitacao nao-local livre de fantasmas. Podemos considerar, por exemplo,
fontes arbitrarias em movimento e estudar a emissao de ondas gravitacionais nessa teoria
e o back-reaction dessa radiagdo em objetos acelerados. Outra proposta é modificar o
fator de forma aqui usado e considerar poténcias superiores no expoente, sendo o préximo
exemplo mais simples a = exp(aJ?). Outra questao natural é o que acontece no colapso
de uma massa grande M , isto é, quando My > 1. Seria altamente interessante analisar
solugoes da gravitacao nao-local livre de fantasmas nesse limite, em que o regime nao-
linear é dominante. Esperamos que as modificagoes propostas na gravitagao nao-local livre
de fantasmas permitam responder perguntas intrigantes existentes em relagao a estrutura

do interior do buraco negro.



CAPITULO B

Transicdo entre os periodos estavel e instavel da inflacao induzida

pela anomalia conforme

Os efeitos quanticos do vacuo derivados da anomalia conforme sao responséaveis por
um modelo inflaciondrio que pode ser estavel ou instavel. A versao instavel requer que
o coeficiente adimensional do termo R? tenha um valor em torno de 5 x 10® para que as
perturbagdes escalares tenham o valor exigido pelas observagdes [212], resultando assim
no regime inflaciondrio do modelo R + R* de Starobinsky [211]. Nesse caso, os termos
nao-locais da agao efetiva sao irrelevantes e através do ajuste fino das condigoes iniciais,
¢ possivel ter uma saida elegante para um estégio de baixa curvatura com oscilagoes de
altas frequéncias, responséaveis pela criagao de todas as particulas. Ja a versao estavel
é um atrator genérico genuino, de maneira que essa solucao comeca independentemente
das condicoes iniciais escolhidas. Neste capitulo discutimos uma possivel transicao entre
a fase estavel e instavel da inflagao devido ao efeito das massas dos campos quanticos.
Mostra-se que o final da inflagao estavel corresponde as condigoes iniciais necessarias para
o comportamento desejado do modelo de Starobinsky, se ignoramos as corregoes quanticas
no periodo de transicao entre os dois periodos inflacionérios. Além disso, descrevemos dois
diferentes mecanismos quanticos que podem providenciar o enorme termo R? necessdrio
para a inflacao instavel. Com o objetivo de termos uma exposicao autoconsistente, a
se¢ao [5.1] inclui uma revisao da inflagao induzida pela anomalia conforme. Discutimos

as solucoes inflacionarias estavel e instavel, bem como a versao temperada da inflacao

92
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estavel. Também apresentamos as dificuldades tedricas encontradas no estudo do periodo
de transicao. Esta secao contém alguns dos assuntos originalmente publicados nas re-
feréncias [81,82,181,182,]205,)206]. A parte original deste capitulo comega pela segao ,
em que descrevemos os resultados numéricos da transicao entre as épocas estavel e instavel
da inflacao. Por fim, os mecanismos quanticos que podem causar um enorme crescimento

do coeficiente do termo R? serdo discutidos na segio

5.1 Uma breve revisao da inflacao induzida pela ano-

malia conforme

Considere os efeitos quanticos de vacuo no universo primordial, em que as energias
tipicas dos fenomenos fisicos sao muito grandes, mas ainda abaixo da escala de Planck,
de maneira que estamos dentro do limite de aplicagao da abordagem semicléssica da
gravitacao. Nas altas energias tipicas dessa situacao, é uma boa aproximacao desprezar
as massas e interacoes dos campos quanticos de matéria. Assim, esses campos podem
ser tratados como radiagao livre. Vamos também admitir que o universo inicial é vazio e
que todo contetdo real de matéria seja criado apenas durante o periodo de reaquecimento
[224]. Desse modo, os efeitos quanticos se originam unicamente devido as particulas
virtuais.

O tensor momento energia da radiacao satisfaz a equagao T = 0. Assim, o
fenomeno quantico tipico nesse caso é a anomalia conforme. A correcao quantica para a
acao do vacuo é entao dada pela acao induzida pela anomalia conforme. Dessa maneira,

a acgao total pode ser escrita como
S; = Sgg + 'ing + termos com simetria conforme. (5.1)

Na equacao acima nao escrevemos explicitamente a acao dos campos de matéria e a
parte conforme da ac¢ao do vdcuo, equagao (2.70)), pois esses termos sao conformalmente
invariantes e nao contribuem para as equagoes de movimento da métrica homogénea e
isotropica. Para o problema em questao é suficiente usar para I';,; a sua forma nao-
covariante, féormula . O termo nao-conforme a,R? nao foi adicionado na acao ,
pois ele nao é necessario para a renormalizacao da teoria conforme. Do ponto de vista

tedrico, nao existe nada errado em definir o termo R? a mao, porém, é mais natural
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assumir que ele venha devido aos efeitos quanticos do vacuo. Na secao [5.3| vamos discutir
a possibilidade do surgimento desse termo com um grande valor do coeficiente a4 na época
da transigao entre as fases estavel e instavel da inflacao.

Através da substituicao direta da métrica de FRLW na acgao , podemos

considerar a equagao de campo

%y, (5.2)

oa
Dessa maneira, chegamos na seguinte equacao diferencial de quarta ordem para o fator
conforme da métrica:

a aa a 4\ aa”a M?2 [a a
—+&7+3—<m_)—————5(+—):0, (5.3)
a a a

a a2

onde usamos a notacio M3 = 1/G para a massa de Planck e os coeficientes b e ¢
foram definidos anteriormente nas equacoes e . Por questoes de simplicidade,
consideramos apenas o caso particular em que A = k£ = 0 (para maiores detalhes do papel
da constante cosmoldgica e da curvatura espacial, veja as referéncias [180,/182,211]).

A equagao (5.3) tem como solugao particular a solucao inflaciondria [211]

Mp
at:a-eHOt, Hy= ———
(t) = ao 0T /167D

Essa solugao é real, pois de acordo com a equagao (2.75) o sinal de b é sempre nega-

(5.4)

tivo. Por outro lado, o coeficiente ¢, equacao , pode ter diferentes tipos de sinais,
dependendo do conteido de particulas da teoria quantica de campos fundamental. Con-
siderando pequenas flutuagdes de H(t) em torno da solucao inflaciondria (5.4]) é possivel
mostrar que essa solugao é estavel quando ¢ > 0 e instavel para ¢ < 0 [182,211]. Usando

a equagao (2.76)), a condi¢ao de estabilidade se reduz entao a relacgao

1 1
g f+1—8Ns > N,, (55)

que ¢ satisfeita para qualquer modelo supersimétrico realista como, por exemplo, o Modelo
Supersimétrico Padrao Minimo (MSPM), onde N f,, = (104, 32, 12) [203,[205]. Por outro
lado, a condigao nao é satisfeita para o Modelo Padrao (MP) da fisica de particulas,
onde N ¢, = (4,24,12) [203,205].

A equagao (5.3) representa o trago das equagoes de Einstein semiclassicas [84]

1
G = Ry = 5 9 B = 87G (L) (5.6)
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Figura 5.1: Diagrama de fase da equacao (5.9). Do lado esquerdo temos ¢ > 0 e o contetido de

particulas do MSPM. J4 no lado direito ¢ < 0 e o conteiddo de particulas é o do MP.

Também é possivel considerar as outras componentes dessa equagao (uma discussao de-
talhada da derivacao das componentes 00 e 75 pode ser encontrada nas referéncias
). A componente 00 tem como resultado uma equacao diferencial de terceira
ordem, equivalente a equagao , a saber,

e .2 .2 -4 -2
ad a aa 20a M3 a
2t B ) a e O 57)
E possivel através da seguinte mudanca de variaveis
H \3/2 H
T = (—) : Y= H1/? (5.8)
Hy Ho/

reduzir a férmula (5.7) a uma equacao diferencial de primeira ordem [211]

dy b(x — x~1/3)
— = —— 1. 5.9
dz 6cy (59)

A equacao permite estudar a solugao geral do problema em questao através do seu
diagrama de fase. Os diagramas de fase para os casos estavel e instdvel sao mostrados na
figura Em ambos os casos o ponto critico (1,0) corresponde a solucao inflacionéria
exponencial . No caso estavel existe apenas um unico atrator correspondendo a essa
solugao . Ja no caso instavel podemos ver que existem diferentes atratores .

A existéncia de um unico atrator no caso estavel correspondente a solucao infla-
ciondria, permite construir um cendrio inflaciondrio bastante atraente [203]. O universo
poderia comecar na fase estavel de maneira que a inflagdo sempre comece independente-

mente do conjunto de dados iniciais escolhidos. A maneira mais simples de fazer isso é
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supor que a supersimetria é valida nas regices de altas energias e que ela esta ausente em
energias mais baixas, pois as particulas supersimétricas sao mais pesadas do que as outras
particulas [203]. Assim, se durante a inflagdo o valor do parametro de Hubble diminuir,
entao, em algum ponto os loops das particulas supersimétricas desacoplam da gravidade
e o conteido de matéria Ny, se modifica. Logo, a inequacao muda de sinal e a
inflacao se torna instavel. Desse modo, o universo pode eventualmente realizar uma saida
elegante para a fase de expansdo do tipo FLRW com lei de poténcia a(t) ~ t'/". Uma
questao importante é como o parametro de Hubble pode diminuir, visto que a solucao
é caracterizada por um valor constante de H(t) = Hy. Para responder essa pergunta
devemos ir além da aproximacao sem massa. Nesse caso, o valor de H pode realmente
diminuir [205]. A seguir, vamos considerar os efeitos das pequenas massas dos campos

quanticos.

5.1.1 Os efeitos das massas: inflagcao estavel temperada

Considere algum modelo supersimétrico realista, em que as particulas supersimé-
tricas tém uma massa relativamente grande quando comparada com as outras particulas
nao-supersimétricas. Apesar disso, no inicio da inflagao estavel o parametro de Hubble H é
ainda maior do que as massas das particulas supersimétricas mais pesadas e elas podem ser
tratadas como pequenas perturbacoes violando a invariancia conforme. Ao mesmo tempo,
as particulas sem supersimetria podem continuar sendo tratadas aproximadamente como
sem massa.

Nessa situacao, o efeito quantico principal devido as massas dos campos é a re-
normalizagdo da constante de Newton e da constante cosmoldgica [98]. Para calcular a
contribuicao quantica nesse caso podemos aplicar a descricao conforme da teoria mas-
siva [174] (uma abordagem similar pode ser encontrada na referéncia [57]). A principal
idéia nesse formalismo é recuperar a simetria conforme através da introducao de um novo
campo escalar y e considerar nos parametros dimensionais responsaveis por violar a in-

variancia conforme, m2, my, M3 e A, a seguinte substitui¢ao:

2 2
2 s 2 mg 2 My A,
ms—>M2x, mf—>—Mx, MP—>—M2x, A—>—M2x, (5.10)

onde M é um novo parametro dimensional. Vamos supor que o novo campo escalar x

assuma valores muito préximos a M. Entretanto, existe uma grande diferenga entre y
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e M com respeito a transformacgao conforme. A massa nao se transforma, enquanto y
sim. Assim, a acdo do novo modelo torna-se invariante conforme, se o novo campo se
transforma como

x—>xe 7. (5.11)

No setor massivo, devido a transformacao ([5.10), o termo massivo fermionico é
substituido por uma interacao do tipo Yukawa, enquanto que o termo massivo do campo
escalar é substituido por uma autointeracao quartica entre escalares. Em ambos os casos
as interagoes ocorrem com o novo campo Y. Esses termos possuem simetria conforme.
Contudo, no setor gravitacional para recuperarmos a simetria conforme temos ainda que
compensar a transformacao da curvatura escalar R através da introducao de um termo
cinético para o campo escalar y, a saber,

1 M?3
R — L
167G 16w M?2

[Rx*+6(Vx)*] . (5.12)

Dessa maneira, a agao da nova teoria possui simetria conforme local em ambos os setores:
massivo e gravitacional. Entao, a contribuicao quantica pode ser calculada por meio da
anomalia conforme. Depois disso, podemos recuperar a teoria original considerando o
limite em que xy — M.
A identidade de Noether para a nova acao tem a forma
2 0S 1 )
_\/_—ggul/ 50 + \/_—gXa =

Na teoria em discussao, a simetria conforme nao significa que o traco do tensor momento

T = 0. (5.13)

energia é nulo, em vez disso, seu significado é de que a quantidade T é zero. Correspon-
dentemente, a anomalia conforme significa, nesse caso, (7)) # 0 ao invés de (T)/) # 0. O
contratermo da teoria massiva, necessario para a derivacao da anomalia conforme, pode
ser encontrado por meio da substituicao das férmulas e na equacao (|2.60).

Como resultado,

n—4
AS = 7/;_4/%;\/—9 {w02+bE+cDR+% [Rx®+6(Vx)?] +%x4}, (5.14)
onde
fe e SN2, g= S Nt — 3 Ny (5.15)
3(4m)? & I 2(4m)? &= (42 4 I ‘

Os novos termos presentes na equacao (5.14) possuem as mesmas propriedades de trans-

formacao conforme do quadrado do tensor de Weyl C?. Por esse motivo, as técnicas de
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calculo da anomalia explicadas na secao podem ser generalizadas sem muita dificul-

dade para esse caso. Desse modo, chegamos a expressao final para a anomalia conforme

<T>:—{wC’2+bE+cDR+%[Rx2+6(VX)2]+%X4} : (5.16)

Pelo mesmo motivo explicado acima, podemos calcular a agao efetiva induzida pela anoma-
_ 20 ./

lia conforme de maneira direta se usarmos a parametrizacao nao-covariante g,, = e [/

e x = e’ X' . Entao, a resposta é dada por
Ling = Selguws x| + /d4x\/ —q {waC'2 + bo (E' — %D’R’) +2bo Ao

2
d [R’x’2+6(V’x’)2]a+i0}_3C+ b/d%\/—gRg- (5.17)

e VE 36
O 1ltimo passo é fixar x = e’ ¥’ = M para que o termo de Einstein-Hilbert adquira sua
forma padrao. Dessa maneira, encontramos, finalmente, para a acao total a expressao
St = Sepn + Tina ’x—>M

= Sulgws M] + /d% g {waC'2 + ba<E' - gm’PJ) + QbaAip}

2
_303‘)2 b/d4x /_—gR2—/d4JJ _g/€20' |:R/+6(V,U)2]|:

167G 0}

—/d4x —g' et {% —ga} : (5.18)

A agao difere da versao nao-massiva, equacao , em dois aspectos. Pri-
meiro, existem dois novos termos devido a renormalizacao do termo de Einstein-Hilbert e
da constante cosmoldgica. Esses dois termos nao dependem do valor da escala de massa M,
mas apenas dos parametros da teoria original. Segundo, o funcional S;[g,,, M] nao é mais
irrelevante nesse caso, pois ele depende do parametro M. Portanto, a expressao é
apenas uma aproximacao da acao efetiva do vacuo para a teoria massiva, mesmo para a
métrica homogeénea isotropica. Para entendermos o limite de validade dessa aproximacao,
podemos lembrar que a parte da acao efetiva que é possivel de ser calculada explicitamente
por meio da integracao da anomalia conforme, contém as corre¢oes quanticas logaritmicas
da teoria (para uma discussao detalhada e também uma comparagao com o grupo de re-
normalizagao baseado no esquema de subtragdo minima, veja as referéncias [182}205]).
No limite de altas energias esses termos sao os mais importantes, desse modo, a acao
é uma boa aproximagao quando H > m;. Diferentemente do caso nao-massivo, a
versao covariante da acgao efetiva ([5.18]) nao é conhecida. Entretanto, a expressao

é suficiente para aplicagoes cosmologicas basicas que vamos considerar aqui.
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Figura 5.2: Gréaficos das solugoes inflacionarias ((5.4) (em linha pontilhada) e (5.21)) (em linha continua).

A anédlise numérica nos mostra que podemos seguramente considerar que os efeitos
devido a constante cosmolégica nao sao essenciais na época inflaciondria |180]. Desse
modo, colocando A = g = 0, a equacao de movimento para o fator conforme da métrica

a(t) = e’® | obtida a partir da acdo (5.18)), pode ser expressa como

o DNoo by Miroo RN
0+700+402—|—4<3—E>002—4EJ4—8—7:’C[(0+202)(1—f0)—§f02}:O,(5.19)

onde introduzimos um novo parametro adimensional

- 16 N
f= W}gf 372 fmf. (5.20)

A novidade dessa equagao, quando comparada com a equagao anterior ([5.3)), é a presenca
dos termos dependentes das massas dos campos quanticos através da quantidade f. Uma
solucdo analitica aproximada da equagao (5.19) pode ser obtida se tratarmos o novo

parametro f com uma pequena perturbagao. Essa solucao tem a seguinte forma [182]
o(t) = Hot — —ft2 (5.21)

A férmula (5.21)) reproduz com grande precisao as solu¢oes numéricas da equagao ([5.19))
[182]. Ela descreve uma forma temperada da inflagao estdvel. Na figura tragamos
as solugoes inflacionarias e . No inicio as duas solugoes sao aproximadamente
idénticas, entretanto, logo depois de algum tempo, a solucao ([5.21) comeca a se distan-
ciar da solucao exponencial, pois por causa do efeito das massas, o valor do parametro
de Hubble comeca a decrescer até o valor em que o desacoplamento das particulas super-

simétricas comega a acontecer.
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Seja agora H* a escala de energia em que a inflacao estdavel termina. Nessa es-
cala a maioria das particulas supersimétricas estao além do seu cut-off infravermelho e
desacoplam da gravidade no nivel quantico. Apds certa quantidade dessas particulas de-
sacoplarem, o sinal do parametro ¢ na equagao muda e a inflagao se torna instavel.
E natural supor que H* seja proximo da escala de massa onde ocorre a quebra da super-

simetria, Mgysr. Outra quantidade que também depende da mesma escala é

f~ (%)2 : (5.22)

A proxima questao importante é o que acontece com o universo depois que ele atravessa o
ponto critico H(t) = H*. De fato, esta questao é muito dificil de responder e vamos ter que
mudar a nossa abordagem. Até o presente momento, toda nossa consideracao foi baseada
no uso de resultados obtidos através da teoria quantica de campos como, por exemplo, a
equacao . Infelizmente, nas proximidades do ponto critico H = H* a teoria quantica
de campos nao fornece nenhuma ajuda real para o nosso problema. A razao é que nao
temos métodos para calcular as corregoes quanticas no espago-tempo curvo na situagao
em que o parametro de Hubble é da mesma ordem das massas dos campos quanticos.
As técnicas usadas nessa secao, bem como a usual expansao nas poténcias do tensor de
curvatura sobre o quadrado das massas dos campos quanticos, nao fazem muito sentido
aqui.

Na préxima secao vamos lidar com esse complicado problema da maneira mais sim-
ples possivel, que vamos chamar de aproximacao de sharp cut-off. A saber, vamos fazer
uma grande simplificacao e ignorar completamente os efeitos quanticos na fase inter-
medidria, considerando o ponto final da evolucao (5.21]) como ponto de partida da inflacao

instavel.

5.2 Estudo numérico da transicao para a época da

inflacao instavel

Na aproximagao de sharp cut-off consideramos o ponto final da evolugao estavel do
universo como o ponto inicial da inflagao instavel. Sendo assim, para construirmos um
conjunto completo de condicoes iniciais, considere que a fase estdvel termina no instante

de tempo t,, no qual o parametro de Hubble assume o valor H*, correspondente a equacao
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(5-22), isto ¢,
H* = H(t,) ~ \/}MP. (5.23)

Considerando a derivada temporal da equacao (5.21)) no ponto t,. e comparando o resul-

tado com a férmula (5.23]), encontramos o valor do momento final da inflagao estavel

2 ~

As condicoes iniciais para uma consequente evolucao instavel podem entao ser calculadas

por meio das equagoes (5.21)) e (5.24]), usando o contetido de particulas do MSPM.

Vamos agora dar uma explicacao sobre quais valores f pode assumir. Esse para-
metro esta relacionado pela formula com H*, que determina a escala de energia
em que a inflacao estavel termina. O valor da escala tipica H* pode ser da ordem da
escala da quebra de supersimetria Mgpygr. A escala da quebra de simetria que é usual-
mente empregada para resolver o problema da hierarquia de calibre estd na ordem de
Mp ~ TeV ~ 10°GeV ., o que nos dé o valor f ~ 10732. Entretanto, ndo existe um
limite superior em que a quebra de simetria possa ocorrer, podendo ser na escala das
teorias de grande unificacao, onde Mx ~ 10'® GeV, ou até mesmo na escala de Plank
Mp = 10" GeV, dependendo do modelo supersimétrico. O tinico aspecto da supersime-
tria que é relevante aqui é a sua quebra e a consequente mudanca de sinal na relagao ,
portanto, nao estamos confinados a nenhuma escala especifica da quebra de supersime-
tria. Contudo, um modelo inflacionario que pretende descrever o espectro de poténcia da
densidade de perturbagoes césmicas (sem o inflaton), deve ter H* > 10 GeV [203,205].
Assim, o valor de f nao deve ser menor do que f ~ 107!°. Uma vez que na escala da
quebra de supersimetria das teorias de grande unificacdo temos f &~ 1076 esse serd o caso
de maior interesse. O valor de H* pode ser até mesmo algumas ordens de grandeza dife-
rente de Mgysr, pois nessa escala nao precisamos que todas as particulas supersimétricas
ja tenham desacoplado, é necessario apenas que um numero suficiente de particulas mais
leves do que H* j4 o tenham feito, de maneira que ¢ < 0. Desse modo, f pode assu-
mir valores tais quais 10™° ou até mesmo 107*. A seguir, escolheremos f = 107*, que
corresponde a escala H* ~ 10 Mx.

Vamos agora apresentar os resultados da solucao numeérica da equagao para
o caso instavel com as condigoes iniciais correspondendo ao ponto inicial H*. Primeira-

mente, consideramos a inflacao instavel com o conteiudo de particulas do Modelo Padrao.
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A solugao numérica em pequenas escalas de tempo mostram oscilagoes no parametro de

Hubble H como mostrado na figura |5.3]
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Figura 5.3: Solugao numérica para o pardmetro de Hubble H em unidades de tempo de Planck 7 = t/tp

para o conteido de particulas do MP com f =10"%

Depois de passado algum tempo, a amplitude dessas oscilacoes se tornam menores

e o parametro de Hubble comeca a se comportar bastante parecido com uma evolucao do

tipo FLRW sem corregoes quanticas, com lei de poténcia do tipo H(t) = 1/(nt). Essa

situacao ¢é ilustrada na figura
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Figura 5.4: O mesmo caso do que na figura entretanto, com uma escala de tempo maior.

Podemos ver também qual curva integral no diagrama de fase da figura do caso

instével corresponde ao ponto inicial (z*, y*), onde a fase estével termina. Esse ponto pode

ser encontrado substituindo a solugao ([5.21)) com o tempo inicial (5.24)) nas expressoes
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(5.8). Dessa maneira, encontramos a curva integral mostrada na figura
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Figura 5.5: Curva integral do diagrama de fase instdvel correspondente a H* com f=10"%

O resultado apresentado acima esta dentro das nossas expectativas mais otimistas.
Ele corresponde exatamente a solucao instavel pacifica que é qualitativamente similar a
uma das solugoes encontradas na referéncia e nao a solucao explosiva do tipo de
hiperinflacao descrita na referéncia .

Entretanto, essa solucao nao corresponde a inflagao fisicamente aceitavel, pois para
termos um modelo bem sucedido que esta de acordo com as observagoes, necessitamos que
o coeficiente do termo R? tenha um valor muito maior do que é possivel se obter usando
o contetido de particulas do MP, a cerca de 5 x 10%. Esse valor é necessario para controlar
as densidades de perturbagoes cosmicas depois que o periodo da inflagao termina .
Portanto, vamos agora supor que existe aumento desejado do valor do coeficiente a4 no
periodo de transicao entre os periodos de inflacao estavel e instavel. Repetindo a analise
feita no caso anterior, mas agora com o valor de a, = 5 x 10%, encontramos o resultado
numérico mostrado na figura 5.6, A interpretacao desse gréfico é a seguinte: no comego
temos um valor inicial relativamente grande de H remanescente da fase estavel, seguido
de uma brusca queda do seu valor. Logo depois de algumas oscilacoes o termo grande R?
comeca a dominar a solucao e o universo comeca o periodo da inflagao instavel no modelo
R+ R?. A expressao analitica para essa fase é dada por 212

o(t) = Hit — ]\1/[—22152 + O(In(ty — 1)), (5.25)

onde M < H nessa fase, ty corresponde ao tempo final da inflagao e H; ¢ uma constante
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de integracao. Essa formula é responsavel pela dependéncia no tempo aproximadamente
linear de H que podemos observar no grafico em discussao. O calculo do coeficiente
angular da reta no gréfico leva ao valor de M ~ 107° (em unidades de massa de
Planck), que é a quantidade necessdria para descrever as observagoes do espectro de

poténcias da densidade de perturbagoes escalares primordiais [212].

0.00631305 | 1
0.00631300 | 1
E T\”\
= TN
\ //_-H-\""\-.
ey -\-"‘--.\___\_
0.00631295 | 1
0.00631290 | T~
0 20000 40000 60000 80000 100000

T= t_.-"{PI
Figura 5.6: O grafico de H(t) para ay =5 x 10%.

A transicao entre as fases estavel para a instavel é muito bem sucedida na presenca
de um termo enorme R?, uma vez que ela leva a dinamica conhecida apés essa transicao,
que ¢é exatamente a dinamica que passou por alguns testes em comparagao com dados
observacionais. A caracteristica distinta do modelo de inflacao baseado na transicao
estdavel /instavel é a presenga da fase preliminar estavel. As consequéncias da fase estavel
podem nao ser observaveis, no entanto, essa fase fornece as condigoes iniciais adequadas
para a fase instavel que pode ser fisicamente testada.

Seria muito interessante estender esses resultados para o caso em que a métrica é ini-
cialmente anisotropica. Existe uma forte expectativa de que as anisotropias desaparecam
rapidamente durante a fase de inflacao estavel, porém, isso ainda exige uma investigagao

mais detalhada em um trabalho futuro.
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5.3 Exemplos de mecanismos quanticos que podem

gerar um termo R’ enorme

Como vimos na se¢ao anterior, por meio da aproximagao de sharp-cut off é possivel
ter uma transicao bem sucedida entre as fases de inflacao estavel e instavel. A transicao
entre essas fases pode ser fisicamente explicada por meio da descri¢ao conforme dos campos
quanticos massivos e pelo consequente desacoplamento das particulas supersimétricas da
gravitacao. Contudo, para termos um modelo inflacionario bem sucedido, precisamos ir
além do que é possivel ser obtido por esse método. A razao é que é necessario que o
coeficiente do termo R? tenha um valor muito grande, por volta de 5 x 108, para controlar
as densidades das perturbagoes depois que o periodo da inflagao termina [212]. Esse valor
¢ muito maior do que é possivel ser obtido por meio da acao efetiva induzida pela anomalia
conforme e o desacoplamento quantico das particulas supersimétricas pode apenas explicar
a mudanca no sinal do coeficiente ¢, nao podendo fazer com que o mesmo cresca tanto.
O objetivo dessa secao é discutir outros mecanismos quanticos que podem produzir uma
alteracao dramatica do coeficiente ¢ na época préoxima da troca do seu sinal.

Podemos ressaltar também que até o presente momento nao temos nenhuma in-
formacao experimental realmente confiavel sobre as teorias fisicas na escala das teorias
de grande unificagao, ou até mesmo da escala em que a supersimetria é quebrada, em
que a transicao das versoes de inflacao estavel para instavel deve ocorrer. Por esse mo-
tivo, nao estamos em condigoes de indicar um mecanismo definitivo que proporcione um
crescimento tao dramético do coeficiente do termo R?. Em vez disso, descreveremos duas
possiveis situagoes onde esse fenomeno possa ocorrer. Em ambos os casos nossa consi-
deracao sera baseada na relagao entre a interacao escalar nao-minima com a curvatura e
o termo de vacuo R2. Essa relacao foi previamente discutida no contexto das teorias de

supergravidade na referéncia [124].

5.3.1 Grupo de renormalizacao e a mudancga dos parametros da

teoria

O grupo de renormalizacao (GR) no espago-tempo curvo mostra que os valores de

todos os parametros da teoria podem variar com a mudanga da escala de energia (veja,
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por exemplo, a referéncia [42]). Em particular, o GR para o coeficiente a4 na agdo do

vacuo (2.1]) tem, na teoria com interagao, a forma geral

u%:ﬁ4:11+12§+l352, (5.26)
onde & é o parametro nao-minimo de interacio entre escalares e a gravitagao, E Rp? (veja a
equacao (2.8). Ja os coeficientes [y 23 podem ser expressos como uma série de poténcias
nas constantes de acoplamento com ordem dependendo da precisao levada em consi-
deragao na expansao em loops. Vamos considerar um modelo de grande unificacao de
altas energias, contendo no seu setor de interacao os acoplamentos de calibre g, Yukawa
h e autointerac@o quartica entre escalares A, de maneira que, 235 =l123(g, h,A).

Todas as quantidades presentes na equacao também estao mudando e satis-
fazem suas préprias equacoes do GR. Em particular, a equacao para o parametro & tem
a forma geral

naE = B = b, (527
onde ly5 = l45(g, h,A). Em principio, a férmula pode ser responsavel por mudar
o sinal de ¢ e também por uma mudancga significativa de seu mddulo, até mesmo em
pequenos intervalos da escala de energia p. A condigao necessaria para uma variagao

intensiva de £ sao valores grandes de, pelo menos, algum dos acoplamentos g, h, ou A.

Note que as expressoes de 1-loop sao muito mais simples, a saber,
1\? 1
By = 13 5—6 ; Be =I5 5—6 ; (5.28)

Is ~ ls1 f + 12 h® + 153 6° (5.29)

onde

e os coeficientes I3, l51, ls2, l53 sao valores constantes que dependem do modelo em
questao.

No nivel de 1-loop os valores conformes £ = 1/6 e a4, = 0 s@o pontos fixos do
fluxo do GR, que podem ser estaveis tanto no ultravioleta como no infravermelho [46].
Entretanto, nas ordens superiores da expansao em [oops, o valor conforme ¢ = 1/6 nao é
mais um ponto fixo, como foi encontrado na referéncia [108] (para demonstracao desse fato
a partir de consideragoes gerais, veja [13,/177]). E natural, embora nio necessério, supor

que o valor de ¢ no ultravioleta extremo seja conforme. Imagine que esse ultravioleta
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extremo corresponda a energias subplanckianas. Nessa situacao, o valor de & pode se
tornar muito diferente do valor conforme ji na escala da teoria de grande unificacao,
devido a sua mudanca descrita pela equacao . Desse modo, quando se trata da
transicao de uma teoria de grande unificacao para alguma teoria de energia mais baixa,
¢ pode estar, essencialmente, longe do ponto conforme, mesmo que ele tenha assumido
esse valor no ultravioleta.

Outra observagao importante é que em torno da escala de transigao estavel /instavel
alguma das interagoes podem se tornar muito fortes. Portanto, nao ha nada de errado
em ter uma variagao muito intensiva de £ em um pequeno intervalo da escala de energia,
antes do seu running parar devido ao desacoplamento quéantico no infravermelho. A
proxima observagao é que se [£| se torna muito grande, o coeficiente a4 se torna ainda
maior, por causa da dependéncia quadratica na equacao . Também ¢é importante
notar que £ e a4 sao os acoplamentos da teoria renormalizada, sendo assim, eles nao sao
os parametros nus da teoria semiclassica. Portanto, nao ha nenhuma contradicao em que
seus valores sejam grandes, mesmo dentro da abordagem perturbativa padrao.

Esses argumentos podem de fato, explicar facilmente o valor de £ =~ 40.000, que é
necessario para a inflagao de Higgs [26]. De uma maneira igualmente bem, ou até mesmo
mais natural, esses argumentos podem explicar o valor do coeficiente a, de 5 x 108,
visto que esse é grosseiramente dado pelo quadrado do valor mencionado de £. Seria um
problema muito interessante construir um modelo de teoria de grande unificacao e a sua
consequente quebra no modelo padrao mais um setor escuro oculto, que produz a situacao
descrita acima. Todavia, como essa consideracao esta além do escopo da presente tese,
vamos descrever uma segunda possibilidade de se gerar um grande valor do coeficiente ay

do termo RZ.

5.3.2 Quebra espontanea de simetria com ¢ diferente de zero

Como segundo exemplo, discutiremos de que forma o termo R? pode surgir devido
a quebra espontanea de simetria (QES) na presenca do acoplamento ndo-minimo entre
campo escalar e a curvatura escalar, (¢ Rp?. Esse termo nao pode ser negligenciado, porque
¢ # 0 é uma condigao necessaria para a consisténcia da teoria quantica de campos no

espago-tempo curvo [42].
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Comecemos pela revisao da QES no espacgo-tempo curvo da mesma maneira que ela
foi originalmente discutida na referéncia [100]. Considere a acao cldssica de um campo

escalar complexo ¢,
S= /d4$\/—9 {9’” Oup* Oup + o™ + ERp o — A(so*w)z}- (5.30)

O valor esperado do vacuo v do campo escalar é definido como a solucao da equacao de

movimento
—Ov + piv + ERv — 2X0° = 0. (5.31)

Se a interagao entre o escalar e a métrica for minima £ =0 e a QES tem a mesma forma

do que no espago-tempo plano. Temos assim, a solucao constante
2 _
Vg = — - (5.32)

Nesse caso, o esquema convencional da quebra espontanea de simetria nao requer nenhuma
modificagao por causa da presenca da métrica externa. Entretanto, no caso geral devido a
curvatura variavel presente na equacao (5.31)), nao é possivel obter uma solugao constante.
Assim, as derivadas de v nao podem ser desprezadas e, infelizmente, uma solucao em forma
fechada e simples para o valor esperado do vacuo nao pode ser obtida. Porém, para uma
curvatura que varia lentamente, podemos expressar a solugao da equacao por meio
de uma série de poténcias em ¢, usando a férmula (5.32) como aproximagdo de ordem
Zero

v(z) = vy + vi(x) + volx) + - - (5.33)

A solugao para o termo de primeira ordem vy (), tem a seguinte forma [100]

€ vo § vo
= = ——_R. 5.34
T O 26 O + 4\ (5:34)
Ja a proxima ordem dessa expansao, pode ser expressa como
£2 v, 1 6AE2 03 1 2
= R R — R . 5.35
T o  O+4an2 T O+ 4 \O+4n2 (5.35)

Em principio, a expansao ([5.33]) pode ser continuada até a ordem desejada.
Substituido a solugao ({5.33)) na acao do campo escalar ([5.30)), obtemos a agao do

vacuo induzida de baixas energias, que depende apenas da métrica,

1
Sind:/d4fl’v_9{)\vé+§U§R+52UngR+"-}- (5.36)
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Vamos agora fazer algumas pequenas observacoes a respeito do resultado ([5.36]).
O primeiro termo dessa equagao representa a constante cosmoldgica induzida. Sua den-
sidade é muito maior do que o seu valor observado, desse modo, precisamos introduzir
uma constante cosmoldgica de compensacao do vacuo. Existe uma ampla discussao na
literatura sobre o problema da constante cosmoldgica e do consequente ajuste fino que é
necessario para essa compensacao. Para maiores detalhes veja, por exemplo, o artigo de
revisao [228] e as referéncias [206,207], que trataram desse problema no ponto de vista
da teoria quantica de campos. Ja o segundo termo presente na equagao é o termo
de Einstein-Hilbert induzido. Para &v < M2 o valor do coeficiente desse termo nio
¢ suficiente para gerar uma gravitacao puramente induzida, de maneira que também ¢é
necessario introduzir o correspondente termo de vacuo. No caso do Modelo Padrao com
o campo escalar de Higgs e com o valor £ ~ 10%, o termo induzido é apenas uma pequena
correcao para o termo de vacuo. A situacao nesse caso € oposta ao que acontece com 0
termo de constante cosmoldgica.

O terceiro termo do lado direito da equacao ([5.36)) é quadratico tanto na curvatura
escalar como em £ e nao ¢ local. Esse termo se comporta de uma maneira bastante
diferente nos limites ultravioleta e infravermelho. A definicdo do ultravioleta é aqui re-
lacionada com o valor das derivadas do tensor de curvatura quando comparado com v3.
Para R > v2R esse termo ¢ essencialmente niao-local. No caso da inflagao, quando R
é aproximadamente constante, temos a relagao oposta R < vgR. Entdo, nesse caso o

terceiro termo da equacao (5.36|) se torna efetivamente local e é igual a

2

Sind = ﬁ

d*r/—g R?. (5.37)

O termo devido a quebra espontanea de simetria tem justamente a forma
necessaria para um salto bem sucedido no valor do coeficiente do termo R?, desde que
€2/X tenha um valor grande. Uma questdo importante é se um valor grande de & é
natural nesse caso. Como ¢ ¢ uma quantidade adimensional ele nao pode ser considerado
grande ou pequeno sozinho. A fim de avaliar se ¢ é grande ou nao, precisamos compara-lo
dentro de combinagoes dimensionais com alguma outra quantidade de referéncia. No caso
em questao, a comparacao deve ser feita entre ¢R e o quadrado da massa m do campo
escalar, uma vez que eles sempre aparecem em uma combinacao do tipo m? + £R. No
universo atual com o campo de Higgs, por exemplo, os niimeros sio m? = m?% o 102GeV?

e R~ H? x 1078 GeV? (Hy é o valor atual do parametro de Hubble). Desse modo, os
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valores de & = 10* — 10° nao parecem grandes neste caso. De fato, a situacao pode ser
bastante diferente no inicio do universo, uma vez que a curvatura foi muito maior nessa
época. Nessa situagao os efeitos da curvatura podem ser relevantes tanto para a QES
como para o Higgs, o que é bem conhecido pelos estudos de transicoes de fase induzida
pela curvatura (veja, por exemplo, [42]) e da inflacao de Higgs [18,2627]. Entretanto,
as consideracoes que foram apresentadas aqui nao estao diretamente relacionadas com o
campo de Higgs e com o Modelo Padrao, podendo também serem aplicadas as teorias
mais gerais em diferentes escalas de energia, como as teorias de grande unificacao.

Como também ja foi discutido anteriormente, as corregoes quanticas podem produ-
zir uma variagao intensiva de £. Nos modelos de teorias de grande unificagao com varios
escalares existem, tipicamente, diferentes acoplamentos ¢ e A para cada um desses esca-
lares. Assim, é suficiente que apenas uma das combinagoes £2/) se torne muito grande
durante o periodo de transi¢ao para proporcionar o valor desejado do coeficiente induzido
ay. Seria definitivamente interessante construir uma realizacao explicita dessa situagao
em algum modelo de teoria de grande unificacao.

A principal diferenca entre o esquema aqui apresentado e o discutido na subsegao
anterior, reside no fato de que no caso anterior admitimos restrigoes nos coeficientes [; 9 3
e ly5 nas equacoes e , respectivamente. Esses coeficientes sao dependentes do
modelo e representam algumas condig¢oes que o modelo de teoria de campo deva satisfazer.
Por outro lado, o esquema descrito aqui nao requer restrigoes nesses coeficientes, mas, em
vez disso, temos de supor que existe uma quebra espontanea de simetria na escala de

energia correspondente.



CAPITULO 6

Contribuicdo do féton para a ac3o efetiva do vacuo na

eletrodindmica com violacdo da simetria de Lorentz

Extensoes do Modelo Padrao da fisica de particulas em que alguma simetria fun-
damental da natureza é violada, como, por exemplo, as simetrias de Lorentz e/ou CPT,
tem atraido, desde o trabalho monumental de Alan Kostelecky [127], bastante atencao na
literatura. Essas teorias representam uma nova fisica que pode em principio ser testada
experimentalmente (e de fato sdo, para maiores detalhes da parte fenomenoldgica veja o
artigo de revisao [35]). Além disso, mesmo que essas violagbes nao sejam encontradas,
este tipo de estudo é importante, pois permite uma melhor compreensao dos limites de
aplicagao da Fisica atual.

No entanto, no caso das teorias gravitacionais estendidas com violagao das simetrias
de Lorentz e/ou CPT existe uma grande dificuldade no seu estudo, por causa da imensa
quantidade de termos possiveis na acao gravitacional que podem violar essas simetrias.
O numero de estruturas até a quarta ordem nas derivadas pode chegar, por exemplo,
na ordem de 10? — 103 (veja, por exemplo, na referéncia [54] a agao geral do vdcuo com
torcao, que representa apenas uma pequena quantidade dos termos que podem violar as
simetrias de Lorentz e/ou CPT). Uma possibilidade para contornar essa dificuldade é
permitir somente a introducao dos termos que violam as simetrias no setor gravitacional
que podem ser calculados como corregoes quanticas semiclassicas para a agao do vacuo a

partir das teorias de campos da matéria que violam as simetrias de Lorentz e/ou CPT.
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Dentre todas as teorias de campos da matéria, a contribuicao mais relevante é devido
aos fétons, pois como todas as outras particulas sao massivas, elas desacoplam antes da
gravidade de acordo com o teorema de Appelquist e Carazzone [10,/98|. Por esse motivo,
neste capitulo iremos considerar a contribuicao quantica para a agao do vacuo devido
ao foton na eletrodinamica com quebra da simetria de Lorentz. Os calculos quanticos
nessa teoria foram realizados nos primeiros artigos [52,|129}230] por meio dos diagramas
de Feynman no espago-tempo plano. Logo depois, os métodos funcionais, como a técnica
de Schwinger-DeWitt, foram utilizados na referéncia [179]. Nesse artigo a renormalizagao
foi estudada no espago-tempo curvo e algumas de suas caracteristicas gerais foram esta-
belecidas. Apesar disso, os calculos dessa referéncia nao foram completos, pois apenas
a parte minima do operador bilinear nos campos quanticos foi levada em consideracao.
Sendo assim, iremos neste capitulo além do resultado da referéncia [179] e calculamos,
pela primeira vez, a contribuigao total (em primeira ordem) do parametro adimensional
k?yaﬁ para a renormalizacao do vacuo. Para isto obtemos as divergéncias de 1-loop e
como mesmo na presenca dos termos que violam a simetria de Lorentz essa teoria possui
simetria conforme, calculamos a anomalia conforme e a agao efetiva induzida pela ano-
malia conforme. Além disso, consideramos o efeito dos novos termos na inflacao induzida
pela anomalia conforme.

Este capitulo se organiza da seguinte maneira: na secao fazemos uma breve
revisao sobre o modelo da eletrodinamica com quebra de simetria de Lorentz. Deixamos
referéncias ao leitor para um maior aprofundamento nessa teoria. A secao [6.2] contém os
detalhes dos célculo das divergéncias de 1-loop. Como o leitor vera a seguir esse tipo de
calculo é bastante complicado por causa da presenca dos campos externos responsaveis
pela quebra de simetria. Contornamos essa dificuldade realizando uma expansao nesses
campos, porém, como um desses campos é adimensional essa série € infinita. Considerando
que os parametros que violam a simetria sejam pequenos, realizamos os calculos até a
primeira ordem. Também faremos nessa secao um breve comentéario sobre a estrutura
geral da renormalizacao dessa teoria. A segdo [6.2] é dedicada ao célculo da anomalia
conforme e da acao efetiva da gravidade induzida pela anomalia. Logo depois, finalizamos

este capitulo discutindo na secao [6.4] a aplicacao dos resultados na Cosmologia.
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6.1 A acao da eletrodinamica com violacao da sime-

tria de Lorentz no espaco-tempo curvo

Para introduzir a agao que descreve o campo eletromagnético com violagao da sime-
tria de Lorentz no espago-tempo curvo, podemos realizar um processo analogo ao que foi
considerado na se¢ao [2.3] A tnica diferenga com o método de generalizacdo nao-minimo
¢ que violamos aqui o principio (i7i) permitindo a introducao de parametros que definem
uma direcao preferencial no espago-tempo. Os outros principios como a covariancia geral,
simetria de calibre e localidade serao mantidos. Nao introduzimos também parametros
com dimensao de [massa]~!. Desse modo, a a¢ao mais geral algebricamente possivel pode

ser escrita como [59,179]

1 1. e 1., 5
S: /d4£L'\/ —g {_ZFMVFMV_ Zk% ﬁF,U«VFOé/B—i—ékAF Gaﬁ/“,AﬁF'u } y (61)
onde k;ﬂmﬁ e k% sao os parametros responsaveis por descrever a violagao da simetria de

Lorentz. Na presenca de férmions interagindo com o campo eletromagnético, o parametro
k% também é responsavel pela quebra da simetria de CPT. As propriedades algébricas
de kj}”aﬁ sao, por construcao, as mesmas do que o tensor de curvatura de Riemann. O
parametro k%, tem dimensdo de massa, enquanto que k4’ é adimensional.

Ambos o0s novos termos introduzidos sao tensores, o que implica que a Fisica ainda
¢ independente da escolha de coordenadas do observador. Entretanto, os coeficientes k9
e /{:fff’o‘ﬁ introduzem uma direcao preferencial no espaco-tempo, de maneira que os fétons
podem interagir com esses campos de fundo e sofrer efeitos dependentes do referencial,
violando assim a invariancia de Lorentz. Algebricamente a teoria com a violacao de Lo-
rentz é bastante similar ao eletromagnetismo nos dielétricos. Sendo assim, varios dos
efeitos da luz passando por materiais transparentes também estao presentes nessa teoria.
Isso inclui, por exemplo, a mudanca na velocidade, direcao de propagacao e polarizacao
da luz e o fendmeno da birrefringéncia. Outro interessante novo aspecto dessa teoria € a
possibilidade da dispersao da luz no vacuo. Para uma discussao mais aprofundada deixa-
mos ao leitor as referéncias [6,9,59,120L1304|131}/133] nas quais as numerosas implicagoes
fenomenoldgicas, bem como a possivel origem desses parametros, foram abordadas.

Para finalizar, um ultimo comentario sobre a acao é importante. O ultimo

termo na férmula (6.1)) parece, a primeira vista, ndo possuir invariancia de calibre de-
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vido & presenga explicita do campo vetorial A,. Porém, se admitirmos que V&S, =0
a invariancia de calibre pode ser preservada. Para a demonstragao, considere a trans-
formacao de calibre A, — A}, = A, + V,f. Logo, encontramos no tltimo termo da
equacao a quantidade nao-invariante k9% Eaﬁw,vﬁ fF* . Contudo, essa expressao é

nula, pois através de uma integragao por partes podemos transforma-la em
kr €agu VI FF™ = —(VPkip) €aga [ F* = kip €appun f (VIF™). (6.2)

O primeiro termo no lado direito da equacao acima é zero, porque supomos que V kS, =
0. Ja o ultimo termo também se anula por causa das equagoes de Maxwell homogéneas

BN Fry = 0.

6.2 O calculo das divergéncias de 1-loop

A agao efetiva de 1-loop para o campo eletromagnético é dada pela expressao

o = %Tr In & —iTr InH,y, (6.3)

onde H é o operador bilinear nos campos quanticos e I:Igh é o operador do termo dos
fantasmas de calibre de Faddeev-Popov. Introduzimos o seguinte termo de fixacao de

calibre

Sy = ——/d4:1:\/—_g(VMA“)2. (6.4)

Para essa escolha, os correspondentes fantasmas de Faddeev-Popov contribuem apenas
para o setor de vacuo da teoria (que depende apenas da métrica), ndo contribuindo para
a parte com os novos termos que violam a simetria de Lorentz.

Para a agao 1} o operador bilinear H = H" tem a forma

H = Hy+ Hap+ Hp, (6.5)
Hy = ¢™0O-R"™, (6.6)
Hyp = —2kS;€,"V;3, (6.7)
He = =28V, V5 = 2V ki Vs + KPR, s (6.8)

A observacao mais importante sobre esse operador é que ele possui uma forma nao-

minima em razao da presenca do termo kZ(aﬂ v V.V na equacao 1@} Sendo assim,
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como esse operador é nao-minimo, a técnica padrao de Schwinger-DeWitt para o calculo
das divergéncias nao pode ser aplicada aqui. Para lidarmos com operadores nao-minimos
devemos usar a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21]. A principal idéia nesse
formalismo é reduzir a formula da agao efetiva em partes menores conhecidas como tragos
funcionais universais (veja o apéndice . A parte divergente dos tragos funcionais uni-
versais pode entao, ser obtida por meio de integrais sobre o tempo proprio s.

As técnicas de reducao da acao efetiva desenvolvidas na referéncia [21] funcionam
bem em casos nos quais os termos nao-minimos contem parametros escalares continuos,
de maneira que podemos realizar uma integragdo sobre esse parametro do zero (corres-
pondendo ao limite do operador minimo) até algum valor especifico. Entretanto, no caso
do operador ([6.5)) nao temos um parametro escalar, mas sim um campo tensorial. Assim,
os métodos de redugao da referéncia [21] ndo podem ser aplicados aqui e o problema
do célculo geral das divergéncias na teoria estd além das possibilidades atuais de
calculo. Por esse motivo, podemos tentar considerar alguma aproximacao. Como os limi-
tes superiores experimentais dos valores dos parametros k’}o‘ﬁ A e kSp sdo pequenos (as
tabelas de dados com os vinculos experimentais que esses parametros devem satisfazer,
podem ser encontradas na referéncia [132]), realizaremos uma expansao da acgao efetiva
nesses parametros, lidando apenas com os termos da ordem linear.

Para isso, separamos o operador bilinear como

H=H,+ Hyp (6.9)

onde H,, é a sua parte minima
H,, = Hy+ Hap — 2(Vo ki )V 5 + KR RY (6.10)

e ]:Inm a sua parte nao-minima
Hyp = =2k 7,V (6.11)

Assim, podemos fazer a seguinte transformacao

TrlnH = Trln (ﬁm + [:[nm) = TrInH,, + Tr In (i + ﬁ,;lfflnm)
= TrinH, + Trlf[nm[:[al + ... (6.12)
Na obtencao da expressao (6.12) utilizamos as propriedades do trago e do logaritmo.

Realizamos também uma expansao em séries de poténcia e mantemos apenas os termos

que sao de primeira ordem nos parametros que violam a simetria de Lorentz.
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O primeiro termo na tultima linha da equacao contém apenas um operador
minimo e pode ser diretamente calculado através da técnica padrao de Schwinger-DeWitt.
Ja o segundo termo pode ser calculado, depois da inversao do operador f[o, por meio
das férmulas dos tragos funcionais universais de Barvinsky e Vilkovisky [21]. Os detalhes

dessa consideragao estao expostos no apéndice [A] segoes e[A3

Finalmente, utilizando as férmulas (6.12)), (A.14)) e (A.26)), encontramos o seguinte

resultado para as divergéncias de 1-loop
= 1
o = — / d"z " /=g K (g, kr) + TS, (6.13)

onde T'L. ¢ a parte divergente da acao efetiva de vacuo para o campo vetorial, definido

anteriormente na féormula (2.55)),

K (g, kr) = % k2P RM Royupy + 1890 k3 R Ry™ — 33 ki’ RoAR)

+§ ki’ RRos + % RasOky — = A AT % KOV RA Ry

—é R, VoV gk 4 é K Ry Rop + é JZ AV VAN i (6.14)
112 g MBRR“”“‘} 3 kuamRy apsfla = ki (1é0 Bivas = 1;0 i

s LR = DR)

e usamos as seguintes notacoes k}ﬁ’\”/\ =k e kp = gu ki .

O resultado representa apenas o termo de primeira ordem de uma expansao
em séries no campo externo k7. Como K" ¢ adimensional essa série é infinita.
A situagao aqui é andloga ao que acontece com a métrica, que também é um campo
adimensional. No entanto, no caso da métrica, devido a covariancia geral é possivel

organizar um conjunto infinito de termos no parametro h,, em uma pequena quantidade

> Rp,, R? e OR. Jé& para a teoria (6.1), a
el

de expressoes covariantes, a saber, R?
situacao é completamente diferente, pois é um parametro de origem puramente
fenomenolégica e nao existe nenhuma simetria fundamental por tras do mesmo. Portanto,
¢ impossivel restaurar um conjunto completo de contratermos a partir da expansao de
ordem inferior ([6.13) e no caso em que houver interesse os termos da préxima ordem
devem ser calculados explicitamente.

Ao mesmo tempo, existem duas informacgoes exatas sobre os termos de ordem supe-

]{Z;Vaﬁ

rior. Primeiro, como ¢ adimensional, os argumentos baseados no power counting
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que foram mencionados anteriormente na segao[2.Ilndo mudam, e por esse motivo esses ter-
mos terao exatamente quatro derivadas. Isso significa que eles serao quadraticos nas com-
ponentes dos tensores de curvatura ou estruturas como VR - kp...kpVkr, VVR - kp.. .kp,
R- ]{TFICFVV]{?F, VR- kFVk‘FV/CF, kaF(Vk?F)4, kIFkF(VI{?F)2 (Vk’F)2, etc. A se-
gunda propriedade é referente a simetria conforme local. Como serd discutido na proxima
se¢ao, a teoria possui simetria conforme local. Por essa razao, a acao efetiva também
satisfaz essa simetria [70,[76], entdo, o mesmo vale, em quatro dimensoes, nos contrater-
mos para cada diferente ordem no campo k}ff’aﬁ . Isso pode ser usado, por exemplo, como

meio de verificagao dos resultados obtidos.

6.3 Simetria conforme local, anomalia conforme e a

acao efetiva induzida pela anomalia conforme

Como visto na se¢ao [2.5 a agdo do campo eletromagnético possui invariancia con-
forme local. O mesmo ¢é verdade na presenca dos termos que violam a simetria de Lorentz
e/ou CPT. Isso significa que, a acao da teoria (/6.1)) ndo muda através da seguinte trans-

formacao simultanea da métrica, do vetor A, e dos parametros k%, e k%”aﬁ ;

G = Gy = Guv e Ay — A=A, (6.15)

kSp — ko = kSpe ™, JphwoB _y JpveB — el o—do (6.16)

Como também foi discutido no capitulo [2| a invariancia conforme local implica que, no
limite on-shell, o trago do tensor momento energia ¢ nulo. Todavia, isso deixa de ser ver-
dade quando os efeitos quanticos sao levados em consideragao. A origem da violagao da
simetria conforme é o contratermo AS = —fgi, necessario para o cancelamento da parte
divergente da acao efetiva. Esse é o tinico termo nao invariante na acao efetiva renorma-
lizada, pois tanto a acao classica como a acao efetiva sao conformemente invariantes. A
invariancia da acao efetiva implica que, no limite do espaco-tempo quadridimensional, o

novo termo calculado possui simetria conforme, isto €,

\/__g/K<g:u/7k}7> = \/—_gK(gm,,kp). (617)
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Do ponto de vista técnico, a prova explicita da equacao nao é uma tarefa trivial
devido a expressao complicada para K(g,., kr), férmula . Entretanto, como isso é
um trabalho puramente algébrico, deixamos os detalhes da sua prova para o apéndice [C]

No contratermo (|6.14) por causa da regularizacao dimensional, a regra de trans-

formagao (6.17)) é substituida pela sua forma no espago-tempo n-dimensional, a saber,

—9 K(g). k) = V=9¢" Y K(gu,kr) + O(0). (6.18)

A equacgao (/6.18]) permite que apliquemos os métodos de célculo da anomalia conforme

discutidos na secao |2.6] Seguindo esse caminho, encontramos
(T = — [wC? + bE + AR + K (g, kr)] (6.19)

onde os parametros w, b e ¢ sao, nesse caso, definidos pelas equagcoes

1 /1 31 1
boe)= —— [ = —o ) 2
(w.b¢) = 2 (10’ 180’ 10) (6.20)

Podemos usar a anomalia conforme (6.19) para construir uma equacao para a agao

efetiva de 1-loop

2 ) Fmd
9w
\/__g g 5g,ul/

A solugao dessa equagao pode ser obtida do mesmo jeito exposto na secao 2.7 A pos-

wC? + bE + cOR + K (g, kr) - (6.21)

sibilidade mais simples é a solug¢ao nao-covariante, onde separamos o fator conforme da

métrica através da parametrizacio g, = g, e

2
Cina = Sclgl,, kr] + /d4x —g’{w002 + bo (E’ — §D’R'> + 2b0 Ao

3c+ 2b
36

+ oK (gl k) — R — 6(V'o)? — 6[1’0]2} . (6.22)

A equagao (6.21)) também pode ser solucionada para as formas da agao induzida pela
anomalia covariante nao-local e covariante local. Vamos expor aqui apenas o resultado

final para a forma covariante local, com os dois campos escalares auxiliares ¢ e ¥

3¢+ 2b
Ling = Selg, ky] — 36 /d%vg(m) RQ(x d4a:\/g { A4

3 (8- F0m) - 575

+ 2;\/—_191# (wC? + K (g, kr)) } :
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A seguir, consideraremos uma possivel aplicacao do resultado aqui obtido na Cos-
mologia. Como visto no capitulo anterior, a agao induzida pela anomalia conforme é
responsavel por solugoes do tipo inflacionarias. Podemos assim, estudar qual é o papel

dos novos parametros de violagao de simetria de Lorentz e/ou CPT nesse tipo de solugao.

6.4 Aplicacao dos resultados na cosmologia

Como aplicagao mais simples do resultado obtido na se¢ao anterior na Cosmologia,

procuramos por uma solucao do tipo homogénea e isotrépica

dr?
1 —kr?

G = (1) gy, ds”? = g, datds” = dn® — —r2d0?,  (6.24)

onde 1 é o tempo conforme, definido a partir o tempo fisico ¢ através da relagao dt =

a(n) di.
Quando comparada a férmula original (2.92)), o resultado (6.22)) tem termos extras

relacionados com o parametro k4" e

. No entanto, todo o efeito do novo parametro
estd acumulado apenas na funcao escalar K = K (g,’w, k})‘ﬂ #) . Sendo assim, calcularemos
esse termo para a métrica (6.24). Através da substituicao dessa métrica na equagao (6.14)),

chegamos para este escalar na seguinte relagao:

o 1 L 1
K (g, k) = K*kg' g — 5 K2 kp gl g — Sk ke, =123 (6.25)

k;—/‘iyaﬂ k}iuaﬁ

gl’m, podemos ver que

s~ r ro B
De acordo com as definicoes, kj = 9uaop € kp~ =

1 1
K(pu Kp) = Kk — 5 K kp = 5 Kk = 0. (6.26)

Isso significa que o campo que viola a simetria de Lorentz k‘;ﬁ " nao d4 nenhuma con-
tribuicao nova para a dinamica do fator de escala. Porém, esse resultado negativo nao
significa que nao possam existir outros efeitos relevantes. Em particular, podemos espe-
rar modificagbes das equagOes para as perturbagoes césmicas [156], especialmente para
as ondas gravitacionais. Um resultado importante referente a dinamica das perturbacoes
da métrica é que nao existem modos crescentes [80,(82,|113,212]. Esse fato tem con-
sequéncias fenomenoldgicas, incluindo o papel relativamente pequeno das perturbagoes
tensoriais comparadas com as escalares (veja, por exemplo, [155]). Seria interessante em
um trabalho futuro, ver se a situagao permanece a mesma ou se existem modificagoes na

teoria com o termo extra de quebra de Lorentz K(g,,, kr).



CAPITULO [

Divergéncias de 1-loop no modelo dos Galileons

O modelo dos Galileons é uma teoria de um campo escalar m que possui em sua a¢ao

l@ﬂr@“ﬂ, termos de autointeracao com derivadas superi-

além do termo cinético padrao, ;

ores. Esta teoria tem atraido bastante atencao na literatura devido as suas propriedades
nao usuais, que sao interessantes por diferentes motivos. Primeiramente, a sua acao é
invariante perante a transformacao m — m + b,2" + ¢, que representa uma generalizagao
espaco-temporal da transformacao Galileana da mecanica classica. Por causa dessa si-
metria, as equagoes de campo desse modelo sao restritas de maneira que elas possuem
apenas duas derivadas. Isso significa que, apesar da presenca de derivadas superiores o
propagador do modelo dos Galileons é, pelo menos no nivel de arvore, livre de fantasmas
massivos. Sendo assim, é interessante fazer uma analogia entre esse tipo de teoria com
os modelos de gravitagao quantica com derivadas superiores, em que a presenca dos fan-
tasmas representa, do ponto de vista tedrico, a maior dificuldade na formulacao de uma
teoria quantica consistente.

Segundo, algumas das propriedades quanticas dos Galileons foram estudadas nos
trabalhos [115],144,|165,/219]. Através de argumentos de power counting mostrou-se que
as possiveis divergéncias logaritmicas nessa teoria possuem muito mais derivadas do que
a acao classica, desse modo, a teoria dos Galileons é do tipo nao-renormalizavel. Em
especifico, nos artigos [115,219| foi conjeturado o chamado teorema de nao-renormalizagao

dos Galileons. De acordo com o mesmo, devido ao grande ntmero de derivadas nas
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divergéncias ultravioletas, o setor de baixas energias da teoria é livre dos efeitos das
corregoes quanticas e nao é necessaria a aplicacao do processo de renormalizacao.

Com o objetivo de verificar o teorema de nao-renormalizacao dos Galileons, estuda-
remos neste capitulo, através de calculos diretos de 1-loop, se existem divergéncias ultra-
violetas com derivadas superiores no setor do propagador da teoria dos Galileons. Se isso
for verdade, essa teoria é entao afetada pelas correcoes quanticas e se as divergéncias nao
possuirem a simetria Galileana, a eliminagao desse tipo de divergéncia leva a introducao de
fantasmas massivos. Mostraremos que as corre¢oes quanticas para o propagador incluem,
de fato, o termo com derivadas superiores 7(J*1, que nao possui a simetria Galileana. De
acordo a andlise prévia andloga para o caso da gravitacao quantica [12], isso significa que
esta teoria pode ser modificada, adicionando-se o termo extra 7147 no nivel cléssico, de
maneira que ela se torne super-renormalizavel. No entanto, o seu espectro fisico inclui
dois fantasmas massivos e um escalar massivo com energia cinética positiva. A aborda-
gem efetiva na teoria modificada com o termo extra pode ser perfeitamente bem sucedida,
e nesse caso o teorema de nao-renormalizacao dos Galileons continua, de uma maneira
generalizada, valido na regiao de baixas energias.

Este capitulo se organiza da seguinte maneira: na segao apresentaremos uma
descricao da acao cldssica do modelo. A secao contém o céalculo das divergéncias de
1-loop. Vamos considerar apenas o caso mais simples do limite do espago-tempo plano,
pois este é suficiente para o nosso presente objetivo. O formalismo utilizado para o cédlculo
das divergéncias sera a técnica do heat kernel, em especifico, a técnica generalizada de
Schwinger-DeWitt. Para reduzir a acao efetiva aos tragos funcionais universais usaremos
expansoes importantes andlogas as que foram originalmente desenvolvidas no artigo [45].
O uso dessa técnica é vantajoso, pois os calculos podem ser diretamente generalizados
para o espago-tempo curvo, quando isto for necessario. Porém, como lidaremos ape-
nas com o espaco-tempo plano, um calculo equivalente também pode ser realizado pelos
tradicionais diagramas de Feynman. Deixamos alguns detalhes do cdlculo baseado nos
diagramas de Feynman para o apéndice [D] Como a teoria dos Galileons nao é usual, as
consideracoes apresentadas nesse apéndice podem ser bastante instrutivas para um lei-
tor mais acostumado com o método diagramatico. Por fim, na secao [7.3| apresentaremos

algumas discussoes adicionais sobre o nosso resultado.
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7.1 A descricao do modelo

O modelo de Dvali-Gabadadze-Porrati (DGP) é um modelo de gravita¢ao sobre uma
brana de dimensao (3 4 1) imersa em um volume 5D [79]. Mostrou-se na referéncia [144]
que no limite de desacoplamento desse modelo, a acao efetiva quadridimensional contém

um termo com um campo escalar 7, a saber,
AS = M_3/d4x Oymotwm . (7.1)

Esse termo possui propriedades importantes. Primeiro, ele é invariante perante a trans-

formacao:
T—=mT+ba" +c, (7.2)

onde ¢ e b, sao constantes. O parametro vetorial b, corresponde a um deslocamento
constante no gradiente d,m — 0,7 + b, , o que nada mais é do que uma generalizagao
espaco-temporal da conhecida simetria de Galileu © — & + v da mecanica classica. Por
esse motivo, a equacao é conhecida como transformacao Galileana. Segundo, a si-
metria restringe as equacgoes de movimento da teoria de maneira que elas sejam
sempre de segunda ordem nas derivadas, apesar desse termo conter derivadas superio-
res. Isso tem consequéncias interessantes como, por exemplo, a auséncia de fantasmas no
propagador da teoria, que estao tipicamente presentes nas teorias com derivadas superi-
ores. Como discutido anteriormente, o problema da presenca dos fantasmas nas teorias
com derivadas superiores representa uma das maiores dificuldades para a quantizacao do
campo gravitacional. Por esse motivo, é importante fazer uma correlacao deste modelo
com a gravitacao e estudar as implicacoes tanto classicas como quanticas nas teorias com
a simetria Galileana.

Na referéncia [166] mostrou-se como generalizar a estrutura (7.1), associando a ela
todos os outros termos que tém a simetria Galileana . No espacgo-tempo plano quadri-
dimensional podemos organizar esses termos em apenas quatro Lagrangianas nao triviais

contendo o mesmo nimero de campos 7, a saber

1

ﬁg = 5 Mﬂ'a#ﬂ',

Ly = 0O,mo'nUr,
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1 1
Ly = 5 O (Or)? — 0,70"0" 70,70 — Eaual,?r@“@”ﬂ@gﬂﬁpﬂ
+ 0,m10"0"10,0,m0° ,

1 1 1
Ly = $Om0w(0n)" = 50,700 70,m0r — 50,0,m0 0" 70w xln

1
+ 0,m0"0"710,0,mO wlm + 3 8M8”7r8,,897r893“7r(9)\7r8)‘7r

1
+ 5@8,,7?8“8”%(“)@#898’\#8)\# — 0,m0" 010, 0, O\ .

O modelo descrito pela Lagrangiana

ﬁﬁ = Zciﬁi, (73)

onde ¢; sao coeficientes genéricos, é conhecido como modelo dos Galileons. O campo 7 é
conhecido como Galileon.

Vérias das aplicagoes classicas do modelo dos Galileons podem ser encontradas,
por exemplo, nas referéncias [4,/49}61,62,65}69,(126}/139,153], sendo a maior parte delas
relacionada a Cosmologia. O modelo dos Galileons pode também ser estendido ao espago-
tempo curvo de uma maneira direta pelo método de generalizacao minimo e de uma
maneira um pouco mais robusta através do método de generalizagdo ndo-minimo (veja,
por exemplo, as referéncias [48,66-68./96,97]). Entretanto, para o nosso intuito é suficiente

levar em consideracao apenas o caso mais acessivel do espago-tempo plano.

7.2 O calculo das divergéncias de 1-loop

Para calcular as divergéncias, comegamos pela férmula padrao da acao efetiva de
1-loop, equagao (22.5). Devido a forma da Lagrangiana (7.3 e das propriedades desse
modelo que foram descritas na se¢ao anterior, o operador bilinear para essa teoria tem a

seguinte estrutura geral
ﬁ:D+P1+P2+p3, (74)

onde P, ~ O(9dx), P, ~ O((007)?) e Py ~ O((897)*). Sendo assim, os termos P 3
sao operadores nao-minimos e para calcular as divergéncias devemos usar novamente a

técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21] (veja também o apéndice [Al).
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Para reduzir a acao efetiva aos tracos funcionais universais, realizamos a seguinte

expansao:

TrnH = Trln(O+P+P+-)

11
- TrlnD+Tr1n<1+P15+P25+---> (7.5)

A1 ~ 1 1.1+ 1
= Trl Tr (P + P = SP=Pis) + o
rIn0+ Tr P1D+P2D 2P1DP1D +

Na equacao acima utilizamos a propriedade basica do logaritmico In (A . B) = InA+InB
e a sua série de poténcias. Os termos omitidos sao da ordem O(73), pois como estamos
interessados apenas em calcular os termos que contribuem para a funcao de dois pontos
do campo escalar, todos os cdlculos deverao ser realizados até a segunda ordem em 7.
Segue diretamente das formulas e do apéndice , que os trés primeiros
termos da ultima linha da expansao nao contribuem para as divergéncias, pois esses
tragos nao contribuem para o limite do espago-tempo plano (eles sdo proporcionais aos
tensores de curvatura). Entao, podemos escrever
1.1

1 . .
= ——TI'P1—P1—

Tr In H
S 2 0 'g

(7.6)

div ’
Sendo assim, as divergéncias dependem apenas do operador Pj, cuja forma explicita é

dada por
P =0"08,,, onde U" =de [(Dw)g”” - (aﬂayw)}. (7.7)

Os detalhes do calculo do lado direito da equacao ((7.6) por meio da técnica generalizada
de Schwinger-DeWitt estao expostos no apéndice [A] segao[A.4] O resultado ¢

~ 1 -1
TI'Pl—Pl—

27:2 4 4
= — — d %7 . 7.8
/ v 70 (7.8)

Por fim, a partir dessa expressao e das férmulas (2.5 e ([7.6), obtemos a resposta para as

divergéncias de 1-loop no setor do campo livre,

2
f‘&liz) = —20—3/d4:v r0*r . (7.9)

€

7.3 Discussao dos resultados

Resumiremos de maneira sistematica as informacoes relevantes sobre as propriedades

quanticas da teoria dos Galileons que podem ser obtidas através do resultado ((7.9):



(i)

(iii)
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As divergéncias de 1-loop (7.9) nao s@o invariantes perante a transformacao ([7.2).
Isso significa que a simetria Galileana é, de fato, uma simetria de baixas energias,
sendo violada pelas correcoes quanticas ultravioletas e que as conclusoes conjeturadas

no teorema de nao-renormalizacao do modelo dos Galileons sao incorretas.

Como antecipado nas referéncias [115,/144,165,219] o modelo dos Galileons é do tipo
nao-renormalizavel. Em razao da presenca do termo ([7.9)) no setor do propagador,
as divergéncias logaritmicas ultravioletas desse modelo exigem um contratermo na
forma m(J*7. Como a acao cléssica nao contém esse tipo de termo, nao é possivel
ter um controle sobre essa divergéncia através do processo de renormalizacao. Para
que a teoria dos Galileons seja consistente no nivel quantico devemos incluir o mesmo

tipo de termo na sua agao classica, isto é, temos que considerar a teoria com acao
: 4 M- 4 4

S = d*x L; + /d:mrD T. 7.10

> [dwei+ (7.10)

O modelo com o termo adicional 7[(J*r ¢ super-renormalizdvel para qualquer escolha

dos coeficientes ¢ no setor de interacao da agao . Para entender essa afirmacao,
considere a férmula do grau superficial de divergéncias . Para a teoria ,
temos os valores 1, = 8 e K, = (4,6,8). Para os diagramas mais divergentes
possiveis, encontramos com a ajuda da relagao topoldgica para D = 0 a

formula
d=4+4(1-p). (7.11)

As divergéncias aparecem apenas no nivel de 1-loop, ja no segundo loop somente os
subdiagramas de 1-loop sao divergentes. Essa propriedade nao depende se o espaco-
tempo é plano e também ¢é valida para o espago-tempo curvo (veja a referéncia [42]

para uma introdugao na teoria geral da renormaliza¢ao no espago-tempo curvo).

O propagador da teoria dos Galileons com o termo cldssico extra w[J*r, equacdo
(7.10]), possui tres graus de liberdade extras. A equacao que define o propagador

G(p) do campo 7 pode ser escrita (no espago euclidiano) como
P> H(p)G(p) = p*(1+ M °p°) G(p) = 1. (7.12)

As raizes quadradas da equacao H(p) = 0 definem as massas dos graus de liberdade

extras. Solucionando essa equacao, através do teorema fundamental da algebra
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podemos reescrever a equacao como
p* (p* +mi) (p* +m3) (p* +m3) G(p) =1, (7.13)
onde
my=M, my=(-1)*2M, mg=(-1)Y3M. (7.14)

A férmula acima mostra que para qualquer escolha do sinal do coeficiente M a teoria
possui taquions no seu espectro de particulas. Entretanto, é possivel remover
os taquions adicionando na acao classica também os termos de ordem inferior, como
(P e 73w, e através do ajuste de seus coeficientes [12]. Suponha agora que
esse procedimento foi realizado de maneira que ms > msy > my > 0. Nesse caso, 0s
resultados obtidos na referéncia [12] na anélise feita na teoria da gravitagao super-
renormalizavel, para a obtencao dos propagadores e , também podem
ser aplicados aqui. Como resultado, o propagador do campo 7w pode ser representado
pela estrutura geral

A Ay As

+ - )
pPP+mi  pP+m3  p*+mi

1
G(p) - E - A17273 >0.

Assim, podemos ver que a teoria possui além do modo escalar original sem massa,

dois fantasmas massivos e um grau de liberdade extra do tipo escalar massivo.

A abordagem efetiva na teoria quantica dos Galileons é perfeitamente possivel se co-
locarmos um parametro suficientemente pequeno na frente do termo classico f a4,
Esse parametro deve ter a dimensao M % e, portanto, a escolha de um coeficiente
pequeno significa que escolhemos um parametro de massa M grande. As massas de
ambos os fantasmas, m; e mg, e do escalar com energia cinética positiva, ms , sao
da mesma ordem de grandeza de M (veja a referéncia [12] para maiores detalhes). Se
considerarmos fenomenos fisicos classicos ou quanticos com energias tipicas muito
menores do que M , pode acontecer que os modos massivos sejam inativos [80] e
nesse sentido as conclusdes encontradas nas referéncias [144./165] e [115,219] sobre
as propriedades quanticas do modelo dos Galileons permanecem, de uma maneira

generalizada, corretas, inclusive o teorema de nao-renormalizacao.



CAPITULO 8

Fatores de forma n3o-locais para campos antissimétricos no

espago-tempo curvo

O estudo das propriedades quanticas dos campos antissimétricos é importante por
varias razoes. Podemos citar que esses campos surgem naturalmente a partir de algumas
teorias como, por exemplo, a teoria das (super)cordas [63}64,135,/141}[142] e que estes tém
interessantes aplicagoes na tentativa da construgao de modelos de grande unificagao [3].
Sendo assim, a possivel deteccao experimental dos efeitos quanticos relacionados aos cam-
pos antissimétricos pode significar a existéncia de alguma Fisica além do Modelo Padrao
da fisica de particulas. Ja, do ponto de vista académico, o modelo dos campos antis-
simétricos sao interessantes, pois eles representam uma teoria de campos nada usual.
A versao nao-massiva das teorias dos campos tensoriais antissimétricos de ordem dois e
trés possuem invariancia de calibre, no entanto, os geradores da transformacao de ca-
libre sao do tipo linearmente dependentes, diferentemente do que ocorre nas teorias de
calibre habituais do tipo Yang-Mills. Ja as versoes massivas dos campos antissimétricos
sao exemplos de teorias em que ocorre a quebra suave da simetria de calibre. Isso sig-
nifica que a introdugao das massas leva a violacao da simetria de calibre presente nas
versoes nao-massivas, ao mesmo tempo em que nao é forte o suficiente para remover as
degenerescéncias tipicas das teorias de calibre.

Recentemente os autores do artigo [40] estudaram os campos antissimétricos mas-

sivos no espago-tempo curvo. Foram apresentados argumentos formais a respeito da
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equivaléncia quantica entre as teorias de campos tensoriais antissimétricos massivos de
segunda e terceira ordem com a teoria de Proca e o campo escalar massivo minimamente
acoplado com a gravidade, respectivamente. Isto quer dizer que as corregoes quanticas
semiclassicas para a acao do vacuo calculadas por meio dessas teorias possuem o mesmo
resultado.

A prova apresentada na referéncia [40] ¢ bastante geral e foi baseada no uso da
regularizacao (. No entanto, é conhecido que esse tipo de analise pode ser violada pelo
fenémeno conhecido como anomalia multiplicativa nao-local [95]. A anomalia multiplica-

tiva nada mais é do que a violacao da identidade basica da algebra linear
Det (A.B) = Det A. Det B (8.1)

que pode ser diretamente provada para matrizes AeB quadradas de tamanho finito. No
entanto, no caso de operadores diferenciais, que possuem uma representacao matricial de
tamanho infinito, a generalizacdo da prova da equagao (8.1) ndo é conhecida. De fato,
exemplos de situagoes em que a identidade nao ¢é valida ja sao conhecidos na litera-
tura no caso do céalculo da parte finita nao-local da acao efetiva das teorias dos campos
fermionicos [95,/178]. Sendo assim, é demasiadamente importante conferir por meio de
calculos explicitos da parte finita nao-local da acao efetiva se a equivaléncia quantica das
teorias dos campos massivos antissimétricos nao é violada por algum tipo de anomalia
multiplicativa nao-local. Neste capitulo realizaremos este tipo de consideracao, por meio
de calculos diretos dos fatores de forma nao-locais para os campos tensoriais massivos an-
tissimétricos de segunda e terceira ordem, que nos permitem obter a parte finita da acao
efetiva do vacuo até a segunda ordem nos tensores de curvatura. Discutiremos também a
descontinuidade das contribui¢oes quanticas no limite sem massa.

A organizacao deste capitulo é feita na seguinte maneira: na segao [8.1| revisamos
brevemente a teoria de pertubacoes covariante e as principais féormulas para a derivacao
dos fatores de forma com o uso da técnica do heat kernel. Também apresentamos os
resultados finais obtidos nas referéncias [98,/99] para os casos especificos das teorias dos
escalares e vetores massivos, que serao necessarios para o desenvolvimento do capitulo. O
calculo dos fatores de forma do tensor antissimétrico de segunda ordem é apresentado na
segao 8.2l J4 na secao lidaremos com o caso do tensor totalmente antissimétrico de

terceira ordem.
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8.1 O calculo dos fatores de forma de 1-loop

Até agora consideramos nesta tese basicamente dois tipos diferentes de informacao
sobre a acao efetiva do vacuo: fomos capazes de calcular completamente a sua parte
divergente no nivel de 1-loop e obtivemos a sua parte finita no caso especifico dos campos
nao-massivos conformalmente invariantes através da integracao da anomalia conforme.
Neste capitulo vamos ir além desse tipo de consideracao e obter alguns dos termos da
parte finita nao-local da agao efetiva do vacuo para as teorias dos campos massivos de
matéria. Isso pode ser realizado, até a segunda ordem nos tensores de curvatura, pela
solucao dos fatores de forma nao-locais obtidos na teoria de perturbagao covariante por
Barvinsky e Vilkovisky [19] e Avramidi [16]. A revisao desse formalismo ¢é o objetivo dessa
secao. Vamos também mostrar os resultados para os casos especificos do campo escalar
massivo e da teoria de Proca que serao teis no decorrer do capitulo. Maiores detalhes
podem ser encontrados nas referéncias originais [98,99).

Considere, no espaco euclidiano, a agao efetiva de 1-loop
_ 1 N
I = 5 TeIn A (8.2)

Vamos admitir que o operador bilinear seja minimo e denotéa-lo neste capitulo por

~

X N .
H = 1D—1m2+P—6R. (8.3)

A representacao da acao efetiva pela integral sobre o tempo préprio s, envolvendo o heat

kernel K (s), fica no espago euclidiano da seguinte maneira:

_ 1 o0
r—=_z / ds Tr K (s). (8.4)
2 Jo s

O heat kernel foi calculado até a segunda ordem nas curvaturas nas referéncias [16},/19], a

sua solugao tem a forma
u2(2—w) ) . . .
TrK(s) = (47s) /d2w$ ge " tr {1 +sP+s*1 [R,Wfl(—sD)RW (8.5)
ms)¥

FRI(=sO)R + Pfy(—sD)R + Pfi(=s0)P + Sy fo(—s0) 5" |} + O(R?)

onde 2w ¢ dimensao do espago-tempo e os fatores de forma fio 5 sao definidos pelas

seguintes expressoes:

filr) = i _Ti o/ , ()= J;(STE%) + f(;zh_ - £ _8712+ 7/ ,
f3(1) = f1<;> + f(TQ)T— 1 R AGE @, f5(1) = 1_2—£<T>, (8.6)
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onde

1
f(r) = / da e T=—s0. (8.7)
0

Substituindo a solu¢do do heat kernel (8.5) na féormula (8.4]), a acao efetiva pode ser

expressa como

1

5 5
FO 2 : N RM
o = 2(47T)2/d :U\/E{lcoLnglRLlRJr;li Ry, M; R +;11RM1R}

+ O(R?), (8.8)

IS ]

oo A2 2—w 00 At 142 2—w
Ly = m* dt ( Ul ) t et L, = mg/ dt ( Ul ) et
0

0 m?

00 A2 2—w 00 At 2 2—w "
M, :/ dt ( L ) Howe=t flut), M, :/ dt < il ) e ACN
0 m 0

u

00 4 2\ 2—w 1
M; = / dt ( s > tlet —
0 m u

sao integrais universais que nao dependem do modelo. Nas férmulas acima introduzimos

2

novas variaveis, a saber, t = sm”® e u = 7/t. Essas integrais ja foram calculadas nas

referéncias [98]99]. Por esse motivo, apresentamos aqui apenas o seu resultado final

17103 1 1
Lo="(=42), Li=—m?(-+1), M =-+2v,
2 \e 2 € €
1 1 1 4Y 1
My=(-+1)(=—-2) -2+ —
2 (e * ) <12 a2) 3a? * 18"
1 3 1 1 1 8Y 7 1
My=(=+2)(— — - — 8.9
3 (e+2) (2a4 12a2+160>+15a4 180a% 400" (8.9)

1 1 1
m=(5+1) (5-)
1 3 1 1 1
Ms=|-+-= - 4+ —
° <e+2> (2a4 4a2+32)’
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onde usamos neste capitulo a notacao

L. %—74— In (4;M2) (8.10)

para o parametro da regularizacao dimensional e v é a constante de Euler-Mascheroni.
Nas expressoes acima foram descartados todos os termos que sao da ordem O(2 — w),
pois esses nao contribuem no limite do espaco-tempo quadridimensional. Também intro-

duzimos as seguintes defini¢oes

1 [ 1. /2
Y:—§/0 daln[l—l—&(l—a)u}:l—aln(Qi_zLL) (8.11)
e
401
2 - A2
e (8.12)

Outra observagao importante é que como estamos lidando com calculos até a segunda
ordem nas curvaturas também, podemos aqui, pelos mesmos motivos explicados na se¢ao
, aplicar a identidade e reescrever a acao efetiva em termos da base que
consiste no uso do quadrado do tensor de Weyl e do quadrado da curvatura escalar.

Nas proximas secoes vamos precisar do resultado dos fatores de forma para o campo

escalar, descrito pela agao (2.8). O resultado na ordem O(R?) é dado por
1 -~
{ ( )+5( Dm®R+ R[5€ + k()| R
€
1

0 praf3
+ zqwaﬁ[GO + Ky (a)|C } (8.13)

e

onde, novamente, 5 = ¢ —1/6 e os fatores de forma nao-locais sao definidos pelas ex-

pressoes
1 2 8y

0
- o 8.14
w0 =150 " a2 (8.14)

1,1 7 Y 4N 41 Y 2y
0 =2
I —1——) <——— —) Y 1

Krla) = 108< 20) + 144( 2) Tl §tae)irYe B1)

Também iremos precisar da solugao para o modelo de Proca no espago-tempo curvo

S, = /d4x\/_ {—ZFjV mQAZ}. (8.16)

A teoria do campo vetorial massivo (8.16)) é um exemplo de teoria com quebra fraca da

simetria de calibre. Apesar da introducao do termo massivo violar a simetria de calibre,
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isso nao é suficiente para remover a degenerescéncia do operador bilinear H. Nesse caso,
a quantizacao Lagrangiana pode ser realizada, por exemplo, através do procedimento de
Stueckelberg |44]. Esse consiste em introduzir um campo escalar extra ¢ de maneira
que a simetria de calibre seja recuperada. Assim, podemos utilizar as técnicas padroes de

célculo das teorias de calibre. Entao, considere em vez da equagao (8.16)), a acao

! 4 1 2 m2 1 ?

Essa acao é invariante com respeito da transformagcao de calibre
Ay — A, = A, +V,uf, o=@ =p+mf. (8.18)

A teoria original ¢ recuperada no calibre especial ¢ = 0. Como a acgao efetiva do
vacuo depende apenas da métrica externa, a resposta obtida por meio das acoes
e sao equivalentes. Dessa maneira, o calculo pratico pode ser realizado no calibre
que for mais conveniente.

Introduzindo a condicao de fixacao de calibre linear, y = V,A* — my, o operador

bilinear da teoria (8.17]) pode ser expresso como

. (H)E 0 SO — RM — 6Fm? 0
H = . — . (8.19)
0 Hy 0 0 — m?
A férmula para a acao efetiva também ganha, nesse caso, uma contribui¢ao devido ao

termo dos fantasmas de calibre de Faddeev-Popov

1 N N
= —5 e H + Tr In Hy,, (8.20)

onde H'gh = [0 — m?2. Portanto, chegamos para a acao efetiva do vacuo de 1-loop na

férmula
_ 1 1
= —3 Tr In (6“0 — R* — 6#m?) — 5 Trln(0—m?) + Trin(0-m?). (8.21)

Cada termo dessa equacao pode ser calculado por meio de uma expansao em termos do
heat kernel, anéloga a férmula (8.8)). O leitor pode consultar a referéncia [44] para maiores

detalhes. O resultado final é

_ 1 3mt /1 3\ m?/1 1
F(l) — / 4 - e A 1 o 1
2(4m)? dx/9 2 <e+2>+ 2 <e+ >R+R[72€+k‘R(a)}R
1 13 1 o
g Cwar [606 +hiv(@]o } ! (8.22)



133

onde
91 2 8Y 8y
k- (q) = — or _ ot 8.23
wlo) =~ T e Y P aa 3 (8.23)
1 1 Y Y Y
kp(a) = ——— — 4 — - . 8.24
R =56 602 T8 T30 T TR (8.24)

Como foi discutido na referéncia [44], o limite sem massa da expressao (8.22)) nao reproduz
a acao efetiva do campo vetorial sem massa. Isso ocorre em virtude da teoria de Proca
possuir um grau de liberdade a mais, quando comparado com o campo vetorial abeliano
nao-massivo descrito pela teoria de Maxwell. Quando consideramos o limite em que
m — 0 a contribuicao extra desse grau de liberdade nao desaparece, levando assim a uma
descontinuidade nas correcoes quanticas. Nas préximas segoes, vamos mostrar que as
teorias dos campos tensoriais massivos antissimétricos apresentam uma descontinuidade

similar no limite sem massa.

8.2 Campo tensorial massivo antissimétrico de se-

gunda ordem

O modelo do campo tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem, B,, =

—B,,,, é descrito pela seguinte acao

1 2
Sy = / d'z\/g {—EFMFW - mTBWB””} : (8.25)

Vs

onde
F,uz/)\ = v,uBu)\ + VVB)\/J, + V/\B;w . (826)

No espago-tempo quadridimensional a teoria (8.25)) é classicamente equivalente a teoria de
Proca (8.16). A equivaléncia entre as duas teorias pode ser encontrada através da anélise
detalhada das equacoes de movimento. Ela tem a seguinte forma B,,, o % EWQBF‘”ﬁ .

A parte cinética da acao (8.25)) é invariante perante a transformagao de calibre
B/W - B/Iu/ = B/W + vué_l/ - szﬁu ) (827)

onde o parametro vetorial de calibre &, nao ¢ definido de maneira tnica. Esse parametro

pode ser transformado de acordo com

§u = & =St Vg, (8.28)
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onde ¢ = ¢(z) é um campo escalar arbitrario, de maneira que o campo B, continua o
mesmo. A equagao significa que os geradores da transformagao de calibre sao do
tipo linearmente dependentes.

O modelo é outro exemplo de teoria com a quebra fraca da simetria de ca-
libre. O termo massivo na acao viola a simetria de calibre, mas nao remove a
degenerescéncia no operador bilinear

1 6255
2 0B, (x) dBag(a’)

A

Hy =

(8.29)

De maneira analoga ao que foi mostrado no caso modelo de Proca, a quantizacao da teoria
(8.25]) pode ser feita pelo procedimento de Stueckelberg. Introduzimos um campo vetorial

extra A, e consideramos, no lugar da equagao (8.27)), a agdo

! 4 1 2N 1 2 1 2
S = [dayg =05 Funb" = gm (B~ EFW) . (8.30)

A acao prévia (8.25) pode ser obtida a partir de (8.30)) no calibre especifico A, =0. A

nova acao ¢ invariante de calibre perante a transformacao simultanea dos campos
By, — B, = Bu, + V.6, — V.6, Ay — A, = A, +mé, (8.31)

e também ¢ invariante sobre a transformacao de calibre do campo de Stueckelberg
A, — A; =A,+V,A (8.32)

com um parametro escalar A(z). Além disso, podemos considerar um novo campo escalar
¢(z) e notar que ambos os campos B, e A, nao mudam se seus parametros de calibre

se transformam Ccomo
§ =&, =&+ Vup, A= AN=A+mp. (8.33)

Outra vez, isso significa que os geradores de calibre dessa teoria sao linearmente depen-
dentes.

O formalismo geral da quantizacao Lagrangiana em teorias com geradores da trans-
formagao de calibre dependentes é baseado no método de Batalin-Vilkovisky [24]. Entre-
tanto, em teorias relativamente simples como a , na qual a acao é quadratica e a
algebra dos geradores de calibre é Abeliana, é suficiente fazer uma aplicacao sucessiva em

vérias etapas do método de Faddeev-Popov [411[195,[196]. A resposta final para a férmula
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da acdo efetiva no caso da teoria (8.30), que pode ser obtida por esse método, foi apre-
sentada na referéncia [40]. Entretanto, como os detalhes técnicos foram omitidos neste
trabalho, é instrutivo realizarmos esse tipo de consideracao. Isto pode ser encontrado no

apéndice [E] da tese. A ago efetiva de 1-loop é entdo nesse caso dada por

_ 1 R 1 .
= 5 Trn Hy) — 5 Trn iy, (8.34)

onde
ﬁé = (Hé>a6uu - 5a6uu(D —m?) — JQBW + Ré-ﬁul’ (8.35)

e %Tr In H, representa a acgao efetiva do campo vetorial massivo. Nessas férmulas

1

af,uv — 5 (gaugﬁu - gaugﬁu) (836)

J

é a matriz identidade no espaco dos tensores antissimétricos de segunda ordem e

1
Ja,B,,uV = 5 (gauR,BV + gﬁuRau - gaVRBu - gﬁuRau) . (837)

Podemos ver na equacao final para a acao efetiva , que o seu calculo requer a
subtragao da contribuicao do vetor massivo de Stueckelberg da contribuicao do operador
do campo tensorial, Tr In ]:Ié

A expressao ja possui a forma que nos permite aplicar a teoria de pertubacao
covariante para calcular os fatores de forma. O primeiro passo é através da formula (8.35)

identificar os elementos da expressao geral ({8.8]),

N . 1
=46, Py=(P)*,, =R, + G 5 JR—J% . (8.38)

O comutador entre duas derivadas covariantes agindo no campo tensorial antissimétrico

B, ¢ dado por

(S0) = [(So)] ™ = S (RY 00— RP,, 6% — R, 00 + RS, 8%) . (3.39)

pw 9 \Thppr Bw v Yw wpr Pp wpr Yp

Assim, utilizando a representacao em termos do heat kernel, chegamos a seguinte equagao

para o operador HJ,

5
1 1
“TrnH, = — /dzwx\/ﬁ{GLo—LlR+§ I* R, M; R"
2 2(4)? -~

5
+ ZliRMiR}, (8.40)
=0
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onde os coeficientes oo e g ja foram inseridos na equagao acima e os outros coeficientes

sao

ZQZ_Z%’ l3:—— l4:— l5:—. (841)

Substituido esses valores e usando a tabela de resposta para as integrais, chegamos

a expressao

1 A 1 1 3 1
ST A = ——— [ 3 4(— —) 2(— 1>R
5 It InHp 2(477)2/ :E\/?{m €+2 +m e+
I 1 13 s
+ Rz + Ky p(@)| R+ 5 Cuap |5 + Ko (@) 001 (8.42)
onde
91 4 16Y 16
% — 9y 4 — _ 28 8.43
2w(0) = —or b Ea H Y o g (8.43)
1 1 Y Y Y
o) = ——— 4 — g 8.44
21(®) =~ 7050 T 8az T 21 T 301 92 (8.44)

De acordo com a equagao (8.34), para obtermos a acdo efetiva temos que subtrair da
equacao (8.42)) a parte referente ao vetor massivo, dada pela equagao (8.22). Fazendo

isso, obtemos

- 1 3m* /1 3 m? /1 1
(1) - _ 4 S e [ . 2
: 2(4%)2/dx\/§{ 2 <e+2)+ 2 <e+1>R+R[72€+kR(a)]R
1 13 9 o

onde os fatores de forma nao-locais sao

91 2 Y 8y

2 o or ot 8.46

w(a) 50 T2 T s T 32 (8.46)
1 1 Y Y Y

2(a) = ——— LA S . 8.47

r(@) 5160 ' 36a2 48 | 344 1342 (8.47)

A acao efetiva do vdcuo para o campo tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem,
equacao , ¢é exatamente a mesma do que para o campo vetorial massivo, mostrada
na equacao . Isso confirma a conclusdo do artigo [40] de que a teoria do tensor
massivo antissimétrico de segunda ordem ¢ equivalente a teoria de Proca no nivel quantico.

Notemos que a conclusdo da referéncia [40] foi alcangada pelo método da regularizagao
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( e que algumas das relacoes usadas nesse tipo de formalismo podem ser violadas pela
anomalia multiplicativa nao-local [95,[178]. Como mostrado por meio do célculo direto da
parte nao-local da acao efetiva nada disso ocorre no caso presente.

No limite m — 0 o fator de forma k%, (a), por exemplo, se reduz & expressao tipica

O
4mp

logaritmica —% In (— 2). Por outro lado, no caso em que temos estritamente m = 0,
a teoria do tensor antissimétrico de segunda ordem ¢ equivalente ao campo escalar minimo,
em que a dualidade é definida pela relagao F,g, = €450y V9. O fator de forma para o
campo escalar nao-massivo é —4- In (—#) [98]. A diferenca entre os dois coeficientes
1/5 =13/60 — 1/60 mostra a descontinuidade das contribui¢oes quanticas no limite sem
massa para a teoria do campo tensorial antissimétrico de segunda ordem. A diferenca nada
mais é do que a contribui¢gdo de um campo vetorial sem massa [99]. Para entendermos

qual vetor é esse, vamos usar a acao efetiva do campo tensorial antissimétrico de segunda

ordem nao-massivo, que pode ser encontrada na referéncia [41], a saber,

- 1 . . 3 N
IR 5 Trin Hy— TrInH| + 5 Tr In Hg™™. (8.48)
A diferenga entre as duas agoes (E.22)) e (8.48) ¢é

—1/2Tr In H| + Tr In A", (8.49)

que representa a acao efetiva para o campo vetorial livre sem massa (veja, por exemplo,
o capitulo . No limite sem massa este termo extra nao desaparece e isso produz a

descontinuidade quantica.

8.3 Campo tensorial massivo totalmente antissimé-
trico de terceira ordem

Como segundo exemplo, considere o modelo do campo tensorial massivo totalmente

antissimétrico de terceira ordem C,, = Cj.p. A agao dessa teoria é dada por
Sy = [ d* e lepe 8.50
3 — x \/g @ NV pw E m nrp ’ ( ° )

onde Flpw = V,uCopw — ViCoon + V,Cop — Vi, Cpp. E possivel provar que no espaco-

tempo quadridimensional a teoria (8.50]) ¢ classicamente equivalente a teoria do campo
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escalar real massivo ¢ minimamente acoplado com a gravidade. A relagao de dualidade

entre as duas teorias ¢ definida pela relacao C,, o< L ewgvﬂ ®.

m

O termo cinético da acao (8.50)) é invariante sobre a transformacao de calibre

/ JR—
Cuvp = Clpp = Crvp + Vywyy + Vowy, + Viwy (8.51)
com um parametro tensorial antissimétrico w,, = —w,,. Esse parametro ¢ definido a

menos de uma transformacao de calibre
wMV - w/{u/ = (")MV + VMCV - VVCM ) (852)

onde (, é um parametro de calibre de campo vetorial. Além disso, o parametro ¢,

também é definido até a transformacao de calibre
C,u — C;/L = Cu + V,u(ba (8'53)

onde ¢(z) é um parametro escalar . As equacgoes (8.52)) e (8.53) significam que os gera-

dores da transformagao de calibre sao linearmente dependentes.

Como no caso anterior do tensor de segunda ordem, por causa da invariancia de
calibre de F7,,, estamos lidando novamente com uma teoria em que a simetria de calibre
é quebrada suavemente. Portanto, a quantizacao aqui também pode ser realizada com
o uso do procedimento Stueckelberg. A simetria de calibre pode ser restaurada pela
introducao de um campo extra antissimétrico de segunda ordem B,,. Considere entao a
seguinte agao:

/ 4 Lo Lo, 1 2
S = /d ©1/g {—@ o= o5 (qu - EFW,J) } , (8.54)
onde F,,, ja foi definido anteriormente na equagao . A acao é invariante de
calibre simultaneamente perante as transformacoes e

B — Bl = B +mwy, . (8.55)

A mesma também ¢é invariante com respeito a transformacao de calibre do campo de

Stueckelberg
B/.LV — B;w - B;w + Vugu - vu&u ) (856)

onde §, ¢ um parametro de calibre vetorial, definido também a menos de uma trans-

formagao de calibre &, = £, + V¢, onde ¢(r) é um parametro escalar. Uma vez que
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os geradores calibre aqui também sao linearmente dependentes, a quantizacao da teoria
difere do esquema padrao e pode ser feita de uma maneira similar ao que foi descrito
no apéndice [E] para o campo tensorial de segunda ordem. Comparado com o caso anterior,
as aplicagoes sucessivas do método Faddeev-Popov é aqui muito mais longa, porque temos
muito mais etapas. Portanto, vamos omitir os detalhes técnicos nesse caso e apresentar

ao leitor apenas a férmula final para a acao efetiva de 1-loop, a saber,

_ 1 1 1 1 o
r® = 5 T Hy — o Tr In Hy o o Te In ] — o T In Hy™
1 1 X
=3 Tr In H; — 5 Tr In Hy , (8.57)
onde
H = (H})obe = 50020 — m®) + KSbw — Lo (8.58)
1 5o 0y 60
afw __ afwo _
5;wp - 6 € €uvpec = (55 55 55 s (859)
09 0w o
ofw afw T o
Kb = 35750 o R (8.60)
e
Lot = 5;“5; (R} 0,0 + RS 6087 + RE 6300) . (8.61)

A equagao (8.59) define o delta de Kronecker generalizado que serve como a matriz iden-
tidade no espaco dos tensores totalmente antissimétricos de terceira ordem. Ele também
tem a seguinte propriedade:

6% T s = Ty - (8.62)

pvp
Devido a identidade podemos escrever as expressoes e de uma ma-
neira compacta respeitando todas as suas simetrias. Do ponto de vista técnico, usando
a definicao , o célculo dos fatores de forma pode ser reduzido, principalmente, em
contragoes de produtos de simbolos de Levi-Civita.

De acordo com a férmula , para o calculo da agao efetiva precisamos primei-

ramente trabalhar com o operador bilinear do tensor massivo de terceira ordem ([8.58|)
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e entao, subtrair a contribuicao do tensor massivo de segunda ordem obtida na secao

anterior, equagao (8.45)). Para o operador (8.58) temos os seguintes elementos,

. . 1
__ safw _ afw __ afw afw afw
1=0,, Py = (P3)/wp =K., + 5 O B — L3, (8.63)
A afw afw A A A
(53)MV = [(33)11”]957 = 57]5/3( (Rﬁ)\,uué‘eégy + R.g)\pu(seéz + R.C)\;w(segzs) : (864)
Logo, usando a expansao do heat kernel obtemos a expressao
1Trlnlfl" = —#/d%x\/g 4L —lL R+ il*R M; R
2 3 2(4m)? 0 3™ e A
5
+ ZliRMiR} : (8.65)
i=0
onde
ll — 5, l2 — 2, l3 — 4, l4 — _57 l5 — _47
1 1 5 1
L =—- lo=13=—= ly = — l5 = —. 8.66
1 8) 2 3 27 4 12’ 5 2 ( )

Usando a tabela de integrais (8.9)), encontramos

1 1 3 m? /1

g e () ()
2(4#)2/ x\/ﬁ{m e+2+3 e+

/ 1 7 / vo
+ k3,R(a)] R+ 5 Cuvags [@ + k‘g,w(a)} cr '8} . (8.67)

1 A
5 TrlnH, =

1
R [—
+ 36¢

onde

4 8 32y 8Y
k! = —— y 4 222
sw (@) = —or + s PV T 5 T3

(8.68)

7 1 Y 4y 2y
Koo(q) = ——— Loy 2 8.69
sl =t et Bt o 0w (8.69)

Subtraindo a expressao (8.45)) da equagao (8.67)), chegamos ao resultado final

r = _2(417r)2/d4x\/§{m74<%+g>_%2@“)]%“%{%““%(@)]]%
1 1

+ 5 Cm/aﬂ [@ + kI%V(a):| Cﬂyaﬁ} ) (870)

onde

1 2 8Y

k3 = — 71

wl®) = 55 5 T a0 (8.71)
1 1 Y Y Y

k(@) S0 1082 16 9l 6a? (8.72)
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Em concordancia com a prova geral da referéncia [40], a agao efetiva para o campo tensorial
massivo totalmente antissimétrico de terceira ordem, equacao , é exatamente a
mesma do campo escalar minimo, que pode ser encontrada pela férmula no caso
particular em que £ = 0.

Considere agora o limite sem massa do fator de forma k,(a) do termo com o
quadrado do tensor Weyl. No limite m — 0 esse termo fica na forma —% In (—ﬁ). Ao
mesmo tempo, para m = 0 a teoria do tensor antissimétrico de terceira ordem nao possui

graus de liberdade. Usando os métodos explicados no apéndice [E] podemos encontrar

nesse caso a seguinte expressao para a agao efetiva

1 - .3 . .
I = 5 Trin Hj — Tr In H) + ;Trin H| —2Tr In H"™. (8.73)

Através dos resultados anteriores deste capitulo, equagoes (8.13)), (8.22)), (8.42) e (8.67)),

podemos conferir que a equacgao do caso nao-massivo tem como resposta I'V) = 0.
Entao, a diferenga entre os coeficientes dos fatores de forma logaritmicos do termo k3 (a)
no limite sem massa e do caso estritamente nao-massivo tem como valor 1/60. Uma
situagao similar também ocorre no outro fator de forma k3(a). Nesse caso, no limite

em que m — 0 encontramos a contribuicao quantica —% In <—4£

W2> para o termo R?,
enquanto que no caso em que m = 0 também nao existe nenhuma contribuicao. A
diferenca entre os dois coeficientes é 1/36 e representa o campo escalar minimo que nao
desaparece no limite m — 0. Esse exemplo demonstra mais uma vez a descontinuidade
quantica no limite sem massa que é um fenomeno tipico das teorias com quebra fraca da
simetria de calibre.

Seria interessante em um proximo trabalho formular os mesmos dois tipos de campos
tensoriais antissimétricos em um contexto mais amplo, podendo incluir, por exemplo,
campos adicionais vetoriais ou campos vetoriais axiais. Nesses casos, a prova baseada na
regularizacao ¢ pode ser mais dificil de ser realizada, entretanto, nao existe aparentemente

nenhum obstaculo em se realizar os calculos explicitos dos fatores de forma por meio da

técnica do heat kernel.



Conclusoes gerais

Nessa tese foram obtidos os seguintes resultados originais:

e (Calculamos o potencial Newtoniano nos modelos de gravitacao super-renormaliza-
veis no nivel quantico. Mostramos que o potencial Newtoniano modificado nao

apresenta a singularidade tipica da mecanica cléassica, sendo regular em r = 0.

e Obtivemos na teoria da gravitacao nao-local livre de fantasmas com o operador nao-
local na forma exp(—/u?) o potencial Newtoniano de uma particula puntiforme
no espago-tempo D-dimensional, o campo gravitacional de uma particula ultrarre-
lativistica e a solucao do colapso gravitacional de uma casca esférica nula, dentro da
aproximagao de campo fraco. Mostramos que o potencial Newtoniano nessa teoria
¢é sempre regular na posicao da fonte, independentemente do niimero de dimensoes
do espaco-tempo. Demonstramos através do calculo do invariante de Kretschmann
a inexisténcia da singularidade gravitacional em r = 0 no caso do colapso gravita-
cional quando nao é desprezada a espessura da casca esférica. Também mostramos
que se massa M do objeto em colapso for suficientemente pequena, o miniburaco

negro nao é formado como resultado do colapso gravitacional.

e Usando métodos numéricos de calculos, mostramos que no modelo inflacionério in-
duzido pela anomalia conforme que o ponto onde a evolucao inflacionaria estavel
termina corresponde, exatamente, as condigoes iniciais necessarias o modelo infla-
ciondrio instdvel de Starobinsky do tipo R+ R?, de maneira que as solucoes inde-
sejadas do hiperinflacionarias sao descartadas. Em resumo, o resultado apresentado
significa que a transi¢ao da versao de inflagao estavel para a instavel acontece com

bastante sucesso, pelo menos dentro da aproximacao em que a pequena fase de
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transicao é desprezada. Entretanto, para que exista um modelo inflacionario do
tipo R + R? fenomenologicamente bem sucedido, também é necessério explicar o
valor ay = 5 x 10® do coeficiente do termo R? na acao do véacuo. Discutimos,
qualitativamente, duas maneiras alternativas de mecanismos quanticos que podem
ser responsaveis por esse valor. A conclusao é que em ambos os mecanismos, a
saber, o grupo de renormalizacao no espago-tempo curvo do parametro de vacuo
ay e a gravitacao induzida baseada na quebra espontanea de simetria, sao capazes
de providenciar o valor desejavel do coeficiente do termo R?. O ingrediente mais
importante nos dois casos é o valor grande do parametro de interagao nao-minimo

da gravitacao com escalares, na ordem de & ~ 10%.

Obtivemos na eletrodinamica com violagao da simetria de Lorentz as divergéncias
de 1-loop no setor de vacuo da teoria. Também calculamos a anomalia conforme e
a acao efetiva do vacuo induzida pela anomalia conforme. A aplicacao dessa agao
a Cosmologia, mostrou que o parametro adimensional k‘}”a’g nao causa nenhuma
dinamica nova no fator de escala da métrica. No entanto, esperamos que existam
contribuigoes relevantes desse termo para as pertubagoes da métrica, especialmente

durante a época inflacionaria.

Calculamos as divergéncias de 1-loop que contribuem para o propagador do modelo
dos Galileons. A conclusao mostrou que o setor livre dessa teoria inclui correcoes
quanticas com derivadas superiores do tipo 7[0*r. Mostramos que o modelo dos
Galileons pode ser modificado de maneira a se tornar super-renormalizéavel no nivel
quantico, com divergéncias presentes apenas no nivel 1-loop. Entretanto, essa teoria

modificada possui fantasmas massivos no seu espectro de particulas.

Confirmamos por meio do cédlculo direto da parte finita da acao efetiva do vacuo,
que o resultado do artigo [40], com respeito da equivaléncia quantica dos campos
tensoriais antissimétricos massivos de segunda e terceira ordem com os modelos
dos campos massivos vetorial e escalar, respectivamente, se mantém nos fatores de
forma nao-locais. Além disso, encontramos uma descontinuidade nas contribuicoes

quanticas nos limites sem massa em ambos o0s casos.



APENDICE A

Técnica generalizada de Schwinger-DeWitt

A.1 Formulas necessarias para a técnica generalizada

de Schwinger-DeWitt

Quando o operador bilinear H é do tipo nao-minimo o formalismo para o calculo
das divergéncias é a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt [21]. A idéia bésica é
reduzir a formula da acao efetiva através de transformacoes algébricas em partes menores

conhecidas como tracos funcionais universais

~

1

Tr CH 4V, Vo Vi 5

(A.1)

As técnicas de reducao da acgao efetiva que serao utilizadas nessa tese serao especificadas
durante o texto quando for necesséario. Para outros exemplos, veja as referéncias [21,/42].

Definiremos como a dimensao de fundo de um trago universal a dimensao da quan-
tidade CH1#2#% escrita em unidades de comprimento [ no sistema de unidades em que
¢ =h = 1. Um dos principais resultados da referéncia [21] é que todos os tracos fun-
cionais universais com dimensao de fundo maior do que 1/I* sdo finitos e, portanto, nao
contribuem para as divergéncias.

A parte divergente dos tracos universais funcionais pode ser calculada por meio da
integral sobre o tempo préprio e do heat kernel. Nao é nosso objetivo aqui descrever

o método geral, bem como a maneira de se obter os tragos universais. Em vez disso,
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apresentaremos as formulas finais e mostraremos sua aplicagao no calculo das divergéncias
durante o decorrer da tese. A tabela das férmulas necesséarias para o calculo dos tragos

universais funcionais tem a forma [21]

1 2 1. 1 1
y = :———1—V—R2—R2 Lrilog
v“vmd, ; gxz{[ I (180 aspe ~ Tgp es T 1 T gg )
1 1
— R*R.50 + — R, obp ——R Ry —RR A2
1 1
—0OR,, V.V.R , S2 RS, SQSO‘
T30 “+1o IRTRG 6+6 “+3 e
1 0
- gV(“V Sav) ¢
1 2 1
il N R A3
O ~ev¥¥%% (4-3)
div
1 2 1 1 1,
VMVZ, ﬁ = —? —qg X 6 (RNV — 5 gu,,R) + 5 S”V] s (A4)
div
1
v#l V,uz vuzn 3 ﬁ =0, (n 2 2) (A5)
div
7 (n—2)
1 21 1 Gpa--pan
Vi Vi Vion-a or ) - e —g x 1 ﬁ’ (n > 2) (A.6)
onde
9(0) =1, g,g:lu) = Guv (A7)
gfﬁ i)% o+ = Guipz Guspa - Gpon_spzn_s + todas as permutacoes dos indices.  (A.8)

Nio mostramos aqui as quantidades V,V,V,Vs(1/0%),V,V,V,VsV,V,(1/0) e as
expressoes com dimensao de fundo 1/, pois elas nao serdo necessérias. Também temos

a férmula util

A 21 1
Tr In (10) = d"x\/—g "~ tr { 150 (R, — Rog) + 5 R?

]‘ 2
+30 DR_'_ES/U/}' (A9)
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A.2 O calculo da parte divergente de Tr In H,

Logo depois da expansao , o calculo (em primeira ordem em k;ﬁ”o‘ﬁ ) da parte
divergente da acao efetiva de 1-loop para a teoria da eletrodinamica com violagao da sime-
tria de Lorentz, foi reduzido ao calculo das divergéncias de dois operadores distintos, um
operador minimo e o outro nao-minimo. O calculo das divergéncias do operador minimo
ja foi considerado anteriormente no artigo [179]. Porém, por razoes de continuidade re-

petiremos aqui essa consideracao.

O operador minimo (6.10]) pode ser escrito como

H,=10+2h"V, +1I, (A.10)
onde
T=g", IP=—kpe,™ = Vb, T=-R"+ kR, (A1)

A estrutura do operador (A.10) difere da defini¢ao original do operador minimo, feita
previamente na equagao (2.19)), devido ao termo linear na derivada covariante V. Nesse
caso, as formulas da secao também podem ser reaproveitadas se o novo termo for

absorvido na defini¢ao da derivada covariante V,, = D, = V, 4+ h,. Por esse motivo,

devemos considerar novas definigoes para os operadores (2.27) e (2.29)) [20], a saber,

~

| . N
P =1+ 2 R= Vit~ hyh (A.12)
S =1V, V] + Vuh, — Vb, + huhy, — hyh,, (A.13)

de maneira que a féormula (2.31) das divergéncias logaritmicas seja mantida. Assim,

usando os operadores ({A.11]) nas novas definigdes, (A.12) e (A.13)), encontramos através

da substituicao direta na férmula (2.31), a seguinte resposta para as divergéncias do

operador minimo [179)

%Tr mﬁm‘dw —1Tr lnggh‘dw -

1 1
== - /d"x 4 \/—g{Rw,VaVkaf‘w o Rvavgk?f (A.14)
1 Tuov 1 ro 1 opT v
3 R VOV = S KRR s+ 5 KR WRW}

+ I

vac)
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(1) 4 . ~ . . . ,
onde RSJC ¢é a parte divergente da agao efetiva de vacuo para o campo vetorial, formula

. . ~ A
(2.55), e introduzimos a nova notagio ki, = ki,

A.3 O calculo da parte divergente de T&'Hnm[:]()_l

Antes de aplicar a técnica generalizada de Schwinger-DeWitt no calculo da con-
tribuicao divergente do termo nao-minimo, devemos primeiramente, de acordo com a
expressao (6.12)), inverter o operador (6.6). Como exposto na se¢ao , uma observagao
importante é que todos os tracos universais com dimensao de fundo maior do que 1/1*
sao finitos. Entao, como estamos interessados apenas nas divergéncias, nao precisamos ir
além dessa ordem no calculo de PA[D’ ! pois o operador ndo-minimo H,,, tem dimenséo de
fundo 1° devido ao campo k4’ ser adimensional. Sendo assim, o operador inverso pode

Ser exXpresso como

N 1 1 1 1
HO ! = (HO ) - 6Ii\|:| + Rli\ |:|2 2(VPR1/>)V;) |:|3 + R)\RV |:|3 (DR)\) |:|3
+ A(VVIR)V, V.= +c9(z 5. (A.15)
Dessa maneira, obtemos a relacao
T -1 n(aB)A 1 1 1
Tr H,Hy = —2Tr ki {QAVV Vﬂa + R\, V, vﬂﬁ + (Va VBR)\V)ﬁ
+2(V, R,\V)V[gDQ + R,\TRTV Vg =5 2(VPR\,)Va ngpmg (A.16)

1
—4(VoVPRy, )V sV (DRM)VQV/g@ + 4(V”V”RAV)VQV5VPVU@}

+0(7).

PD3

A equacdo (A.17)) ja4 possui a forma que permite aplicar a tabela dos tragos universais

funcionais, férmulas (A.2)—(A.9).

Usando as formulas (A.2)), (A.4), (A.5) e (A.6) cada termo da férmula (A.17) pode

ser calculado separadamente. Como resultado, encontramos

1
24

2@

Tr kPN VRN =| = — [ d g K VR, (ALT)

(e} ]' v
Tr k4 ﬁ)/\R,\TRZVaVB@ d"z "t /=g kYRR, (A.18)

div 26

afB) 1
— Ty ko) (OR)VaVs=;

= d"z "t/ =gk OR,, (A.19)

div 26
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22

AT KONV, V”RA,,)VgV,,Dg‘ :

A"z =g KV GV aR,, , (AL20)

ATy PN VPV Ry, ) VoV 5V, Y,

D4
2i 1
= == [ aw e W_{ Kty VgRW—gkﬁé”DRW}, (A.21)
(@B)X
2Tr k‘” (V R,\,,)Vﬁ 2 | giw 0, (A.QQ)
QTrku(aﬂ (VPR,)V, Vﬁvpmg B =0, (A.23)

Tr ki PRy, V, vﬁm2

/ d"z 1" /=g { K™ Ry R

+6 KR RW} , (A.24)

dw

T w(aB)v
R vaD

dzv

1
- / &z /=g { K R Rogs + 35 k5 ORas

19 1
1—8 kPR Rop + T80 i k3 Roaw R — I kO‘BRaARﬁ + E kP VR (A.25)
1 1
=+ ku(aﬁ)l/ A —k 2 2 P2 |
ke Fagl = ke <180 Rywas = 150 T T 73 L 30 R) } ’

onde introduzimos a notacao kp = g,k . Usando as relacoes (A.17)—(A.25), obtemos

%Tr In Honlly '], = / d"a /= { i B Roysy + = L R0k

2 19 49
_kaﬁ N _ka . )\,uu__ka,ﬁ N A
+9 RR 5—1-180 R)\“ RB %0 R)‘R'B+1O

+3 k:“ (@8 g RWT +3 RWV vﬁkwﬁ” + = k“aﬁ”RwRaﬁ (A.26)

Hor

RV, V 3k?

—hr (151;0 e = 180 Tgo o+ U S 30 DR)}

A.4 O calculo da parte divergente de Tr 151%]51%

O calculo das divergéncias de 1-loop que contribuem para o propagador do modelo
do Galileons, foi reduzido no capitulo [7| basicamente, na derivacao da parte divergente

do seguinte operador nao-minimo:

Tr P,=P A2
I 1D 1D ( 7)
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onde
P=0"08,0, e UM =dc [(Dﬁ) — (9"9"r)). (A.28)

Para reduzir o problema para as férmulas dos tracos universais, precisamos agora realizar

seguinte a comutacao:

1 1 A 1 4 1
—= 0[,8 —_ (24 —_
Tr P, = W P = =l Tr U 6005 Uu*o &,D .
1 1
— of pv pw —
Tr U9, 8/3{U 0,0, D2 [D,U }@&,D} o (A.29)
Com a ajuda da identidade
1 . 1 <11
[—D,A} :__D[D’A}_D’ (A.30)

podemos transformar o célculo do comutador com a fungao de Green 1/00 em um comu-
tador com o operador de d’Alembert. Assim, encontramos para o comutador a resposta
1 A 1
il UNV]a 0, = = il
[D’ 0 4
2 174 1 T 2 v 1 2 v 1
+4(o*0u* )axa,tauﬁ —12(0*0" 00" )(%(i%(?uayﬁ —2(0*U* )@(iau(iayﬁ

450#’/)@@% + (3*U")0,0,

Ty 1 Py 1
+4(00" U )aAaTaua,,D— —8(ororoTU* )0,0,0-0,0,, o (A.31)
w TTTHY 1

+16 (040°0*07U") 9,,0,0,0-0, @@6 + 0O (ﬁ) :

Os termos omitidos possuem dimensao de fundo maior do que 1/I* e podem ser despreza-

dos, pois sao finitos [21]. Substituindo a férmula (A.31]) na equagao (A.29), encontramos

a seguinte expressao:

1y 1 o Ty 1 T Ty 1
A== - r{ = U (0,0,00")3,8, =5 + U*/(@*0T™)0, aﬁaﬂayﬁ
+8U“B(aaa*DUW)aﬁaAa#a,,D 12U0‘5(6A87DU"”)6 05070,0,,0, —= D5

. . . . 1
+ 40U (0,050 07U )020,0,, T 16U°%(0, apaAaTUW)aﬁé)paﬂizzﬁyauﬁ (A.32)

+ 16028 (02 0P 0* 07 U™ )0,050,,0,050, 0,0, 56}

dw

O valor de cada termo da equagao acima ja pode ser encontrado usando as férmulas
dos tragos universais. Todos os termos da equagao (|A.32)) podem ser agrupados nos tragos
da férmula , pois apenas esse tipo de traco nao é nulo no espago-tempo plano. Entao,
usando a féormula encontramos os resultados

1

Fraf an
— Te 0°¥(0,0500")0,0, =]

= 5 d'z U*?(0,0,00") (A.33)
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Tr U“ﬁ(DQU“”)a 950,,0,

|:|4

— ' 4 3 27TV T 27T
126 diz {QUW(EIU )+Ua(DUM)}, (A.34)

div

. . 1

8Tr U (0Q8ADU“”)858A8H6,,@ 5
2 N N N N

e {ZUS((?aaMDU“”) + Uaﬁ(aaaﬁmU;;)} , (A.35)

3¢

. . 1
ATy U (0405007 U)020,0,,0, T |,

= -= / d'a {20°%(0,050,0,0") + U (0.05001) } (A.36)
€

—12 TI' Uaﬁ(akaTDij)aaaﬁa)\aTauau ﬁ iv

_ L / a'e {0 (0,05000%) + 5 U2(C°0%) + 403(0,0,00™) (A3
4e # 2 #
+ 0, (O%0™) + Ug(a#aVDUW)} ,
16 TE UoP(0,0700 070038, 050, 0,0y — D5 }

26 d*z {ﬁaﬁ(aaaﬁmffﬁ)+200ﬁ(aaaﬁaua,,w> (A.38)

n 2U3(aaaMDUW)} :

16 Tr U (0°0P 0N 07 UM") 0y050,,0,050-0,0,, —= DG

. 1 ro 3 o v « 3
= - [ ds {708 (C208) + 05(0,0,00") + U7 (0,0,00%)  (A.39)

+ QUO‘ﬁ(@a@@auaVUW) + 4(}3 (aaaumﬁ/w) + % UMV (D%j’“’)},

div

Deste modo, a equacao (|A.32) pode ser reduzida a

1 1 2i 1 - . .
Tr P, = P, = d*x —aﬁamﬂ—— 2
g 1D "Olaw ~ ¢ {40U (0a05000) 120U( ur)

N ~ 1 -
_ oc|:|2 i af 3 Wy T JTo N OUw A4
—240U( Uh) — 30U (0a050,0,U") = 1= U3 (0 U (A.40)

T Tra Sy
10 L e (9,0,00) }

Substituindo a forma explicita do operador U definida pela férmula (A.28]), na equacao

(A.40), finalmente encontramos

1.1
T P — P —
tgtg

o
= —gcg /d4x O . (A.41)

div



APENDICE B

Integrais da média sobre a esfera unitaria

B.1 Transformagoes entre as coordenadas (X,Y,7) e

(€,¢L)

Para calcular a integral da média sobre a esfera unitaria, equagao , precisamos
primeiramente encontrar a relagdo existente entre as coordenadas Cartesianas (X,Y, 7)
e as coordenadas associadas ao movimento do giraton (§,¢,). Comegaremos construindo
uma base ortonormal relacionada com as coordenadas do referencial do giraton. O pri-
meiro elemento dessa base é vetor unitario n que esta na direcao da trajetoria do giraton
(veja a formula ([4.53))). O segundo ¢é o vetor unitdrio k que estd direcionado da trajetéria
do giraton ao eixo Z (veja a figura . Logo, o versor k pode ser escrito através da

combinacao linear
k:kzez+knn. (B.l)

Usando os produtos escalares, k.n =0 e n.e, = cosa, encontramos
1

sen «

k:

(e, —cosan). (B.2)

O dltimo elemento da base é o vetor unitario p, ortogonal a ambos versores n e k. Esse

pode ser encontrado a partir do seguinte produto vetorial:

1
p=nxk= nxe,. (B.3)
sen o
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Figura B.1: Relagoes geométricas entre os vetores da base das coordenadas Cartesianas e coordenadas

do referencial do giraton.

Como esse versor é ortogonal a e, ele pertence ao plano XY . Nao é dificil conferir que
p=senfeyx —cosfey. (B.4)

Considere agora um ponto P qualquer com coordenadas Cartesianas (X,Y, Z). Nes-

sas coordenadas, o raio vetor OP que aponta de O para P pode ser escrito como
OP = Xey+Ye, + Ze,. (B.5)
O mesmo vetor pode ser expressado no referencial do giraton (&, (x, () por
OP =¢n+ Gk + (Gp. (B.6)

Comparando as equagoes ([B.5]) e e usando as formulas (4.53)), (B.2)) e (B.4)), encon-

tramos

X = cosp(Esena — (cosar) + (, sen 3, (B.7)
Y = senf({sena — (,cosa) —(, cosf3, (B.8)

Z = &cosa+(,sena. (B.9)
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Ja para as relagoes inversas temos as seguintes féormulas

¢ = sena(cosfX + senfY) +cosaZ, (B.10)
¢ = —cosa(cosfX + senfBY) + sena Z (B.11)
¢ = senfX —cosfBY. (B.12)

B.2 O calculo das integrais

A integral (4.59) possui através do termo T (y,) a funcdo delta 6(y, —(,). Por
esse motivo, devemos encontrar o valor dos angulos (a, ) quando (, assume o valor

especifico y,. Usando a relagao (B.12)), encontramos para o angulo /3

_ X+ YRy
sen B:t = W’ (B13)
—ypY + XQ+
= B.14
cosfe == ye (B.14)

Qe =+\/X2+Y2— 2. (B.15)

Como discutido anteriormente para cada valor de y, existem dois diferentes valores do

angulo 3, correspondendo as diferentes orientacoes da trajetoria do giraton. Usando as

equagoes (B.13)) e (B.14]) é possivel conferir que

cos B+ X + sen 1Y = Q4+ . (B.16)

Utilizando essa férmula, as relagoes (B.10)) e (B.11]) adquirem a forma

£ = senaQ++cosaZ, (B.17)

(¢ = —cosaQs+ senaZ. (B.18)

Calcularemos agora a seguinte integral:

L st — ) (). (B.19)

["']yp = 27T 0

Podemos usar a relacao (B.12)) e encontrar

dGy, = |05G|ldB =QdB,  Q=Q;. (B.20)

Desse modo, a equacao (B.19) pode ser reescrita como uma integral sobre (,, que pode

ser diretamente calculada. O resultado é

[y, = ﬁ 5+ 0] (B.21)
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A expressao do lado direito é uma soma das contribuicoes para dois valores (i, que
correspondem ao mesmo valor de y,. A quantidade (, em cada desses termos devem ser
substituida por y, .

Agora por um procedimento analogo calculemos a integral sobre a variavel angular

a . Usando a relagao (B.11)) com (; = yx encontramos para o angulo «

ykZ + Q VT = yi (B22)

senay = 5
r2 —y2
_ 4 7 /72 2
cosay = U@ 5 27“ yl, (B.23)
72 —y2
r=X"+Y*+ 277, v =y + - (B.24)
§e =21 —y?. (B.25)

Na obtencao desses resultados foi necessario solucionar equagoes quadraticas que possuem
duas raizes. Dessa maneira, descartamos na equagao a raiz com o sinal negativo,
pois para uma linha que coincide com a trajetéria do giraton (v, = y, = 0) os angulos
(c, B) representam os angulos esféricos nessa diregao. Sendo assim, caso isso nao fosse
feito, terifamos um valor negativo para a funcao sena o que nao é possivel, porque o
angulo polar « é definido apenas no intervalo [0, 7].

As relagbes (B.13), (B.23)) e (B.25) adquirem no limite y, = y, = 0 a forma

VvVX24Y2 Z
sen oy = —Jr, cosay = £—, &y =+r. (B.26)
r r

Y X
Senﬁi:i\/ﬁ, COSBi:iW.

As equagoes (B.26]) e (B.27) descrevem dois pontos opostos dentro da esfera unitaria.

(B.27)

Nesse caso, as solugoes para (., 54 ) e (a_, 5_) descrevem as duas trajetérias dos giratons
que passam pelo mesmo ponto do espago (X,Y, 7).

Considere agora a integral

1 K
(..y, = 5/ do sen o §(yr — ) [+ -y, » (B.28)
0
Através das relagoes (B.17)) e (B.18]) podemos escrever
Gy = |OuCilda = Eda, €= = /PP =42 (B.29)

Assim, encontramos, finalmente, a férmula final para o calculo da média

(. )y = (B.30)

[sena(...)" + sena_(.. ‘)_}CL:ZJL :

47TQ VA yl



APENDICE C

Prova da simetria conforme local de K(g,,, kr)

O objetivo desse apéndice é mostrar a prova da simetria conforme local da funcao

(6.14)

V=9 K (G kr) = /—9 K (9}, kr). (C.1)

Uma maneira equivalente de fazer o mesmo ¢é considerar a identidade de Noether (2.69)).
Por meio da férmula (2.77)), a derivada variacional em relagdo a métrica nessa equagao
pode ser transformada na derivada em relacao o, isto é,
1
/
V=g

Dessa maneira, é suficiente restringir a nossa consideragao a primeira ordem no fator

)
e 4 g d'x \/—_g’K(g;w e ke 7)) =0. (C.2)

conforme o.
Usando as regras de transformacao conforme da derivada covariante e das curvaturas
encontradas na referéncia [51], obtemos para cada termo da equagao (6.14)), desprezando

as ordens nao-lineares em o e os termos superficiais, as seguintes regras de transformagao:

(K3’ R" Ropp,) = (1 — 40) k3’ R™ Rops, + 2k5  RAV Vo — ki RV, V 50
—kpRYV V0 — k3 RosOo + 2k5° Ry, VFV o + - -- (C.3)

(k3 Raaw R ) = (1 — 40) ki’ Rapuw Ry — 4k RYV o Vo

4k Ry VIV 0 + - - (C.4)
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(K3’ RoaR3) = (1 — 40k Rz R) — 4k RAV o Va0 — 2k3  RogOo + -+ (C.5)

(k%P RogR) = (1 — 40)k2’ RagR — 2k RV 4V 30 — 6k5° Roplo
—kpROo + - -- (C.6)

(KPR L RysT) = (1 — 40 KR L Rys™ + ke Ry VIV 0

. pat . pot

—Fk/;pa/BVRagvuVyU o 6k%aﬁVR)\uayv)\vﬁo— + ... (C?)

(k% Ry Rog) = (1 — 40) K4 Ry R + 2K% Roplo

— 4k RogV Vo 4 - - (C.8)

(k;’jaﬁRR#yaﬁ)/ =(1- 40)/@?'/&5[1’}%#1/@5 = 4/€;BRVaVBU

6k R apCo + - - (C.9)

(kuaﬁ)\R’.}aﬁARuu)/ _ (1 . 4U)kg‘a5ARlﬁaﬁ>\R”V — 2]{:%’8R2VQV)\O'

F2KEY R sV V0 4 2K Ry o VAV 50 — K Ry, 0o + -+ (C.10)

(RV .V kP) = (1 — 40)RV V 3k’ — 2k3P RV V50
—6V,Vkt 0o — 6k’ VRV 30 + kpVARV o + - - (C.11)

(RapOkS’) = (1 — 40) RapOky’ — Ak RAV Vo — 2k3° RosOo
—4kSP Ry, VIV 0 — 2V V 3k Do — kp0%o — 2k Vo R Vg0
—2k8PV \RosV 0 4 2KV  Ras V0 — 2KV Raan Vo + - -- (C.12)

(R Vo Vki™™) = (1 — 40) R, Vo V skl + ki RAV Vo

— kP RV V0 4 2K Ry o VAV 50 + VoV skS Do

— k¥ V ARGV 0 4 2KV o Ry Vo — 4KV R,V 5o

— 2k s Ryna Vo 4 - (C.13)

(Bynap VP VARENY = (1= 40) Ry VI VaKE™ + ki RYV, Voo
_kgva/BVRa,BO',uz/ + Qk%aBVR)\,uowv)\vﬁo— + Vavﬂkgﬁlja + k%ﬁv‘)‘R}‘ﬁv)\o—
+k%BVTR7—a5)\V)‘O' N k;aﬁuvaRuyvﬁo- + 3]{;%@5VV7'RTMV@V/30'

2N 4 Rypen VO - - (C.14)
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1 2 2 2 1 2
15 } 1-4 (
[k"F (180R"”O‘B 180R’”+ 72 e 30 R> (1 —do)kr 180R“”aﬁ
L p 2 D)——k VY 40 — “hp RO — S
18ORMV + 7 R + 30 R 45 FR V VBO' 9 FR g 5 F g
—EkFV)\RVAO' 4 - (015)

Nas férmulas (C.3))—(C.15|) foram usadas as identidades de Bianchi e suas formas con-
traidas de maneira que podemos ver explicitamente na definigdo (6.14)) o cancelamento

de todos os termos dependentes de o . Assim, encontramos a invariancia conforme local

).



APENDICE D

O calculo das divergéncias de 1-loop no modelo dos Galileons

através dos Diagramas de Feynman

Os diagramas que podem contribuir para o propagador do modelo dos Galileons sao
provenientes dos termos de interacao L3 45 da Lagrangiana . Consideraremos cada
um desses termos de maneira separada. Vamos comecar pela Lagrangiana £3. Como ela
tem apenas trés campos, seus diagramas sao analogos aos diagramas de uma teoria do
tipo A3, A tnica diferenca estd em todas as possiveis maneiras distintas de contrair as
derivadas presentes em L3. Vamos denotar a derivada do propagador do campo escalar

D(x —y) por

_ _ [P ipeyy__iPa
—*— =0,D(x —y) —z/(%)‘ie ]m, (D.1)

de maneira que podemos representar os diagramas conectados devido ao vértice L3 pelas
figuras e Para a Lagrangiana £, como esse termo tem somente quatro campos,

seus diagramas tém a forma parecida com os diagramas da teoria A¢?, veja a figura .

< K K A
P X % A XA

Figura D.1: O primeiro conjunto de diagramas fornecidos pelo termo L3.
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O A

Figura D.2: O segundo conjunto de diagramas gerados por L3.

22 ZL 22 Z. Z Z.
77 L4 77 d 7 d

Figura D.3: Os diagramas gerados pela Lagrangiana £4 que podem contribuir para o propagador dos

Galileons.

Por fim, a Lagrangiana L5 nao pode gerar nenhum diagrama de 1-loop para a fungao
de dois pontos. Para a demonstracao dessa afirmacao, considere a relacao topoldgica
. Como L5 tem um nimero impar de campos, de acordo com teorema de Wick
[184], somente a partir da segunda ordem na constante de acoplamento c¢; os diagramas
deixam de ser nulos. Na segunda ordem temos que realizar a contracao entre dez campos
quanticos, sendo duas dessas contracoes responsaveis por linhas externas do diagrama. Os
oito campos restantes sao contraidos aos pares para formar as linhas internas do diagrama.
Sendo assim, o nimero minimo de linhas internas é [;,; = 4. Como estamos na segunda
ordem em c5 temos um numero de vértices n = 2. Logo, pela equagao (|1.18)) encontramos
p = 3, isto é, ja no primeiro diagrama de Feynman nao nulo devido a L5 ja temos trés
loops, o que termina nossa demonstragao.

Outra observagao importante é que os diagramas das figuras e nao con-
tribuem, de fato, para o propagador. O motivo é que esses diagramas tém derivadas
espago-temporais do propagador

d*p i
D(0) = D(x — y)\y:x = / (2 ]72——77’12’ (D.2)

que nao dependem das coordenadas. Entao, nesse caso 9,D(0) = 0.

Finalmente, podemos representar de maneira esquematiza a expressao para a fungao
de dois pontos como

(1—loop) _ 1
G (@,9) = 3 (01X g + e Sy y

(D.3)
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onde a 234 sao coeficientes combinatérios e o operador de polarizagao é definido por

@ ~ 1) = Joulli). (D.4)

onde
R e 0.5)
R
Iy (p) = c§/ (;%4 Pubv " (0" ;261(;)(_292); qa) (™ — ¢%) D7)
M) = ¢ [ ooty PP =) 0s)

Para separar a parte divergente das integrais acima podemos usar a regularizagao
dimensional. Reformulamos a teoria no espaco-tempo de dimensao arbitraria igual a
2w. Dessa maneira, as integrais — podem ser calculadas, por exemplo, pelos
métodos explicados na referéncia [50]. Todas as férmulas necessérias podem ser encon-

tradas no apéndice do artigo [163]. A resposta é

: 2
ic
H1<p7 w) - T3p8 -[17
IL(p,w) = 0, i=2,3,4, (D.9)
onde
1
I = (2 —wl(w— 1D (w—1)p*@2, (D.10)

(4m)«T'(2w — 2)
Para calcularmos a parte divergente do operador de polarizacao, vamos tomar o limite
w — 2. As divergéncias sao encontradas no pélo da fungdo gamma I'(2 — w) presente na
equacao (D.10]). Desse modo, encontramos

2
Ll =-= (D.11)

div €
onde € = 2(47)*(w — 2). Levando em consideragao o coeficiente combinatério a; = 4,

chegamos ao resultado final para a parte divergente do operador de polarizacao

ic2 ic
gin(p, w) = 73]98 I div —73]?8- (D.12)
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Por fim, devemos calcular através do operador de polarizacao (D.12)) a agao efetiva diver-
gente na representacao de coordenadas. Com essa finalidade podemos usar a formula de

Dyson
G '(p) = D~'(p) — Ll(p). (D.13)

Como o propagador de Feynman D(p) ndo possui nenhum termo divergente, a equacao

(D.13]) pode ser reescrita em fungao da parte divergente da agao efetiva como

2p() 2
% = (@) = - 204 (D.14)
ToT €

A equacao (D.14) pode ser resolvida diretamente, a sua solugao é

€

2
I_’E;Z) = —20—3/d4x O, (D.15)

que é exatamente o mesmo resultado obtido no capitulo[7]por meio da técnica generalizada

de Schwinger-DeWitt.



APENDICE E

Método de Faddeev-Popov em virias etapas para o campo

tensorial massivo antissimétrico de segunda ordem

O nosso objetivo aqui é mostrar como a férmula , para a acao efetiva de 1-loop
da teoria , pode ser obtida pela aplicacao sucessiva do método de Faddeev-Popov.
De acordo com o método padrao de Faddeev-Popov (para uma introducao detalhada,
veja o capitulo 2 do livro [42] e as referéncias originais citadas nesse capitulo), devemos

eliminar a integracao sobre o grupo de calibre na integral funcional
/DB DAeiSBAl (E.1)
Para isso, necessitamos trocar a integral de caminho pela quantidade
/DBDA e SBA NG (B, Al — 1%, x[A] - 1), (E.2)
onde A é definido pela identidade
- A/ng(s (OB, A — 1%,y [A] = 1) (E.3)

Aqui x* e x sao os termos de fixagao de calibre relacionados com as transformagoes de

calibre e , respectivamente. Para a teoria é suficiente escolher
Xg = V%Bys—mAg, x = VA, (E.4)
Nao ¢ dificil conferir que essas duas condicoes de calibre satisfazem o seguinte vinculo:
V% +mx =0. (E.5)
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Entretanto, como nesse caso os parametros §, e A, presentes na medida de inte-
gracao na férmula , também sao invariantes perante as transformacoes de calibre
, precisamos aplicar uma segunda vez o truque de Faddeev-Popov para que a inte-
gracao ao longo das érbitas desse grupo de calibre também seja removida. Isso representa
a principal diferenca com o procedimento de Faddeev-Popov padrao. Logo, o produto

DEDA presente na defini¢ao (E.3)) deve ser substituido por
DEDA (V£ — mA) Det H'™ (E.6)

onde HJ'™ ¢ o operador bilinear do escalar minimo, definido anteriormente na equagio
(8.19). O mesmo problema também afeta a fungao delta 6 (x“[B, A], x[B]) nas definigdes
(E.2) e (E.3). Considere a representacao de Fourier dessa fungao delta

S0 = [ Deppeten . (E7)

Por causa do vinculo (E.5)) podemos mostrar que o integrando na férmula (E.7)) é invari-

ante perante a transformacao de calibre

o = G =Cat+ Vad, Y=Y =Y+mo. (E.8)

Logo, para que a expressao (E.7)) seja bem definida, devemos extrair também a integragao
sobre a 6rbita do grupo de calibre (E.8|) aplicando novamente o método de Faddeev-Popov.

Fazendo isso, chegamos a equacgao
5 (X", x) = / DC D e 6 X" =20 (97, — myp) Det A (E9)

Assim, usando as relagoes (E.6)) e (E.9) a equagao (E.3) para A se torna

AT = / D¢ DY DEDAS(Vol* —map — 8)6(Ve” —mA —t) x  (E.10)
w et {la X B=1%) = (x[A']-D)} (Det H(r)nin)Q '

O préximo passo é encontrar por meio da equagao a funcao A. Por causa da
funcao delta presente na férmula , esse funcional deve ser calculado apenas para os
campos que satisfagam as equagoes x*[B, A] —[* =0 e x[A] — 1 = 0. Isso significa que
¢ suficiente integrar sobre os parametros de calibre em ([E.10]) na vizinhanga do elemento

identidade do grupo de calibre. Entao, podemos usar as expansoes lineares

X“[B', A’ — 1% = x¥[B, A] —la+(H1)§§ﬁ e x[A]—1=x[A] -1+ 0OA, (E.11)
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onde

A

H) = (H))" = 60— V"V, — R* — m?" (E.12)

é o operador bilinear do campo vetorial massivo. Sendo assim, utilizando as expansoes
acima e introduzindo o fator identidade na forma de uma integral dupla [ Ds Dte ! =
1, podemos tomar a integral sobre as fungoes delta na equagao (E.10]), obtendo dessa

maneira a resposta
A = Det H| - (Det H"™)™!, (E.13)

onde H] é o operador vetorial minimo, definido anteriormente na equagao (8.19)).
Agora, usando as expressoes bem definidas (E.9) e (E.13)) podemos considerar a

equacao (E.2) e entao, chegar a agao efetiva. Mas primeiro, vamos reescrever a fungao

delta (E.9) de uma maneira mais 1til. Usando a transformagcao de Fourier
§(Val® —mip) = / Dip ! (Vedtmile — / D! 7" Vapmvme), (E.14)
podemos fazer a integragao sobre ¢ e 1 na equacao (E.9) e encontrar

5 (x*, x) = /Dso 8 (Xa — Vag) 8 (x +me) Det Hy"™. (E.15)

Portanto, usando as equagoes (E.15) e (E.13) podemos escrever a férmula para a agao

efetiva do vacuo na forma
eTlgu] — /DB DADpe%BA 5 (v, —Vap —1%) 6 (x +mp —1) Det H, . (E.16)

Como a equagao (E.16) nao depende de [“ e [ podemos inserir as identidades na forma

| Dl e3¢ | DI e=3l para calcular as integrais. Desse modo chegamos a
eTlow] — / DB DA Dy e S:1BASos [BA=Solel} Doy f17 (E.17)

onde Sy = —3 [ d*z\/g{xax® + x*} ¢ a acdo de fixacao de calibre e Sy[g] ¢ a acdo do
campo escalar minimo.

A agao (8.30) com o termo extra de fixacdo de calibre pode ser escrita na forma
1 v 12 1 v
Sy Sy = [[atays {5 Bos () B 4 3 4, () A} (B.15)

onde

~

Hé = (Hé)aﬁ,uy - 5aﬂ,uu([j - m2) - Jaﬁ,uu + R?.B,Lw (Elg)



165

e (Hj)" foi definido em (8.19). Aqui

1

5aﬁ,uu = 5 (gaugﬁu - gaugﬂu) (E20)

¢ a matriz identidade no espaco dos tensores antissimétricos de segunda ordem e

(ga#RBV + gﬁl/Ra,u - gavRB,u - gﬁyRcw) . <E21)

N | —

Jaﬂ,uv =

As equacgoes (E.17) e (E.18|) permitem escrever a acao efetiva do vacuo de 1-loop

na forma
_ 1 A N N N
o = 5 (Tr In H) 4+ Tr In H, + Tr In H") — Tr In H|
1 ~ 1 - 1 Ao
=5 Tr In H) — 5 Tr In H] + 3 Tr In H"™" . (E.22)

Usando a relagao para a contribuigdo do campo de Proca, equacgao (8.21)), chegamos entao

a férmula final desejada

. 1 1 .
= 5 Trin H) — 5 Trn iy (E.23)
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