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RESUMO

O presente trabalho tem por objetivo desenvolver uma proposta de ensino em matematica
para alunos do ensino médio. O contetdo abordado na proposta sao graficos de fungoes,
em especial, o grafico da funcdo quadratica: a pardbola. A necessidade de um maior
rigor matematico na explicacdo da justificativa do grafico da funcao quadréatica ser uma
parabola fez com que desenvolvéssemos uma proposta de roteiro de aula com explicacoes
e definicbes matematicas mais rigorosas em relacao as que sao apresentadas atualmente
nos livros didaticos. Utilizamos de calculos algébricos para as demonstracoes e também
fizemos uso de um material pratico, um quadro branco onde nele temos acoplado um
esquadro, e com uso de pinos, barbante e pincel para quadro branco conseguimos tragar
a parabola levando em conta sua propriedade. O material pratico auxilia na explicacao
bem como exemplifica visualmente o que queremos mostrar com os célculos algébricos. A
proposta foi apresentada aos alunos de duas escolas, uma publica estadual e outra privada,
que leciono no municipio de Vigosa - MG e também foi apresentada a seis professores
de matematica, colegas de trabalho, sendo cinco destes professores de escolas ptublicas
estaduais, municipais e privadas do municipio de Vigosa - MG e um professor de escola

publica estadual do municipio de Teixeiras - MG.

Palavras-chave: Graficos. Pardbola. Fun¢ao Quadratica.



ABSTRACT

The present work aims to develop a teaching proposal in mathematics for high school
students. The content addressed in the proposal are graphs of functions, especially the
graph of the quadratic function: the parabola. The need for greater mathematical rigor
in explaining the justification of the quadratic function graph to be a parable has led
us to develop a lesson plan proposal with more rigorous mathematical explanations and
definitions than are currently presented in textbooks. We used algebraic calculations
for the demonstrations and also made use of a practical material, a white board where
we have attached a square, and with the use of pins, string and whiteboard brush we
can draw the parable taking into account its property. The practical material helps in
the explanation as well as visually exemplifies what we want to show with the algebraic
calculations. The proposal was presented to the students of two schools, one state public
and the other private, which I teach in the city of Vigosa - MG and was also presented
to six mathematics teachers, co-workers, five of these teachers from state, municipal and
state public schools. private schools of the municipality of Vigosa - MG and a teacher of a

state public school in the municipality of Teixeiras - MG.

Key-words: Graphs. Parabola. Quadratic Function.
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1 INTRODUCAO

Iniciamos o presente trabalho visando desenvolver uma proposta de ensino que
abordasse com um maior rigor matematico os graficos das fungoes. Para o desenvolvimento
do trabalho utilizamos como referéncias os livros da colecaio PROFMAT, MA 36 - Recursos
Computacionais no Ensino de Matemética ([1]), MA 11 - Nameros ¢ Fungoes Reais ([2])
e MA 22 - Fundamentos de Célculo ([3]), alguns contetidos trabalhados nas aulas do
PROFMAT e minha experiéncia como professora da rede ptublica estadual e privada no

municipio de Vigosa - MG.

De muita importancia foram as opinioes dos professores de matematica, colegas de
trabalho das escolas que leciono identificarei como Colégio A e Colégio B, sendo do Colégio
B, Professora 1 e Professora 2 e do Colégio A, Professora 3, Professora 4 e Professor 5.
Nas conversas informais, foram destacadas a necessidade de usar em suas aulas recursos e
uma abordagem do conceito de graficos de fungoes diferentes das que os livros didaticos

que eles utilizavam apresentavam.

Para iniciarmos o estudo da elaboracao da proposta, analisamos livros didaticos
utilizados atualmente nas escolas, e disponiveis para escolha no ano de 2017, para uso
a partir de 2018. Muitas criticas surgiram a partir dessas andlises que foram feitas nos
capitulos de introdugao as fungoes, de funcao afim e de funcao quadratica, levando em
conta uma maior abordagem ao estudo dos graficos das fungdes e como era apresentado

pelos livros.

Muitas vezes os graficos eram apresentados nos livros apenas com ideias intuitivas

sem nenhum ou pouco rigor matematico em relacao as propriedades da reta ou da parabola.

Mediante estudos das fun¢oes do 1° e 2° graus, no decorrer da pesquisa notamos a
necessidade de justificar para o aluno da 1* série do Ensino Médio, o gréafico da funcao
quadratica de uma abordagem com mais rigor matematico, levando em conta a proprie-
dade da parabola e o significado conceitual do grafico. Apenas a explicacao algébrica e
demonstrativa nao seria suficiente, entao utilizamos de um material pratico, um quadro
branco com um esquadro acoplado, que auxilia a explicagdo do professor e orienta e ilustra

para o aluno geometricamente o que se deseja apresentar.

Quando ¢ utilizado com os alunos nas aulas materiais praticos, o interesse e o
envolvimento deles na aula, na maioria das vezes, ajuda fortemente a desenvolver o
significado dos conceitos e os resultados ficam mais evidentes para eles. Foi possivel
notar esta satisfacdo nos questionarios respondidos pelos alunos ao término das aulas da

proposta.

As aulas das proposta foram desenvolvidas em 3 turmas, dos colégios que lecionei

em 2017, sendo elas: Turma A do Colégio A, Turma B do Colégio A, e Turma 1 do Colégio
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B. O Colégio A é uma escola privada e o Colégio B é uma escola piblica estadual. Ambas
escolas situadas no municipio de Vigosa - MG. As turmas do Colégio A sao turmas da 1*

Série do Ensino Médio e a turma do Colégio B é da 2* Série do Ensino Médio.

Os alunos participantes das aulas da propostas ja tinham conhecimento do conteido
de funcao quadratica, ja haviam estudado anteriormente & aula da proposta. Ja sabiam
que o grafico da fungdo quadratica é uma parabola. Nao era do conhecimento deles,

nenhuma demonstragao para justificar que o grafico da funcao quadréatica é uma parabola.

Aos professores de matematica, Professora 1, Professora 2, Professora 3, Professora
4, Professor 5, colegas de trabalho das escolas que leciono, e ainda Professor 6, que leciona
numa escola publica estadual no municipio de Teixeiras - MG, foi apresentada a proposta
e foi pedido a eles o preenchimento de um questionario para avaliacao e viabilidade do
uso do material e do roteiro da aula. A maioria dos professores consideraram positiva
a proposta porém reconhecem que o rigor mateméatico para a aula exige dos alunos
alguns conhecimentos prévios que muitas vezes os alunos nao possuem, outras vezes nao
possuem concentragao suficiente para manter a atengdo numa aula com demonstracgoes e
calculos algébricos. Mediante a realidade de cada escola e de cada turma, os professores
consideraram possivel a aplicacao da proposta mediante a disponibilidade nas escolas dos

materiais necessarios.

A busca por um ensino de qualidade e da mateméatica numa abordagem mais
significativa sem a perda do rigor dos seus conceitos deve ser intimamente ligada a
participagdo e motivagao dos professores, que procuram despertar em seus alunos o

interesse e a curiosidade apesar de certas abstragoes em alguns conceitos matematicos.

Nos capitulos seguintes temos a abordagem das criticas com base na analise dos
livros didaticos. Em seguida, a elaboracao da Proposta, que foi feita passo a passo, a
comecar pelo conteido matematico da funcao afim e quadratica, depois a elaboracgao do
plano de aula (APENDICE A) e a construcao do material (APENDICE B). Apés, temos a
apuracao dos resultados obtidos mediante observagoes na conducgao das aulas da proposta,

também analise dos questiondrios aplicados aos alunos e aos professores.
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2 CRITICAS

A cada trés anos na rede estadual de ensino, realiza-se a escolha do livro didatico
a ser utilizado no ensino médio. O ano de 2017 foi um ano de escolha. Recebemos para
analise no Colégio B, colégio da rede piblica estadual, sete das oito obras aprovadas no
PNLD 2018 [4]. Para auxiliar a pesquisa em relacao ao estudo e ensino dos graficos das
funcgoes, a anélise dos livros didaticos disponibilizados no PNLD [5], foi de fundamental

importancia.

Fizemos a andlise dos livros didaticos [6], [7], [8], [9], [10], [11] e [12], juntamente
com duas professoras (Professora 1 e Professora 2) que trabalham comigo na rede estadual

de BalestriQuadranteDantelezziLeonardoPaivaSouzaensino.

Inicialmente pela praticidade, a opiniao é comum em escolher um livro que contenha

exercicios de fixagdo e complementares.
Em matematica, a pratica em exercicios é considerada muito importante.

Foram eliminados os livros que nao possuiam ordem cronolégica dos contetdos.

Existem livros, em que a fun¢ao modular esta antes da funcao de 1° Grau.

A professora 2 ressaltou que os livros deveriam vir de acordo com o CBC (Curriculo
Bésico Comum), porque muitas vezes precisamos completar conteudos, ou até mesmo
adicionar capitulos. Também criticou o fato de nao ser feito um levantamento, uma
pesquisa entre os professores da rede publica estadual, dos livros didaticos que preferem,

antes da disponibilizacao dos livros para apreciacao e escolha.

Foram enviados as escolas publicas estaduais, de acordo com o PNLD [5], oito livros
didéaticos de matematica para o ensino médio para apreciacao. Analisamos levando em
conta para a escolha a apresentacao visual dos livros, quantidade de exercicios e linguagem

da explicacao dos contetidos.

A professora 1 afirma a dificuldade dos alunos na interpretagao de enunciados
de exercicios e critica o livro atualmente utilizado pela linguagem muito elaborada na
explicacao dos contetidos. Diz que o livro é muito rico em relagao a conceitos, porém nao

muito pratico para os alunos.

A professora 2 afirma que em suas aulas enfatiza a ordem dos contetdos e suas

relagoes. Dessa forma, ela busca escolher um livro que facilite seus planos de aulas.

Agora, especificando a analise dos livros didaticos em relacao ao estudo dos graficos
das fungoes, analisei também o livro didatico utilizado no Colégio A [13]. Pude notar,
mediante a andlise dos oito livros didaticos sobre a apresentagao do grafico da fungao
polinomial do 1° grau, que ha uma notavel variedade de abordagens relativas a esse

conceito e interpretagoes para as fungoes, para os estudos das fungoes.
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Apenas um dos livros apresentou, e ainda de maneira incompleta, a justificativa do

preenchimento dos pontos da reta pertencerem ao grafico da funcao.

Nenhum dos livros utilizou o rigor da igualdade evidenciando que o conjunto dos
pontos da reta r estd contido no conjunto dos pontos do grafico da funcao f e o conjunto

dos pontos do grafico da funcao f estd contido no conjunto dos pontos da reta r.

A principal abordagem nos livros para apresentacao e justificativa do grafico de
uma funcao polinomial do 1° grau ser uma reta é feita por meio de exemplos. Nestes
exemplos, substituem apenas valores inteiros a x encontrando o valor de y associado pela
lei de formacao, dentre eles o zero, uns valores positivos e uns valores negativos, ndao hé a
exemplificagdo com valores racionais ou irracionais, onde encontram os pares ordenados
e em sua representacao no plano cartesiano os remetem a ideia do grafico da func¢ao do
1° grau ser uma reta. Para um primeiro contato do aluno, essa ideia intuitiva vinda de
um exemplo ou de exemplos ilustra a representacao grafica, mas nao houve um rigor

matematico para a demonstracao completa.

Dois dos livros analisados comentam a existéncia da demonstragao do gréafico de

uma funcao polinomial do 1° grau ser uma reta.

Quatro dos livros demonstram, sendo que a maioria utilizando a semelhanca de
triangulos, para concluir que trés pontos quaisquer do grafico da funcao pertencem a uma

mesma reta.

Um dos livros traz a demonstracao por absurdo e um outro utiliza o Teorema de

Pitagoras.

A maioria dos livros traz um capitulo anterior ao capitulo de fungao polinomial
do 1° grau destacando conceitos gerais de fungoes tais como: dominio, contra-dominio,
imagem, crescimento e decrescimento de fungoes, dentre outros. Neles, os detalhes e
algumas demonstracdes vém nos capitulos seguintes mediante avanco dos estudos de cada

uma das fungoes.

Na andlise dos livros foi interessante a observagao e inferéncia que um dos livros
fez em relacao a geometria plana, explorando a existéncia de uma reta e sua determinacao

por dois de seus pontos, detalhe favoravel no esbogo do grafico.

Os textos dos livros referentes a explicagao e até a conclusao do grafico da fungao
polinomial do 1° grau ser uma reta, algumas vezes podem gerar interpretagoes confusas
aos alunos, tais como: reta obliqua, grafico com desenho curvo, grafico com dois segmentos
de reta nao colineares sem que tenha feito inferéncia com relacdo a suposicoes, passagens

incompletas sem substituicoes algébricas de sentencas.

Abaixo, seguem algumas imagens representativas das incoeréncias acima citadas:



Figura 1 — Incoeréncia 1

Fonte: Livro para analise do professor ([8])

Figura 2 — Incoeréncia 2

Fonte: Livro para andlise do professor ([8])

Figura 3 — Incoeréncia 3

Fonte: Livro para anélise do professor([6])

17



18

Um outro fato percebido na analise dos livros se refere a funcao constante. Poucos
livros dentre os analisados abordam o fato do grafico também ser uma reta e como caso

particular da funcao polinomial do 1° grau.

A maioria dos livros didaticos analisados no capitulo destinado a fungoes de um
modo geral tratam dos graficos de forma intuitiva, com definicao restrita a pontos do

plano cartesiano de coordenadas (z, f(x)).

Visto que é o primeiro contato dos alunos com a representacao grafica de uma
fungao, os livros atribuem sem formalidade e/ou rigor matematico: a reta, a pardbola, ou
as curvas em exemplos de graficos de fungoes. A forma de construcao desses graficos é por
substituicao de valores de z, elemento do dominio, que muitas vezes s6 utilizam valores
inteiros, positivos e negativos e causam apenas uma ’ideia intuitiva’ do gréfico aos alunos

sem nenhuma justificativa ou demonstracao.

Dependendo da falta de rigor na escala do plano cartesiano, essa ’ideia intuitiva’
pode levar o aluno a uma compreensao errada do esbogo do grafico, como, por exemplo,
ao esbogar o gréafico de uma fungao exponencial f(x) = 2% o aluno substitui valores para

xr=0,r=1ex =2, e poderia atribuir uma reta ao grafico. Uma interpretagao errada!

Figura 4 — Incoeréncia 4

Fonte: Anotacoes pessoais

Uma proposta, seria uma justificativa adequada com relacdo aos conhecimentos
prévios dos alunos, para ser mostrado a eles a demonstragao da representacao geometrica
dos gréficos das fungoes, um método que nao fique apenas em substituicao de pontos, mas
que também nao aborde o cdlculo em dimensoes que os alunos nao tenham conhecimentos

prévios para compreensao.

As vezes os alunos aceitam a justificativa, mas como em matemaética eles atribuem

uma ciéncia exata, s6 na intuicdo ou observacado o aluno nao fica realmente convencido.

Um dos livros analisados na se¢ao plano cartesiano, conceitua relagoes e explica
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que toda func¢édo é uma relagao, mas existem relagoes que nao sao fungoes e o livro nao

comenta este fato.

Um outro livro sem mencionar sobre relagoes, utiliza de gréaficos de relagoes para

explicar por andlise visual do grafico se é ou nao ¢ funcao.

Interessante foi notar em um dos livros analisados o esbogo de um grafico como da
figura abaixo, onde o livro destaca na divisao de intervalos os pontos de maximo e minimo,
intervalos de crescimento e decrescimento, os pontos onde a funcao se anula, ou seja, os

zeros da fungao e ainda, destaca com rigor a ideia de maximo e minimo local.

Figura 5 — Exemplo

Fonte: Livro para anélise do professor([6])

A maioria dos livros analisados considera esse capitulo de fungoes que antecede os
capitulos proprios de cada funcao como sendo uma oportunidade de mostrar os diferentes
graficos associados a cada fungao e dentro do possivel tentam explorar as interpretagoes

graficas.

Apenas um livro, dentre os analisados, exemplifica o grafico de quociente de
polinémios, gerando uma hipérbole. Porém faz a construcao no 'passo a passo’ do gréafico

intuitivamente pela substituicdo de pontos.

Como justificar a curva da hipérbole para um aluno da 1* Série do Ensino Médio

que ainda nao tem conhecimento de geometria analitica?

Os professores de matematica que lecionam nos mesmos colégios que eu, em
conversas informais, relatam que consideram que a apresentacao dos graficos de funcao
ficam subjetivos aos alunos, mas ressaltam a falta de conhecimentos prévios dos alunos para

uma aula com um maior rigor matematico. Consideram que para justificar ou demonstrar
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o grafico das fungoes vao precisar aprofundar em conceitos de calculo que os alunos nao

conhecem.

Pensando nesta questao desenvolvemos um estudo e uma proposta para justificar e
demonstrar o grafico da funcao quadratica ser uma parabola. O intuito é elaborar uma
explicagao diferenciada, com um rigor mateméatico apropriado para os alunos e que auxilie
os professores durante a explicacdo, além de apresentar resultado quanto ao entendimento

por parte dos alunos, do fato do grafico de uma funcao quadratica ser uma parabola.
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3 GRAFICOS DA FUNCAO AFIM E DA FUNCAO QUADRATICA

Com base nos livros e nos contetidos estudados nas disciplinas do PROFMAT,
MA 36 - Recursos Computacionais no Ensino de Matematica ([1]), MA 11 - Ntameros e
Fungoes Reais ([2]) e MA 22 - Fundamentos de Calculo ([3]), fizemos o desenvolvimento

da proposta.

Definindo grafico de uma fun¢do: Dada uma funcao f: R — R, o grafico de f é o

subconjunto Gy do produto cartesiano R x R, definido por

Gr={(z,y) e RxR;y = f(2)}.

O livro de MA 36 - Recursos Computacionais, em seu capitulo de Ambientes
Graficos, nos leva a refletir em sua introducgao sobre a concepg¢ao de grafico de funcgao
apenas pela lei de formacao. Este modelo é utilizado na maioria dos livros didaticos, onde
relaciona o grafico das fungoes apenas aos pontos (z,y) que sdo substituidos na lei de
formacao, através de exemplos onde consideram um roteiro para representacao das fungoes

através dos graficos.

O modelo que o livro diz se refere a sequéncia Férmula — Tabela — Grafico. Onde
formula significa a lei de formagao da funcgao, tabela é uma tabela de valores atribuidos a
2 no dominio gerando as imagens y, onde teremos os pares ordenados do plano cartesiano

para determinarmos entao o grafico da funcao.

O método descrito acima compreende um modelo quantitativo, utiliza de finitos
valores e muitas vezes s6 inteiros para o dominio. Ha pouca reflexdo matematica nessa
explicagdo. O livro sugere ser importante articular outras diferentes formas de representacao

como uso de ’softwares’ que auxiliem na interpretagao e construcao dos graficos.

Pensando ainda um pouco mais além de usar ’softwares’ para representar os
graficos das fungoes, ou até mesmo fazer sua construgao, gostariamos de desenvolver algum
material pratico para ensino do grafico das fungoes e, além disso, elaborar uma proposta
que contenha demonstragoes matematicas com um certo rigor para os alunos do ensino

médio.
3.1 A FUNCAO AFIM

Uma fun¢ao f : R — R chama-se afim quando existem constantes a, b € R tais
que f(x) = ax + b para todo = € R.
O gréfico de uma fungao afim

f: R — R
r = axr+b
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é uma linha reta.

Para demonstrarmos que o grafico de uma fungao afim é uma reta, devemos mostrar
que todo ponto do grafico da fungao pertence a reta r e que todo ponto da reta r pertence

ao grafico da fungao.

Considerando trés pontos arbitrarios Pi, P, e P3 do grafico da fungao Py = (z1, az1 +

b), P = (x9,axs + b) e P3 = (x3,axs + b) vamos verificar se sdo colineares.

Para verificarmos a colinearidade entre os pontos P;, P, e P3, precisamos garantir
que o maior dos trés nimeros d(Py, P»),d(P,, P3) e d( Py, Ps) seja igual a soma dos outros

dois.

Considerando 7 < x9 < x3, temos as distancias tais que:

d(Pl,Pg):\/(xg—x1)2+a2(m2—x1)2: |.’E2—I1‘\/1+G2:(Ig—l’l)V1+CL2

d(Py, P3) = \/(xg —19)2 + a?(x3 — 19)? = |xg — 22|V 1+ a? = (x5 — x2)V1 + a?

d(Py, P3) = \/(x3 —x1)? 4+ a?(x3 —x1)? = |vg — 11| V1 +a® = (x3 — x1)V1 + a?

Logo,
d(P,P3) = |z3—21|V1+a?
= |z3 — 29 + 29 — 21 |V1 + a2
= (22— 21)V1+a2+ (v3 — 22)V1+a?
= d(P, P) + d(Py, Ps).

O nimero a chama-se inclinagdo ou coeficiente angular dessa reta r (em relagao ao
eixo horizontal OX). E b é a ordenada do ponto onde o gréfico da fun¢do f : x — ax +b

intersecta o eixo OY.
Assim, todo ponto do grafico da fungao pertence a reta r.

Agora, vamos provar a reciproca: toda reta nao-vertical r é o grafico de uma funcgao

afim.

Uma reta fica inteiramente determinada quando se conhecem dois de seus pontos.
Dados dois pontos quaisquer (z1,y1) e (Z2,y2), com x1 # X9, vamos primeiros provar que

existe uma, e somente uma, fungao afim definida em R tal que f(z1) = y; e f(x2) = yo.

Queremos determinar os coeficientes a e b de modo que se tenha f(x) = ar +b

para todo x € R.
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Assim, y; = ax;+b e Yy = axs+b. Subtraindo as equagoes temos ya—1y; = a(xe—1x1).

Logo,
Y2 — Y1
a= )
To — Iq

Ta2Y1 — T1Y2
To — 1 .

h—

Portanto, dados quaisquer dois pontos (z1,y1) e (x2,y2), com xq,Z2,41,y2 € R,

e x1 # Ty, existe uma e somente uma funcao afim f : R — R tal que f(x1) = y; e
f(x2) = yo.

Tomemos dois pontos distintos P; = (x1,41) € Py = (22,y2) com x1, T, Y1, Y2 € R,

na reta r. Do resultado anterior, segue que existe uma funcao afim g : R — R tal que
g(x1) = y1 e g(x2) = yo.

Agora, considere um ponto P = (z,y) arbitrario nessa reta r, tal que P # P; e
P # P,. Esse ponto P pertence ao grafico de g pois P e P; determinam exatamente uma
funcao afim h, definida em R, que passa por esses dois pontos e h = g visto que tem P,

como ponto em comum e o coeficiente angular é o mesmo.

3.2 A FUNCAO QUADRATICA

Dada uma reta horizontal r que nao contém um ponto F' dado, o conjunto dos
pontos do plano que distam igualmente de F' e de r é chamado uma parabola, com eixo

de simetria vertical.

Comentario: Em Geometria Analitica, temos casos de parabola em que r nao é

horizontal.

Inicialmente pensamos em dividir a demonstracao em 3 casos, sendo: o caso 1 em
que a fungao é f(z) = ax?, o caso 2 em que a funcio é f(x) = ax® + bz e o caso 3 em que

a funcio ¢ f(z) = ax?® + bx + c. Desenvolvemos o caso 1 e o caso 2, que seguem abaixo.

Caso 1) Consideremos o caso f(z) = az?, Vz € R, com a > 0. Vamos mostrar que
o grafico de f é o conjunto de todos os pontos que distam igualmente de F' = (0, 4—1a) e
roy = —ﬁ. Ou seja, vamos verificar que o grafico de f é uma parabola com concavidade

voltada para cima.

Seja graf(f) = {(x,ax?); * € R}. Iremos provar que, para P € graf(f),

d(P,F) = d(P,r)
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16a2 2 2 16a2
_ \/a2x4 + 2(11‘2 1 — <a$2 + i)2 _
N 4da 16a2 N 4a’
1
_ 2 T
= ax +4a
= d(P,r)

Analogamente para a < 0.

Agora, precisamos provar que dado um ponto P = (x,y), na parabola, ele pertence
ao grafico de f. Isto é, precisamos provar que se P = (z,y) é tal que d(P, F) = d(P,r),
entdo P = (x,az?).

Sejam P(z,y), F(0,4) e r : y = —4. Vamos mostrar que se d(P, F) = d(P,r),

entdo y = az?.

1 1
AP.F)=dPr) = 024y — )2 — 1
() =d(Pr) = ([0 4y b W+ o)
= 0o = )
- 4a 4a
2y 1 2y 1
2 2 2
:> _ - =
Y T e V' 0 T 16
4y
2
= — =
x 4a
= z? = Y
a
= Yy = CL:UQ.

Portanto, P = (x,ax?). Concluimos que todo ponto da parabola é um ponto do

grafico da funcao.

Caso 2) Consideremos o caso f(x) = ax*+ bz, para todo x € R, com a > 0. Vamos

mostrar que o grafico de f é o conjunto de todos os pontos que distam igualmente de

_p2 b2
F = (_%7 b4a+1) eriy= ! 4—21) = Y.




25
Seja graf(f) = {(x, ax®+bx); x € R}. Iremos provar que, para P = (1, ax?+bx) €

graf(f),
d(P,F) = d(P,r)

Considerando P = (x1, 1), o vértice V = (;—;’, ’4—22) da parabola e r : y = ys, temos

5 b2 + 1)(4a’z? + b + dabx
jo e (P D04 by
da(4a?x} + 4abzy + b?)

(4a?230? + dab®zy + b + b* + 4a’2? + 4abx,)

= Yy = —
b2 16a3x? + 16420z, + 4ab?

(1667 + 16a%bxy + 4ab?)ys  —4a’zib* — dabPzxy — b* — b* — 4a’a? — dabx,

42 A2
b bz bt b2 x1b
2 232 1 2 1
= ooy Hdboy b e = —wl = S - g g
bSJZ b2 b4 2 b
= 4a13%y2+4b$13/2+90§b2+71+y27+72+ﬁ+xf+—1—O
a a 4a
ax? + bxy)b? b? b* b? x1b
= 4(al’?+bfc1)yz+( L LI © F—t—+2l+ =0
a a 4a? = 4a? a

Como y; = ax? + bz, segue que

U1 bQ Y2 bQ b4 b2 2 I b

4 LA A A 20
iz + a N a N 4a? - 4a? T
y1b2 2 2y2b2 b4 2 $1b b2 2
2 . o eI
= 20nY2 + » +y5 + % + 102 +x7 + B + 12 Y1y2 + Y5
b? b? rb b2
= gy — ) (o — Pt T~ 9 2
yi1(—y2 2@)+( Yo 2@) +ry+ a +4a2 Y1Y2 + Y3
PR S LS W i
— i+ —+—=- em que y3 = —Ys — — =
Y1ys T Ys 1 a 1a2 Y1Y2 T Yo que ys Yo %a 1a
2[[‘1[) b2

= =209 + Y5

= _9 2 2 —
Yys +ys; + ]+ 9 + 12
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T b2
= y%—2y1y3+y§+x§+7+@=yf—2y1y2+y§

b
= (y1 —ya)’+ (z1 + %)2 =y — 201Y2 + ¥5

b

= (y1— )’ + (z1 + %)2 = (y1 — y2)*

= d(P,F)=d(P,r).

2

De maneira andloga ao caso de f(x) = az?, mas com mais trabalho, mostramos

que se d(P, F') = d(P,r) entao P € graf(f).

Mediante a extensao dos calculos e a necessidade de utilizar na aula da proposta
calculos nao muito extensos, visto a concentracao dos alunos e o tempo para realizacao da
aula, decidimos nao aprofundar no caso 3, e nem utilizar na aula o caso 2. Mostraremos o
caso 1 e utilizaremos translagdo do grafico para representar o grafico das fungoes dadas
por f(x) = ax?®+ bx + ¢, para todo = € R.

Mediante uma translacao vertical seguida de uma translacao horizontal, a parabola
do gréfico da fungao h(z) = ax? transforma-se na parabola que é o grifico da fungao
f(z) =az? + bz +c.

Aplicamos a pardbola de h(z) = ax® uma translagao vertical (z,y) — (z,y — k),

4dac—b?
4a 7

seja, esta sobre o eixo OY'.

em que k = teremos uma nova parabola, cujo vértice tem abcissa igual a zero, ou

Note que:

h(z) =g(z) —k = a2z’ + k — k = g(z) = az® + k.

Aplicando nessa nova pardbola da fungdo ¢ a translagdo horizontal (x,y)

b

505 obtemos uma segunda pardbola cujo vértice tem abcissa

(x —m,y), em que m =
m= .
g(x) = ar*+k
alz— L) +blz—L)+c
f@ =)
= fle—m)

em que f(z) = ax?®+ bx + c.

Isto significa que a pardbola que é o grifico da fungio h(z) = ax® mediante uma
translacao vertical e outra translacao horizontal transforma-se na parabola que é o grafico

da funcio f(x) = az® + bz + c. Isto significa que estas duas parabolas sdo congruentes.
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Figura 6 — Translagdo vertical e horizontal

Fonte: Livro Numeros e Funcoes Reais [2]

Analogamente, o grafico da fungio t(x) = —ax? + bx + ¢ é congruente ao grafico
da fungao w(x) = —az?®. Pode-se notar a reflexdo em torno do eixo horizontal OX, ou
seja, a transformacao (z,y) — (z, —y), que leva o grafico de w(x) = —ax? no grafico de

h(z) = ax®.
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4 CONSTRUGCAO DO MATERIAL

Pela visualizagao, desejamos que a aprendizagem fique mais significativa para o

aluno, uma vez que percebe a real aplicacao dos conceitos envolvidos de forma pratica.

Pensando nisso, precisdvamos de um instrumento para construir o esbogo da
parabola de forma a atender a representagao dos conceitos envolvidos e que fosse de
facil utilizagdo e manuseio pelos professores. A ideia de construir parabolas utilizando
barbante e esquadro ja era um pouco conhecida, mas tdo pouco divulgada que temos
dificuldades de encontrar livros didaticos de matematica, em particular, geometria analitica,
que a mencionam. Porém, procuramos construir um material de forma a facilitar sua
utilizagdo em sala de aula com mais possibilidades de construgoes de parabolas, facilidade

de manuseio e durabilidade.

Para confeccao do material foram necessarios uma placa de MDF na cor branca,
com um lado liso e brilhante (como um quadro branco) com 1 metro de comprimento por
50 centimetros de largura, um esquadro mével de preferéncia da mesma altura da placa de
MDF (50 centimetros), barbante, dois pinos de metal e pincel para quadro branco. Para
que o esquadro deslizasse, foi necessario anexar um suporte na base inferior da placa de

MDF, com abertura (‘gaveta’) onde o esquadro se encaixasse exatamente.

Fizemos o experimento em um isopor para perceber qual seriam os melhores
exemplos a serem utilizados com o material, e em seguida, com ajuda de um marceneiro

confeccionamos o material em MDF'.

Figura 7 — Testando o material pratico em um isopor

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada durante o teste para confeccdo do material pratico
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De inicio, procuramos marcar no MDF o plano cartesiano de forma que o eixo OY
ficasse centralizado e o eixo OX ficasse na razao de 4 para 1, ou seja, 40 centimetros em

sua parte positiva e 10 centimetros em sua parte negativa.
Apés, foram marcadas as retas y = —1,y = —2 e y = —5. Também foram marcados
os seguintes pontos (0,0), (0,1),(0,2) e (0,5), para fixagdo, quando necessario, dos pinos

de metal.

Figura 8 — Material pratico

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.

No esquadro, em sua lateral, foram marcados também quatro pontos pela neces-
sidade de variar o comprimento do barbante mediante os trés exemplos determinados
para serem usados na aula. Esses pontos tinham distancias, respectivamente, 5, 8, 9 e 10
centimetros, a contar da ponta superior do esquadro. Na ponta do esquadro foi necessaria
uma placa de aluminio dobrada para que o barbante atingisse um ponto fixo e ficasse firme

para o tracejado da parabola.

O barbante possui comprimento de 50 centimetros e em suas extremidades estao

os dois pinos de metal amarrados.



Figura 9 — Material pratico

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.

Figura 10 — Material prético

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.
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Figura 11 — Material pratico

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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Figura 12 — Material pratico

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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5 PROPOSTA

5.1 REVISAO: DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Considerando, de acordo com a Figura 13: A(x4,ya), B(zp,ys) e C(xc,yc), onde

TA=2Tc €Ya =Yg, temos:

Figura 13 — Distancia entre dois pontos

Fonte: Arquivo Pessoal: Imagem feita através do ’software’ GeoGebra.

distancia horizontal: d(A, B) =z — 4
distancia vertical: d(A,C) = yc — ya

distancia entre dois pontos: pelo Teorema de Pitagoras, segue que

(d(B,C))> = (d(A, C))*+ (d(A, B))>
(d(B,C))?* = (yo—ya)*+ (xp —x4)?
(d(B,C))? = (yo—yp)*+ (xp —xc)’
d(B,C) = \Jlye —yp)* + (x5 — 2c)?

5.2 DEFINICAO DE PARABOLA

Vamos com esta aula provar que o grafico de uma fungao polinomial do 2° grau é

uma parabola.

Definicao: Dados um ponto F' e uma reta horizontal r que nao o contém, a parabola

¢ o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F' e de r.

Iremos esbocar, no plano cartesiano, o grafico de uma fungao quadratica.
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Com o uso do quadro branco, de um esquadro, de um barbante e de um pincel
para quadro branco, dados um ponto F' e uma reta horizontal, os alunos poderao observar

o experimento do esbogo da pardbola. (Ver Figura 12).

Vamos provar que um ponto P qualquer do grafico de f dista igualmente de F' e
de r, para concluir entao que todo ponto do gréafico de f estd na parabola determinada

por F' e a reta r.

O gréfico da fungao f dada por f(z) = ax?, para todo x real, é o conjunto de

pontos P = (z,y = f(x)) tais que a distdncia de P até F' = (0, i
distancia de P até aretar:y = —ﬁ.

) é a mesma que a

Para visualizacao do aluno da aplicacao da definicdo de parabola e utilizagado do
material pratico, vamos explicar e exemplificar o gréfico da funcao f(x) = % onde temos
F=(0,5)er:y=—b5.

Exemplo: f(z) = ;’—; tem F'= (0,5) er:y=—b.
A partir dai vamos demonstrar a definicao algebricamente.
Mostremos que todo ponto do gréafico satisfaz d(P, F') = d(P,r).

Seja P = (z,az?), F = (0, 1) er: y = —, temos

1 1 2ax?
AP F) = /(0 —2)2 + (— — qu2)? — 1/ 22 _ 2.4
(P, F) \/( ) —|—(4a ax?) \/:r; +16a2 1 + a’x

2ax2 1 1 1
Y = Sl 2 = a4 — —a(p.r).
\/a S 4a + 16a2 \/(Cm +4a) @ +4a (Pr)

Concluimos entao que todo ponto do grafico pertence a parabola.

Agora, precisamos provar que dado um ponto P = (z,y), na parabola, tal que
d(P,F) = d(P,r), este ponto P ¢ da forma P = (x,ax?), ou seja, P pertence ao grafico de
f, para concluir entao que todo ponto da parabola determinada por F' e a reta r é um

ponto do grafico de f.

Sejam P(z,y), F(0, 4%) er:y = —i. Vamos mostrar que se d(P, F') = d(P,r),
2

entao y = ax”.



d(P,r)
v+ )
(y+&)?

Y + 24
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Portanto, P = (x,ax?). Concluimos que todo ponto da parabola é um ponto do

grafico da funcao.

5.3 TRANSLACAO DO GRAFICO

Utilizamos para os calculos e para representacao do esbogo do grafico no material

pratico fungdes do tipo f(z) = ax?

, com intuito de reduzir os calculos durante a explicacao.

Para generalizarmos o resultado a todas as funcoes f(z) = az? + bz + ¢ vamos utilizar da

translacao do grafico.

Note que toda funcao polinomial do 2° grau pode ser escrita como:

y = ar’+br+c

- ,  2abx N ab*  b*  dac
= ax —_ =
J 2a 4ab?> 4a  4a
2bx  b? b? — 4ac
_ 2 el ) -
Sy = al 2a 4a2) ( 4a )
b, A
PN _ Sye_2
Y a(w + 2(1) 4a

b _A _
em que —o- =Ty € —- = Yy.

Logo, y = a(z — xv)? + yy.

O zy esté relacionado com a translagdo horizontal. E o yy esta relacionado com a

translagao vertical.

Podemos observar simplesmente que o grafico de g(z) = a(x — zy)? resulta do

grafico f(x) = az® pela translacio horizontal (z,y) — (z + zv,y), a qual leva o eixo x = 0

no eixo x = xy.
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E ainda, o grafico de h(z) = a(z—xzy)*+yy é obtido do grafico de g(z) = a(x—xy)?

por meio da translagao vertical (z,y) — (x,y + yv), que leva o eixo OX na reta y = yy .

Figura 14 — Translacao vertical e horizontal

Fonte: Arquivo Pessoal: Imagem feita através do ’software’ GeoGebra.

Portanto, concluimos que o grafico da func¢ao polinomial do 2° grau é uma parabola.

Para esbocar o grafico da fungao afim basta obter dois pontos do grafico da funcao,
pois uma reta ¢é definida por dois pontos. Para esbogar o grafico de uma funcao quadratica
basta determinar 3 pontos nao colineares do grafico e tracar a parabola que passa por eles,

CO1mo veremos a Seguir.

A justificativa é que sejam x1,x, e x3 trés nimeros reais distintos e yi,ys, Y3
ntimeros tais que os pontos A = (z1,y;), B = (72,42) e C = (z3,y3) em R? onde A, Be C
sejam nao colineares. Existe uma, e somente uma, fungdao quadritica f(x) = az? + bxr + ¢
tal que f(z1) =1, f(22) = y2 € f(x3) = ys.

Para demonstrar este fato, queremos mostrar que o sistema de equagoes abaixo

admite solugao tunica.

ar? +bry+c = y
ar3 + bry + ¢ Yo

ari+brz+c = y3

Subtraindo a primeira equacao de cada uma das outras, segue que:

a(zy —23) +b(zy —21) = 12—
a(@d —a?) +b(zs—z1) = ys—y
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Como x5 — 1 # 0 e x3 — x7 # 0, podemos dividir a primeira equagdo por xs — 1

e a segunda por rs — x1, obtemos:

a(zy + 1) +b = 224
a($1+x3)+b = %

Subtraindo membro a membro, temos a(z3—x9) = L=L — 2= Como x3—x9 # 0
’ 3 r3—T1 T2—T1 3 )

temos

L ys—m 2 —n
T3 — T92 T3z — T ZEQ—ZEl‘

a =

Continuando, encontramos também b e ¢ tinicos.

Portanto, dados trés ntimeros reais distintos x1, xs, 3 € nimeros reais arbitrarios

Y1, Yo, Y3, existe um, e somente um, terno de nimeros a,b e ¢ tais que a fungao f(z) =
ax? + be + ¢ cumpre (1) = g1, f(22) = o © f(rs) = ys.

Porém a funcao acima pode nao ser quadratica. Isso ocorrera se #£2=4L — 22-0L
r3—T1 T2—T1

Mas, analisando os pontos A = (z1,v1), B = (22,%2),C = (x3,y3) em R?, a condigao

garante que as retas AC' e AB tém o mesmo coeficiente angular, ou seja, os pontos A, B, C'

sao colineares.

Logo, sejam 1, xo, x3 trés niimeros reais distintos e 1, yo, y3 nimeros tais que os
pontos A = (z1,y1), B = (72,y2) e C = (3,y3) sdo ndo-colineares em R?. Existe uma,
e somente uma, fungdo quadratica f(r) = ax? 4+ bx + ¢ tal que f(z1) = yi, f(z2) = y2 €

f(x3) = ys.

Desses 3 pontos, sempre convém ter dentre eles o vértice e o ponto em que o grafico
intersecta o eixo y (que, em alguns casos, coincide com o vértice). O(s) ponto(s) em que o

grafico intersecta o eixo x, se existirem, também sdo convenientes.

5.4 EXERCICIO

Esboce o grafico da fungdo f dada por f(z) = 22 — 22 + 3.

Neste exercicio exploramos a translagdo vertical e horizontal, além da simetria do

grafico em relagao a reta x = xy.



Figura 15 — Resolucdo do Exercicio no quadro

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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6 RESULTADOS

6.1 A AULA DA PROPOSTA

A aula foi lecionada para as minhas turmas, sendo duas turmas de 1* Série do
Ensino Médio e uma turma de 2* Série do Ensino Médio do ano de 2017, sendo duas
turmas de 1* Série do Ensino Médio do Colégio A, e uma turma de 2* Série do Ensino
Médio do Colégio B.

Todas as trés turmas ja tinham visto comigo, de acordo com o livro didatico
seguido, o estudo do grafico da funcao quadratica, eles ja tinham conhecimento do grafico
da funcao quadratica ser uma parabola. A turma de 2* Série do Ensino Médio do Colégio
B, estudou este contetido comigo em 2016 quando estavam cursando a 1* Série do Ensino
Médio. A demonstragao do grafico da funcao quadratica ser uma parabola que nao era
do conhecimento dos alunos, apenas comentei com eles que quando eles fossem estudar
geometria analitica na 3* Série do Ensino Médio, eles teriam a justificativa. Esse fato de
nao justificar aos alunos muito me incomodava, foi uma motivacao para o desenvolvimento

da proposta.

Inicialmente, expliquei aos alunos sobre o objetivo da aula de demonstrar que
o grafico da funcdo quadratica é uma parabola. Reafirmei que eles ja estudaram este
conteido comigo, porém esta aula seria uma nova proposta e que no final da aula seria

aplicado a eles um questionario, para avaliar as duas abordagens das aulas.

Continuei explicando que para a demonstragao seria necessario calcular a distancia

entre dois pontos e que na sequéncia seria feita uma revisao deste conceito.

Posterior a revisao, conceituei geometricamente uma parabola, e passei para expli-

cagao da demonstracao do grafico da fungao quadratica ser uma parabola.

Para representar a definicdo da parabola utilizei o material pratico a fim de ficar
claro aos alunos e bem ilustrada a propriedade da definicio da parabola em relagao a

distancia de qualquer ponto (z,y) da pardbola até a reta r e o ponto F.

Procurando oferecer uma aula com mais detalhes, expliquei e escrevi no quadro
para que os alunos realmente entendessem os proximos calculos que seriam feitos, onde é
necessario mostrar duas etapas, para entao concluir o que desejamos. De fato, é preciso
provar que dado um ponto (z,y) qualquer da pardbola, satisfazendo sua defini¢do, este
ponto pertence ao grafico da funcao quadréatica. E ainda, provar que dado qualquer ponto

do grafico da funcao (z, f(z)) este atende a definigdo da pardbola.
Apos a prova, resolvemos um exercicio, onde evidenciei a translacao no grafico.

Para realizacao das aulas da proposta foram necessarias duas aulas consecutivas de

50 minutos, totalizando 100 minutos. Para nao interromper o raciocinio e desenvolvimento
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da sequéncia légica das demonstracoes e conclusoes, optei por duas aulas consecutivas. O
conteudo da aula exige concentracdo e muita atencao dos alunos por ser uma aula quase
toda expositiva. Tentei dinamizar a aula com os esquemas das demonstragoes, com o uso

do material pratico, mas ainda assim alguns alunos perderam o foco durante a explicagao.

Notei pela participacao dos alunos na aula, que eles puderam reforcar os conhe-
cimentos ja adquiridos sobre o grafico da fungao quadratica com a aula da proposta, e
o interessante foram os comentéarios dos alunos em relacao a definicao da parabola, a
associacao da geometria e do calculo algébrico. Comentaram ser interessante associar e

utilizar varios conceitos matematicos para uma mesma finalidade.

Figura 16 — Aula da Proposta

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.

Figura 17 — Aula da Proposta

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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6.2 QUESTIONARIO AOS ALUNOS

Apos a aula referente a proposta, os alunos responderam um questionario nominal

com as seguintes perguntas:

1) Em comparacao ao estudo da parabola feito anteriormente e a explicacao e
experimento feito nessa aula, o que vocé tem a dizer sobre a justificativa do grafico da

funcao quadratica ser uma parabola?

2) Qual metodologia foi mais significativa para justificar a curva da pardbola: a

substituicdo por pontos da funcdao ou o experimento desta aula? Justifique.

3) Estava seguro da curva da funcao do 2° grau ser uma parabola? E agora, ficou

mais justificado? Sentiu diferenca na interpretagao do grafico com a nova experiéncia?
4) Deixe seus comentarios sobre a aula e a proposta.

Foram realizadas 3 aulas da proposta, foram estas Turma A e Turma B do Colégio
A e Turma 1 do Colégio B. Na turma A do Colégio A tinham 19 alunos(as), na Turma
B do Colégio A tinham 25 alunos(as) e na Turma 1 do Colégio B tinham 16 alunos(as).
O Colégio A é uma escola privada e o Colégio B é uma escola publica estadual. O total
de alunos participantes das aulas da proposta foram 60 alunos(as), dos quais apenas 1 se
recusou a preencher o questionario. Desta forma, a pesquisa foi realizada analisando 59

questiondrios de alunos(as).

De acordo com as respostas, pude analisar de acordo com cada pergunta e em cada

turma, obtendo os seguintes resultados quantitativos:

De acordo com o quadro, na Turma 1 do Colégio B, na pergunta 1 em relagao a
justificativa do grafico da funcao quadratica ser uma parabola, 14 alunos(as) preferem
a proposta, enquanto que 2 alunos(as) preferem a explicacao feita pelos livros didaticos.
Na pergunta 2, em relagdo & metodologia que justifica a curva da parabola, 15 alunos(as)
preferem a explicagao desenvolvida na aula da proposta e 1 aluno prefere a explicagao
com o desenvolvimento de acordo com o livro didatico. J& na pergunta 3, 11 alunos(as)
disseram que nao estavam seguros da curva da funcao quadratica ser uma parabola e agora

estao, enquanto que 5 alunos(as) disseram que j& estavam seguros.

A Turma B do Colégio A, na pergunta 1 em relagao a justificativa do grafico da
fungdo quadratica ser uma parabola, 24 alunos(as) preferem a proposta, enquanto que 1
aluno prefere a explicacao feita pelos livros didaticos. Na pergunta 2, em relagdo a meto-
dologia que justifica a curva da pardbola, 22 alunos(as) preferem a explicagdo desenvolvida
na aula da proposta e 3 alunos(as) preferem a explica¢do com o desenvolvimento de acordo
com o livro didatico. J& na pergunta 3, 13 alunos(as) disseram que nao estavam seguros
da curva da funcao quadréatica ser uma parabola e agora estao, enquanto que 12 alunos(as)

disseram que ja estavam seguros.



Figura 18 — Analise do Questionario dos Alunos

Turma 1 Colégio B

Preferem a proposta gfou
nao estavam seguros com a
explicacdo anterior e agora

Preferem a explicacdo
anterior feita com base nos
livros efou ja estavam

estao. seguros com a explicacao
anterior.
Pergunta 1 14 2
Pergunta 2 15 i |
Pergunta 3 11 5

Turma B Colégio A

Preferem a proposta efou
ndo estavam Seguros com a
explicacdo anterior e agora

Preferem a explicacdo
anterior feita com base nos
livros efou ja estavam
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estao. seguros com a explicacao
anterior.
Pergunta 1 24 1
Pergunta 2 22 3
Pergunta 3 13 12

Preferem a
explicacdo anterior
feita com base nos

livros efou ja
estavam seguros com
a explicacdo anterior.

Preferem a proposta
efou ndo estavam
SEgUros Com a
explicacdo anterior e
agora estao.

Preferem ambas

Turma A Colégio A explicacoes.

Pergunta 1 16 2 0
FPergunta 2 14 3 1
Pergunta 3 5 13 0

Fonte: Arquivo Pessoal: planilha montada com os dados do questionario doa alunos.

A Turma A do Colégio A, na pergunta 1 em relagdo a justificativa do grafico
da fungao quadréatica ser uma parabola, 16 alunos(as) preferem a proposta, enquanto
que 2 alunos(as) preferem a explicacao feita pelos livros didaticos. Na pergunta 2, em
relagdo a metodologia que justifica a curva da pardbola, 14 alunos(as) preferem a explicacao
desenvolvida na aula da proposta, 3 alunos(as) preferem a explicagao com o desenvolvimento
de acordo com o livro didatico e 1 aluno prefere ambas as explicacoes. Ja na pergunta 3,
5 alunos(as) disseram que nao estavam seguros da curva da fun¢do quadrética ser uma

pardbola e agora estao, enquanto que 13 alunos(as) disseram que j& estavam seguros.

Algumas respostas dos alunos em relacao a questao 2, onde responderam com
relacao a metodologia e o significado da justificativa do grafico da fungdo quadratica ser

uma parabola.

"Apesar da substituicdo de pontos ser mais facil e mais didatico na minha opiniao,
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o experimento desta aula mostrou com mais clareza e profundidade a justificativa da

pardbola ser usada. Aluna da Turma A Colégio A.

"A explicacao dessa aula abriu nossas mentes com uma nova explicacao e experi-

mentos, mas ainda prefiro a substitui¢do de pontos.” Aluno Turma A Colégio A.

Como a questao 4 é para que os alunos deixem seus comentarios sobre a aula e a
proposta, nao coloquei sua andlise de forma quantitativa no quadro. Gostaria de destacar

algumas respostas dos alunos da pergunta 4.

’A aula deixou muito mais claro o motivo da fungao quadratica ser uma parabola

em comparagao com o livro, que era muito vago.” Aluno Turma A do Colégio A.

’A aula foi bem desenvolvida com uma explicacao bem detalhada e técnica. Achei
a proposta interessante e acho que ajuda bastante para entendermos as parabolas. Apesar
de ser uma explicacao mais complexa, com um pouco de atencao entendemos bem o que

foi proposto.” Aluna Turma A Colégio A.

"Foi interessante aprofundar mais sobre uma matéria, com uma didatica diferente,

que nés nunca vimos.” Aluno Turma B Colégio A.

"A aula foi bastante produtiva, ndo deixou oportunidades para duvidas e se mos-
trou bastante detalhada, tais detalhes nao estiveram presentes nas aulas anteriores (que

explicavam a parabola pela substituicdo de pontos). Aluna Turma B colégio A.
'Gostei, principalmente do ’criador de parabolas” Aluno Turma 1 Colégio B.

"A aula foi bastante interessante, bem explicada no instrumento que a professora

usou, com desenhos e todas as marcagoes de uma parabola.” Aluna Turma 1 Colégio B.

6.3 QUESTIONARIO AOS PROFESSORES
Aos professores que conversei sobre a proposta e os que trabalham comigo nas
escolas, tanto na publica, quanto na privada, o questionédrio tinha as seguintes perguntas:

1) De acordo com a sua pratica em relagdo ao ensino do grafico das fungoes do 1°

e 2° graus, em especial, a funcdo quadratica, como desenvolve sua explicacdo nas aulas?

2) Qual é a sua opinido sobre os capitulos referentes as fungoes do 1° e 2° graus

nos livros didaticos que utiliza?
3) Comente sobre a proposta apresentada sobre o grafico da funcao quadratica.

4) Se o material estiver disponivel em sua escola utilizaria em suas aulas? Qual é a
dificuldade? Qual é a viabilidade do uso?

5) Considera valida a proposta para os alunos? Justifique.

A proposta foi apresentada a seis professores (Professora 1, Professora 2, Professora
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3, Professora 4, Professor 5, Professor 6). As professoras 1 e 2 trabalham comigo no
Colégio B, que é um colégio estadual. As professoras 3 e 4 e o Professor 5 trabalham

comigo no Colégio A, uma escola privada. O professor 6 leciona em uma escola estadual
(Colégio C).

Todos os professores que participaram da pesquisa ja trabalharam, ou atualmente
trabalham, com a 1* Série do Ensino Médio. Alguns deles trabalham com a EJA (Educacao
de Jovens e Adultos).

Mediante as questoes respondidas pelos colegas, apresento as seguintes conclusoes:

Na questao 1) do questiondrio, os seis professores disseram que utilizam durante
sua explicagao em sala de aula exemplos para explicar o grafico das fungoes de 1° e 2°
grau, substituicao de valores e construgao de tabelas com os pontos, pares ordenados do
grafico, e identificam as diferencas entre o comportamento dos graficos. O Professor 6 diz

usar ferramentas como o GeoGebra em suas aulas.

'O ensino do grafico das fungdes do 1° e 2° graus, inicialmente, é feito por meio da
escolha de alguns exemplos de fungoes, cujos graficos sao construidos em planos cartesianos,
a partir da escolha de pontos aleatérios. Na sequéncia, a partir dos graficos construidos, é
feito um estudo analitico dos efeitos dos coeficientes na forma do grafico. Na parte final, sdo
propostas atividades de construcao de graficos de fungdes em programas computacionais
como o GeoGebra, com o objetivo de reforcar os conceitos estudados. Vale ressaltar que
nao sao feitas demonstragoes comprobatoérias acerca das formas dos graficos. A constatagao

da forma (reta ou parabola) ¢ feita por meio do reconhecimento visual. Professor 6.

Na questao 2) o Professor 5 considera que os livros didéticos sao bem exemplificados
e contextualizados. J& os cinco demais professores relatam que o livro didatico servem de
apoio diario as suas aulas, porém, muitas vezes traz o conteiido de forma 'mecanica’ de
modo que os proprios professores, em sala de aula, precisam acrescentar conceitos que os
livros trazem incompletos, e ainda ressaltam que alguns livros nao utilizam linguagens

adequadas aos alunos.

"As explicacoes dos livros sao mecénicas, onde o aluno segue um roteiro para a

construcao do grafico sem compreensao efetiva. Professora 3.

Na questdo 3) referente ao comentério sobre a proposta, os professores consideraram
do ponto de vista matematica, uma boa referéncia para explicagao do grafico da funcao
quadratica. Comentaram a respeito do contetido ser explicado e exemplificado de forma

concreta, o que facilita a aprendizagem do aluno.

"Achei a proposta apresentada excelente, porque esta utiliza de conceitos ja estuda-
dos para construir com os alunos a ideia de 'parabola’, isso ajuda a efetivar o aprendizado

de forma clara e objetiva. Acredito que o construir faca toda a diferenca.’ Professora 4.
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Na questao 4) onde desejamos saber a opinido dos professores em relacao a utilizacao
da proposta e do material em suas aulas, bem como a viabilidade do uso e também as
dificuldades para o seu uso, pude notar com as respostas dos professores o receio em
relacdo a apresentacao com seus alunos, em relagao a conhecimentos prévios, ao tempo
de duracao da aula da proposta, o desconforto em transportar o material até as salas de
aula, a dinAmica nas demonstragoes que deverao ser feitas. Principalmente nas turmas de
EJA (Educacao de Jovens e Adultos), a professora 3 relata que usaria, porém encontraria
dificuldades na explicacao das demonstracoes uma vez que os alunos apresentam deficiéncias
nos conceitos prévios necessarios e nao ha tempo para explicagoes aprofundadas, o ensino

neste sistema é mais superficial.

O Professor 5 disse que nao usaria o material, apesar de afirmar que o material
atende a proposta. Julga que na pratica a proposta atenderia a poucos alunos. Ele critica

0 nao uso de termos tais como reta diretriz e foco da parabola.

'Nao. Atende a pequeno grupo de alunos por vez, um pouco abstrato por nao
podermos entrar em detalhes, como a reta diretriz da pardbola. O material atende a sua

proposta.” Professor 5.

"Utilizaria o material em turmas, cujo processo de abstragao esteja bem desenvolvido,
pois a maior parte dos meus alunos nao mantém a concentracao em atividades muito
longas. A dificuldade de utilizacao esta atrelada ao tempo que sera gasto para desenvolver
o conteudo utilizando o material e, a0 mesmo tempo, manter o aluno envolvido. A
viabilidade esta associada a relagdo que este material propicia entre o conhecimento tedrico

e pratico, evidenciada pela utilizacao do material concreto.” Professor 6.

Na questao 5), que pergunta se a proposta é valida aos alunos, todos responderam
que sim, julgam importante a visao concreta dos conceitos, valorizam a utilizacao de
metodologias praticas em sala de aula, e compreendem que os alunos ficam mais interessados

com materiais praticos na aula.

’'Sim. Tudo o que vem para ajudar, melhorar e qualificar a aprendizagem é valido,

sendo com mais intensidade na area das exatas’ Professora 1.

Abaixo as imagens dos questionarios dos professores. A Professora 1 enviou as
respostas por mensagem e a Professora 2 enviou por mensagem a foto do questionario
respondido. A Professora 3, a Professora 4 e o Professor 5 entregaram os questionarios

impressos respondidos. E o Professor 6 enviou o questionario por ’e-mail’ respondido.



Figura 19 — Questionario Professora 1

1) Apresentando valores definidos ou

nao de termos desconhecidos, formando
assim uma tabela na qual se reproduz um
grafico que sera analisado quanto ao ponto
e a variagao de sinal.

2) Vem com apoio ao trabalho diario.
Entretanto ainda ha necessidade de
trabalhar outros materiais e métodos
diversificados para maior e melhor
aprendizagem.

3) Excelente!!! Proporciona uma
aprendizagem concreta, onde, sendo
visualizado, se torna mais facil a

| memorizagao.

4) Sim. O material é de grande ajuda e nao
vejo problemas em sua utilizagao, uma vez
que, as aulas se tornariam mais objetivas e
diferenciadas.

5) Sim. Tudo o que vem para ajudar,
melhorar e qualificar a aprendizagem é
valido, sendo com mais intensidade na
area das exatas.

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario enviado por mensagem pela professor
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Figura 20 — Questionario Professora 2

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pela professora
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Figura 21 — Questionario Professora 2

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pela professora
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Figura 22 — Questionario Professora 3

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questiondrio respondido pela professora
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Figura 23 — Questionario Professora 3

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questiondrio respondido pela professora
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Figura 24 — Questionério Professora 4

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pela professora
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Figura 25 — Questionario Professora 4

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pela professora
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Figura 26 — Questionario Professora 4

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pela professora
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Figura 27 — Questionario Professor 5

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questiondrio respondido pelo professor
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Figura 28 — Questionario Professor 5

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do questionario respondido pelo professor
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Figura 29 — Questionario Professor 6

1) De acordo com a sua pratica em relagdo ao ensino do gréfico das fungdes do 12 e 29

graus, em especial, a fungdo quadratica, como desenvolve sua explicagdo nas aulas?

O ensino do gréfico das fungdes do 12 e 22 graus, inicialmente, é feito por meio da escolha de
alguns exemplos de fungdes, cujos graficos sdo construidos em planos cartesianos, a partir da
escolha de pontos aleatérios. Na sequéncia, a partir dos graficos construidos, é feito um
estudo analitico dos efeitos dos coeficientes na forma do gréfico. Na parte final, sdo propostas
atividades de construgdo de graficos de fungBes em programas computacionais como o
GEOGEBRA, com o objetivo de reforgar os conceitos estudados.

Vale ressaltar que ndo sdo feitas demonstragbes comprobatdrias acerca das formas dos

graficos. A constatagdo da forma (reta ou parabola) é feita por meio do reconhecimento visual.

2) Qual é a sua opinido sobre os capitulos referentes as fungdes do 12 e 22 graus nos livros

didaticos que utiliza?

Os livros didaticos que utilizo introduzem os capitulos com textos que mostram aplicagdes dos
conteldos, o que motiva o aluno a perceber o cardter pratico e utilitario do conteddo. Além
disso, eles apresentam as demonstragGes. Entretanto, elas exigem uma capacidade de
abstragdo que a maioria dos alunos ainda ndo atingiu, além de elas demandarem um tempo do
qual o professor ndo dispGe para o ensino dos conteddos. Como proposta para fixar os
conteudos, os livros propdem alguns exercicios simples e repetitivos e, ainda, problemas de
aplicagdo muito complexos. A partir dessa descrigdo, afirmo que os livros sdo bons, entretanto,
exigem uma postura critica e atenta do professor para selecionar partes do conteudo e dos

exercicios, considerando o perfil de cada turma, uma vez que os capitulos sdo longos.

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do arquivo enviado pelo professor
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Figura 30 — Questionario Professor 6

3) Comente sobre a proposta apresentada sobre o grafico da fungdo quadratica.

Do ponto de vista matematico, a proposta apresentada é muito interessante, uma vez que
possibilita ao aluno verificar que os conceitos relacionados ao estudo da fungdo quadratica
podem ser demonstrados. Considerando que o estudo é feito a partir de uma experimentagdo
prética, o processo ensino-aprendizagem se da de forma mais dinamica, o que pode atrair mais
a atengdo dos alunos. Entretanto, percebe-se que, para a execugdo das atividades relacionadas
na proposta, precisa-se de um numero significativo de aulas e, isto, muitas vezes, faz com que
os alunos percam o foco. Desta forma, pode-se afirmar que a proposta apresenta-se como
uma estratégia diferenciada de aprendizagem pelo seu carater prético, entretanto, deve-se
atentar para o tempo de execugdo para que ele ndo seja tdo longo a ponto de desmotivar o

aluno.

4) Se o material estiver disponivel em sua escola, vocé o utilizaria em suas aulas? Qual é a

dificuldade? Qual é a viabilidade do uso?

Utilizaria o material em turmas, cujo processo de abstragdo esteja bem desenvolvido, pois a
maior parte dos meus alunos ndo mantém a concentragdo em atividades muito longas. A
dificuldade de utilizagdo estd atrelada ao tempo que serd gasto para desenvolver o contetudo
utilizando o material e, a0 mesmo tempo, manter o aluno envolvido. A viabilidade esta
associada a relagdo que este material propicia entre o conhecimento tedrico e pratico,

evidenciada pela utilizagdo do material concreto.
5) Considera vélida a proposta para os alunos? Justifique.

Enquanto professor de Matemadtica, penso que toda vez que tenho a oportunidade de
desenvolver um conteddo com o auxilio de material concreto, o aluno sera beneficiado em sua
aprendizagem, uma vez que este tipo de material facilita o processo de abstragdo que se
configura como um grande obstédculo para a aprendizagem de Matematica, quando ndo estd

devidamente consolidado. Diante do exposto, considero que a proposta é valida.

Fonte: Arquivo Pessoal: foto do arquivo enviado pelo professor
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Desenvolver uma proposta de um contetido tao relevante no ensino da matematica
durante o ensino médio, como é o caso do grafico de fungoes, sem duvidas seria um desafio,
visto que os alunos nao possuem conhecimentos prévios de introducao ao célculo para

acompanhar uma explicacao rigorosa deste conceito.

Apos as analises dos livros didaticos, pesquisas e conversas informais com professores
de matemaética, pude perceber a necessidade de insistir neste tema, nesta pesquisa e sugerir
um roteiro de aula com auxilio de material pratico para enriquecer a explicacao dos graficos
de funcoes. No decorrer dos estudos para elaboragao da proposta, surgiu a curiosidade de

aprofundar a explicacao do gréafico da fungdo quadratica, a parabola.

Durante a preparacao do plano de aula, utilizando como base os livros da Colecao
PROFMAT [1], [2] e [3], em especial o livro Numeros e Fungoes Reais [2], todo cuidado
com os conceitos e justificativas foram atentamente preparados, de forma a auxiliar o

professor em sua explicagao e também o aluno em seu entendimento.

No questionario respondidos pelos professores pude notar de forma unanime que
o recurso visual, concreto, nas aulas auxilia a aprendizagem e torna a explicacdo mais
significativa. Com a realidade que temos nas escolas, alguns professores nao utilizariam das
demonstracoes com rigor matematico em suas aulas, mas o material pratico desenvolvido

teve boa aceitacao de uso por parte deles.

Durante as aulas da proposta com meus alunos pude notar o interesse deles na
justificativa do grafico, despertei em alguns alunos o interesse em entender a matematica
usando mais demonstragoes. Foi possivel relacionar conceitos de geometria com a algebra
das fungoes de forma a representar a todo momento com o uso do material pratico o que os
calculos algébricos representavam. Foi uma experiéncia positiva, podendo ser confirmada

nas respostas dos alunos nos questionarios.

Considero que cada escola possui seu sistema, cada turma sua necessidade, e
cada professor sua metodologia. Com o presente trabalho procuramos sugerir uma nova
abordagem do grafico da funcao quadratica, diferente dos livros didaticos e com utilizagao
de um material pratico que auxilia nesse entendimento que envolve calculo algébrico e

representacao geométrica.



[10]

[11]
[12]
[13]
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APENDICE A — Plano de Aula

A aula da proposta é destinada a alunos da 1* Série do Ensino Médio e tem a

duracao de 100 minutos.

Essa aula pode ser ministrada na introducao de grafico de fungao quadratica, com o
objetivo geral de demonstrar que o grafico da funcao quadratica é uma parabola, utilizando

de recursos geométricos e algébricos.

O roteiro da aula sera:
1. Revisao: distancia entre dois pontos
2. Definicao da parabola
3. Translacao do grafico
4. Exercicio

Iniciando com a revisao: distancia entre dois pontos.

Considerando, de acordo com a figura que deve ser ilustrada no quadro negro

A(xa,ya), B(zp,yp) e C(zc,yc), onde x4 = xc € ya = yp, temos:

Figura 31 — Distancia entre dois pontos

Fonte: Arquivo Pessoal:Imagem feita através do ’software’ GeoGebra

distancia horizontal: d(A, B) = xp — 4

distancia vertical: d(A,C) = yc — ya



61

distancia entre dois pontos: pelo Teorema de Pitagoras, segue que

(d(B,C))* = (d(A,C))* + (d(A, B))?
d(B,C)* = (yo—ya)’+ (zp — 24)?
d(B,C))?* = (yoc—yp)’ + (x5 — zc)*
d(B,C) = y/(yo—yp)* + (w5 — wc)?

Vamos com esta aula provar que o grafico de uma funcao polinomial do 2° grau é

uma parabola.

Defini¢ao: Dados um ponto F' e uma reta horizontal  que nao o contém, a parabola
¢é o conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F' e de r.

[remos esbogar, no plano cartesiano, o grafico de uma fungdo quadratica.

Com o uso do quadro branco, de um esquadro, de um barbante e de um pincel
para quadro branco, dados um ponto F' e uma reta horizontal, os alunos poderao observar

o experimento do esbog¢o da parabola.

Figura 32 — Material prético

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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Vamos provar que um ponto P qualquer do grafico de f dista igualmente de F' e
de r, para concluir entao que todo ponto do grafico de f esta na parabola determinada

por F' e a reta r.

O grafico da fungdao f dada por f(z) = ax?, para todo x real, ¢ o conjunto de
pontos P = (z,y = f(x)) tais que a distancia de P até F = (0,4 ) ¢ a mesma que a
1

distancia de P até aretar:y = —,.

Para visualizagao do aluno da aplicacao da definicao de parabola e utilizagao do

material pratico, vamos explicar e exemplificar o gréafico da fungao f(z) = % onde temos
F=(0,5)er:y=—5.

Exemplo: f(z) = g—; tem F' = (0,5) er:y = —b.
A partir dai vamos demonstrar a definicao algebricamente.
Mostremos que todo ponto do grafico satisfaz d(P, F') = d(P,r).

Seja P = (z,a2?), F = (0, %) er:y= —-, temos

) 4a R

2a2? 1 1 5 1
:\/a%‘l—l— y +16a2:\/(a12—|—4a)2:ax +— =d(P,r).

Concluimos entao que todo ponto do grafico pertence a parabola.

Agora, precisamos provar que dado um ponto P = (z,y), na pardbola, tal que
d(P,F) = d(P,r), este ponto P é da forma P = (z,ax?), ou seja, P pertence ao grafico de
f, para concluir entao que todo ponto da parabola determinada por F' e a reta r é um

ponto do gréfico de f.

Sejam P(z,y), F(0,+) e r : y = —4. Vamos mostrar que se d(P, F) = d(P,r),

4a
entdo y = az?.

d(P, F) = d(P,r)
= @02+ (y—5)? = (Wt
S0<a’+y—g)" = (+g)
=+~ Pt e = V+ ¥+ g
=22 =1 = 2=t
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Portanto, P = (z,az?). Concluimos que todo ponto da pardbola ¢ um ponto do

grafico da funcao.

Para explicar a translacao do grafico note que toda func¢ao polinomial do 2° grau

pode ser escrita como:

y = ar’+br+c

2abx ab? b2 dac

2a + 4ab?  4a + da

<:>y:ax2—|—

5  2bx b? b? — dac
_|_ -

&y = al@ oot - ()
b, A
= Yy = CL(ZL’—F%) —g

b __ A
em que ~%a =Ty € 1a =Yv.

Logo, y = a(z — zv)* + yv.

O zy estd relacionado com a translagao horizontal. E o 4y esta relacionado com a

translagao vertical.

Podemos observar simplesmente que o grafico de g(z) = a(z — xy)? resulta do
grafico f(x) = az? pela translacao horizontal (z,y) — (z + zv, ), a qual leva o eixo z = 0

no eixo r = xy.

E ainda, o grafico de h(x) = a(z—xy)*+yy é obtido do gréifico de g(z) = a(z—zy)?

por meio da translacao vertical (z,y) — (z,y + yv), que leva o eixo OX na reta y = yy.

Utilize da ilustracao abaixo no quadro negro para auxiliar a explicacgao.

Figura 33 — Translacao vertical e horizontal

Fonte: Arquivo Pessoal:Imagem feita através do ’software’ GeoGebra

Portanto, concluimos que o grafico da fungao polinomial do 2° grau é uma parabola.



64

Comentar com os alunos que para esbocar o grafico da funcao afim basta obter
dois pontos do grafico da funcao, pois uma reta é definida por dois pontos, para esbogar o
grafico de uma funcgao quadratica basta determinar 3 pontos nao-colineares do gréfico e

tracar a parabola que passa por eles.

E na sequéncia fazer o exercicio: Esboce o gréfico da fungdo f dada por f(x) =

x? —2x + 3.

Figura 34 — Resolucdo do Exercicio no quadro

'HHI:EH-J

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.

Neste exercicio exploramos a translagao vertical e horizontal, além da simetria do

grafico em relacao a reta r = xy.

A avaliacao da aula é dada por meio da participagao dos alunos.
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APENDICE B - Construcio do Material

Para confec¢cdo do material foram necessarios uma placa de MDF na cor branca,
com um lado liso e brilhante (como um quadro branco) com 1 metro de comprimento por
50 centimetros de largura, um esquadro movel de preferéncia da mesma altura da placa de
MDF (50 centimetros), barbante, dois pinos de metal e pincel para quadro branco. Para
que o esquadro deslizasse, foi necessario anexar um suporte na base inferior da placa de

MDF, com abertura (’gaveta’) onde o esquadro se encaixasse exatamente.

De inicio, procuramos marcar no MDF o plano cartesiano de forma que o eixo OY
ficasse centralizado e o eixo OX ficasse na razao de 4 para 1, ou seja, 40 centimetros em

sua parte positiva e 10 centimetros em sua parte negativa.
Apés, foram marcadas as retas y = —1,y = —2 e y = —5. Também foram marcados
os seguintes pontos (0,0), (0,1),(0,2) e (0,5), para fixagdo, quando necessario, dos pinos

de metal.

Figura 35 — Material pratico

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.

No esquadro, em sua lateral, foram marcados também quatro pontos pela neces-
sidade de variar o comprimento do barbante mediante os trés exemplos determinados
para serem usados na aula. Esses pontos tinham distancias, respectivamente, 5, 8, 9 e 10
centimetros, a contar da ponta superior do esquadro. Na ponta do esquadro foi necessaria
uma placa de aluminio dobrada para que o barbante atingisse um ponto fixo e ficasse firme

para o tracejado da parabola.

O barbante possui comprimento de 50 centimetros e em suas extremidades estao

os dois pinos de metal amarrados.



Figura 36 — Material pratico

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.

Figura 37 — Material pratico

Fonte: Arquivo Pessoal: foto tirada do material pratico.

Figura 38 — Material pratico

s

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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Figura 39 — Material prético

Fonte: Fotos da aula de desenvolvimento da proposta.
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