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o prinćıpio de minha existência. Lane, mãezinha amada, por ser essa pessoa maravilhosa

que, em momento algum me deixou desamparado, mesmo de longe sempre me acolhendo
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RESUMO

Edema é um dos sintomas mais comuns em uma doença infecciosa, juntamente com calor,

vermelhidão e dor. Muitas vezes, o edema é consequência da interação entre o sistema

imunológico e a dinâmica do fluido intersticial. Deste modo, quando um patógeno entra

no corpo de um animal, a consequência natural é uma reação imunológica ativada por

citocinas produzidas pelos macrófagos. Esta resposta imune recruta outras células do

sistema imunológico, e.g. neutrófilos, que são responsáveis por localizar e destruir estes

invasores. Este processo fisiológico pode ser matematicamente descrito por um sistema não

linear de equações diferenciais parciais (EDP) com uma aproximação em meios porosos.

A fim de simplificar a modelagem, foi considerada somente a interação entre o neutrófilo

e o patógeno (uma bactéria não especifica). A dinâmica do fluido intersticial pode ser

influenciada pelo sistema linfático, capilares sangúıneos, além da reação inflamatória.

Inicialmente, neste trabalho é apresentada uma aproximação com a porosidade constante,

seguida por uma segunda abordagem utilizando a teoria da poroelasticidade proposta por

Biot. A influência do sistema imune é feita por meio de um acoplamento com a equação de

Starling, que modela o fluxo nas membranas capilares. As simulações foram apresentadas,

em sua maioria, em um domı́nio unidimensional, a fim de facilitar a compreensão dos

resultados. Além disso, um estudo de caso bidimensional no eixo curto do coração também

é apresentado, para simular o edema devido a uma miocardite bacteriana. O método

numérico utilizado para as simulações unidimensionais é o método dos volumes finitos

(MVF) e para as simulações bidimensionais é o método dos elementos finitos (MEF).

Finalmente, este estudo também realizou validações qualitativa dos resultados in silico

com dados in vivo, a fim de avaliar a modelagem proposta.

Palavras-chave: Imunologia Computacional. Modelagem Matemática. Edema.

Poroelasticidade. Biomecânica.



ABSTRACT

Edema is one of the most common symptoms found in infectious diseases along with

heat, redness, and pain. Often, edema may be a consequence of interstitial fluid

dynamics and their interactions with the immune system. So, when a pathogen enters

into the body, the natural consequence is an immunological reaction triggered by the

production of cytokines by macrophages. This immunological response recruits other

immune cells, e.g. the neutrophils, responsible for seeking and destroying these foreign

invaders. This physiological process can be mathematically modeled by a nonlinear

system of partial differential equations (PDE) based on porous media approach. In

order to simplify the model, just the interaction between neutrophils and pathogens (an

unspecified bacteria) is considered. The interstitial fluid dynamics can be influenced by the

lymphatic system, blood capillaries, along with the inflammatory reaction. Initially, this

work presents an approximation using constant porosity followed by a second approach

using the poroelasticity theory proposed by Biot. The influence of the immune system

is coupled by the Starling equation which models the flow in the capillary membranes.

The simulations were presented, mostly, in a unidimensional domain, in order to make

easier the comprehension of the results. Moreover, a two-dimensional study in the heart

short axis is also presented to simulate a bacterial myocarditis. The numerical method

used in unidimensional simulations is the finite volume method (FVM) and for the two-

dimensional simulation is the finite element method (FEM). Finally, this study makes a

qualitative validation of the in silico results with in vivo experimental data, in order to

evaluate the proposed model.

Keywords: Computational Immunology. Mathematical Modeling. Edema.

Poroelasticity. Biomechanics.
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5.11 Valores dos parâmetros utilizados nas Eqs. (3.36) e (3.37). . . . . . . . . . . . 90

5.12 Condições inicial e de contorno para o modelo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO E CONTEXTUALIZAÇÃO

Doenças infecciosas do trato respiratório ocupam a terceira posição do ranking mundial

de causas de morte no mundo em 2011 (OMS, 2014). Outras doenças infecciosas, como

diarreia, HIV, e tuberculose, também ocupam uma fração significativa das causas de óbito

no mundo. A maioria das infecções que afetam os seres humanos é causada por micro-

organismos conhecidos como patógenos. Eles são encontrados em ao menos 3 reinos:

Fungi, Protista e Monera, além dos v́ırus. Os principais patógenos são classificados de

modo geral por bactérias, v́ırus, fungos e parasitas (Kumar et al., 2014; Jones et al., 2008).

Por um lado, quando um corpo vivo sofre uma lesão ou quando se torna infectado

por uma bactéria, se inicia uma complexa cascata de eventos não espećıficos que é

conhecida por resposta inflamatória. Alguns dos sintomas que podem ser relacionados

a uma resposta inflamatória são inchaço, vermelhidão, calor e dor. Por outro lado, estes

sintomas são apenas reflexos do processo fisiológico que está acontecendo no corpo. O

calor é percept́ıvel nas superf́ıcies corporais e é decorrente do metabolismo acelerado no

local. A vermelhidão (ou rubor) é um reflexo da vasodilatação. O inchaço resulta do

aumento da permeabilidade vascular. Por fim, a dor é resultado da irritação qúımica das

terminações nervosas, além da compressão mecânica do inchaço (Abbas e Lichtman, 2012;

Goldsby et al., 2002; Guyton e Hall, 2006; Scallan et al., 2010).

O sistema imunológico é um sistema de defesa versátil responsável por proteger os

animais dos patógenos. Ele é também é encarregado de gerenciar uma grande variedade

de células capazes de reconhecer e eliminar inúmeros invasores do corpo.

De acordo com Goldsby et al. (2002), os eventos que se passam durante um processo

inflamatório são iniciados por uma série de eventos complexos que ainda hoje não são

totalmente compreendidos. Um dos principais mediadores da resposta inflamatória é a

histamina, uma substância liberada pelas células em resposta a um dano.

Alguns dos mediadores da resposta inflamatória, tais como a histamina e a cinina,

estimulam a vasodilatação e o aumento da permeabilidade dos capilares (Goldsby et al.,
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2002). Alguns casos onde a resposta inflamatória é desmedida podem levar à edematização

do tecido, ou seja, a um inchaço no local infectado, pois a passagem demasiada de ĺıquido

da corrente sangúınea para o espaço intersticial pode levar ao aumento do volume h́ıdrico

local em até 5 ou 7 vezes (Guyton e Hall, 2006).

A formação de edemas pode acontecer em diversos locais no corpo, tais como coração

(Laine e Allen, 1991; Eitel e Friedrich, 2011; Friedrich et al., 2009), pulmão (Staub,

1974; Thompson et al., 2017), pernas e braços (Rockson, 2001; Cornely, 2016). Eles

são classificados como intracelular ou extracelular, ocorrendo dentro ou fora das células

do corpo, respectivamente. Em śıntese, os principais motivos que podem levar à formação

de um edema extracelular são: aumento da pressão capilar; redução das protéınas

plasmáticas; aumento da permeabilidade capilar; e bloqueio do retorno linfático (Guyton

e Hall, 2006). Já para o edema intracelular se destacam: hiponatremia1; depressão dos

sistemas metabólicos dos tecidos; e falta de nutrição adequada para as células.

Sendo assim, um estudo detalhado dos eventos relacionados à formação do edema é

fundamental para a compreensão da dinâmica fisiológica do corpo. Este estudo se dará

por meio de uma investigação sistemática através de equações diferenciais parciais para

modelar os principais aspectos deste fenômeno.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo investigar os aspectos que levam à formação de um edema

extracelular devido a uma infecção bacteriana. Uma vez que não foram encontrados na

literatura modelos matemáticos que acoplassem a dinâmica do sistema imunológico com

a formação de um edema, será feito um profundo estudo sobre a fisiologia do tema. Desta

forma, este trabalho almeja propor uma maneira de acoplar modelos matemáticos que

lidam com a dinâmica do sistema imune inato, sua relação com a dinâmica da pressão do

fluido intersticial e sua influência na deformação do tecido.

Para a resolução dos modelos matemáticos utilizados durante o estudo, serão tomados

métodos que possam garantir uma boa aproximação numérica. Assim, a abordagem

1Hiponatremia é uma condição fisiológica do corpo onde o sódio no sangue está extremamente baixo
(Adrogué e Madias, 2000).
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numérica da solução dos modelos matemáticos unidimensionais será feita através do

método do volumes finitos (MVF). Já para a modelagem bidimensional será empregado

o método dos elementos finitos (MEF).

Inicialmente, a investigação e modelagem será desenvolvida em um domı́nio

unidimensional para facilitar a compreensão e análise dos resultados, além de ser

computacionalmente mais simples. Também serão inclúıdas simulações em domı́nios

bidimensionais com o objetivo de aplicar o modelo matemático em um estudo de caso

de miocardite bacteriana.

Por fim, serão feitas validações qualitativas dos resultados obtidos, a fim de dar

credibilidade ao acoplamento que será proposto. Tais validações serão desenvolvidas

através da comparação de dados experimentais com os resultados da simulação in silico.

1.3 ORGANIZAÇÃO

Este trabalho é disposto em 7 caṕıtulos, incluindo esta introdução. O Caṕıtulo 2 faz

uma breve revisão sobre a fisiologia do tema que será abordado, apresentando conceitos

biológicos de suma importância para a compreensão dos resultados. O Caṕıtulo 3 deduz a

equação de conservação de massa, explica alguns conceitos matemáticos que são relevantes

ao tema e apresenta tanto os modelos já existentes, quanto os acoplamentos propostos. O

Caṕıtulo 4 mostra como aplicar o método dos volumes finitos e um esquema upwind de

primeira ordem nas equações utilizadas. Além disso, este caṕıtulo apresenta a obtenção

da formulação variacional em elementos finitos para as equações que foram utilizadas

no estudo de caso bidimensional. Após a apresentação dos modelos e técnicas aplicadas

neste trabalho, o Caṕıtulo 5 detalha os cinco estudos de casos que foram simulados, bem

como faz a apresentação dos resultados obtidos em cada um destes estudos. O Caṕıtulo

6 discute os resultados do modelo que foram apresentados no Caṕıtulo 5, bem como os

trabalhos futuros. Por fim, o Caṕıtulo 7 apresenta as conclusões deste trabalho.
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2 REVISÃO SOBRE FISIOLOGIA

Este caṕıtulo almeja introduzir o conhecimento prévio básico de fisiologia necessário para

melhor compreender o fenômeno aqui estudado, bem como sua importância para o corpo.

Dentre as referências básicas de cursos de fisiologia e imunologia, este caṕıtulo se baseou,

principalmente, em Guyton e Hall (2006) e Goldsby et al. (2002).

2.1 MICROCIRCULAÇÃO

Microcirculação é a base para o transporte de nutrientes para os tecidos e a coleta da

excreção celular, sendo que os capilares são responsáveis pelo transporte de nutrientes e

os linfáticos, pela coleta (Guyton e Hall, 2006; Segal, 2005).

2.1.1 Microcirculação capilar

Artérias são estruturas que carregam o sangue rico em oxigênio para os diversos tecidos

do corpo. Já as veias conduzem sangue proveniente do corpo em direção ao coração.

O corpo humano possui uma complexa rede a qual conduz o sangue por todo o corpo.

O coração é o órgão responsável por bombear, com o auxilio desta rede, o sangue até as

células e de volta para ele. Essa rede pode ser dividida em artérias, arteriólas, capilares,

vênulas e veias. Cada artéria se ramifica em arteŕıolas que são cerca de 6 a 8 vezes

menores, chegando a ter um diâmetro interno entre 10 a 15 micrômetros. Além disso,

as arteŕıolas se ramificam ainda mais, chegando a atingir cerca de 5 a 9 micrômetros de

diâmetro em suas porções terminais, em estruturas chamadas capilares. Estes capilares

se juntam em estruturas denominadas por vênulas e novamente se juntam em estruturas

mais calibrosas chamadas veias (Guyton e Hall, 2006). É importante frisar que não existe

um sistema circulatório onde corre sangue arterial e outro para o sangue venoso, uma vez

que as trocas gasosas e de nutrientes ocorrem nos capilares que são as pontes entre eles,

conforme pode ser observado na Fig. 2.1
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Figura 2.1: Estrutura do leito capilar.

Segundo Guyton e Hall (2006) as arteŕıolas conseguem controlar seu diâmetro, por

serem musculosas. Já as vênulas são maiores que as arteŕıolas e têm revestimento muscular

mais fraco, deixando a pressão sangúınea inferior às arteŕıolas.

O espaço entre as células é conhecido por interst́ıcio e é preenchido por um ĺıquido

derivado da filtração e da difusão pelos capilares chamado de ĺıquido intersticial. O

mecanismo mais importante para o transporte de substâncias entre os capilares e o fluido

intersticial é a difusão. A Fig. 2.2 enfatiza as trocas entre o lúmen capilar e o interst́ıcio,

o que permite uma mistura cont́ınua do ĺıquido intersticial e do plasma do sangue. Além

disso, esta figura também mostra a coleta realizada pelos capilares linfáticos.

Figura 2.2: Difusão através da membrana capilar, troca de nutrientes e coleta dos capilares

linfáticos

Para entender melhor a filtragem de ĺıquido pelos capilares, é necessário introduzir

alguns conceitos sobre as forças que são exercidas entre o interst́ıcio e o lúmen capilar. Por

um lado, existe um gradiente de pressão formado pela diferença entre a pressão capilar (Pc)

e a pressão do ĺıquido intersticial (P ). Segundo Guyton e Hall (2006), quando o gradiente

de pressão hidrostática (∆P = Pc−P ) é positivo força-se a passagem do ĺıquido do capilar

para o interst́ıcio e, quando negativo, do interst́ıcio para o capilar. Por outro lado, existe
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outro gradiente de pressão exercido pela diferença de pressão oncótica1 plasmática (πc) e

a intersticial (πi). O gradiente de pressão oncótico (∆π = πc−πi), quando positivo, força

a passagem do ĺıquido do interst́ıcio para o capilar e, quando negativo, do capilar para o

interst́ıcio. Isto pode ser observado na Fig. 2.3.

Figura 2.3: Capilar com ênfase na hipótese de Starling.

A relação da filtragem com esse conjunto de parâmetros foi proposta por um

fisiologista, a qual recebeu seu nome em homenagem, ficando conhecida por equiĺıbrio

de Starling (Starling, 1896). Essa relação é modelada pela Eq. (2.1):

J = Kf ((Pc − P )− σ(πc − πi)), (2.1)

onde J é o fluxo resultante entre o capilar e o interst́ıcio, Kf é o coeficiente de filtração

capilar que também pode ser escrito como Kf = LpS, Lp é condutividade hidráulica e

S é a área superficial; e σ é o coeficiente de reflexão oncótica. Essa equação também é

conhecida por hipótese de Starling e descreve matematicamente o fenômeno ilustrado na

Fig. 2.3 (Guyton e Hall, 2006; Scallan et al., 2010).

Sendo assim, segundo Guyton e Hall (2006), ao considerar os parâmetros da Eq. (2.1),

pode-se concluir que os fatores que influenciam o aumento do fluxo de ĺıquido intersticial

e, por consequência, a pressão do fluido intersticial, incluem: pressão hidrostática capilar

1Pressão oncótica é definida pela pressão de uma coloide em solução, tal como quando existe uma
concentração de protéınas em um dos lados de uma membrana celular em relação ao outro. Também é
conhecida por pressão coloidosmótica (Oncotic pressure, 2009).
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elevada; pressão coloidosmótica diminúıda do plasma sangúıneo; pressão coloidosmótica

elevada do ĺıquido intersticial; e permeabilidade dos capilares elevada.

2.1.2 Sistema Linfático

Muitas das protéınas e part́ıculas maiores que estão no interst́ıcio não podem ser

absorvidas pelos capilares sangúıneos. Então, o sistema linfático é considerado como

uma via acessória, a qual recolhe o conteúdo do ĺıquido intersticial e o devolve para a

corrente sangúınea.

De modo geral, todos os vasos linfáticos da parte inferior do corpo direcionam a linfa

para o duto torácico, e então escoam para o sistema venoso, na junção da veia jugular

interna esquerda e a subclávia esquerda. Além disso, a linfa do lado esquerdo da cabeça,

do braço esquerdo e de partes da região torácica também escoam pelo duto torácico antes

de entrar no sistema venoso. Por outro lado, a linfa do lado direito da cabeça e pescoço,

braço direito e partes do hemitórax direito segue pelo duto linfático e então para o sistema

venoso (Guyton e Hall, 2006).

Os canais linfáticos podem ser encontrados em quase todo o tecido corporal, exceto

em porções superficiais da pele, o endomı́sio dos músculos e os ossos. Porém, mesmo

nestas exceções existem canais minúsculos responsáveis pela coleta do fluido intersticial,

denominados por pré-linfáticos. É importante enfatizar que grande parte das referências

bibliográficas descrevem que uma das caracteŕısticas clássicas do sistema nervoso central

é a falta vasos linfáticos, porém o trabalho de Louveau et al. (2015) mostrou o contrário.

O capilar linfático faz a linfa escoar por meio de um bombeamento, tanto dos capilares

linfáticos quanto dos vasos linfáticos maiores. As paredes dos capilares linfáticos aderem

ao tecido ao seu redor por meio de filamentos. Assim, quando o fluido intersticial se

excede, os filamentos que estão ancorados são puxados, facilitando que o ĺıquido flua. Um

exemplo de capilar linfático é ilustrado na Fig. 2.4.

O efeito da pressão do ĺıquido intersticial no fluxo linfático é ilustrado pela Fig. 2.5.

Vale notar nesta figura que o fluxo linfático foi medido em diferentes ńıveis de pressão

do interst́ıcio em patas de cães. Conforme a pressão do interst́ıcio se eleva acima de



24

Figura 2.4: Estrutura do capilar linfático.

−6mmHg (considerando a pressão atmosférica como 0mmHg), o fluxo linfático aumenta

significativamente, chegando a valores cerca de 20 vezes maiores que o normal. Segundo

Guyton e Hall (2006), é posśıvel concluir que qualquer fator que eleve a pressão do fluido

intersticial, também eleva o fluxo linfático. Isso é válido para o caso onde os vasos linfáticos

estão no perfeito funcionamento.
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Figura 2.5: Relação entre pressão do fluido intersticial e o fluxo linfático relativo na perna
de um cão. Adaptado de Guyton e Hall (2006).
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.

2.2 SISTEMA IMUNOLÓGICO

Além da sobrevivência em relação aos predadores, existem incontáveis micro-organismos

patogênicos, inviśıveis a olho nu, em constante mutação e evolução que o corpo de um

animal deve estar preparado para se defender. O sistema imunológico é um mecanismo de

defesa notavelmente versátil que se desenvolveu para proteger os animais contra a invasão

de patógenos. Este sistema é capaz de gerar uma grande variedade de células, bem como

moléculas as quais possibilitam reconhecer e destruir os invasores (Goldsby et al., 2002).

Assim que um patógeno entra no corpo se inicia a resposta imune. Em Goldsby et al.

(2002) são apresentadas duas atividades da resposta imune: reconhecimento e resposta.

Por um lado, algumas substancias qúımicas possibilitam a distinção de células do próprio

corpo, bem como de um patógeno para outro. Por outro lado, quando um organismo

estranho ao corpo é reconhecido, a resposta efetora do sistema imunológico recruta uma

série de células especializadas em eliminar e/ou neutralizar o organismo. Se o mesmo

organismo tentar invadir o corpo novamente, o sistema imunológico tem a capacidade de

memorizar e realizar um ataque a este organismo mais rapidamente do que na primeira

exposição, através da resposta imune adquirida. Então, o sistema imunológico de um

animal pode ser dividido em imunidade inata e adquirida (Goldsby et al., 2002). A

imunidade inata é o conjunto de ações imunitárias que já nasce com o organismo, enquanto

a imunidade adquirida é constrúıda de acordo com os patógenos que o corpo é exposto

durante a vida (Sompayrac, 2012). Considerando o escopo do fenômeno aqui estudado, é

importante ressaltar que este texto focará na imunidade inata.

Esta seção irá realizar uma breve revisão dos tópicos relacionados com a fisiologia

do fenômeno a ser estudado, mais especificamente a resposta inflamatória do corpo em

reação a uma infecção bacteriana. Ademais, os conceitos expostos nesta seção foram

fundamentados em livros clássicos de imunologia, sendo eles Goldsby et al. (2002),

Sompayrac (2012) e Abbas e Lichtman (2012).
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2.2.1 Sistema imune inato

O sistema imune inato (SII), ou natural, é a primeira linha de defesa contra infecções

(Sompayrac, 2012). Em Goldsby et al. (2002) são classificadas as barreiras de defesa

oferecidas pelo sistema imune inato em anatômicas, fisiológicas, fagoćıticas e inflamatórias.

A barreira anatômica é composta pela pele e a superf́ıcie das membranas mucosas,

pois elas são obstáculos efetivos contra a entrada da maioria dos micro-organismos, ou

seja, a primeira defesa do corpo à entrada de patógenos.

A barreira fisiológica que também contribui com o SII inclui febre, pH, moléculas

solúveis, tais como protéınas e interferon. Por exemplo, as galinhas tem imunidade inata

contra o antrax, pois a alta temperatura do corpo inibe o crescimento desta bactéria

(Goldsby et al., 2002).

A fagocitose é também uma importante ação realizada por células especializadas do

sistema imune inato, tais como macrófagos e neutrófilos que serão detalhados mais adiante

(Abbas e Lichtman, 2012). Goldsby et al. (2002) descreve esta técnica como a expansão

da membrana plasmática da célula ao redor do material, o qual pode ser até um micro-

organismo inteiro, para formar uma veśıcula chamada fagossomo, que é fundido com

lisossomo e então o material é destrúıdo pelas enzimas lisossômicas. Por fim, o produto

final desta digestão é liberado pela célula. Esse processo é ilustrado na Fig. 2.6.

Figura 2.6: Processo de fagocitose. Adaptado de Goldsby et al. (2002, p.7).
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Finalmente, a inflamação representa uma complexa sequência de eventos que estimula

a resposta imune. Sendo assim, a resposta inflamatória devido à uma infecção bacteriana

e as células de defesa envolvidas serão o foco desta seção.

2.2.1.1 Células do Sistema Imunológico

As células sangúıneas originam-se dos hemocitoblastos, ou células-tronco hematopoiéticas

(CTH), que são produzidas na medula óssea. As células-tronco são auto-renováveis e

mantêm sua população por divisão celular. Em humanos, a hematopoiese2 das células

brancas, ou leucócitos, e dos glóbulos vermelhos se inicia durante as primeiras semanas de

gestação. A Fig. 2.7 mostra as células sangúıneas nas quais as CTH podem se transformar

(Sompayrac, 2012).

Fagócitos são leucócitos especialistas em fagocitar part́ıculas estranhas, bactérias e

células mortas ou próximas da morte. Eles são células essenciais da defesa do corpo contra

infecções. Dentre os fagócitos no corpo humano pode-se citar: neutrófilos, monócitos,

macrófagos, mastócitos e células dendŕıticas.

Neutrófilos são as células de defesa mais abundantes do SII, representando cerca

de 50% − 70% das células brancas em circulação (Goldsby et al., 2002). Devido a

sua grande representatividade no processo inflamatório, este trabalho irá destacar o seu

funcionamento.

Neutrófilos vivem um peŕıodo muito curto de tempo, de fato eles são produzidos

pela medula óssea e saem pré-programados para morrer cerca de 5 dias depois. Os

neutrófilos morrem por um processo chamado apoptose. Uma vez que são recrutados

para uma área infeccionada, em cerca de meia hora eles saem da corrente sangúınea e se

tornam totalmente ativados para fagocitar os patógenos. Além de fagocitar os patógenos,

eles também liberam mediadores os quais alertam outras células do sistema imunológico

(Sompayrac, 2012).

2Hematopoiese é o processo pelo qual as células sangúıneas são formadas (Jagannathan-Bogdan e Zon,
2013).
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Figura 2.7: Posśıveis diferenciações das células-tronco hematopoiéticas. Adaptado de
Sompayrac (2012, p.3).

2.2.1.2 Resposta inflamatória

Quando o corpo sofre uma infecção ou um ferimento, o SII desenvolve a resposta

inflamatória alterando a dinâmica do corpo. As moléculas que compõem alguns patógenos,

e.g. lipopolissacarideo (LPS), podem desencadear uma resposta inflamatória através de

interações com receptores da superf́ıcie celular. Segundo Goldsby et al. (2002), os sintomas

mais conhecidos de uma resposta inflamatória são rubor (vermelhidão), dor, calor e

inchaço, os quais são conhecidos como “quatro sinais cardeais da inflamação”. Esses

sintomas externos são o reflexo da vasodilatação, aumento da permeabilidade capilar e
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entrada de fagócitos.

A vasodilatação 3 de capilares é responsável pelo rubor e pelo aumento da temperatura

no tecido.

Quando aumenta-se a permeabilidade dos capilares, facilita-se a sáıda de fluido e

células dos capilares para o tecido intersticial. Além disso, a alta concentração de protéınas

do fluido que passa pelas paredes dos capilares, resultante do processo inflamatório, é

responsável pela mudança no gradiente oncótico. Assim, o excesso de ĺıquido que passa

para o interst́ıcio contribui para o inchaço caracteŕıstico do edema.

Junto com o ĺıquido que passa dos capilares para o interst́ıcio também passam os

fagócitos. A emigração de fagócitos da corrente sangúınea para o tecido é chamada de

extravasão. Esse fenômeno pode ser dividido em partes. Assim, quando um processo

inflamatório acontece, alguns mediadores e citocinas induzem a expressão de moléculas

de adesão celular(MAC), seguida pela passagem dos fagócitos da parte interna da parede

vascular para o tecido intersticial, e finalmente a migração para a área de infecção por

quimiotaxia. Esse processo pode ser visualizado na Fig. 2.8 (Goldsby et al., 2002).

Figura 2.8: Processo de extravasão em reação à entrada de um patógeno. Adaptado de
Goldsby et al. (2002, p.8).

3A vasodilatação é definida como o aumento calibre dos vasos sangúıneos (Vasodilatation, 2003).
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De acordo com Goldsby et al. (2002), os eventos que se passam durante um processo

inflamatório são iniciados por uma série de eventos complexos que ainda hoje não são

totalmente compreendidos. Um dos principais mediadores da resposta inflamatória é a

histamina, uma substância liberada pelas células em resposta a um dano. A ação deste

mediador está ligada a vasodilatação e aumento da permeabilidade dos capilares. Outro

mediador chamado cinina estimula as mesmas reações.

2.3 PATOFISIOLOGIA DO EDEMA

Tendo como base os conceitos sobre fisiologia da microcirculação (capilar e linfática) e

sistema imunológico, pode-se introduzir a patofisiologia da formação do edema. Esta

seção foca, principalmente, na formação de um edema devido a um processo inflamatório.

Conforme dito anteriormente, o edema ocorre quando um volume excessivo de fluido

acumula no tecido, tanto dentro quanto fora das células. Quando esse acúmulo acontece

dentro das células que compõem o tecido do corpo é chamado de edema celular, por outro

lado, quando ocorre no espaço entre as células, i.e. no interst́ıcio, é chamado de edema

intersticial, ou extracelular, o qual será o foco deste trabalho.

Em Scallan et al. (2010) é destacado que o ĺıquido intersticial excessivo pode ser

prejudicial ao corpo, uma vez que aumenta a distância da difusão de oxigênio e outros

nutrientes, comprometendo o metabolismo celular no tecido. Por outro lado, este excesso

de fluido também prejudica a coleta de descartes tóxicos do metabolismo celular pelos

vasos linfáticos. Quando o edema acontece nos pulmões, este problema impacta na troca

gasosa, podendo levar ao óbito, conforme mostrado em Staub (1974).

2.3.1 Edema Inflamatório

Uma das caracteŕısticas do processo inflamatório é o aumento da permeabilidade capilar

seguido pelo aumento da filtragem capilar. Segundo Scallan et al. (2010), na equação de

Starling (Eq. (2.1)) estes aumentos são manifestado tanto pela redução no coeficiente de

reflexão oncótica (σ) como pelo aumento da condutividade hidráulica (Lp). Essa cadeia de

eventos está ilustrada no fluxograma da Fig. 2.9. Vale destacar que o gradiente oncótico
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na Eq. (2.1) é representado pelo termo σ(πc−πi). Portanto o aumento da permeabilidade

leva, também, ao aumento do fluxo resultante (J), volume intersticial, pressão do fluido

intersticial (P ) e fluxo linfático. Em contrapartida o aumento de P e fluxo linfático resulta

em um feedback negativo ao fluxo resultante J , tentando reequilibrar.

Figura 2.9: Reação ao aumento da permeabilidade vascular. Adaptado de Scallan et al.

(2010, p. 51).

Além do aumento da permeabilidade capilar, o processo inflamatório também facilita

a extravasão de leucócitos (fagócitos) e vasodilatação. Toda essa alteração na dinâmica

circulatória do corpo induz uma cadeia de eventos que podem ser observados no

fluxograma da Fig. 2.10. Neste fluxograma Ra representa o raio dos pré capilares, AS
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a área superficial da parede vascular, MEC é a matriz extracelular 4, J é o fluxo que

é definido pela equação de Starling e complacência(distensibilidade total) intersticial. A

redução do gradiente oncótico resultante aumenta a pressão de filtragem ĺıquida. Esse

efeito pode ser exagerado, pois grande parte dos mediadores que atuam no aumento da

permeabilidade microvascular também atua na vasodilatação, e reduzem a resistência

arterial, por consequência a pressão capilar pode se elevar, o que faz aumentar ainda mais

a filtragem. Por fim, esse aumento na filtragem pode chegar a ser tão elevado ao ponto de

saturar os vasos linfáticos, que fazem o fluxo linfático estagnar, conforme também pode

ser visto na Fig. 2.5, resultando em um edema extracelular (Scallan et al., 2010).

Figura 2.10: Processo de extravasão em reação à entrada de um patógeno. Adaptado de

Scallan et al. (2010, p. 52).

4A matriz extracelular (MEC) é uma substância não celular composta, principalmente, por colágeno,
elastina, proteoglicanos, glicosaminoglicanos e fluido, na qual as células ficam incorporadas (Frantz et al.,
2010).
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3 MODELAGEM MATEMÁTICA

Rochas, solos, zeólitos, tecidos biológicos (e.g., ossos, rins, pulmões, tecido intersticial,

madeira, cortiça) são somente alguns exemplos de uma larga variedade de meios porosos

encontrados na natureza. Além disso, cimento, concreto, cerâmicas, espuma de borracha

também são exemplos de meios porosos artificiais. O que todos estes exemplos tem em

comum é que uma parte do domı́nio é composto por uma fase sólida, chamada matriz

sólida, e o resto é chamado de espaço vazio que é preenchido por uma ou mais fases

fluidas. Assim, pode-se definir uma fase como uma porção quimicamente homogênea de

um sistema sob dadas considerações que o separa de outras porções por um contorno f́ısico

definido (Bear e Bachmat, 1990).

Este caṕıtulo apresenta uma abordagem em meios porosos para modelar tecidos

biológicos. Especificamente esta aproximação será aplicada para equacionar a dinâmica

da pressão intersticial devido a uma infecção bacteriana, bem como as iterações de uma

bactéria não espećıfica e o sistema imune inato.

3.1 FORMULAÇÃO DA EQUAÇÃO DE CONSERVAÇÃO DE MASSA

Nesta seção será feita uma breve demonstração de como pode-se deduzir a equação de

conservação de massa para um domı́nio aproximado como meio poroso.

Para chegar na formulação da equação de conservação de massa, pode-se partir do

seguinte prinćıpio:

Entrada - Sáıda = Acumulação.

Considere um volume de controle retangular infinitesimal com volume dV = [x, x +

dx]×[y, y+dy]×[z, z+dz] e fluxo de massa ~J(x, y, z) = (Jx(x, y, z), Jy(x, y, z), Jz(x, y, z)),

conforme a Fig. 3.1 ilustra.

Seja uma aproximação em um meio poroso com porosidade φ e um fluido com

densidade ρ. Podemos calcular sua massa M em um dado instante de tempo t com a
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Figura 3.1: Volume de controle, bem como os fluxos de massa em cada uma de suas faces.

seguinte relação:

M(t) =

∫∫∫
V

(φρ)(x, y, z, t)dV. (3.1)

Com base no teorema fundamental do cálculo, a variação da massa em um intervalo

de tempo [t, t+ dt] pode ser calculada como se segue:

M(t+ dt)−M(t) =

∫∫∫
V

(φρ)(x, y, z, t+ dt)− (φρ)(x, y, z, t)dV.

Então a variação da massa em um intervalo de tempo pode ser reescrita da seguinte

forma:

M(t+ dt)−M(t) =

∫∫∫
V

∫ t+dt

t

∂(φρ)

∂t
dtdV. (3.2)

Agora, considere um fluxo de massa atravessando a face perpendicular ao eixo x em

um ponto (x, y, z) no instante de tempo t, conforme a Fig. 3.2 ilustra.

Os fluxos em cada uma das faces destacadas na Fig. 3.2 são dados por:
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Figura 3.2: Fluxo atravessando as faces perpendiculares ao eixo x

fx(x, t) =

∫ y+dy

y

∫ z+dz

z

(Jx)(x, y, z, t)dydz

e

fx(x+ dx, t) = −
∫ y+dy

y

∫ z+dz

z

(Jx)(x+ dx, y, z, t)dydz,

onde fx(x, t) é positivo, pois a massa está entrando no volume de controle, e fx(x+ dx, t)

é negativo, pois está saindo.

Por outro lado, a massa que atravessou as faces perpendiculares ao eixo x no intervalo

de tempo [t, t+ dt] é dada por:

∫ t+dt

t

(fx(x, t)+fx(x+dx, t))dt =

∫ t+dt

t

∫ y+dy

y

∫ z+dz

z

(Jx)(x, y, z, t)−(Jx)(x+dx, y, z, t)dydz.

Por fim, também pelo teorema fundamental do cálculo, podemos concluir que:

∫ t+dt

t

(fx(x, t) + fx(x+ dx, t))dt = −
∫ t+dt

t

∫∫∫
V

∂(Jx)

∂x
dV dt.

Fazendo racioćınio análogo para as faces y e z, pode-se calcular a massa total que
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atravessa o volume de controle dV no intervalo de tempo [t, t+ dt]:

−
∫ t+dt

t

∫∫∫
V

(
∂(Jx)

∂x
+
∂(Jx)

∂y
+
∂(Jx)

∂z

)
dV dt = −

∫ t+dt

t

∫∫∫
V

∇ · ( ~J)dV dt. (3.3)

Agora, considere q uma vazão volumétrica (unidade de volume por tempo), onde q < 0

para sumidouro e q > 0 para fonte, situada no volume de controle dV . Portanto a massa

relacionada a q em um intervalo de tempo [t, t+ dt] é dada pela Eq. (3.4).

∫ t

t+dt

∫∫∫
V

(ρq)dV dt. (3.4)

Juntando as Eqs. (3.2), (3.3) e (3.4) obtém-se:

∫∫∫
V

∫ t+dt

t

∂(φρ)

∂t
dtdV = −

∫ t+dt

t

∫∫∫
V

∇ · ( ~J)dV dt+

∫ t

t+dt

∫∫∫
V

(ρq)dV dt ∴

∫ t+dt

t

∫∫∫
V

[
∂(φρ)

∂t
+∇ · ( ~J)− (ρq)

]
dV dt = 0.

Como dV e o intervalo de tempo [t, t+ dt] são arbitrários, o integrando deve ser nulo.

Assim, obtém-se a equação de balanço de massa ou da continuidade, dada pela Eq. (3.5):

∂(φρ)

∂t
+∇ · ( ~J)− ρq = 0. (3.5)

3.2 CONDIÇÕES DE CONTORNO E INICIAL

Nesta seção será feita uma breve discussão sobre os tipos de condição de contorno e inicial

que foram utilizadas nesta modelagem matemática, bem como seus significados f́ısicos.
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3.2.1 Condições de Contorno

Seja um domı́nio no espaço Ω. Vamos denotar o contorno deste domı́nio como sendo ∂Ω.

Uma condição de contorno define como a solução de uma equação diferencial (ordinária

ou parcial) deve se comportar no contorno de seu domı́nio.

Para exemplificar, tome a Eq. (3.6) como um caso especial da Eq. (3.5) para modelar

a pressão em fluidos incompresśıveis, também conhecida por equação de Laplace.

∇2P = 0 (3.6)

3.2.1.1 Condição de contorno de Dirichlet

A condição de contorno de Dirichlet, quando aplicada em uma equação diferencial

ordinária ou parcial, determina o valor que a solução deva assumir em um dado ponto do

contorno do domı́nio.

Para a Eq. (3.6), podemos defini-la com uma condição de Dirichlet através da Eq. (3.7):


∇2P = 0 em Ω,

P = fdirichlet em ∂Ω.

(3.7)

3.2.1.2 Condição de contorno de Neumann

A condição de contorno de Neumann, quando definida em uma equação diferencial

ordinária ou parcial, determina o valor que a sua derivada deva assumir no contorno

do domı́nio.

Para a Eq. (3.6), podemos defini-la com uma condição de Neumann através da

Eq. (3.8):


∇2P = 0 em Ω,

∇P · n = fneumann em ∂Ω,

(3.8)

onde n é um vetor unitário normal externo ao contorno do domı́nio.
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3.2.1.3 Condição de contorno de Robin

Finalmente, após definir o que é condição de contorno de Dirichlet e Neumann, podemos

definir agora uma condição de contorno conhecida por Robin. Quando submete-se uma

equação diferencial a uma condição de contorno de Robin, é especificada uma combinação

dos valores da equação e de sua derivada, ou seja uma mistura de condição de Dirichlet

e Neumann.

Sendo assim, a Eq. (3.6) pode ser definida com uma condição de contorno de Robin

através da Eq. (3.9):


∇2P = 0 em Ω,

aP + b∇P · n = frobin em ∂Ω.

(3.9)

onde a 6= 0, b 6= 0.

3.2.2 Condição Inicial

Seja I = [0, tf ] o domı́nio do tempo. Uma condição inicial define a forma que o sistema

modelado se encontra no ponto de partida da simulação. Para exemplificar um problema

de valor inicial, pode-se tomar a versão transiente da equação de Laplace de condução de

calor, dada pela Eq. (3.10).

ρc
∂T

∂t
= k∇2T, (3.10)

onde ρ, c e k são densidade, calor espećıfico e condutividade térmica do material,

respectivamente.

Para ter solução, a Eq. (3.10) precisa definir condições de contorno e inicial, obtendo-se

assim Eq. (3.11):


ρc
∂T

∂t
= k∇2T em Ω× I,

aT + b∇T · n = f em ∂Ω× I,

T (·, 0) = T0 em Ω,

(3.11)
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onde T0 é a temperatura inicial do sistema, ou seja, no ponto de partida da simulação.

3.3 AS EQUAÇÕES GOVERNANTES

Nesta seção serão apresentados alguns modelos já conhecidos pela literatura cient́ıfica,

bem como algumas aproximações que foram propostas durante o desenvolvimento deste

trabalho para modelar o fenômeno de interesse.

3.3.1 Dinâmica das Bactérias

A dinâmica bacteriana no fluido intersticial é descrita pela seguinte equação:



∂φfCb
∂t

= ∇ · (Db∇Cb)− rb + qb em Ω× I,

Db∇Cb · n = fb em ∂Ω× I,

Cb (·, 0) = Cb0 em Ω,

(3.12)

onde Ω ⊂ Rn e I = (0, tf ] ⊂ R+ é o intervalo de tempo, Cb : Ω×I → R+ é a concentração

da bactéria no interst́ıcio, φf é a porosidade do meio, ou fração da fase fluida, Db é

o coeficiente de difusão da bactéria no interst́ıcio, qb é o termo fonte que representa a

dinâmica de crescimento, e rb o termo de sumidouro que representa a dinâmica de morte

da bactéria (Pigozzo et al., 2012).

A dinâmica de crescimento da bactéria é dada por:

qb = cbCb, (3.13)

onde cb é a taxa de crescimento da bactéria no interst́ıcio.

Finalmente, a dinâmica de morte da bactéria rb modela a interação entre neutrófilo e

bactéria, conforme a seguinte equação:

rb = λnbCnCb, (3.14)

onde λnb é a taxa de morte de bactéria ao ser fagocitada por neutrófilos e Cn é a

concentração de neutrófilos no fluido intersticial.
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3.3.2 Dinâmica dos Neutrófilos

A dinâmica dos neutrófilos no fluido intersticial é descrita por:



∂φfCn
∂t

= ∇ · (Dn∇Cn − χnbCn∇Cb)− rn + qn em Ω× I,

Dn∇Cn · n = fn em ∂Ω× I,

Cn (·, 0) = Cn0 em Ω,

(3.15)

onde Ω ⊂ Rn e I = (0, tf ] ⊂ R+ é o intervalo de tempo, Cn : Ω×I → R+ é a concentração

dos neutrófilos no interst́ıcio, Dn é o coeficiente de difusão do neutrófilo no interst́ıcio, χnb

é a influência da quimiotaxia no tecido, qn é o termo fonte que representa o transporte de

neutrófilos através da parede dos capilares, e rn é o termo de sumidouro que representa a

dinâmica de morte dos neutrófilos (Pigozzo et al., 2012).

A dinâmica de crescimento do neutrófilo é modelado como um transporte através dos

vasos sangúıneos, conforme a seguinte equação:

qn = γnCb(Cn,max − Cn), (3.16)

onde Cn,max é a concentração de neutrófilos na corrente sangúınea e γn é a permeabilidade

do capilar ao neutrófilo.

Finalmente, a dinâmica de morte dos neutrófilos é influenciada pela interação com as

bactérias e pela morte natural. Isto pode ser matematicamente descrito por:

rn = λbnCnCb + µnCn, (3.17)

onde λbn é a taxa de morte de neutrófilo devido a sua interação com as bactérias, i.e.

taxa de apoptose induzida, e µn representa o decaimento natural de neutrófilos.
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3.3.3 Pressão do Fluido Intersticial

A equação da continuidade para o fluido incompresśıvel em estado estacionário é dada

por:

∇ · vf = qc + ql, (3.18)

onde vf é a velocidade do fluido intersticial, qc representa a troca de plasma com os

capilares sangúıneos, e ql representa a influência do sistema linfático na coleta de plasma

do interst́ıcio.

Para modelar a pressão do fluido intersticial P em um meio poroso, e considerando

um tecido isotrópico e homogêneo, a lei de Darcy é dada pela seguinte relação:

vf = −K

µ
∇P, (3.19)

onde K é a permeabilidade do interst́ıcio, e µ a viscosidade da fase fluida.

O termo que modela a troca de plasma entre o tecido intersticial e os capilares

sangúıneos pode ser aproximado por meio da hipótese proposta em Starling (1896), dada

por:

qc(P ) = kf (Pc − P − σ(πc − πi)), (3.20)

onde kf = Lp(S/V ) é o coeficiente de filtragem, Lp é a permeabilidade hidráulica da

parede microvascular, e (S/V ) é área superficial do vaso por unidade de volume; P e

Pc são a pressão do fluido intersticial e a pressão capilar, respectivamente; πc e πi são

a pressão oncótica do capilar e interst́ıcio, respectivamente; σ ∈ [0, 1] é o coeficiente de

reflexão para as protéınas do plasma.

Durante esta pesquisa foram usadas três abordagens para modelar a influência dos

terminais linfáticos na dinâmica de escoamento de plasma no interst́ıcio. A abordagem

inicial empregou uma condição de contorno de Dirichlet, i.e. fixou a pressão em um dos

pontos do contorno. As duas últimas consideram que o fluxo de plasma nos vasos linfáticos

é influenciado pela pressão intersticial, sendo embasadas nos resultados experimentais
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encontrados em Guyton e Hall (2006) e apresentados na Fig. 2.5. Conforme pode ser

observado na nesta figura, o aumento do fluxo linfático é bem senśıvel ao aumento da

pressão do interst́ıcio, porém quando o limite da capacidade de drenagem é atingido ele

estabiliza em um fluxo constante.

Assim, a segunda abordagem modela a influência da pressão do fluido intersticial no

escoamento de fluido, do interst́ıcio para o sistema linfático, por meio da seguinte equação:

∫∫∫
V

ql(P )dV =
−δP
γ + P

, (3.21)

onde δ é o fluxo linfático máximo, γ é a meia-vida, i.e. o valor de P no qual o fluxo

linfático corresponde a
δ

2
.

Já a terceira abordagem foi adaptada da equação de Hill, a qual modela uma reação

com comportamento cooperativo (Keener e Sneyd, 1998), conforme a seguinte equação:

∫∫∫
V

ql(P )dV = −q0

(
1 +

Vmax(P − P0)n

Kn
m + (P − P0)n

)
, (3.22)

onde q0 é o fluxo linfático normal, P0 é a pressão do fluido intersticial em condições

normais. Além disso, Vmax é o fluxo linfático máximo, Km é a meia-vida, i.e. o valor de

P no qual o fluxo linfático corresponde a
Vmax

2
e n é o coeficiente de Hill, estes valores

são geralmente obtidos experimentalmente.

A presença de bactérias no tecido intersticial aciona uma cadeia de reações, por

meio das citocinas, que faz aumentar a permeabilidade capilar. Assim, isto também

faz aumentar o coeficiente de filtragem e consequentemente facilita a passagem do fluxo

de plasma do capilar para o interst́ıcio, conforme pode ser observado no fluxograma da

Fig. 2.9. Então, para modelar a dinâmica do coeficiente de filtragem foi utilizada a

Eq. (3.23) (Reis et al., 2016b):

Lp(sb, ρb) = Lp0(1 + cbpCb), (3.23)

onde Lp0 é a condutividade hidráulica da parede microvascular em tecidos não

infeccionados, e cbp é a influência da bactéria na permeabilidade hidráulica da parede
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microvascular.

Por outro lado, o fluxograma apresentado na Fig. 2.9 mostra que o aumento da

permeabilidade também é influenciado pelo decaimento do coeficiente de reflexão oncótica.

A equação que foi utilizada para modelar este decaimento é inversamente proporcional ao

aumento da condutividade hidráulica do capilar, conforme a Eq. (3.24) ilustra:

σ(sb, ρb) =
σ0

(1 + cbpCb)
, (3.24)

onde σ0 é o coeficiente de reflexão oncótica em condições normais.

Por fim, a pressão do fluido intersticial (PFI) pode ser matematicamente modelada

com a Eq. (3.25):


∇ · K

µ
∇P = −qc(P )− ql(P ) em Ω,

aP + b∇P · n = fp em ∂Ω,

(3.25)

onde Ω ⊂ Rn e P : Ω→ R.

Para executar esse experimento in silico foram consideradas três abordagens. A

primeira considerou um cenário onde a pressão intersticial, nos pontos internos ao domı́nio,

fosse influenciada apenas pela influência dos capilares sangúıneos. Além disso uma

das faces do contorno foi modelada como um vaso linfático que mantinha uma pressão

constante, ou seja, ele aumenta o fluxo linfático proporcionalmente ao aumento da pressão.

Nos demais pontos que pertencem ao contorno foram impostas condições de Neumann

modelando o tecido intersticial adjacente. Desta forma a Eq. (3.25) se reduz a Eq. (3.26),

ou seja, uma equação com condição de contorno mista.



∇ · K
µ
∇P = −qc(P ) em Ω,

P = flinfático em ∂ΩD,

K
µ
∇P · n = ftecido em ∂ΩN ,

(3.26)

onde ∂ΩD é a parte do contorno em que foi definida condição de Dirichlet e ∂ΩN a

condição de Neumann. Além disso, flinfático e ftecido são os valores das condições de
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Figura 3.3: Relação entre a pressão do ĺıquido intersticial e o fluxo linfático na perna de
um cão. Adaptado de Guyton e Hall (2006).

Dirichlet e Neumann, respectivamente.

Adicionalmente, foram realizadas duas outras aproximações, possibilitando aumentar

o número de vasos linfáticos existentes no domı́nio, além de modelar a saturação do fluxo

linfático. Vale destacar que, do modo que o fluxo linfático foi modelado pela Eq. (3.26),

esse aumentava proporcionalmente ao aumento da pressão, mas isto não ocorre para

qualquer valor de pressão. Conforme pode ser observado na Fig. 3.3, na parte destacada

por I ocorre um rápido aumento do fluxo linfático, porém quando chega-se a um dado valor

de pressão, o fluxo linfático não aumenta com a mesma taxa observada anteriormente. De

fato, em dado momento o fluxo estabiliza, conforme pode ser observado na parte destacada

por II (Guyton e Hall, 2006). A ideia principal de incluir as Eqs. (3.21) e (3.22), tanto

nos pontos internos quanto nos pontos do contorno do domı́nio, é possibilitar a modelagem

do fluxo linfático de maneira mais próxima aos valores experimentais.

Fazendo as devidas adaptações da Eq. (3.25) para incluir a modelagem a saturação
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dos vasos linfáticos, obtém-se a Eq. (3.27):


∇ · K

µ
∇P = −qc(P )− ql(P ) em Ω,

aP + b∇P · n = flinfático em ∂Ω,

(3.27)

onde ql(P ) é definida somente nos pontos que possuem vasos linfáticos e qc(P ) nos demais

pontos internos ao domı́nio. Além disso, ∂Ω é o contorno do domı́nio que agora modela

uma condição de contorno de Robin. Os parâmetros flinfático, a e b serão definidos de

acordo com as Eqs. (3.21) ou (3.22), de modo que o contorno representa a influência da

coleta realizada pelos capilares linfáticos.

3.3.4 Modelo Hidro-Mecânico Para o Edema Inflamatório

Essencialmente, as tensões relacionadas ao interst́ıcio são compostas por duas partes: a

primeira delas é resultante da pressão hidrostática do fluido intersticial que preenche os

poros, e a segunda é causada pelas tensões na parte sólida, i.e. a matriz extracelular e as

células do tecido.

Considerando um meio poroso saturado Ω que representa um tecido vivo, pode-se

utilizar um sistema de equações com 2 fases. Neste sistema, uma das equações será

utilizada para modelar a fase fluida, e a outra a fase sólida. A fase fluida é composta

basicamente por plasma sangúıneo e a fase sólida pela matriz extracelular e as células do

tecido. Deste modo, o sistema é definido por:


∂(φfρf )

∂t
+∇ · (φfρfvf ) = (qc + ql)ρf para a fase fluida,

∂(φsρs)

∂t
+∇ · (φsρsvs) = 0 para a fase sólida,

(3.28)

onde qc e ql representam a influência do sistema circulatório sangúıneo e linfático,

respectivamente. Além disso, φα, ρα e vα são a porosidade, densidade e velocidade de

cada fase, onde α = f para fase fluida e α = s para fase sólida.

Seguindo a mesma abordagem adotada para a Eq. (3.27), na fase fluida será utilizada

a Eq. (3.20) para modelar qc e a Eq. (3.22) para modelar ql. Além disso, para acoplar

a influência da reação inflamatória com a fase fluida foi utilizada a Eq. (3.23) para a
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permeabilidade hidráulica e a Eq. (3.24) para o coeficiente de reflexão oncótico.

Assumindo que vs = ∂U
∂t

, a Eq. (3.28) pode ser reescrita da seguinte maneira:


∂(φfρf )

∂t
+∇ · (φfρfvf ) = (qc + ql)ρf para a fase fluida,

∂(φsρs)
∂t

+∇ ·
(
φsρs

∂U
∂t

)
= 0 para fase sólida.

(3.29)

Assim, considerando as densidades ρf e ρs constantes e φs + φf = 1, a partir da

Eq. (3.29) pode ser obtida a seguinte equação:


∇ · vD +∇ · ∂U

∂t
= qc + ql,

vD = −K
µ
∇Pf ,

(3.30)

onde vD é a velocidade da fase fluida sob a hipótese de um meio poroso, baseada na lei de

Darcy, sendo muitas vezes referenciado apenas por velocidade de Darcy (Cheng, 2016).

É posśıvel observar que o sistema de EDPs dado pela Eq. (3.30) possui somente duas

equações para encontrar valores de 3 incógnitas: U , vD e Pf . O fechamento deste problema

ocorre com a consideração da conservação do momento para cada fase:


∇ · (σf ) + T̂f = 0 para fase fluida,

∇ · (σs) + T̂s = 0 para fase sólida.

(3.31)

onde σf e σs são os tensores da fase fluida e da fase sólida, respectivamente, e T̂f e T̂s

são as forças de interação entre as fases.

Somando as fases, é obtida a seguinte equação para a mistura:

∇ · (σf + σs) = 0, (3.32)

onde T̂f + T̂s = 0.

A fase sólida será assumida como um meio poroso isotrópico elástico, i.e. um sólido

elástico Hookeano (Biot, 1941; Cheng, 2016). O tensor de tensões é dado pela seguinte
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relação:

σs = λs(∇ · U)I + 2µsε(U), (3.33)

onde ε(U) = ∇U s = 1
2
(∇U +∇UT ), I é a matriz identidade , e λs e µs são os parâmetros

de Lamé.

Já o tensor da fase fluida pode ser descrito pela seguinte relação (Biot, 1941; Cheng,

2016):

σf = −PI, (3.34)

onde P , neste caso, é a pressão hidrostática do fluido intersticial.

Rearranjando as Eqs. (3.30) e (3.32), pode-se obter, em termos de U e P , o seguinte

sistema de equações:


(λs + µs)∇(∇ · U) + µs∇2U −∇P = 0, (3.35a)

∇ · (k∇P ) =
3

3λs + 2µs

∂P

∂t
+ q, (3.35b)

onde k = K
µ

, U é o campo de deslocamentos e q = ql + qc.

Definindo condições inicial e de contorno apropriadas para Eq. (3.35a), obtém-se a

seguinte equação:


(λs + µs)∇(∇ · U) + µs∇2U −∇P = 0 para Ω,

(σs + σf ) · n = fUN
em ∂ΩN ,

U = fUD
em ∂ΩD,

(3.36)

onde Ω ⊂ Rn e U : Ω → Rn; ∂ΩN define o contorno do domı́nio no qual foi aplicado

condição de Neumann e fUN
é o vetor de tensão aplicado neste contorno; ∂ΩD define

o contorno no qual foi aplicado condição de Dirichlet e fUD
é o vetor de deslocamento

imposto neste contorno.
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De maneira análoga para a Eq. (3.35b), obtém-se:


∇ · (k∇P ) = 3

3λs+2µs
∂P
∂t

+ q para Ω× I,

k∇P · n = fP em ∂Ω× I,

P (·, 0) = P0 em Ω,

(3.37)

onde Ω ⊂ Rn e P : Ω→ R.
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4 MÉTODO NUMÉRICO

Dentre as técnicas conhecidas para aproximar a solução de uma equação diferencial

parcial, podem-se citar métodos como Elementos Finitos (MEF), Diferenças Finitas

(MDF), além de Volumes Finitos (MVF). O MVF foi aplicado em todas a simulações

realizadas em domı́nio unidimensional e para o caso bidimensional optou-se pelo MEF,

devido a sua robustez para lidar com domı́nios mais irregulares, tal qual o eixo curdo

do coração. Este caṕıtulo faz uma breve descrição do MVF, bem como é descrita sua

aplicação na resolução das equações apresentadas no Caṕıtulo 3. Além disso, o caṕıtulo

apresenta a obtenção da formulação variacional de algumas equações do modelo, com

vistas a solucioná-lo com o emprego do MEF.

4.1 MÉTODO DOS VOLUMES FINITOS

4.1.1 O Problema Eĺıptico

Esta seção irá apresentar como pode ser aplicado o MVF em uma equação eĺıptica,

tomando como exemplo a Eq. (4.1), ou seja, um problema de difusão de uma variável

ϕ no estado estacionário.

∇ · k∇ϕ+ q = 0 em Ω, (4.1)

onde k é o coeficiente de difusão e q uma fonte.

Tome um domı́nio unidimensional Ω, que pode ser observado na Fig. 4.1, onde A e

B ∈ ∂Ω tem condições de contorno prescritas.

Inicialmente, para aplicar o MVF é necessário dividir o domı́nio em volumes de controle

discretos conforme a Fig. 4.2 ilustra. O intervalo entre os pontos do contorno A e B é

dividido em um número de pontos nodais, e.g., Fig. 4.1. Além disso, as faces do volume de

controle são posicionadas no meio dos pontos adjacentes. Deste modo, cada nó é colocado

dentro de um volume de controle.

Seja um ponto P qualquer situado entre os pontos do contorno A e B, e dois pontos

adjacentes a este, um do seu lado oeste e outro do lado leste, identificados por O e L,
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Figura 4.1: Domı́nio unidimensional Ω discretizado com volumes finitos. Adaptado de
Versteeg e Malalasekra (2007).

Figura 4.2: Volume de controle P e seus vizinhos no domı́nio unidimensional Ω discretizado
com volumes finitos. Adaptado de Versteeg e Malalasekra (2007).

respectivamente. A face entre os pontos O e P e a face entre P e L serão identificadas por

o e l. A distância entre O e P , e entre P e L é definida por δOP e δPL, respectivamente.

Além disso, as distâncias das faces o e l e o ponto P são identificadas por δoP e δPl,

respectivamente. Por fim, a distância entre uma face e outra do volume de controle é

identificada por ∆x = δol.

Agora, o próximo passo para aplicar o MVF em uma equação, ou sistema de equações,

é integrar a Eq. (4.1) no volume de controle, assim obtendo uma equação discreta no ponto

nodal P.

∫∫∫
∆V

∂

∂x

(
k
∂ϕ

∂x

)
dV +

∫∫∫
∆V

qdV = 0. (4.2)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo no gradiente e aproximando a integral
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do termo fonte, obtém-se:

(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
l

−
(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
o

+ q∆V = 0, (4.3)

onde A é a área do corte transversal da face do volume de controle, ∆V é o volume e q é

o valor médio da fonte q. Neste ponto é interessante observar que o MVF é um método

conservativo e pela própria formulação ele garante o balanço de massa.

Ainda falta definir como pode ser aproximado o coeficiente k e o gradiente ∂ϕ/∂x nas

faces leste (l) e oeste (o). Os coeficientes ko e kl podem ser aproximados por uma média

harmônica, conforme as Eqs. (4.4a) e (4.4b):

kl ≈
δol + δol+1

δol
kP

+ δol+1

kL

, (4.4a)

ko ≈
δol + δol−1

δol
kP

+ δol−1

kO

, (4.4b)

onde δPL+1 e δOP−1 são as distâncias entre o ponto L e seu subsequente e O e seu

antecessor, respectivamente. A justificativa para o uso da média harmônica é baseada

na continuidade do fluxo na face.

Para aproximar as derivadas nas faces leste (l) e oeste (o), pode-se tomar uma

aproximação por uma diferença centrada entre os pontos usando os valores dos fluxos

calculados nos pontos nodais leste (L) e oeste (O), conforme as Eqs. (4.5a) e (4.5b),

respectivamente, ilustram:

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
l

≈ ϕL − ϕP
L− P

=
ϕL − ϕP
δol+δol+1

2

, (4.5a)

∂ϕ

∂x

∣∣∣∣
o

≈ ϕP − ϕO
P −O

=
ϕP − ϕO
δol+δol−1

2

. (4.5b)

Sendo assim, pode-se tomar as Eqs. (4.6a) e (4.6b) para aproximar o fluxo nas faces:
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(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
l

≈ kl,
ϕL − ϕP
δol+δol+1

2

Al, (4.6a)(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
o

≈ ko
ϕP − ϕO
δol+δol−1

2

Ao, (4.6b)

onde Al e Ao são as áreas da seção transversal das faces leste e oeste, respectivamente.

Substituindo essas relações na Eq. (4.3), obtém-se:

kl
ϕL − ϕP
δol+δol+1

2

Al − ko
ϕP − ϕO
δol+δol−1

2

Ao + +q∆V = 0. (4.7)

Por outro lado, ao se tomar uma discretização com pontos igualmente espaçados ∆x =

δol = δOP = δPL, e além disso considerar ∆A = Ao = Al e ∆V = ∆A∆x e substituir na

Eq. (4.7), obtém-se:

kl
ϕL − ϕP

∆x
− ko

ϕP − ϕO
∆x

+ q∆x = 0. (4.8)

4.1.2 Problemas de Evolução

Nesta subseção será discutida a discretização de duas equações de evolução, a primeira

que contempla somente fluxo difusivo e a segunda que considera tanto o problema difusivo

quanto o advectivo. Nesta segunda aproximação também será necessária a utilização do

esquema Upwind (McDonald e Ambrosiano, 1984).

4.1.2.1 Problema de difusão

Esta seção apresentará a aplicação do MVF em uma equação de evolução, tomando como

exemplo a Eq. (4.9), ou seja, um problema de difusão de uma variável ϕ no estado

transiente:

∂ϕ

∂t
= ∇ · k∇ϕ+ q em Ω, (4.9)

onde k é o coeficiente de difusão e q uma fonte.
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Seja o mesmo domı́nio unidimensional de exemplo descrito pela Fig. 4.1 e discretizado

conforme Fig. 4.2. Para aplicar o MVF é necessário integrar a Eq. (4.9) no volume de

controle, e assim obter uma equação discreta no ponto nodal P :

∫∫∫
∆V

∂ϕ

∂t
dV =

∫∫∫
∆V

∂

∂x

(
k
∂ϕ

∂x

)
dV +

∫∫∫
∆V

qdV. (4.10)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo no gradiente e aproximando os outros

termos, obtém-se:

∂ϕ

∂t
∆V =

(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
l

−
(
k
∂ϕ

∂x
A

)∣∣∣∣
o

+ q∆V, (4.11)

onde A é a área do corte transversal da face do volume de controle, ∆V é o volume e q é

o valor médio da fonte q.

Analogamente ao que foi feito na Eq. (4.1), os coeficientes ko e kl podem ser

aproximados por uma média harmônica, empregando para isto as Eqs. (4.4a) e (4.4b).

Além disso, para aproximar as derivadas nas faces leste (l) e oeste (o) pode-se tomar

uma aproximação por uma diferença centrada entre os pontos usando os valores dos

fluxos calculados nos pontos nodais leste (L) e oeste (O), obtendo também as Eqs. (4.5a)

e (4.5b), respectivamente. Sendo assim, o fluxo difusivo nas faces leste e oeste também

são dados pelas Eqs. (4.6a) e (4.6b), respectivamente.

Então, para fazer todas as aproximações necessárias e obter a forma discreta da

Eq. (4.9), resta definir como pode ser aproximada a variação no tempo ∂ϕ/∂t. Uma

maneira posśıvel de fazer esta aproximação é através de uma diferença progressiva no

ponto nodal P , conforme a Eq. (4.12).

∂ϕ

∂t
≈ ϕn+1

P − ϕnP
∆t

, (4.12)

onde n denota a aproximação no passo de tempo atual e n+ 1 o seguinte. Além disso, ∆t

é a distancia do passo de tempo atual para o próximo, i.e., a discretização na dimensão

temporal.
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Finalmente, substituindo todas as relações obtidas na Eq. (4.11), obtém-se a Eq. (4.13).

ϕn+1
P − ϕnP

∆t
∆V = kl

ϕnL − ϕnP
δol+δol+1

2

Al − ko
ϕnP − ϕnO
δol+δol−1

2

Ao + qn∆V. (4.13)

Novamente, se for tomada uma discretização com pontos igualmente espaçados ∆x =

δol = δOP = δPL, e além disso se considerar que ∆A = Ao = Al e ∆V = ∆A∆x, e

substituir na Eq. (4.13), obtém-se:

ϕn+1
P − ϕnP

∆t
∆x = kl

ϕnL − ϕnP
∆x

− ko
ϕnP − ϕnO

∆x
+ qn∆x. (4.14)

Além disso, pode-se reorganizar os termos da Eq. (4.14) e obter a Eq. (4.15). Portanto,

é posśıvel obter uma relação que aproxima o valor de ϕ em um ponto nodal P em um

passo de tempo subsequente a partir dos valores de ϕ na iteração atual, i.e., uma relação

expĺıcita.

ϕn+1
P = ∆t

(
kl
ϕnL − ϕnP

∆x2
− ko

ϕnP − ϕnO
∆x2

+ qn
)

+ ϕnP . (4.15)

Para garantir a estabilidade deste método explicito é necessário tomar valores de ∆t

e ∆x que atendam a condição de Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) (LeVeque, 2007)

4.1.2.2 Problema de advecção-difusão

Esta subseção apresentará a aplicação do MVF em uma equação parabólica com fluxo

difusivo e advectivo, tomando como exemplo a Eq. (4.16), ou seja, um problema de

difusão e advecção de uma variável ϕ no estado transiente:

∂ϕ

∂t
= ∇ · (k∇ϕ+ ϕv) + q em Ω, (4.16)

onde k é o coeficiente de difusão, q uma fonte, e v é o vetor velocidade.

Seja o mesmo domı́nio unidimensional do exemplo descrito pela Fig. 4.1 e discretizado

conforme ilustrado na Fig. 4.2. Para aplicar o MVF é necessário integrar a Eq. (4.16) no
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volume de controle, e assim obter uma equação discreta no ponto nodal P :

∫∫∫
∆V

∂ϕ

∂t
dV =

∫∫∫
∆V

∂

∂x

(
k
∂ϕ

∂x
+ ϕv

)
dV +

∫∫∫
∆V

qdV. (4.17)

Aplicando o Teorema Fundamental do Cálculo no gradiente e aproximando os outros

termos, obtém-se:

∂ϕ

∂t
∆V =

[(
k
∂ϕ

∂x
+ ϕv

)
A

]∣∣∣∣
l

−
[(
k
∂ϕ

∂x
+ ϕv

)
A

]∣∣∣∣
o

+ q∆V, (4.18)

onde A é a área do corte transversal da face do volume de controle, ∆V é o volume e q é

o valor médio da fonte q.

Analogamente ao que foi feito nas Eq. (4.1) e Eq. (4.9), os coeficientes ko e kl podem

ser aproximados por uma média harmônica, utilizando as Eqs. (4.4a) e (4.4b). Além

disso, para aproximar as derivadas nas faces leste (l) e oeste (o) pode-se tomar uma

aproximação por uma diferença centrada entre os pontos usando os valores dos fluxos

calculados nos pontos nodais leste (L) e oeste (O), obtendo também as Eqs. (4.5a) e (4.5b),

respectivamente. Sendo assim, o fluxo difusivo nas faces leste e oeste também são dados

pelas Eqs. (4.6a) e (4.6b), respectivamente. Além disso, o termo ∂ϕ/∂t é aproximado da

mesma maneira que ao feito na Eq. (4.9), ou seja, utilizando uma diferença progressiva

no ponto nodal P , conforme a Eq. (4.12).

Então, para fazer todas as aproximações necessárias e obter a forma discreta da

Eq. (4.16), resta definir como pode ser aproximado o termo ϕv nas faces leste e oeste.

Uma maneira posśıvel de fazer esta aproximação é através de um esquema de Upwind.

Neste trabalho optou-se por utilizar uma estratégia conhecida por FOU (first order

upwind)(McDonald e Ambrosiano, 1984; Alves et al., 2016), conforme apresentado na

Eq. (4.19):
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ϕl =


ϕP vl > 0

ϕL vl < 0

(4.19a)

ϕo =


ϕO vo > 0

ϕP vo < 0

(4.19b)

Esse esquema upwind dado pelas Eqs. (4.19a) e (4.19b) garante uma solução estável

para o método numérico, uma vez que não deixa a solução oscilar (McDonald e

Ambrosiano, 1984; Alves et al., 2016).

Finalmente, substituindo todas as relações obtidas na Eq. (4.18), obtém-se a Eq. (4.20):

ϕn+1
P − ϕnP

∆t
∆V =

(
kl
ϕnL − ϕnP
δol+δol+1

2

+ vlϕl

)
Al −

(
ko
ϕnP − ϕnO
δol+δol−1

2

+ voϕo

)
Ao + qn∆V. (4.20)

Novamente, ao se tomar uma discretização com pontos igualmente espaçados ∆x =

δol = δOP = δPL, e além disso se considerar que ∆A = Ao = Al e ∆V = ∆A∆x,

substituindo na Eq. (4.20), obtém-se:

ϕn+1
P − ϕnP

∆t
∆x =

(
kl
ϕnL − ϕnP

∆x
+ vlϕl

)
−
(
ko
ϕnP − ϕnO

∆x
+ voϕo

)
+ qn∆x. (4.21)

Adicionalmente, também pode-se reorganizar os termos da Eq. (4.21) e obter a

Eq. (4.22), ou seja, uma relação expĺıcita:

ϕn+1
P = ∆t

[(
kl
ϕnL − ϕnP

∆x2
+ vlϕl

)
−
(
ko
ϕnP − ϕnO

∆x2
+ voϕo

)
+ qn

]
+ ϕnP . (4.22)

Assim como descrito seção anterior, é necessário tomar valores de ∆t e ∆x que

atendam a condição de CFL, de modo a garantir a estabilidade deste método numérico
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expĺıcito (LeVeque, 2007).

4.1.3 Condições de contorno

A relação obtida pela Eq. (4.8) pode ser utilizada para formar um sistema de equações que

aproximam o valor da solução em um ponto qualquer P , excluindo-se os pontos vizinhos

das fronteiras A e B. Para se obter um sistema com solução única é necessário também

obter as duas equações vizinhas das fronteiras do domı́nio.

Inicialmente, tome um cenário com condições de contorno do tipo Dirichlet. Neste

caso a Eq. (4.1) fica conforme a Eq. (4.23):


∇ · k∇ϕ+ q = 0 em Ω,

ϕ = fdirichlet em ∂Ω.

(4.23)

Se for tomada a face A do domı́nio exemplificado pela Fig. 4.1, na equação para o

ponto leste desta face pode ser definido que ϕO = fdirichlet, obtendo-se a Eq. (4.24a). O

mesmo pode ser feito para a face B, obtendo-se assim a Eq. (4.24b):

kl
ϕL − ϕP

∆x
− ko

ϕP − fdirichlet
∆x

+ q∆x = 0, (4.24a)

kl
fdirichlet − ϕP

∆x
− ko

ϕP − ϕO
∆x

+ q∆x = 0. (4.24b)

Por outro lado, se um cenário com condições de contorno do tipo Neumann for

considerado, então a Eq. (4.1) fica conforme a Eq. (4.25):


∇ · k∇ϕ+ q = 0 em Ω,

k∇ϕ · n = fneumann em ∂Ω.

(4.25)

Novamente, tomando-se a face A do domı́nio exemplificado pela Fig. 4.1, na equação

para o ponto a leste desta face pode ser definido que (k ∂ϕ
∂x

)|o = fneumann, obtendo-se assim

a Eq. (4.26a). Pode-se obter analogamente para a face B a Eq. (4.26b):
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kl
ϕL − ϕP

∆x
− fneumann + q∆x = 0. (4.26a)

fneumann − ko
ϕP − ϕO

∆x
+ q∆x = 0. (4.26b)

Finalmente, ao se tomar um cenário com condições de contorno de Robin, então a

Eq. (4.1) fica conforme a Eq. (4.25):


∇ · k∇ϕ+ q = 0 em Ω,

αϕ+ βk∇ϕ · n = frobin em ∂Ω,

(4.27)

Uma estrategia utilizada para aproximar os valores dos fluxos nas faces do contorno do

domı́nio é isolar o operador gradiente da equação do contorno, reescrevendo a Eq. (4.27)

conforme a Eq. (4.28):


∇ · k∇ϕ+ q = 0 em Ω,

k∇ϕ · n = frobin−αϕ
β

em ∂Ω,

(4.28)

Neste caso, pode-se obter as equações dos pontos vizinhos ao contorno do domı́nio

de forma análoga à condição de Neumann. Para o ponto vizinho a face A obtém-se a

Eq. (4.29a), e para o ponto vizinho a face B obtém-se a Eq. (4.29b):

kl
ϕL − ϕP

∆x
− frobin − αϕP

β
+ q∆x = 0. (4.29a)

frobin − αϕP
β

− ko
ϕP − ϕO

∆x
+ q∆x = 0. (4.29b)

Com todas as equações necessárias para obter um sistema, basta definir um método

numérico apropriado para resolvê-lo.

Nos casos das discretizações para as equações parabólicas dadas pelas Eqs. (4.15) e

(4.22), as aproximações para os fluxos nas faces leste e oeste também são aproximados

utilizando as Eqs. (4.24), (4.26) e (4.29) para as condições de contorno do tipo Dirichlet,
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Neumann e Robin, respectivamente.

4.2 APLICAÇÃO DO MVF NO MODELO

Uma vez que foi mostrado que a forma discreta utilizando o MVF das Eqs. (4.1), (4.9) e

(4.16) é dada pelas Eqs. (4.8), (4.15) e (4.22), pode-se aplicar essas relações nas equações

do modelo matemático descrito neste trabalho.

4.2.1 Pressão do Fluido Intersticial

Nesta subseção será apresentada a forma discreta da equação que modela a pressão

intersticial, ou seja, as Eqs. (3.25) e (3.37). Para fazer a discretização da Eq. (3.25)

serão tomadas as versões modificadas dadas pelas Eqs. (3.26) e (3.27). Vale ressaltar que

essa discretização está considerando o caso isotrópico, então K = kiso. Para simplificar a

notação das equações discretas, considere k = kiso/µ.

Aplicando a relação dada pela Eq. (4.8) na Eq. (3.26), definindo-se no ponto A do

contorno uma condição de Dirichlet e no ponto B uma condição de Neumann, obtém-se

a versão discreta deste modelo, dada por:


kl
PL−PP

∆x
− ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em Ω,

PP = flinfático em ΩA,

ftecido − ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em ΩB.

(4.30)

Na segunda modelagem proposta,i.e. a Eq. (3.27), é tomado o fluxo linfático modelado

pela Eq. (3.21) e considerado que todo o contorno do domı́nio, tanto a face A quanto a

B, atende às condições de contorno de Robin. Além disso, nos pontos que estão sob

influência de vasos linfáticos a influência dos capilares é desconsiderada. Sendo assim, ao
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aplicar a relação dada pela Eq. (4.8) na Eq. (3.27) obtém-se:



kl
PL−PP

∆x
− ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em Ωc,

kl
PL−PP

∆x
− ko PP−PO

∆x
− δPP

γ+PP
= 0 em Ωl,

kl
PL−PP

∆x
− δPP

γ+PP
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em ∂ΩA,

δPP

γ+PP
− ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em ∂ΩB,

(4.31)

onde Ωc e Ωl são os pontos do domı́nio que estão sob influência dos capilares sangúıneos

e linfáticos, respectivamente. Além disso, ∂ΩA é a face A do contorno do domı́nio, e ∂ΩB

a face B do contorno do domı́nio.

Já na terceira modelagem, para discretizar a Eq. (3.27), tomando o fluxo linfático

modelado pela Eq. (3.22), também é considerado que todo o contorno do domı́nio atende

às condições de contorno de Robin. Além disso, nos pontos que estão sob influência de

vasos linfáticos a influência dos capilares é desconsiderada. Sendo assim, ao aplicar a

relação dada pela Eq. (4.8) na Eq. (3.27) obtém-se:



kl
PL−PP

∆x
− ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em Ωc,

kl
PL−PP

∆x
− ko PP−PO

∆x
− q0

(
1 + Vmax(P−P0)n

Kn
m+(P−P0)n

)
= 0 em Ωl,

kl
PL−PP

∆x
− q0

(
1 + Vmax(P−P0)n

Kn
m+(P−P0)n

)
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em ∂ΩA,

q0

(
1 + Vmax(P−P0)n

Kn
m+(P−P0)n

)
− ko PP−PO

∆x
+ (Pc − PP − σ(πc − πi))∆x = 0 em ∂ΩB,

(4.32)

onde Ωc e Ωl são os pontos do domı́nio que estão sob influência dos capilares sangúıneos

e linfáticos, respectivamente. Além disso, ∂ΩA é a face A do contorno do domı́nio, e ∂ΩB

a face B do contorno do domı́nio.

Vale destacar que nas Eqs. (4.31) e (4.32), nos pontos que são definidos capilares

linfáticos, a forma discreta em volumes finitos não tem ∆x multiplicando o termo que

modela a influência linfática. Isto ocorre devido a definição da função ql, que nestes casos

é dada pelas Eqs. (3.21) e (3.22), respectivamente.

Para obter as soluções dos sistemas lineares e não lineares, dados pelas
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Eqs. (4.30), (4.31) e (4.32), foi aplicado o método de Jacob-Richardson nas equações

lineares e o método de ponto fixo nas equações não lineares.

Por fim, a última versão da equação da pressão apresentada neste trabalho foi obtida a

partir da modelagem hidro-mecânica e é dada pela Eq. (3.37). Nesta equação foi aplicada

a relação dada pela Eq. (4.15) na Eq. (3.37), bem como foi definido que as faces A e B do

contorno são modeladas com condição de contorno de Neumann. Deste modo obtém-se a

seguinte equação:



P n+1
P = ∆t

β

(
kl
Pn
L−Pn

P

∆x2
− ko

Pn
P−Pn

O

∆x2
+ q(P n

P )

)
+ P n

P em Ω,

P n+1
P = ∆t

β

(
kl
Pn
L−Pn

P

∆x2
− fP + q(P n

P )

)
+ P n

P em ∂ΩA,

P n+1
P = ∆t

β

(
fP − ko

Pn
P−Pn

O

∆x2
+ q(P n

P )

)
+ P n

P em ∂ΩB,

(4.33)

onde β = 3
3λs+2µs

.

4.2.2 Campo de Deslocamentos

Nesta subseção será mostrado como fica a forma discreta da equação que modela o campo

de deslocamentos, ou seja, a Eq. (3.36). A Eq. (3.36) é discretizada utilizando o MVF,

obtendo-se: 
θl
UL−UP

∆x
− θo UP−UO

∆x
− Pn

L−Pn
O

2
= 0 em Ω,

θl
UL−UP

∆x
− fU −

Pn
L−Pn

O

2
= 0 em ΩA,

fU − θo UP−UO

∆x
− Pn

L−Pn
O

2
= 0 em Ω,

(4.34)

onde θ = (λs + 2µs) e P vem da solução numérica da Eq. (3.37).

4.2.3 Dinâmica das Bactérias

Nesta subseção será mostrado como fica a forma discreta da equação que modela a

dinâmica das bactéricas no interst́ıcio, ou seja, a Eq. (3.12).

Aplicando a relação dada pela Eq. (4.15) na Eq. (3.12), e definido-se que as faces A e
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B do contorno são modeladas com condição de contorno de Neumann, obtém-se:



Cb
n+1
P = ∆t

(
Φb(Cb

n
P , Cb

n
L, Cb

n
O)− rb(CbnP , CnnP ) + qb(Cb

n
P )

)
+ Cb

n
P em Ω,

Cb
n+1
P = ∆t

(
kl
Cb

n
L−Cb

n
P

∆x2
− ftecido − rb(CbnP , CnnP ) + qb(Cb

n
P )

)
+ Cb

n
P em ∂ΩA,

Cb
n+1
P = ∆t

(
ftecido − ko Cb

n
P−Cb

n
O

∆x2
− rb(CbnP , CnnP ) + qb(Cb

n
P )

)
+ Cb

n
P em ∂ΩB,

(4.35)

onde Ω representa o tecido intersticial, ou seja, os pontos do domı́nio. Além disso, ∂ΩA é

a face A do contorno do domı́nio, e ∂ΩB a face B do contorno do domı́nio. Finalmente

Φb é dado por:

Φb(Cb
n
P , Cb

n
L, Cb

n
O) = kl

Cb
n
L − CbnP
∆x2

− ko
Cb

n
P − CbnO
∆x2

. (4.36)

4.2.4 Dinâmica dos Neutrófilos

Nesta subseção será mostrado como fica a forma discreta da equação que modela a

dinâmica dos neutrófilos no interst́ıcio, ou seja, a Eq. (3.15).

Aplicando a relação dada pela Eq. (4.22) na Eq. (3.15), e definido-se que as faces A e

B do contorno são modeladas com condição de contorno de Neumann, obtém-se:



Cn
n+1
P = ∆t

(
Φn(Cn

n
P , Cn

n
L, Cn

n
O)− rn(Cb

n
P , Cn

n
P ) + qn(Cb

n
P , Cn

n
P )

)
+ Cn

n
P em Ω,

Cn
n+1
P = ∆t

(
kl

Cb
n
L−Cb

n
P

∆x2 − ftecido − rn(Cb
n
P , Cn

n
P ) + qn(Cb

n
P , Cn

n
P )

)
+ Cn

n
P em ∂ΩA,

Cn
n+1
P = ∆t

(
ftecido − ko

Cb
n
P−Cb

n
O

∆x2 − rn(Cb
n
P , Cn

n
P ) + qn(Cb

n
P , Cn

n
P )

)
+ Cn

n
P em ∂ΩB ,

(4.37)

onde Ω representa o tecido intersticial, ou seja, os pontos do domı́nio. Além disso, ∂ΩA é

a face A e ∂ΩB a face B do contorno do domı́nio. Finalmente Φn é dado por:

Φn(Cn
n
P , Cn

n
L, Cn

n
O) = kl

Cn
n
L − CnnP
∆x2

− ko
Cn

n
P − CnnO
∆x2

−
(

(χnbCn)l
Cb

n
L − CbnP
∆x

− (χnbCn)o
Cb

n
P − CnnO

∆x

)
.

(4.38)

Vale destacar que para aproximar o termo∇Cb, i.e., a velocidade nas faces, foi utilizada

uma diferença centrada. Além disso, para aproximar Cnl e Cno, i.e., a concentração de
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bactéria nas faces, foi utilizado o esquema de Upwind, conforme a Eq. (4.19).

4.2.5 Análise da Porosidade

O modelo matemático descrito pela Eqs. (3.36) e (3.37) foi obtido ao somar cada fase do

sistema e assumindo que φs + φf = 1. Como resultado, outro sistema de equações que

não possuem as variáveis φse φf foi obtido. Porém, a quantificação da fase fluida e sólida

é importante para mensurar o edema. Assim, esta seção descreverá o método numérico

utilizado para obter a dinâmica das fases fluida e sólida.

Ao aplicar o MVF na Eq. (3.29) obtém-se a seguinte equação:

(φs)
n+1
P = −∆t

(
(φs)

n
l vl − (φs)

n
ovo

)
+ (φs)

n
P em Ω. (4.39)

Vale destacar que para aproximar o termo ∂U
∂t

, i.e., a velocidade da matriz sólida nas

faces, foi utilizada uma diferença centrada, conforme a seguinte relação:


vl = vL+vP

2
,

vo = vP +vO
2

.

(4.40)

Além disso, para aproximar (φs)l e (φs)r, i.e., a fração da fase sólida, foi utilizado o

esquema FOU de Upwind, conforme a Eq. (4.19).

Por um lado, uma vez que se obteve o resultado das Eqs. (3.36) e (3.25) é posśıvel

aproximar a velocidade ∂U
∂t

e resolver a Eq. (3.29) utilizando a Eq. (4.39). Por outro lado,

o valor de φf pode ser obtido pela relação φf + φs = 1.

4.3 MÉTODO DOS ELEMENTOS FINITOS

O método dos elementos finitos (MEF) é considerado um dos métodos mais robustos

para a resolução de equações diferenciais. Grande parte desta robustez é atribúıda à sua

generalidade, a qual permite sua utilização em equações diferenciais de todas as áreas da

ciência. Além disso, outro fator que contribuiu para seu sucesso é sua formulação flex́ıvel,

permitindo que as propriedades das discretizações sejam controladas pela escolha das
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aproximações dos espaços de elementos finitos. Nesta seção será discutida a utilização do

método dos elementos finitos por meio do Projeto FEniCS1 (Logg et al., 2012; Langtangen

e Logg, 2017).

De modo geral, utilizar o FEniCS para encontrar a solução de uma EDP pode ser

resumido em: a) identificar o domı́nio Ω; b) a EDP; c) suas condições inicial e de contorno;

d) seus termos fonte; e) reformular a EDP como um problema variacional de elementos

finitos; f) escrever um programa (em C++ ou Python) que defina o domı́nio, a formulação

variacional, condições de contorno e termos fonte, por meio das abstrações oferecidas pelo

FEniCS; g) chamar FEniCS para resolver o problema e h) salvar os resultados. Sendo

assim, a próxima seção discutirá a obtenção da formulação variacional para as EDPs

utilizadas neste trabalho.

4.3.1 Formulação Variacional de Elementos Finitos

Um ponto importante sobre o método do elementos finitos é como expressar uma EDP

em sua respectiva forma variacional. Assim, nesta seção será discutida a obtenção da

formulação variacional do modelo matemático que acoplou a iteração do sistema imune

à formação de um edema, i.e. a formulação variacional das Eqs. (3.12), (3.15), (3.37) e

(3.36).

Em suma, a ideia básica para transformar uma EDP, com derivadas de segunda ordem,

em um problema variacional é multiplicar a EDP por uma função v, integrar o resultado

ao longo de seu domı́nio Ω, e realizar uma integração por partes nos termos com derivadas

de segunda ordem. A função v é chamada de função teste e a função desconhecida, u, a

ser aproximada é chamada de função da solução admisśıvel. Estas funções pertencem a

certos espaços de funções que especificam as propriedades delas. Maiores detalhes sobre

espaços de funções podem ser encontrados em Johnson (2009) e Hughes (2000).

1Maiores detalhes deste projeto podem ser encontrados em https://fenicsproject.org/

https://fenicsproject.org/
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4.3.1.1 Dinâmica das Bactérias

Uma abordagem direta para encontrar uma solução de uma EDP dependente do tempo

por meio do MEF é obter uma sequencia de problemas estacionários, por meio de uma

diferença finita aplicada à derivada em relação ao tempo, os quais serão transformados

em suas respectivas formulações variacionais.

Adotando esta abordagem para a Eq. (3.12), pode-se obter a seguinte formulação:

φf

(
∂Cb
∂t

)n+1

= ∇ · (Db∇Cn+1
b )− rn+1

b + qn+1
b , (4.41)

onde φ foi considerado constante.

Por simplicidade e estabilidade, pode-se tomar uma diferença regressiva:

(
∂Cb
∂t

)n+1

≈ Cn+1
b − Cn

b

∆t
, (4.42)

onde ∆t é o parâmetro de discretização no tempo. Inserindo a relação Eq. (4.42) na

Eq. (4.41), obtém-se:

φf
Cn+1
b − Cn

b

∆t
= ∇ · (Db∇Cn+1

b )− rn+1
b + qn+1

b . (4.43)

Este tipo de discretização é conhecido como Euler impĺıcito.

Pode-se reordenar a Eq. (4.43), deixando os termos com un+1 do lado esquerdo da

equação e os demais do lado direito, obtendo a seguinte relação:


Cb

0 = Cb0 para n = 0,

Cb
n+1 − ∆t

φf
∇ · (Db∇Cn+1

b ) = Cb
n +

∆t

φf
(qn+1
b − rn+1

b ) para n = 1, 2, 3, · · · .
(4.44)

Deste modo, dado um valor inicial Cb0 é posśıvel resolver Cb
0, Cb

1, Cb
2, e assim por

diante.

Para obter a formulação variacional, multiplicam-se ambos os lados da Eq. (4.44) por
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uma função teste v, obtendo a seguinte relação:

∫
Ω

CbvdΩ− ∆t

φf

∫
Ω

∇ · (Db∇Cb)vdΩ =

∫
Ω

Cb
nvdΩ +

∆t

φf

∫
Ω

(qb − rb)vdΩ, (4.45)

onde foi abreviada a notação Cb
n+1 simplesmente por Cb, e dΩ é o elemento diferencial

para integrar ao longo do domı́nio Ω.

O próximo passo é aplicar uma integração por partes no termo que possui derivada

de segunda ordem, obtendo a seguinte equação:

∫
Ω

CbvdΩ +
∆t

φf

(∫
Ω

(Db∇Cb) · ∇vdΩ−
∫
∂Ω

∂Cb
∂n

vd∂Ω

)
=∫

Ω

Cb
nvdΩ +

∆t

φf

∫
Ω

(qb − rb)vdΩ,

(4.46)

onde ∂Ω denota o contorno do domı́nio Ω e d∂Ω o elemento diferencial para integrar ao

longo do contorno do domı́nio. Além disso, ∂Cb

∂n
= ∇Cb · n é a derivada de Cb na direção

do vetor normal unitário externo ao contorno.

Deve-se destacar que na fatia do contorno onde utiliza-se condição do tipo Dirichlet,

∂ΩD, assume-se a função teste v = 0 no contorno. Por outro lado, na fatia ∂ΩN , onde

utiliza-se condições de Neumann, não pode-se omitir o termo que representa o contorno na

integração por partes, portanto a condição de Neumann aparece naturalmente. Portanto,

será mantida a forma mais geral da formulação variacional da Eq. (3.12), conforme

apresentado na Eq. (4.46). Maiores detalhes sobre este ponto podem ser encontrados

também em Johnson (2009) e Hughes (2000).

4.3.1.2 Dinâmica dos Neutrófilos

Inicialmente, para se obter a formulação variacional da Eq. (3.15) será utilizada a mesma

abordagem descrita na seção anterior. Então, tomando a Eq. (3.15), pode-se obter a
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seguinte formulação:

φf

(
∂Cn
∂t

)n+1

= ∇ · (Dn∇Cn+1
n − χnbCn+1

n ∇Cb) + qn+1
n − rn+1

n , (4.47)

onde foi considerado φ constante. Além disso, sob a hipótese de incompressibilidade esta

equação pode ser reescrita da seguinte maneira:

φf

(
∂Cn
∂t

)n+1

= ∇ · (Dn∇Cn+1
n )−∇(χnbC

n+1
n ) · ∇Cb + qn+1

n − rn+1
n . (4.48)

Assim, será aplicado o mesmo método descrito para obter a formulação variacional da

equação da bactéria, i.e. utilizando Euler impĺıcito para aproximar a derivada em relação

ao tempo, multiplicando a Eq. (4.48) por uma função de teste v, integrando a equação

resultante ao longo do domı́nio Ω, e aplicando uma integração por partes nos termos com

derivada de segunda ordem. O resultado destas etapas é dado pela seguinte equação:

∫
Ω

CnvdΩ +
∆t

φf

(∫
Ω

(Dn∇Cn) · ∇vdΩ−
∫
∂Ω

∂Cn
∂n

vd∂Ω

)
+

∆t

φf

(∫
Ω

(∇(χnbCn) · ∇Cb)vdΩ

)
=

∫
Ω

Cn
nvdΩ +

∆t

φf

∫
Ω

(qn − rn)vdΩ.

(4.49)

Entretanto, a Eq. (4.48), além do termo de difusão, também possui o termo de advecção

∇(χnbC
n+1
n ) · ∇Cb o qual introduziu o transporte. Para casos onde o número de Péclet

é maior que 1, o sistema de equações resultante se torna instável e são introduzidas

oscilações. Para fazer esta análise, o número de Péclet pode ser calculado com a seguinte

relação:

PEe =
||w||h

2D
, (4.50)

onde w é o vetor de velocidade, neste caso w = ∇Cb, e D é a taxa de difusão, neste

caso D = Dn e h é o tamanho do elemento. A fim de resolver o posśıvel problema de

oscilações durante a simulação realizada por meio da Eq. (4.48), foi utilizado o método
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para estabilização conhecido por Streamline upwind Petrov–Galerkin (SUPG),uma vez

que ∇Cb varia conforme a simulação evolui.

Deste modo, conforme pode ser visto em Donea e Huerta (2003), será adicionado o

seguinte termo de estabilização à Eq. (4.49):

E =
∑
e

∫
Ω

P(v)τR(u)Ω, (4.51)

onde P(v) é um operador aplicado a função teste v, τ é o parâmetro de estabilização, e

R(u) é o reśıduo da EDP. As técnicas de estabilização são caracterizadas pelas escolhas

de P(v). Para a técnica de estabilização SUPG utiliza-se a seguinte equação:

P(v) = w · ∇v, (4.52)

onde w é o vetor de velocidade, neste caso w = ∇Cb.

4.3.1.3 Pressão do Fluido Intersticial

Nesta seção será discutida apenas a obtenção da formulação variacional da Eq. (3.37),

dado que as outras equações utilizadas para modelar a PFI não foram resolvidas pelo

MEF.

Para obter a formulação variacional da Eq. (3.37) será utilizada a mesma abordagem

descrita para a dinâmica das bactérias. Então, a Eq. (3.37) pode ser reescrita da seguinte

forma:

βf
∂P

∂t
= ∇ · (k∇P )− q, (4.53)

onde βf = 3
3λs+2µs

.

Tal qual nas formulações anteriores, a fim de obter uma sequência de problemas

estacionários, pode-se reescrever a Eq. (4.53) da seguinte forma:

βf

(
∂P

∂t

)n+1

= ∇ ·
(
k∇P n+1

)
− qn+1. (4.54)
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Assim, será aplicado o mesmo método descrito para obter a formulação variacional das

equações anteriores, i.e. utilizando Euler impĺıcito para aproximar a derivada em relação

ao tempo, multiplicando a Eq. (4.54) por uma função de teste v, integrando a equação

resultante ao longo do domı́nio Ω, e aplicando uma integração por partes nos termos com

derivada de segunda ordem. O resultado destas etapas é dado pela seguinte equação:

∫
Ω

PvdΩ +
∆t

βf

(∫
Ω

(k∇P ) · ∇vdΩ−
∫
∂Ω

∂P

∂n
vd∂Ω

)
=

∫
Ω

P nvdΩ− ∆t

βf

∫
Ω

qvdΩ. (4.55)

4.3.1.4 Elasticidade Linear

O problema da elasticidade linear é de grande interesse na engenharia moderna, e neste

trabalho também é fundamental para modelar a deformação que ocorre no domı́nio devido

ao edema.

Seja a Eq. (3.32). Pode-se reescrevê-la da seguinte maneira:

∇ · σs = ∇P, (4.56)

onde ∇P será calculado por meio de Eq. (3.37).

A formulação variacional da Eq. (3.32) consiste em realizar o produto interno da

Eq. (3.32) e uma função de testes vetorial v ∈ V̂ , onde V̂ é um espaço de função de teste

vetorial, e integrar por partes ao longo do domı́nio Ω:

∫
Ω

(∇ · σs) · vdΩ =

∫
Ω

∇P · vdΩ. (4.57)

Uma vez que ∇·σs possui derivadas de segunda ordem da variável U , pode-se aplicar

uma integração por partes neste termo da seguinte maneira:

∫
Ω

(∇ · σs) · vdΩ =

∫
∂Ω

(σs · n) · vd∂Ω−
∫

Ω

σs : ∇vdΩ, (4.58)

onde o operador σs : ∇v =
∑

i

∑
j σsi,j∇vi,j, i.e. o produto interno entre tensores, e n é

o vetor unitário normal externo no contorno do domı́nio. A quantidade σs ·n é conhecida
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como tração ou vetor de tensão no contorno, e muitas vezes é utilizado para prescrever

condições de contorno. Assim, obtém-se a seguinte formulação variacional:

∫
Ω

σs(U) : ∇vdΩ =

∫
∂Ω

(σs · n) · vd∂Ω−
∫

Ω

∇P · vdΩ, (4.59)

onde σs(U) = λs(∇ ·U)I + µs(∇U +∇UT ).

A Eq. (4.59) pode ser reescrita em seu formato mais conhecido, obtendo-se a seguinte

equação:

∫
Ω

σs(U) : ε(v)dΩ =

∫
∂Ω

(σs · n) · vd∂Ω−
∫

Ω

∇P · vdΩ, (4.60)

onde ε(v) = 1
2

(
∇v +∇vT

)
.
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5 RESULTADOS

Neste caṕıtulo serão apresentados os resultados dos experimentos numéricos que foram

executados ao longo deste projeto de doutorado. Este caṕıtulo será dividido em 5 seções,

sendo que cada uma destas delas apresentará um estudo de caso contendo o cenário e os

respectivos resultados numéricos das simulações.

O simulador utilizado para calcular os resultados que serão apresentados nos 4

primeiros estudos foi escrito na linguagem de programação C++. Para o último

experimento foi desenvolvido um simulador em Python de modo a utilizar a biblioteca do

projeto FEniCS. O GNU GCC 4.8.2 foi utilizado para compilar todos os códigos fontes do

simulador feito em C++, utilizando a flag para otimizações arquiteturais (-march-native),

além da flag -O3. Para executar o código do último estudo com o projeto FEniCS foi

utilizada a máquina virtual Docker1 dispońıvel na página do projeto2. Os programas

Gnuplot3 e Paraview4 foram utilizados para gerar os gráficos e fazer o pós processamento

dos resultados. Todas as simulações foram executadas em um computador com SMP

Linux (3.12.11-201) e um processador Intel Core i7-3632QM de 2.20GHz de frequência e

6GB de memória principal.

5.1 EXPERIMENTO 1

Esta seção apresentará os resultados das simulações utilizando os métodos numéricos que

foram descritos ao longo do texto e que também podem ser encontrados em Reis et al.

(2016b).

As simulações que foram feitas nesta seção consideraram a equação da PFI influenciada

apenas pelos capilares sangúıneos, ou seja, na Eq. (3.25) com qc(P ) dado pela Eq. (3.20)

e ql(P ) = 0. Os demais modelos de bactéria e neutrófilo utilizaram as Eqs. (3.12) e (3.15)

completas.

1https://www.docker.com/
2https://fenicsproject.org/download/
3http://www.gnuplot.info/
4https://www.paraview.org/

https://www.docker.com/
https://fenicsproject.org/download/
http://www.gnuplot.info/
https://www.paraview.org/
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5.1.1 Cenário da Simulação

Nas simulações admitiu-se um domı́nio unidimensional de comprimento l = 1, 0cm e um

tempo de simulação t = 30s. De fato, o domı́nio unidimensional é uma simplificação

de um bloco tridimensional onde os comprimentos nas direções y e z são muito menores

que x. Por outro lado, os parâmetros foram escolhidos de forma a acelerar o tempo

de simulação, então em apenas 30s já é posśıvel observar os aspectos principais de uma

infecção bacteriana. Além disso, todas as simulações foram executadas com ∆x = 0, 02cm

e ∆t = 5× 10−5s.

As condições iniciais e de contorno são mostradas na Tab. 5.1. As condições de

contorno das populações de neutrófilo e bactéria representam o cont́ınuo. Por outro lado,

a condição de contorno da equação da PFI em x = 0 representa um capilar sangúıneo, já

em x = 0 também representa o cont́ınuo.

Tabela 5.1: Condições inicial e de contorno utilizadas no experimento 1.
Var. Condição Inicial Condição de Contorno
Cn Cn = 0 ∀ x ∈ Ω (Dn∇Cn + χnbCn∇Cb) · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

Cb Cb =

{
0, 001 para x ∈ [0, 092, 1, 0]

0 c.c.
Db∇Cb · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

P -

{
P = 10, 9 para x = 0
K
µ
∇P · n = 0 para x = 1

Todos os parâmetros do modelo, bem como seus valores, são mostrados na Tab. 5.2.

Nesta tabela, os parâmetros referenciados por “Estimado” foram qualitativamente

ajustados para reproduzir os resultados obtidos. Já os parâmetros referenciados por

“Calculado” são as variáveis do sistema. Além disso, µ e K foram marcados com

valor “*” pois não foi posśıvel obter os seus valores individuais, somente a relação

K/µ = 2, 5x10−7cm2/s/mmHg em Phipps e Kohandel (2011).

5.1.2 Resultados Numéricos

Os resultados da simulação numérica dos modelos utilizados para este experimento são

apresentados nas Figs. 5.1, 5.2 e 5.3. As Figs. 5.1 e 5.2 apresentam a dinâmica entre

bactéria e neutrófilo que foram modeladas utilizando as Eqs. (3.12) e (3.15). Analisando
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Tabela 5.2: Descrição dos parâmetros do modelo utilizados no experimento 1.
Nome Simbolo Unidade Valor Referência

Velocidade do fluido vf
cm

s
- Calculado

Pressão do fluido
intersticial

p mmHg - Calculado

Viscosidade µ
g

cms
* Phipps e Kohandel (2011)

Permeabilidade K cm2 * Phipps e Kohandel (2011)
Porosidade φ 0, 2 - Basser (1992)

Coeficiente de filtragem kf
1

smmHg
626, 4 Phipps e Kohandel (2011)

Taxa de difusão dos
neutrófilos

Dn
cm2

s
0, 0001 Estimado

Taxa de difusão das
bactérias

Db
cm2

s
0, 0001 Estimado

Taxa de quimiotaxia χnb
cm5

s.cel
0, 001 Estimado

Taxa de reprodução das
bactérias

cb
1

s
0, 154 Estimado

Taxa de apoptose
induzida

λbn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Taxa de fagocitose λnb
cm3

s.cel
1, 8 Estimado

Fonte de neutrófilos γn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Taxa de apoptose µn
1

s
0, 2 Estimado

Permeabilidade
hidráulica

γp
cm

smmHg
3, 6× 10−8 Phipps e Kohandel (2011)

Influencia da bactéria na
permeabilidade

cbp
cm3

cel
1, 0 Estimado

estes resultados, pode-se notar que quando a bactéria começa a crescer, os neutrófilos

são atráıdos dos capilares para o interst́ıcio. Além disso, a Fig. 5.3 mostra a influência

de uma infecção bacteriana na dinâmica da PFI modelada pela Eq. (3.25). Conforme a

concentração da bactéria aumenta, esta induz ao aumento da permeabilidade hidráulica da

parede dos capilares o qual eleva, também, a taxa de filtragem. Isto culmina na elevação

da PFI, conforme ilustrado pelo fluxograma apresentado na Fig. 2.9. Vale destacar que,

neste ponto do trabalho, não foram modelados todos os eventos que acontecem neste

fluxograma, sendo assim, não foram consideradas as alterações no gradiente oncótico, o
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aumento no volume intersticial e o sistema linfático.
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Figura 5.1: Dinâmica das bactérias no experimento 1.
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Figura 5.2: Dinâmica dos neutrófilos experimento 1.
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Figura 5.3: Dinâmica da PFI experimento 1.

Por fim, foi feita uma tentativa de validar qualitativamente os resultados obtidos. Um

experimento adicional foi executado e avaliou especificamente o aumento da PFI no ponto

x = 0, 9cm. A Fig. 5.4 apresenta tanto o resultado numérico quanto o experimental. Ao

comparar o resultado in silico com o in vivo encontrado na literatura em Guyton (1965),

é posśıvel notar, qualitativamente, que os formatos da curva resultante das simulações

são similares ao formato da curva obtida experimentalmente, indicando estar correto o

acoplamento dos modelos aqui propostos.

5.2 EXPERIMENTO 2

As simulações que foram feitas nesta seção consideraram a equação da PFI influenciada

pelos capilares sangúıneos, ou seja, na Eq. (3.25) com qc(P ) dado pela Eq. (3.20) e ql(P )

dado pela Eq. (3.21). Os demais modelos de bactéria e neutrófilo utilizaram as Eqs. (3.12)

e (3.15) completas.
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Figura 5.4: Análise comparativa dos dados experimentais com o resultado numérico do
experimento 1.
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5.2.1 Cenário da Simulação

Todas as simulações são apresentadas em um domı́nio unidimensional com comprimento

de 1cm e tempo de simulação equivalente a 30s de infecção. O cenário de simulação

é uma infecção bacteriana iniciada aproximadamente no meio do domı́nio, ou seja, este

cenário representa o ińıcio de uma infecção. As condições de contorno das populações de

neutrófilo e bactéria representam o cont́ınuo. Já a condição de contorno da equação de

PFI representa capilares linfáticos por meio de uma condição de Robin. Todos os detalhes

das condições inicial e de contorno podem ser encontradas na Tab. 5.3.

Tabela 5.3: Condições inicial e de contorno utilizadas no experimento 2.
Var. Condição Inicial Condição de Contorno
Cn Cn = 0 ∀ x ∈ Ω (Dn∇Cn + χnbCn∇Cb) · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

Cb Cb =

{
0, 001 para x ∈ [0, 48, 0, 52]

0 c.c.
Db∇Cb · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

P - K
µ
∇P · n = δP

γ+P
em ∂Ω ∀ x ∈ ∂Ω

O diâmetro dos capilares sangúıneos varia entre 5 e 10 µm, já o diâmetro dos capilares

linfáticos tem aproximadamente 0, 2mm, portando o calibre dos capilares linfáticos é

muito maior do que dos capilares sangúıneos. De acordo com Rahier et al. (2011),

os vasos linfáticos representam cerca de 2, 9% de um tecido. Então, este experimento

modelou os capilares linfáticos como pontos aleatoriamente distribúıdos no domı́nio, com

aproximadamente 2, 9% de probabilidade de serem encontrados. Já os capilares sangúıneos

são uniformemente distribúıdos, exceto nos pontos que representam vasos linfáticos.

Os parâmetros, nomes, śımbolos, valores, unidades e respectivas referências utilizados

na simulação podem ser encontrados na Tab. 5.4. Note que, assim como no experimento

1, µ e K estão marcados com “*” pois não se encontrou o valor individual de cada valor,

mas sim a relação K/µ = 2, 5x10−7cm2/s/mmHg e Lp0(S/V ) = 626, 4(1/s/mmHg) em

Phipps e Kohandel (2011).

5.2.2 Resultados Numéricos

Apesar dos valores usados na simulação ainda precisarem ser ajustados para refletir um

cenário de uma infecção real, os resultados obtidos mostram que o modelo consegue
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Tabela 5.4: Descrição dos parâmetros do modelo utilizados no experimento 2.
Nome Simb. Unidade Valor Referência

Velocidade do fluido vf
cm

s
- Calculado

Pressão do fluido
intersticial

P mmHg - Calculado

Pressão capilar Pc mmHg 20, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Viscosidade µ
g

cms
* Phipps e Kohandel (2011)

Permeabilidade K cm2 * Phipps e Kohandel (2011)
Saturação s − - Calculado
Porosidade φf % 0, 2 Basser (1992)

Coeficiente de filtragem kf
1

s.mmHg
- Phipps e Kohandel (2011)

Taxa de Difusão de
neutrófilos

Dn
cm2

s
0, 0001 Estimado

Taxa de difusão de
bactérias

Db
cm2

s
0, 0001 Estimado

Chemotaxis rate χnb
cm5

s.cel
0, 001 Estimado

Taxa de reprodução de
bactérias

cb
1

s
0, 15 Estimado

Taxa de apoptose
induzida

λbn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Taxa de fagocitose λnb
cm3

s.cel
1, 8 Estimado

Permeabilidade do
capilar aos neutrófilos

γn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Fonte de neutrófilos sn,max − 0, 55 Estimado

Taxa de apoptose µn
1

s
0, 2

Permeabilidade
hidráulica

Lp0
cm

s.mmHg
3, 6× 10−8 Phipps e Kohandel (2011)

Coeficiente de reflexão
oncótica

σ0 - 0, 91 Phipps e Kohandel (2011)

Pressão oncótica do
plasma

πc mmHg 20, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Pressão oncótica do
interst́ıcio

πi mmHg 10, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Influencia da bactéria na
permeabilidade

cbp
cm3

cel
1, 0 Estimado

Limite de fluxo linfático δ
cm2smmHg

cel
1× 10−6 Estimado

Aceleração do fluxo
linfático

γ mmHg 0, 1 Estimado
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reproduzir alguns aspectos chave da formação inicial de um edema. Isto pode ser visto

nas Figs. 5.5, 5.6 e 5.7.

As Figs. 5.5 e 5.6 mostram os valores obtidos da interação entre neutrófilos e bactérias,

como resultado das Eqs. (3.12) e (3.15), respectivamente. Pode ser observado nestes

gráficos que a bactéria começa a se proliferar no meio do domı́nio, consequentemente os

neutrófilos são atráıdos, inicialmente, dos vasos sangúıneos para o local da infecção no

interst́ıcio.

A Fig. 5.7 mostra a influência de uma infecção bacteriana na dinâmica da PFI,

resultante da Eq. (3.25). É importante enfatizar que os capilares linfáticos estão

localizados em x = 0, 06cm e x = 0, 74cm, em adição aos contornos, que também se

comportam como linfáticos. A medida que a concentração de bactérias cresce, induz

ao aumento da permeabilidade juntamente com a diminuição do coeficiente de reflexão

oncótico, resultando assim no aumento da filtragem. Além disso, a PFI continua se

elevando no ponto infeccionado, apesar da existência dos capilares linfáticos. Essa cadeia

de eventos está ilustrada no fluxograma apresentado na Fig. 2.9. Vale destacar que neste

ponto do trabalho já foram inclúıdos a alteração do gradiente oncótico e o aumento no

fluxo dos vasos linfáticos, restando apenas o aumento do volume intersticial.

O aumento do fluxo linfático acontece em reação ao aumento da permeabilidade

capilar, ou seja, para equilibrar o excesso de plasma entrando no interst́ıcio. O acúmulo de

fluido no interst́ıcio ocorre quando o fluxo de entrada é superior ao de sáıda, resultando em

uma edematização do tecido. Então, a presença de bactéria e a resposta do sistema imune

a ela são as responsáveis pela alteração nos fluxos de plasma, resultando no aumento da

PFI no local infeccionado.

O aumento da PFI mostrado na Fig. 5.7 é o cenário inicial, podendo levar a um edema

extracelular ou intersticial. Este acúmulo de fluido intersticial ainda não está inclúıdo

neste modelo, mas será objeto do experimento 4.
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Figura 5.5: Dinâmica das bactérias no experimento 2.
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5.3 EXPERIMENTO 3

As simulações realizadas nesta seção consideraram a equação da PFI influenciada pelos

capilares sangúıneos, ou seja, na Eq. (3.25) com qc(P ) dado pela Eq. (3.20) e ql(P ) dado

pela Eq. (3.22), diferindo do estudo anterior que utilizou ql(P ) dado pela Eq. (3.21). Os

demais modelos de bactéria e neutrófilo utilizaram as Eqs. (3.12) e (3.15) completas.

5.3.1 Cenário da Simulação

Em suma, todos os parâmetros, nomes, śımbolos, unidades, referências e seus respectivos

valores utilizados nas Eqs. (3.25), Eq. (3.12) e Eq. (3.15) são mostrados nas Tabs. 5.5,

5.6 e 5.7, respectivamente. A fim de facilitar a leitura dos parâmetros da Eq. (3.25), a

Tab. 5.5 foi separada por linhas horizontais, onde a primeira parte são os parâmetros da

equação de pressão original, a segunda parte os parâmetros da equação de Starling e a

última, os parâmetros da equação que modela os capilares linfáticos. Novamente, não foi

encontrado o valor individual para os parâmetros marcados com “*” , mas sim as relações
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K/µ = 2, 5x10−7cm2/s/mmHg e Lp0(S/V ) = 626, 4(1/s/mmHg), conforme pode ser

verificado em Phipps e Kohandel (2011).

Tabela 5.5: Parâmetros do modelo para a Eq. (3.25) utilizados no experimento 3.

Nome Simbolo Unidade Valor Referência

Velocidade do fluido vf
cm

s
- Calculado

Pressão fluido intersticial P mmHg - Calculado

Pressão capilar Pc mmHg 20, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Viscosidade µ
g

cms
* Phipps e Kohandel (2011)

Permeabilidade K cm2 *

Coeficiente de filtragem kf
1

smmHg
- Phipps e Kohandel (2011)

Permeabilidade

hidráulica

Lp0
cm

smmHg
3, 6x10−8 Phipps e Kohandel (2011)

Coeficiente de reflexão

oncótica

σ0 - 0, 91 Phipps e Kohandel (2011)

Pressão oncótica do

plasma

πc mmHg 20, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Pressão oncótica do

interst́ıcio

πi mmHg 10, 0 Phipps e Kohandel (2011)

Influência da bactéria na

permeabilidade

cbp
cm3

g
1, 0 Estimado

Fluxo linfático normal q0
1

s
0, 5 Estimado

Limite de fluxo linfático Vmax − 20, 0 Estimado

Meia-vida do fluxo

linfático

Km mmHg 5, 5 Estimado

Pressão intersticial P0 mmHg 9, 19 Estimado

Expoente n − 7, 0 Estimado
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Tabela 5.6: Parâmetros do modelo para a Eq. (3.12) utilizados no experimento 3.

Nome Simbolo Unidade Valor Referência

Porosidade φf − 0,2 Basser (1992)

Taxa de difusão da

bactéria

Db
cm2

s
0, 0001 Estimado

Taxa de reprodução da

bactéria

cb
1

s
0, 15 Estimado

Taxa de morte por

fagocitose

λnb
cm3

s.cel
1, 8 Estimado

Tabela 5.7: Parâmetros do modelo para a Eq. (3.15) utilizados no experimento 3.

Nome Simbolo Unidade Valor Referência

Porosidade φf % 0, 2 Basser (1992)

Taxa de difusão de

neutrófilo

Dn
cm2

s
0, 0001 Estimado

Taxa de quimiotaxia χnb
cm5

s.cel
0, 001 Estimado

Taxa de apoptose

induzida

λbn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Permeabilidade do

capilar aos neutrófilos

γn
cm3

s.cel
0, 1 Estimado

Fonte de neutrófilo sn,max − 0, 55 Estimado

Taxa de apoptose µn
1

s
0, 2 Estimado

Além disso, para executar estas simulações é também necessário definir as condições

inicial e de contorno para as Eqs.(3.25), (3.12) e (3.15). Os valores e funções utilizados

estão descritos na Tab. 5.8.
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Tabela 5.8: Condições inicial e de contorno utilizadas no experimento 3.

Var. Condição Inicial Condição de Contorno

Cn Cn = 0 ∀ x ∈ Ω (Dn∇Cn + χnbCn∇Cb) · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

Cb Cb =


0, 001 para x ∈ [0, 48, 0, 52]

0 c.c.

Db∇Cb · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

P - K
µ
∇P · n =

(
q0

(
1 + Vmax(P−P0)n

Kn
m+(P−P0)n

))
∀ x ∈ ∂Ω

Neste experimento os capilares linfáticos também foram definidos em pontos aleatórios

do domı́nio, representando aproximadamente 2, 9% do tecido. Nos demais pontos, foi

considerada a presença de capilares sangúıneos uniformemente distribúıdos no domı́nio.

Isto pode ser considerado uma aproximação razoável, pois os linfáticos são muito maiores

que os capilares sangúıneos (Guyton e Hall, 2006; Rahier et al., 2011).

5.3.2 Resultados Numéricos

As Figs. 5.8 e 5.9 mostram uma infecção tentando ser controlada pelo sistema imunológico,

i.e., os neutrófilos. É válido ressaltar que os neutrófilos estão coexistindo com as bactérias

unicamente para dar ênfase ao aumento da PFI, mas este modelo de interação bactéria-

neutrófilo é capaz de reproduzir tanto um cenário onde a infecção é controlada, quanto

um cenário onde ela domina o corpo (Pigozzo et al., 2012).

Além disso, a Fig. 5.8 mostra uma infecção iniciada no meio do tecido, especificamente

em x ∈ [0, 48, 0, 52], de acordo com a Tab. 5.8. Então, enquanto a bactéria começa a se

proliferar, os neutrófilos são atráıdos da corrente sangúınea preparados para destruir as

bactérias que se encontram no tecido. A medida que a bactéria se espalha, os neutrófilos as

perseguem tanto por quimiotaxia, quanto por extravasão. Por fim, a dinâmica da infecção

foi acelerada justamente para mostrar, em um tempo menor de simulação, a dinâmica

da PFI, o qual é o ponto chave desta pesquisa. É posśıvel desacelerar a proliferação

das bactérias e neutrófilos de maneira que consiga reproduzir um cenário mais reaĺıstico

(Pigozzo et al., 2012).

Ademais, a Fig. 5.10 mostra as alterações na PFI devido à infecção em andamento.
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Figura 5.8: Dinâmica da bactéria no experimento 3.
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Inicialmente, a PFI não tem alterações significativas, mas assim que a bactéria começa

a se proliferar, um pequeno pico aparece em t = 6s. Este cume começa a crescer e se

espalhar pelo domı́nio, chegando a quase um plano com somente 3 pontos (eles também

estão marcados com um triângulo na parte inferior do gráfico, em x ∈ {0, 0; 0, 4; 1, 0})

segurando a solução um pouco abaixo. Estes pontos representam a influência do sistema

linfático na PFI, de acordo com a Eq. (3.22). Ademais, os capilares linfáticos do contorno

são tratados como uma condição de contorno. Se esse aumento da PFI crescer ainda

mais, junto de uma reação inflamatória descontrolada, pode chegar ao ponto de se iniciar

o aumento do volume intersticial, culminando em um edema extracelular.
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Figura 5.10: Dinâmica da PFI no domı́nio no experimento 3.

5.3.3 Comparação e Validação dos Modelos Linfáticos

Foram apresentadas durante o caṕıtulo de modelagem matemática três abordagens

distintas para incluir a influência dos vasos linfáticos na dinâmica do escoamento do

plasma sangúıneo devido a uma infecção bacteriana. Na primeira abordagem, a mais

simples, foi usada uma condição de Dirichlet em x = 0, 0cm. A segunda considerou que
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todo o contorno possui condição de Robin e, no interior do domı́nio, definiram-se pontos

que representam os vasos linfáticos. Tanto nas condições de contorno quanto nos pontos

do domı́nio foi utilizada uma função que modela o fluxo linfático em função da PFI dada

pela Eq. (3.21). A terceira e última abordagem utilizou uma generalização da Eq. (3.21),

dada pela Eq. (3.22). Esta seção tem por objetivo comparar os resultados obtidos pelos

três modelos, validando-os qualitativamente com dados experimentais.

Para fins de comparação e validação dos modelos, tomou-se como base os dados in

vivo encontrados em Guyton e Hall (2006) e apresentados na Fig. 2.5. Vale lembrar que os

dados experimentais relacionam o fluxo linfático versus a pressão no interst́ıcio. Assim, o

critério utilizado para medir a qualidade dos modelos é a proximidade dos dados obtidos

numericamente dos dados experimentais.

A Fig. 5.11 relaciona a PFI com o fluxo linfático no ponto x = 0, 00 cm no primeiro

experimento. Os resultados ressaltam os pontos fracos do primeiro modelo: a) pela

maneira como foi definida a influência dos vasos linfáticos, o fluxo imediatamente antes do

ińıcio da infecção é igual a 0; b) o aumento do fluxo é muito senśıvel ao aumento da PFI;

e c) o fluxo não satura. Sendo assim, esse modelo só é razoável quando a infecção está

distante o suficiente do vaso linfático. Estes pontos negativos foram o principal motivo

que levaram ao desenvolvimento dos outros modelos.

A Fig. 5.12 relaciona a PFI com o fluxo linfático no ponto x = 0, 74 cm, o qual é

definido como vaso linfático, no segundo modelo proposto. Pode-se observar na figura

que este modelo já é capaz de definir um valor inicial de fluxo linfático e reproduzir a sua

saturação. Contudo, observa-se que o modelo é pouco senśıvel à variação da pressão e é

necessário um intervalo de valores muito amplo para se chegar ao platô de fluxo máximo.

Por fim, a Fig 5.13 mostra a relação entre a PFI e o fluxo linfático relativo calculado

em x = 0, 40 cm, o qual é definido como vaso linfático, para o terceiro modelo. Conforme

pode ser observado, o resultado numérico é qualitativamente similar em formato e valores

aos dados experimentais (Fig. 2.5). A inclusão dos parâmetros q0, P0 e n possibilitou o

ajuste do fluxo aos dados experimentais. Portanto, a terceira modelagem proposta foi

a única que apresentou resultados coerentes com o experimento in vivo utilizado como
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referência.

5.4 EXPERIMENTO 4

As simulações realizadas nesta seção consideram o modelo hidro-mecânico dado pelas

Eqs. (3.36) e (3.37) para o edema inflamatório, nos quais os modelos de bactéria e

neutrófilo são dados pelas Eqs. (3.12) e (3.15).

5.4.1 Cenário da Simulação

Por um lado, um resumo de todos os parâmetros incluindo nomes, śımbolos, unidades e

seus respectivos valores utilizados nas Eqs. (3.12) e (3.15) são mostrados nas Tabs. 5.9

e 5.10, respectivamente. Estes valores foram baseados trabalhos anteriores (Reis et al.,

2016b,a, 2017).

Além disso, um resumo de todos os parâmetros incluindo nomes, śımbolos, unidades

e seus respectivos valores do modelo mecânico dado pelas Eqs. (3.36) e (3.37) estão
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Figura 5.11: Resultados in silico para a relação entre PFI e o fluxo linfático em x = 0, 00
cm no experimento 1.
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Tabela 5.9: Valores dos parâmetros utilizados na Eq. (3.12).
Nome Śımbolo Unidade Valor
Porosidade φf − 0, 2

Coeficiente de difusão da bactéria Db
cm2

s
0, 0001

Taxa de reprodução da bactéria cb
1
s

0, 15

Taxa de fagocitose λnb
cm3

s.cel
1, 8

Tabela 5.10: Valores dos parâmetros utilizados na Eq. (3.15).
Nome Śımbolo Unidade Valor
Porosidade φf − 0, 2

Coeficiente de difusão do Neutrófilo Dn
cm2

s
0, 0001

Taxa de quimiotaxia χnb
cm5

s.cel
0, 0001

Taxa de apoptose induzida λbn
cm3

s.cel
0, 1

Permeabilidade capilar ao neutrófilo γn
cm3

s.cel
0, 1

Concentração de neutrófilo no sangue Cn,max
cel
cm3 0, 55

Taxa de apoptose µn
1
s

0, 2

dispońıveis na Tab. 5.11.

Ademais, para executar estas simulações os vasos linfáticos também foram

aleatoriamente colocados ao longo do domı́nio utilizando uma distribuição uniforme com
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Figura 5.12: Resultados in silico para a relação entre PFI e o fluxo linfático em x = 0, 74
cm no experimento 2.
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Tabela 5.11: Valores dos parâmetros utilizados nas Eqs. (3.36) e (3.37).
Nome Śımbolo Unidade Valor
Pressão do Fluido Intersticial P mmHg -
Pressão Capilar Pc mmHg 20, 0
Viscosidade µ g

cm.s
*

Permeabilidade K cm2 *
Coeficiente de Filtragem cf

1
s.mmHg

-

Permeabilidade Hidráulica Lp0
cm

s.mmHg
3, 6× 10−8

Coeficiente de Reflexão Oncótica σ0 - 0, 91
Pressão oncótica capilar πc mmHg 20, 0
Pressão oncótica intersticial πi mmHg 10, 0

Influência da bactéria na permeabilidade hidráulica cbp
cm3

cel
250, 0

Fluxo Linfático Normal q0
cm
s

0, 001
Limite do Fluxo Linfático Vmax − 20, 0
Meia-vida do Fluxo Linfático Km mmHg 5, 5
Pressão Intersticial Normal P0 mmHg 0
Expoente n − 7, 0
Primeiro Parâmetro de Lamé λs Pa 27, 293
Módulo de Cisalhamento µs Pa 3, 103
Deslocamentos U cm -
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Figura 5.13: Resultados in silico para a relação entre PFI e o fluxo linfático em x = 0, 40
cm no experimento 3.



91

2, 9% de probabilidade.

Por fim, para executar estas simulações também é necessário definir condições iniciais

e de contorno adequadas para as Eqs. (3.12), (3.15), (3.36) e (3.37). Todos seus valores e

funções são mostrados na Tab. 5.12. Finalmente, para assegurar uma solução única para

a Eq. (3.36), também foi considerado U = 0 em x = 0, 5cm.

Tabela 5.12: Condições inicial e de contorno para o modelo.
Variável Condição Inicial Condição de Contorno
Cn Cn = 0 ∀ x ∈ Ω Dn∇Cn · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

Cb Cb =

{
0, 5 para x = 0, 50

0 c.c.
Db∇Cb · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

P P = 0 ∀ x ∈ Ω K
µ
∇P · n = 0 ∈ ∂Ω

U -

{
(σs + σf )n = 0 em ∂Ω

U = 0 para x = 0, 5

5.4.2 Resultados Numéricos

5.4.2.1 Formação do Edema

Nas Figs. 5.14 e 5.15 são mostradas a interação entre a infecção bacteriana e os neutrófilos,

representando a resposta do sistema imune ao patógeno. As figuras mostram a solução

numérica das equações Eqs. (3.12) e (3.15), respectivamente.

A solução numérica das Eqs. (3.37) e (3.36), i.e. o modelo hidro-mecânico, é mostrada

nas Figs. 5.16 e 5.17, respectivamente. Elas representam o campo de deslocamentos devido

à dinâmica da pressão do fluido intersticial. É importante destacar que a Eq. (3.36) não

depende diretamente do tempo, mas é acoplada à Eq. (3.37), portanto os resultados são

apresentados ao longo do tempo, uma vez que para cada mudança no gradiente de pressão

é necessário resolvê-la novamente.

Além disso, a Fig. 5.16 também mostra as posições dos vasos linfáticos no domı́nio.

Neste caso, eles são representadas por triângulos vermelhos na base do eixo x. Deste modo,

é posśıvel notar que nos pontos sob influência linfática o valor da solução da equação é

ligeiramente menor quando comparado à sua vizinhança, gerando um gradiente de pressão

local.
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A Fig. 5.18 mostra a solução numérica da fase fluida da Eq. (3.29). Apesar da seção

4.2.5 ter discutido a solução numérica da parte sólida desta equação, a Fig. 5.18 mostra a

solução da parte fluida por meio da relação φs + φf = 1. Deste modo, esta figura mostra
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Figura 5.14: Dinâmica da bactéria no experimento 4.
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a evolução da fase fluida do modelo hidro-mecânico ao longo do domı́nio simulado.
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5.4.2.2 Influência da porosidade variável

Por um lado, os resultados apresentados nas Figs. 5.14 e 5.15 representam as interações

entre uma infecção bacteriana e os neutrófilos, porém considerando a porosidade φf = 0, 2

constante. Por outro lado, para obter o modelo hidro-mecânico foi necessário considerar

a porosidade variável. Por isso se torna importante analisar a influência da porosidade

variável no modelo inflamatório. Uma vez que foi considerado que a porosidade é variável,

as Figs. 5.19 e 5.20 mostram a nova solução das Eqs. (3.12) e (3.15), respectivamente.

A Fig. 5.21 mostra a concentração de bactéria utilizando ambas as abordagens de φf ,

constante e variável no instante t = 20s, juntamente com os valores de φf no mesmo

instante de tempo. É importante notar que a concentração da bactéria se tornou menor

onde a fase fluida cresceu e vice-versa, quando comparado à solução do mesmo modelo

considerando φf constante. Esta é uma consequência da acúmulo de fluido intersticial

no local inflamado, i.e. enquanto a resposta inflamatória acontece, também se inicia o

acúmulo da fase fluida no mesmo local, diminuindo a concentração de bactérias, conforme

o esperado. O mesmo efeito também é observado na dinâmica dos neutrófilos.

Ademais, para quantificar a diferença entre as soluções utilizando as duas abordagens
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utilizou-se a norma do máximo e obteve-se 0, 0181 para o modelo da bactéria e 0, 0048

para o modelo do neutrófilo em t = 20s.
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Figura 5.19: Dinâmica da bactéria no experimento 4 considerando φf variável.
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5.4.2.3 Influência dos parâmetros no modelo

Esta seção mostra a influência de três parâmetros do modelo e seus respectivos resultados

nas simulações. Foram escolhidos o Módulo de Young e a quantidade de vasos linfáticos.

Esses parâmetros foram escolhidos devido as suas variabilidades em diferentes tecidos

vivos e doenças. Por exemplo, a rigidez e o fluxo linfático variam de acordo com o tecido

modelado, e.g. ossos, cérebro, coração, entre outros (Budday et al., 2017; Nava et al.,

2008; Fung, 1993; Guyton e Hall, 2006). Além disso, algumas doenças infecciosas podem

influenciar na linfangiogênese (Baluk et al., 2005).

A Fig. 5.22 mostra a influência do Módulo de Young, E, no modelo proposto. É

importante enfatizar que todos os resultados apresentados na Fig. 5.22 são campos de

deslocamentos no instante t = 30s. Visto que o modelo mecânico foi definido em função

do primeiro parâmetro de Lamé, λs, e o Módulo de cisalhamento, µs, foi necessário utilizar

valores adequados para λs e µs por meio da seguinte relação:

E =
µs(3λs + 2µs)

λs + µs
. (5.1)
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A Tab. 5.13 apresenta os valores µs obtidos em distintos valores de E. Dado que a

Eq. (5.1) relaciona E com λs e µs, variou-se o Módulo de Young para obter diferentes

valores de µs fixando-se λs = 27, 293.

Tabela 5.13: Parâmetros do modelo mecânico utilizados na sensibilidade do Modulo de
Young.

E µs
8, 0 2, 751
9, 0 3, 106
10, 0 3, 463
11, 0 3, 823
12, 0 4, 186
13, 0 4, 550
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Figura 5.22: Sensibilidade do campo de deslocamentos em relação ao módulo de Young
do experimento 4.

As Figs. 5.23 e 5.24 mostram a influência da linfangiogênese no cenário simulado.

É importante notar que todos os resultados apresentados nas Figs. 5.23 e 5.24 são das

pressões do fluido intersticial e da fase fluida no instante t = 30s. Para executar esta

análise, os vasos linfáticos foram aleatoriamente colocados ao longo do domı́nio por meio

de uma distribuição uniforme variando de 5% à 50% de probabilidade, caso contrário foi

considerada apenas a influência do sistema capilar sangúıneo.
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5.5 EXPERIMENTO 5

As simulações realizadas nesta seção consideram também o modelo hidro-mecânico dado

pelas Eqs. (3.36) e (3.37) para o edema inflamatório, onde os modelos de bactéria e

 0

 5

 10

 15

 20

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

P
re

ss
ã
o
 (

m
m

H
g

)

x (cm)

Vaso Linfático 5%
Vaso Linfático 20%

Vaso Linfático 35%
Vaso Linfático 50%

Figura 5.23: Sensibilidade da pressão em relação à linfangiogênese do experimento 4.
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neutrófilo são dados pelas Eqs. (3.12) e (3.15). Diferentemente do experimento descrito

na seção anterior, neste foi utilizado um domı́nio bidimensional simulando o eixo curto

do coração para modelar a formação de um edema no miocárdio, um sintoma comum à

miocardite.

5.5.1 Cenário da Simulação

As simulações executadas neste experimento foram realizadas em um domı́nio

bidimensional para modelar a aplicação das equações utilizadas neste trabalho no

miocárdio. Neste caso, é simulado uma miocardite bacteriana no ventŕıculo esquerdo

do coração. Assim, a Fig. 5.25 mostra a malha utilizada para simular o eixo curto do

ventŕıculo esquerdo do coração.

X

Y

Z

Figura 5.25: Malha do miocárdio do ventŕıculo esquerdo do eixo curto do coração .

Nas Tabs. 5.14 e 5.15 são apresentados resumos de todos os parâmetros, incluindo

nomes, śımbolos, unidades e seus respectivos valores utilizados nas Eqs. (3.12) e (3.15),

respectivamente. Estes valores foram baseados trabalhos anteriores (Reis et al., 2016b,a,

2017).
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Tabela 5.14: Valores dos parâmetros utilizados na Eq. (3.12).
Nome Śımbolo Unidade Valor
Porosidade φf − 0.,

Coeficiente de difusão da bactéria Db
cm2

s
0, 00005

Taxa de reprodução da bactéria cb
1
s

0, 15

Taxa de fagocitose λnb
cm3

s.cel
1, 8

Tabela 5.15: Valores dos parâmetros utilizados na Eq. (3.15).
Nome Śımbolo Unidade Valor

Porosidade φf − 0, 2

Coeficiente de difusão do Neutrófilo Dn
cm2

s
0, 00005

Taxa de quimiotaxia χnb
cm5

s.cel
0, 0001

Taxa de apoptose induzida λbn
cm3

s.cel
0, 1

Permeabilidade capilar ao neutrófilo γn
cm3

s.cel
0, 1

Concentração de neutrófilo no sangue Cn,max − 0, 55
Taxa de apoptose µn

1
s

0, 2

Além disso, um resumo de todos os parâmetros incluindo nomes, śımbolos, unidades

e seus respectivos valores do modelo mecânico dado pelas Eqs. (3.36) e (3.37) estão

dispońıveis na Tab. 5.16.

Tabela 5.16: Valores dos parâmetros utilizados nas Eqs. (3.36) e (3.37).
Nome Śımbolo Unidade Valor
Pressão do Fluido Intersticial P mmHg -
Pressão Capilar Pc mmHg 20, 0
Viscosidade µ g

cm.s
*

Permeabilidade K cm2 *
Coeficiente de Filtragem cf

1
s.mmHg

-

Permeabilidade Hidráulica Lp0
cm

s.mmHg
3, 6× 10−8

Coeficiente de Reflexão Oncótica σ0 - 0, 91
Pressão oncótica capilar πc mmHg 20, 0
Pressão oncótica intersticial πi mmHg 10, 0

Influência da bactéria na permeabilidade hidráulica cbp
cm3

cel
1000, 0

Fluxo Linfático Normal q0
cm
s

0, 0001
Limite do Fluxo Linfático Vmax − 20, 0
Meia-vida do Fluxo Linfático Km mmHg 6, 5
Pressão Intersticial Normal P0 mmHg 0
Expoente n − 5, 0
Primeiro Parâmetro de Lamé λs Pa 27, 293
Módulo de Cisalhamento µs Pa 3, 103
Deslocamentos U cm -

Para executar estas simulações também é necessário definir condições iniciais e de
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contorno adequadas para as Eqs. (3.12), (3.15), (3.36) e (3.37). Todos esses valores e

funções são mostrados na Tab. 5.17.

Tabela 5.17: Condições inicial e de contorno para o experimento 5.
Variável Condição Inicial Condição de Contorno
Cn Cn = 0 ∀ x ∈ Ω Dn∇Cn · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

Cb Cb =

{
0, 5 para (x− 4, 75)2 + (y − 2, 5)2 < 0, 012

0 c.c.
Db∇Cb · n = 0 ∀ x ∈ ∂Ω

P P = 0 ∀ x ∈ Ω K
µ
∇P · n = 0 ∈ ∂Ω

U - U = 0 ∈ ∂Ω

Assim como para os casos unidimensionais, para executar estas simulações os vasos

linfáticos também foram aleatoriamente colocados ao longo do domı́nio utilizando uma

distribuição uniforme com 2, 9% de probabilidade. A Fig. 5.26 destaca com pontos brancos

a distribuição de vasos linfáticos no eixo curto do coração.

Figura 5.26: Distribuição de vasos linfáticos, em branco, no eixo curto do coração para o
experimento 5.
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5.5.2 Resultados Numéricos

Inicialmente serão apresentadas as soluções do modelo do sistema imune, agora em um

domı́nio bidimensional do eixo curto do coração, representado pelas Eqs. (3.12) e (3.15).

Assim, a Fig. 5.27 mostra a distribuição de bactérias, sendo que a distribuição inicial é

apresentada na Fig. 5.27(a) e a distribuição após 10 dias de simulação é mostrada na

Fig. 5.28(b). Já a Fig. 5.28 mostra a distribuição de neutrófilo inicial em Fig. 5.28(a) e

após 10 dias de simulação em Fig. 5.28(b).

Além disso, as soluções da modelagem hidro-mecânica utilizando as Eqs. (3.37) e (3.36)

são mostradas nas Figs. 5.29 e 5.30. A pressão inicial no domı́nio está representada pela

Fig. 5.29(a) e após 10 dias de simulação em Fig. 5.29(b). O campo de deslocamentos

inicial é apresentado na Fig. 5.30(a) e após 10 dias de simulação na Fig. 5.30(b).

É importante ressaltar que apesar dos deslocamentos serem maiores no eixo y foi

considerado um meio poroso isotrópico com elasticidade linear. Esta diferença pode ser

observada na Fig. 5.30: os deslocamentos no eixo y são maiores do que os do eixo x.

Isso se deve ao fato de que foram estipuladas condições de contorno de Dirichlet nula em

todo o contorno do domı́nio (tanto externo quanto interno), resultando nesta diferença

que a priori pode-se aparentar incorreta. Outro ponto importante é a magnitude dos

deslocamentos no centro da infecção serem tão pequenos ou até mesmo nulos, o que

ocorre pois os pontos na vizinhança do local infeccionado estão se movimentando em

relação aos pontos centrais, assim como ocorreu na Fig. 5.17, no caso unidimensional.

5.5.3 Comparação in vivo versus in silico

A Ressonância magnética cardiovascular (RMC) é cada vez mais utilizada para

diagnósticos de doenças cardiovasculares. Recentemente, os avanços das técnicas de RMC

estão permitindo visualização das mudanças que ocorrem no miocárdio em pacientes com

miocardite aguda (Pennell et al., 2004; Eitel e Friedrich, 2011). Ressonâncias magnéticas

T2-weighted são capazes de detectar um edema em tecidos vivos, pois resultam em um

alto sinal de intensidade de tecido edematoso, como pode ser observado na Fig. 5.31

(Friedrich et al., 2009). Deste modo, esta seção irá fazer uma comparação qualitativa do
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exame com o resultado do modelo matemático.

A Fig. 5.32 mostra tanto o resultado da Eq. (3.36) quanto a RMC T2-wighted. Na

Fig. 5.32(a) tem-se o resultado do modelo, no qual é posśıvel observar que o tecido do

(a) t = 0 dia

(b) t = 10 dia

Figura 5.27: Dinâmica da bactéria no experimento 5.
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miocárdio foi remodelado de modo a afastar a matriz extracelular do local de infecção,

deste modo, permitindo o acúmulo de ĺıquido nesta região, ou seja, a formação do edema.

Já na Fig. 5.32(b) tem-se o exame por imagem RMC T2-weighted in vivo de um paciente

(a) t = 0 dia

(b) t = 10 dia

Figura 5.28: Dinâmica do neutrófilo no experimento 5.
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com miocardite, e conforme Eitel e Friedrich (2011) caracterizando, também, a formação

de um edema no miocárdio.

(a) t = 0 dia

(b) t = 10 dia

Figura 5.29: Dinâmica da PFI no experimento 5.
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(a) t = 0 dia

(b) t = 10 dia

Figura 5.30: Dinâmica do campo de deslocamentos no experimento 5.
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Figura 5.31: Visualização de um edema no miocárdio: a)Imagem da RMC T2-weighted
mostrando edema subepicárdico no segmento ântero-septal; b) Análise de intensidade de
sinal auxiliada por computador da imagem T2-weighted com exibição codificada por cores.
Adaptado de Eitel e Friedrich (2011, p. 4).
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(a) Resultado do modelo matemático Eq. (3.36).

(b) Ressonância Magnética T2-weighted.

Figura 5.32: Comparação do resultado do modelo matemático com uma RMC T2-
weighted. Adaptado de Eitel e Friedrich (2011, p. 4).
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6 DISCUSSÃO

6.1 SIMULAÇÕES

Em todos os experimentos foram apresentadas as soluções do modelo que relaciona a

interação entre os neutrófilos e bactérias, i.e. o modelo para o sistema imune. Em cada um

deles, foram escolhidos um local para se iniciar a infecção por meio de uma condição inicial

da Eq. (3.12), e para a Eq. (3.15) sempre se optou por definir a condição inicial Cn = 0

para todo o domı́nio, uma vez que os neutrófilos só saem da corrente sangúınea quando

necessário (Sompayrac, 2012). Além disso, optou-se sempre por escolher parâmetros onde

as bactérias e os neutrófilos coexistem, isto foi feito para analisar a influência da resposta

inflamatória nas equações que modelam a dinâmica do fluido intersticial, mas o modelo

também é capaz de reproduzir um cenário onde a infecção é combatida (Pigozzo et al.,

2012).

Para relacionar a resposta inflamatória com a dinâmica do fluido intersticial foram

propostas quatro abordagens. As três primeiras foram feitas sob a hipótese que a

porosidade do meio era constante. Estas propostas consideraram diferentes modelos

para acoplar a filtragem de fluido intersticial da corrente sangúınea para o interst́ıcio

e diferentes maneiras de modelar a influência dos vasos linfáticos para a coleta do fluido

do interst́ıcio de volta à corrente circulatória. Estas abordagens foram o passo inicial

para reproduzir os aspectos iniciais envolvidos na formação do edema. No primeiro

experimento foi apresentado uma comparação qualitativa da evolução da pressão do

fluido intersticial com dados experimentais obtidos de Guyton (1965), além da primeira

abordagem para o sistema linfático. O segundo experimento apresentou uma nova

abordagem para o sistema linfático, incluindo vasos linfáticos espalhados ao longo do

domı́nio. O terceiro experimento evoluiu a modelagem do sistema linfático e conseguiu

reproduzir qualitativamente a relação do aumento do fluxo linfático com a pressão do

fluido intersticial.

O último modelo matemático, que foi apresentado, relaciona a resposta inflamatória

com a dinâmica do fluido intersticial baseado na teoria da poroelasticidade, proposta por
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Biot (1941), no qual foi capaz de reproduzir qualitativamente todos os aspectos chave para

a formação do edema, conforme ilustrado pelo diagrama na Fig. 2.9. Isto só foi posśıvel

ao desconsiderar a hipótese que a porosidade do meio era constante, resultando em um

novo sistema de equações. Deste modo, analisando os resultados pode-se destacar uma

infecção bacteriana se espalhando pelo domı́nio, seguida pela resposta inflamatória a qual

alterou a dinâmica da pressão do fluido intersticial, conforme as Figs. 5.14, 5.14 e 5.16,

respectivamente. Toda essa cascata de eventos levou ao acúmulo do fluido intersticial

observado na Fig. 5.18.

Vale destacar que, apesar da porosidade estar variando na simulação, o feedback

do efeito desta variação ainda não havia sido considerado nas Eq. (3.12) e Eq. (3.15).

Portanto, após mostrar os resultados do modelo inflamatório considerando a porosidade

φf constante, também foi apresentado os resultados incluindo a influência da porosidade

variável, i.e. feedback do acúmulo de fluido intersticial na modelagem do sistema imune.

Esta nova consideração alterou as soluções das dinâmicas das bactérias e dos neutrófilos

cerca de 4, 15% e 5, 77%, respectivamente, no instante de tempo t = 20s.

Também foi apresentado uma análise de sensibilidade do modelo em relação ao Módulo

de Young e à linfangiogênese. Essencialmente, o Módulo de Young é uma propriedade

mecânica que representa a rigidez do material que, neste caso, varia de acordo com o

tecido a ser modelado (Budday et al., 2017; Nava et al., 2008; Fung, 1993). Além disso,

a quantidade de vasos linfáticos varia de acordo com a função do tecido e doenças, por

exemplo, a densidade de vasos linfáticos em um tecido pode aumentar em até 60% para

casos de inflamação crônica das vias aéreas (Baluk et al., 2005).

A Fig. 5.22 mostra a deformação do tecido utilizando diferentes valores de Módulo

de Young, e pode ser observado que a deformação foi inversamente proporcional ao

parâmetro, conforme esperado. Então, utilizando valores adequados neste parâmetro e sob

regime de pequenas deformações (elasticidade linear), o modelo sugerido por este trabalho

foi capaz de reproduzir a deformação em diferentes tecidos. Ademais, são mostrados nas

Figs. 5.23 e 5.24 a influência dos vasos linfáticos na pressão e no acúmulo do fluido

intersticial, respectivamente. Avaliando estes resultados é posśıvel observar que quanto
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mais vasos linfáticos o tecido possui, menos a pressão aumenta e fluido é acumulado.

Portanto, uma vez que a função dos vasos linfáticos é coletar o fluido remanescente do

interst́ıcio de volta ao sistema circulatório, o modelo linfático funcionou como um fator

de segurança contra a formação do edema, conforme esperado (Guyton e Hall, 2006).

O último experimento aplicou a última modelagem para simular uma miocardite

bacteriana. Visto que são encontrados na literatura dados de ressonância magnética

cardiovascular, por imagens do eixo curto do coração, para visualizar o acúmulo de

liquido na região edematizada, nesta simulação foi considerado um domı́nio bidimensional

seguindo o mesmo formato. Assim, este estudo comparou qualitativamente os resultados

dos experimentos computacionais com exames de ressonância magnética T2-weighted,

conseguindo reproduzir a formação do edema no miocárdio.

6.2 TRABALHOS FUTUROS

Como trabalho futuro, considera-se analisar a influência da PFI na dinâmica da interação

bactéria-neutrófilo, uma vez que este acoplamento foi de uma via, i.e, o sistema

imunológico e bactérias influenciam na pressão, mas não o contrário. Outro fator

importante sobre o acoplamento que deseja-se analisar é a influência do campo de

deformação do domı́nio também nas equações que modelam o sistema imunológico e

bactérias, uma vez que no experimento 4 foi analisado a a influência da porosidade variável,

mas não o campo de deformação.

Além disso, as análises para verificação e validação dos modelos propostos foram feitas

de maneira qualitativa, assim, deseja-se incluir análises quantitativas, de modo a fazer

um ajuste mais fino dos parâmetros do modelo, bem como dar mais credibilidade aos

resultados obtidos.

Por fim, este trabalho apresentou 4 estudos unidimensionais, principalmente para

facilitar a análise dos resultados e compreensão do que está sendo proposto, e apenas

um estudo bidimensional. Deste modo, está inclúıdo na lista de trabalhos futuros mais

análises do modelo em domı́nios bidimensionais e, também, incluir estudos em domı́nios

tridimensionais. Ademais, com a inclusão de domı́nios tridimensionais pode-se tornar
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inviável a simulação serial, sendo assim, também almeja-se incluir rotinas que utilizam

bibliotecas de computação paralela e distribúıda, tais como OpenMP, MPI e CUDA

(Pacheco, 2011; Sanders e Kandrot, 2010; Kirk e Hwu, 2010).
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7 CONCLUSÕES

Neste trabalho foi proposto um modelo matemático que é capaz de acoplar a interação de

uma infecção bacteriana e o sistema imunológico com a dinâmica do fluido intersticial.

Por um lado, foram encontrados na literatura modelos que eram capazes de

reproduzir a ação do sistema imunológico, tanto de versões complexas, quanto de versões

simplificadas. Uma vez que o alvo deste objeto de pesquisa é, a priori, a dinâmica da PFI

e sua influência na deformação do domı́nio simulado, optou-se por utilizar um modelo do

sistema imune mais simplista, que fosse capaz de capturar a essência do sistema imune

inato, utilizando apenas a modelagem dos neutrófilos (Pigozzo et al., 2012, 2013; Pigozzo,

2015).

Por outro lado, deparou-se com equações que modelavam a pressão do fluido

intersticial devido ao crescimento canceŕıgeno (Jain et al., 2014; Phipps e Kohandel,

2011; Sarntinoranont et al., 2003). Porém não foi encontrado o acoplamento da dinâmica

da PFI com a interação de uma infecção bacteriana e o sistema imunológico. Este

trabalho propôs 3 estratégias de acoplamento da dinâmica da PFI com uma infecção

bacteriana e o sistema imunológico, além de uma quarta estratégia, mais complexa,

levando em consideração conceitos de poroelasticidade, conforme inicialmente proposto

em Biot (1941) para modelagem da consolidação do solo, e que vem sendo utilizado em

diversas áreas, incluindo materiais biológicos (Cheng, 2016; Holzapfel e Ogden, 2006;

Selvadurai e Suvorov, 2016).

O primeiro estudo apresentou uma estratégia matemática para acoplar a dinâmica

bactéria-neutrófilo com o modelo de fluxo de plasma dos capilares para o interst́ıcio.

Apesar de algumas simplificações e limitações deste primeiro modelo, os resultados

mostraram que ele foi capaz de reproduzir alguns aspectos da dinâmica da PFI que

levariam à formação de um edema, através de uma validação qualitativa.

O segundo estudo apresentou, além do que já estava inclúıdo no modelo anterior, a

diminuição do gradiente oncótico por meio do coeficiente de reflexão oncótica (σ), e a

inclusão de uma versão inicial da equação para modelar a coleta pelo sistema linfático.

O terceiro estudo utilizou-se da mesma modelagem para a dinâmica bactéria-neutrófilo
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dos estudos anteriores, e propôs uma outra equação que fosse capaz de modelar a coleta

de ĺıquido intersticial por meio do sistema linfático. Este estudo também contou com

uma validação qualitativa da dinâmica da coleta de plasma pelos terminais linfáticos no

interst́ıcio.

O quarto estudo utilizou a modelagem baseada em poroelasticidade, para modelar

a influência de uma infecção bacteriana na formação de um edema. Deste modo, uma

vez que nos estudo anteriores a porosidade era considerada constante, não permitindo o

acumulo de fluido na região afetada pela infecção bacteriana, a principal diferença entre

este estudo e os anteriores foi a inclusão da modelagem hidro-mecânica que permitiu

considerar a porosidade variável, levando, de fato, ao acumulo de fluido no tecido

intersticial. É importante enfatizar que este estudo conseguiu reproduzir qualitativamente

todos os aspectos na formação de um edema conforme foi ilustrado em Fig. 2.9.

Por fim, o quinto e último estudo aplicou a modelagem proposta pelo estudo anterior

em um cenário bidimensional do eixo curto do coração para simular a evolução da

miocardite bacteriana, na qual um dos sintomas caracteŕısticos é a formação de um edema

no miocárdio. Além disso, esta simulação permitiu fazer uma validação qualitativa dos

resultados do modelo, uma vez que é posśıvel encontrar exames de diagnóstico por imagem

de edemas no miocárdio.



115

REFERÊNCIAS
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