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RESUMO

A formacao de padroes espaco-temporais sdo observados em processos quimicos e bio-
logicos. Apesar dos sistemas bioquimicos serem altamente heterogéneos, aproximagcoes
homogenizadas continuas formadas por equagoes diferenciais parciais sao utilizadas fre-
quentemente. Estas aproximacOes sao usualmente justificadas pela diferenca de escalas
entre as heterogeneidades e o tamanho da caracteristica espacial dos padroes. Em certas
condi¢oes do meio, por exemplo, quando ha um acoplamento fraco entre as células car-
diacas, os modelos homogenizados discretos sao mais adequados. Entretanto, os modelos
discretos sao menos manejaveis, por exemplo, na geracao de malha para 2D e 3D, se
comparado com os modelos continuos. Aqui estudamos um modelo mateméatico homoge-
nizado continuo que se aproxima do modelo homogenizado. Este modelo é dado a partir
de equacgodes diferencias parciais com um parametro que depende da discretiza¢do da ma-
lha. Dessa maneira nos referimos a este por um modelo matematico com pardmetros que
dependem da discretizacao. Validamos nossa aproximacao em um meio excitavel genérico
que simula trés fendmenos em 1D: a propagacao do potencial de a¢ao transmembranico
no tecido cardiaco, a propagacao do potencial de a¢gdo em filamentos de ax6nios cobertos
por bainhas de mielina e a propagacgao do ativador e inibidor em microemulsées quimicas.
Para o caso 2D desenvolvemos uma versao da nossa aproximacao que reproduz ondas

espirais em um meio com acoplamento fraco.

Palavras-chave: Meios Excitaveis. Modelo Heterogéneo Multiescala. Homogenizacao.
Modelo Homogenizado Continuo. Modelo Homogenizado Discreto. Modelo Homogeni-

zado Quase-Continuo. Modelo Dependente da Discretizagao.



ABSTRACT

The spatio-temporal patterns formations are observed in chemical and biological pro-
cesses. Although biochemical systems are highly heterogeneous, homogenized continuum
approaches formed by partial differential equations have been employed frequently. These
approaches are usually justified by the difference scales between the characteristic spatial
size of the patterns. Under some conditions of the medium, for instance, under weak
coupling between cardiac cells, discrete models are more adequate. On the other hand
discrete models may be less manageable, for instance, in terms of mesh generation, com-
pared to the continuum models. Here we study a mathematical model to approach the
discreteness which permits the computer implementation on non-uniform meshes. The
model is cast as a partial differential equation but with a parameter that depends on the
discretization mesh. Therefore we refer to it as a mathematical model with parameters
dependent of discretization. We validate the approach in a generic excitable media that
simulates three different phenomena in 1D: the propagation of action potential in car-
diac tissue, the propation of the action potentialin filaments of axons wrapped by myelin
sheaths, and the propagation of the activator/inhibitor in chemical microemulsions. For
the 2D case we develop a version to this approach in microemulsions where it was possible

to reproduce spiral waves with weak coupling of the medium.

Key-words: Excitable media. Heterogeneous Multi-scale Media. Homogenization. Con-
tinuum Model. Discrete Model. Quasicontinuum Model. Discretization Depends of
Model
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1 Introducao

O tema central desta tese é o desenvolvimento, a analise e implementacao de
uma nova aproximacao em equagoes diferenciais parciais para a solu¢ao de problemas de

reacao-difusao em meios excitaveis com um acoplamento fraco entre as células.

O potencial de ac¢ao é gerado por uma diferenca de potencial que se desenvolve
através da membrana da célula cardiaca e ativa uma sequéncia de reagoes bioquimicas
[41]. Caso o potencial da membrana nao supere um limiar, o potencial de acdo nao sera
gerado na célula. Como pode ser visto na Figura 1, o potencial de agao é gerado por (A),
mas caso o potencial da membrana seja menor que o limiar a geracao do potencial de acao

nao acontecera e o impulso voltard para o estado de repouso (B).

Em células cardiacas conectadas, a corrente transmembranica se propaga por di-
fusdo, onde os vizinhos das células repetirdo as mesmas reagoes bioquimicas [116], como

pode ser visto na Figura 2 para diferentes instantes de tempo.

Para simular este meio excitavel, com resultados proximos a experimentos reais
[66], sao utilizadas equagoes diferencias parciais (EDPs) heterogéneas do tipo reacao-
difusdo [93, 95, 78, 71, 56, 47, 40]. Esta modelagem matematica nos permite reproduzir a
propagagao do potencial de agdo no tecido cardiaco [4]. Veja a Figura 3 onde é mostrado

o esquema das células cardiacas acopladas pela variavel o.

Também pode-se simular ondas espirais, que estao relacionadas com arritmias
[40, 43]. Estas podem ser geradas devido a um bloqueio da propagacao do potencial de
acao, ou devido, a presenca de uma regiao com um acoplamento fraco entre suas células
[3]. Quando ha um acoplamento normal entre as células pode ser observado uma onda

propagante, mas quando o acoplamento é fraco o fendmeno é diferente, veja a Figura 4.
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Figura 1 — Potencial de acao gerado quando o potencial da membrana estd acima do limiar A),

quando o potencial da membrana estd abaixo do limiar o potencial de acdo nao é
gerado B)



Figura 2 — Potencial de ac¢do se propagando quando ¢t = Oms A), t = 1lms B), t = 2ms C) e
t =3ms D)

Célula

Figura 3 — Esquema da propagacao do PA nas células cardiacas. A velocidade de propagacao é
de =~ 67cm/s

O fenomeno relacionado com o acoplamento fraco, é o objeto de estudo neste trabalho.

Em neur6nios do cérebro, também é possivel observar um fendmeno similar, o
potencial de acdo se propaga através dos filamentos de axdénios. O axdnio é envolvido
por bainhas de mielina, que funcionam como isolantes elétricos permitindo velocidade
elevadas [41], veja a Figura 5. Para este meio excitdvel a doenca desmielinizante esclerose
miultipla ataca as bainhas de mielina, e reduz a velocidade de propagacao do potencial de

acao e em casos extremos pode acontecer o bloqueio deste [1, 2, 8, 57].

Do mesmo modo em reagoes quimicas nao lineares, por exemplo, utilizando a rea-
cao de Belouso-Zhabotinsky em microemulsdes, que sdo microgotas de agua com reagentes
banhados em 6leo, é possivel obter padroes similares a propagacao lenta das ondas e a

)

formacao de espirais [37, 54, 98|.
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Figura 5 — Esquema da propagagdo do PA nos neurénios, quando entra no filamento de axonio
a propagacao serda mais rapida devido ao efeito isolante das bainhas de mielina, a
recarga do PA apenas acontece nos nés de Ranvier, dessa maneira a propagacao do
PA tem um efeito pulsétil ou saltatério, a velocidade de propagacao é de ~ 19,1m/s.
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Figura 6 — Esquema representativo da propagacdo da onda de concentragao do inibidor em mi-
croemulsdes em 2D para dois tempos, ¢y A) e t; B) onde a velocidade de propagacéao
é de ~ 23um/s. O esquema representativo da onda espiral em microemulsoes utili-
zando a reagdo de BZ é apresentado em C).

Com os modelos heterogéneos multiescala consegue-se reproduzir resultados obti-
dos experimentalmente [93, 40, 51, 47, 81, 94, 78|, entretanto a implementac¢ao numérica
destes modelos precisa de uma discretizacao muito refinada que aumenta o niimero de
variaveis, e assim incrementa a complexidade computacional. Por exemplo no tecido
cardiaco, uma célula possui um comprimento longitudinal de 100um e o coeficiente de
difusdo de 1,035 x 10~3cm?/ms, as jungdes gap possuem um comprimento longitudinal
de 0,5um com o coeficiente de difusdao de 1,035 x 10~°cm?/ms. As escalas tem razio
de 200 e os coeficientes de difusao possuem razao de 100. A discretizacao utilizada pelo
modelo heterogéneo precisa de no maximo 0,5um, dessa maneira é capaz de considerar
a dinamica das jungoes gap, mas realizar é necessario utilizar 200 pontos por célula, se
consideramos 64 células alinhadas, como em [32, 12], temos 12800 pontos, ou seja 12800

equagoes a serem resolvidas para cada passo de tempo.

Entre uma das solugoes para diminuir esta complexidade podemos recorrer aos
modelos homogenizados. Como por exemplo o modelo homogenizado continuo [6, 45,
82], que utiliza o coeficiente de difusdo e as fungoes de reagao constantes [44, 24] com
parametros efetivos [60], isto reduz a complexidade computacional, entretanto este modelo

nao reproduz os fendémenos quando ha um acoplamento fraco entre as células [32, 12].
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Uma outra opg¢do é o modelo homogenizado discreto [85, 55| que reproduz o fenémeno
quando ha um acoplamento fraco entre as células e a sua implementagao numérica utiliza
um ponto por célula, no exemplo mencionado anteriormente daria um total de 64 pontos
[32, 12]. Isto reduz ainda mais o custo computacional em relagdo ao modelo homogenizado
continuo. No entanto uma desvantagem do modelo homogenizado discreto é que passamos
a resolver equagoes diferenciais ordinarias EDOs, ou seja, a criacdo das malhas precisa da
localizagao exata de cada célula no espago, uma propriedade desafiadora para dimensoes
maiores como 2D e 3D. Nestes casos os modelos continuos homogenizados sao amplamente
utilizados [82, 45]. Para o caso 2D no tecido cardiaco podem ser encontrados alguns
modelos discretos em [40, 35] veja a Figura 7 onde se apresenta uma versao continua em A)
e uma versao discreta em B). Na Figura 8 se apresentam malhas geradas numericamente.
Estas malhas sao utilizadas para a simulag¢oes em 3D dos ventriculos do coracgao, as quais
podem ser nao uniformes. Sendo que seria trabalhoso coincidir cada célula com um ponto
da malha de maneira que seja respeitado a reacao e difusdo de cada uma, além de poder
representar a rotagao das as fibras ou folhas de células do tecido que muda conforme as
paredes do musculo cardiaco, acrescentamos ainda que nao foi encontrado este tipo de

malhas discretas 3D na literatura.

Em resumo, as reagoes quimicas e bioquimicas fora do equilibrio termodinamico
sao altamente nao lineares. Em meios continuos combinado com transporte difusivo tais
reagbes nao lineares podem produzir padrdes espago-temporais [33], por exemplo, ondas
excitdveis [68]. Estas dindmicas foram extensivamente estudadas [71, 56] devido a sua
relagdo com importantes processos fisioldgicos como o batimento cardiaco [4] e a propaga-
¢ao do estimulo em redes neurais [73]. O estudo da eletrofisiologia cardiaca é de interesse

médico-cientifico pois, auxilia na compreensao de diversos fendomenos, que ainda nao estao



13

bem entendidos, que se relacionam com condigoes fisiologicas normais e patoldgicas. On-
das excitaveis sao observadas em reagoes quimicas como a rea¢ao de Belousov-Zhabotisnky
[87] e oxidagao de CO em superficies cataliticas [49] em microemulsoes. Portanto os di-
ferentes meios excitaveis, o tecido cardiaco, os neurdnio e microemulsdes possuem uma

grande relevancia do ponto de vista econémico industrial e social.

Para o estudo dos sistemas bioquimicos, acima mencionados, as aproximagcoes ho-
mogenizadas continuas formadas por equagoes diferencias parciais (EDPs), foram ampla-
mente utilizadas. Técnicas de homogenizacao permitem que, modelos continuos capturem
detalhes discretos e da pequena escala de um sistema particular ou fenémeno em termos

de equagoes de reacao-difusao:
ol = F(u) + V- (aVi!), (1.1)

onde u é o vetor das varidveis de interesse, u’, e o é o tensor de difusdo homogenizada.
Este é o caso do tecido cardiaco, formado por células cardiacas; o cérebro, formado por
um a complexa rede de neurdnios; e algumas reagoes quimicas que tomam lugar dentro
das microgotas formam um conjunto de reatores microscépicos acoplados [37]. As cor-
respondentes versoes continuas e homogenizadas [60] com pardmetros efetivos [6] destes
sistemas discretos podem ser obtidas realizando uma aproximag¢ao média das reagoes no
meio, e a difusao heterogénea pode ser homogenizada via uma aproximacao classica para

meios efetivos [24].

Entretanto, tais descrigoes homogéneas continuas podem falhar quando o compri-
mento da onda é pequeno e proximo a escala da célula ou microgota do sistema. Nestas
condi¢oes uma descricao detalhada e microscopica é tipicamente utilizada, usualmente,
baseada em equagoes diferenciais parciais heterogéneas. Além disso, quando ha um acopla-
mento fraco do meio, os modelos homogenizados continuos nao reproduzem os fenémeno
da propagacao do potencial de a¢do nem do bloqueio da propagacao [32, 12|. Portanto
nao conseguem reproduzir ondas espirais nestas condigoes, as quais estao fortemente re-
lacionadas com arritmias, enxaquecas e esclerose miltipla. Este fenomeno é complexo
devido as caracteristicas heterogéneas e de multiescala de cada meio. Que se traduz, em
problemas matematicos complexos que exigem uma solucao numeérica robusta e eficiente.
Uma outra opc¢ao é utilizar modelos discretos com parametros efetivos que imitam a ho-
mogenizacao realizada nos modelos continuos. Neste trabalho, um modelo discreto se

refere a um conjunto discreto de equagoes,
%ug = F(u)+ Y G (ul), (1.2)

onde 7 identifica um componente discreto do sistema, isto é, uma célula ou uma microgota,
u € o vetor das variaveis de interesse, u/, e a soma sobre k mostra as relacoes que cada

célula tem com as outras células mais proximas. Para o caso unidimensional esta soma
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Figura 8 — Malha nao uniforme em 3D da geometria do ventriculo cardiaco, vista de cima A),
de lado em B) e realizado um corte vertical C)

abrange os primeiros vizinhos da esquerda e da direita, representando assim, por exemplo,
o operador Laplaciano discreto. Mesmo assim, é possivel utilizar redes complexas nesta
soma de termos [73, 50]. Em resumo, o espago continuo é substituido por um conjunto
discreto de componentes enquanto que o tempo permanece continuo, levando a um sistema

acoplado de equagodes diferenciais ordinarias, EDOs.

Em casos de propagacao lenta, podem ocorrer bloqueios, que por sua vez estao
relacionados a ondas espirais. Ondas espirais sdo ondas que se propagam para fora em
forma de redemoinho, também é uma caracteristica presente nos meios excitaveis. No
tecido cardiaco as ondas espirais podem ser obtidas utilizando o protocolo S1-S2 [63].
Este protocolo consiste em aplicar uma concentracao ou estimulo depois de um certo
tempo que a onda excitavel passou por essa regiao e ¢ novamente possivel obter a geragao
do potencial de acao, este tempo é chamado de periodo refratario. Na Figura 9 pode ser
visto um segundo estimulo dado em (A) apds o periodo refratario, neste caso, aplicamos
o estimulo quando ¢ = 20s. Em (B), ¢t = 25s, vemos que este estimulo nio se propaga com
velocidade igual nos eixos x e y. A propagacao em y é mais rapida do que em z, onde
ocorre um bloqueio da propagagao. Em (C), t = 27s, a propagacao da onda excitavel em
y segue normal e em x comegou a se propagar. Em (D), quando ¢ = 29s a origem da

rotagao da espiral que pode ser observado a seguir na Figura 10.

Com tudo o apresentado acima, idealmente deseja-se ter um modelo que:

1. capture o fenémeno.
2. nao seja complexo nem custoso computacionalmente.

3. seja escrito em EDPs.

Neste trabalho propomos um modelo matematico que reproduz os fendmenos do meio

excitavel quando ha um acoplamento fraco entre suas células para o tecido cardiaco,
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B) A propagacao em y segue normal e em x comega a se propagar t = 27s C) E o
inicio da espiral pois é possivel a propagag¢ao em = quando ¢t = 29s D)

neuronios e microemulsoes. A implementacao numérica deste modelo ndo é complexa e é
escrito em EDPs [32, 12], ou seja cumpre as trés propriedades acima mencionadas. Este
modelo utiliza as informagoes do meio heterogéneo multiescala e acrescenta um parametro
com a informacao da malha utilizada para a sua discretiza¢ao, portanto o novo modelo
recebeu o nome de modelo dependente da discretizacao, do inglées DDM. No caso 1D,
os testes realizados avaliaram a velocidade da propagacao do potencial de acao, onde o
DDM reproduziu resultados préximos ao modelo heterogéneo multiescala em casos de
acoplamento fraco entre as células para diferentes discretizagoes de malhas uniformes.
Foi constatado também a aplicabilidade do DDM para malhas nao-uniformes em 1D. Foi
gerada uma versao do modelo para 2D em meios isotropicos, onde o teste consistia na
sustentacao da rotacdo de uma espiral, novamente o DDM foi o inico capaz de manter a
rotagao da espiral. Para a implementagdo numérica dos modelos mencionados foi utilizado

o método de diferencas finitas e o método de volumes finitos.

A nova aproximagao DDM, pode ser vista como uma extensao dos trabalhos em

modelos quasicontinuum [99, 31, 84, 59] que propoem EDPs que aproximam o discreto.
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Figura 10 — Apds uma segunda concentracao aplicada na regiao [0 : 25] x [0 : 25] a onda espiral
comegou a rotacionar. O tempo transcorrido foi de ¢t = 32s em A), de ¢t = 38s em
B),det=44s em C) e t = 50s D).

Para obter a formulacao destes modelos matematicos, e da sua expressao em equagodes
diferenciais parciais, é necessario levar em conta altas ordens do operador de difusao para
aproximar, de uma maneira continua, a natureza discreta do problema [10]. Vale ressaltar
que modelos semelhantes também foram propostos recentemente no campo de transicao

de fase [100] e em mecanica estrutural [28, 29].

1.1 Contribuicao

Neste trabalho, avaliamos o DDM, em trés diferentes meios excitaveis, o tecido
cardiaco com condutividade reduzida, filamentos de axdnios envolto por bainhas de mie-
lina com a conducao lenta do impulso, e rea¢ées quimicas dentro de microgotas banhadas
por 6leo. Escolhemos estes fendmenos, visto que cada um destes apresenta escalas espago-

temporais distintas.

Em particular avaliamos o desempenho do DDM, em microemulsoes, para uma

malha nao uniforme unidimensional e também para malhas bidimensionais uniformes.

Nossos resultados sugerem que quando aplicamos o DDM nos trés sistemas bi-

oquimicos, este superou, nos testes realizados, ao modelo homogenizado continuo como
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também ao modelo quasicontinuum. Além disso, mostrou resultados similares ao modelo
discreto, mas com a vantagem da sua flexibilidade em termos da discretizacao da malha

numérica que nao precisa coincidir com a topologia do sistema discreto.

1.1.1  Objetivos Especificos

Os objetivos especificos neste trabalho sao os seguintes:

1. Formulacao e aplicacao do DDM para meios excitaveis.

Para o tecido cardiaco, utilizamos o DDM [32] com o modelo de reagao de Luo-Rudy

[66]. Mostraremos que é possivel aplicar o DDM a outros meios excitaveis.

2. Formulacao e aplicacdo do DDM em malhas nao uniformes unidimensionais.

O modelo discreto consegue reproduzir o fendmeno da propagacao lenta, mas pre-
cisa de um trabalho adicional na criacdo de malha para a implementacao em 2D.
Entretanto, malhas em 2D nem sempre sao uniformes, dessa maneira surge uma
outra dificuldade referente a simulagoes utilizando um modelo com uma malha fixa
como o DM. Para superar isto, formulamos uma versao do DDM para malhas nao
uniformes. E mostramos que este consegue reproduzir o fenémeno de propagacao

lenta.

3. Formulacao e aplicacao do DDM para 2D.

Para poder estudar as ondas espirais precisamos considerar um tecido ou uma rede
de neurdnios conectada, dessa maneira expandimos nosso DDM para uma versao
bidimensional. Da premissa que as microemulsdes nos ajudam a estudar o funci-
onamento bioquimico dos outros dois sistemas realizamos as primeiras simulacoes

neste meio.

1.2 Matematica e Biologia

A biologia e a matemética se interceptam na esfera dos modelos [48], onde os
modelos sao representagoes simplificadas de sistemas, sendo que estes sistemas bioldgicos
podem abranger diferentes escalas no tempo e espago. Os modelos matematicos podem
fornecer uma maior clareza nestas caracteristicas [76]. Por fim isto é formalizado em

equagoes [46].

Esta é uma tese interdisciplinar que permitiu desenvolver uma nova aproximag¢ao
a partir de problemas biologicos. Estudando o fendémeno do bloqueio de propagagao no
tecido cardiaco criamos uma nova aproximacao para os modelos discretos. Aplicamos as
formulacoes homogenizadas continuas e discretas, mas estas nao foram suficientes para

conseguir resultados satisfatérios. Com isto, voltamos para os modelos matematicos e
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Figura 11 — Este procedimentos nos permitiu adicionar informacio da malha além de obter a
expressao para um modelo homogenizado.

desenvolvemos o DDM. Este processo esta representado na Figura 11 onde mostramos que
quando utilizamos EDOs, EDPs, malhas, informagoes do meio heterogéneo multiescala e

técnicas de homogenizac¢ao obtivemos uma nova aproximacao, o DDM.

1.3  Organizagao do texto

Nosso trabalho se divide nos seguintes capitulos:

O segundo capitulo é o referencial teérico que abordara os sistemas de difusao-
reacao e meios excitaveis. Explicaremos um pouco de cada sistema, o tecido cardiaco,
os filamentos de axonios cobertos por mielina e as microemulsoes, além de apresentar as

ondas espirais.

O terceiro capitulo é sobre os modelos matematicos onde apresentamos o modelo
heterogéneo multi-escala HMM. A técnica de homogenizacao permite obter modelos ho-
mogéneos como o modelo homogéneo continuo CM e o modelo homogéneo discreto DM.
Apresentamos também os modelos homogéneos quasicontinuum QCM. Apresentamos a
aproximacao de Padé que nos permite obter um intervalo maior de estabilidade numé-
rica e apresentamos uma expansao que nos permite integrar os modelos homogéneos e o

quasicontinuum o DDM que é a nossa contribuicao neste trabalho.

O quarto capitulo é sobre os métodos numéricos utilizados para realizar as simu-
lagoes para o caso unidimensional, utilizamos um método semi-implicito e apresentamos
uma versao do DDM. A seguir a versao do DDM para simulagoes em malhas nao-uniformes
em 1D. Apresentamos uma versao do DDM para simulacées em 2D seguindo a ideia do

método semi-implicito utilizado em 1D.

O quinto capitulo é dos resultados, onde comparamos os valores da velocidade
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obtidos pelos modelos matematicos para cada sistema, tecido cardiaco, neurdnios e mi-
croemulsoes para o caso 1D. Ainda em 1D utilizamos uma malha nao uniforme para o
sistema de microemulsdes para avaliar o desempenho do DDM relativo ao CM e QCM.
Por 1ltimo, avaliamos a geracao de espirais quando o coeficiente da difusdo diminui no

caso 2D isotrépico.

O sexto capitulo apresenta uma discussao onde apresentamos como foi o inicio
deste trabalho, de um modelo biol6gico para uma nova aproximacao, ou novas EDPs.

Apresentamos também as limitagoes do DDM e os trabalhos futuros a serem realizados.

O sétimo capitulo é sobre a conclusao deste trabalho.
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2 Referencial Teorico

Neste capitulo sera apresentado os conceitos fundamentais dos meios excitaveis e

das ondas espirais.

2.1 Sistemas com Reagao-Difusao e Meios Excitaveis

No tecido cardiaco e nos neurdnios existe o fendomeno da propagacgao e sustenta-
¢ao do potencial de agdo (PA), e em microemulsées quimicas o fendmeno da propagacao
do ativador/inibidor. Estes fendmenos podem ser aproximados ou simulados por equa-
¢oes diferenciais parciais de reagao-difusao. Entretanto, estes sistemas possuem algumas

caracteristicas adicionais, que sao encontradas em meios excitaveis.

Um meio excitavel é um sistema com uma dinamica distribuida continuamente
no espago, onde cada célula possui a propriedade de excitabilidade. As células vizinhas
do meio excitavel interagem entre elas por meio da difusdao. Em um meio excitavel é
possivel que a excitagao passe de uma célula para outra por meio do acoplamento entre
estas. Um meio excitavel é um sistema que estd em um estado de nao equilibrio que possui
um estado de repouso uniforme linearmente estavel mas susceptivel a perturbagcoes finitas.
Para uma perturbagao sub-limiar, a resposta decrescera, mas para uma perturbagao supra-
limiar teremos a excitagdo do elemento e consequentemente a resposta sera forte. Apos a
geracdo de uma resposta forte, a excitacao em cada elemento retorna para o seu estado

inicial de repouso, e esta dindmica pode se propagar por todo o meio [116].

Um exemplo tipico de excitabilidade ¢ a geragao de um pico do potencial de acao
realizado por uma célula cardiaca ou miocito, que é induzida por uma pequena perturbacao
elétrica do estado de repouso. Alids, uma subsequente excitagao s6 podera ser gerada apos
um intervalo de tempo, que é denotado por periodo refratdrio, veja a Figura 9. O modelo
de reacao de FitzHugh-Nagumo modificado [83] simula estas propriedades, veja a Figura

12 onde mostramos o formato da onda obtida pelo FHN para um instante de tempo.

A resposta supra-limiar em um meio excitavel 2D, é uma onda nao-decrescente
que se propaga pelo meio [21]. Na Figura 13 podemos ver como a resposta supra-limiar
aplicada no inicio (A) se propaga no decorrer do tempo (B)—(D), onde cada célula ou mi-
crogota repetird a mesma dindmica que aconteceu a seu vizinho da esquerda. O fendmeno
da propagacao do PA ou ativador pode ser visto como o estudo da propagacao de ondas

em meios excitdveis.

Dependendo da forma destas perturbacoes, uma variedade de padroes pode ser
obtida, entre ondas solitarias espirais. A velocidade e forma de tais ondas é determinada

pelas propriedades do meio [68].
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2.2 Ondas Espirais

Ondas espirais, sao um tipo de ondas que circulam para fora de um centro em
espiral seguindo o formato de um redemoinho, sendo fontes auto-sustentaveis no espago e

tempo [89], veja na Figura 14 a evolugao espago-temporal de uma espiral.

O primeiro relato de onda espiral em meios de reagao-difusao foi visto inicialmente
em microemulsdes com o modelo de reagao Belousov-Zhabotinsky (BZ), os resultados
foram publicados, em 1971 por Zhabotinsky [113]. O comportamento da onda em um
meio bidimensional, com anéis concéntricos emanando de marcapassos, foi descrito por
Zaikin e Zhabotinsky em 1970 [112], e Winfree seguiu com seu artigo em ondas espirais
em 1972 [105]. As descobertas deles colocaram em movimento extensivos estudos tedricos
e experimentais que continuam até hoje. As pesquisas que iniciaram, hoje se tornaram o
campo da dindmica quimica nao-linear, as primeiras pesquisas apareceram em 1951 por
Boris P. Belousov e por Anatol M. Zhabotinsky [106, 18, 114]. Um outro pioneiro na
dindmica da quimica nao-linear foi Robert Luther, que sucedeu a Wilhelm Ostwald no
Physico-Chemical Institute na Universidade de Leipzig. Luther pensou que as ondas de
propagacao de reagao-difusao que ele descobriu poderiam ser relevantes para a transmissao
do impulso elétrico nos neurénios, e ele apresentou seu trabalho em 1906 [67, 90, 89]. Ele
prop6s uma férmula para a velocidade da propagacdo da onda, v = a(kD)Y?, onde a
¢ uma constante de proporcao, k ¢ uma constante da variacao , e D é o coeficiente de
difusdo, o qual é equivalente a equagao da velocidade da onda publicada por Fisher [3§]

e Kolmogorov et al. [62] trinta anos depois.

Uma das areas de pesquisa mais ativas em sistemas complexos estd focada na
sincronizacao da dindmica de subsistemas. Onde a sincroniza¢do tem um papel vital nos
processos fundamentais como o ritmo do batimento cardiaco e a propagacao de informacao
nos neurdnios entre outros sistemas bioquimicos. O padrao que as ondas espirais reprodu-

zem, veja Fig.14, simula doencas como arritmia, esclerose multipla, epilepsia, enxaqueca.

2.2.1 Aplicagdo em meios excitaveis

O sistema elétrico interno do coracao é de vital importancia no controle da frequén-
cia e do ritmo do batimento cardiaco [17], pois, detrds de cada batimento cardiaco, had um
sinal elétrico que se propaga ordenadamente da parte superior do coragao para a parte
inferior [41]. No tecido cardiaco as ondas espirais reproduzem a desordem da ativagao do
sinal elétrico ou potencial de acdo PA, impedindo que este percorra seu caminho normal,
provocando a perda da sincronia da sua contragdo. A arritmia pode ser vista como uma
mudanca da velocidade da propagacao do PA, ou do caminho que este percorre [3]. Du-
rante uma arritmia, o coracdo pode bater rapido ou devagar, ou chegar a produzir um

ritmo irregular. Algumas arritmias sao inofensivas, mas podem se tornar sérias ou mesmo
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fatais. Por exemplo quando acontece a fibrilacao dos atrios, um tipo comum de arritmia,
os sinais elétricos viajam através do atrio de forma rapida e desordenada, fazendo com
que o 6rgao trema ao invés de se contrair. Outro exemplo, é a fibrilagao ventricular,
uma desorganizagao espago-temporal, devida a espirais errdticas a deriva [43, 40]. Este
fenomeno impede que o coragao bombeie sangue para o corpo todo; assim, a falta do fluxo
de sangue podera danificar o cérebro, o proprio coragao, e outros 6rgaos. O controle e
supressao das ondas espirais sdo uma forma de tratamento contra as arritmias cardiacas
[79]. A desfibrilacao pode eliminar as espirais, entretanto, pode causar danos ao tecido

porque ativa o musculo cardiaco através de um forte choque elétrico.

No tecido cardiaco, as mudancas na propagacao da velocidade, tais como a dimi-
nuicao da velocidade de conducao, e a forma do potencial de agao estao relacionadas com
a resisténcia que acontece entre os miécitos, as chamadas jungoes gap [85, 92, 88, 64, 51].
A propagacao por uma regiao afetada por infarto ou isquemia é lenta, sendo que pode
ocorrer o bloqueio, dessa maneira participa ativamente na geracao de espirais que sao

vistas em arritmias.

Em casos de epilepsia ou enxaqueca, caracterizadas por um desordem da ativagao
neuronal [77], o comportamento pode ser reproduzido via espirais [101, 69, 104]. Nos
neuronios do cérebro o impulso elétrico ou o PA, se propaga para o préximo neurdonio
por um filamento chamado axdénio. Os ax6nios apresentam regides separadas por nés de
Ranvier que estao envolvidas por bainhas de mielina que agem como isolantes elétricos,
isto muda a forma da propagacao do PA fazendo que tenha um efeito pulsatil ou saltatorio

em cada no [41].

Em neurdnios, a esclerose multipla (EM), é uma doenga desmielinizante que dani-
fica o sistema nervoso central, cérebro e médula espinhal, caracterizada por uma reacao
inflamatoéria onde sao danificadas as bainhas ou capas de mielina que envolvem os filamen-
tos chamados axdnios nos neur6nios cerebrais e na médula espinhal [97]. A desmielinizagao
afeta a capacidade das células nervosas do cérebro e da médula espinhal se comunicarem
entre si através da transmissao do PA, perturba o fluxo de informacao causando lesoes
nestas regioes e isto gera um vasto quadro de sintomas e sinais [57]. Normalmente, o
cérebro envia sinais rapidas através da médula espinal e dai aos nervos que se ramificam
por todos os érgaos e partes do corpo, mas quando a mielina que os envolve é danifi-
cada ou destruida, os nervos nao funcionam apropriadamente e nao enviam os sinais pelo
caminho certo, desse modo a velocidade da propagac¢ao do PA diminui a tal ponto que
pode acontecer o bloqueio desta [8]. Na EM, o préprio sistema imune do corpo ataca e
destroi a mielina, e uma vez destruida, os axonios deixam de poder transmitir o potencial
de acdo entre neurdnios ficando assim a propagacao ou conducao do estimulo nervoso

interrompida [2, 1].

Em reacgoes quimicas, utilizando a reacao de BZ em microemulsoes se observam
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padroes espaco-temporais como a propagacao de uma onda e espirais. Os reagentes apo-
lares ativador/inibidor se difundem através do 6leo e a reagao acontece apenas dentro das
microgotas de dgua [98]. As espirais da Figura 14 foram simuladas utilizando FHN, desta
maneira, o conhecimento desta dinamica em microemulsoes pode auxiliar na compreensao

do funcionamento bioquimico do PA em células cardiacas e neurdnios [54, 98].
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3 Modelos Matematicos

Os sistemas bioquimicos deste trabalho foram simulados via EDPs de reacgao-
difusao. Neste capitulo realizamos um estudo sistemético dos diferentes modelos ma-

tematicos para o caso unidimensional.

3.1 Modelo Heterogéneo Multiescala

Os trés sistemas bioquimicos estao esquematizados para o caso unidimensional na
Figura 15. Os sistemas estao em uma escala microscépica, diferenciando a heterogeneidade
e a multiescala da estrutura por duas regioes distintas, uma sombreada de cinza e a outra
em branco. Na regiao sombreada acontece a reacao e estd associada com os parametros
de difusio oy e comprimento {y. A regido em branco, de nao-reacdo, esta associada
aos parametros de difusdo o1 e comprimento ¢;. O padrao apresentado na Figura 15 é
periédico no espago nos trés sistemas bioquimicos. A Figura 15 (A) é o esquema do tecido
cardiaco, considera os midcitos e as jungoes gap. A Figura 15 (B) representa os filamentos
de ax6nio do neur6nio cobertos por bainhas de mielina. A regido sombreada é dos nés de
Ranvier onde temos reagao. A regidao branca é o axonio envolto por bainhas mielina. A
Figura 15 (C) mostra as microemulsdes. A regidao sombreada composta por micro-gotas é

onde acontece a reacao, e a regiao branca é a oleosa onde apenas se da a difusao.

Dessa maneira, um modelo matematico criado a partir de EDPs heterogéneas
de reacgao-difusao pode nos auxiliar na simulagao, pois, precisamos que o coeficiente de
difusdo o(x) e as fungoes de reagdo f(u,v) e g(u,v) variem no espago de acordo as escala
ly e 1. Com isto, a descricdo mais precisa do fendmeno é dada pelo modelo heterogéneo

multiescala, HMM (do inglés, heterogeneous multiscale model):

Ou = f(u,v) 4+ 0(c(x)0u), x € |a,b

3.1
o = g(u,v). 31)

As fungdes de reagao f(u,v) e g(u,v) correspondem as fungdes de FitzHugh-Nagumo
modificadas [39, 83]. Consideramos um sistema isolado, onde as condigoes de contorno e

os valores inicias sao dadas por:

du(a,t) =0, O,v(b,t) =0, (3.2)
u(z,0) = ug, v(z,0) =vy, x € Q. (3.3)

A formulacado do HMM foi utilizada em diversos trabalhos onde se obtiveram resultados
proximos dos fendmenos experimentais [40, 51, 47, 94, 81]. Por outro lado, devido & malha

fina que utiliza aumenta a complexidade do modelo e o custo computacional.

Além da estrutura heterogénea de cada sistema, o tamanho das escalas sao distintas

entre eles. Por exemplo a duragao do potencial de acao, para o caso do tecido cardiaco e
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da concentragio de u(x) (B) para os trés sistemas bioquimicos de reacgao-difuséao, o
tecido cardiaco, o neurénio e as microemulsbes, utilizando os pardmetros da Tabela
1.

neurdnios, e a duragao da excitagdo em microemulsoes sao apresentadas n Figura 16 (A),

e o tamanho da onda de cada sistema ¢ apresentado na Figura 16 (B).

Isto nos permite avaliar os modelos mateméaticos em diferentes meios excitaveis.
Estes modelos deverao simular a multiescala e heterogeneidade do tecido cardiaco, dos

neurodnios e das microemulsoes.

Podemos observar a estrutura unidimensional do HMM na Figura 17 (A). Este
modelo captura a multiescala e a heterogeneidade do meio, assim pode distinguir os dois
tamanhos dos comprimentos e os dois valores para os coeficientes de difusdo no cabo

unidimensional de células ou microgotas conectadas.

3.2 Modelos Homogenizados

O alto custo computacional dos HMM no caso unidimensional, nem sempre faz

deste modelo a melhor escolha para simulacoes em 2D ou 3D.

Visto que as mudancas espaciais sao pequenas devido a multiescala, o HMM pode
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Figura 17 — A estrutura heterogénea do modelo heterogéneo multiescala HMM A); a estrutura

continua homogénea CM B) e a estrutura homogénea discreta DM C) onde o indice
1 denota uma célula quando o meio é discretizado

ser reduzido a um modelo homogenizado continuo CM. Podemos obter esta simplifica-
¢do com uma mudanca apropriada dos coeficientes das EDPs

Esta mudanga pode ser
realizadas pela técnica de homogenizagao, veja [24, 44]

3.2.1 Técnica de Homogenizagao

Utilizamos a Expansao assintética [44] para transformar a difusao heterogénea o(x)

em uma difusdo homogénea a(o(x), (), este coeficiente de difusao nao varia no espago z e
pode ser obtido da seguinte maneira

_ l

o= i : (3.4)
0(1‘)

onde ¢ é a soma do comprimento da regiao de reacao ¢y e nao-reagao £,

¢ 1
J
0

A técnica (3.4) também considera os dois valores do coeficiente de difusdo oy e 0. Desse
Y

modo, as caracteristicas do meio heterogéneo multiescala sdo capturados pelo coeficiente
de difusdao homogenizado, denotado por &

Neste trabalho a expressao que resulta da aplicacao desta técnica é a seguinte

(3.6)
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As fungoes de reacao f, g variam no espaco entre fq, f1, € go, g1, respectivamente. Portanto

podemos obter as seguintes médias:

F (fogo + f1€1>
N lo+ 0 ’
0o th (3.7)
G= 9olo + 9141
bo+ 4y 7
onde f; = ¢g; = 0, portanto
_ lo
f = fO < ) )
by + 0
ot h (3.8)

3.2.2 Modelo Homogéneo Continuo

Apés a técnica de homogenizacao (3.4) ter sido aplicada em o(x) e obtermos uma
media para f e g temos o modelo homogenizado continuo, CM (do inglés, homogenized
continuum model). O CM possui uma estrutura homogénea, pois, o coeficiente de difusao
o é constante, veja a Figura 17 (B):

o = f(u,v) + 50%u,
’ (3.9)
o = g(u,v).
Um modelo continuo possibilita a identifica¢ao de uma solugao exata e sua andlise [58, 59].
Quando realizamos uma aproximacao numérica da equacao diferencial parcial aceitamos
que a solugao terda um numero discreto de pontos, ou vértices, na malha. Assim, quanto

maior for este nimero de pontos mais proxima da solucao exata sera a solu¢ao numérica.

3.2.3 Modelo Homogéneo Discreto

O modelo homogéneo discreto, DM (do inglés, homogenized discrete model) é o
modelo que utiliza uma discretizacao igual a natureza descontinua do meio ¢, como por
exemplo a soma dos comprimentos longitudinais das capas de mielina ¢; = 200um e dos
nés de Ranvier £y = 2um, Cpeuron = Lo+41 = 202um. No caso do tecido cardiaco é a soma
dos comprimentos longitudinais dos midcitos e as jungoes gaps; e em microemulsoes a soma
do didmetro das microgotas e a regiao com 6leo entre elas. Os valores dos parametros
utilizados neste trabalho pode-se consultar as Tabelas 1 e 2. O modelo discreto tem
uma malha mais grossa, consequentemente uma menor complexidade computacional. A
dindmica de uma célula em tal sistema discreto considera as reac¢oes nao-lineares e a
iteragdo com seus vizinhos mais proximos. Portanto o modelo discreto é dado por:

c(litui = flui, vi) + 507w,
(3.10)

d _

— Vi = g\Us, V5),
v = 9(ui, vi)
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Figura 18 — Esquema de uma discretizacdo de malha em 2D utilizando o meio excitavel de
microemulsoes para realiza-la.

onde &, f e g sdo constantes, obtidas pela técnica de homogenizacio (3.4) e (3.8), e o

operador Laplaciano discreto 97 é dado por:

O — u(x +4) — 212(29:) +u(x — 6). (3.11)

A cria¢ao da malha do DM para dimensdes maiores como em 2D ou 3D é um desafio
numérico, pois € necessario uma precisao na localizacao que cada célula ou microgota tera

na malha 17 (C), o que nao é problema para o CM.

A Figura 18 é um esquema de discretizagao 2D seguindo os critérios do modelo
DM. Esta é uma malha fixa e os testes apenas responderao para este tipo de configu-
racao apresentada. Caso desejarmos modificar a localizacdo, ou o espacamento entre as
microgotas teriamos um trabalho adicional na realocacao destas e nas respetivas relagoes
que cada uma terd com seus novos vizinhos. Podemos observar na Figura 19 as diferen-
tes respostas dos modelos HMM, CM, DM quando temos um meio com condutividade
normal (g = 1,035 x 1073cm?/s, a1 = 1,035 x 10~°cm?/s) e quando a condutividade é
fraca (o9 = 1,035 x 1073em?/s, o1 = 2,95 x 10~ "em?/s), ou seja, quando o respectivo de
difusao homogenizado ¢ é diminuido. No primeiro caso as respostas dos trés conseguem
reproduzir a velocidade entretanto o formato da onda varia para o DM, sendo que o CM ¢

o que mais se aproxima do HMM. Entretanto, no segundo caso, o iinico que se aproxima
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Figura 19 — Propagacao da concentracdo do PA no tecido cardiaco em funcao da conducao,
simulado pelos modelos HMM, CM, DM e QCM no caso dos valores normais para
condugao capturamos dois tempos diferentes t = 0,5ms A) e t = 1,1ms B), e para
o caso da condugao ser fraca capturamos dois tempos diferentes de t = 2,2ms C) e
t = 8,3ms D).

do HMM é o DM. A velocidade de propagacao do CM é muito mais rapida e o formato
do CM nao é similar ao HMM quando a condutividade do meio é fraca, veja as Figuras
19 (C) e (D).

O blogueio da propagacdo é uma falha na transmissao numa determinada regiao
onde a velocidade da propagacao diminui até um valor que nao é possivel continuar a se
propagar ou difundir, desse modo, ocorre uma perda da sincronia da propagacao da regiao
com o meio. Podemos observar um bloqueio na Figura 20 simulado pelo HMM, enquanto

que o CM nao reproduz este fendomeno pois o PA continua a se propagar.

3.3  Modelo Quase-continuo

Queremos um modelo continuo capaz de reproduzir as caracteristicas dos sistemas
bioquimicos quando temos a propagacao lenta do PA e o bloqueio da propagacao de uma

concentragao. Para que isto aconteca, uma alternativa é que este modelo hibrido considere
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Figura 20 — A evolucdo espacial da propagacgdao do PA no tecido cardiaco pelos modelos HMM
e CM utilizando a reagao de Luo-Rudy para diferentes tempos com uma condugao
reduzida até o valor onde acontece o bloqueio da propagagao no HMM 0, 54% para
o tempo transcorrido de ¢ = 1,28ms A), ¢t = 30ms B) e ¢ = 50ms C).

na sua formulagao alguma caracteristica do modelo discreto, como por exemplo a natureza

discreta ¢.

Rosenau [84] propo6s os modelos homogenizados quase-continuos, QCM (do inglés,
homogenized quasicontinuum model), como uma solu¢ao quando investigava a dindmica
dos modelos de massa-mola nao lineares perto do continuo. Entretanto as aproximacoes
entre o continuo e discreto comegaram em 1877 com Rayleigh e seus estudos na teoria do
som [96, 80]. Posteriomente em 1927 Love apresentou um tratado da teoria matematica
da elasticidade [65]. Podemos citar entre outros autores Toda e Collins [99, 31], e mais
recentemente Kevrekidis [59] e Andrianov [9]. A formulacao quase-continua foi utilizada
também em simulagoes de fraturas em solidos[42, 115], chamadas de fendas ou rachaduras;
em simulagoes das interagoes de proteinas e DNA [34, 75, 72]; para modelagao hidrologica

[20] e também no campo de transi¢ao [100] e em estruturas mecénicas [28, 29].

O termo da equacao onde aplicamos a aproximacao quase-continua neste trabalho
foi no operador de derivada espacial 9. Porém h4 estudos onde a aproximagcio ¢ realizada
no operador da derivada temporal 97 como no caso da equacao da onda [96]. Conservar
as EDPs nos permite estudar as relagoes de dispersao, as leis de conservacao, e mesmo
a solucdo exata para alguns casos especiais. O QCM utiliza termos de ordem maior no
operador laplaciano na sua expansao em série de Taylor, tais como 9%, 9%, e consideram o

tamanho da natureza discreta do sistema /.

A seguir apresentamos uma maneira de se obter a formulacao do modelo quase-

continuo que foi utilizado neste trabalho.

Suponhamos que, u(z + £) e u(x — £) podem ser aproximados pelo termo u(z) e
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mais um outro parametro, o aproximante, para cada lado, @), e )_ respectivamente
uwz+0) =u(x) +Qy, ulr—1~) =ulzr)+Q-, (3.12)

Utilizando as Séries de Taylor em u(z + ¢) e u(x — ¢), podemos expandi-los da seguinte

maneira

> & o
u(z £0) = u(x) £ L0u + 58211 + 58% + E@‘*u +.--. (3.13)
Substituindo (3.13) em (3.12)
2 & o
Qs = Hl0u+ S u+ 583 + et (3.14)

Portanto, ao voltar para a Eq. (3.11)

u(e) + Qs — 2u(x) + u(x) + Q-

Oju = 5 (3.15)
Q+ + Q-
= *T (3.16)
Cou+ Sotu
~ K—Zm’ (3.17)
62
= 0%u + Ea“u. (3.18)

Aplicamos a Aproximacao de Padé na Serie de Taylor, esta aproximacao permite

obter uma expressao por quociente de polinémios:

1

2 2
= - _1
du = /<a182a u, (3.19)
onde 2
pr— —_ -2
K1 12 (3 O)

Esta ¢ a mesma expressao que Rosenau e Kevrekidis obtiveram [84, 59]. O modelo
QCM é portanto dado por:
— o 9
8tu = f(u,v) + 0 u,

1 — 5102 (3.21)

o = g(u,v).

O termo k1 (¢), como visto em (3.20), considera a natureza discreta do modelo. Apesar de
obtermos uma aproximagao continua do discreto, podemos observar na Figura 19 que o
QCM reproduz uma velocidade mais proxima ao HMM do que o CM (C) e (D), entretanto

ainda nao é capaz de reproduzir o formato da propagacao do PA.

Resolvendo implicitamente a Eq. (3.17), temos uma matriz pentadiagonal. No
entanto na (3.19) o quociente passara para o lado esquerdo e teremos uma matriz tri-

diagonal em cada lado, como feito anteriormente em [32]. Uma outra razao ¢ obter um
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B ) u(:-h) u(:) u£x+h)

Figura 21 — Discretizac¢oes dos modelos, do DM utilizando ¢ A) e da EDP discretizada utilizando
h B), ndo necessariamente precisam coincidir.

intervalo maior de estabilidade numérica. Quando utilizamos apenas a expansao por séries
de Taylor o intervalo de estabilidade numérica que obtido é menor que da aproximacao

de Padé.

Muitos trabalhos foram realizados na formalizacao da aproximacao de Padé para
diversos outros campos de investigacdo como analise numeérica, fisica tedrica e mecanica
dos fluidos. O artigo de Brezinski apresenta uma lista de trabalhos relacionados com
a Aproximagao de Padé e aplicagoes até o ano de 1976 [23] que possui 412 referéncias.
Baker e Cabannes em seus livros “Padé Approximants ”[16, 14, 15] e “Padé Approximants
Method and Its Application to Mechanics ”[27], apresentam resultados nestas areas de
pesquisa mencionadas. Elphick com suas pesquisa em padroes de ondas [36], Moéller usou
a aproximagcao de Padé para capturar os efeitos dos modelos discretos por meio de equacao
continuas [70], Kevrekidis utiliza esta mesma ferramenta [59], Andrianov apresenta os
estudos de Rayleigh, Love e acrescenta a Aproximacao de Padé nos resultados [9, 10],
Wuytack realizou pesquisas em analise numérica, integracao numérica e fracdes continuas
(108, 107, 109, 110, 111]. Como também os trabalhos de Ambroladze e Vazquez [7, 102].

3.4  Modelo dependente da discretizagao (DDM)

Para aproximar os modelos discretos neste trabalho, propomos considerar a dis-
cretizacdo na expansao do continuo e acrescentar o parametro h relacionado a malha. Por
isto o chamamos de modelo dependente da discretizagao, DDM (do inglés, discretization

dependent model). Seguindo a ideia apresentada anteriormente:
u(lztl) =u(xrth)+ Q. (3.22)

Cada vizinho u(z 4 ¢) é aproximado por u(x £ h). Com isto introduz a informagao da

malha dentro da EDP. Suponhamos que existam aproximantes @), e ()_ tais que:
ulz+l) =ulxz+h)+Q+; ulx—40)=ulr—h)+Q-_, (3.23)

logo expandimos em série de Taylor os termos u(x + ¢) e u(x & h) para obtermos as

expressoes de (Q:

2 3 o
u(z £0) = u(z) £ 0u + 582u + 58% + Z@"‘u +.- (3.24)
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realizamos o mesmo com

h? h? h*
u(zx £ h) = u(x) £ hou + 582u + 58311 + E(‘%u £ (3.25)
Portanto as aproximantes sao:
EQ—hz fg—h?’ 64_h4
Qi = +({ — h)ou + O*u £ Tﬁ?’u +— Out---. (3.26)

Substituindo (3.26) no operador laplaciano discreto (3.11) temos:

o w4 h)+Qy —2u(z) +ulr —h)+ Q-

du = ” (3.27)
u(x+h) —2u(x)+ulx—h) Qi+ Q-
= 2 + R (3.28)
h2 62 _ h2 €4 _ h4
R g+ —g— 0+ —— 50", (3.29)
2 Rt
= 0%u + o7 J u+, (3.30)
2 —ht L\
- (1 T ) 0%u. (3.31)
Aplicando a Aproximacao de Padé em (3.31) obtemos:
1
2 2
- 32
du 1—52828 u, (3.32)
onde p
Ro = o (3.33)
O modelo DDM é:
. &
Ou = f(u,v) + () O2u,
t 1 — ro0} (3.34)

O = g(u,v).

Na (3.33), o pardmetro ko depende da discretizagdo da malha h e da natureza

discreta ¢, ou seja ko({, h).

3.4.1 Comparando os modelos

Ao mudarmos a discretizagao h em DDM, obtemos todos os modelos homogéneos

vistos até agora.

34.1.1 DDM — QCM

No caso h — 0 tem-se que DDM — QCM, isto é

£4 _ h4 hes0 €4 62
2T e 12e 12 (3:35)

Assim, a partir do DDM pode-se obter o QCM, ou seja, conseguimos uma expansao do

modelo quasicontinuum.



3.4.1.2 DDM — DM
Quando h — ¢, o modelo DDM se aproxima de DM:

0t —h*

=N
2= or

Portanto teremos a seguinte expressao:

1 2

8tu = 1_7(%9285 u,

onde com h = ¢ resulta em:
O = Oju,

que é o modelo discreto.

3.4.1.3 DDM — CM

Ao considerarmos h,¢ — 0, DDM — CM:

1
1-— H282

1
82u £—0 . Oa}%u h—0 agu

Obtemos o modelo Continuo CM, pois, considerando h — 0, temos 92 — 0.

37

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)
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4 Modelos Computacionais

Neste capitulo apresentamos a implementacao numérica dos modelos matematicos
vistos anteriormente, também mostramos a configuragao utilizada para as simulagoes das
ondas em 1D e 2D.

4.1 Caso 1D Semi-implicito

Dada a EDP de reacao difusao:

Ou = f(u,v) 4+ 0(cou)

4.1
O = g(u,v). (4.1)

Utilizamos o separador de operadores como realizado no trabalho [32] dessa ma-
neira separamos a parte linear, o operador difusao, da nao linear as funcoes de reacao f, g

A parte da reagao é resolvida via Euler explicito:

u" = Atf(u™,0") +u"

. (4.2)
" = Atg(u”,0") + 0"
Logo a variavel u é atualizada e resolvemos a parte da difusao via Euler Implicito:
A
un-i—l - un-i—% — Atﬁun-‘rl7 (43)

onde A e B sdo operadores do modelo dependem do modelo matematico a ser utilizado
(HMM, CM, DM, QCM).
Para o modelo HMM:

E ’ (4.4)

onde os termos ( );,( ),.; sdo a discretizagao espacial, neste caso de u, e 0;,0;, 1, que
nao fazem parte da malha, sdo os coeficientes de difusdo que variam no espago que sao
aproximados pela media harmonica dos termos o;, 0;41.

Para o modelo CM:

A:(T(( )i71_2( )z+( )i+1>
h? ’
(4.5)
B =1,
onde 0 = ﬁ é o coeficiente de difusdo homogenizado.
Para simplificar a notagao define-se:
=2 . )
ai _ ( )z—l ( )z + ( )'H—l (46)

h? ’
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Assim, para o modelo DM, onde h = ¢:

A =507,
(4.7)
B =1,
onde /¢ corresponde a natureza discreta do sistema e
20 )4 ( ).
ag _ ( )2—1 <€2 )'L ( )z+1 ] (48)
Para o modelo QCM:
A =503,
(4.9)
B=1- 518,21.
2
onde K; = %
Para o modelo DDM:
A =507,
(4.10)
B=1- /@28}2”
onde ko = Ziz’gf.

Escolhemos o método de resolucao Euler implicito para evitar as condi¢oes de CFL.
Utilizamos o Método dos Volumes Finitos Centrado, pois obedece as Leis de Conservacgao,
dessa maneira o potencial de a¢gdo ou da concentracao do ativador nao tera fugas enquanto
se propaga pelo seu respectivo sistema, isto é, pelo tecido cardiaco, ou pelo axonio no

neurénio ou pelas microgotas e 6leo nas microemulsoes.

Para a parte de difusao a discretizacao no tempo e espaco do HMM ¢é da seguinte

forma:
n+1 n+1 n+1
. Oi—1/2Wi—1 — (Oi—1/2 + Oig1y2) Uy + Oig1)2U;
uml_wz:At( Pt = (7124 oinip) il “), (4.11)
% % h2
separando os termos n + 1 e n* temos
At " At " At " o
—ﬁ(fﬂ_l/gui;ﬁl + (1 + ﬁ (O’Z‘_H/Q + Ui_1/2)> Uu; +1_ ﬁ%—yzui:ﬁl =Uu; . (412)
Seja o = % chegamos a expressao numérica do HMM
. ) n+1 1 ) ) n+l ) n+1 — n* 4 13
acipiouiy + (1 +a(oipi2 +0imiy2)) uj Qo1 Uiy = Uy (4.13)

A resolugao da matriz tridiagonal é feita utilizando o algoritmo de Thomas.

De um modo similar o DDM tera a seguinte solugao numérica

(B — AtAu™" = Bu"*s. (4.14)



40

\/
M|:\"
N =y
M|D“
MlD“

B)

° ° ° o X; ° ° °

Figura 22 — Esquema da malha uniforme A) com discretizacao h, e malha ndo uniforme B) com
discretizacao h;.

A matriz B— AtA também é tridiagonal e cada volume discretizado tem a seguinte

forma

n+1 n+1 n+1 __
— w1+ 2r)u]™ =l =

nti nti n+3 <415)
2 2 2
—rou; " + (L4 2rg)u; > —rou;
4_ 14 _ 414
onde r| = szth + a% ery= f%fhhz). Ou pode ser representado por
K2
M= T2 F Tms T2 = 5 (4.16)

4.2 Malha Nao-Uniforme 1D

Mostraremos os esquemas numéricos dos modelos para os casos de malhas unifor-

mes e nao-uniformes.

O DM nos limita ao uso de uma tnica discretizagao. Para tecidos cardiacos nao-
uniformes é necessario considerar o comprimento de cada midcito e seus vizinhos, isto se
torna um desafio computacional para a criacao de malha em 2D ou 3D. Nestes casos uma

malha que permita diferentes valores de discretizagao e formas se adaptara melhor.

Portanto, escolhemos uma malha nao-uniforme unidimensional e avaliaremos as
versoes dos modelos DDM, CM e QCM. Exemplos do esquema de malha uniforme e nao-
uniforme utilizando o Método dos Volumes Finitos Centrados pode ser vista na Figura 22.
Na Figura 22 A) a discretiza¢ao é a mesma portanto o volume possui comprimento h, na
Figura 22 B) a discretizacao dependera de cada x;, que é o volume de controle centrado

em x;, por exemplo h; sera para x;, h;11 para x;y1, ndo necessariamente iguais.

Utilizaremos o operador separador de operadores para separar a parte nao linear,
aquela que possui as reacoes, do termo linear, aquele da difusdo. Mais detalhes sao
encontrados em [32]. Nosso interesse esta na discretizacdo dos termos dos coeficientes de

difusao.
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Para o modelo continuo homogenizado, CM, o termo linear é o seguinte:
Ou = 0 (o(x)0u) . (4.17)

Onde, o(x) é o coeficiente de difusdo com informacao da estrutura microscépica do sis-
tema, £, que pode variar, por exemplo quando temos tamanhos de células distintas no
meio. Dessa maneira o termo seria:
l(x
o(z) = (=) :
lo(z)/o0(x) + {1 (x)/01(x)

(4.18)

Além disso, na implementacao numérica, pode-se propor utilizar uma discretizacao
nao-uniforme, isto é, h(z). O dominio é discretizado sobre N volumes ou elementos, cada
um com tamanho h;, com i € {1,--- , N}. A Figura 22 mostra exemplos de malhas uni-
formes e nao-uniformes. Utilizando o método classico de Volumes Finitos para discretizar

0 espaco temos:

2 Uit — Uy Ui — Uj—1
8 P = T i — | — 0= —_— , 4.19
tU h; [‘7 +1/2 <hi+1 T hi) 0i-1/2 (hi T hi_lﬂ ( )
onde u; = u(z;,t), sendo x; a coordenada do centro do volume 4, como é mostrado na

Figura 22. Para simplificar a notacao definimos 77, ;:

20,041

TO
e hi(hioix1 + hix10)’

(4.20)

onde impomos a continuidade dos fluxos nas faces i + 1/2 e i — 1/2 para chegar a uma

generalizacdo de uma média harmonica.

Reescrevendo a Eq.(4.19) temos:

2

Opu; = [Tii—l (ui+1 - uz) -T17, (UZ — Uz‘,l)} . (4.21)

Para obter uma solugdo numérica discretizamos o tempo utilizando o método de Fuler
Implicito. Isto gera uma matriz tridiagonal que precisa ser resolvida para cada passo da

simulagao.

Para o caso especial da malha uniforme e o constante encontramos uma aproxi-

macao de segunda ordem no espacgo para a equacao da difusao:

Uip1 — 2U; + Ui—1

h2

(4.22)

(‘Zui =0

Isto é a discretizacao utilizada para resolver o modelo CM homogenizado em uma malha

uniforme ou DM, no qual h é substituido por £.

Para uma malha geral nao-uniforme, o DDM ¢é da seguinte forma:

Ot — (1) 9 (o)) (4.23)
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Discretizando o numerador do lado direito como anteriormente, e movendo o denominador

para o lado esquerdo temos:

8tui — I€2i82(atui) = ir;:_l (ui+1 — UZ) — Tq_l (Ul — ui_l) s (424)

7

onde ro; = (£} — h})/12¢2. Aqui, ndo s6 a malha ¢ nao uniforme (h;), a caracteristica

discreta do sistema também varia no espaco, £(x), com uma discretizagdo também dada

por ¢;.
Utilizando a mesma discretizacao espacial do lado esquerdo obtemos:
Opu; — [T (Oputigr — Opus) — T7™) (Opus — Opui—1)]
= TP (Ui —wi) = T (ui — ui—a) | (4.25)
onde
s 2 (4.26)

T2 = — .
o hi(hi + hit1)
Finalmente, utilizando Euler Implicito para a discretizacao do tempo obtemos o seguinte

sistema linear que precisa ser resolvido a cada instante de tempo k.

- (T;fl + Ath’%) uit

+ (Tffl + 172 + 1+ At (T{il + TZ‘U—1)) uptt

- (Tf—zl + AtTf—l) u

= — (L) iy + (T + T2 + Do — (T2) wi g, (4.27)
onde u! é a discretizagao de u(z,t) = u(ih;, nk), para o caso de discretizacao uniforme do

tempo, k. O esquema numérico (4.27) é utilizado para integrar os modelos DDM e QCM.

Para QQCM nés substituimos ko por kK.

Note que a Eq.(4.27) também gera uma matriz tridiagonal que precisa ser resolvida
a cada passo do tempo da simulagdo. Dessa maneira, o custo computacional dos diferentes
modelos, DDM, QCM, DM, é o mesmo e é principalmente afetado pela discretizagao

espacial utilizada, h.

A versao da malha nao-uniforme para o CM é:

s = |T5y (uipr — i) — Ty (i — i) - (4.28)

onde

- 20
70, = — 4.2
i+l hz(hz + hi:tl)’ ( 9)

A parte do EDP do modelo DDM para malha nao-uniforme na variavel u é:

O = <1> (o ()0u), (4.30)



43

passando o quociente pra esquerda e discretizando no espaco obtemos:

Opu; — (T2 (Opuivr — Opwy) — T12 (Opuy — Oyui—y)]

= Tf{—l (Uip1 — u;) — Tf_1 (u; —wi—1) |, (4.31)

onde )
wo R 439
=l hi(h; + hiil)‘ (432)

e
04— pa
;= 4.

R2; 12&? ( 33)

A Eq.(4.30) ndo é apenas para uma malha nao-uniforme (h;), pois considera a varia¢ao da
natureza discreta do sistema no espaco, ¢(x) como uma discretiza¢ao dada por ¢;. Para

obtermos o QCM substituimos ko por K.

4.2.1 Caso 2D

Para o caso isotropico em microemulsoes temos as seguintes EDPs:

Ou = O?u+ u + f(u,v
' v+ f(u:0) (4.34)
O = 920+ Ov + g(u, v).

Para o caso 2D, ao invés de utilizarmos uma resolu¢do de uma matriz pentadiagonal

resolvemos duas matrizes tridiagonais.

Neste método usamos o operador separador de operadores para resolver a reagao
em um tempo anterior e também separamos a solucao de u e v. Primeiro resolvemos o
eixo x, a variavel u para At/2 em seguida a varidvel v para o préximo At/2. Depois de
resolver o eixo x, as variaveis sdo atualizadas e resolvemos o eixo y para u e v. Com isto

mantivemos o esquema de resolucao implicito Eq.(4.2),(4.3).

Separamos a parte linear da nao linear pelo operador separador, e realizaremos
duas iteragbes, primeiro resolveremos a reagao e a difusdo no eixo = Eq. (4.35), e em

seguida a reagao e difusdo no eixo y Eq. (4.36).

At
unJr% :7f<un’vn)+un

2
At
VT = 7g(un, ") + o™
4.35
B(x)
,Un-&-% _ vn—l—%* _ AtA(aj) Un—&—%

B(x) 7
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"t = A;f(u”*%, V") 4 e
" = A;g(u”*%, v”*%) Lot
Ut — Atég;unﬂa (4.36)
I S SIS L Atiy)vnﬂ.
B(y)

Onde A(z), B(x), A(y) e B(y) serdo operadores de derivadas aplicados no eixo

e y respectivamente os quais dependerao de qual modelo a ser utilizado.

Para o modelo CM:

(0 )iy =20 )iy +( )y
Aly) =5 ( BT =, (4.37)
y
B(z) =1,
B(y) =
Onde por simplificacdo denotaremos
92 — ( )i—17j - 2( )2] +( )i+1,j
hx 12 )
@ 4.38
82 _ ( )z‘,j—l - 2( )” +< )z’,j+1 ( )
hy h2 )
y
Para o modelo QCM:
Aly) = 60?2,
B(x) =1— r10y,,
B<y) =1- Hlahy
Para o modelo DDM:
Ay) = 60?2,
(y) =30, (4.40)
B(z) = 1 — k07,
Bly)=1- liga]%y

As condigbes de contorno serdo de Neumann Homogéneo, similar ao caso unidi-

mensional, com as condigoes iniciais
u(z,y,0) = uo(z,y) (4.41)
U(.’L’,y,O) = ’Uo(ﬂf,y> (442)
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4.3 Analise de Estabilidade numérica do método aplicado ao DDM

Para avaliar a estabilidade numérica da Eq. (4.15) comegaremos escrevendo esta
equacao na forma matricial.
Ku't' = Fu™'z. (4.43)

T, < . .
onde u™ = (uf,uy,...,ul)" é a solugdo vetorial dos N volumes discretos.

A Eq.(4.43) é estavel se os valores absolutos dos autovalores p; da matriz F~'K

sejam menores que 1. Calculando os autovalores da matriz F~'K obtemos
1+ 4ry sinz(%)

1+ 47y sin®(2%)

<1,

‘,Ui’ = ‘
que pode ser escrito como

1+ 4rysin®(2x)
1+ 47y sin®(2%)

-1<

<1, (4.44)

onde 71 e ry sao os mesmo que na Eq.4.15. Visto que r; > ry, a inequagao do lado direito
da Eq.4.44 sempre ¢é verdade. Desta maneira, a inequagao do lado esquerdo de Eq.4.44
nos da condigoes de estabilidade, condi¢goes CFL do método de Euler implicito aplicado
ao DDM.

1
T2+T1+§>0
€4—h4+5At+1
602h2 h? 2

(4.45)
> 0.

E interessante notar que para o caso de £ = h, a implementacao numérica de DDM, CM
e DM sao exatamente a mesma, isto é, o método Euler implicito é o mesmo. Para este
caso, o método é incondicionalmente estavel. De fato ¢ = h, as condi¢oes de CFL 4.45 se

reduz a 6% + % > 0, o qual sera sempre positivo para qualquer valor de At.

Para o caso de ¢ > h, as condi¢oes de CFL 4.45 também sao satisfeitas. Entre-
tanto podemos observar que nao é possivel aumentar indefinidamente o termo h, ha um
limite para esta varidvel h < hg,, de maneira que seja mantida as condi¢oes CFL. Caso
superemos tal limite A > hg,p, 0 termo da esquerda serd suficientemente negativo para

que as condi¢oes de CFL nao sejam mais validas.

Se fixamos os parametros da condi¢do CFL com os valores utilizados na simulacao
como podem ser vistas na Tabela 1, e fixamos At com os valores utilizados na simulacao
At = 0,0001ms, podemos ter as condi¢oes de CFL como uma funcao f que dependerd

apenas de h, onde
¢ —ht GAt 1

fh) =<+ 55 T3 (4.46)

Quando temos que as condigoes de CFL sao negativas teremos que nosso modelo

serd instavel numericamente como vemos na Figura 23. Os resultados numéricos que
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A)

0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0

o1 | | | |
B) 001 0012 0014 0016 0018 0.02

70.02 0.025 0.03 0.035 0.04

0.0006 0.0008 0.001
h(cm)

Figura 23 — Intervalo de estabilidade numérica do método de Euler implicito aplicado no modelo
DDM. Para o tecido cardiaco A), para os neurbénios B), e para microemulsoes C).
A estabilidade numérica acontece quando f(h) > 0.
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observamos para a implementacao do DDM referentes a estabilidade numérica em con-
dicdes de propagacao lenta foram que a discretizacao era limitada por h < 190um no
tecido cardiaco Figura 23 A), h < 365um nos neurdnio Figura 23 B), e h < 9,25um nas

microemulsdes Figura 23 C).

Suponhamos que tenhamos um caso extremo que a discretizacao temporal At seja
suficientemente pequeno ou que a difusdo ¢ seja muito reduzida e perto de zero. Desta
maneira o termo da direita das condicées de CFL sera nulo e temos

¢ —ht 1
6enz T30 (4.47)
0t — n* +30°0° > 0.

Neste caso temos que as condi¢oes de CFL apenas estao relacionadas com a discretizacao

espacial h e o tamanho das células ¢. Seja y = h?, entdo
— 24+ 30y + 0t =0
Resolvendo a equacao

3+V13 P
2
y = 3,3027¢>
Assim

h=1,82.

Portanto, teremos estabilidade se h < 1,82¢. Isto significa que a maxima discretizacao
possivel de utilizar nos esquemas numéricos aplicados neste trabalho sera de h < 182um
para o caso do tecido cardiaco, h < 367um para o neurbnio e h < 9,1um para as
microemulsoes. Estes valores estao muito proximos dos que obtivemos numericamente.
Para o caso do modelo de reacao de Luo-Rudy foi realizado um desenvolvimento analogo

no material suplementar em [32].

4.3.1 DDM, uma outra forma de aproximante ()

Aqui mostraremos os passos realizados em um trabalho anterior [32]. A ideia
desta vez recai na aproximagao do operador laplaciano discreto 92 e o operador laplaciano
continuo 97, onde

5 u(z +0) — 2u(x) + u(x — £)
ae u = s
12
u(z + h) — 2u(z) + u(x — h)
h? '

(4.48)

Oiu =



Portanto suponha que exista um aproximante () tal que:
% =0+Q

Pela Eq.(4.48) segue que podemos expressar a Eq.(4.49) da seguinte maneira

Q:;2(u(a:+€)—u(x+h)+u(x—€)—u(x—h))—g l”_Qh

De fato, da Eq.(4.50) temos

@hu.

1 2 — h?
Q= ” (628§u + 2u(z) — (h26}2bu + 2u(x))) - Onu,
h? 2 — h?
= 07u — O}u.
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(4.49)

(4.50)

(4.51)

Entao utilizando a (4.50) expandimos em séries de Taylor até a quarta ordem os termos

u(x + ), u(x — L), u(x + h), u(x — h)

h? h? ht
u(z £ h) :uih&u—l—g@Quiy@?’u%—Ea‘luiu- )
2 3 4

l l 14
u(szﬁ):ui€8u+§82ui§83u+ga4ui-~.

Segue que

4
u(x+€)+u(x—f):2u+€282u—l—f284u+---,

4
u(x+h)+u(:17—h):2u+h202u+f284u—|—---.

Com isto nosso aproximante tem a seguinte expressao

€2_h2

7 D,

Q =~

62 _ h2a2u <€4 _ h4

4
Iz 1252>a“+

considerando que 9*u &~ d7u. Obtemos por fim a expressdao para o aproximante

g4_h4 .
QN<1%Q>8%

que substituimos a Eq. (4.55) na Eq.(4.49) dessa maneira

Ofu =~ 0*u + ko0'u,
g 71 2u
1-— /1282

A

onde Ko = oz

. E assim obtemos o mesmo resultado como apresentado no texto.

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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Parametros Cardiaco Neurénio | Microemulsoes
k(ms™1) 36,0 800, 0 80,0 x 1073
£ 4,5x 107 | 2,4x10~* 1,1 x 1073
oo(cm?/ms) 1,035 x 1072 | 3,0 x 107° 3.2 x 107
o1(cm?/ms) 1,035 x 107> [ 3,0 x 1072 | 1,6 x 107!
lo(pm) 100 2,0 5,0
ly(um) 0,5 200 0,1
T(ms) 308 2,7 6300
A(em) 20 5,1 0,2
Velocidade (cm/ms) | 6,7 x 1072 1,9 2,3 x107°

Tabela 1 — Tabela com os valores utilizados nos sistemas cardiaco, neuroénio e microemulsoes
utilizando o modelo de reacdo de FHN.

4.4 Simulacoes

Apresentamos as configuracoes das simulacoes para 1D e 2D.

4.4.1 Simulagbes 1D

Para o caso unidimensional os modelos HMM, CM, DM, QCM e DDM as simula-

¢oes foram realizadas com 100 a 400 células ou microgotas conectadas.

Para a condi¢ao inicial aplicamos uma concentracao nao-dimensional de 1 para
o ativador u nos 10% das primeiras células, nas demais o valor de u e do inibidor v
foi 0. O tempo de simulacao foi 500ms para o tecido cardiaco e neurdnios, e 50s para
microemulsoes e foi suficiente para obtermos os resultados nos testes de velocidade de

propagacao.

No sistema cardiaco utilizamos dois modelos de reagao, o Luo-Rudy [32] e o
FitzHugh-Nagumo modificado. O modelo Luo-Rudy é descrito por um sistema nao li-

near de 9 equacoes diferencias ordinérias do tipo:

87?“ - f(u7 ﬁ)a

4.57
o = g(u,v). (457)

Onde v é um vetor de v;, com ¢ = 2,---9 descreve todas as reagdes bioquimicas da
célula, como por exemplo, as concentragoes de sodio, potdssio, entre outras. Este modelo
¢ adaptado para descrever a corrente transmembranica nos miécitos do ventriculo em

mamiferos como o Pred-da-India. A formulagao de Luo-Rudy ¢ deixado no Apéndice A.3.

No neur6nio e nas microemulsoes utilizamos o modelo de reacao de FitzHugh-
Nagumo. Podemos observar os valores das constantes utilizadas e da velocidade quando

a difusao é normal nas Tabelas 1 e 2.

Os modelos matematicos propostos foram comparados utilizando a velocidade de

propagacao, calculada no meio do cabo.
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Parametros Valor
4,0msS/em
0,628uS

235, 6um?
1,5998m.S/cm
0,0100cm

1, 0uF/cm?
1400, 01/cm?

w|{Y sl Qo

Tabela 2 — Tabela com os valores utilizados na simulacao do tecido cardiaco utilizando o modelo
de reagao de Luo-Rudy.

Para cada sistema realizamos trés testes que podera ser observados nas Figuras
28, 29, 30 no proximo Capitulo 5. Para obter estes resultados utilizamos uma malha
uniforme. No teste em uma malha nao-uniforme, Figura 31 (B), comparamos os CM,
QCM e DDM (A) quando diminuimos . Mostramos apenas uma malha, entretanto
realizamos varios testes obtendo resultados similares para o calculo da velocidade e do

bloqueio da propagacao.

4.4.2 Simulagoes 2D

Para as simulagoes em 2D utilizamos o sistema de microemulsées em meio isotré-
pico. Para facilitar a simulacdo, as gotas possuem um formato quadrado de 5, 1um X
5, 1lum espalhadas uniformemente como podemos na Figura 24A) o qual apresenta a ver-
sao do DM para 2D. As condigOes iniciais foram uma espiral em rotacao, de maneira
que, nos permita determinar qual modelo matematico é capaz de manter a rotagao desta.
Também testamos se o0 modelo matematico, quando diminuimos a difusdo no meio, segue
a manter a rotacdao. Este ultimo cendrio esta relacionado as doengas como arritmia e
esclerose multipla. Para gerar a espiral reproduzimos o protocolo S1-S2 [63] adaptado

para o caso de microemulsoes, veja a Figura 25A).

A realizacao deste protocolo foi da seguinte maneira. O meio 2D tem 50 x 50 micro-
gotas. A onda propagante foi iniciada injetando uma alta concentragao nao-dimensional
do ativador 1 nas [0 : 10] x [0 : 50] microgotas. Apds 20s de simula¢do quando a onda
terminou de se propagar no meio e é possivel excitar novamente as primeiras microgotas,
injetamos uma concentragao nao-dimensional de 1 de ativador, nas microgotas localizadas

em [0 : 25] x [0 : 25]. Isto permite a geracao de uma onda espiral.

Depois de obter a entrada S1-S2 e confirmar a periodicidade da rotagao da espiral,

guardamos o formato apresentado na Figura 25A).

Como realizado no caso unidimensional, utilizamos uma malha grosseira para a
simulacao. A passagem de uma malha para outra foi realizada via media harmonica onde

visamos manter o formato da espiral visto que a média aritmética proporcionava valores
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Figura 24 — Malhas com discretizagdo de 50 x 50 A) e 34 x 34 B).

B)

A)

45 30
40
25 S
35 2
30 20 §
> 25 5 %
20 g
15 10 S
10 ©
5 5
0
0 5 10 1520 25 30 35 40 45 0 5 10 15 20 25 30

X X
Figura 25 — Condigéao inicial da Espiral com discretizagdo de 50 x 50 5, 1ym A) e 34 x 34 7,5um B)

adicionais para a interface do ativador (entre a concentracao 1 e concentragao 0). Como

poderemos apreciar nos resultados a rotacao da espiral em difusao normal é simulada
pelos trés modelos CM, QCM e DDM na Figura 32.

A discretizacao da malha em 2D serda de h = 7.5um para ambos eixos, assim
passamos a ter 34 x 34 quadrados na malha. Neste novo cenario diminuimos o coeficiente
de difusdo o e avaliamos qual modelo podia manter a rotagdo da espiral. Para visualizar

a periodicidade da espiral escolhemos o ponto (5,5) na malha.
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5 Resultados

Este capitulo apresenta os resultados obtidos pelos modelos matematicos quando
comparamos as velocidades de propagacao lenta do PA e os bloqueios da propagacao do
PA. O HMM foi o modelo padrao para comparagao com os modelos homogéneos. Os testes
foram aplicados para o caso unidimensional em todos os sistemas bioquimicos. Depois

utilizamos uma malha ndo uniforme unidimensional e uma malha uniforme 2D.

O coeficiente de difusao esté relacionado com a velocidade e a forma da propagacao
do PA, como visto em experimentos numéricos, a redugao do coeficiente de difusdo nas
jungoes gap, o1, reproduz as mudancas esperadas na forma e na velocidade da propagacao
do PA no tecido cardiaco [30, 86, 92, 88, 64, 51]. Utilizamos disto para a simulagao
de arritmias, do mesmo modo nos neuronios a esclerose multipla causa uma reducao
do coeficiente de difusao nas bainhas de mielina ocasionando velocidades de propagacao
lentas e, por analogias, nas microemulsdes modificaremos a velocidade da propagacao do

ativador por meio da reducao do coeficiente de difusao do meio oleoso.

5.1 Tecido de células cardiacas

As arritmias usualmente estao relacionadas com a velocidade de propagacao do
PA. Portanto avaliamos os modelos matematicos com velocidades de propagacao normal

e lenta.

5.1.1 Modelo de Reag¢ao Luo-Rudy

Para o simular a propagacao do PA no tecido cardiaco primeiramente apresentamos
os resultados utilizando o modelo monodominio com o modelo de reagao de Luo-Rudy [66]
utilizado em [32]. Na Figura 26 podemos observar a variagao da velocidade em fungao da

percentagem do coeficiente de difusdo. A velocidade de propagacao é calculada para trés

modelos HMM, CM, DM.

Em condigoes normais, a velocidade de propagacao é 69¢cm/s para o HMM e DM,

que considera o mesmo coeficiente & que o CM [53].

O HMM apresenta o bloqueio da propagacao quando a condutividade das juncoes
gap ¢ menor que 0,56%. Por outro lado o modelo continuo persiste na propagacao. Em
particular quando a redugao da difusdo das jungdes gap é 1% a velocidade é 3,85 cm/s
no HMM e o DM, mas é o dobro no CM. Em termos da velocidade de propagacao o DM
se aproxima melhor do HMM do que o CM.

A Figura 27 mostra o erro da velocidade da propagacao para os modelos CM,
DDM, e o DDM4, chamado de modelo semicontinuo. O DDM4 é o DDM sem aplicar a
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Figura 26 — Velocidade da propagacao do PA para o modelo do tecido cardiaco utilizando Luo-
Rudy, em funcdo da percentagem do valor normal da difus@o nas jungdes gap
100%01, para escalas menores, h = 0,5um em HMM e CM, e h = 100,5um em
DM.
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Figura 27 — Erro da velocidade de propagacao (%) dos modelos homogéneos CM, DDM4 e DDM
comparados com o HMM, para diferentes casos de redugao da difusdo nas juncoes
gap o1: quando nao ha reducao 100% (A), ha reducao de 10% (B) e redugao de 1%
(C). O quadrado denota bloqueio e o x a instabilidade numérica 4.3.

aproximacao de Padé, onde temos apenas a expressao em series de Taylor 5.1.

ou =0 (82u + /@284u) . (5.1)

Este modelo apresenta bons resultados entretanto o intervalo onde ele pode ser
aplicado é menor que o DDM. Este modelo pode ser visto como um modelo de difusao

anomala com fluxo bimodal utilizada por Bevilacqua em [91].

Para uma difusao normal os modelos mostram erros ao redor de 5%. Entretanto,
quando a difusao das juncoes gap é reduzida, particularmente no caso de 1%, o modelo que
produz maior erro é o CM. Visto que o erro cresce de ~ 0% a ~ 131% quando diminuimos

a discretizacao de 100um a 1pum. Quando utilizamos o modelo DDM4 este produz erros
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menores que os demais, entretanto observa-se que este modelo é condicionalmente estavel
numericamente com uma pequena janela de estabilidade de 55um a 130um. Por este

motivo deixamos de utilizar o SCM.

Por outro lado o DDM produz menores erros que o CM, menos que 35% no pior
dos casos e permite o uso de um intervalo maior para as discretizagoes. A instabilidade

numérica é denotada por X.

Uma outra limitagdo do CM é quando a difusao nas jungdes gap é reduzida a 1%,
para uma discretizagao maior que 115um ocorre o bloqueio da propagacao, representado
por um quadrado. E observado porém que a velocidade de propaga¢do nos modelos
HMM e DM é ao redor de 4 em/s. O DDM é estdvel numericamente para discretizagoes
h < 180um 4.3.

5.1.2 Modelo de Reacao de FitzHugh-Nagumo

O estudo da velocidade da propagacao do PA em uma versao do modelo adaptado

ao tecido cardiaco via FitzHugh-Nagumo modificado (FHN) é mostrado na Figura 28.

O bloqueio da propagacao do PA, na Figura 28 A), é simulada pelo HMM, com
discretizacao 0,5um, e o DM, com discretizacao de 100, 5um . Entretanto, o CM, com

0, 5um, nao reproduz o bloqueio do PA.

Para um o ~ 4,2 x 1075 ym?/ms o HMM tem o bloqueio da propagagao, isto nao
se observa no modelo CM, que mantém a sua propagacao inclusive para valores menores
que og. A velocidade do CM, perto do bloqueio, nao é reduzida de igual maneira que as

velocidades de HMM e DM. Sendo assim, o fendmeno nao é simulado pelo CM.

Na Figura 28 (B) a discretizagao é fixa a h = 160um para os modelos CM, QCM e
DDM, enquanto que a condutividade o diminui. Nao é suficiente aumentar a discretizagao
nos modelos CM e QCM para que estes sejam capazes de se comportar como o HMM.
Apesar de obtermos o bloqueio em CM e QCM, o modelo com velocidade e valor de

bloqueio similar ao HMM é o DDM. O CM e o QCM apresentam bloqueios prematuros.

Na Figura 28 (C) 0 ¢ = 6,5 x 107°m?/ms ¢ fixo e a velocidade de propagagio do
PA no HMM é de 10cm/s. Comparamos os modelos homogéneos CM, QCM e DDM para

diferentes discretizagoes de h que variam entre 10pum e 180um.

Quando h — 0 , a velocidade obtida com o CM é maior em compara¢ao com
o HMM, entretanto, a velocidade obtida por QCM tende para a do DDM, a qual é re-
lativamente proxima a velocidade do HMM. O CM e QCM nao podem ser utilizados
para uma discretizagdo maior que 120um, porque apresentam um bloqueio de propagacao
prematuro. Denotado por um quadrado vazio na Figura 28. O DDM supera as discreti-
zagoes permitidas pelo CM e QCM, mas esta limitado pela sua instabilidade numérica,

onde a discretizacao h nao pode superar 180um, denotada por uma cruz. No intervalo de
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120pum a 160pum o DDM é uma boa aproximacgao, capaz de reproduzir uma velocidade de

propagacao do PA igual a do HMM.

5.2  Neurdnios

A esclerose multipla esta relacionada com a velocidade da propagac¢ao do PA nos
neurénios. Em uma propagacao lenta pode acontecer o bloqueio do impulso, vindo este
a desaparecer. O estudo da velocidade da propagacao do PA em uma versdo do modelo

adaptado ao neuronio, FHN-modificado, ¢ mostrado na Figura 29.

O bloqueio da propagacao do PA, na Figura 29(A), é simulado pelo HMM, com
discretizacao 1um, e o DM, com discretizacdo de 202um. Entretanto, o CM, com 1um,
nio reproduz o bloqueio do PA. Para um o ~ 3,7 x 107% um?/ms o HMM apresenta
o bloqueio da propagacao do PA, nao sendo observado no modelo CM, que mantém a
sua propagacao inclusive para valores menores que og. A velocidade do CM, perto do
bloqueio, nao ¢ reduzida de igual maneira que as velocidades de HMM e DM, sendo assim

o bloqueio nao é reproduzido pelo modelo homogéneo continuo.

Na Figura 29 (B) a discretizacao é fixa a h = 300um para os modelos CM, QCM e
DDM, enquanto que a condutividade ¢ diminui. Apesar de obtermos o bloqueio em CM
e QCM, o modelo com velocidade e valor de bloqueio similar ao HMM é o DDM. O CM

e QCM apresentam bloqueios prematuros.

Na Figura 29 (C) o ¢ = 7,1 x 1072m?/ms ¢é fixo e a velocidade de propagacao
do PA no HMM é 628,8cm/s. Comparamos os modelos homogéneos CM, QCM e DDM

para diferentes discretizagoes de h que variam de 20um para 380um.

Quando h — 0, a velocidade obtida com o CM ¢é maior em comparagao com o
HMM, entretanto, a velocidade obtida por QCM tende a do DDM, a qual é proxima a
velocidade do HMM. O CM e QCM nao podem ser utilizados para uma discretizacao
maior que 250um e 230um respectivamente, porque apresentam um bloqueio de propa-
gacdo prematuro, denotado por um quadrado vazio na Figura 29. O DDM supera as
discretizagoes permitidas pelo CM e QCM, mas estd limitado pela sua instabilidade nu-
mérica, a discretizagdo h nao pode superar 380um, denotada por uma cruz. No intervalo
de 202pum a 350um o DDM é uma boa aproximacao, capaz de reproduzir uma velocidade

de propagacao do PA igual a do HMM.

5.3  Microemulsoes

O estudo da velocidade da propagacao do ativador em uma versao do modelo adap-
tado a microemulsoes, utilizando o FHN modificado, ¢ mostrado na Figura 30. O bloqueio

da propagagao do ativador, na Figura 30 (A), é simulada pelo HMM, com discretizagao
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0, 1um, e o DM, com discretizagao 5, lum. Entretanto, o CM, com 0, 1uym nao reproduz

o bloqueio da propagacao do PA.

Para um o5 ~ 3,6 x 107"m?/s o HMM apresenta o bloqueio da propagagao do
ativador, o que nao se observa no modelo CM, que mantém a sua propagacao inclusive
para valores menores que ogg. A velocidade do CM, perto do bloqueio, nao é reduzida de
maneira igual que a velocidade de HMM e DM, sendo assim o bloqueio nao ¢é reproduzido

pelo modelo homogéneo continuo.

Na Figura 30 (B) a discretizagao é fixa a h = 7,5um para os modelo CM, QCM e
DDM, enquanto que a condutividade ¢ diminui. Apesar de obtermos o bloqueio em CM
e QCM, o modelo com velocidade e valor de bloqueio similares ao HMM é o DDM. O CM

e QCM apresentam bloqueios prematuros.

Na Figura 30 (C) o ¢ = 4.6 x 10~"m? /s é fixo, portanto a velocidade de propagac¢ao
da concentracao do ativador é 14.5m/s no HMM. Comparamos os modelos homogéneos
CM, QCM e DDM para diferentes valores de h entre 1uym e 8um.

Quando h — 0 , a velocidade obtida com o CM é maior em compara¢ao com
o HMM, entretanto, a velocidade obtida por QCM tende para uma igual a do DDM,
que ¢é proxima a velocidade do HMM. O CM e QCM nao podem ser utilizados para uma
discretizagao maior que 5, 5um e 4, 5um respectivamente, porque apresentam um bloqueio
de propagacao prematuro, denotado por um quadrado vazio na Figura 29. O DDM supera
as discretizagoes permitidas pelo CM e QCM, mas esta limitado pela sua instabilidade
numérica, onde a discretizagdo h nao pode superar 8um, denotada por uma cruz. No
intervalo de S5um a 7,5um o DDM é uma boa aproximagao, capaz de reproduzir uma

velocidade de propagacao da concentracao do ativador igual a do HMM.

5.4 Malha Nao-Uniforme

Repetimos o teste realizado na Figura 30 B) para uma malha nao-uniforme. Com-
paramos os modelos homogéneos CM, QCM e DDM em uma malha nao-uniforme quando
o coeficiente de difusao ¢ diminui até aparecer o bloqueio veja Figura 31 (A). A discreti-
zagao varia h aleatoriamente entre 4,5,6, 7um com uma discretizacao media de 5, 35pum
e variancia 1,27. A Figura 31 (B) apresenta os valores da discretizagdo h; para cada

elemento ¢ onde 7 € 1,--- , 100.

Obtemos um resultado similar a da Figura 30 B). Os modelos CM e QCM possuem
um bloqueio de propagagao prematuro mostrado na Figura 31 (A). Entretanto o DDM
reproduz um bloqueio proximo a HMM. Além desta configuracao de malha, foram testadas
outros tipos utilizando os mesmos valores para h. Os resultados foram similares aos

apresentados aqui.
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5.5 Modelos 2D

As simulagoes em 2D foram realizadas no sistema de microemulsoes. O teste
consistiu na manutencao da espiral, onde além de considerarmos um meio isotrépico com
uma difusdo normal com & = 3,2 x 107%4%m/s , e também utilizamos uma difusio fraca
g =1,6 x 1076um/2, pois este é o cenério onde temos uma propagacao lenta que pode

estar relacionada com o sistema cardiaco propenso a doencas, onde sao observadas espirais.

Os resultados apresentados estao relacionados com o caso unidimensional do sis-
tema de microemulsoes Figura 30 (B). Escolhemos uma discretizagdo h, = 7.5um |,

hy = 7.5pm e diminuimos a difusao o até obter um bloqueio na rotacao da espiral pelos
modelos CM e QCM a 1.6 x 107%1*m/s.

Para uma difus@ao normal a Figura 32 mostra a evolucao espago-temporal dos
modelos homogéneos DDM, CM e QCM. Na coluna da esquerda (A), (C) e (E) temos
t = 10s na coluna a direita (B), (D) e (F) a evolu¢ao da onda quando t = 30s. Todos

os modelos conseguem manter o formato da espiral e a rotagao desta quando a difusao é
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normal, como visto na Figura 30 B).

Além da evolugao em 2D com uma difusdo normal, visto na Figura 33, verificamos
a evolugao temporal da espiral para o ponto (5,5). Vemos que a periodicidade do DDM
é ~ 15s, e este possui a mesma velocidade de propagacao que o HMM segundo visto em
30 (B). Entretanto os demais modelos possuem uma periodicidade maior, uma resposta
analoga a velocidade do CM e QCM em 30 (B).

Na Figura 34, quando diminuimos o coeficiente de difusao, os modelos CM e QCM
apresentam um tipo diferente de padrao espaco-temporal. O DDM consegue manter a
rotagdo da espiral quando o tempo da simulagdo é t = 10s, veja 34 (A). No entanto
os modelos CM e QCM tem suas espirais bloqueadas. A propagacao da concentracao
do ativador fica restrita a uma regiao [0 : 10] x [18 : 21] onde estd ativa sem poder se
propagar, veja Figura 34 (C) e (E) até t = 21s, que é quando aparece uma outra onda

propagante. Para t = 30s vemos a propagac¢ao do CM em (D) e do QCM em (F).

A Figura.35 mostra a nao periodicidade dos modelos CM e QCM, entretanto o
DDM mostra uma periodicidade da ativacao ~ 20s. No tempo t = 30s acontece um
aumento de concentracao do CM e QCM mas isto corresponde ao estranho comportamento
dos modelos mostrado na atividade em 2D que até ¢ = 21s permanece presa na regiao
[0:10] x [18 : 21] veja Fig. 34 (C) e (E).
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6 Discussao

O inicio deste trabalho foi a reprodug¢ao do bloqueio da propagacao do PA no tecido
cardiaco em 1D. Para estudar este fenomeno utilizou-se o modelo de reacao de Luo-Rudy.
O modelo homogenizado continuo reproduz os fendémenos quando o acoplamento entre as
células ¢ normal, mas nao ¢ capaz de simular o bloqueio de propagacao, que esta rela-
cionado com um acoplamento fraco das células. Por outro lado o modelo homogenizado
discreto reproduz este fenomeno. Infelizmente o modelo homogenizado discreto precisa
de uma malha com uma certa configuracdo em particular para cada meio. Assim, pro-
curamos por um novo modelo que tenha as vantagens de ambos. Esta nova aproximacao
mostrou resultados satisfatorios no tecido cardiaco e entao a aplicamos para outros meios
excitaveis. Esta nova proposta, chamada modelo dependente da discretizagao DDM, con-
sidera a informacao da discretizacdo da malha em coeficientes das EDPs. Esta nova
proposta nos permitiu reproduzir o fenémeno da propagacao de ondas lentas e o bloqueio
em 1D. Depois de realizar estes testes, indagamos na possibilidade de utilizar uma malha
nao-uniforme e uma malha em 2D. Para o caso da malha nao uniforme unidimensional
obtivemos uma versao do DDM que se adaptou satisfatoriamente, dessa maneira superou
o modelo discreto. Para os experimentos realizados no caso bidimensional obtivemos bons
resultados para o caso do meio ser isotropico, ja que, o DDM foi o inico modelo homo-
genizado que, utilizando uma malha grosseira, foi capaz de manter a rotacao da espiral.
Dessa forma, obtivemos um modelo que nos permite estudar as mudancas intermediarias
entre um sistema sadio e um sistema patoldgico, como o tecido cardiaco e os neuronios,

além de poder simular padroes espago-temporais em microemulsoes.

Vale ressaltar que, apesar de termos apresentado apenas resultados do teste de
velocidade, avaliamos outras caracteristicas que nao foram apresentadas neste trabalho.
Por exemplo, avaliamos como cada modelo capturou a distribuicao espacial da duracao
do potencial de acao e ou da onda de excitacao. Também avaliamos a derivada méaxima
de u no tempo dependendo de o. Estes e outros testes podem ser encontrados nos artigos

publicados durante o desenvolvimento deste trabalho. [12, 32].

6.1 Limitacgoes

Ainda ha questoes a serem respondidas e métodos numéricos a serem testados. Os
modelos foram simulados via o método de volumes finitos e o método de diferencas finitas.
O método de elementos finitos pode ser testado em trabalhos futuros. Restringimos os
meios excitaveis para um padrao peridédico de heterogeneidade e multiescala no espaco.
Um outro trabalho futuro é testar a aplicabilidade do DDM para meios cujos padroes
variam no espaco. Nosso modelo DDM possui uma estabilidade numérica restrita a uma

discretizacdo h que satisfaz h < 1.8¢ onde ¢ é o comprimento caracteristico discreto do
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sistema bioldgico ou quimico. A técnica de homogenizacao foi a expansao assintotica, que
pode ser encontrada em [44]. No entanto, pode-se usar outras técnicas de homogenizagao.
Ainda nao foi respondido se, acrescentando termos maiores da expansao por séries de
Taylor ao modelo mateméatico, obteremos melhores resultados numéricos conservando a
complexidade computacional. No caso 2D consideramos um meio isotrépico. Porém,
sabe-se que o tecido cardiaco é anisotrépico. Neste caso o desenvolvimento do modelo

DDM ainda nao foi realizado.

6.1.1 Propostas similares

E interessante notar que o DDM e o QCM propdem modificagoes no coeficiente
de difusao, isto é similar com as modifica¢des propostas para lidar com casos de difusao
anomala [91]. Entre outras técnicas cita-se a difusdo nao-local [13] e fraciondria. O DM
pode ser escrito como um modelo de difusao nao-local, tomando duas funcao delta de
Dirac como funcao Kernel das equagoes integro-diferenciais, assim obtemos um operador
discreto unidimensional. Portanto, o DDM também ¢é uma aproximag¢ao nao-local. Com
isto, a difusao nao-local e a fracionaria poderiam ser equivalentes em um certo sentido.
Recentemente, o modelo de reacao-difusao fracionaria foi utilizado para a modelagem do
tecido cardiaco [25] onde toda a informagao da microestrutura do tecido foi projetada
na difusdo fraciondria [26]. Num futuro compararemos o DDM com modelos de difusao,

nao-local, anémala e fracionaria.

Ha propostas similares que modificam o termo de difusdo A%/? ou atrasam a reacao
por um tempo 7. Podemos citar trabalhos na area de difusdo como os casos de [19, 91]
que apresentam uma aproximacao para a difusao utilizando uma derivada de segunda e

uma de quarta ordem obtendo uma equagao similar a seguinte expressao:
O = ac102u — a1l — a)o.0tu, (6.1)

onde u ¢ a variavel de interesse que é a concentracao, «, D e R sao constantes do meio.

Um outro exemplo de modelo matematico que modifica o operador de difusao, é
a difusio fraciondria [25]. O autor aplica esta técnica no modelo do tecido cardiaco para
o estudo da propagacao do potencial de acao, o modelo utilizado é semelhante a seguinte
expressao:

du=—Dy(—A)**u — ; (f(u) = fstim), 1<a<2 (6.2)

a concentracado do potencial de acao é u, D, é o coeficiente de difusao, (—A)a/ ¢ 0

Laplaciano fracionario, C,,, fsim sao constantes do meio e f é a funcao de reacao.

Além disso, supondo que o termo de reagao dependa da solu¢ao no tempo, podemos

introduzir um parametro de atraso na reacao 7:

Ou(x,t) = D102u(z,t) + flu(z,t),u(z,t — 7)), (6.3)
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onde 7 > 0 e modificando a lei de Fick, considerando um fluxo com um termo de memoria,
uma equagao integro diferencidvel de Volterra [11], pode ser introduzida na equacao de
maneira a obter uma equacao de reagao-difusao com atraso nao fickiana como apresentado
por Branco [22]:

ou(x,t) = D10*u(z,t) + l;; ef%azu(a:, s)ds+ f(u(z,t),u(z,t — 1)), (6.4)

o—_.

para x € (a,b), t > 0.

Como ultimo exemplo, tem-se a equagao da difusdo nao-local:

Bula, 1) = /R K(y, 2)uly, )dy — u(z, 1), (6.5)

onde K(z — y) é a distribuigdo de probabilidade ou o kernel. Um tipo de kernel que é
utilizado em modelos de difusao é da forma K(y,x) = J(z — y). Entre os trabalhos que
utilizam esta abordagem podemos citar os seguintes [74, 61, 103]. Portanto, h& varios
modelos propostos nao-locais na literatura, que sao recentes e reproduzem a propagacao

da concentracao u para diferentes sistemas.
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7 Conclusao

A nossa pesquisa em trés sistemas biolégicos, o tecido cardiaco, o neur6nio e mi-
croemulsoes, nos permitiu encontrar uma nova aproximacgao matematica, o modelo depen-
dente da discretizagao, DDM. Este modelo matematico foi capaz de reproduzir o bloqueio
da propagacao com a aplicabilidade do modelo homogenizado continuo e com um custo
menor que o modelo homogenizado discreto. O DDM ¢é escrito em EDPs e comprovamos
que pode ser aplicado em malhas nao uniformes para o caso unidimensional. Os testes
do calculo da velocidade da propagacao da onda realizados nestas malhas mostraram que
o bloqueio da conducao obtido pelo DDM esté de acordo com os resultados gerados pelo
modelo heterogéneo multiescala. O DDM superou a aproximagao quase continua do dis-
creto. O DDM mostrou ser computacionalmente menos custoso pois, precisou de menos
pontos na malha em comparagao com os outros modelos. De igual maneira, no caso 2D
isotropico o DDM foi o tinico capaz de manter a rotacao da espiral quando consideramos
um acoplamento fraco no meio, que corresponde a padroes de doencas como arritmia e
esclerose multipla, no tecido cardiaco e no cérebro respectivamente, além de poder repro-
duzir os padroes de ondas em microemulsoes. O DDM satisfez os requisitos mencionados
no inicio deste trabalho: reproduziu os fenomenos dos modelos heterogéneos multiescala,
resultou ser menos custoso que o modelo discreto, e pode ser escrito em EDPs. Em re-
sumo a partir do estudo de doencas cardiacas desenvolvemos esta nova aproximagao: uma
EDP com coeficientes que dependem da discretizagao. Nossos resultados iniciais sugerem
que este novo tipo de EDP pode ser 1til para a modelagem de diversos problemas onde
a natureza multiescala, discreta, ou heterogeneidade é importante, dessa maneira pode

simular outros sistemas além dos meios excitaveis.
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7
APENDICE A — Resolucoes

A.1 DDM com ¢ variando no espaco
Esta secao apresenta o desenvolvimento do DDM quando & varia no espago. Des-
creveremos o fluxo do potencial de a¢do para o caso 1D.

Seja o fluxo J = —o0u, podemos escrever a EDP parabdlica da seguinte maneira
Ju = —0J, (A1)

onde temos a expressao da difusdo em termos do fluxo.

Suponha que h e ¢ sejam dois tamanhos distintos utilizados para a discretizacao

do meio. Podemos aproximar o fluxo pela seguintes expressoes

_u(x+h/2) —u(x — h/2)

ou =~ . = Ohu, (A.2)
9 A u(x+€/2);u(x—€/2) — o (A.3)

Afirmamos o seguinte, podemos substituir as expressoes de d,u e dyu por

u(x +h/2) —ulx —h/2) h?

~ ~ 293
Ou Oy~ h 50 (A.4)
2) — —1/2 2 ‘
Ou =~ Opu ~ wz+6/2) - Wz = 4/2) + ;agu

Mostraremos que esta aproximacao é valida para o primeiro caso da Eq.(A.4), o segundo

segue uma resolucao andaloga.

Discretizando via diferencas finitas centradas temos

_ w(x +h/2) —u(z — h/2) N h? [u(m—kh) —2u(x + h/2) + 2u(zx — h/2) — u(x — h)]
h 24 2(4)3
_ w(x+h/2) —u(zx—h/2) 1

- +@ {u(xﬁth)—2u(m+h/2)—|—2u(m—h/2)—u(m—h)]

1
= [+ ) duCe 4 y2) — du(e — 12) — (e~ 1)

Ji—n/2 Jivn)2

| A

—_ xT; e —
S 7—»

Figura 36 — O esquema do fluxo que atravessa uma célula.
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Agrupando os termos

= = Jute ) —ute = )] + o [ute + h/2) — ule — 2

Substituindo pelas aproximacgoes das derivadas

1 2
= g(‘?hu + gahu

= Ohu

Portanto temos que d,u pode ser aproximado por

D~ u(x+h/2);u(x—h/2) N h283 (A5)

Podemos realizar uma aproximacao semelhante para 0yu

(93+€/2)—u(:r—€/2) ?

8{“ ~ g

S0k (A.6)

Suponha que seja possivel aproximar de uma maneira continua a aproximacao

discreta Eq.(A.6), por meio de um aproximante @) tal que
Oy = Opu + Q. (A?)

O aproximante ) da Eq.(A.7) pode ser também reescrito por

4 4
Q= 7 [Ku(x—i—f/Q) hu(x—h/?)—Eu(x—€/2)+hu(x—h/2)+543? ;4ahu
£2 _ h2
— 2 8hu.
(A.8)
De fato, pelas Eq.(A.5) e (A.6) temos
o ht o ht 2 — h?
Q=— [Ez&gu 248 — h*0hu + 8,fu + 8gu 2483 Tahu,
h? h?
= Opu — ﬁﬁhu — Jpu + 12 —Ohu,
Q = éku — ahu.

Portanto podemos utilizé-lo também em vez da Eq. (A.7) usaremos (A.8).

Utilizando as séries de Taylor aproximaremos os termos u(z £ ¢/2), u(xz £ h/2).

u(z +0/2) —u(x —£/2) ~ LOu + @8%
3 (A.9)

u(z +h/2) —u(x — h/2) = hdu + (h/;)g(??’u
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. 4 4
Aproximaremos do mesmo modo os termos £-93u e Ldpu

[ N€4[u(x—l—ﬁ)—2u(a;+€/2)+2u(a:—€/2)—u(x—f)]
2(5) /

_ é fulz +0) — ulx — £) — 2(u(x + €/2) —ulz — £/2))],
12 £3 3 h3 3

= [%au%—ga u—2<€3u+243 )17
£4

ﬂ83u, (A.10)

se repetimos os casos obtemos uma expressao analoga
— O~ —0%u. (A.11)

Portanto utilizando as Eq. (A.9),(A.10) e (A.11) podemos desenvolver a expressao de @
da Eq.(A.8) e assim

0t — pt

Em vez do du usaremos o seguinte termo du onde

_ Ugipyp — Ugpp | P — DA
ou= I 1202
Ot = Opu + K0, (A.13)

i,

f4—h4

€ h2 = o

Com isto o fluxo Eq.(A.1) seria escrito

1
Ou = — 7 (Ji+h/2 — Ji—h/2)
1 _ _
= h (0i+h/23Ui+h/2 - Uz‘—h/Zan—hﬂ)
1
=7 [Uz‘+h/2 (ahui—i—h/Q + 523;3{Uz‘+h/2) — Oi—h/2 (ahui—h/2 + 528}?;7%—11/2)}
L (Ontienp\ o (Onliony2
h i+h/2 1 — /{28}% i—h/2 1 — /4128}%
0 (o0u)
= — A.14
1-— KQ@Q’ ( )

Assim conseguimos uma nova expressao que para o caso de termos o ¢ variando no espaco

1

O = ———
v 1—%262

8 (c0u) . (A.15)
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A seguir discretizaremos a Eq. (A.15) no tempo e espago de maneira a obtermos um

modelo implicito

(1= £20%) By = 0 (00u)
(atu — /-ﬁg(?zﬁtu) = 0 (00u)

U?+1—U? 5 un+1 u?;,
[ Ay fed ( At )]_

0i+1/2u?jf - <01+1/2 + 04— 1/2) "+oi 12U Har
(A.16)
B2
Seja a = £f. Da Eq.(A.16) obtemos
ultt —ulh — Ky0? (u{-”“ — u?)} =
o [Ui+1/2u?:_11 - (Uz+1/2 + o 1/2) "+oi 1/2U; +11] (A17)

Agrupando os termos com indice n + 1 e n da Eq.(A.17)

P K
<_h§ OéUerl/z) _|_ [2}12 + 14+« (01+1/2 + 0, 1/2)] n+1 + (_}12 — O{O'z'l/2> U?_:_ll

K n n
:(_h;) uls+ |2 H]“ +( h;) W (A18)

Seja ro = % da Eq.(A.18) temos

—Ty — Q041/2 Z+1+ 2ro+ 1+ a(oip +oimip)|uf™ + (=12 — o) uiy
( i + | ( )it + (- ) i

= —roul,, + <2r2 + 1> —rur ,  (A.19)

E com isto temos a expressao numérica do DDM para o caso do ¢ variar no espacgo a Eq.

(A.19).

A.2 Aproximacao de Padé

Mencionamos a aproximacao de Padé na resolugao dos modelos quasicontinuum,
aqui a apresentamos com mais detalhes. Enunciamos de uma maneira nao muito rigorosa

o Teorema da aproximacao de Weierstrass [52].

Pode-se aprorimar qualquer fun¢ao continua em um intervalo fechado por um po-

linomio com uma tolerancia arbitrdria.

Uma aproximacao de Padé, é uma funcao racional cuja expansao em séries de

poténcias coincide com uma série de poténcia da mais alta ordem possivel.
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Se a func¢ao racional é

Riz) = P& _ 5 (A.20)

f@) % Y aile = 20)' (A.21)
R(0) = £(0), (A.22)

e também se
f*(0)=R*0), k=1,2,--- N. (A.23)

Visto que esta classe de fungoes inclui os polindmios, fung¢oes racionais com ¢(z) =
1 sao polindmios, esperamos que a aproximagao racional de grau N dé resultados ao menos

que sejam tao bons como as aproximagoes polinomiais de grau V.

Portanto temos o seguinte

f(x) = R(z) = f(z) - = . (A.24)

Utilizamos as séries de Taylor e por simplicidade adotamos xg = 0, tém-se

> aix'y gt =) pixt
— =0 1=0 1=0 )

f(z) — R(x) = A.25
(+) - R(x) e (A.25)
Dessa maneira pode-se expressar os coeficientes de z*:
ZaixiZqixi—Zpixizo, k=0,1,---,N, (A.26)
i=0 i=0 i=0
por
k
> AiGr—i = P (A.27)
i=0

Considere o seguinte exemplo.

Exemplo A.2.1 Encontre a aprozimacdio de Padé de grau 5, onde f(x) =~ ag + a1 +

--~asz® € a serie de Taylor de f(z) em torno no ponto xy = 0.



82

Solucado A.2.1 Pela Fq.(A.27), As correspondentes equagoes sao:

20 | ag —po =0
z' | aoqr + ay —p1 =0
ffz apq2 + a1q1 + a —p2 =0 (A.28)
x° | apgs + aiqz + axqr + as —p3 =10
x| aoqs + a1z + asge + azqy + as —ps =0
2 | aogs + arqs + aaqs + asqe + asqi + a5 —ps = 0.

Note que py = ag (Isto reduz o nimero de incégnitas e equagoes por um). Note que
temos liberdade no grau do numerador n e denominador m. Feito isto temos os valores
para a Eq. (A.20), a qual pode ter os formatos de R(x),m onde n, m variam entre 0 e 5,

de modo que n+m = 5.

R(I) _ Do _’_plx
14 1+ Q1 + QQI2 + Q3l’3 + Q41]47 (A 29)
2 .
x x
R(.T)Q}?, Po +p1 +p2

- 1+ Q1T + QQ$2 + q3x3'

Com isto terminamos nosso exemplo.

Neste trabalho tem-se os operadores diferenciais &% com os quais pode-se fazer algo

analogo. Considere primeiro vamos para a expressao obtida na Eq.(3.18)

0f = 0% + K, 0%, (A.30)

= (14 m0?) & (A.31)

Onde para poder aplicar a aproximacao de Padé, primeiro utiliza-se a Transformada de
Fourier em (A.30).

Resolvendo assim a seguinte expressao f(z) = 1+ k122, onde escolhemos o formato
de 0/2, dessa maneira p(x) = po + 0z + 022, q(x) = 1 + @17 + g22* e R(z) = p(x)/q(x)

0 \ ag —po =10
Ll'l aonqi + ay —0=0 (A32)
Zl?2 apqs + a1qy + as —0=0
Temos que pg =1, g1 =0 e go = —k1, com isto
Ra) = — (A.33)
r)=——. )
1 — Kky22

Voltando para a Eq. (A.30) temos a seguinte expressao:

1

2 _
85_1—%182

92, (A.34)
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X000,
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Figura 37 — Modelo de Reagdao de Luo-Rudy.
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A.3 Modelo de Reacao de Luo Rudy

O modelo de reagao de Luo-Rudy [66], descreve o comportamento dos midcitos
do ventriculo do Preé—da—fndia, este modelo possui seis correntes idnicas. Onde Iy, € a
corrente rapida de sédio, I; é a corrente lenta de entrada, [k é a corrente de potassio que
depende do tempo, Ik ¢ a corrente de potassio independente do tempo, I, ¢ a corrente

de potéassio de plato e [, é a corrente de fundo independente do tempo, veja Figura 37.

As correntes seguem o modelo de Hodgkin-Huxley, sendo descritas por outro equa-
¢oes diferenciais ordinarias nao-lineares. A soma destas correntes i6nicas mais uma cor-
rente de estimulo [, e a corrente capacitiva C,, constituem a equacgao principal do modelo

que descreve o potencial de a¢do, esta é dada por:
CnOu = — (L + Ing + Lsi + I + Iy + Ixp + 1) (A.35)

onde:
Ing = Gna-m® h-j-(u— Epg),
I,=009-d-f (u— Eg),
Iy =Gk X -X; (u— Eg),
Iy = Gr1- Kl - (u— Exa)
[Kp:GKp'Kp'(u_EKp)a
Iy =Gy (u—E),

(A.36)

Y

e u é o potencial transmembranico (mV); G; é a conduténcia méxima do canal i (mS/cm?),
m, h, j sao as portas de ativacao, porta de ativacao rapida, e porta de desativacao lenta
de Ing, d, f portas de ativacao e desativagao de I;; X, X;, porta de ativacao e desativacao

de I'x; K1, porta de desativacao de Ik1; E; é o potencial de Nerst de 1.
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