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“Not every solution of equations of motion can actually occur in Nature, even if
it 1s exact. Those which do actually occur, not only must obey the equations of fluid
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SILVA, Patrick Paolo, P6s graduagao em Fisica, Universidade Federal de Juiz de Fora,
Fevereiro de 2018. Formulagao lagrangiana para um fluido compressivel - Gera-
cao de helicidade e vorticidade. Orientador: Albert Carlo Rodrigues Mendes.

Formulacoes alternativas para a descricao da dinamica de fluidos, tem se mostrado
de grande importancia. Destas, chamamos atencao para o conjunto de equacgoes tipo
Maxwell, que tem como variaveis principais a vorticidade e o vetor de Lamb na descricao
do fluido, pois possibilitam uma estrutura matematica analoga a das equagoes de Maxwell
no vacuo para o eletromagnetismo classico. Neste trabalho, vamos apresentar a obtencao
do sistema de equacgoes tipo Maxwell, bem como a derivacao da representacao covariante
para o fluido. Sera abordado o caso de um fluido inicialmente neutro e, em seguida,
carregado. Por fim, apresentamos a evolucao da circulacao e da helicidade do fluido, com
a intencao de identificar suas fontes, onde apresentamos um novo termo relacionado a

geragao de helicidade que nao consta na literatura especializada.
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SILVA | Patrick Paolo, Universidade Federal de Juiz de Fora, February, 2018. Lagran-
gian formulation for a compressible fluid - Generation of helicity and vorticity.
Advisor: Albert Carlo Rodrigues Mendes.

Alternative formulations for the description of fluid dynamics have been shown to be
of major importance. From these last ones, we call attention to the Maxwell-type set of
equations, which have as main variables the vorticity and the Lamb vector in the fluid
description, since they make possible a mathematical structure analogous to Maxwell’s
equations in vacuum for classical electromagnetism. In this work, we will present the
Maxwell equation system, as well as the derivation of the covariant representation for the
fluid. We will address the case of a fluid initially compressible and viscous, and after that,
a charged one. Finally, we present the evolution of the circulation and the helicity of the
fluid, with the intention of identifying its sources, where we present a new term related

to the generation of helicity which does not appear in the specialized literature.
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Capitulo 1

Introducao

Sabemos que a mecanica dos fluidos é de grande interesse para areas como a Fisica,
Engenharia, Biologia, Meteorologia, Oceanografia, Quimica, Astronomia, entre outras.
Como exemplos, podem ser mencionadas aplicacoes tais como vortices em hélio liquido,
oscilagoes sismicas do sol, circulacao sanguinea, tornados. Vale salientar que o fenomeno
da turbuléncia também é muito importante para se tratar corretamente casos como ca-

mada limite, atrito e transferéncia de calor e difusao de meios fluidos.|2]

E observado que, a dinamica dos fluidos e o eletromagnetismo classico de Maxwell,
sao duas areas que apresentam varias semelhancas. Assim como foi feito para o eletro-
magnetismo, espera-se uma generalizacao nao-Abeliana para a dinamica dos fluidos. Um
objetivo desta abordagem nao-Abeliana do fluido, é a aplicacao ao plasma quark gluon
(QGP), que é um produto de colisoes entre nucleos pesados em altas energias. O plasma

quark gluon é de grande interesse tanto para a fisica tedrica, quanto para a experimental
3]

E conhecido que o plasma de quarks e gluons (QGP) ¢ um fluido denso. Entretanto,
apresenta pouca viscosidade, caracteristica de um fluido ideal. Portanto, uma analise ade-

quada considerando cargas nao-Abelianas para os quarks e gluons deve ser desenvolvida

a fim de analisar corretamente suas caracteristicas.

Encontra-se na literatura, trabalhos abordando a interacao de fluido ideal com campos
de Yang-Mills [4, 5, 6, 7, 8]. Um dos motivadores para a geracao de plasma de quarks e
gluons, é testar as previsoes de transicao Confinamento de Cor para fase nao confinada

em cromodinamica quantica (QCD) em altas temperaturas e densidade.

Trabalhos atuais tem apresentado abordagens alternativas para a descricao da dina-
mica de fluidos, como, por exemplo, fluidos compressiveis [9] e para a dinAmica de plasmas
[10]. Estes resultados sao obtidos através da reformulacao das equagoes do fluido e da

construcao do sistema de equacoes tipo Maxwell do fluido, que ocasionard uma generali-
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zagao dos conceitos de carga e corrente apresentados por Marmanis|1|. Estes termos de
fonte dependeram da escolha das principais grandezas na descricdo da dinamica. Além
disso, ha trabalhos como o de Lighthill[11], onde o tensor de tensoes do fluido é apontado

como a fonte de radiacao sonora.

Nesta disertacao sera considerado um fluido (Abeliano) compressivel e viscoso, e logo
depois carregado. Obteremos as equagoes tipo Maxwell para o fluido neutro e carregado,
na sequéncia estas serao derivadas a partir da densidade de Lagrangeana tanto para o
fluido neutro quanto para o carregado. Além disso, sera analisada a equacao que governa,
a evolucao da helicidade e também o mecanismo de geracao de vortices a partir da evolucao
da circulacao associada ao campo de velocidades em torno de um contorno v que se move

junto ao fluido.

O estado do fluido na qual o presente trabalho se refere, é o de turbuléncia. Turbuléncia
é um sistema fisico de dinamica nao linear. Em outras palavras, a turbuléncia exibe todas
as flutuagoes possiveis para o movimento sem quebrar as leis fundamentais da mecanica

dos meios continuos (conservacao de momentum, massa e energia).

Quando as propriedades estatisticas do fluxo turbulento sao uniformes no espaco, ou
seja, os valores estatisticos sdo equivalentes em cada ponto do espago (invaridncia de

escala), a turbuléncia é dita homogeénea e isotropicall2].

Turbuléncia com propriedades estatisticas equivalentes em qualquer direcao do espaco,
como a descrita acima, para altos nimeros de Reynolds (grandeza adimensional que ca-
racteriza a natureza do fluxo em laminar ou turbulento) é dita turbuléncia completamente
desenvolvida. O estado dos fluidos abordados nesta dissertacao estao em regime de tur-
buléncia completamente desenvolvida. A figura 1.1 ilustra a turbuléncia homogénea e

isotropica.
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Figura 1.1: Turbulécia isotrépica homogénea atras de uma grade. Fotografia T. Corke e
H. Nagib



Capitulo 2

Dinamica dos Fluidos

Para se obter as equacoes do tipo Maxwell para um fluido, parte-se da equacao de
Navier-Stolkes. Nesta equacao aplicam-se os operadores divergente, rotacional e derivada
temporal e também é considerado a equacao termodinamica que relaciona entalpia por
unidade de massa h, entropia por unidade de massa s e pressao P. Com essa premissa

iremos comecar o processo de obtencao das equacoes tipo Maxwell.

A equagao de Navier-Stolkes para um fluido newtoniano isotropico (fluido que admite

uma relacgdo linear entre a tensao e os gradientes de velocidades), compressivel e viscoso é
v S
Plor T (0- V)| = =VP+ Vo, (2.1)
onde o tensor de segunda ordem o é dado por
U;/k = 2,uDZJ + CD&U,

onde p e ¢ sao coeficientes de viscosidade e o indice v indica que o é referente as compo-

nentes da tensao de cisalhamento. Além disso,
1 1 1
Dij = eij — 3 Dbi; = 5 (005 + 9jvi) = 5(Okvie)dy;

COoI1

D=V.v
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assim Ul-yk se reduz a
v

onde

0% (o 0w (2\OV-T) , OV-¥
Oz, _”(V Vit x; 3) O 6 dx; (2:2)

Adimitindo que p e ¢ sdo constantes (u é denominado coeficiente de viscosidade superficial

e ( coeficiente de viscosidade volumétrica). Em notagao vetorial

1
Vo = uV?i + (g,u + C) V(V -7). (2.3)
A quagao (2.1) em termos do tensor (2.3) pode ser escrita
oL 5. (1 .
(0-V)U| = =VP+pV=v+ §u+§ V(V - 7). (2.4)

p{a—'— U

A equacao (2.4) pode ser aplicada a fluidos newtonianos com altos nameros de Rey-

nolds (da ordem de 5000, por exemplo), ou seja, fluxos turbulentos.
Devido ao fato da equagao (2.4) ser ndo linear, este capitulo constitui-se da busca por

equacoes com o intuito de contornar esta nao linearidade. Para isso apresentamos parte

da nao linearidade como fonte de turbuléncia.

2.1 Equacoes Tipo Maxwell para o fluido

Com a finalidade de se obter as equacoes tipo Maxwell que descrevem a dinamica do
fluido, iniciaremos com a equagcao de Navier-Stokes para um fluido viscoso e compressivel.

v P 1
@+(6'V)ﬁ:—v—+ﬂvzﬁ+ (—H+§> V(V 1), (2.5)
pp 3p p
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usando a identidade

Ux (Vx0)= V(§v2) — (7. Vv (2.6)
e substituindo em (2.5), temos
o7 o, VP e, (lp ¢ )
v P S g ). (@
8t+(V><v)><v+V(2v) ; +pV v—|—<3p+p V(V - 7) (2.7)

Fazendo W =V x ¢ e | = w X ¥, que sao a vorticidade e o vetor de Lamb respectiva-

mente, temos.

o - VP 1 o, lpu ¢ .
D= v+ A (SR ). 2.8
8t+ ; V(20)+va+<3p+p V(V - ) (2.8)
Usando na equagao (2.8) a relacdo termodinamica
1
dh = Tds + VdP = Tds + ~dP, (2.9)
p
ou
1 1
“dP = dh — Tds = —-VP = —Vh + TV, (2.10)

P P

onde h é a entalpia por unidade de massa, s é a entropia por unidade de massa e o volume

especifico ¢ V = 1/p. A equacao (2.8) ¢ reescrita como

ov - 1 1 lpw ¢
B T= Vh+TVs— V(=) + Eva g (2 45 . 9). 2.11
8t+ Vh+TVs V(Zv)+va+<3p+p V(V -7) (2.11)
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Definimos agora a grandeza Z. Este ¢ um vetor que relaciona a contribuicao viscosa

e estatistica do fluido e tem dimensao de aceleracao. Sua definicaio matematica é

- 1
Z =TVs+ —Vo. (2.12)
p
Assim, a equacao (2.11) fica
v - 1, =
— = — - Z. 2.1
at+l V(h+2v)+ (2.13)

O termo h + %v2, que é um termo semelhante & energia de Bernoulli (¢) dada por

pﬁ + %(po ¢ a densidade constante do fluido), é a fungao de energia do fluido, e sera

¢ =
definida como
L,
Deste modo a equagao (2.13) fica
ovr - -
—+l=- Z. 2.15
5+ Vo + (2.15)
Agora, aplicando o rotacional & equagao (2.15)
M+fo:VxZ, (2.16)
ot
(2.17)

%+fo:VxZ.

Além disso, através da definicao da vorticidade W = V x ¥, a seguinte igualdade é encon-

trada
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V- (VX0)=V-%=0. (2.18)

A equagdo (2.17) descreve a dinamica da vorticidade do fluido. A dinamica da vorticidade

serd abordada mais a frente para o tratamento da helicidade.

Agora busquemos a evolucao e a divergéncia do vetor [ para que tenhamos um sistema

de quatro equacoes diferenciais.

Partindo da equagao (2.15) vem

- ov o
[ =— ——+ 7 2.1
VO - = 47, (2.19)

aplicando o divergente na equacao (2.19), temos

AV - 7)

o TV Z (2.20)

V-l=-V20 -

Com base nas ideias propostas por H. Marmanis|1]| acerca da densidade de carga

turbulenta para um fluido turbulento incompressivel, facamos

AV - 7)

n(Z,t) = —V?O — T

(2.21)

onde n(Z,t) é definida como densidade de carga turbulenta de um fluido viscoso compres-

sivel. Desta maneira

V- l=n(Zt)+V-Z (2.22)

que é equivalente & lei de Gauss para o fluido, mas com um termo de correcao que

corresponde & contribuicao viscosa e estatistica (7'V's) do fluido.
Para obter a evolu¢ao do vetor de Lamb, derivamos (2.19) em relagdo ao tempo

ol 00 %% 07

5= Vo~ omt o (2.23)
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Nesta equacao, o primeiro e o segundo termos podem ser considerados como sendo as
contribuigoes nao viscosas para a dinamica do vetor de Lamb, ja o terceiro termo pode
ser visto como a corregao viscosall]. Assim, obteremos a evolugdo de [ para o caso nao

viscoso e logo depois consideraremos que a viscosidade ocorre devido a este tltimo termo.

Segue que [ = w X ¥, assim

H@x7) . OF ob
T—wXE‘FEXU. (224)

Substituindo as equagoes (2.15) e (2.17) sem seus termos viscosos na equacao (2.24), temos

HOXD) 5 (~VO 1)+ (—V x [ x 7= i x VO - x [ = (V x ) x 7, (2:25)

da identidade

—

V@ H=Tx (VxD+Ix (Vx84 -V)i+ (@ V), (2.26)

mas ¥+ [ =7+ (@ x ¥) = 0, assim

—(Vx)x0=—(@ V) —(-V)0—Ixw (2.27)
Substituindo a equacao (2.27) em (2.25), vem
(W x v) . e
T:—wa@—wxl—(v-V)l—(l-V)v—l><w, (2.28)
ou
(W x v) . R
—————=—uWxVO—(v-V)—(I-V)u. (2.29)

Além disso,
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1
1
!
!
!

Vx@xD=d(V-0) =0V -5)+ (- V)i—(5- V). (2.30)

= — — —

V x (7 x 1) = on(@ t) — (V-7)+ (- V)T — (7 V)L, (2.31)

onde n(Z,t) é a densidade de carga turbulenta definida em (2.22).

Colocando em evidéncia o termo —(7 - V)I na equacio (2.31) e usando a identidade

—

Ax(BxC)=(A-C)B—(A-B)C,

para U e [, temos

Ainda na equagdo (2.31), temos

—(T- V) =0}V X @) + V0 X T —V x (T-@3)T—on(Z,t) + 1(V-7) — (- V)T. (2.32)

Introduzindo a equagdo (2.32) em (2.29), temos

[ . .
% = 0 x V(O +02) + 02V x @) — V x (0 %)5 — on(Z,t) + (V- 7) — 2(I- V)7. (2.33)

Neste ponto notamos que o termo v?(V x ) é semelhante a V x [ da equacio (2.17), sem
a parte viscosa e a menos do fator v?, da equacao que descreve a evolucao da vorticidade.
Os demais termos nao tém correspondentes na equacao da vorticidade e também nao
podem ser apresentados como combinacdes de @ ou [. Assumindo que os demais termos
em (2.33) sdo termos de fonte para a turbuléncia, definimos a corrente turbulenta j(f, t)

da seguinte maneira

(Z,1) =@ x V(O 4+ 0?) + V x (T- @7+ on(Z,t) — (V- 7) + 2(I- V7. (2.34)

.

Com isso, a evolucao do vetor de Lamb fica

% = 03V x @) — J(Z,1). (2.35)
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Introduzindo a parte viscosa a equagao (2.35)

ar e 0Z
5 =Y (V x ) — j(Z,¢t) +E' (2.36)

Assim, temos o seguinte sistema de equacoes diferenciais parciais para o caso com-

pressivel e nao isentrépico

a e 0Z
prini (V x ) —j(x,t)—i-a, (2.37)
V-l=n(@t)+V-Z (2.38)
%—zfz—fo+VxZ, (2.39)
V-t = 0. (2.40)

Este sistema de equacoes tipo Maxwell, junto a condicoes de contorno apropriadas,

descreve toda a dinamica para um fluido compressivel e viscoso.

Vejamos como fica a divergéncia, derivada temporal e o rotacional de Z para um fluido

isentropico e incompressivel.

~ 1
V- Z=V. [TVS + Loy (—ﬂ + 5) V(V- 17)] — B v.og =0, (2.41)
Lo 3p0 po Po

3 1
VxZ=Vx [TVS + Lvzg (—ﬁ + i) V(V - 77)] = Ev2vxd) = Lvia. (2.42)
Po 3po  po Po Po

A derivada temporal fica

07 9 H o2 (1N C) _,} I oo OU
— == |TVs+ —VU+|(-—+—=—|V(V-0)| =—=V"—,
ot 3t[ Po 3p0  po V-9) po Ot
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ou

0z .
92 _ B | T ovet Bz, (2.43)
ot po Po

onde ¢ é chamada energia de Bernoulli, que é definida como

P 2
b=+
po 2
Logo
0z o2y H o2 H2od
— = ——VI1—- =V*V¢) + (—)*V'u. 2.44
= AT L w4 (£ (240
Substituindo (2.44) em (2.36), temos
8f 9 o -, Moy Moo H\oed—
— =0v(V xd) —j(@,t) — —VI—-——=V(Vop)+ (—)" V01, 2.45
5 = 0T x @) = (. 0) - LT L v+ (2 (245

que é a evolucao do vetor de Lamb para o caso isentropico e incompressivel.

Deste modo as equacao (2.37), (2.38), (2.39) e (2.40) se reduzem a

2_5: v}V x @) — (%, t) — %VT—F %Vn(f, t), (2.46)
V- 1=n(Zt), (2.47)
0 _ i Py, (2.48)
ot Po
V@ =0, (2.49)

onde o termo (11/po)° VA é uma correcio em segunda ordem na viscosidade e foi negli-
genciada por ser consideravelmente pequena. O sistema de equagoes (2.46), (2.47), (2.48)
e (2.49) descreve a dinamica de o e [ para um fluido isentrépico e incompressivel 1],

chamada de dindmica metafluida.

Voltando a atencao para o caso compressivel e nao isentropico, as equagoes (2.37),
(2.38), (2.39) e (2.40) descrevem escoamentos laminares e turbulentos. Além disso formam

um sistema de equacoes lineares.
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2.2 Equacoes do tipo Maxwell

Nesta secao trataremos os campos por seus valores médios devido suas rapidas varia-

¢oes e consideraremos o vetor Z como uma polarizacdo para o vetor de Lamb.

No sistema de equacgoes do tipo Maxwell, o vetor 7 pode ser interpretado como uma
polarizagao para o vetor de Lamb [ |13], assim como o vetor P ¢ uma polarizagao para o

vetor campo elétrico E no eletromagnetismo de Maxwell. Para o sistema de equacoes

ol YA

_ = 2 1) — e JE—
5 = Y (V x @) — j(@,t) + a5 (2.50)
V-l=n(Zt)+V-Z, (2.51)
%I—VXf—i—VXZ, (2.52)
V- =0, (2.53)

podemos definir uma nova grandeza [’ expressa por

—

Vi=1-27

A partir desta mudanca de variaveis, encontram-se equacoes semelhantes as apresentadas

em [9], ou seja,

l_; -
or _ v?(V x ) — j(Z,1), (2.54)
ot
V-l =n(Z, 1), (2.55)
o -
ow_ _ j 2,
5 VvV x U, (2.56)
V- =0. (2.57)

Comparando com as equacoes de Maxwell no vacuo
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E . -
a(‘?_t = A(V x B) — 47§ (7, 1), (2.58)
V- E = 4xp, (2.59)

dB .
V-B=0. (2.61)

Os dois sistemas anteriores compartilham a propriedade de seus campos variarem
muito rdpido no tempo e espaco. Essa variacao ¢ de tal modo (da ordem de 10~8cm e
107135 para vibragoes nucleares) que medidas macroscopicas duram tempos muito maiores
que este. As flutuagoes microscopicas durante uma medida macroscopica, entram como
médias de suas variacoes, que contribuem com flutuacgoes lentas e suaves para os valores
macroscopicos. As caracteristicas das fontes turbulentas para a dinamica do fluido sao

semelhantes as das fontes eletromagnéticas.

A partir do sistema de equagoes (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) aplicamos médias sobre

o espaco em todas as quantidades através do método de Russakoff.

Usando a técnica da filtragem[14], temos que a média espacial de uma funcao A(Z,t) é

< A(Z,t) >= /f(f)A(f—:E/,t)de, (2.62)

com f(Z) > 0 para uma vizinhanga em ¥ = 0, [ f(f’)d%’ =1, f(Z) deve ser isentropica
e deve pertencer a classe ¢ (R?).
Uma funcao que atende a essas condicoes é
2

F(@) = (7R ™% exp — (%) . (2.63)

Assim, podemos expandir f(Z) para pequenas distancias, da ordem da escala de Kolmo-

gorov 1,

(@-V)*f(@), (2.64)
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1
com |@| ~n,n=(v*/e)* e v=p/p, onde € ¢ a média da taxa de energia por unidade de

massa.

Usando o método de filtragem nas equagdes (2.54),(2.55), (2.56) e (2.57), temos

5 =< v IV x @) > — < J(Z,t) >, (2.65)
V.- L=<n(zt) >, (2.66)
oW .
ov_ 2.
BT <V xL>, (2.67)
V-W =0, (2.68)

W =< w(Z,t) > .

Com a inten¢do que o sistema (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) tenha solugdo, segue a
aproximacao
< ®(Vx @) >=<v® >Vx <@ >=< 0> >V x W.

No artigo de H. Marmanis [1], a comparagao dos campos < v?V x @ > e < v? > V x W
para um fluxo em um canal com numero de Reynolds R, = 5000 pode ser vista através
de uma simula¢ao numérica direta (DNS), onde é simulado < v?*V X @ >(primeira figura)
e <>V xW (segunda figura). A figura 2.1 mosta campos instantaneos de vortices
e suas concentracgoes para escoamento com um ntmero de Reynolds igual a 5000 para os

termos < v’V x 0 > e <12 >V x W.
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Figura 2.1: < v*V x @ > comparado a < v* > V X w para um escoamento em um canal
com R, = 5000. Imagem retirada de H.Marmanis. Anology between the Navier-Stokes
equations and Maxwell equations|1].

Podemos classificar escoamentos como homogéneos e nao homogéneos. Nos escoamen-

tos homogeéneos as fontes turbulentas sao iguais a zero. Neste caso temos
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5 =< v? > (V x W), (2.69)
V.-L=0, (2.70)
88—1/;/:—<V><E>, (2.71)
V-, (2.72)

onde < v? > pode assumir a raiz quadrada da energia cinética total dividida por unidade

de massa e volume filtrado.

As equagdes (2.69), (2.70), (2.71) e (2.72) apresentam solugoes para condigoes de con-
torno satisfatorias, como por exemplo um cubo peridédico. O caso nao homogénio tem as
fontes turbulentas diferentes de zero. As equagoes (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) ficam

5 =< 02> (V x W) = J(Z,1), (2.73)
V.- L=N(Zt), (2.74)
oW _

AL VAVl 2.
T V x L, (2.75)
V-W=0. (2.76)

Onde

Por questao de generalidade, pode-se definir L e W. Estes transportam os efeitos de

filtragem causados pelas fontes turbulentas aos campos L e W. Suas relacoes podem ser
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apresentadas como segue

Z;ZLQ+4W<PQ—28Q“5+...>, (2.77)
B

W = W —dr (Mo +...), (2.78)

onde 13, M e (Qap sao respectivamente as médias do dipolo de carga turbulenta, dipolo
de vortice e quadrupolo de carga turbulenta do fluxo em questao. Essas quantidades sao

nulas no caso de escoamento homogéneo.

—~

Podemos expressar L e W em termos de L e W da seguinte maneira

—

L=cl
W =W,

onde as constantes € e £ podem ser interpretadas como o analogo da hidrodinamica para
constante dielétrica e permeabilidade magnética, respectivamente. Para o caso de meios
lineares e isotropicos, podem ser considerados escalares, mas para meios anisotropicos

serao tensores de segunda ordem.



Capitulo 3

Formulacao Lagrangeana: Fluido

compressivel e viscoso

A descricao Lagrangeana para fluidos tem se mostrado uma area de grande relevancia.
Arnold em seu livro [15] mostra que através de uma abordagem geométrica e aplicando
algebra de Lie, escoamentos Eulerianos (u/p = 0) podem ser representados por uma for-
mulacao Hamiltoniana em qualquer dimensao. Este resultado motivou algumas aplicacoes
interessantes, que podem ser encontradas nos trabalhos de V. I. Arnold etal[16], onde sao
tratados aspectos topologicos em hidrodinamica como leis de conservagao, e no traba-
lho de V. Zeitlin [17], onde sdo tratados aspectos referentes a instabilidade e equilibrio

termodinamico.

No trabalho de A. C. R. Mendes etal [18] foi apresentado que, considerando-se as equa-
¢oes da dinamica metafluida obtidas por Marmanis [1], é possivel obter uma Lagrangeana,
para fluidos viscosos. Haja vista que a estrutura das equagoes (2.73), (2.74), (2.75), (2.76)
do capitulo 2 tem a mesma estrutura matematica das equacoes da dinamica metafluida,
assim como mostrado em [13]|, onde para um fluido compressivel e viscoso, escrevesse a

densidade de Lagrangeana

L— %(P _ ), (3.1)

sem termos de fonte (J e N), ou seja, turbuléncia homogénea. Iremos considerar a partir
de agora, que todas as grandezas tem seus valores médios computados, para evitar nota-
¢oes carregadas, ou seja, serao omitidos os simbolos de valor médio. Substituindo [ e @

na equacao (3.1).
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E—l —86—V@+Z 2— (V x ) (3.2)
2 ot “ v

onde © ¢é a funcao energia do fluido definida em (2.14) e o vetor de Lamb ¢

ov

f:—E—V@+Z (3.3)
e a vorticidade é dada por
W=V XU (3.4)
Calculando o momento conjugado a velocidade, resulta em
= Z§Z%+VG Z = —l, (3.5)

que é a equacao de Navier-Stokes (esta ndo é derivada diretamente das equagoes de Euler-
Lagrange) considerando que [ =@ x ¥ A viscosidade e a contribuigao estatistica (T'Vs)

estao presentes em Z.

Calculando a equacdo de Euler-Lagrange para © e ¢, temos para ©(Z,t), na forma

vetorial
ou -
\E <0t+v® Z) 0=V-1=0, (3.6)
e para U(Z,t)
0oL 0L 0 ov
et g L 7)) = 7). .
oo 07 0:>8( Vo 0t+ ) (V x V x 1) (3.7)

A equacao (3.7) combinada a (3.3) e (3.4), pode ser escrita como

or 07
o = (V X 0) + = (3.8)

As outras duas equacbes podem ser obtidas através da definicao de w e [ da seguinte

maneira

V@ =V-(Vx7) =0, (3.9)
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fo:—%+VxZ. (3.10)

Para o caso onde os termos de fonte estao presentes (J e N diferentes de zero), havera

mais dois termos na densidade de Lagrangeana

1 )
£:5(P—fwﬁ+nrﬁ—N@, (3.11)

onde os dois tltimos termos do lado direto em (3.11) sdo semelhantes a —p ¢ + A-J, com
p. densidade de carga elétrica, ¢ potencial elétrico, A potencial vetor e je densidade de

corrente elétrica do eletromagnetismo classico.

A partir da substituicao proposta no capitulo 2

ov

Ve [ = F > 2 3.12
< > T Ve, (3.12)
escrever-se a densidade de Lagrangeana
1/ 1 7 S
E == 5 <l,2 - CLQU_)Q) == 5 (—% — V@) - 5(12 (V X 77)2 . (313)

A equagao (3.13), ja com o vetor Z como uma polarizagao para o vetor de Lamb f, mostra
que a densidade de Lagrangeana para o campo eletromagnético no vacuo e a densidade

(3.13) tenham a mesma estrutura matematica.

3.1 Formulacao covariante

Observando a densidade de Lagrangeana (3.13), nota-se que assim como o campo elé-
trico e magnético constituem um tensor de segunda ordem aintisimétrico, I’ e w também
podem ser escritos nesta mesma forma matemética. O tensor de segunda ordem antissi-

métrico para o fluido (Abeliano) sera dado por

T = U — 9° U, (3.14)
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com o 4-potencial e a 4-divergéncia respectivamente dados por
Ut = (0, av), (3.15)
e
10
oM=|—-—=,V 3.16
( Lo ) (3.16)

O tensor T" para o fluido em forma matricial obtido de maneira analoga ao tensor
de campo do eletromagnetismo F'* é

T " 0 aw®  —aw?
2 —aquw? 0 aw’
3 aw? —aw! 0

Reescrevendo a densidade de Lagrangeana (3.13) com os termos de fonte diferentes de
zero e com o tensor 1", fica

1 1
L=—-T"T,, — ~J,U"
a

; (3.17)

onde a 4-corrente turbulenta é dada por

=

J' = (aN,J).

Desta formulagao covariante para fluidos, podem-se obter as equacoes nao homogéneas
tipo Maxwell através de

1
0,7 = ~J", (3.18)

a saber, u=1,2,3
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1
0T + 0T + 0,712 + 0,78 = = J*,
a

8([’1)
ot

1
+a*(V x ), = 5Jl, (3.19)

1
30T20 4 81T21 4 82T22 + 63T23 — —JQ’
a

o) o 1,
) v, = (3.20)

1
BT + T + BT + 05T = —J°,
a

o’ . 1
o T a*(V x )3 = aJ?’, (3.21)
somando (3.19), (3.20), (3.21),
—g—i +a?V x @ =J. (3.22)

Para g =0

1
T + HT™ + T + 8T = - J°,
a

ot arr a1 -
Ozl + 02 + 3 a( )=V ) (3.23)

As duas equacoes homogéneas para o fluido podem ser obtidas através de

0, T =0, (3.24)

onde TH” ¢ o dual de T e pode ser obtido através de

1
TH = ngﬁTaﬁ, (3.25)
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com T}, em forma matricial dado por

0 _l/l _l/2 _l/3

T " 0 aw®  —aw?
=
”? —aquw? 0 aw’
2 aw® —aw! 0

Assim, usando a defini¢ao (3.25), 7" resulta na matriz

0 aw' aw? aw?

T —aw! 0 =18 17
—aw? 13 0o "

—aw® =17 "0

Da equacao (3.24) para p=1,2,3

QT+ T + 0T +0sT" =0,

1
_aait (U x ) =0, (3.26)

807-20 + 817—21 + @27—22 + 83723 =0,

duw? »
—%%-4VXW)=Q (3.27)

T+ 0T + 0T+ T* =0,

3
—88% —(Vx )3 =0. (3.28)
Somando (3.26), (3.27) e (3.28)
—%f—ﬁudézo (3.29)

Para =0
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30T*00 4 alT*Ol + aQT*O2 + (93T*03 — 07

L daw?  Oaw?

Jdaw S
ox! * ox? * ox3 =0=V-w=0. (3.50)

Assim, escrevemos as quatro equacgoes tipo Maxwell para um fluido compressivel e viscoso
através de (3.18) e (3.24). A formula¢ao Lagrangeana para o fluido possibilita a obtencao

de uma Hamiltoniana, que pode ser usada para a formulagao estatistica da turbuléncia.



Capitulo 4

Equacoes Tipo Maxwell para um fluido

carregado

Neste capitulo vamos considerar e analisar o comportamento de um fluido carregado
composto por particulas com carga elétrica da espécie a, ou seja, considerar uma nova
lagrangiana que leve em consideragao a presenca do campo eletromagnético ao qual as
particulas estaram sujeitas, pois tal sistema fisico é usado na descricao da dinamica de
plasmas. Este fluido serd compressivel e viscoso, de modo que as ideias expostas nos
capitulos anteriores permanecem validas aqui. Dentre estas as equacoes tipo Maxwell do

fluido e a formulacao covariante.

4.1 Dinamica de um fluido carregado

De modo semelhante ao realizado por R. J. Thonpson etal em [10], indexamos as gran-
dezas relativas ao fluido com um indice « relativo a espécie portadora de carga elétrica.

Representamos o conjunto de equacoes tipo Maxwell da seguinte maneira
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\v& f/a = N,, (4.1)
. oW

l, 2=, 4.2
vV xl,+ T (4.2)

o, -
8t—ﬁVx@:—L, (4.3)
V - @, = 0. (4.4)

Como mostrado nos capitulos 1 e 2, l7a =< l_(; — 7, >. Para um fluido carregado composto

por particulas «, escrevesse a densidade de lagrangiana

1 —,
L:_éQP—&wﬂ, (4.5)
onde a? =< 02 >.

A fim de representar um fluido interagindo com o campo eletromagnético, definimos
o acoplamento de [, e W, com o campo elétrico e magnético, demodo analogo ao acopla-

mento do momento canoénico m@ (m massa da particula) com o potencial vetor A [19]

lo = lo =lo + gE| (4.6)
Wo — Wy = W + bB. (4.7)

As constantes de acoplamento g e b serao determinadas mais a frente. Introduzindo l; e

Wy, ja com os termos de acoplamento, uma nova densidade de lagrangiana é escrita

1/ 1 i . N\ 1 _
L= (ﬁ - a2u72) = (—aait VO, + 7, +gE) — Sa(V X+ b)Y, (48)

onde
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- ov, -
la =——— a Zaa 4.
5 Vo, + (4.9)
Wo =V X T, (4.10)

Esta é a densidade de lagrangiana para um fluido carregado na presenca de um campo

eletromagnético. Z, contém o carater estatistico (T'Vs) e viscoso do fluido.

Calculando o momento relativo a velocidade

oL’ Iy, - - 2
-9~ _ o v@a_Za_ FE = _lom 4.11
v, Ot i I (41D

e

substituindo I,, = w0, X ¥, e W, = W, + bB em (4.11), temos

%+V@a—Za—gE:—(ﬁaxﬁaeréan),
o5, . _ L L
E + Wy X UV, = —V@a + Za + gE + b(va X B) (412)

Comparando a equagao (4.12) com a equagdo do momentum para um fluido carregada

[10], nota-se que os ultimos dois termos do lado direito da equagao (4.12) é a forca de

Lorentz por unidade de massa. Isso implica que as constantes g e b sao iguais a q—a, onde
m

(0%
go € a carga da paricula de espécie o e m, é a massa da particula, ou seja,

o
My

g:b:

Substituindo g e b em (4.12), a equacao de Navier-Stolkes para um fluido compressivel,

viscoso e carregado, fica

a_’a — — (0% = — =
i+waxva:—ve)a+za+q—[EﬂaxB]. (4.13)
ot Ma

Escrevendo a lagrangiana (4.8) em termos do potencial elétrico ¢ e do potencial vetor
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magnético A

. 2
1| o7 . g 0A 1 q 2\ 2
= | -2 - VO, + 2+ — | ——— — — —d? Uy + —— Al .
L 5 5 Vo, + +ma< 5 V(b)] 2aa(V><v —|—maV>< )
(4.14)
Através da mudanca de variaveis
JaN = qa T
Ug = Uy + —A, (4.15)
e
A qa
On = O, + 26, (4.16)
escrevesse L' como
1| 80 C 2
/ Vo A o 2 )
= |-==_-VvVOe,+7Z,| —- [ a} . 4.17
L 5 [ T Vo, + 5o V XU (4.17)

A equagdo (4.17) tem a mesma estrutura matematica que a da densidade de lagrangiana,

(3.3) apresentada no capitulo anterior quando o campo eletromagnético é zero.

A fim de escrevermos o sistema de equacdes tipo Maxwell, tomamos o divergente,
rotacional e a derivada temporal da equacdo (4.6)
= 7 = av . 7:]:1 A = a Me
Vl=V-l,+gV-E=— V20,4V Z, Lo e (4.18)

ot Mg €0

onde p. ¢ a densidade de carga elétrica e ¢y ¢ a permissividade elétrica do vacuo, substi-

. OV - 7. .
tuindo N, = — &U — V20, na equagao (4.18)
Vely=Ny+leyv. 7, (4.19)
me €

=V X Z,. (4.20)

0w,

ot

Usando [, = W, X U, € =V x [, para o calculo da derivada temporal
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ol _ : 25,

E—(—Vxl;)xﬁa%—[ﬁax 5 (4.21)

Fazendo consideracgoes andlogos as feitas para a obtencao da equacgao (2.35) e (2.36), es-

crevesse a densidade de corrente para um fluido carregado, temos

. 2 . . . -
Ty = (Na +V- Za> Tt <q—°‘> Pe A2, VG — 1y (V- Ta) Loy X Wy — g X 22y d Pey
mea ) €o ot my €
(4.22)
Assim
al:(;z 2 - = 4o Pe aZa
— —a )V X Wy =—Jy — ——0s + —, 4.23
or ~ fe¥ W Maco © Ot (4.23)
através do divergente de W, encontra-se a tltima equecao
Vi, =V (V% 8, + 2By = 0. (4.24)

Mq

Em sintese, temos o conjunto de equacgoes diferencias para o fluido carregado

Voly=Ny+leyv. 7, (4.25)
TMea €0
2 a:’a -
V Xl + 2% =V x Zy, (4.26)
ot
al:;v 2 z > Ga Pe aZa
AV Ay g L Y, Aol 4.27
ot oV X W maeov + ot ( )
V -1, = 0. (4.28)

~
—

Assumindo Z, como uma polarizagao para [, ou seja,

~
—

I, =<

1>

o~

o= Zo >, (4.29)
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e escrevendo uma densidade de carga e corrente totais respectivamente como

N, = N, 4 Jo Le (4.30)
mey €o
e
:7 7 Ga R
R A (a4 (4.31)
me €0

onde J, é a densidade de corrente elétrica. Chegamos ao sistema de equacdes

V-l =N, (4.32)

Vx D+ 85”} 0, (4.33)

aa—l} — aiv X lffa = —jzw (4.34)
\v& @a —0. (4.35)

Este é o sitema de equacoes tipo Maxwell para um fluido carregado. Este descreve

toda a dinamica do fluido imerso em um campo eletromagnético externo.

~ v .. .
A partir de I’ = ——: - VO, e W, =V X 1,, constroi-se uma formulagao covariante.

Considerando o tensor de segunda ordem assimétrico G*” composto pelo tensor do fluido

e o fator de acoplamento com o tensor F'*¥ do eletromagnetismo, temos

G = 4 Jo v (4.36)

«

onde
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—E! 0 cB3 —cB?

Frv—= ,
—E? —cB® 0 cB!
—E* ¢B* —cB! 0
1
onde ¢ = e
Ho€o
0 I} 12 13
T —1! 0 aw?  —aw?
=2 —aw® 0 awl |’
—13 aw® —awl 0

é o tensor de campo eletromagnético e do fluido carregado.

Assim como feito para o fluido neutro em (3.17), temos a densidade de lagrangiana

para o fluido carregado

1. 1
L= _ZGZ G(a),uu — ang(a)“,

onde o 4-potencial e a 4-densidade de corretnte sao dados por

As equagbes ndo homogéneas (4.32), (4.34) sao derivadas de

1
9,GH = —Jt,
a

«

onde G em forma matricial é

(4.37)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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[0 g depr gz depe sy daps ]
M Me ma
—} do_p1 0 aw? + do o3 —aw? — —cB?
G — Mgy Mea Mg
“ -2 - ba_pp —aw? — Yo .3 0 awl, + da g1
Me Mg Mg
—13 — Ao p3 aw? + Yo . aw}, do g1 0
L ma ma ma -

a saber, para p =0

1
aoGgO + 81G31 + 82G22 + 83G23 - —Jl
Qa

v.ﬁa+q_“v.E:Na+q_“&:>v.ZV:Né_ (4.41)
me Me €0
Analogamente para p = 1,2, 3, temos
857 ~ 5
o 27 i, = . (142

As equagdes homogéneas (4.33) e (4.35) sdo obtidas através de

0,G" = 0. (4.43)

1
O dual de G%” é obtido por GH = 55“”756‘(6!)“,3, que pode ser representado em forma

matricial da seguinte maneira

0 aw}, + do g1 aw? + bo .2 aw? + Yo .3
—aw! + L2 cpt 0 3 ey pz g o g
ggyz ma ! mOé / m Y
—aw? + de ez 3y dops 0 - b g
Ma m(f“ ¢ Me
—aw? + Yo .3 s S A Ry OF 0
I M Me Me, ]

Assim sao obtidas as equagoes tipo Maxwell e o tensor de campo para o fluido car-
regado. O tensor G contém as componentes dos campos do fluido e do campo eletro-
magnético, neste sentido pode-se dizer que esta é uma representacao unificada para este

sistema fisico.
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4.2 Equacao da onda

Pode ser analisado as caracteristicas ondulatorias dos campos do fluido imerso em um
campo eletromagnético. Assim como no eletromagnetismo de Maxwell, sob certas cir-
cunstancias é mais apropriado trabalhar com a equacao de onda, porque ela permite uma
melhor compreensao de como o campo eletromagnético se comporta. Para a equacao de

onda do campo de velocidades do fluido carregado, basta substituir em (4.27) o vetor de

5 a_’a A . ~
Lamb dado por [, = —% — VO,, temos as seguintes relagoes
97, 00 . S e p o7,
— 2 V2 @AV X Wy = Sy — — g, 2 4.44
ot? ot e v Me eov + ot’ (4.44)
onde
1 9°3 . . 1 06 5 Gap oz
— s = V==V |Vl + 5| +Ja+ — T+ — 4.45
a? ot ! Vo a? Ot ot Me (—:OU * ot (4.45)
Para a vorticidade, temos
1 02w ~ 5 Gap oz
Ve g2, = v (J 4 de Lo ) v 2202 1.46
a? Ot? v < + Me EOU + ot ( )

onde a? foi considerada constante. Estas sdo as equagoes de onda para os campos de
velocidade e vorticidade, escritos em termos de fontes turbulentas e com as contribuicoes
devido a interacao com o campo eletromagnético, J., bem como devido & viscosidade e a

temperatura em Z,.

A equacdo (4.45) mostra o carater ondulatorio da dindmica do fluido descrito pelo
conjunto de equacoes tipo Maxwell. Consequentemente, conhecendo os termos de fonte,
a evolucao de cada espécie pode ser determinada separadamente através das equagoes de

onda.

As equacoes para os potenciais eletromagnéticos A e ¢, que possuem expressoes analo-
gas as equagoes obtidas acima, podem ser desacopladas através de uma escolha adequada
para os potenciais, essas escolhas sao chamadas de transformacoes de gauge. Estes gauge

Sa0

V-A=0 (gauge de Coulomb), (4.47)
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V-A+ ERT 0 (gauge de Lorentz) (4.48)

que nao alteram a fisica do sistema. Na dinamica do fluido, essa liberdade nao é uma
simples escolha de gauge, ha implicagoes sobre a natureza fisica do fluxo . A relagao
V - ¥ = 0 para o fluido, que equivale ao gauge de Coulomb, ndo é um gauge verdadeiro,

pois este implica que o fluido é incompressivel.

Da mesma forma, o gauge de Lorentz possui uma equac¢ao na dindmica dos fluidos

dada por
00

V-o+—=0,
ot
que esta ligado ao fato do fluido ser compressivel. Assim, observamos que uma "escolha
de gauge'"na dinamica de fluidos esta diretamente relacionada as hipdteses feitas sobre a

compressibilidade e incompressibilidade do fluido [10].



Capitulo 5
Evolucao da Circulacao e Helicidade

O proposito deste capitulo é analisar as equagoes que governam a evolucao da helici-
dade e o estudo do mecanismo de geracao de vortice a partir da variacao da circulacao

associada com a integral de linha da velocidade em um circuito v fechado dentro do fluido.

5.1 Circulacao

Um funcional de consideravel importancia na descricao do fluxo de vortices, é a cir-

culagao C entorno de uma curva fechada v definida como a integral de linha da velocidade
C:j{ﬁ-df, (5.1)
g

que é importante em relacao a seu principio de conservacao (teorema da circulagao de
Kelvin). A circulagao associada com uma quantidade fisica, calculada ao longo do loop 7,
pode ser zero ou assumir um valor diferente de zero dependendo se esta quantidade é uma
diferéncial exata ou nao. Por exemplo, se esta quantidade fisica é T'ds (T a temperatura
e s a entropia), a circulagdo é geralmente finita e mede a quantidade de calor ganha em

um ciclo termodinamico quase-estatico.

Calculando a evolucao da circulacao com a cruva v movendo com o fluido

dC d dv d
S — b T-dir= & — .dr U - —dT. 2
ey 7U dz x dx+7£v dtd:c (5.2)

O segundo termo do lado direito da equagao (5.2) se anula, pois
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2
]fa-idfzfﬁ-dazj{dv—zo, (5.3)
vy dt v vy 2

pois o campo de velocidades assume o mesmo valor apos completar uma volta em . Assim

dc dv o, N . .
E: V%dﬁ—f W‘F(VXUO[)XUa]'dx, (54)

onde a velocidade generalizada v, é expressa por

JaR — 4o 7
o = —A. 5.5
Up =0+ . (5.5)
— ag g - ~ .
Agora, usando que F = 5 Vo, B=V x A e a equacao de Navier-Stokes para o
fluido carregado
Mo | o do [7 , ~ o Rl L7
—+waxva:—v9a+—[ﬁj+vax3}+Za, (5.6)
ot Ma
obtém-se
aé’a jaR — A =
=+ (v X va> X Ty = VO, + Zo, (5.7)
onde é)a é definido como
) :h+lz}2+q—°‘¢ (5.8)
« 2 My, ) .

onde ¢ ¢ o potencial elétrico.

Substituindo (5.7) em (5.4), temos que a variacao da circulagao C é
dC A e > o A g e
—=—9QVO,-di+ ¢ Z,-di =— ¢ VO, -d¥+ | V X Z, - ds, (5.9)
dt gl v v s

onde
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VX Z,=VT xVs+Vx (p7'Vo)=Tp+T,, (5.10)

onde Tz = VT x Vs, é chamado mecanismo de Biermann (Baroclinic) [20] e T, =
V x (p~'Vo) é referente a viscosidade, sdo as possiveis fontes de circulagio C. Assim,

temos
dC A — = 2 = = 2 =
— =— 9 VO, -dr¥+ I'g-d7+ I, -dz, (5.11)
dt ¥ il ol

onde 0, é a superficie que se movimenta ao longo do fluido.

Nos podemos observar na equagao (5.11) que o primerio termo do lado direito contribui
para a evolugao da circulacao se f'y VO, - dz = 35;/ d® # 0, ou seja, se a forga derivada da

densidade de enrgia ©, nao for conservativa.

Além disso, temos outras duas contribuicoes para a evolucao da circulacao, o segundo
termo do lado direito de (5.11), que pode ser considerado uma forma de geragdo de
vorticidade. Este representa o fluxo de fB através da superficie d,. Este termo é zero
quando o fluido é barotropico, ou seja, quando a densidade depende somente da pressao

e a temperatura é constante.

O dltimo termo do lado direito de (5.11) também é um termo de fonte devido a
viscosidade do fluido, e representa o fluxo de f,, através de superficie 0,. Note que,
considerando por simplicidade o caso de um fluido ideal com densidade constante pg, nos
temos o termo fl, = V?w,. Portanto o termo ﬁ, é proporcional a vorticidade gerada. O

termo dissipativo se tornara progressivamente maior a medida que a vorticidade aumenta.

5.2 Helicidade

E conhecido que para o campo eletromagnético no vicuo, a helicidade é definida por

h= /(ff- B)d*x. (5.12)

Aéo potencial vetor e B=V x A,

A generalizacao relativistica da helicidade é definida por uma integral sobre a zerésima
componente da 4-corrente J¥ = A, F*, [ J2d*z, onde F* é o dual do tensor de segunda

ordem do campo eletromagnético F*”. Sendo J" conservada, temos
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9,J" = —2F - B =0, (5.13)

e

somente se E - B = 0. Assim a helicidade é uma constante de movimento.

Assim sendo, a partir da analogia com o eletromagnetismo, representamos

FH — g (5.14)
e
A, = U, =U, + :TQA“ (5.15)

para o fluido. Logo a 4-corrente J” pode ser escrita como

7= (Vo + 20, ) (5.16)

«

Usando que 0,G"” = 0 para calcular a derivada da 4-corrente, temos

0,2 = 0, [ UGt = (0,00en) G + U0 G2, (5.17)

que resulta em

Ol = (@ﬁ(a)u) Ga" = [@U () — G(aw] g1 = 006" = GlaywGh,  (5.18)

que se reduz a expressao para a 4-corrente

1
0T = =0Tt = Gl = 0T = = Glayw i (5.19)

1
O termo G(q)w/G4" pode ser obtido usando G4” = 55“”756175(&), a saber

1 1 L
Glaywba” = 58" GG a)pe = 54502]kG0iij

= 2(_€ijk)(_i(a)i)gjklw(a)l = 4([;4 : U;)a)a (5-20)
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onde [, = fa%—q—aﬁ e Wy = W+ 9o B A d-corrente pode ser escrita da seguinte maneira
(6% moé
1% 1 v
0,7 = 5Glayn G (5.21)

Assim, obtém-se

l>

B! = =21, - W, (5.22)
mas das equacoes
aﬁa 5 - qOL — - — —
—+waxva:—V@a+—[E+vaxB} v 7, (5.23)
ot Mo,
e
- v,
lo = ——= —V0O,, 5.24
o (5.24)

obtém-se em uma forma equivalente & lei de Ohm

[fa + q—aﬁ} + T % [wa + q—aéa] —_— (5.25)
me My
ou
o N A 1
lo + Uy X Wy = ——Vo —TVs. (5.26)
P

Assim, podemos ver que

~
-

O It = =2y - Wy = 20, - (p7'V) + 2, (TVs), (5.27)

ou seja, so havera uma corrente conservativa para um campo de vorticidade especial que
resulte em anular a soma de produtos escalares do lado direito de (5.27), ou quando

a viscosidade e a contribuicdo da temperatura (7') e gradiente da entropia (Vs) forem
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despresiveis, representadas por Z,.

A evolucao da helicidade B

ho = / Ty - Wad®z, (5.28)
v
para o fluido, é dada por
dﬁ 0,73 AW 3 % Z 13
— = | )Pz = | (0,08 —0;J)) d’x = | O, Jid’x = =2 | Wy - Zod’m,  (5.29)
dt il vy Y vy

onde a integral

Lajjgd3x - //aj (Gata + an (7 x Q))J &Pz =0

e v é o tubo de vortices movendo com o fluido e @, - n = 0 para todos os vetores normais
a 0,.

Quando o fluido é incompressivel (densidade pg), temos

dh,,

o VLwa (V X wa> d°x + /wa (TVo)d’x, (5.30)

v

onde v = Lad é a viscosidade cinematica. Notamos que o primeiro termo do lado direito da
Po
equacao (5.30) é extamente o mesmo resultado encontrado na literatura [21]. O segundo

termo do lado direito é a contribuicao devido as caracteristicas estatisticas do fluido. Este

resultado nao foi derivado anteriormente na literatura.



Capitulo 6
Conclusoes

Com o estudo desenvolvido, foi possivel compreender diversos conceitos e resultados
relacionados a dinamica de fluidos.

Foi observado que o vetor de Lamb e a vorticidade constituem um bom par de variaveis
para o espaco de configuracoes do sistema, pois a partir deles foi possivel obter uma
densidade de lagrangiana e o tensor de campo para o fluido. Além disso, foi mostrado
que através da uma descricao via equacoes tipo Maxwell, é possivel revelar o carater
ondulatério do campo de velocidade e do campo de vorticidades do fluido.

Foram apresentados os termos responsaveis por fazerem com que a circulacao e a
helicidade nao sejao constantes de movimento para o caso de um fluido compressivel,
viscoso e carregado na presenca de um campo eletromagnético externo.

Como perspectivas futuras, espera-se a analise de fluidos relativisticos e a generalizacao
nao abeliana para o fluido, com a intencao de descrever a dinamica do plasma de quarks

e gluons.
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