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�Not every solution of equations of motion can actually occur in Nature, even if

it is exact. Those which do actually occur, not only must obey the equations of �uid

dynamics, but must be also stable.�

Landau, LD and Lifshitz, EM, 1987, Fluid Mechanics, 2nd edition.
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Fevereiro de 2018. Formulação lagrangiana para um �uido compressível - Gera-
ção de helicidade e vorticidade. Orientador: Albert Carlo Rodrigues Mendes.

Formulações alternativas para a descrição da dinâmica de �uidos, tem se mostrado

de grande importância. Destas, chamamos atenção para o conjunto de equações tipo

Maxwell, que tem como variáveis principais a vorticidade e o vetor de Lamb na descrição

do �uido, pois possibilitam uma estrutura matemática análoga a das equações de Maxwell

no vácuo para o eletromagnetismo clássico. Neste trabalho, vamos apresentar a obtenção

do sistema de equações tipo Maxwell, bem como a derivação da representação covariante

para o �uido. Será abordado o caso de um �uido inicialmente neutro e, em seguida,

carregado. Por �m, apresentamos a evolução da circulação e da helicidade do �uido, com

a intenção de identi�car suas fontes, onde apresentamos um novo termo relacionado à

geração de helicidade que não consta na literatura especializada.
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Alternative formulations for the description of �uid dynamics have been shown to be

of major importance. From these last ones, we call attention to the Maxwell-type set of

equations, which have as main variables the vorticity and the Lamb vector in the �uid

description, since they make possible a mathematical structure analogous to Maxwell's

equations in vacuum for classical electromagnetism. In this work, we will present the

Maxwell equation system, as well as the derivation of the covariant representation for the

�uid. We will address the case of a �uid initially compressible and viscous, and after that,

a charged one. Finally, we present the evolution of the circulation and the helicity of the

�uid, with the intention of identifying its sources, where we present a new term related

to the generation of helicity which does not appear in the specialized literature.
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Capítulo 1

Introdução

Sabemos que a mecânica dos �uidos é de grande interesse para áreas como a Física,

Engenharia, Biologia, Meteorologia, Oceanogra�a, Química, Astronomia, entre outras.

Como exemplos, podem ser mencionadas aplicações tais como vórtices em hélio líquido,

oscilações sísmicas do sol, circulação sanguínea, tornados. Vale salientar que o fenômeno

da turbulência também é muito importante para se tratar corretamente casos como ca-

mada limite, atrito e transferência de calor e difusão de meios �uidos.[2]

É observado que, a dinâmica dos �uidos e o eletromagnetismo clássico de Maxwell,

são duas áreas que apresentam várias semelhanças. Assim como foi feito para o eletro-

magnetismo, espera-se uma generalização não-Abeliana para a dinâmica dos �uidos. Um

objetivo desta abordagem não-Abeliana do �uido, é a aplicação ao plasma quark gluon

(QGP), que é um produto de colisões entre núcleos pesados em altas energias. O plasma

quark gluon é de grande interesse tanto para a física teórica, quanto para a experimental

[3].

É conhecido que o plasma de quarks e gluons (QGP) é um �uido denso. Entretanto,

apresenta pouca viscosidade, característica de um �uido ideal. Portanto, uma análise ade-

quada considerando cargas não-Abelianas para os quarks e gluons deve ser desenvolvida

a �m de analisar corretamente suas características.

Encontra-se na literatura, trabalhos abordando a interação de �uido ideal com campos

de Yang-Mills [4, 5, 6, 7, 8]. Um dos motivadores para a geração de plasma de quarks e

gluons, é testar as previsões de transição Con�namento de Cor para fase não con�nada

em cromodinâmica quântica (QCD) em altas temperaturas e densidade.

Trabalhos atuais tem apresentado abordagens alternativas para a descrição da dinâ-

mica de �uidos, como, por exemplo, �uidos compressíveis [9] e para a dinâmica de plasmas

[10]. Estes resultados são obtidos através da reformulação das equações do �uido e da

construção do sistema de equações tipo Maxwell do �uido, que ocasionará uma generali-
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zação dos conceitos de carga e corrente apresentados por Marmanis[1]. Estes termos de

fonte dependeram da escolha das principais grandezas na descrição da dinâmica. Além

disso, há trabalhos como o de Lighthill[11], onde o tensor de tensões do �uido é apontado

como a fonte de radiação sonora.

Nesta disertação será considerado um �uido (Abeliano) compressível e viscoso, e logo

depois carregado. Obteremos as equações tipo Maxwell para o �uido neutro e carregado,

na sequência estas serão derivadas a partir da densidade de Lagrangeana tanto para o

�uido neutro quanto para o carregado. Além disso, será analisada a equação que governa

a evolução da helicidade e também o mecanismo de geração de vórtices a partir da evolução

da circulação associada ao campo de velocidades em torno de um contorno γ que se move

junto ao �uido.

O estado do �uido na qual o presente trabalho se refere, é o de turbulência. Turbulência

é um sistema físico de dinâmica não linear. Em outras palavras, a turbulência exibe todas

as �utuações possíveis para o movimento sem quebrar as leis fundamentais da mecânica

dos meios contínuos (conservação de momentum, massa e energia).

Quando as propriedades estatísticas do �uxo turbulento são uniformes no espaço, ou

seja, os valores estatísticos são equivalentes em cada ponto do espaço (invariância de

escala), a turbulência é dita homogênea e isotrópica[12].

Turbulência com propriedades estatísticas equivalentes em qualquer direção do espaço,

como a descrita acima, para altos números de Reynolds (grandeza adimensional que ca-

racteriza a natureza do �uxo em laminar ou turbulento) é dita turbulência completamente

desenvolvida. O estado dos �uidos abordados nesta dissertação estão em regime de tur-

bulência completamente desenvolvida. A �gura 1.1 ilustra a turbulência homogênea e

isotrópica.
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Figura 1.1: Turbulêcia isotrópica homogênea atrás de uma grade. Fotográ�a T. Corke e
H. Nagib



Capítulo 2

Dinâmica dos Fluidos

Para se obter as equações do tipo Maxwell para um �uido, parte-se da equação de

Navier-Stolkes. Nesta equação aplicam-se os operadores divergente, rotacional e derivada

temporal e também é considerado a equação termodinâmica que relaciona entalpia por

unidade de massa h, entropia por unidade de massa s e pressão P . Com essa premissa

iremos começar o processo de obtenção das equações tipo Maxwell.

A equação de Navier-Stolkes para um �uido newtoniano isotrópico (�uido que admite

uma relação linear entre a tensão e os gradientes de velocidades), compressível e viscoso é

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

]
= −∇P +∇σ, (2.1)

onde o tensor de segunda ordem σ é dado por

σνik = 2µDij + ζDδij,

onde µ e ζ são coe�cientes de viscosidade e o indice ν indica que σ é referente às compo-

nentes da tensão de cisalhamento. Além disso,

Dij = eij −
1

3
Dδij =

1

2
(∂ivj + ∂jvi)−

1

3
(∂kvk)δij

com

D = ∇ · ~v
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assim σνik se reduz a

σνik = µ(∂ivj + ∂jvi −
(

2

3

)
Dδij) + ζDδij

onde

∂σνik
∂xk

= µ

(
∇2vi +

∂(∂kvk)

∂xi
−
(

2

3

)
∂∇ · ~v
∂xi

)
+ ζ

∂∇ · ~v
∂xi

. (2.2)

Adimitindo que µ e ζ são constantes (µ é denominado coe�ciente de viscosidade super�cial

e ζ coe�ciente de viscosidade volumétrica). Em notação vetorial

∇σ = µ∇2~v +

(
1

3
µ+ ζ

)
∇(∇ · ~v). (2.3)

A quação (2.1) em termos do tensor (2.3) pode ser escrita

ρ

[
∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v

]
= −∇P + µ∇2~v +

(
1

3
µ+ ζ

)
∇(∇ · ~v). (2.4)

A equação (2.4) pode ser aplicada a �uidos newtonianos com altos números de Rey-

nolds (da ordem de 5000, por exemplo), ou seja, �uxos turbulentos.

Devido ao fato da equação (2.4) ser não linear, este capítulo constitui-se da busca por

equações com o intuito de contornar esta não linearidade. Para isso apresentamos parte

da não linearidade como fonte de turbulência.

2.1 Equações Tipo Maxwell para o �uido

Com a �nalidade de se obter as equações tipo Maxwell que descrevem a dinâmica do

�uido, iniciaremos com a equação de Navier-Stokes para um �uido viscoso e compressível.

∂~v

∂t
+ (~v · ∇)~v = −∇P

ρ
+
µ

ρ
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ
+
ζ

ρ

)
∇(∇ · ~v), (2.5)
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usando a identidade

~v × (~∇× ~v) = ∇(
1

2
v2)− (~v · ∇)~v (2.6)

e substituindo em (2.5), temos

∂~v

∂t
+ (∇× ~v)× ~v +∇(

1

2
v2) = −∇P

ρ
+
µ

ρ
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ
+
ζ

ρ

)
∇(∇ · ~v). (2.7)

Fazendo ~w = ∇× ~v e ~l = ~w × ~v, que são a vorticidade e o vetor de Lamb respectiva-

mente, temos.

∂~v

∂t
+~l = −∇P

ρ
−∇(

1

2
v2) +

µ

ρ
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ
+
ζ

ρ

)
∇(∇ · ~v). (2.8)

Usando na equação (2.8) a relação termodinâmica

dh = Tds+ V dP = Tds+
1

ρ
dP, (2.9)

ou

1

ρ
dP = dh− Tds⇒ −1

ρ
∇P = −∇h+ T∇s, (2.10)

onde h é a entalpia por unidade de massa, s é a entropia por unidade de massa e o volume

especí�co é V = 1/ρ. A equação (2.8) é reescrita como

∂~v

∂t
+~l = −∇h+ T∇s−∇(

1

2
v2) +

µ

ρ
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ
+
ζ

ρ

)
∇(∇ · ~v). (2.11)
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De�nimos agora a grandeza ~Z. Este é um vetor que relaciona a contribuição viscosa

e estatística do �uido e tem dimensão de aceleração. Sua de�nição matemática é

~Z = T∇s+
1

ρ
∇σ. (2.12)

Assim, a equação (2.11) �ca

∂~v

∂t
+~l = −∇(h+

1

2
v2) + ~Z. (2.13)

O termo h + 1
2
v2, que é um termo semelhante à energia de Bernoulli (φ) dada por

φ = P
ρo

+ v2

2
(ρ0 é a densidade constante do �uido), é a função de energia do �uido, e será

de�nida como

Θ = h− 1

2
~v2. (2.14)

Deste modo a equação (2.13) �ca

∂~v

∂t
+~l = −∇Θ + ~Z. (2.15)

Agora, aplicando o rotacional à equação (2.15)

∂(∇× ~v)

∂t
+∇×~l = ∇× ~Z, (2.16)

∂ ~w

∂t
+∇×~l = ∇× ~Z. (2.17)

Além disso, através da de�nição da vorticidade ~w = ∇×~v, a seguinte igualdade é encon-
trada
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∇ · (∇× ~v) = ∇ · ~w = 0. (2.18)

A equação (2.17) descreve a dinâmica da vorticidade do �uido. A dinâmica da vorticidade

será abordada mais a frente para o tratamento da helicidade.

Agora busquemos a evolução e a divergência do vetor ~l para que tenhamos um sistema

de quatro equações diferenciais.

Partindo da equação (2.15) vem

~l = −∇Θ− ∂~v

∂t
+ ~Z, (2.19)

aplicando o divergente na equação (2.19), temos

∇ ·~l = −∇2Θ− ∂(∇ · ~v)

∂t
+∇ · ~Z. (2.20)

Com base nas ideias propostas por H. Marmanis[1] acerca da densidade de carga

turbulenta para um �uido turbulento incompressível, façamos

n(~x, t) = −∇2Θ− ∂(∇ · ~v)

∂t
, (2.21)

onde n(~x, t) é de�nida como densidade de carga turbulenta de um �uido viscoso compres-

sível. Desta maneira

∇ ·~l = n(~x, t) +∇ · ~Z, (2.22)

que é equivalente à lei de Gauss para o �uido, mas com um termo de correção que

corresponde à contribuição viscosa e estatística (T∇s) do �uido.

Para obter a evolução do vetor de Lamb, derivamos (2.19) em relação ao tempo

∂~l

∂t
= −∇∂Θ

∂t
− ∂2~v

∂t2
+
∂ ~Z

∂t
. (2.23)
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Nesta equação, o primeiro e o segundo termos podem ser considerados como sendo as

contribuições não viscosas para a dinâmica do vetor de Lamb, já o terceiro termo pode

ser visto como a correção viscosa[1]. Assim, obteremos a evolução de ~l para o caso não

viscoso e logo depois consideraremos que a viscosidade ocorre devido a este último termo.

Segue que ~l = ~w × ~v, assim

∂(~w × ~v)

∂t
= ~w × ∂~v

∂t
+
∂ ~w

∂t
× ~v. (2.24)

Substituindo as equações (2.15) e (2.17) sem seus termos viscosos na equação (2.24), temos

∂(~w × ~v)

∂t
= ~w × (−∇Θ−~l) + (−∇×~l)× ~v = −~w ×∇Θ− ~w ×~l − (∇×~l)× ~v, (2.25)

da identidade

∇(~v ·~l) = ~v × (∇×~l) +~l × (∇× ~v) + (~l · ∇)~v + (~v · ∇)~l, (2.26)

mas ~v ·~l = ~v · (~w × ~v) = 0, assim

−(∇×~l)× ~v = −(~v · ∇)~l − (~l · ∇)~v −~l × ~w. (2.27)

Substituindo a equação (2.27) em (2.25), vem

∂(~w × ~v)

∂t
= −~w ×∇Θ− ~w ×~l − (~v · ∇)~l − (~l · ∇)~v −~l × ~w, (2.28)

ou

∂(~w × ~v)

∂t
= −~w ×∇Θ− (~v · ∇)~l − (~l · ∇)~v. (2.29)

Além disso,
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∇× (~v ×~l) = ~v(∇ ·~l)−~l(∇ · ~v) + (~l · ∇)~v − (~v · ∇)~l. (2.30)

Considerândo apenas os termos não viscosos do ∇ ·~l

∇× (~v ×~l) = ~vn(~x, t)−~l(∇ · ~v) + (~l · ∇)~v − (~v · ∇)~l, (2.31)

onde n(~x, t) é a densidade de carga turbulenta de�nida em (2.22).

Colocando em evidência o termo −(~v · ∇)~l na equação (2.31) e usando a identidade

~A× ( ~B × ~C) = ( ~A · ~C) ~B − ( ~A · ~B)~C,

para ~v e ~l, temos

~v ×~l = ~v × (~w × ~v).

Ainda na equação (2.31), temos

−(~v · ∇)~l = v2(∇× ~w) +∇v2 × ~w −∇× (~v · ~w)~v − ~vn(~x, t) +~l(∇ · ~v)− (~l · ∇)~v. (2.32)

Introduzindo a equação (2.32) em (2.29), temos

∂~l

∂t
= −~w×∇(Θ + v2) + v2(∇× ~w)−∇× (~v · ~w)~v−~vn(~x, t) +~l(∇ ·~v)− 2(~l · ∇)~v. (2.33)

Neste ponto notamos que o termo v2(∇× ~w) é semelhante a ∇×~l da equação (2.17), sem
a parte viscosa e a menos do fator v2, da equação que descreve a evolução da vorticidade.

Os demais termos não têm correspondentes na equação da vorticidade e também não

podem ser apresentados como combinações de ~w ou ~l. Assumindo que os demais termos

em (2.33) são termos de fonte para a turbulência, de�nimos a corrente turbulenta ~j(~x, t)

da seguinte maneira

~j(~x, t) = ~w ×∇(Θ + v2) +∇× (~v · ~w)~v + ~vn(~x, t)−~l(∇ · ~v) + 2(~l · ∇)~v. (2.34)

Com isso, a evolução do vetor de Lamb �ca

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t). (2.35)
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Introduzindo a parte viscosa à equação (2.35)

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t) +

∂ ~Z

∂t
. (2.36)

Assim, temos o seguinte sistema de equações diferenciais parciais para o caso com-

pressível e não isentrópico

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t) +

∂ ~Z

∂t
, (2.37)

∇ ·~l = n(~x, t) +∇ · ~Z, (2.38)

∂ ~w

∂t
= −∇×~l +∇× ~Z, (2.39)

∇ · ~w = 0. (2.40)

Este sistema de equações tipo Maxwell, junto à condições de contorno apropriadas,

descreve toda a dinâmica para um �uido compressível e viscoso.

Vejamos como �ca a divergência, derivada temporal e o rotacional de ~Z para um �uido

isentrópico e incompressível.

∇ · ~Z = ∇ ·
[
T∇s+

µ

ρ0
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ0
+

ζ

ρ0

)
∇(∇ · ~v)

]
=

µ

ρ0
∇2(∇ · ~v) = 0, (2.41)

∇× ~Z = ∇×
[
T∇s+

µ

ρ0
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ0
+

ζ

ρ0

)
∇(∇ · ~v)

]
=

µ

ρ0
∇2(∇×~v) =

µ

ρ0
∇2 ~w. (2.42)

A derivada temporal �ca

∂ ~Z

∂t
=

∂

∂t

[
T∇s+

µ

ρ0
∇2~v +

(
1

3

µ

ρ0
+

ζ

ρ0

)
∇(∇ · ~v)

]
=

µ

ρ0
∇2∂~v

∂t
,
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ou

∂ ~Z

∂t
=

µ

ρ0
∇2

[
−~l −∇φ+

µ

ρ0
∇2~v

]
, (2.43)

onde φ é chamada energia de Bernoulli, que é de�nida como

φ =
P

ρ0
+
v2

2
.

Logo

∂ ~Z

∂t
= − µ

ρ0
∇2~l − µ

ρ0
∇2(∇φ) + (

µ

ρ0
)2∇4~v. (2.44)

Substituindo (2.44) em (2.36), temos

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t)− µ

ρ0
∇2~l − µ

ρ0
∇2(∇φ) + (

µ

ρ0
)2∇4~v, (2.45)

que é a evolução do vetor de Lamb para o caso isentrópico e incompressível.

Deste modo as equação (2.37), (2.38), (2.39) e (2.40) se reduzem a

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t)− µ

ρ0
∇2~l +

µ

ρ0
∇n(~x, t), (2.46)

∇ ·~l = n(~x, t), (2.47)

∂ ~w

∂t
= −∇×~l +

µ

ρ0
∇2 ~w, (2.48)

∇ · ~w = 0, (2.49)

onde o termo (µ/ρ0)
2∇4~v é uma correção em segunda ordem na viscosidade e foi negli-

genciada por ser consideravelmente pequena. O sistema de equações (2.46), (2.47), (2.48)

e (2.49) descreve a dinâmica de ~w e ~l para um �uido isentrópico e incompressível [1],

chamada de dinâmica meta�uida.

Voltando a atenção para o caso compressível e não isentrópico, as equações (2.37),

(2.38), (2.39) e (2.40) descrevem escoamentos laminares e turbulentos. Além disso formam

um sistema de equações lineares.
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2.2 Equações do tipo Maxwell

Nesta seção trataremos os campos por seus valores médios devido suas rápidas varia-

ções e consideraremos o vetor ~Z como uma polarização para o vetor de Lamb.

No sistema de equações do tipo Maxwell, o vetor ~Z pode ser interpretado como uma

polarização para o vetor de Lamb ~l [13], assim como o vetor ~P é uma polarização para o

vetor campo elétrico ~E no eletromagnetismo de Maxwell. Para o sistema de equações

∂~l

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t) +

∂ ~Z

∂t
, (2.50)

∇ ·~l = n(~x, t) +∇ · ~Z, (2.51)

∂ ~w

∂t
= −∇×~l +∇× ~Z, (2.52)

∇ · ~w = 0, (2.53)

podemos de�nir uma nova grandeza ~l′ expressa por

~l′ = ~l − ~Z.

A partir desta mudança de variáveis, encontram-se equações semelhantes às apresentadas

em [9], ou seja,

∂~l′

∂t
= v2(∇× ~w)−~j(~x, t), (2.54)

∇ · ~l′ = n(~x, t), (2.55)

∂ ~w

∂t
= −∇× ~l′, (2.56)

∇ · ~w = 0. (2.57)

Comparando com as equações de Maxwell no vácuo
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∂ ~E

∂t
= c2(∇× ~B)− 4π~j(~x, t), (2.58)

∇ · ~E = 4πρ, (2.59)

∂ ~B

∂t
= −∇× ~E, (2.60)

∇ · ~B = 0. (2.61)

Os dois sistemas anteriores compartilham a propriedade de seus campos variarem

muito rápido no tempo e espaço. Essa variação é de tal modo (da ordem de 10−8cm e

10−13s para vibrações nucleares) que medidas macroscópicas duram tempos muito maiores

que este. As �utuações microscópicas durante uma medida macroscópica, entram como

médias de suas variações, que contribuem com �utuações lentas e suaves para os valores

macroscópicos. As caracteristicas das fontes turbulentas para a dinâmica do �uido são

semelhantes às das fontes eletromagnéticas.

A partir do sistema de equações (2.54), (2.55), (2.56) e (2.57) aplicamos médias sobre

o espaço em todas as quantidades através do método de Russako�.

Usando a técnica da �ltragem[14], temos que a média espacial de uma função A(~x, t) é

< A(~x, t) >=

∫
f(~x)A(~x− ~x′, t)d3x, (2.62)

com f(~x) > 0 para uma vizinhança em ~x = 0,
∫
f(~x′)d3x′ = 1, f(~x) deve ser isentrópica

e deve pertencer a classe c∞(R3).

Uma função que atende a essas condições é

f(~x) = (πR2)−
3
2 exp−

(
r2

R2

)
. (2.63)

Assim, podemos expandir f(~x) para pequenas distâncias, da ordem da escala de Kolmo-

gorov η,

f(~x+ ~a) ≈ f(~a) + (~a · ∇)f(~x) +
1

2
(~a · ∇)2f(~x), (2.64)
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com |~a| ∼ η, η = (ν3/ε)
1
4 e ν = µ/ρ, onde ε é a média da taxa de energia por unidade de

massa.

Usando o método de �ltragem nas equações (2.54),(2.55), (2.56) e (2.57), temos

∂~L

∂t
=< v2(∇× ~w) > − <~j(~x, t) >, (2.65)

∇ · ~L =< n(~x, t) >, (2.66)

∂ ~W

∂t
= − < ∇× ~L >, (2.67)

∇ · ~W = 0, (2.68)

com o novo vetor de Lamb e a nova vorticidade dados por

~L =< ~l′(~x, t) >

e
~W =< ~w(~x, t) > .

Com a intenção que o sistema (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) tenha solução, segue a

aproximação

< v2(∇× ~w) >=< v2 > ∇× < ~w >=< v2 > ∇× ~W.

No artigo de H. Marmanis [1], a comparação dos campos < v2∇× ~w > e < v2 > ∇× ~W

para um �uxo em um canal com número de Reynolds Re = 5000 pode ser vista através

de uma simulação numérica direta (DNS), onde é simulado < v2∇× ~w >(primeira �gura)

e < v2 > ∇ × ~W (segunda �gura). A �gura 2.1 mosta campos instantâneos de vórtices

e suas concentrações para escoamento com um número de Reynolds igual a 5000 para os

termos < v2∇× ~w > e < v2 > ∇× ~W .
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Figura 2.1: < v2∇× ~w > comparado a < v2 > ∇× ~W para um escoamento em um canal
com Re = 5000. Imagem retirada de H.Marmanis. Anology between the Navier-Stokes
equations and Maxwell equations[1].

.

Podemos classi�car escoamentos como homogêneos e não homogêneos. Nos escoamen-

tos homogêneos as fontes turbulentas são iguais a zero. Neste caso temos
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∂~L

∂t
=< v2 > (∇× ~W ), (2.69)

∇ · ~L = 0, (2.70)

∂ ~W

∂t
= − < ∇× ~L >, (2.71)

∇ · ~W, (2.72)

onde < v2 > pode assumir a raiz quadrada da energia cinética total dividida por unidade

de massa e volume �ltrado.

As equações (2.69), (2.70), (2.71) e (2.72) apresentam soluções para condições de con-

torno satisfatórias, como por exemplo um cubo periódico. O caso não homogênio tem as

fontes turbulentas diferentes de zero. As equações (2.65), (2.66), (2.67) e (2.68) �cam

∂~L

∂t
=< v2 > (∇× ~W )− ~J(~x, t), (2.73)

∇ · ~L = N(~x, t), (2.74)

∂ ~W

∂t
= −∇× ~L, (2.75)

∇ · ~W = 0. (2.76)

Onde

N(~x, t) =< n(~x, t) >,

e

J(~x, t) =<~j(~x, t) > .

Por questão de generalidade, pode-se de�nir ~̃L e ~̃W . Estes transportam os efeitos de

�ltragem causados pelas fontes turbulentas aos campos ~L e ~W . Suas relações podem ser
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apresentadas como segue

L̃α = Lα + 4π

(
Pα −

∑
β

∂Qαβ

∂xβ
+ . . .

)
, (2.77)

W̃α = Wα − 4π (Mα + . . . ) , (2.78)

onde ~P , ~M e Qαβ são respectivamente as médias do dipolo de carga turbulenta, dipolo

de vórtice e quadrupolo de carga turbulenta do �uxo em questão. Essas quantidades são

nulas no caso de escoamento homogêneo.

Podemos expressar ~̃L e ~̃W em termos de ~L e ~W da seguinte maneira

~̃L = ε~L

e
~̃W = ξ ~W,

onde as constantes ε e ξ podem ser interpretadas como o análogo da hidrodinâmica para

constante dielétrica e permeabilidade magnética, respectivamente. Para o caso de meios

lineares e isotrópicos, podem ser considerados escalares, mas para meios anisotrópicos

serão tensores de segunda ordem.



Capítulo 3

Formulação Lagrangeana: Fluido

compressível e viscoso

A descrição Lagrangeana para �uidos tem se mostrado uma área de grande relevância.

Arnold em seu livro [15] mostra que através de uma abordagem geométrica e aplicando

algebra de Lie, escoamentos Eulerianos (µ/ρ = 0) podem ser representados por uma for-

mulação Hamiltoniana em qualquer dimensão. Este resultado motivou algumas aplicações

interessantes, que podem ser encontradas nos trabalhos de V. I. Arnold etal[16], onde são

tratados aspectos topológicos em hidrodinâmica como leis de conservação, e no traba-

lho de V. Zeitlin [17], onde são tratados aspectos referentes a instabilidade e equilíbrio

termodinâmico.

No trabalho de A. C. R. Mendes etal [18] foi apresentado que, considerando-se as equa-

ções da dinâmica meta�uida obtidas por Marmanis [1], é possível obter uma Lagrangeana

para �uidos viscosos. Haja vista que a estrutura das equações (2.73), (2.74), (2.75), (2.76)

do capítulo 2 tem a mesma estrutura matemática das equações da dinâmica meta�uida,

assim como mostrado em [13], onde para um �uido compressível e viscoso, escrevesse a

densidade de Lagrangeana

L =
1

2
(~l2 − a2 ~w2), (3.1)

sem termos de fonte ( ~J e N), ou seja, turbulência homogênea. Iremos considerar a partir

de agora, que todas as grandezas tem seus valores médios computados, para evitar nota-

ções carregadas, ou seja, serão omitidos os símbolos de valor médio. Substituindo ~l e ~w

na equação (3.1).
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L =
1

2

(
−∂~v
∂t
−∇Θ + ~Z

)2

− 1

2
a2 (∇× ~v)2 , (3.2)

onde Θ é a função energia do �uido de�nida em (2.14) e o vetor de Lamb é

~l = −∂~v
∂t
−∇Θ + ~Z (3.3)

e a vorticidade é dada por

~w = ∇× ~v. (3.4)

Calculando o momento conjugado à velocidade, resulta em

~Π =
∂L

∂~̇v
=
∂~v

∂t
+∇Θ− ~Z = −~l, (3.5)

que é a equação de Navier-Stokes (esta não é derivada diretamente das equações de Euler-

Lagrange) considerando que ~l = ~w × ~v. A viscosidade e a contribuição estatística (T∇s)
estão presentes em ~Z.

Calculando a equação de Euler-Lagrange para Θ e ~v, temos para Θ(~x, t), na forma

vetorial

∇ ·
(
∂~v

∂t
+∇Θ− ~Z

)
= 0⇒ ∇ ·~l = 0, (3.6)

e para ~v(~x, t)

∂

∂t

∂L

∂~̇v
− ∂L

∂~v
= 0⇒ ∂

∂t

(
−∇Θ− ∂~v

∂t
+ ~Z

)
= a2 (∇×∇× ~v) . (3.7)

A equação (3.7) combinada a (3.3) e (3.4), pode ser escrita como

∂~l

∂t
= a2 (∇× ~w) +

∂ ~Z

∂t
. (3.8)

As outras duas equações podem ser obtidas através da de�nição de ~w e ~l da seguinte

maneira

∇ · ~w = ∇ · (∇× ~v) = 0, (3.9)
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e

∇×~l = −∂ ~w
∂t

+∇× ~Z. (3.10)

Para o caso onde os termos de fonte estão presentes ( ~J e N diferentes de zero), haverá

mais dois termos na densidade de Lagrangeana

L =
1

2

(
~l2 − a2 ~w2

)
+ ~J · ~v −NΘ, (3.11)

onde os dois últimos termos do lado direto em (3.11) são semelhantes a −ρeφ+ ~A · ~Je com
ρe densidade de carga elétrica, φ potencial elétrico, ~A potencial vetor e ~Je densidade de

corrente elétrica do eletromagnetismo clássico.

A partir da substituição proposta no capítulo 2

~l′ =< ~l − ~Z >= −∂~v
∂t
−∇Θ, (3.12)

escrever-se a densidade de Lagrangeana

L =
1

2

(
~l′
2
− a2 ~w2

)
=

1

2

(
−∂~v
∂t
−∇Θ

)2

− 1

2
a2 (∇× ~v)2 . (3.13)

A equação (3.13), já com o vetor ~Z como uma polarização para o vetor de Lamb ~l, mostra

que a densidade de Lagrangeana para o campo eletromagnético no vácuo e a densidade

(3.13) tenham a mesma estrutura matemática.

3.1 Formulação covariante

Observando a densidade de Lagrangeana (3.13), nota-se que assim como o campo elé-

trico e magnético constituem um tensor de segunda ordem aintisimétrico, ~l′ e ~w também

podem ser escritos nesta mesma forma matemática. O tensor de segunda ordem antissi-

métrico para o �uido (Abeliano) será dado por

T µν = ∂µUν − ∂νUµ, (3.14)
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com o 4-potencial e a 4-divergência respectivamente dados por

Uµ = (Θ, a~v), (3.15)

e

∂µ =

(
−1

a

∂

∂t
,∇
)

(3.16)

O tensor T µν para o �uido em forma matricial obtido de maneira análoga ao tensor

de campo do eletromagnetismo F µν é

T µν=


0 l′1 l′2 l′3

−l′1 0 aw3 −aw2

−l′2 −aw3 0 aw1

−l′3 aw2 −aw1 0

 .

Reescrevendo a densidade de Lagrangeana (3.13) com os termos de fonte diferentes de

zero e com o tensor T µν , �ca

L = −1

4
T µνTµν −

1

a
JµU

µ, (3.17)

onde a 4-corrente turbulenta é dada por

Jµ = (aN, ~J).

Desta formulação covariante para �uidos, podem-se obter as equações não homogêneas

tipo Maxwell através de

∂νT
µν =

1

a
Jµ, (3.18)

a saber, µ = 1, 2, 3
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∂0T
10 + ∂1T

11 + ∂2T
12 + ∂3T

13 =
1

a
J1,

−∂(l′1)

∂t
+ a2(∇× ~w)1 =

1

a
J1, (3.19)

∂0T
20 + ∂1T

21 + ∂2T
22 + ∂3T

23 =
1

a
J2,

−∂(l′2)

∂t
+ a2(∇× ~w)2 =

1

a
J2, (3.20)

∂0T
30 + ∂1T

31 + ∂2T
32 + ∂3T

33 =
1

a
J3,

−∂l
′3

∂t
+ a2(∇× ~w)3 =

1

a
J3, (3.21)

somando (3.19), (3.20), (3.21),

−∂
~l′

∂t
+ a2∇× ~w = ~J. (3.22)

Para µ = 0

∂0T
00 + ∂1T

01 + ∂2T
02 + ∂3T

03 =
1

a
J0,

∂l′1

∂x1
+
∂l′2

∂x2
+
∂l′3

∂x3
=

1

a
(aN)⇒ ∇ · ~l′ = N, (3.23)

As duas equações homogêneas para o �uido podem ser obtidas através de

∂νT µν = 0, (3.24)

onde T µν é o dual de T µν e pode ser obtido através de

T µν =
1

2
εµναβTαβ, (3.25)
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com Tµν em forma matricial dado por

Tµν=


0 −l′1 −l′2 −l′3

l′1 0 aw3 −aw2

l′2 −aw3 0 aw1

l′3 aw2 −aw1 0

 .

Assim, usando a de�nição (3.25), T µν resulta na matriz

T µν=


0 aw1 aw2 aw3

−aw1 0 −l′3 l′2

−aw2 l′3 0 −l′1

−aw3 −l′2 l′1 0

 .

Da equação (3.24) para µ = 1, 2, 3

∂0T 10 + ∂1T 11 + ∂2T 12 + ∂3T 13 = 0,

−∂w
1

∂t
− (∇× ~l′)1 = 0, (3.26)

∂0T 20 + ∂1T 21 + ∂2T 22 + ∂3T 23 = 0,

−∂w
2

∂t
− (∇× ~l′) = 0, (3.27)

∂0T 30 + ∂1T 31 + ∂2T 32 + ∂3T 33 = 0,

−∂w
3

∂t
− (∇× ~l′)3 = 0. (3.28)

Somando (3.26), (3.27) e (3.28)

−∂ ~w
∂t
− (∇× ~l′) = 0. (3.29)

Para µ = 0
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∂0T
∗00 + ∂1T

∗01 + ∂2T
∗02 + ∂3T

∗03 = 0,

∂aw1

∂x1
+
∂aw2

∂x2
+
∂aw3

∂x3
= 0⇒ ∇ · ~w = 0. (3.30)

Assim, escrevemos as quatro equações tipo Maxwell para um �uido compressível e viscoso

através de (3.18) e (3.24). A formulação Lagrangeana para o �uido possibilita a obtenção

de uma Hamiltoniana, que pode ser usada para a formulação estatística da turbulência.



Capítulo 4

Equações Tipo Maxwell para um �uido

carregado

Neste capítulo vamos considerar e analisar o comportamento de um �uido carregado

composto por partículas com carga elétrica da espécie α, ou seja, considerar uma nova

lagrangiana que leve em consideração a presença do campo eletromagnético ao qual as

partículas estaram sujeitas, pois tal sistema físico é usado na descrição da dinâmica de

plasmas. Este �uido será compressível e viscoso, de modo que as ideias expostas nos

capítulos anteriores permanecem válidas aqui. Dentre estas as equações tipo Maxwell do

�uido e a formulação covariante.

4.1 Dinâmica de um �uido carregado

De modo semelhante ao realizado por R. J. Thonpson etal em [10], indexamos as gran-

dezas relativas ao �uido com um índice α relativo à espécie portadora de carga elétrica.

Representamos o conjunto de equações tipo Maxwell da seguinte maneira
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∇ · ~l′α = Nα, (4.1)

∇× ~l′α +
∂ ~wα
∂t

= 0, (4.2)

∂~l′α
∂t
− a2α∇× ~wα = − ~Jα, (4.3)

∇ · ~wα = 0. (4.4)

Como mostrado nos capítulos 1 e 2, ~l′α =< ~lα− ~Zα >. Para um �uido carregado composto

por partículas α, escrevesse a densidade de lagrangiana

L = −1

2

(
~l′
2

α − a2α ~w2
α

)
, (4.5)

onde a2α =< ~v2α >.

A �m de representar um �uido interagindo com o campo eletromagnético, de�nimos

o acoplamento de ~lα e ~wα com o campo elétrico e magnético, demodo análogo ao acopla-

mento do momento canônico m~v (m massa da partícula) com o potencial vetor ~A [19]

~lα → ~̂lα = ~lα + g ~E, (4.6)

~wα → ~̂wα = ~wα + b ~B. (4.7)

As constantes de acoplamento g e b serão determinadas mais a frente. Introduzindo ~̂lα e

~̂wα, já com os termos de acoplamento, uma nova densidade de lagrangiana é escrita

L′ = −1

2

(
~l′
2

α − a2α ~w2
α

)
=

1

2

(
−∂~vα
∂t
−∇Θα + ~Zα + g ~E

)2

− 1

2
a2α(∇× ~vα + b ~B)2, (4.8)

onde
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~lα = −∂~vα
∂t
−∇Θα + ~Zα, (4.9)

~wα = ∇× ~vα. (4.10)

Esta é a densidade de lagrangiana para um �uido carregado na presença de um campo

eletromagnético. ~Zα contém o carater estatístico (T∇s) e viscoso do �uido.

Calculando o momento relativo a velocidade

~Πα =
∂L′

∂~̇vα
=
∂~vα
∂t

+∇Θα − ~Zα − g ~E = −~̂lα, (4.11)

substituindo ~̂lα = ~̂wα × ~vα e ~̂wα = ~wα + b ~B em (4.11), temos

∂~vα
∂t

+∇Θα − ~Zα − g ~E = −
(
~wα × ~vα + b ~B × ~vα

)
,

∂~vα
∂t

+ ~wα × ~vα = −∇Θα + ~Zα + g ~E + b(~vα × ~B). (4.12)

Comparando a equação (4.12) com a equação do momentum para um �uido carregada

[10], nota-se que os últimos dois termos do lado direito da equação (4.12) é a força de

Lorentz por unidade de massa. Isso implica que as constantes g e b são iguais a
qα
mα

, onde

qα é a carga da parícula de espécie α e mα é a massa da partícula, ou seja,

g = b =
qα
mα

.

Substituindo g e b em (4.12), a equação de Navier-Stolkes para um �uido compressível,

viscoso e carregado, �ca

∂~vα
∂t

+ ~wα × ~vα = −∇Θα + ~Zα +
qα
mα

[
~E + ~vα × ~B

]
. (4.13)

Escrevendo a lagrangiana (4.8) em termos do potencial elétrico φ e do potencial vetor
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magnético ~A

L′ = 1

2

[
−∂~vα
∂t
−∇Θα + ~Zα +

qα
mα

(
−∂

~A

∂t
−∇φ

)]2
− 1

2
a2α

(
∇× ~vα +

qα
mα

∇× ~A

)2

.

(4.14)

Através da mudança de variáveis

~̂vα = ~vα +
qα
mα

~A, (4.15)

e

Θ̂α = Θα +
qα
mα

φ, (4.16)

escrevesse L′ como

L′ = 1

2

[
−∂~̂vα
∂t
−∇Θ̂α + ~Zα

]2
− 1

2
a2α

[
∇× ~̂vα

]2
. (4.17)

A equação (4.17) tem a mesma estrutura matemática que a da densidade de lagrangiana

(3.3) apresentada no capítulo anterior quando o campo eletromagnético é zero.

A �m de escrevermos o sistema de equações tipo Maxwell, tomamos o divergente,

rotacional e a derivada temporal da equação (4.6)

∇ · ~̂lα = ∇ ·~lα + g∇ · ~E = −∂∇ · ~̂vα
∂t

−∇2Θ̂α +∇ · ~Zα +
qα
mα

ρe
ε0
, (4.18)

onde ρe é a densidade de carga elétrica e ε0 é a permissividade elétrica do vácuo, substi-

tuindo N̂α = −∂∇ · ~̂vα
∂t

−∇2Θ̂α na equação (4.18)

∇ · ~̂lα = N̂α +
qα
mα

ρe
ε0

+∇ · ~Zα. (4.19)

Para o rotacional escrevesse a equação

∇× ~̂lα +
∂ ~̂wα
∂t

= ∇× ~Zα. (4.20)

Usando ~̂lα = ~̂wα × ~̂vα e
∂ ~̂wα
∂t

= ∇× ~̂lα para o cálculo da derivada temporal
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∂~̂lα
∂t

= (−∇× ~̂lα)× ~̂vα + ~̂wα ×
∂~̂vα
∂t

. (4.21)

Fazendo considerações análogos às feitas para a obtenção da equação (2.35) e (2.36), es-

crevesse a densidade de corrente para um �uido carregado, temos

~̂Jα =
(
N̂α +∇ · ~Zα

)
~̂vα+

(
qα
mα

)2
ρe
ε0
~A+2~̂lα ·∇~̂vα−~̂lα(∇·~̂vα)+~̂lα× ~̂wα− ~̂wα×

~̂vα
∂t

+
qα
mα

ρe
ε0
~̂vα.

(4.22)

Assim

∂~̂lα
∂t
− a2α∇× ~̂wα = − ~̂Jα −

qα
mα

ρe
ε0
~vα +

∂ ~Zα
∂t

, (4.23)

através do divergente de ~̂wα encontra-se a última equeção

∇ · ~̂wα = ∇ · (∇× ~vα +
qα
mα

~B) = 0. (4.24)

Em síntese, temos o conjunto de equações diferencias para o �uido carregado

∇ · ~̂lα = N̂α +
qα
mα

ρe
ε0

+∇ · ~Zα, (4.25)

∇× ~̂lα +
∂ ~̂wα
∂t

= ∇× ~Zα, (4.26)

∂~̂lα
∂t
− a2α∇× ~̂wα = − ~̂Jα −

qα
mα

ρe
ε0
~vα +

∂ ~Zα
∂t

, (4.27)

∇ · ~̂wα = 0. (4.28)

Assumindo ~Zα como uma polarização para ~̂lα, ou seja,

~̂l′α =< ~̂lα − ~Zα >, (4.29)
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e escrevendo uma densidade de carga e corrente totais respectivamente como

N̂ ′α = N̂α +
qα
mα

ρe
ε0

(4.30)

e

~̂J ′α = ~̂Jα +
qα
mα

1

ε0
~Je, (4.31)

onde ~Je é a densidade de corrente elétrica. Chegamos ao sistema de equações

∇ · ~̂l′α = N̂ ′α, (4.32)

∇× ~̂l′α +
∂ ~̂wα
∂t

= 0, (4.33)

∂~̂l′α
∂t
− a2α∇× ~̂wα = − ~̂J ′α, (4.34)

∇ · ~̂wα = 0. (4.35)

Este é o sitema de equações tipo Maxwell para um �uido carregado. Este descreve

toda a dinâmica do �uido imerso em um campo eletromagnético externo.

A partir de ~̂l′ = −∂~̂vα
∂t
−∇Θ̂α e ~̂wα = ∇× ~̂vα, constrói-se uma formulação covariante.

Considerando o tensor de segunda ordem assimétrico Gµν composto pelo tensor do �uido

e o fator de acoplamento com o tensor F µν do eletromagnetismo, temos

Gµν = T µνα +
qα
mα

F µν , (4.36)

onde
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F µν=


0 E1 E2 E3

−E1 0 cB3 −cB2

−E2 −cB3 0 cB1

−E3 cB2 −cB1 0

 ,

onde c =
1

√
µ0ε0

e

T µνα =


0 l

′1
α l

′2
α l

′3
α

−l′1α 0 aw3
α −aw2

α

−l′2α −aw3
α 0 aw1

α

−l′3α aw2
α −aw1

α 0

 ,

é o tensor de campo eletromagnético e do �uido carregado.

Assim como feito para o �uido neutro em (3.17), temos a densidade de lagrangiana

para o �uido carregado

L′ = −1

4
Gµν
α G(α)µν −

1

aα
JµαU(α)µ, (4.37)

onde o 4-potencial e a 4-densidade de corretnte são dados por

Uµ
α =

(
Θ̂α, aα~̂vα

)
, (4.38)

Jµα =
(
aαN̂

′
α, ~̂J

′
α

)
. (4.39)

As equações não homogêneas (4.32), (4.34) são derivadas de

∂νG
µν
α =

1

aα
Jµα , (4.40)

onde Gµν
α em forma matricial é



CAPÍTULO 4. EQUAÇÕES TIPO MAXWELL PARA UM FLUIDO
CARREGADO 33

Gµν
α =



0 l
′1
α +

qα
mα

E1 l
′2
α +

qα
mα

E2 l
′3
α +

qα
mα

E3

−l′1α −
qα
mα

E1 0 aw3
α +

qα
mα

cB3 −aw2
α −

qα
mα

cB2

−l′2α −
qα
mα

E2 −aw3
α −

qα
mα

cB3 0 aw1
α +

qα
mα

cB1

−l′3α −
qα
mα

E3 aw2
α +

qα
mα

cB2 −aw1
α −

qα
mα

cB1 0


,

a saber, para µ = 0

∂0G
00
α + ∂1G

01
α + ∂2G

02
α + ∂3G

03
α =

1

aα
J1
α

∇ · ~l′α +
qα
mα

∇ · ~E = N̂α +
qα
mα

ρe
ε0
⇒ ∇ · ~̂l′α = N̂ ′α. (4.41)

Analogamente para µ = 1, 2, 3, temos

∂~̂l′α
∂t
− a2α∇× ~̂wα = ~̂J ′α. (4.42)

As equações homogêneas (4.33) e (4.35) são obtidas através de

∂νGµνα = 0. (4.43)

O dual de Gµν
α é obtido por Gµνα =

1

2
εµνγβG(α)γβ, que pode ser representado em forma

matricial da seguinte maneira

Gµνα =



0 aw1
α +

qα
mα

cB1 aw2
α +

qα
mα

cB2 aw3
α +

qα
mα

cB3

−aw1
α +

qα
mα

cB1 0 −l′3α −
qα
mα

E3 l
′2
α +

qα
mα

E2

−aw2
α +

qα
mα

cB2 l
′3
α +

qα
mα

E3 0 −l′1α −
qα
mα

E1

−aw3
α +

qα
mα

cB3 −l′2α −
qα
mα

E2 l
′1
α +

qα
mα

E1 0


,

Assim são obtidas as equações tipo Maxwell e o tensor de campo para o �uido car-

regado. O tensor Gµν
α contém as componentes dos campos do �uido e do campo eletro-

magnético, neste sentido pode-se dizer que esta é uma representação uni�cada para este

sistema físico.
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4.2 Equação da onda

Pode ser analisado as características ondulatórias dos campos do �uido imerso em um

campo eletromagnético. Assim como no eletromagnetismo de Maxwell, sob certas cir-

cunstâncias é mais apropriado trabalhar com a equação de onda, porque ela permite uma

melhor compreensão de como o campo eletromagnético se comporta. Para a equação de

onda do campo de velocidades do �uido carregado, basta substituir em (4.27) o vetor de

Lamb dado por ~̂lα = −∂~̂vα
∂t
−∇Θ̂α, temos as seguintes relações

−∂
2~̂vα
∂t2
−∇∂Θ̂α

∂t
− â2α∇× ~̂wα = − ~̂Jα −

qα
mα

ρe
ε0
~vα +

∂ ~Zα
∂t

, (4.44)

onde

1

a2α

∂2~̂vα
∂t2
−∇2~̂vα = −∇

[
∇ · ~̂vα +

1

a2α

∂Θ̂α

∂t

]
+ ~̂Jα +

qα
mα

ρe
ε0
~vα +

∂ ~Zα
∂t

. (4.45)

Para a vorticidade, temos

1

a2α

∂2 ~̂wα
∂t2

−∇2 ~̂wα = ∇×
(
~̂Jα +

qα
mα

ρe
ε0
~vα

)
+∇× ∂ ~Zα

∂t
, (4.46)

onde a2α foi considerada constante. Estas são as equações de onda para os campos de

velocidade e vorticidade, escritos em termos de fontes turbulentas e com as contribuições

devido à interação com o campo eletromagnético, ~Je, bem como devido à viscosidade e à

temperatura em ~Zα.

A equação (4.45) mostra o carater ondulatório da dinâmica do �uido descrito pelo

conjunto de equações tipo Maxwell. Consequentemente, conhecendo os termos de fonte,

a evolução de cada espécie pode ser determinada separadamente através das equações de

onda.

As equações para os potenciais eletromagnéticos ~A e φ, que possuem expressões análo-

gas às equações obtidas acima, podem ser desacopladas através de uma escolha adequada

para os potenciais, essas escolhas são chamadas de transformações de gauge. Estes gauge

são

∇ · ~A = 0 (gauge de Coulomb), (4.47)
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e

∇ · ~A+
1

c2
∂φ

∂t
= 0 (gauge de Lorentz) (4.48)

que não alteram a física do sistema. Na dinâmica do �uido, essa liberdade não é uma

simples escolha de gauge, há implicações sobre a natureza física do �uxo . A relação

∇ · ~v = 0 para o �uido, que equivale ao gauge de Coulomb, não é um gauge verdadeiro,

pois este implica que o �uido é incompressível.

Da mesma forma, o gauge de Lorentz possui uma equação na dinâmica dos �uidos

dada por

∇ · ~v +
∂Θ

∂t
= 0,

que está ligado ao fato do �uido ser compressível. Assim, observamos que uma "escolha

de gauge"na dinâmica de �uidos está diretamente relacionada às hipóteses feitas sobre a

compressibilidade e incompressibilidade do �uido [10].



Capítulo 5

Evolução da Circulação e Helicidade

O propósito deste capítulo é analisar as equações que governam a evolução da helici-

dade e o estudo do mecanismo de geração de vórtice a partir da variação da circulação

associada com a integral de linha da velocidade em um circuito γ fechado dentro do �uido.

5.1 Circulação

Um funcional de consideravel importância na descrição do �uxo de vórtices, é a cir-

culação C entorno de uma curva fechada γ de�nida como a integral de linha da velocidade

C =

∮
γ

~v · d~x, (5.1)

que é importante em relação a seu princípio de conservação (teorema da circulação de

Kelvin). A circulação associada com uma quantidade física, calculada ao longo do loop γ,

pode ser zero ou assumir um valor diferente de zero dependendo se esta quantidade é uma

diferêncial exata ou não. Por exemplo, se esta quantidade física é Tds (T a temperatura

e s a entropia), a circulação é geralmente �nita e mede a quantidade de calor ganha em

um ciclo termodinâmico quase-estático.

Calculando a evolução da circulação com a cruva γ movendo com o �uido

dC
dt

=
d

dt

∮
γ

~v · d~x =

∮
γ

d~v

dt
· d~x+

∮
γ

~v · d
dt
d~x. (5.2)

O segundo termo do lado direito da equação (5.2) se anula, pois
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∮
γ

~v · d
dt
d~x =

∮
γ

~v · d~v =

∮
γ

d
v2

2
= 0, (5.3)

pois o campo de velocidades assume o mesmo valor apos completar uma volta em γ. Assim

dC
dt

=

∮
γ

d~v

dt
· d~x =

∮ [
∂~̂vα
∂t

+
(
∇× ~̂vα

)
× ~vα

]
· d~x, (5.4)

onde a velocidade generalizada ~̂vα é expressa por

~̂vα = ~v +
qα
mα

~A. (5.5)

Agora, usando que ~E =
∂ ~A

∂t
−∇φ, ~B = ∇× ~A e a equação de Navier-Stokes para o

�uido carregado

∂~vα
∂t

+ ~wα × ~vα = −∇Θα +
qα
mα

[
~E + ~vα × ~B

]
+ ~Zα, (5.6)

obtêm-se

∂~̂vα
∂t

+
(
∇× ~̂vα

)
× ~vα = −∇Θ̂α + ~Zα, (5.7)

onde Θ̂α é de�nido como

Θ̂α = h+
1

2
v2 +

qα
mα

φ, (5.8)

onde φ é o potencial elétrico.

Substituindo (5.7) em (5.4), temos que a variação da circulação C é

dC
dt

= −
∮
γ

∇Θ̂α · d~x+

∮
γ

~Zα · d~x = −
∮
γ

∇Θ̂α · d~x+

∫
s

∇× ~Zα · d~s, (5.9)

onde
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∇× ~Zα = ∇T ×∇s+∇×
(
ρ−1∇σ

)
= ~ΓB + ~Γν , (5.10)

onde ~ΓB = ∇T × ∇s, é chamado mecanismo de Biermann (Baroclinic) [20] e ~Γν =

∇ × (ρ−1∇σ) é referente à viscosidade, são as possíveis fontes de circulação C. Assim,

temos

dC
dt

= −
∮
γ

∇Θ̂α · d~x+

∫
∂γ

~ΓB · d2~x+

∫
∂γ

~Γν · d2~x, (5.11)

onde ∂γ é a superfície que se movimenta ao longo do �uido.

Nós podemos observar na equação (5.11) que o primerio termo do lado direito contribui

para a evolução da circulação se
∮
γ
∇Θ̂α · d~x =

∮
γ
dΘ 6= 0, ou seja, se a força derivada da

densidade de enrgia Θ̂α não for conservativa.

Além disso, temos outras duas contribuições para a evolução da circulação, o segundo

termo do lado direito de (5.11), que pode ser considerado uma forma de geração de

vorticidade. Este representa o �uxo de ~ΓB através da superfície ∂γ. Este termo é zero

quando o �uido é barotrópico, ou seja, quando a densidade depende somente da pressão

e a temperatura é constante.

O último termo do lado direito de (5.11) também é um termo de fonte devido a

viscosidade do �uido, e representa o �uxo de ~Γν através de superfície ∂γ. Note que,

considerando por simplicidade o caso de um �uido ideal com densidade constante ρ0, nós

temos o termo ~Γν = ∇2 ~wα. Portanto o termo ~Γν é proporcional a vorticidade gerada. O

termo dissipativo se tornará progressivamente maior à medida que a vorticidade aumenta.

5.2 Helicidade

É conhecido que para o campo eletromagnético no vácuo, a helicidade é de�nida por

h =

∫
( ~A · ~B)d3x. (5.12)

~A é o potencial vetor e ~B = ∇× ~A.

A generalização relativística da helicidade é de�nida por uma integral sobre a zerésima

componente da 4-corrente Jν = AµFµν ,
∫
J0
e d

3x, onde Fµν é o dual do tensor de segunda
ordem do campo eletromagnético F µν . Sendo Jν conservada, temos
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∂νJ
ν
e = −2 ~E · ~B = 0, (5.13)

somente se ~E · ~B = 0. Assim a helicidade é uma constante de movimento.

Assim sendo, a partir da analogia com o eletromagnetismo, representamos

Fµν → Gµν , (5.14)

e

Aµ → Ûµ = Uµ +
qα
mα

Aµ (5.15)

para o �uido. Logo a 4-corrente Jν pode ser escrita como

Jµα =

(
Uµ(α) +

qα
mα

Aµ

)
Gµνα . (5.16)

Usando que ∂µGµν = 0 para calcular a derivada da 4-corrente, temos

∂νJ
ν
α = ∂ν

[
Û(α)µGµνα

]
=
(
∂νÛ(α)µ

)
Gµνα + Û(α)µ∂νGµνα , (5.17)

que resulta em

∂νJ
ν
α =

(
∂νÛ(α)µ

)
Gµνα =

[
∂µÛ(α)ν −G(α)µν

]
Gµνα = ∂µÛ(α)νGµν −G(α)µνGµνα , (5.18)

que se reduz a expressão para a 4-corrente

∂νJ
ν
α = −∂µJµα −G(α)µνGµνα ⇒ ∂νJ

ν
α = −1

2
G(α)µνGµνα . (5.19)

O termo G(α)µνGµνα pode ser obtido usando Gµνα =
1

2
εµνγβGγβ(α), a saber

G(α)µνGµνα =
1

2
εµνρσG(α)µνG(α)ρσ =

1

2
4ε0ijkG0iGjk

= 2(−εijk)(−l̂(α)i)εjklŵ(α)l = 4(~̂lα · ~̂wα), (5.20)



CAPÍTULO 5. EVOLUÇÃO DA CIRCULAÇÃO E HELICIDADE 40

onde ~̂lα = ~lα+
qα
mα

~E e ~̂wα = ~wα+
qα
mα

~B. A 4-corrente pode ser escrita da seguinte maneira

∂νJ
ν
α =

1

2
G(α)µνGµνα (5.21)

Assim, obtêm-se

∂µJ
µ
α = −2~̂lα · ~̂wα, (5.22)

mas das equações

∂~vα
∂t

+ ~wα × ~vα = −∇Θα +
qα
mα

[
~E + ~vα × ~B

]
+ ~Zα, (5.23)

e

~lα = −∂~vα
∂t
−∇Θα, (5.24)

obtêm-se em uma forma equivalente à lei de Ohm

[
~lα +

qα
mα

~E

]
+ ~vα ×

[
~wα +

qα
mα

~Bα

]
= −~Z, (5.25)

ou

~̂lα + ~vα × ~̂wα = −1

ρ
∇σ − T∇s. (5.26)

Assim, podemos ver que

∂µJ
µ
α = −2~̂lα · ~̂wα = 2 ~̂wα ·

(
ρ−1∇σ

)
+ 2 ~̂wα (T∇s) , (5.27)

ou seja, so havera uma corrente conservativa para um campo de vorticidade especial que

resulte em anular a soma de produtos escalares do lado direito de (5.27), ou quando

a viscosidade e a contribuição da temperatura (T ) e gradiente da entropia (∇s) forem
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despresíveis, representadas por ~Zα.

A evolução da helicidade ĥα

ĥα =

∫
γ

~̂vα · ~̂wαd3x, (5.28)

para o �uido, é dada por

dĥ

dt
=

∫
γ

∂0J
0
αd

3x =

∫
γ

(
∂µJ

µ
α − ∂jJ jα

)
d3x =

∫
γ

∂µJ
µ
αd

3x = −2

∫
γ

~̂wα · ~Zαd3x, (5.29)

onde a integral ∫
γ

∂jJ
j
αd

3x =

∫
γ

∂j

(
Θ̂α ~̂wα + aα

(
~̂vα × ~̂lα

))j
d3x = 0

e γ é o tubo de vórtices movendo com o �uido e ~̂wα · n̂ = 0 para todos os vetores normais

à ∂γ.

Quando o �uido é incompressível (densidade ρ0), temos

dĥα
dt

= −ν
∫
γ

~̂wα ·
(
∇× ~̂wα

)
d3x+

∫
γ

~̂wα · (T∇σ) d3x, (5.30)

onde ν =
µ

ρ0
é a viscosidade cinemática. Notamos que o primeiro termo do lado direito da

equação (5.30) é extamente o mesmo resultado encontrado na literatura [21]. O segundo

termo do lado direito é a contribuição devido às características estatísticas do �uido. Este

resultado não foi derivado anteriormente na literatura.
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Conclusões

Com o estudo desenvolvido, foi possível compreender diversos conceitos e resultados

relacionados à dinâmica de �uidos.

Foi observado que o vetor de Lamb e a vorticidade constituem um bom par de variáveis

para o espaço de con�gurações do sistema, pois a partir deles foi possivel obter uma

densidade de lagrangiana e o tensor de campo para o �uido. Além disso, foi mostrado

que através da uma descrição via equações tipo Maxwell, é possivel revelar o caráter

ondulatório do campo de velocidade e do campo de vorticidades do �uido.

Foram apresentados os termos responsáveis por fazerem com que a circulação e a

helicidade não sejão constantes de movimento para o caso de um �uido compressível,

viscoso e carregado na presença de um campo eletromagnético externo.

Como perspectivas futuras, espera-se a análise de �uidos relatívisticos e a generalização

não abeliana para o �uido, com a intenção de descrever a dinâmica do plasma de quarks

e gluons.
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