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RESUMO

O objetivo deste trabalho é estudar um método, apresentado em [6], que nos permite
determinar se uma folheacao no plano projetivo possui ou nao solugoes algébricas, usando
apenas métodos de computacao algébrica. Mais especificamente usando bases de Grobner.
Com este método é possivel procurar por outros exemplos de folheacoes sem solugoes

algébricas.

Palavras-chave: Variedades Projetivas. Campos Vectoriais. 1-Formas Diferenciais. Folhea-

¢ao no Plano Projetivo.



ABSTRACT

The aim of this work is to present a method, given by S. C. Coutinho and Bruno F. M.
Ribeiro in [6], to check whether certain holomorphic foliations on the complex projective
plane have algebraic solutions, using only methods of algebraic computing or more precisely,
using Grobner bases. This algorithm is then used to produce examples of foliations without

algebraic solutions.

Key words: Projective Varieties. Vector Fields. 1-Differential Forms. Holomorphic

Foliations on the Projective Plane.
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1 INTRODUCAO

Uma equacao diferencial racional no plano complexo é uma equacao diferencial da
forma dy/dx = P(z,y)/Q(x,y), onde P(x,y) e Q(z,y) sdo polindmios com coeficientes em
C. As curvas obtidas pelo prolongamento das solugoes locais de uma equacao diferencial
deste tipo definem no plano uma folheagao por curvas (Teorema de Existéncia e Unicidade
de Solugbes). De forma simplificada, uma folheagao do plano complexo é uma decomposigao

deste em curvas nao singulares que sao localmente associadas a equagoes diferenciais.

Um estudo sobre solugoes algébricas de uma equagao diferencial racional no plano
complexo foi feito por J. G. Darboux em 1878. Um dos pesquisadores que contribuiram
muito neste estudo foi H. Poincaré. Em um artigo publicado no ano de 1891, ver [11],
onde sao apresentados alguns resultados sobre a existéncia de solugoes algébricas para

equacoes polinomiais em C?, Poincaré fez a seguinte afirmacio:

"Para determinarmos se uma equacdo de primeira ordem e de primeiro grau €
algebricamente integravel, basta encontrarmos um limite superior para o grau de suas

integrais primeiras, tendo isso precisamos fazer apenas alguns cdlculos algébricos.”

Atualmente o problema de limitar o grau de uma solugao algébrica de uma equagao
diferencial polinomial, em termos do grau da equagao diferencial, é conhecido como

"Problema de Poincaré".

Ja se sabe que este limite nao existe se consideramos apenas o grau da equagao
diferencial, veja o Exemplo 3.18 em [12] . Entretanto, se considerarmos outros pardmetros,

a resposta a este problema passa a ser afirmativa.

Em 1979, J. P. Jouanolou provou que o conjunto das folheagoes holomoérficas
de P? que nao tem solucao algébrica é denso no espaco que parametriza as folheacoes.
Para a prova deste fato Jouanolou construiu uma folheacao algébrica em P? sem solugoes

algébricas.

Em 1994, Carnicer em [4] encontrou a mesma cota que Cerveau e Lins Neto
encontraram em [5] para o grau de uma curva invariante que nao contém nenhuma
singularidade dicritica da folheagao. Em 1997, Campillo e Carnicer, [3], apresentaram
cotas que dependem da resolucao de singularidades da curva invariante. Outras cotas

podem ser encontradas em [16] e [15].

A prova dada por Jouanolou, e outras provas mais recentes, dependem de proprie-
dades muito especiais. Mais ainda, todos os exemplos explicitos de folheacoes de P? sem

solugoes algébricas sdo pequenas variagoes do exemplo construido por Jouanolou.

O objetivo deste trabalho é estudar um método, apresentado em [6], que nos
permite determinar se uma folheacao possui ou nao solugoes algébricas usando apenas

métodos de computacao algébrica, mais especificamente, bases de Grobner. Com este
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método é possivel procurar por exemplos de folheagoes sem solugoes algébricas.

A estratégia usada pelos autores foi a sugerida por Poincaré, ou seja, foram
consideradas folheagoes algébricas com um limite superior para o grau de suas possiveis
solugoes algébricas. Especificamente, folheagoes sem expoentes racionais positivos, pois

neste caso uma tal cota superior é conhecida.

Portanto, precisamos inicialmente de um método para testarmos se uma folheacao
tem ou nao expoentes racionais positivos e em seguida outra maneira de testarmos se

existe ou nao solucao algébrica.
Este trabalho sera apresentado na ordem seguinte.
No Capitulo 2, apresentamos os conceitos basicos de variedades afins e projetivas.

No Capitulo 3, estudamos espacgos tangentes a variedades afins e projetivas e os

relacionamos com o conjunto das k-derivagoes.

No Capitulo 4 e 5, trabalhamos com os campos vetoriais no plano projetivo e as

1-formas diferenciais.

No Capitulo 6, apresentamos dois algoritmos: um para determinar se uma dada
folheacao de P? tem expoentes racionais positivos e o outro para determinar se uma
folheacdo de P? tem solucdes algébricas. Os fundamentos matematicos que justificam os

algoritmos sao apresentados também neste capitulo.

No Apéndice, apresentamos a defini¢ao e alguns resultados sobre bases de Grobner.
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2 CONCEITOS BASICOS

2.1 VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

Seja k um corpo algebricamente fechado. Denotamos por A™(k), ou simplesmente

por A™, o espago afim de dimensao n sobre o corpo k, ou seja,
An(k) = {p = (p17p27 S 7pn) 3 P1y---3Pn € k}

Denotamos o anel de polindémios em n varidveis sobre k por k[zq, xa, ..., z,)].
Definigao 2.1. Seja F' € k[xy,...,2,]. Umn ponto p € A" é dito um zero de F' se F/(p) = 0.

Definigao 2.2. Seja F' € k[xq,. .., z,] um polindmio nao constante. Definimos o conjunto
dos zeros de F' como sendo Z(F') = {p € A™; F(p) = 0}. Este conjunto é chamado de

hipersuperficie.

Quando n = 2 uma hipersuperficie é chamada de curva. Uma curva dada por um

polinémio F' de grau 1 ¢é dita reta.

Exemplo 2.3. Se F(z,y) = y — 2°, entdo o conjunto dos zeros de F ¢
Z(F) = {(p1.p2) € A% py = pi*}.

Podemos generalizar a Definigdo 2.2 para um conjunto de polindmios em k[xy, ..., z,].

Defini¢ao 2.4. Seja S um subconjunto nao vazio de k[z1, ..., x,]. Definimos o conjunto
dos zeros de S por
Z(S)={peA™; F(p)=0,VF € S}.

Definigao 2.5. Um subconjunto V' de A™ é dito um conjunto algébrico (afim) se V' = Z(5),

para algum subconjunto S C k[xy, ..., z,].

Lema 2.6. Os conjuntos algébricos satisfazem as seguintes propriedades:
1. Z({0}) = A" e Z(k[z1,...,z,)) = 0.
2. Se 51,5 C klzy,...,x,] e Sy C Sy, entao Z(S2) C Z(5h).
3. Dada uma colegao {S\}x C klxy,...,x,], entdo N Z(Sy) = Z(UnS)).
4. Se 51,52 C ]{7[331, c ,l’n] eS;.5 = {fl.fg; fl € Si, 1=1, 2}, entao

Z(Sy.Ss) = Z(S1) U Z(Ss).

Demonstracao. Segue direto das definigoes. m
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Exemplo 2.7. Seja F' = y* — 2%y € k[z,y]. Entao o conjunto algébrico Z(F) é
Z(F) = {(z,y) e A% yly —2°) =0} =
= {(z,y) €A%y =0 U{(z,y) €A% (y—2?) =0} =
= Z(y)VZ(y—a?).

Z(F) = Z(y* — 2%y)

Yy
A
)

Z(y —x?)

777777

Figura 1 — Exemplo 2.7

Definicao 2.8. Os conjuntos algébricos de A" sao ditos conjuntos fechados de A". Os

subconjuntos de A™ que sao complementares de conjuntos fechados sao ditos abertos de
A",

Como consequéncia do Lema 2.6, temos que A" e () sdo conjuntos abertos, a unido
arbitraria de abertos é um aberto e intersecao finita de abertos é um aberto. Portanto os

conjuntos abertos de A" formam uma topologia chamada a topologia de Zariski.

Definicao 2.9. Um conjunto algébrico V- C A" é dito redutivel se V' = V; U V5, onde
Vi, V2 s@o conjuntos algébricos nao vazios em A" e V; & V., i =1, 2. Caso contrario V' é

dito irredutivel.
Definicao 2.10. Seja V' C A™. Definimos o ideal de V' como sendo o ideal
Z(V)=AF € klzy,...,x,]; F(p) =0,Vpe V}.

Proposicao 2.11. Seja V' C A" um conjunto algébrico. V é irredutivel, se somente se,

Z(V) é ideal primo em k[xy, ..., z,)].
Demonstracio. Veja [13], pagina 35. ]
Exemplo 2.12. Se F' € k[Xy, Xy, ..., x,] é um polindmio irredutivel, entao (F) é um

ideal primo e portanto V' = Z(F) C A" é irredutivel.

Exemplo 2.13. No Exemplo 2.7 vimos que V = Z(y? — 2?y) é uma curva redutivel, com

componentes V) = Z(y) e Vo = Z(y — x?), que sdo irredutiveis pelo Exemplo 2.12.

Definicao 2.14. Um conjunto V' algébrico e irredutivel de A" é dito uma variedade afim.
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2.2 ANEL DE COORDENADAS DE UMA VARIEDADE

Definicao 2.15. Seja V' C A™ um conjunto algébrico nao vazio. Definimos o anel de

coordenadas de V', denotado por K[V], como sendo

k’[l’l, c. ,.ﬁEn]

EVI=""Zw

(2.1)

Pela Definicao 2.15, se f € K[V] entdo f = F, onde F € k[xy,...,z,]. Os

elementos do anel de coordenadas de V sdo classes de equivaléncias de polinémios

F={Geklry,...,v,); G—FeZ(V)}.

Se X C A" é um conjunto nao vazio, consideramos o conjunto
(X, k)={f: X — k; féfuncao}.

Observagao 2.16. (§(X,k),+, .) com as operagoes

(a) (f +9)(=) = f(z) +g(x), Vz € X;

(b) (f.9)() = f(2).g(x), Vo € X.

¢ um anel comutativo, com unidade. Podemos ainda identificar k£ com o subanel de F(X, k)

das fungoes constantes.

Definigao 2.17. Seja V' C A" uma variedade afim. Uma funcao f € §(V k) é cha-
mada fungdo polinomial sobre V' se existe um polindémio F € k[zy,...,x,] tal que
f(p) = F(p),Vp e V. Neste caso denotamos f por F|y.

Observagao 2.18. O conjunto das fungdes polinomiais é um subanel de F(V, k) que

contém k.
Note que cada polinémio F' € k[zy,...,x,| define uma funcdo polinomial em V.
Além disso, dois polindémios F, G € k[zy,...,x,] definem a mesma fungao polinomial f

se e somente se F'(p) = f(p) = G(p), Vp € V. Portanto F, G € k[xy,...,x,] definem a

mesma fungao polinomial em V' se somente se F' — G € Z(V).

Isto nos dd uma identificacdo de K[V] com o anel das fungoes polinomiais de V'

em k.
K[V] «— {f:V — k; f é funcdo polinomial}

F — f=FyV-—k

Tal identifica¢ido nos permite enxergar os elementos de K[V, os quais sdo classes

de equivaléncias, como funcoes de V em k.
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2.3 FUNCOES RACIONAIS E O CORPO DAS FUNCOES RACIONAIS

Se V' .C A" é uma variedade, entdao K[V] é um dominio de integridade, pois, pela

Proposigao 2.11, Z(V') é um ideal primo.

Definicao 2.19. Se V é uma variedade de A", entao o corpo de fracoes do anel de

coordenadas de V' é chamado corpo das fungoes racionais em V. Ele sera denotado por
K (V), ou seja,

/.
g’

K (V) = { fgeKVlg¢ z<v>}/ - (2.2

A relagao de equivaléncia ~ em K (V') dada em (2.2) é

h
= ~ — se e somente se fr = gh.

g r
Denotamos a classe de equivaléncia de um elemento f/g por f/g, ou seja,
f h
g) = preklVlrgIV) e fr=ghem V. (2.3)

Defini¢ao 2.20. Uma fungao ¢ € K (V) é dita regular em um ponto p € V' se pode ser
escrita na forma ¢ = i, onde f, g € k[V] e g(p) # 0.
g

2.4 ANEL LOCAL DE UMA VARIEDADE EM UM PONTO

Definicao 2.21. Sejam V C A" uma variedade afim e p € V. Definimos o anel local de

V' no ponto p por

0,7 = {1 e kW)t #0}.

Logo, O,(V) é o subanel de K (V) das fungdes que sdo regulares em p. Além disso,
O,(V) é subanel de K (V') contendo K[V]. Portanto temos que

kcC K[V]CO,(V)cC K(V).

Sejam A um anel comutativo, P um ideal primo e
Ax(A=P)={(f.9); f.gec Aeg¢ P}.
Definimos a localizacao de A em P como o anel
Ap = {Ax (A= P)}/ ~

onde (f,g) ~ (f',g') se existe h € A — P tal que h(fg — fg) =0
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Podemos ainda ver o anel local local de V' em um ponto p € V como sendo a
localizagao de k[V] no ideal m, = {f € K[V]; f(p) = 0}.

Baseando-nos neste fato definimos, para os subconjuntos algébricos afins, o anel

local de V' em p como sendo a localizagao de k[V] em m,, ou seja,

O ideal M, (V) = {f € O,(V); f(p) = 0} é o tnico ideal maximal do anel local O,(V).

2.5 MUDANCA DE COORDENADAS AFINS
Seja R : A™ — A™ uma aplicacao polinomial definida por
R(zy,...,zn) = (Ri(x1, ... x0), ..., R0, ..., 20))

onde R; € k[zy,...,x,],Vi=1,...,m.

A aplicacao R induz uma nova aplicacdo, que é um homomorfismo de anéis, R

definida por
R:k[zy,...,xm] — klz1,..., 2]

F — R(F):=FoR.

Denotamos a imagem de F' por F isto é, FF .= E(F) =FoR.

Defini¢ao 2.22. Seja I um ideal de k[x1, ..., T,,]. Definimos o ideal I* em k[zy,- - - , z,]
por I = ({FE; Fel}) Cklzy,...,xn)

Definicao 2.23. Se V' é um conjunto algébrico afim em A™, definimos um novo conjunto
algébrico afim em A" por VE =V (If), onde I = I(V) é o ideal de V em k[xy, ..., 2]

R
An Am
/—\

FE e klxy,... 2, — 1 Feklxy,...,xml
IR C klxy,...,1,)], ideal. <———— I C k[z1,...,2y,], ideal.
VR variedade algébrica. =~ «———— V variedade algébrica.

Figura 2 — Defini¢oes 2.22 e 2.23

Observacao 2.24. Se uma aplicacao polinomial R : A" — A™ é uma bijecao, entao
R™L(V) = V(I®), para todo conjunto algébrico afim V de A",
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De fato, temos que

pERYNV)< R(p) €V < (FoR)(p) =0, VF € I(V).

Como F o R = Ff_segue que

peERYV) <= FRp) =0, VF c I(V) < Ff(p) =0, VF c I(V)".

Portanto, p € R™Y(V) < p € V(I*).
Observagao 2.25. Se V = Z(F), onde F é um polindmio nao constante, entao VI = Z(F%).

Definicao 2.26. Uma mudanca de coordenadas afins em A" é uma aplicacao polinomial
bijetiva R = (Ry,..., R,) : A" — A" tal que

Ri(xl,...,xn):aio—l—aﬂxl—{—---—i—amxn;aijek, VZ:L,TLGVJZO,,H

Observe que uma mudanca de coordenadas R pode ser escrita na forma R = R o R,

"o, - o, . ~ . . . ~
onde R é uma translagdo e R é uma aplicacao linear. Descrevemos abaixo estas aplicagoes.

(a) R = (R),...,R,): A" — A" onde

/

R(xy,...,x,) = apnxy + -+ - + @inxy,, para cadai € {1,--- n}.
b) R =(R],...,R)): A" — A" onde R; (z1,...,2,) = aio + ;.

’ . ’ .. ~ . ~ / 7’ ~ .
Além disso, como R é uma bijecao, a aplicacgdo R é uma transformacao linear

invertivel.

Lema 2.27. A composicao de duas mudancas de coordenadas afins é uma mudanca de

coordenadas afins.

Demonstragio. Sejam R = (Ry,..., R,) : A" — A" S = (51,...,5,) : A" — A" e

duas mudancas de coordenas afins, onde

n
Ri(xy,...,x,) = ajo + Zaijxj, paracadai=1,...,n.
i=1

Si(xy, ... xy) = bio + Zbij%‘, para cada i =1,...,n.
j=1

Entao (So R) (xy,...,z,) =
= (S (R(z1,-..,20)) s Sn (R (21, ... 7)) =
:(Sl(Rl(xl,...,l‘n)w"’Rn(xla---axn))?"'aSn(Rl($17"'7xn)7"'7Rn<x17"'7‘1'71))):



19

= b10+zblj $1,...,In),...,bn0+ZijRj(l’1,...,$n)):

J=1 J=1

= b10+zb1j (ajo—i—ZaﬂxZ),... ng—l—anj (ajo—i—z%zx)):

Jj=1 Jj=1

= blO + Z bljajo + Z Z bljajlxla o nO + Z bnja]O + Z Z bn]aﬂxz) -

=1 j5=1 =1 j5=1

= | cy+ Z dojl'j, .5 Cp + Z dnjxj) y onde C;, = biO + Z bijaji e di]’ = Z bijaji

j=1 j=1 Jj=1

Logo S o R é a composi¢gao de uma translacdo com uma aplicacao linear. [

Outra maneira de denotarmos uma mudanga de coordenadas afins R : A™ — A", ¢é

expressando R em forma matricial da seguinte forma:

R(zy,. . own) = | @ ax - @ |+ |21 @ oo -’BnHR/}T,

/ . . N . ~ . . ,
onde denotamos por [R | a matriz associada a aplicacao linear de R, isto é,

@11 Q2 - QA1p
Q21 Q22 - A2p
/
[R]=
An1 Gp2 " Gpp

Observamos que det([R']) é invertivel pois a mudanga de coordenadas ¢ uma bijegao.

Se S : A" — A" é uma outra mudanca de coordenadas afins, expressa matricial-

mente por

S(xl,...,xn)z[blo by - - bn0]+[371 Ty - (En}[sl}T?

onde a matriz associada a aplicagao linear de S é

bll b12 e bln

/ b21 622 e an
s1=] .

bnl bn2 bnn

Entao R(S(z1,...,2,)) =

[Gm Qg - ano]-l—({bm bag - bno}—l—[xl Ty - anS/}T) {R'}T:



:[alg Aop -+ QApo }‘I‘[blo b20 bnO } {RI}T‘F[[Kl Tog -+ Tp } [S/}T [R/}T.
Logo [Ro S] = [R][S'].

Observacao 2.28. Se R : A" — A" é uma mudanca de coordenadas afins, entao a sua

inversa R~!: A" — A" é uma mudanca de coordenadas afins e
12 —1 12 -1
Ril(flfl, Ce ,iL‘n) = (am, Ce ,Cln(]) [R:| + (l’l,fﬂg, ce ,xn) [R}
Exemplo 2.29. Seja R : A? — A? uma mudanca de coordenadas afins definida por

R(x1,29) = (a19 + a11 1 + a12 Ta, agp + a2y Ty + a2 T2) .

Entao, a transformacao de R é

T ’ a a
R(.Z'l,l'g):{alo a20}+{x1 [E2:|[R:| y onde [R]: 1 12]
a1 Q22
Se d = det([R']) = aj1ass — ai2a91 # 0, entdo
a2 a1
ro—1
_ d d
[R} - —a921 E
d d
Portanto
1 1
R (3517 352) = g (fl12a20 — Q22010 + A22T1 — A12T2, A21Q10 — A11020 — A21T1 + 011902) .

Exemplo 2.30. Seja L a reta que passa por dois pontos p,q € A". Se R é uma mudancga
de coordenadas afins em A", entdo R(L) é a reta que passa por R(p) e R(q).

Seja R=(Ry,...,R,) : A" — A" com

n
Ri(xy, ..., 2n) = ajo + Zaijxj-

Jj=1

Sejam R(z1,. .., x,) = Zaij:pj, Vi=1,...,n, p=(p1,---,0n) €q=(q1,-..,qn). Entéo
j=1
L={(p1+tar —p1),-.pn +Uagn —pn)), t Ek} e

Ri(p +t(q —p)) = aip + Enjaz'j(pj +t(g; —pj))

j=1
= ap+ Y ai;(p;) +tY_ aij(g; — p;)
=) j=1

= Ri(pr- o opa) +E[Ri(qr, o 0a) — Ripr, 2]

Portanto, R(L) = {R(p) + t(R (q) — R (p))}.
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Definigao 2.31. Dizemos que uma propriedade "P" relativa a curvas (ou configuragoes
planas tais como conjunto de pontos, retas, etc ) é uma propriedade invariante por mudanga
de coordenadas, se para cada mudanca de coordenadas afins R, uma curva satisfaz a

propriedade "P", se somente se, a imagem da curva por R satisfaz a propriedade "P".
Exemplo 2.32. O grau de uma curva é uma propriedade invariante.
Exemplo 2.33. A propriedade de 3 retas serem concorrentes ¢ uma propriedade invariante.

Exemplo 2.34. Um ponto pertencer a uma curva ¢ também uma propriedade invariante.

2.6 MULTIPLICIDADE DE INTERSECAO

2.6.1 Invariancia do Indice de Intersecao

Sejam C' = Z(F') C A" uma hipersuperficie, onde F' € k[zy,...,z,]|, e L uma reta

em A" que passa pelo ponto p € A", com dire¢ao dada por v € A". Entao,
CNL={p+tv;F(p+tv) =0}

Obtemos assim que os pontos de intersecao da reta L com a curva C' estdo em correspon-

déncia com as rafzes do polindémio ]; (t) == F(p+ tv) em klt].

Observacgao 2.35.

(a) Se LNC =0, entdo ]; (t) ¢ um polinémio constante nao nulo.

(b) Se L é uma componente de C, entao ]j (t) ¢ identicamente nulo.

Sendo k[t] um dominio de fatoracdo unica (DFU), podemos decompor 5 (t) de

forma tinica como .
Zi(t) = Ci:H1(t — )™,

onde m; é a multiplicidade de a; como zero de IL7 (t). Estes a; se correspondem univocamente
'
com os pontos de intersecao da reta L com a curva C. Além disso z:mZ =d, onde

0= deg(F (1)),

Lema 2.36. Os inteiros m; independem de mudangas de coordenadas afim .

Demonstragio. Seja L = {p+tv € A™; t € k} a reta que passa por p com vetor diretor v.

Considere a funcao

N
F — F(t) = F(p+tv)
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Observemos que para cada par F,G € klzy,...,z,| camprem-se:

° Y(aF +G) = (aF +G)(p+tv) = aF(p+tv) + G(p + tv)) = ap(F) + ¥(G).

* Y(FG) = (FG)(p+tv) = F(p+tv)G(p + tv) = p(F)¥(G)

Logo ¢ é um homomorfismo de anéis. E ficil ver que 1) é sobrejetor.

Além disso, Kerty = Z(L). De fato, F' € ker(1)), se somente se, F(p + tv) = 0.
Logo, F' € ker(v), se somente se, F' € Z(L).

Portanto, concluimos que

klxy, ..., z,)

Além disso, por ser k[t] DFU, entao (D)

é DFU. Se }L7’(t) € k[t] tem

decomposicao ¢ H(t — ;)™ entao a F|;, corresponde uma decomposi¢do com o mesmo
i=1
numero 7 de fatores irredutiveis distintos e a mesma quantidade m; de vezes repetidas de

cada fator irredutivel.

Agora se R : A" — A" é uma mudanga de coordenadas afins, sua inversa induz a

seguinte aplicacao polinomial:

R:klxy, ... x,) — k[z1,. .., 2]
F+— fi(F) =FoR™!
Entdo, R induz um isomorfismo

~ kl[zy, ..., 2] klxy, ...z,

"TTID T IR

(2.4)

tal que F|, e R(F)| f(z) € correspondem, juntamente com as suas decomposigGes em

fatores irredutiveis. O

Defini¢ao 2.37. Sejam L uma reta em A", C' = Z(F) C A™ uma curvae p € CN L.
Se o(t) =p+tv, t €k, é uma parametrizagdo de L, entao p = ¢(0). A multiplicidade
interse¢ao (ou indice de interse¢do) de L com C no ponto p é a multiplicidade de ¢t = 0

como um zero de ]; (1).

Observacao 2.38.

(a) Se p ¢ LNC, entdao a multiplicidade de L com C no ponto p é 0.
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(b) Sep e L C C, entdao a multiplicidade de L com C no ponto p é occ.

Exemplo 2.39. Sejam F(z,y) =y —2*e L :y = ar + b curvas em C%. Se a® + 4b = 0,
entdo C' e L tem s6 uma intersecao com multiplicidade 2. Se a? + 4b # 0, entdo elas tem

duas intersegoes distintas com multiplicidade de intersecao 1 em cada ponto.

De fato, como Zj(x) = F(z,ax+b) = (ax+b) —2* € C[z], temos que se a*+4b = 0,
Ii(x) tem s6 uma raiz repetida e se a® + 4b # 0, entdo J;(@ tem duas raizes distintas.
Portanto, se a? + 4b = 0, entdo C e L tem s6 uma intersecao com multiplicidade 2. Se
a?+44b # 0, C e L tem duas intersecoes distintas com multiplicidade de intersecao 1 em

cada ponto.

Figura 3 — Exemplo 2.39

2.7 VARIEDADES PROJETIVAS

Definimos, geometricamente, o espaco projetivo de dimensao n sobre k, denotado
por P*(k) ou simplesmente por P", como sendo o conjunto de todas as retas de A" que

passam pela origem.

Um ponto p = (po, p1, - - -, ) € A"\{0} determina uma tinica reta passando pela

origem, a saber, a reta
{()\po, )\pl, ey )\pn) ) A€ k}
A reta determinada por p € A" serd denotada por (pg:p1:...: pn)-

Dois pontos p = (po, p1,---,Pn) € ¢ = (G0, q1, - - -, qn) em A" (k) determinam a

mesma reta se somente se existe A € k\{0}, tal que ¢; = Ap;, para todo i =0,...,n.

Para definirmos o espaco projetivo em coordenadas homogéneas, definimos em

A"\ {0} a seguinte relagio de equivaléncia.

(o, P1s -+ s0n) ~ (Q0, q1, - -+, Gn) < N € E\{0};¢; = A\p;, Vi € {0,...,n}.

Definicao 2.40. O espago projetivo de dimensao n sobre um corpo k é o conjunto

P"(k) = (A™"\{0}) / ~ .
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Um ponto de P*(k) é a classe de equivaléncia de um ponto
(zo, 1, ..., 7,) € A"\ {0}

e serd de notado por (zg : x; : ... : x,). Se um ponto p € P"(k) é determinado
por (zg,x1,...,1,) € A"™MN\{0}, dizemos que (zg : 7 : ... : x,) sdo as coordenadas

homogéneas do ponto p. Assim,

P* = {(zo:21:...:2,); (w0, 71,...,2,) € A"TN\{0}}.
Para cada i € {1,2,...,n}, o conjunto onde a ésima coordenada é nao nulo e
denotado por
U={(xo:xy:...02;: ... xy) € P 2y # 0}

estd naturalmente em bijecdo com os pontos de A™ e, por isso, seus pontos sao chamados

pontos finitos. De fato, as fungoes

To Ti—1 Tig1 T
(xo:.o.imp: . imy) —> (,..., , e, —
e
(I A" ’ Ui
(Toy ooy i1, Tig1y ooy Tp) — (oo imyq i limiy oo my)

sao bijecoes, uma inversa da outra. Por isso, identificamos U; = A"

Para cada ¢ € {0,1,...,n}, os pontos pertencentes ao conjunto
Ho ={(xo:my:...02;:...0xp) € P 2y =0}

sao chamados pontos no infinito. Além disso, H., ¢ dito hiperplano no infinito.

Podemos entao escrever o espaco projetivo de dimensao n como a uniao disjunta

destes dois conjuntos, isto é,

P" = U; UH,,
ou ainda,
P =)0,
i=1
Defini¢ao 2.41. Seja F' € k[zg, x1,...,2,). Dizemos que x = (x¢ : a1 : ... : x,) € P"

é zero do polinémio F', e escrevemos F(z) = 0, se F' se anula para qualquer escolha de

coordenadas homogéneas de x, isto é, se F/(Axg, Az1,...,Az,) = 0, para todo A € k\{0}.

Defini¢ao 2.42. Seja F' € k[zg,x1,...,2,| um polindmio de grau d. F' é chamado um

polinébmio homogéneo se

F(Azo, Az1, ..., x,) = M (xg,21,...,2,), ¥\ € k\{0}.
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Observacao 2.43. Todo polindémio F' € k[zg, x1,. .., x,] de grau d se escreve da forma
F=rO_ 4 p®_ .. 4 F(al)7

onde cada F® ¢ a soma de todos os mondmios de grau i de F. Os polindmios F©, ) . F(@)

sao chamados componentes homogéneas de F. Além disso,
F(\xg, Aoy, ..., Axn) = FO(xg, 2y, 2) + -+ MNFD (g, 21, ... )

para todo A € k\{0}.

Como k é um corpo infinito, temos que F'(Azg, Axy,...,A\x,) = 0, para todo
A € k\{0} se e somente se FV)(zq,z,...,,) =0, para todo i. Ou seja, se um polinémio
F' se anula em um ponto z € P, todas as suas componentes homogéneas se anulam nesse

ponto.

Definigao 2.44. Seja S C k[zg, x1,. .., 2,). O conjunto de zeros de S, denotado por Z(S),

é definido como sendo
Z(S)={z P F(2)=0,VF € S}.

Definigao 2.45. Um subconjunto V' C P" é dito conjunto algébrico (projetivo), se

V = Z(S) para algum S C k[xg, 1, ..., x,] formado por polinémios homogéneos.

Definicao 2.46. Os conjuntos algébricos projetivos de P sao ditos fechados projetivos.

Os complementares dos conjuntos fechados projetivos sao chamados de abertos projetivos.

Definicao 2.47. Os fechados projetivos definem em P™ uma topologia chamada Topologia
de Zariski.

Exemplo 2.48. Seja F' € k[zg,x1,...,2,] um polinbmio homogéneo nao constante. O
conjunto Z(F') é um fechado projetivo de P", chamado uma hipersuperficie. Quando n = 2

uma hipersuperficie é chamada curva em P2.
Exemplo 2.49. Seja F' € k[zg,z1,...,2,] um polindmio homogéneo. O conjunto
Up:=P"—Z(F)
é um aberto de P", chamado um aberto principal.
Exemplo 2.50. Os conjuntos
U ={(zo:x1:...:2,) € P"; x; # 0},

para cada i =0, 1,...,n, sdo abertos principais de P, ja que U; = P" — Z(x;), para todo
ie€{0,1,...,n}.
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Definicao 2.51. Um subconjunto de P" que é a interse¢do de um aberto com um fechado
projetivo é chamado quasiprojetivo.

Observagao 2.52. Para qualquer fechado projetivo X C P", o conjunto X; := X N AT é

aberto em X. Portanto, ¢ um quasiprojetivo.

Dado um fechado V' C A" ~ Uy, seja V a intersecdo de todos os fechados de P*
contendo V. Entdo, V é um fechado de P", chamado fecho projetivo de V. Nao ¢é dificil
ver que V = Z(S), onde

S = {xSeg(F)F (1’1’ x”) s F(1,...,2,) € I(V)}.

Zo ’ Zo
Definicao 2.53. Sejam X C P" e Y C P dois conjuntos quasiprojetivos. Uma funcao

¢ : X — Y é um morfismo se, para cada x € X, existem Fy, Fi, ..., F,, € klxg,z1,...,2,],

homogéneos de mesmo grau, tais que

o(x) = (Fo(x) : Fi(x):...: Fu(x)).
Um morfismo bijetor cuja inversa é também um morfismo é chamado um isomorfismo.

Definicao 2.54. Um conjunto quasiprojetivo que é isomorfo a um fechado afim é chamado

variedade afim.

Exemplo 2.55. Os conjuntos
U ={(xg:21:...:2,) € P"; z; # 0},

para cada 1 =0, 1,...,n, sdo variedades afins.
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3 ESPACO TANGENTE A UMA VARIEDADE

Sejam V' C A" uma variedade algébrica afim e p € V fixo. Desejamos definir a

condicao de tangéncia de uma reta passando por p € V com a variedade V' no ponto p.

Suponhamos que o sistema de coordenadas de A™ é escolhido de modo que p = 0. Seja
L = {ta;t € k} coma € A" — {0}

uma reta passando pelo ponto p e suponha que Z(V) seja gerado pelos polindmios
Fy, ..., F,. O conjunto de intersecao da reta L com a variedade V, denotado por VN L, é o
conjunto solugao do sistema F(at) = Fy(at) = --- = Fy,(at) = 0. Além disso, os zeros co-
muns destes polindmios sao os zeros do polinémio f(t) = M DC{F(at), Fx(at), ..., F,(at)}
em kt].

Escrevendo f(t) na forma
f@)=c][t— )™, a; €k, my €k,
observamos que p =0 € V N L, se somente se, t = 0 é raiz de f(t).
Observacao 3.1. Os valores t = «; correspondem aos pontos de intersecao de V' com L.

Definigao 3.2. A multiplicidade de intersecao de V' com L em p é a multiplicidade de
t = 0 como raiz do polinémio f(t) = M DC{F\(at), Fx(at), ..., F(at)}, a qual denotamos
por #(V, L, p).

Observagao 3.3. A multiplicidade da interse¢ao é a maior poténcia de t que divide Fj(at),
Vi=1,2,...,m.

Observagao 3.4. Se Fj(at) é identicamente nulo, Vi = 1,2, ..., n., entdo a multiplicidade

da interse¢ao de V' com L em 0 é considerada +oo.(Nesse caso, L C V.

Observagao 3.5. A multiplicidade da interse¢do de L com V é independente da escolha
dos geradores de Z(V).

De fato, suponhamos que Hy, ..., H, € k[xy,...,x,]| sdo outros polindmios tais que
Z(V) = (Hy,...,H,). Seja h(t) = MDC{H(at),...,H.(at)}. Podemos escrever cada H;
como

Hi = gilFl + ...+ gszm, onde gi1y - - -y 9im - ]{?[1’1, Ce ,ZEn].
Logo
H;(at) = gii(at)Fi(at) + - - - + gim(at) F(at).

Se f(t) = MDC{F(at),...,F,(at)}, entdo f(t)|H;(at), portanto f(t)|h(t).

Analogamente mostra-se que h(t)|f(t). Donde conclui-se que h(t) = cf(t), para

algum c € k£ nao nulo.
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Definicao 3.6. A reta L é tangente a V em um ponto p = 0 se a multiplicidade de

intersecao de V com L em p = 0 é maior ou igual a 2.

Procuramos as condigbes para que L = {ta;t € k} seja tangente & V' no ponto

p = 0. Para isso escrevemos F; na forma
F;, = FZ.(O) + Fi(l) + FZ.(2) 4+t Fi(d),
onde F,¥) é polinémio homogéneo de grau j, para 0 < j < d = deg(F). Logo
Fi(ta) = tFV(a) + £ (F(a) + tF(a) + - + K (a))

onde F,9(ta) = 0, pois t = 0 é zero de Fj(ta), j4 que 0 € V N L. Portanto, Fj(ta) é
divisivel por ¢? se somente se E(l)(a) =0, paracadai=1,...,n. Isto é, t =0 é raiz de

multiplicidade 2 de Fj(ta) se e somente se
Fl(l)(a) = FQ(I)((I) =...= Fm(l)(a) =0.

Portanto, a reta L = {ta;t € k} é tangente a V no ponto p = 0 se e somente se
acz(BW, . . F,W).

Definicao 3.7. O lugar geométrico dos pontos de A™ que estdo em alguma reta tangente

a V em p é chamado espaco tangente a V' em p e é denotado por T,,V.

Figura 4 — Defini¢ao 3.7

Exemplo 3.8. Sejam V' = A" e p € A". Entao T, A" = A",

De fato, como Z(V) = (0), entdo a parte linear de I/ é () = 0. Portanto
T,A" = Z((F')) = A"

Exemplo 3.9. Seja V' C A™ uma hipersuperficie, isto é, V = Z(F), F € k[zy,...,x,].
Observe que Z(V) = (F). Se 0 € Ve FF = L+ G, onde L denota o termo linear de
F e G o termo de grau maior ou igual a dois de F', entao TyV ¢ dada pela equacgao
L(zy,...,2,) =0.
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Se L # 0, entdao TyV é um k espaco vetorial de dimensao n — 1. Se L = 0 entao
TV = Z(0) = A™.

Exemplo 3.10. Sejam C = {(a;,as) € A?; a? = ay}. Como C' = Z(F), onde o polinémio
F(l‘,y) =Yy—- 33'2 € k[xvy]v I(C) - <F> € F(l) =1, entao

T,C=Z(y) ={(zr,y) € A% y=0} = L.
Até aqui o espago tangente foi definido em termos das equagoes que definem uma
variedade V em A”. E natural perguntarmos se dado um isomorfismo f : V — W, T,V

e T)W serao isomorfos? Para responder esta pergunta reformulamos a nocao de espaco

tangente de modo que dependa somente do anel de coordenadas de V.
3.1 DIFERENCIAL DE UMA FUNCAO REGULAR.

Definig¢ao 3.11. Sejam F € klxy,...,z,] e p= (p1,...,pn) € A™. Definimos a diferencial

de F' em p como a parte linear da série de Taylor de F' no ponto p, ou seja,

Segue da definicao acima que

dp(F +G) = dp(F) +dp(G);
d,(FG) = F(p)dy(G) + G(p)dp(F).

Suponha que V' é uma variedade afim tal que Z(V') = (Fy,..., F,) e 0 € V. Entéo

podemos descrever o espago tangente de V' no ponto 0, como sendo dado por

doFy = doFy = - - = dyF,, = 0, ou ainda por,

O)T) =0, Vji=1,....m
2o,

Isso prova a proposicao seguinte.

Proposicao 3.12. Sejam p, v = (v1,...,v,) € A", V C A" uma variedade afim tal que
Z(V) = (F1, Fy, ..., F,). Entao

oF;

v=(vy,...,v,) € T,V, se somente se, Z@T

(Z_pl):07 vjzlaam

Observacao 3.13. Da Proposicao 3.12, vemos que

n aF n
1=1 ?

Wi — pi))- (3.1)

Logo T,V é uma variedade algébrica.
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Exemplo 3.14. Consideramos V = Z(y? — yx?) C A?. Entao

873/ ox
Pela equagao (3.1), temos que TpV = Z((0)) = A%

Sejam V uma variedade algébrica afim em A" e g € k[V]. Entao, existe um
polindémio G € k[xy,...,z,], tal que G = gem k[V], o qual denotamos por G|y = g.

Seja H € k[xy,...,x,] outro polinémio tal que H|y = G, entao H — G € Z(V).
Se Z(V) = (F, ..., F,), escrevemos H — G = g1 Fy + -+ - + g F, onde g; € k[xq, ..., x,).

Neste caso,
dy(H = G) = dy(giFy+ -+ gnFin)

(1 (p)dpFy + Fi(p)dpgy) + -+ + (gm(P)dp Frn + Fin(p)dpgim)
= gl(p)dpFl + -+ gm(p)dme

Dai,
d,(H — G) € (dpF1,...,d,Fy,) =I(T,V).

Assim dy(H —G) =0em T,V e d,H = d,G em T,,V.

Definig¢ao 3.15. Sejam V' C A" uma variedade algébrica, p € V e f € k[V]. A diferencial
de f no ponto p ¢ definida por d,,f = d,G|z,v, onde G € k[z1,...,x,] é tal que G|y = f.

Para cada p € V fixo, podemos definir a fungao diferencial como sendo

d, : k[V]—(T,V)*
fr—d,f.

Ja que d,(a) =0, para cada a € k, podemos substituir o estudo desta funcio pelo
da funcao d, : m, — (1,V)*, onde m, = {f € k[V]; f(p) = 0}.

3.1.1 Natureza Intrinseca do Espaco Tangente

Teorema 3.16. Sejam V' uma variedade algébrica afim e p € V. A funcaod, : m, — (T,V)*

induz um isomorfismo entre os espacos vetoriais — e (7,V)*.
m

p

Demonstracao. Vamos supor, sem perda de generalidade, que p = 0. Consideramos o ideal
my, ={f € k[V]; f(p) = 0} em k[V]. A restri¢ao de d, sobre m,, isto é d,, : m,—(T,,V)*, é
uma transformacao linear. De fato, sejam f, g € k[V] e a € k. Como dy,(af +g) € (T,V)*,

entao

dy(af + 9)(v) = dp(aF + G)(v) = ady F(v) + dyG(v) = ady f(v) + dpg(v),
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onde f = Fly, g=Gl|v e F,G € klzy,...,x,]. Logo
dy(af + g)(v) = ad,f(v) + d,g(v), para cada v € T, V.

Ou seja, d,, ¢ uma transformacao linear.

Provaremos agora que d, : m,—(1,V)* é sobrejetor. Para isso escrevemos
A" =T,V & W, onde W subespago de A" e W NT,V = {0}. Desta forma todo elemento

z € A" se escreve, de maneira tinica, como
2 =21+ 2, onde 2y €T,V ez € W.

Dado ¢ € (T,V)*, definimos f : A" — k por f(z) = f(z1 + 22) = ¢(z1). Entao, f é

claramente linear e f|7, v = ¢. Além disso, como f = Z a; x;, onde a; € k, entao f € m,,.
i=1

Obtemos que d,f = f|T,V = ¢. Portanto d,, é sobrejetiva.

Resta provarmos que ker(d,) = m3.

Se g € my, é tal que g € ker(d,), entdao d,g =0, em (7,V)*. Logo se g = G|y, onde
G e k[Ty,...,T,], entdao d,G = 0 em (7,,V)*. Logo

d,G € Z(T,V) = (d,F}, ...,d,F),
onde Z(V') = (F, ..., Fy,) e, portanto, existem constantes Aq, ..., \,, € k tais que
dyG = MdpFy + - -+ A\pdp .
O polindémio G— A\ Fy —- - - =\, Fy, € k[Th, ..., T,,] satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ndo tem termo constante, pois
G(0) — A\ F1(0) — -+ - — A Fin(0) = 05
(b) ndo tem termos de grau um;
(c) dp(G— NFy — - — A\ Fy) =0 em T,V, pois
d,G — MdpFy — - — \pd, F, = 0, em T,V.
De (a) e (b) concluimos que
G—MF, — - = AuFy € (21,...,1,)%
Como G(p) — MFi(p) — -+ — A Fn(p) = g(p), para todo p € V| entdo temos que

g= (G — M == )\mFm)‘V-
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Portanto g € (@1, ...,n)°, onde p; = Tily, com 1 <i<n e (g1,...,0,) =m,. Logo
ker(d,) C m?.
Agora mostraremos que m? C ker(d,). Seja f € m> C my,. Entao, f = fi.fs, onde

f1, fo € my,. Além disso, como

dpf = dp(f1.fo) = fi(p)dpfa + fa(p)dpfr =0,
concluimos que f € ker(d,). Logo, ker(d,) = mf,. Portanto, obtemos que

My Mp

~ (T,V)" e ( >*:TPV.

2 2
my my

]

Definicao 3.17. Se V é uma variedade afim e p € V, dizemos que é 0 espago

_r
my
cotangente de V' em p.

Corolario 3.18. Sejam V e W variedades afins e f : V — W um isomorfismo. Entao,
T,V ~ Ty, W. Em particular a dimensao do espago tangente em um ponto ¢ invariante

por isomorfismo.

Demonstracao. Consideremos a fungao Pullback
[ kW] — k[V]
g— [f"(9)=gof

Como f*(myq)) Cmy, e f*(mf,,)) Cm: , entdo a fungio

m m
f* . J;(Ip) — 772’
M (p) my

induz uma transformagao linear entre espacos cotangentes. Como

P * mf(p) *
m% ( P ) ¢ mi(p) ( 1) ) ’

podemos obter uma transformagcao linear ainda denotada por f* tal que

[ (TrpW) — (T,V)"

Considerando a transformacao linear dual df* obtemos uma transformacao linear,

a qual denotamos por d, f, ou seja, d,f : T,V — Ty, W.

Notemos que se f é um isomorfismo, entao o pullback f* é um isomorfismo, portanto,

dpf é um isomorfismo. Assim, se V= W, entao T,V = Ty,yIV e
dim(T,V) = dim(Tspy W),

para cada p € V. O
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3.2 DERIVACOES SOBRE R-ALGEBRAS

Nesta secao estudamos as relacoes entre derivacoes e vetores tangentes de uma

variedade algébrica.

Definigao 3.19. Sejam R um anel comutativo, A uma R-algebra comutativa e M um

A-médulo. Uma fungao R-linear D : A — M, que cumpre a regra de Leibniz, isto é,
D(ab) = a D(b) + b D(a), para todo a,b € A,

é chamada uma R-derivacao de A em M.

Se D é uma R-derivacao de A em M, entdo D satisfaz as seguintes propriedades:

(a) D(14) =0.
De fato,

D(lA) = D(lA.lA) = 1AD(1A) + 1AD(1A) = D(lA) + D(lA).

Assim, D(14) = D(14) + D(14) e como M é um A-médulo D(14) = 0.

(b) D(r) =0, para cada r € R.

De fato, como A é uma R-algebra, entao

D(r) = D(1a.r) =7rD(14) = 0.

Exemplo 3.20. Se R = k, entdo A = k[xq,...,x,] é uma k-dlgebra e M = k[xy,...x,]

é um k[xq, ..., z,]-mbédulo. A derivada parcial com relacao a j, isto é, D; = e é uma
x .
j

k-derivagao sobre k[x1, ..., x,], para cada j = 1, ..., n.

Sejam R un anel comutativo, A uma R-algebra comutativa e M um A-mddulo.

Denotamos por Dergr(A, M) o conjunto das R-derivagoes de A em M.

Para cada D', D € Derg(A, M) e b € A, definimos as seguintes operagoes:
(a) (D+ D')(a) = D(a) 4+ D'(a), Va € A;

(b) (bD)(a) = bD(a), Ya € A.

Entao, é facil verificar que Derg(A, M) com estas operagoes é um A-modulo.

Quando A = M, denotamos Derg(A, A) por Derg(A).



34

Exemplo 3.21. Sejam R = k, A = k[z1,...,x,] e M = k[, ...x,]. Entdo, Dery(k[xy, ..., z,])
é um k[zy,...,x,]-mbédulo. Dai, para cada G € k[xy,...,x,] e D € Derg(klzy,...,x,]) te-

mos GD € Dery(k[xy,...,x,]). Em particular Ga— € Dery(klzy,...,x,]), para cada
Lj
7=1...,n.

Sejam A e B R-algebras e ¢ : A — B um homomorfismo de R-algebras. Se N é
um B-mddulo, definimos para cada a € A e cada n € N, a multiplicacao an := p(a)n.

Desta forma N é um A-mddulo.

Lema 3.22. Sejam ¢ : A — B um homomorfismo entre R-algebras e D € Dergr(B, N),
entdo Do € Derg(A, N).

Demonstracao. Sejam a,b € A er € R. Como

Dog(a+rb) =D(p(a+1b)) = D(p(a) +ro(b)) = D(p(a)) + D(re(b))
=D(p(a)) +rD(p(b)) = Dopla)+rDop(b),

segue que D o é uma fungdo R-linear.

Além disso,

Dop(ab) = D(p(ab)) = D(p(a) ¢(b)) =
= ¢(a) D(p(b)) + ¢(b) D(¢(a)) = a D(p(b)) + b D(p(a)).

Portanto, D o ¢ é uma R-derivagdo de A em N. O

Proposigao 3.23. Se p : A — B é um homomorfismo de R-dlgebras, entdao a aplicacao

¢ : Derg(B,N) — Derg(A,N)
D+—— ¢(D)=Doyp

¢ um homomorfismo de A-médulos com ker (¢) = Dera(B, N).

B

D € Derg(B,N)

Figura 5 — Desenho da proposi¢ao 3.23

Demonstragio. Pelo Lema 3.22, ¢(D) € Derg(A, N), para todo D € Derg(B, N).
Se D, D' € Dergr(B,N) e a € A, entao
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(a) $(D+ D)= (D+D')op=Dop+D og=¢(D)+o(D),
(b) é(aD) = (aD) o p = a(D o p) = ag(D).

Portanto, ¢ é um homomorfismo de A-moédulos.

Agora, mostraremos que ker(¢) = Ders(B, N). Se D € ker(¢),entdo D € Derg(B, N)
e D(¢(a)) =0, para cada a € A. Além disso, para todoa € Aeb € B,

D(ab) = D(p(a)b) = p(a) D(b) + b D(p(a)) = ¢(a) D(b) = a D(b),

Logo, D é A-linear, isto é, D € Dery(B, N), ou ainda, Ker(¢) C Dera(B,N).
Além disso, Se D € Dera(B,N) e a € A, entdo

D(p(a)) = D(p(a) 1) = D(alp) = a D(15) = 0.
Logo, D o ¢ =0, ou seja, D € ker(¢). Portanto Ker(¢) = Dera(B, N). O
Lema 3.24. Sejam A = k[xy,...,z,|, M um k[zy,...,x,]-m6dulo e D € Dery(A, M),

entdo D(F) =Y D(xj)a(F), VFeA
j=1 du;

Demonstracao. Se F = Z agxy .. .xﬁ”, entao
B

D(F) = S asD(a ... o) —
B

- Zaﬁ[D(mfl)xgz b P D) a4 e aP D ()] =
B

= agD(z) ey . xPr + > agry D(zh)ah? . al 4 4 > agri ey . xbn D (xf)
B B B

=Y agbiD(zy)a) ey P+ > agfnD(xy)x a2 . bt
B g
oF oF oF " oF

= D(IE1)873:1 + D(Ztg)aixz + -+ D(l‘n)aixn = ];D(I])ax]
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3.3 RELACAO ENTRE O CONJUNTO DAS DERIVACOES E O ESPACO TANGENTE

Nosso objetivo é mostrar que existe uma identificacao entre o espaco tangente de
uma variedade algébrica afim T,V e Dery(k[V], k).

Lema 3 25. Dado v =(v1,...,0,) € A", a funcao D, : k[xq,...x,| — k[z1,...x,], dada por

D, = ZUL , ¢ uma k-derivagao sobre k[xy, ...x,].

Demonstrag¢io. Sejam a € k e F,G € k[zy,...x,]). Temos que

D,(aF +G) = sz aF+G Z%( ai (G)):

- a;vi%(lﬁ’) +3 viaa(a) = aD,(F) + Dy(G).

7 =1 (2

Logo, D, ¢ k-linear.

Além disso,

"0
FG):;via Zv, &Ez +G8:L“,( ) =

Li i=1

7 i=1 Z;

= FD,(G)+ GD,(F).
Logo, D, cumpre a regra de Leibniz. Portanto, D, é uma k-derivagao sobre k[z1,...z,]. O
Sejam F' e G polindémios em k[zy,...x,] tais que F|y= f e G|y= f. Temos que
F—-GeZ(V) epara todop e V, (F — G)(p) = 0. Portanto, F'(p) = G(p).
Isto nos permite fazer a defini¢do seguinte.

Defini¢do 3.26. Sejam k um corpo, V uma variedade algébrica de A", p € V e k[V] o

anel de coordenadas de V. Definimos a fungao

w: k[V]xk —  k
(f,a) > aF(p)’

onde F' € k[xy,...x,) ¢ um polindmio tal que F|y= f.

Observagao 3.27. Com a operacao de multiplicagdo dada na Defini¢cao 3.26, o corpo k

passa a ser um k[V]-médulo, que denotamos por k.
Proposicao 3.28. Sejam p € V ev € T,V. A funcao
D,: klV] — k&,
" OF
— R

¢ uma k-derivacao de k[V] em k.
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Demonstragio. D, estd bem definida. De fato, dados F, G € k[xy,...,z,] tais que

Fly=G|y=f, temos F'— G € Z(V), ou seja, F — G =0 em V. Assim, a?C(F —G) =0,
J
em V,Vje{l,...,n}. Donde segue que
OF oG " OF
875]'(> 8%() € ;Uja Zya%

Sejam f, h € k[V] e a € k. Entao existem F, H € k[zy,...,x,] tais que f = F|y e
h = H|y. Da definicdo de D temos que

D(af +h) = D,(aF + H)(p) = aD,(F)(p) + D,(H)(p) = aD(f) + D(g)

e portanto D é k-linear.

Além disso,
D(fh) = )= S g (P =
—Xn:% ( o +H§£> (p) =
= F(p)DU(H)(p) + H(p)Do(F)(p) =
= [(p)D(h) + h(p)D()-
Logo D é uma k-derivacao de k[V] em Fk,. O

A Proposicao 3.28 mostra que cada v € T,V induz uma derivagao D que depende
de v e p. Agora queremos mostrar uma espécie de reciproca desta proposicao: cada

elemento D € Dery(k[V], k,) define um vetor tangente a V' em p.

Proposicao 3.29. Seja D € Dery(k[V], k,) entdo existe um vetor tangente v € T,V tal
que D(f) = D,(F)(p), para cada f € k[V], com F € k[xy,...,x,] tal que f = F|y.

K[V] D k)

™ — D fe) <
Y
k‘[[L‘l, I ,ZL‘n]
Figura 6 — Desenho da proposi¢ao 3.29

Demonstragio. Seja m : k[xq,...,x,] — k[V], a proje¢do canoénmica, isto é, m(F) = F.

Observe que 7 ¢ um homomorfismo de k-algebras.



Se D € Dery(k[V], k,), entdo, pelo Lema 3.22, temos que Dom € Derg(k[z1, ...

Consideramos a funcao

D: Elxy,...,zn] — kp
H — D(m(H)).
Entao, se f = F|y, pela defini¢ao D e pelo Lema 3.24, temos que

oF

D(f) = D(n(F)) = D(F) = iT)(azj)%.

Consideramos v = (5(@), . ,E(xn)> € A". Afirmamos que v € T,V.

De fato, se Z(V) = (F1, ..., F,), temos que

para cada ¢ = 1...,r. Portanto, v = (D(xl), e E(xn)) eT,V.

T, Kp)-

]

As Proposigoes 3.28 e 3.29 nos indicam que para um ponto fixo p € V, existe uma

bijecao entre o espago tangente 7,V e o conjunto das derivagoes Dery(k[V], k,), o qual é

um k[V]-mdédulo.

Seja 1 a aplicagao entre esses espagos vetoriais definida por

Y T,V — Derg(k[V], k)
v > D,

(3.3)

Afirmamos que 1 é um isomorfismo de espacos vetoriais. Como 9 é bijetiva, resta apenas

mostrar que ¥ ¢ uma aplicacao linear.
Sejam a € k, v,w € T,V e seja f € k[V], com F|y= f. Entao

" 8F
Y(av 4+ w)(f) =Dgpiw(F Z avj + w;) aZvj )+ Zw]
= 8 ox; 0%

= aDy(F)(p) + Du(F)(p) = app(v)(f) + w(@U)(f) = [aw(v) + ()] (f).

Logo, ¥(av + w) = arp(v) + ¥ (w).

Observacao 3.30. Sejam V' uma variedade algébrica e p € V. Pelo isomorfismo (3.3), o

espago tangente da variedade V' no ponto p pode também ser definido como sendo

T,V := Dery(k[V], k).
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Proposicao 3.31. Para cada p € A", o espaco vetorial T,A" tem como base o conjunto
8= {8%1|P" 9_|,}, onde a%i|p(F) = 92 (p), para cada F € k[xy, ..., z,].

Demonstragio. Para cada derivacdo D € Dery(k[xy, ..., x,], k), existe um vetor
v = (vi,...,v,) € A" tal que D = D,. Pelo Lema 3.25, temos que

" OF
D,(F) = i—(p).
(F) =Y v, )
Logo B gera T,A". Além disso, se existirem ay,...,a, € k, tais que Z a; =1, = 0, entéo

o O

> a; ax] (p) = a; =0, para todo j = 1,...,n. Donde se segue que § é L.I.
=1 9T

%

3.4 ESPACO TANGENTE DE VARIEDADES PROJETIVAS

Definicao 3.32. Seja p € P". Definimos o espaco tangente a P" em p, denotado por T,,P",
como sendo T,A” se p € U; = A7

Observagao 3.33. A definicao de espaco tangente a P em p independe do aberto Uj.
De fato, se p € A N A7, e os abertos U; = A} e U; = A sdo variedades afins isomorfas

temos, pelo Corolério 3.18, que T,AT = T,A7.

Definicao 3.34. Sejam V uma variedade quasiprojetiva irredutivel e p um ponto de V.
Definimos o espago tangente a V' em p por T,V :=T,U, onde U ¢é qualquer vizinhanca

afim de p.

Observagao 3.35. Como a interse¢dao de conjuntos afins é de novo um conjunto afim,

temos que se U e W sao abertos afins de V' contendo p entao, pelo Coroléario 3.32,
T,V =T,U=2T,(UnW)=1T,W,
isto é, a definicao independe da vizinhancga afim contendo p.

Exemplo 3.36. Sejam A® = {(29,21,22);2; € k,Vi=1,2,3} e U = A> — V(z,). Entao,
U é uma variedade quasiprojetiva (aberto de P*) isomorfa a um conjunto fechado de
V C A% De fato, se V = {(20, 21, 22, 23) € A%; 2024 — 1 =0}, entdo ¢ : U — V dada por
(20, 21, 22) = (zo, 21, 22, Z10> é um isomorfismo de variedades quasiprojetivas. Assim, pela

Definigao 3.34, para todo p € U C A?, temos que T,A* = T,U.
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4 CAMPOS VETORIAIS NO PLANO PROJETIVO
4.1 EXPRESSAO LOCAL DE UM CAMPO VETORIAL

Definicao 4.1. Um campo vetorial em uma variedade V' é uma funcao X que associa a

cada ponto p € V um vetor X(p) € T,,V.

Exemplo 4.2. Considere k = C. Dado p € Uy C P? segue da Definicao 3.32 que

T,P? = T,,Uy. Também temos a relagio

k[Uo] ~ k[A?] =

pois Uy ~ C2. Além disso,

0 0
1,0y = Dery,(k[Uo], kp) = Derk(k[xbm?]vkp) = <87x1’pa %’p)a

Logo,

0 0
TP]P2 = <87x1|p7 %‘ﬁ'

Assim, um campo de vetores X em P? é tal que em U

0 0

X(p) = al(p)aimlko + a2(p)87x2|pv

onde aq,as : Uy — k sdo fungoes.

Observacao 4.3. A expressao anterior descreve o campo vetorial X apenas no aberto

Uy C P2. Daqui para frente denotaremos X restrito a U, simplesmente por

0 0
XUO =01 +as—. (41)

Definicao 4.4. Se as fungdes a; e ay dadas na expressao 4.1 sdo polinomiais o campo

serd chamado de campo vetorial polinomial.

Daqui para frente trabalharemos apenas com campos vetoriais polinomiais.

Observagao 4.5. Os mesmos calculos feitos anteriormente podem ser feitos para os
abertos U; e Uy de P2.

4.2 EXPRESSAO GLOBAL DE UM CAMPO VETORIAL

Vimos que um ponto p = (2 : 21 : 22) € P? corresponde a reta em A? definida pela
origem e pelo ponto (2, 21, 22) € A*> — {0}. Entdo faz sentido estudarmos a relagio entre

os espagos tangentes de P? e A3 — {0}.
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Seja U o aberto afim de A% definido por
U= {(Z()a 21, 22); 20 7é O} = A3 — Z(Zo)

e seja ¢ a aplicagdo definida por

P U — A?
Z1 R9
(20,21,22) +— (7 )
20 <0
Como k[U] = k [Zl, 22} e k[A?] = k[xy, z5], entdo o* : k[A%] — K[U], o pullback
20 <0

de ¢, é dado por ¢*(f) = f o . Para p = (20, 21, 29) € U, temos que

w“ﬂ@%=ﬂﬂ%&h@»=f(ﬁzﬂ.

20 20
Para cada p € U, consideramos a diferencial de ¢ em p

dpg0: TpU:TpA?’ — Tw(p)AQ
D — Do p*

Entdo, d, é uma transformacao linear e, para todo f € k[, z2|, vale
dyp(D)(f) = (Do @")(f) = D(¥"(f))-

Veremos a seguir como um campo vetorial em A? induz um campo vetorial em P2,
Seja f(x1,x2) € k[z1, 5] um polindmio de grau d. Entao

21 22) _ F(z0, 21, 20)

20 2o 28 ’

& (P2 2) = Flolzn 1, 22)) = f (

onde F'(zo, 21, 29) € k[20, 21, 22] é um polindbmio homogéneo de grau d, chamado homoge-

neizacao de f.

Além disso, vale a seguinte relacao, chamada relacao de Euler:

oF oOF oF
208720(20, 21, 22) + 218721(207 21, 22) + 228722(207 21, 22) = dF (20, 21, 22).

. dre[*1 ~2

Para ver isso, observe que F'(2g, 21, 22) = 2§ f (, ) e portanto,
20 <0

3F _ 21 %9 _ 21 8f Z1 R9 Z9 (9f Z1 R92
a0 ’ ) :dd ! (7)_ al = <7> . (7) )
82’0 (ZO “ 22) “ f 20 <0 “0 20 61‘1 20 R0 * 20 8372 20 20
OF a1 Of <z1 22)
02, (2072’1, 22) =20 01, Zo’ 7 )
5)F d—1 af 21 22)
8722(20721722) = 2 87@ (20720 .
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Por outro lado, dados p = (po, p1, p2) € A* — {0} e

0

DeTl,U= TpA?’ = <£|p> (3721|p’ 8722|p>>

existem ag, ay, as € k tais que
0 0

D = ao—]p + a1—|p + Clgi‘p.

820 821 8,22
Se o*(f) = f o ¢ € k[U], temos que D(¢*(f)) = D(f o ¢) e que

0 0 0
D(fop)= ag TZO(JCO@)(p) +a aizl(fOSO)(p) + a aﬁ@(f%@(p)

= g (5) 00 (3) 0+ ()

o aE L LORY L (LORY L oRY
- 23t 2802 P/ 24 0z P/t a2 28 0z, P

1 oF oF oF
= ?(p) [CLO <_dF + ZOaZO> (p) + a; (Z(]aZl> (p) + ag <20822> (p)‘|
o 1 [ 21 oF 29 oF oF oF
= Zg(p) _ao (Zoazl Z()@ZQ> (p) + a187z1<p) + agaZQ(p)]

= Lo |(0-a02) 0) 3L 600 + (0= 2a0) 09 52 )]
Portanto,
po D)) = i1 = Zao] ) 5 000) + [02 = Zao] ) 5 (00,
ou ainda,
of of

Po dpSO(D)(f) = [Gl - 901@0] () 87:1;1’@(1)) + [a2 - 372-a0] (p) 87:62’@@)'

Donde concluimos que
0 0 9
Podpp(D) = lar — z1a0] (p) 5 —lew) + a2 — 2.a0] () 5 —lew) € TomP” (4.2)
0xq 019

Agora consideremos Fy, Fi, Fy € k|zg, 21, 22] polindmios homogéneos de mesmo grau

e o campo vetorial X de A3, dado por
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0 0 0
X(p) = Fo(p)aiz()ba + F1(P)871|p + F2(P)6722|p € T,C* Vpe U

Aplicando-se a diferencial d,¢ a X(p) € T,C* = Dery(k[zo, 21, 22], k), como na equacao
(4.2), temos que

P (X)) = (Fr =00 Fp) 5 Loty + (Fo = o)) 5l (43

Observe que se os polinémios Fy, F, Fy tem grau d e p = (zo, 21, 22) € U, entdo

Fy— 21 Fy)(p) =F By = F112—F11Z2>
( 1 — T 0)(p) (2072172’2) PN 0(2072’1722) z0< 1( % Zo) % 0( % Zo)

=20 [Fi(1, @1, 29) — 21 Fy(1, 21, 22)]

. <1 <2
pois r1 = — e 19 = —. Analogamente, temos que
20 20

2 2z 2 %
(Fo —x1Fy)(p) = Fa(2o, 21, 22) — jFO(Zb»ZlaZQ) = (FQ(l = *2) — *Fo(l =, 2))

0 Zo 20 20 Zo 20
23 [Fo(1, 1, 20) — 21 Fo(1, 21, 29)] -

Como zg # 0 em U e s6 nos interessa a direcdo do campo, podemos escrever

X)) = (s = 21 ) 0) glot + (o= 22 ) B) oy (4)

onde f;(x1,x9) = F;(1, 21, x9), para todo ¢ = 0, 1, 2.

Definicao 4.6. Seja X um campo vetorial em P2, Uma forma global de X' é uma expressao

da forma p p p
F Fr—
97 o T 05,

onde Fy, F1, Fy € K|z, 21, 22] sdo polindmios homogéneos do mesmo grau.

X =Fy—

Definicao 4.7. Seja X um campo vetorial cuja forma global é

0 0 0
97 + P — 4+ Fho—

=Ty 02, D2y

A expressao local de X em Uy, denotada por Ay, é dada por

0 0
Xy, = (fi —m f0>67:1+(f2_x2f0>87:2’ (4.5)

z 22 .
onde z; = e x9 = — sdo as coordenadas locais em Uy e f; = F;(1, 21, 22), Vi € {0,1,2}.
<0 <0

Da mesma forma podemos obter as expressoes locais de X' nos abertos U; e Us.
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e A expressao local de X em U;, denotada por Xy, é dada por

0 0
X — _ — —_ 4.6
v = (fo— 1 fl)axl + (f2 — 22 fl)a@’ (4.6)
onde z; = Gl e Ty = 22 sdo as coordenadas locais em Uj e f; = Fj(xq, 1, x9),
21

21
vie {0,1,2}.

e A expressao local de X em U,, denotada por Xp,, ¢ dada por

0 0
X — _ _ —_ 4.7
v, = (fo— 1 f2>8x1 + (fi — 22 f2>8x2’ (4.7)
onde x; = Gl e Ty = ! sdo as coordenadas locais em Us e f; = Fj(xq, 29, 1),
22

)
Vie {0,1,2}.

Lema 4.8. Seja z = (29 : 21 : 29) € P2, tal que p € U; N Uj. Se z anula a expressdo local

do campo vetorial

0 0 0
X=Fy— + F e + Fye—
0820 + 132’1 * 28227

de grau d em U;, entao z anula a expressao local do campo X em Uj.

Demonstracao. Suponha que z € Uy N U; e que p anula a expressao local de X em Uy,

dada por
Xy = (i = a1 fo) o+ (fo — w2 fo)
= —_ x —_— J— x —_
Uo 1 1) g, 2 2J0) 50y
onde 1 = 2 e Ty = 22 sa0 as coordenadas locais em C2 e fi=Fi(1,z1,29), Vi € {0,1,2}.
<0 <0
Entao,
21 %9 21 21 %2
Fi(l,—,—)— —Fy(l,—,—) =0 4.8
1( 72072()) % 0( 720720) ) ( )
Z1 k9 Z9 21 29
Fy(1l, —, —) — —=Fy(1,—,—) =0. 4.9
2( 720720) % 0( ’Z()’ZO) ( )
Al g dt

2
Multiplicando as expressoes (4.8) e (4.9) por — 0 respectivamente, obtemos

e
Zld+1 Zld+1 ’

20 Z1 R9 21 Z1 k29 20 20 Z9 20 29
- FL2A 2 - 20,2 2 = 2R (21,2 + B2, 1, 2) =0, (4.10
Zld+1 1( 720720) 0 0( ’ZO’ZO :| 2 1(217 721)+ 0(21 Zl) ( )
ZodHF(lzl'@)_@F(lzlZQ)]:ZOF(ZOl'Z?)_Z?F(Zﬂlz?)_O (4.11)
Zld+1 2 720)2:0 % 0 ’Z()?Z() 2 2 21’ ,Zl 2 0 21’ 721 .
De (4.10) temos a seguinte relagao
FO(@717@) - @Fl(@7lvé) (412>

21 21 21 21 21
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Logo substituindo(4.12) em (4.11) temos

@F2<@717Q)_é@}?1(@717é) :07 (413>
21 21 21 21 21 21 21
ou ainda,
B2 1,2 -2r21,2) <0 (4.14)
21 21 21 21 21

Portanto de (4.12) e (4.14) obtemos que z anula

Xy, = (fo—m fl)ai_l + (fi — 22 fl)aaxz’

2 29 . .
onde 71 = =2 e 29 = =2 sd0 as coordenadas locais em U e fi = Fi(x1,1,29), Vi € {0,1,2}.
<1 21
m

Defini¢ao 4.9. Um ponto p € U; com i € {0, 1,2}, é dito uma singularidade do campo

X em P? se p anula a expressao local de X em Uj.

O Lema (4.8) nos garante a boa defini¢ao de ponto singular de um campo X em
P2,
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5 1-FORMAS DIFERENCIAIS

5.1 1-FORMAS DIFERENCIAIS EM VARIEDADES AFINS

No capitulo anterior introduzimos a nogao de diferencial de uma fungao regular
de uma variedade algébrica afim V' em um ponto p, a qual é a transformacao linear

d,f : T,V — k. Agora queremos entender como esta funcao depende do ponto p.

Dada uma variedade afim V' consideramos o conjunto

®[V] = {p uma funcao definida em V tal que p(p) € (T,V)*}.

Dados ¢, 1 € ®[V], definimos a fungao ¢ + v por

(o +1)(p) = p(p) +(p).

Com esta operagao é facil verificar que ®[V] é um grupo abeliano.

Além disso, se para cada f € k[V] e p € ®[V], definimos (¢. f) (p) = f(p)e(p),

entdo ®[V] passa a ser um k[V]-mddulo.

Se f € k[V], entao definimos a fungao df em V por df (p) = d,f € (1,V)*. Desta
forma temos que df € ®[V].

Defini¢ao 5.1. Seja V uma variedade afim. Uma funcdo ¢ € ¢[V] é dita uma 1-forma

diferencial regular em V', se para cada p € V, existe U, uma vizinhanca afim de p, tal que
Py, € (dpf; | € k[Up)).

Denotaremos por Q[V] o conjunto das 1-formas diferenciais regulares em V.

Observe que se ¢ € Q[V], entdo, para cada p € V, podemos escrever Py, Da forma

Py, = > fidg, onde fi, g; € k[U,), i=1,...,neneN.
i=1
Agora definimos a funcao

d: k[V] — Q[V]
fo—

a qual satisfaz as seguintes propriedades:
(a) d(f +9) = df +dg;

(b) (fg) = fdg+gdf.
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Observagao 5.2. De (b) segue que,
d(f™) =mf™df, ¥V f € k[V]eVm €N.

Além disso, se F' € k[T1,T5] e f1, f2, € k[V], entdo

0 0
A(F(fi. fa) = a§1<f1, f)dfi + a£<f1, £)df.

Proposicao 5.3. Dados F' € k[T, Ts,..., T, e f1, fo,. .., fm € E[V],
oF
d(F(fl,fzw--afm)):Zﬁ(fh.--,fm)dfi (5.1)

Demonstragdo. A prova segue utilizando a observagao anterior e inducao sobre n. O]

Observagao 5.4. Sejam V = A" e R = (Ry,...,R,) : A — A™ uma mudanca de
coordenadas afins. Dado um polinémio F' € k[xy, zs, ..., x,], queremos ver como fica sua

diferencial nas novas coordenadas.

Suponha que R; € k[x,...,z,], Vi € {i,...,n}. Entao

" aF
AFT) = d(F(Ry, o Ra)) =35 (R Ra)dR,
Observe que usamos o fato que k[A"] = k[z},...,z)].

Se R; = a;p + Z aﬂx], entdo dR; = Z awdx e

7j=1 7j=1

d(F(Ry,...,Ry)) = Z:g

X

 m i) -3 [(Se2E) o] 2

Definicao 5.5. Seja V uma variedade afim e seja f uma funcao racional de V. Se

com P,Q € k[zy,...,x,], entdo definimos

1OP P oQ
d(f) = d
()= Z(anz mez) o
Exemplo 5.6. Se ¢ € ®[A"] e p € A", entao ¢(p) € (T,A")*. Uma base de (T,A")* é
dada por {d,x1,dpzs, ..., dyz,}, onde

(8 ) 1; sej#i
dp; ‘ = .
Ox;'p 0; sej=1

Portanto, existem constantes ai(p), ..., a,(p) € k, tais que

para ¢ = 1,2.

©(p) = a1(p)d,xy + as(p)dyxs + - - - + an(p)dpxy,.
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Seja 1; : A" — k a funcao definida por ¥;(p) = a;(p), i = 1,...,n. Entao

n
ou seja, ¢ = Zwidazi.

i=1
Exemplo 5.7. Se ¢ € Q[A"] e p € A", entdo existe um aberto U, de A", que contém p,
tal que

= filz)d,gi, Vx €U, com f;, g; € k[U,] paracadai=1,...,r.

Como cada g; é regular em = € U, , entao existem polindmios P, ;, Q); 5, tais que
Qiz(x) #0eg; =P, ,/Qi,. Pela Defini¢do 5.5, temos que

" 1 0P P;, OP,
dg; = ( Ps _ R ) dr, 5.3
jz::l Qi,m a$j 22,x &Ej ( )
Logo,
T 1 aPz,;t f)i,:v aR,z
dyg; = Zh x)d,z;, onde hij = O oz, - 1293 oz, )
Portanto
90(3:):2 i xgz Zfz Z d$] szl diL‘j,
=1 7=1 j=1l1=1
ou ainda ¢ = Z Yidxj, onde ¢ = Z fihij, com 97 sendo regular em todos os pontos de
j=1 i=1
Up.
Como d,x1,...,dx, é base de (T,A™)*, segue da equa(;éio (5 7) que para cada
i€ {l,...,n} afungao ¢; do Exemplo 5.6 satisfaz ¢ (z Z fi(x)hi.(z), VzeU,.

Logo 1; é regular em cada x € A", ou seja, 1; € k[A”] Donde segue que

Q[A"] = Bk[A"dz;.
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5.2 1-FORMAS NO PLANO PROJETIVO

5.2.1 Expressao Global de uma 1-Forma

Definicao 5.8. Uma 1-forma em P? é uma aplicaciio w que associa a cada ponto p € P?

um funcional linear w(p) € (T,P?)*, isto é, uma transformacdo linear w(p) : T,P* — k.

Seja p € P2. Sem perda de generalidade, podemos supor que p € Uy. Entdo, o
espaco tangente T,,P? é dado por
0

0
Tp]Pﬁ = <(97:L‘1|p’ %m'

Sendo assim para cada p € Uy existem constantes a;(p) e az(p) tais que

w(p) = a1(p)dpzr1 + az(p)dyzs.
Considerando-se as fungoes para ¢ = 1, 2.
a;  Uy— k
p— ai(p),

podemos denotar a 1-forma w restrita sobre U, simplesmente por
Wy = Cbldl'l + &Qdiﬁg

Observacao 5.9. Neste trabalho sé consideraremos 1-formas em P? para as quais a; e as

sao fungoes polinomiais. Neste caso dizemos que as 1-formas sao polinomiais.

Defini¢do 5.10. Um ponto p = (29 : 21 : 22) € P2 N U ¢ dito uma singularidade de
wo = a1dxry + asdxs se as coordenadas locais de p em Uy anulam simultaneamente a; e ao.

Denotamos ao conjunto de todos os pontos singulares de wy por sing(wy), isto é
. 21 22 <1 <2
sing(wg) =< (20:21:22) € Up; a1(—, —) = as(—, — :O}.
glw) = {0212 2) € lhran(2 2) = oo 2. 2)
Exemplo 5.11. Sejam U = {(z9,21,2) € C3 2y # 0} e w uma I-forma em U dada
por w = ajdr; + asdry, com d = max{grau(a;),grau(as)}. Se ¢ € C? entdo existe

p = (20, 21, 22) € U tal que ¢ = ¢(p). Além disso,

w(q) = ai(q)dyx1 + as(q) dyws

= a1(@(p) )dupyr1 + az( ©(p) )dyp)v2

z21 2 1 z z1 Z 1 z
= al(—l, j) (dpzl — ;de()> + ag(*l, ﬁ) (deQ — deZ(J)

20 20 20 <o 20 20

Z1 21 Zo. 2o 2 Z 1 =z =z 1 z =z
B (‘@al,%—%xl,ﬁ>%%+aml,%%a+ax1,%%@

22 2 2 22 2 2 20 2o %o 20 2o 2o
1 Z1 21 X9 Z9 21 X9 1 Z1 R9 1 21 9

= — ——al(—,—)——ag(—,—) deo+*al(*7f)dp21+*a2<*,f)dp22.
<0 <0 20 <0 <0 20 <0 <0 20 <0 <0 20 %0
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Portanto

1
w(p(p)) = F[Ao(@dpzo + Ai(p)dpz1 + As(p)dyzo] e
0
1
%

onde os polindmios Ay, A; e Ay s@o homogéneos de grau d + 1 e satisfazem

w = [AodZO —+ Alel + A2d22]7

_ d+1 21 21 29 29 21 29
AO(ZCI?ZDZQ) = 2y —Z—ga (;0, Z—O) — ;{%aQ ;0’ ;O)
Z1 <
A1(20721722) - ZgCLl(*l, 72),
20 <0
Z1 <
AQ(Z()?Zl)ZQ) == Z(C)ICLQ(*:L, 72)
20 <o

Observe que os polindmios A; e A, sao as homogenizagoes de a; e aq, respectivamente, e

que Ay foi obtido usando-se a relagdo zgAg = —z1 A1 — 224,.

Agora vamos estudar o grau de uma 1-forma 2 em P? com relacido ao grau de sua

expressao local em Uj.

Seja wg = ajdr; + asdry a expressao local da 1-forma () restrita a Uy e seja

d = max{grau(a; ), grau(as)}.

Suponhamos inicialmente que grau(as) = d > grau(a;). Expressando-se a; e as em

suas partes homogéneas, temos que

21 22 d)”1 22 d—1),”1 22 1), ”1 %2 0),?1 22
R :aé)777)+a(2 )(777)—'—+a’é)(777)+a’g)(7777
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
d),?1 22
com af’ (=1, 2) #£0,
20 <o
21 22 Z1 22 —1),”1 <2 1),”1 <2 0),”1 <2
a2 =ad" (2, ) +af V(E D)+ +d (2 D) +dV(2 D),
20 20 20 20 20 <0 20 20 20 20
onde r < d — 1. Sendo assim obtemos
) ) (d),”1 <2 (d-1),”1 22 (d-1),”1 22
_Zlal(iai)_ZQ(lQ(i;i):_Zlal (777)—’— —2144 (777)_2”2@2 (777) +
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
(0),”1 <2 (0) %1 <2
+---+(—21a1 (—, =) — 20y (—,—) ).
20 <0 20 20

Observe que, sendo grau(as) # grau(a; ), entdo o polinémio
—$1agd) (z1,72) — $26Lgd) (21, 22)

é nao identicamente nulo. Além disso a expressao

Z1 2
—Zlal(zo7 ;0) - 22a2(;07 ;0
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é uma funcdo racional com denominador z;?. Portanto, multiplicando por z¢, obtemos um

polindémio em k[z, 21, 23] homogéneo, de grau d + 1, dado por

Z1 2 Z1 2 Z1 2 Z1 2
d 1 22 1 22 d 1 22 d 1 22
20 25 |—z101(—, =) —zzaQ(,)] = 2120 20%a1(—, —) — 22 20 z5a2(—, —)
Z0 R0 Z0 0o 20 R0 20 R0
Os polinémios By, By e By sao dados por
21 <2 Z1 <2
_.d
By = 2§ [_Zla1(7 —) — za3(—, —)
20 <20 20 20
z1 2
o d+1 1 2
Bl = 20 al(ia 7>a (54)
20 20
21 2
_ L d+1 1 <2
By = 25 ax(—, —),
Z0 20

sao homogéneos de grau d + 1 e satisfazem
z20By = —21B1 — 29 B>.
Se consideramos a 1-forma
Q) = Bodzg + Bidz; + Badzs,

entao €2 restrita a Uy serd wg = ajdr; + asdrs.

Suponhamos agora que graua; = graua, = d. Neste caso temos que

z Z z z z z z z
_Z1a1(47 j) _ ZQQQ(A7 j) _ (_Zlagd)(17 j) _ 22a§d)(i7 2)> +

20 20 20 20 20 20 20 20
(d-1) /71 22 (d-1) /1 22
(a2 - a2 ) 4
20 <0 20 <0
0),”1 2 (0) %1 22
+'”+<_Zla1 (777)_2’(20’2 (777) .
20 20 20 20

Se

—J:lagd)(xl,xg) — ang") (x1,22) =0,

entao podemos escrever a expressao anterior na forma

z1 % z1 % - - 1
—Zlal(;la ;2) - 22a2(;1> ;2) = (—Zla(d V(21 2) — 208"V (2, Zz)) N
0 20 0 20 25
1
44 (—zlagl)(zl, Z9) — Zgagl)(zl, 22)) — (5.5)
<0

+ (—z1a§0>(z1, Z9) — zgago)(zl, zg)>

Multiplicando-se (5.5) por z¢ obtemos o seguinte polinémio

21 Z 21 % 21 Z 21 %2
20 (Zf)i [_Zla1(17 *2) - 2262(*1, 2)]) = —21 (z(‘fal(17 2)) — 22 (Zga2(1, 2)) )

20 <20 20 <20 20 20 20 20



de grau d.

Logo os polinémios By, By e By, dados por

—_ 21 R2 Z1 29
Bo(zo,21,20) = %7 |=ma(T, ) = maa( )|
21 9
Bi(z0, 21, 22) = z€a1<Z0> ZO),
A4
BQ(ZOa 217Z2) — ZgCLQ(fl7 —2)’
20 R0

sao homogéneos de grau d e satisfazem

Z()BO = _ZlBl - ZQBQ.
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Definicao 5.12. Seja Q uma 1- forma em P? dada localmente em Uy por wy = a;dx; +

asdry, e d = max{grau(a;), grau(as)}. Definimos o grau de £ em P? por s, onde

. d ; se — xlagd)(xl,m) — xgagd)(:cl,m) #0
d—1; se — xlagd)(:rl,xg) — asgagd)(xl,xg) =0

d d) ~ . .
onde ag ) e aé ) sdo as partes homogéneas de grau d de a; e ay, respectivamente.

Além disso, dizemos que uma 1-forma global de w em P? é uma expressao da forma
Q= BodZO + Bldzl + BgdZQ

onde By, By e By € k|zg, 21, 22] sdo polindmios homogéneos de grau s + 1, dados por

21 %2 21 29

BO(Z(th;ZQ) =z —zlal(z—o, Z—O) — 22@(;07 ZT))

Z1 2
31(207'21722) - ZS+1 (*1’—2

20 <0

21 %
B2(207 21, ZQ) — Z(S)+1a2(—17 c .

20 R0

Além disso By, B e B, satisfazem a relagao zoBg + 21 B1 + 2283 = 0.

Definicao 5.13. Um ponto p € P? ¢ dito uma singularidade da 1-forma

Q= BodZO + Bldzl + BQdZQ

se By(p) = Bi(p) = Ba(p) = 0. Denotaremos o conjunto de todos os ponto singulares de

Q em P? por Sing().
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Observagao 5.14. Em geral, sempre se cumpre que sing(wg) C Sing(2) e Sing(2) # 0.

Proposicao 5.15. Sejam Q = Agdzy + Aidz + Asdzs uma 1-forma em P? e
wo = aydry + azdrs a forma local de Q em Uy. Se Sing(2) NLy = ), entao

sing(wg) = Sing(2), onde Lo, = Z(z) é a reta no infinito.

Demonstragio. Seja p = (po : p1 : pa) € Sing(f)) com py # 0, entao

Ao(p) = Ai(p) = Az2(p) = 0.

Como wy = ajdzy + asdzy é a forma local de € restrita Uy, pela Defini¢ao (5.12), temos

que
21 2
AI(Z()a 21, 22) = Zgﬂal(*l, *2) € AQ(ZO; 21, 22) = 25+16L2( ) .
20 20 20 20

Portanto a; <p1’ pQ) = ay (pl, pQ) =0.
Po Do Po Po

21 22

5.2.2 Relagao entre Campos Vetoriais e 1- Formas

Seja X o campo de vetores em P? dado globalmente por

0 0 0
X=Fy—+F—+F,—
0820 + 132’1 * 28227
onde Fy, Fie Fy € k|zo, 21, 2], sdo polindmios homogéneo de grau r. Entao a expressao

local de X restrito a Uy é dada por

0 0
XUO = [Fl(l, ZL‘l,l‘g) — I’lF()(l,fI)l, ZL‘Z)] —_— + [Fz(l,l'l, .I'Q) — IL‘QF()(L ZL‘l,ZEQ)] —_—
oy 0z
21 ) .
onde r1 = —, r9 = — as coordenadas locais em U.
20 20

Se
d = max{grau [F(1,x1,22) — z1 Fo(1, x1, x2)], grau[Fy(1, 21, 29) — w2 Fo(1, 21, 22)]},
entdo a este campo local Xy, podemos associar uma 1-forma em A? dada por
wo = — [Fo(1, 21, x9) — 2o Fy(1, 21, x9)| dy + [F1(1, 21, 0) — 21 Fo (1, 21, 20)] dzg.  (5.7)
Pela Definigao 5.12, a forma global © de wy em (5.7) é dada por
) = Bydzy + Bidz; + Bz,

onde By, B1, By € k|2, 21, 22| s@o polinémios homogéneos de grau d + 1 ou d, onde
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BO(ZO; 21, 22) = ZS [—21 (— [F2(1, I, 5172) — X2 FO(L $17132)] ) - 22[F1(1,$1,$2) - SElFo(l, I, 5172)] ] )

Bl(z()a 21722) == Z8+1 ( - [FZ(laxlva) - *IQFO(]-)'TlaxQ)] ) 5

82(207 21,2’2) = ZS+1 [F1(1>x17x2) - $1F0(1,l'1,332)] )

s=d+1lous=de zBy+ 2181+ 2B, = 0.
Como Fy, F} e F, tem grau r e sao homogéneos, entao

21 k2 1
Fi(L ;0’ ;0) = ;6171(20, 21, 22),

parat=0,1,2, ¢

(29,21, 2 29 Fo(20, 21, 2 Fi (29,21, 2 21 Fo(z0, 21, 2
BOZZSle( 5 (20, 21 2)+£ 020, 21 2)>—22< 1(20, 21 2)+71 0(20, 21 2))]’

2z 20 25 2 20 2

B _s+1 FQ(’ZO)Zl)fZQ) z9 FO(Z())Zl,ZZ)
1= %o - - + — . ,
20 20 20
By = 251 Fy(20, 21, 22) _ ﬁFo(zo,zl,zz)
’ 20 20 25

Portanto
By (20, 21, 22) = 25 (21 F%(20, 21, 22) — 22F1 (20, 21, 22)) ,

By (20, 21, 22) = 25 (—20F%(20, 21, 22) + 20F0(20, 21, 22))

Bs(z0, 21, 22) = 25" (20F1 (20, 21, 22) — 21 F0(20, 21, 22)) -

Uma forma de obtermos a expressao global da 1-forma €2 associada a um campo

de vetores 5 5 5
X=F—4+F—+F—
082’0 + 1821 + 2822

é via o seguinte determinante:

dZO le dZQ
Q= 20 21 Z9 = (—ZlFQ + ZQFl) dZ() + (ZQFO — Z()FQ) le + (Z()F1 - ZlFo) dZQ.
Fy F F

(5.8)
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5.2.3 Mudanca da expressao local de uma 1-forma

Seja X um campo vetorial polinomial em P2, tal que X restrito a Uy é

0 0
Xyy = Pro— + Py
Yo 181‘1 28932’

<1 22
onde 1 = — e 29 = —.
20 20

Entao existem polindmios homogéneos Fy, Fy e Iy € k[zg, 21, 22|, de mesmo grau,

tais que a forma global de Xy, em P? é

0 0 0
X=FK—+F——+ F,—.
0820 * 1821 + 2822

Seja wy a 1-forma local associada a Xy, isto é,
Wy = —Pgdl'l + Pldl'g.

Se k = max{grau(Py), grau(F»)}, entdo a expressao global da 1-forma wy, é dada por

Q= Z(()k) (—21 - Pz(é7 2 Z2P1(é7 ZQ)) dZO‘FZékH) <—P2(Zl7 ZQ)) dZH‘Z(()kH)Pl(ﬂa é)dzz.
20 <0 20 <0 20 <0 20 <0
(5.9)

Podemos relacionar o campo de vetores e a 1- forma expressada de forma global,

mediante o determinante seguinte

dZO le dZQ
Q= 20 21 29
Fy F F

Vamos agora usar a expressao (5.8) para Fy, i e Fy € k|zg, 21, 25]. Comparando-se

a expressao de 2 dada em (5.9) com a sua expressao obtida em (5.8) temos que

21 % 21 %
Zg leg(*l7 3) — ngl(*l, j) = ZlFQ(Zo,Zl,ZQ) — ZQFl(Zo,Zl,ZQ),
20 20 20 20
k+1p (Fl ~2
—Zy Pz(*, *) = ZQFO(ZOa 21y 22) - Zon(Zo, 2172'2)7
20 <o
k+lp (Fl 2
2y P1(;, ;) = 20F1 (20, 21, 22) — 21F0(20, 21, 22)-
0 <0

Sendo assim podemos tomar

21 =
FO(ZOJZIJ Z2> - 07 FI(Z07ZI7Z2) - Z(I)CP1<*17 72) € F2<ZOJ Z1722> - Z§P2(77 7)
20 20 20 <0
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Portanto a expressao global de Xy, em P? ¢ dada por

21 k9 3
4Py (22—
0 2(20 20)822

6 21 9 8
X:aizo—.—zgpl(* —

Z()7 20)8721

Donde a expressao de X em U; é

1 0 (k 1 w1 y2> )
X = (= P, 2y ) L (rpy( =, 2y — i (=, 2y )
' ( vt 1<y1 yl)) oy, \ ! 2<y1 y1> v l(yl yl) dya

Onde ]AD'i(yla y2> = yl ) .
Y1 %N
Portanto a expressao local de wy em U; é

wy = [y2p1(y17 yz) - p2(y17 y2)} dy, — ylpl(yh y2)dy2- (5'1())
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6 FOLHEACOES EM P?

6.1 FOLHEACOES HOLOMORFAS SOBRE UMA VARIEDADE

Seja V uma variedade holomorfa de dimensao n. Uma folheagao de dimenséao
nem V | é a grosso modo, uma decomposicao de V' em subvariedades de dimensao 7,
1 <r <n—1, chamadas de folhas.

Definicao 6.1. Seja V uma variedade de dimensao n. Uma folheagdao holomorfa em V' de
dimensao 7, ou codimensao n — r, onde 1 <r <n — 1, é uma decomposicao F de V em
subvariedades de dimensao r, imersas biunivocamente, chamadas de folhas da folheacao

F, e que gozam das seguintes propriedades:

(a) Para cada p € V, existe uma tnica subvariedade L, da decomposicao que passa por

p. L, ¢ chamada a folha por p

(b) Para cada p € V, existe uma carta holomorfa de V', (p,U) com p € U, onde U é
aberto de Ve ¢ : U — ¢(U) C C™, tal que p(U) = P x @, onde P e @ sao poli

discos abertos em C" e C"™" respectivamente.

(c) Se L é uma folha de F tal que LNU # ) entao

LnU= |J ¢ (P x{q}),

qeDL U

onde Dy y € um subconjunto enumeravel de Q).

CTL*T

U L, A ‘ ‘
4 0 [

| |

L ,

} | |

1 ]

% a; i

Q | |

I 1

| |

I 1

| |

I 1

| |

N L 1

| |

1 1

T T

> C"

Figura 7 — Folha de F passando por p € U

Observacao 6.2. Uma folheagdo de dimensao um ou codimensao n—1 é também chamada

de folheagao por curvas.
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Exemplo 6.3. Consideremos a decomposicao C* = C" x C"". Tal decomposicao define
uma folheacdo F de dimensao r em C", cujas folhas sdo os subespacos afins C" x {q},
qeCr .

Exemplo 6.4. A decomposigao de C* em C' x {¢}, onde ¢ € C e C! x {q} sdo subespacos

afins de dimensao 1, define em C? uma folheacao F de dimensdo 1.

Exemplo 6.5. (Folheagdo gerada por 1-formas diferenciais em P?). Seja w uma 1-
forma diferencial em P2, nao identicamente nula, isto é w(p) € (7,C?*)* = C*Vp € C%

Consideramos o conjunto
Sing(w) = {p € C* w(p) # 0}.
Entdo, w define uma folheacio de grau 1 em U = C? — Sing(w) cujas folhas sio
L, = ker(w,) = {v € C*w(p)(v) = 0}.

Para ver isso, observe que se p € Uy e wy = w|y, = a1d,x1 + azd,xs, entdo a reta L, ¢ tal
que
L, N Uy = {(v1,v2) € C*ay(p)vy + aa(p)ve = 0},

ja que dpz(vy,v2) = vy e dpxa(vy,v2) = Vo,

Exemplo 6.6. (Folheagdo gerada por campos vetoriais holomorfos). Sejam V C C"
uma variedade de dimensao m, X um campo de vetores nao identicamente nulo em V'
e Sing(X) = {p € V; X(P) = 0}. Entao X gera uma uma folheacdo holomorfa F de

dimensao 1 no aberto U =V — Sing(X), onde as folhas de F sao as solugoes da equagao

d
diferencial d—j =X(z) em U.

Exemplo 6.7. Sejam
Q= AOdZ() + Aldzl + AQdZQ

0 0 0
X=Fy— + Fe— + Fpe—
0820 + 1821 + 2822

uma 1—forma e um campo vetorial em P2, respectivamente, tais que

AQ == ZlFO — ZgFl
Ay = 20Fy — 2 Fh
A(] = Z(]Fl - ZoFl.

Entao, as singularidades de €2 e X sdo as mesmas e

Qlv, (p)(X|y,(p)) = 0, para todo p € P? e para todo i € {0, 1, 2}.
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Definicao 6.8. Uma folheacao holomorfa F em P? é definida por uma 1-forma polinomial
Q= AodZ(] + A1d21 + AQdZQ,

onde Ao, Aj e Ay € Clzy, 21, 22] sdo polinémios homogéneos, de grau d + 1, e que satisfazem
a relacao zpAg + 2141 + 2045 = 0.

Observacao 6.9. O Exemplo 6.7 mostra que poderiamos definir a mesma folheagao

usando campos vetoriais.

Defini¢gao 6.10. O conjunto singular da folheagdo holomorfa F em P?, denotado por

Sing F, é dado por
Sing F = {p € P*| Ai(p) = 0, Vi = 0,1,2} = Z ((Ao, A1, A3)) .

Observagao 6.11. Em todo o capitulo, denotaremos uma folheagao sobre P? por F = F(Py, P»)

o que significard que

(a) Py e P, sdo polindmios em Clxy, zo] sem fatores em comum,
(b) F é definida em Uy pela 1-forma
PQd.Il—PleEQ, (61)

ou equivalentemente, pelo campo vetorial

0 0
Pi— + Py=—— 2
18 T 261’2’ (6 )

j4 que ambos definem a mesma folheacio em P? (ver Exemplo 6.7).
Definicao 6.12. Uma curva algébrica C' de P?, tal que C' N Uy # 0, é invariante por F,
se existe um polindémio g € C[zy, x5] tal que

of of
O, + P *0ry

onde CNUy=V(f), com f € Clxy,xs).

Pl gf7

Observacao 6.13. Também usamos a expressao C' é uma solugao de F para indicar que

C é invariante por F.

Definigio 6.14. Sejam F = F(P;, ) uma folheagdo de P? e z € U uma singularidade
de F,isto é, Pi(z) = Py(z) = 0. A matriz jacobiana de F em z é dada por

or,  or;
0y 0s
J]:(Z) =
0P, 0P,

Oxy  Oxy
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Definigao 6.15. Uma folheagao F = F (P, ) é dita nao degenerada em um ponto
singular z € Uy se det Jr(z) # 0, ou equivalentemente, se os autovalores da matriz

jacobiana Jz(z) sdo nao nulos.

Definicao 6.16. Uma folheacao F é dita ndao degenerada se é nao degenerada em cada

ponto singular.

Defini¢ao 6.17. Sejam F uma folheagao nao degenerada, z € Sing(F) e A1 e Ag autova-

lores de J£(z). Os quocientes
A1 Ao

JE— e JE—
A2 A
sdo chamados expoentes caracteristicos da folheacao F no ponto z. Denotamos por exp(F)

o conjunto de todos os expoentes caracteristicos de uma folheacao nao degenerada.
6.2 TANGENCIA DE UMA RETA COM UMA FOLHA DE F

Definicao 6.18. Sejam F uma folheacdo ndo degenerada em P? e L C P? uma reta
projetiva. Suponha que L nao é uma solugao de F. Dizemos que p € L é um ponto de
tangéncia de F com L se p € Sing(F) ou se p ¢ Sing(F) e os espagos tangentes de L e

da folha de F que passa por p, em p, coincidem.

Se F é determinada por uma 1-forma €2, entdo a condicao de tangéncia, definida

acima, pode ser expressa em coordenadas locais da seguinte forma.

Suponha que p(zg, yo) € Uy = C? e que wy ¢ dada
wo = Py dxy — Py dxy.
Entao,
(i) Sing(FNUy) = Z(Py(x1,x2), Pa(x1,22)).
(ii) Estamos supondo que P, P, ndo tem fatores comuns.
(iii) As folhas de F em p € Up\ Sing(F) sao dadas por

Fp = Ker(wo(p)) = {v € T,P*; wy(p)(v) = 0}.
(iv) Ker(wo(p)) NUy = {(z1,x2) € A%; Pi(p)xe — Pa(p)z1 = 0}.

Além disso, consideramos que £ = L N U, é parametrizada por

©(t) = (20, 0) +t(a,b), t € k

de modo que p = ¢(0).
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Lema 6.19. Um ponto p € Uy é um ponto de tangéncia de F com L se somente se t = 0

¢ uma raiz do polinémio
he(t) = b Pu(p(t) — a Py(e(1)),
onde p = ¢(0).
Demonstracao. Suponha que p é um ponto de tangéncia de F com L em U.
(i) Se p € Sing(F), entdo Pi(p) = Pa(p) =0e
he(0) =0 Pi((0)) — a Pa((0)) = b Pi(p) — a Pa(p) = 0.
(ii) Se p ¢ Sing(F) e T, (F,) = T,(L), entdo a folha F, em U, é dada por
FpNUo ={(AP1(p), A P2(p) ); A € k}.

Além disso, T, (F, N Uy) = T,(L). Logo, os vetores diretores de ambas retas coinci-

dem. Assim temos
(Pl(p)7 PZ(p) ) =« (a? b)7

para algum « € k. Logo bP;(p) — aP>(p) = 0. Donde segue que
he(0) = 0 Pi(p(0)) — a P2((0)) = 0.
Reciprocamente, suponhamos que ¢ = 0 é raiz de h.(t). Entao,

0= he(0) = b Pi(p(0)) — a Py(p(0) = b Pi(p) — a Pa(p).

Se Pi(p) = Py(p) = 0, entao p € Sing(F). Se Pi(p) # 0 ou Py(p) # 0, entao os vetores
(a,b) e (Pi(p), Ps(p)) sdo paralelos. Logo T, (F,) = T,(L). O

Observagao 6.20. Se p € U; N Uy, entao hg,(t) = he,(t), onde £; = LN Uj.

Definicao 6.21. Definimos a multiplicidade de tangéncia de F com L num ponto p como

sendo a multiplicidade de ¢ = 0 como raiz de

he(t) = b Pi(p(t)) — a Pa(e(t)).

Denotamos a multiplicidade de intersegao por #(F, L, p). Se F nao for tangente a L em
p, definimos #(F, L, p) = 0.

Definicao 6.22. Definimos o nimero total de tangéncias de F com L, como sendo

#(F,L) =D #(F,L.p).

peEL
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Proposicao 6.23. Sejam F uma folheacdo nao degenerada em P? e L C P? uma reta
projetiva. Suponha que L ndo é uma solugdo de F. Entao #(F, L) é invariante por

mudancas de coordenadas.

Demonstragio. Seja o(t) = (p1,p2) + t(a,b), t € C, uma parametrizagdo de L= LNUj e
he(t) = bPi(p(t) — aPa(e(t)).
Considere S uma mudanca de coordenadas afins de C2, dada por
S(x1,22) = (ag + a121 + asa, by + bizy + baxs).
Sejam S~! a inversa de S e y;, 2 as coordenadas do contradominio de S. Entao,

Sil(y1;y2) =

onde d = a1by — ashy # 0.

(=boag + asby +bays — azy2, biag —arbg — biyr + a1 y2),

Q| =

Podemos expressar as coordenadas iniciais x1, 2 € C? em relacdo as novas coorde-

nadas y; e ys, através de S~1, por

1
) = g(—aobz + boag + bayn — azyo),

1

Ty = 3(%61 — boar — biyn + aryo).

Logo, as relagoes entre as diferenciais sao

1
dx, = g(bQ dyr — as dys),

1
dﬂfz = g(_bl dy1 + aq dyg)

Usando que F é dada em Uy por wyg = Pidry — Pdx, temos que, nas novas

coordenadas, F ¢ escrita na forma

~ 1 1
wy = (P o Sil)(yla ) (d(—b1dy1 + aldyQ)) —(Pyo 571)(y1,y2) (d(bzdyl — agdy2)> .

Portanto

~ b b
wy = — [;(Pl oS + EQ(P2 o S_l)] dyr + {Cs(Pl oS + %(P2 ° S_l)} dys.

Lembrando que S(L), a reta que passa por p = S(p), tem parametrizacio

W(t) = (S1(p1,p2), S2(p1, p2)) + t(Sy(a,b), Sy(a, b)), t € C

onde S'(x1,x3) = byxy + boxg, temos que
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()= = |BE oS ) + P o s st
|20 STH@) + 2P0 ST ()] Shab)
Ou ainda,
hsie)(t) = Cll [(=0251(a,b) + a2S5(a,b) ) (Po(S™(1h(1))] +

(=015 (@) + arSh(a, ) (P (5~ ((1)))]

IS

[(=baay + azby) aPa(p(t)) + (—biag + aiby) bPy(p(1))]

QU=

hs(e)(t) = aPa(ip(t)) + DPu(p(t)) = he(h).

Logo, h,(t) é invariante mediante mudanga de coordenadas afins. Portanto #(F, L, p) é

invariante por mudancas de coordenadas afins. O]

6.3 GRAU DE UMA FOLHEACAO EM P?

Seja F uma folheacdo em P? dada localmente em U, por

w():PQdZEl—PleEQ.

Entao, pela Defini¢do 5.12, o grau s de wy é

d, se ZEQPl(d)(Il, .%'2) — ZEl.Pz(d)<l’1, (L’g) 7& O,

d—1, se [EQPl(d)(ZL‘l, To) — $1P2(d)($1, x9) = 0.
onde d = max{deg(Py), deg(Ps)}.
Definicao 6.24. Seja F uma folheacao em P? dada localmente em U, por uma 1-forma

wy. O grau de F é definido como o grau da 1-forma wy.

Definimos agora polindmios em C[zy, o] associados a wy = Pydxe — Pedx; que
desempenharao um papel importante no préximo Teorema, o qual serd o ntcleo do

algoritmo que vamos expor. Sejam A;(F) os polinémios definidos por
A(F) = ngl(CH) — :E1P2(d7i) € Clzy, xo),

onde P,Y) sdo as componentes homogéneas de grau j dos polinémios F;, com ¢t =1, 2 e
d = d(F) = max{deg(P,),deg()}.
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Pela Definicdo acima o grau de F é

d ; selAy(F) énao nulo.
deg(F) =
d—1; se Ag(F) énulo.

Observagiao 6.25. Denotamos a reta zg = 0 de P? por L, isto &,
Loo ={(0:21,2) |21 # 0 ou 2z, # 0} C P2

Lema 6.26. Suponhamos que F é dada localmente em Uy por wg = P; dxy — P5 dxy, com
d = max{deg(P,),deg(Ps)}, entao #(F,L) = d ou #(F,L) = d — 1, para cada reta L de
P? que ndo ¢ uma solucao de F. Além disso, se P,Y ¢ P9 sdo as partes homogéneas de

grau d de P; e P,, sdo equivalentes:

(i) #(F, L) =d,
(i) Ao(F) = 2P, 'Y (21, 25) — 2P (21, 25) é ndo nulo,
(ili) Lo ¢ uma solucao algébrica de F.

Demonstra¢io. Vamos mostrar que (i7), se somente se (iii). Em Uy N U; temos a seguinte

~ Y2 , .
relagdo entre as coordenadas; r1 = — e xo = ==. Além disso, nas coordenadas de Uy, F
i ) Y1 Y1
€ escrito como

ylpl dyg — (ygpl — pg) dy1 = O (63)
Seja
YaPL — Py = Ro(yo) + Ri(y2)yn + -+ + Ralya)yt, (6.4)

onde Ro(y2) = y2 P (1, 12) — PS”(1, ). Seja

Ao(F) = 332P1(d)(1’179€2) - $1P2(d)($1, ) (6.5)

Se Ag(F) é nulo, entao
ysPr = Py = i [Ra(ys) + - + Ralya)yi ). (6.6)
Assim (6.3) pode ser escrita na forma
Prdys — (Ry(y2) + -+ + Ra(y2)yt™") dyr = 0. (6.7)
Além disso, de (6.5) temos
L oy2y 1 L o

) )_7P2(d)(777)50
U1 1 N n 1 N
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e portanto
d d
y2P{"(1,y2) = Py (1,y2) # 0.

Entao y; nao é fator de Py, ou seja, y; nao é uma solugao algébrica de F. Logo provamos

que se Ag(F) é nulo, entdo Lo, é solucao algébrica de F.

Por outro lado, Se Ay(F) é nao nulo, entdo y; nao é um fator de y2]31 — P, Assim,

usando (6.3), obtemos que L, nao é solugao algébrica de F.

Seja L C P? uma reta que nao é solugao algébrica da folheacao F. Suponhamos
que LN Uy = {x2 =0} e que ¢(t) = (¢,0), t € C é uma parametrizagdo de L N Uy. Neste
caso, he(t) = —Py(t,0). Logo,

#(F,L) = deg(Py(t,0)) + #(F, LN Ly).

Em Uy N Uy, considere a mudancga de coordenadas y; = 1/x1 e yo = x9/x1. Assim LN Ly,

¢é determinada por 1, = 0 e a parametrizagdo de L N Uy, nas novas coordenadas, é
1
LU = A{(y1,92);2 =0 ey = 7= s}.

Caso 1: Suponhamos que Ag(F) ndo é identicamente nulo. Como LN Ly, ={(0:0:1)} e
F = (12Pr = By)dys + 11 Prdys,

temos que
1

he(s) = —[0.P,(0,5) — Py(0,5)] = Sdpg(;,()).

Logo, hr(s) = ]32(8, 0). Assim, #(F; L; LN Ly) =d — deg Py, e

#(F,L) =deg P, +d —deg P, = d.

Caso 2: Se Ag(F) é identicamente nulo, entdao L., nao é solugao algébrica de F e, neste caso,

Flo, = Prdys — (Ri(y2) + -+ + Ra(yo)yd™") dyy

e
1 4 1 1

he(s) = Ba(0) + -+ 4 Ra(0)s" = == P(0,5) = ——s"Ps(-,0).

Logo
#(F,;L;LNLy) =d—1—degP,
e
#(F,L)=degPo +d—1—degP, =d — 1.

Portanto

d, se Ag(F) é nao nulo,

#F L) = { d—1, se Ay(F) é nulo.
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]

Observacao 6.27. Segue do Lema 6.26 que o grau de uma folheacao F em P? definida
por uma 1-forma §2 coincide com o nimero total de tangéncia de uma reta L que nao é

solucao de F.

Teorema 6.28. Seja F uma folheagdo nao degenerada em P2, tal que F = F(Py, P)

como na Observagao 6.11.

(a) A reta Ly ¢ invariante por F se e somente se Ag(F) é um polinémio nao nulo.

(b) Suponhamos que Ay(F) é identicamente nulo e exp(F) N QT # (). Seja C' curva
algébrica irredutivel em P2?. Se C é invariante por F, entdo o grau de C' é menor ou
igual a deg(F).

Demonstragio. (a) Como Lo, NUy = 0, para estudarmos a sua invaridncia por F,

precisamos da expressao local de F em Uj.

Sejam y; = 2 Yo = 2 a5 coordenadas afins de Uy. Entao Lo, NUy = Z(y1).
21 21

Se a folheacao F é dada em Uy pelo campo vetorial

0 0
Xo=P— 4+ P,—
0 1(%14— 2(991:2’

entao F também é determinada pela 1-forma 2, definida em U, por
Wy = Pl dQTl — P2 deg. (68)
Usando a relagao obtida em (5.10), vemos que a expressao de 2 em U; é

wy = =y Pi(y1, p0)dya + [12Pr (11, 92) — Palyr, 12)| . (6.9)

Denotemos por P9 a parte homogénea de grau j do polinémio P;(z1,xs), com
ie{l,2} eje{0,...,d}. Logo

By, ) = PO yn) + PV (1 )i+ -+ PO ya)yd + PO(1, )y, (6.10)

para cada ¢ € {1,2}. Além disso, se consideramos ]%-(yl, y2) como um polindmio
de k[ys][y1], entdo o coeficiente de y17 é P49 (1,y,), para cada j € {0,...,d} e
i€ {1,2}.

Sendo assim obtemos que

A a\ d d d— d—
v Py (1, v2) — Palyr, y2) = (12 P (1, 12) — PV (1, 90)) + (12 PY " (1, 92) — PV (1, 92))
oot (P (1) — PV, 1) Y+ (1P (1, ) — PV (1, )t
=Ao(1,y2) + Ay(L,y0)n + -+ + Ad71(1ay2)yil71 + Ag(1, yz)yf-
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Como Ag(F) em Uy é
A = 2, P{? — Py k
0o(71,T2) = 22 PV (01, 2) — 21 P (21, 72) € K[71, 73],

1
entdo Ag(z1,x2) = ﬁAo(l,yg), para cada (z1,x5) € Uy N Uj.
n

Suponhamos que Ay(F) é um polindémio nao nulo. Se Ay(1,y2) é um polinémio
identicamente nulo em Uy, entdo Ag(z1, x9) é identicamente nulo em Uy N U;. Como
P2 ¢ irredutivel (e consequentemente, todo aberto também ¢) terfamos que Ag(xq, z)

¢ identicamente nulo. Logo, Ag(1,y2) é nao nulo em Uj.

Sendo Ay(1,y2) ndo identicamente nulo em Uj, concluimos que y; nao divide o
polinémio ygpl - ]52. Logo y; nao é fator comum de —ylpl e y2]31 - ]32. Entao a

folheacao F é dada em U; pela 1- forma
wy, = —ylpldyg + (ygpl — pz)dyl
O campo vetorial em U; correspondente a w; entao é dado por

A a o A a
X = —?J11D187y1 + (P — y2P1)87y2‘

Portanto a reta Lo, = Z(y;) é invariante pelo campo A}, ja que Xi(y;) = —y Py

Se Ag(F) é identicamente nulo, entéo

92131@1, Ya) — 152(y1>y2) = A1(Lya)yr + -+ Agr (1 yo)yd ™t 4+ Ag(1, y2)yd

Logo, y; € o tnico fator comum de ylpl e yglf’l - lf’g.

Como
1 N N
;(y2pl —P) = Ai(Lye) + miAi(Lye) + -+ AL ya),
1
temos que
W1 :ﬁl dy2+é1 dyl, (611)
~ 1 ~ ~
onde Ry = —(yo2P1 — P). Logo o correspondente campo sobre U serd
n
A 0 A~ 0
Xy, = P~ — (Ry)—.
. 1691 ( 1)392

Por outro lado, Ag(1,ys) identicamente nulo implica ygpl(d)(l,yg) = PQ(d)(l,yg).
Como d = max{deg(P),deg(P,)}, concluimos que PQ(d)(l, y2) € Pl(d)(l, Y2) SA0 Nao
ambos identicamente nulos. Portanto, y; nao divide P = Xy, (y1). Logo, y; nao é

invariante por F.
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(b) Se A¢(F) =0, pelo Lema 6.26, segue que o nimero total de tangéncia de uma reta,
que nao ¢ solugao de F, com F é d — 1. Como C' é uma curva invariante por F e
exp(F) NQ* #£ 0, entdao por [14] temos que as tinicas singularidades possiveis de C

sao do tipo "normal crossings." Logo por [5] o grau de S é menor ou igual d.

]

Corolario 6.29. Seja F uma folheacdo nao degenerada em P? tal que F = F(Py, P).

Suponha que Ay(F) = 0. Entao, sao vélidas as seguintes afirmacoes:

(a) os polindémios Py e P, tem grau d = deg(F).

(b) as singularidades de F em L., N U; sdo os pontos da forma (0,ys), onde y, é zero
comum de Pl(d)(l,yg) e Aq(1,ys).

(c) o determinante e o trago da jacobiana de F no ponto (0, y,) € U; NSing F, denotados

por di(1,ys) e t1(1,ys), respectivamente, sao dados por

_ OA P
dy(1,2) = P U(L?Jz)@j(l,yz) - Az(l,yz)TyIQ(l,yz),
(6.12)
o (d)

ti(1,y2) = As(1l,y2) +

(d) (0 :0:1) € SingF, se somente se, PQ(d)(O,l) = A1(0,1) = 0. Além disso, o
determinante e o trago da jacobiana de F em (0 : 0 : 1) sao d2(0,1) e (0, 1),

respectivamente, com

B oprsY (d-1) OA,
dy(0,1) = Ay(0,1) o, (0,1) = P, (071)*3102(0,1),
(6.13)
oA -
t2(0,1) = 87)1(0’1) — P (0, 1).
2

Demonstracao.

(a) Suponha que A¢(F) = 0. Entao,
Ao(f)<$1, 132) = Jfgpl(d) (.%1,35‘2) — I1P2(d)(l’1,l’2) = 0
Ja que ngl(d)(xl,xg) = leQ(d)(xl,xQ) e d = max{deg(P),deg(P,)}, segue que
P2(d) (x1,22) € Pl(d) (x1, z2) ndo sao nulos. Portanto, deg P, = deg P> = d.
(b) Se Ay(F) =0, entao pelo Teorema 6.28, equacao (6.11), F restrita a U; ¢ induzida
pela 1-forma w;, = Iﬁldyg + éldyl = 0, onde y; e Yy, sao as coordenadas de U; e

A d d— _
Pi(yr,y2) = PO, y) + PEV (1 y)yn + -+ P )y + PO, )y,

];:’1(3/1, Y2) = Ar(Ly2) + Aa(1,y2)yn + As(L,y2)y? + - + Ag(1, o)y
(6.14)



Observamos que z = (2o : 2 :

z1 # 0 e as coordenadas locais de z em U; anulam wy.

z=1(20: 2
Z ZQ

:*—0692

21 2

onde 1,

Usando novamente a expressao dada em (6.11) do Teorema 6.28, temos que se

z € Sing FNUy, entao z = (29 : 21 : 22), 21 # 0, y1 = 2 o Yo = 22 anulam a 1-forma
21 21
wy = 131dy2 + éldyh
ou seja, }31(y1,y2) e él(yhyz) =0.
Dado z € Sing F N Uy, temos que
op, oP,
BRLATE
Jr(z) = Y1 Yo
Oy O
Oy 2
Como
Pi(yr,y2) = PO ye) + P (La)ys + -+ P (L )y ™ + P (1, )0,
segue que
g _ pld-1) (d—2) (1) 0
Tm(yl’y2) = PV (1, y0) 2P (1L, yo)ya -+ - A+ (d—1) Py (1, yo) i 24+d P (1, o)y
0P (d) 9 -1 9 L0
o1 = 2 P9 2 plh oyt 2 PO
ayQ (yla y2) ayQ 1 ( 7y2) + Y1 3y2 1 ( 7y2) + + a ( y2>

29) € Sing F N (Ls NUy), se somente se, zy =
Portanto, usando (6.14),
1 29) € Sing F N (Lo NU;), se somente se, Pl(d)(l,y2) =0eAi(1,y2) =0,

Em particular, para z = (0:1: y5) € Sing F N (Lo N Uy), temos

0P (d-1)

P, 1
Dy ——(0,12) = P;" (1, 12),
oP, 0
— P (1 )
O (0792) Dy 1 ( >312)

Além disso, da igualdade

él(yb yz)

= A1(1,y9) + Ao(1, y2)ys + As(L,y2)yt + - - -

(6.15)

+ Ad(lv y?)yil_la
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obtemos

0

@él(yla?h) = Ao(1,42) + 2A3(1, y2)ys + -+ - + (d — 1) Ag(1, yo)y{ 2,
1

A

0 0 0 0
9 2 A0 I Ay(ye) -+ L AL
&yle(yl’yQ) s 1 ,y2)+3/18y2 2(L 1) -+ o a(1,92),

0 -
7 — Ay(1
8y1 R1(0792) 2( 792)7

0 - 0
T B0.1) = A (1, 1)
s 1(0,92) s 1(1,92)

Portanto, concluimos que

_ 15) 0
dy(1,12) = detJr(0,y2) = PV (1, y2)=— A1 (1, 42) — Aa(1, y2)=— PLV(1, )
83/2 8y2

_ 0
t(1ye) = trJr(0.42) = PV (L) + 5 - ML),
2
Como (0:0:1) € Uy, entao (0:0: 1) € Sing F, se e somente se, as coordenadas
(0,0) anulam a 1-forma ws que induz F em U,. Se w; = @e w; = i, entao a

22 22
expressao de wy em Us é

Wo = _w1p2(w17 wz) dwy — (p1<w1; w2) - wzpz(wh wz)) dw .

Como Ay(F) =0, entao é facil ver que Ag(wsq, 1) = 0. Além disso, utilizando-se a

mesma estratégia da parte 1 do Teorema 6.28, obtemos que

A

Py(wy,ws) = PP (wy, 1) + P (wy, Dwy + -+ + P (wy, Dt + PO (wy, 1w,

Py(wy, wy) = P2(d)(7~U27 1)+ PQ(d_l)(w% Dwy +---+ Pz(l)(w% Dw{™ + PQ(O)(w2, Dwf.

Portanto

A

Py (wy, wy) — w2ﬁ2(w1, wy) = P1(d)(w2, 1) — w2P2(d)(w2, 1)+

+ [Pl(d_l)(wg, 1) — wQPQ(d_l)(wg, 1)]1U1+
+ <+ [Pl(o)(’wg, 1) — wng(O)(wg, 1)]’LU(11
= Ag(wa, 1) + Ay (wy, Dwy 4 - - + Ag(wy, wf.
Como Ag(wsy, 1) = 0, entao
Wy = —]Sg(wl,wg) dw2 — Rg(wl,wg) dw1 = O,

onde
RQ(U)l, w2) = Al(’UJg, 1) -+ AQ(U)Q, 1)'11}1 + 4 Ad<’w2, 1)?1)?71.
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Portanto, (0 : 0 : 1) € Sing F, se e somente se, ]52(0, 0) = 0 e Ry(0,0) = 0, ou
seja, P, (0,1) =0 e A1(0,1) = 0. Além disso, a matriz jacobiana de F no ponto
p=(0:0:1) € Sing(F) N U, estd dada por

op, P,
_TM(M aTUQ(p)
J]:(Z) =
0R, O0R,
—aTUl(p) ng(p)
Portanto
oP, OR OR P,
detJr(p) = _ij aTuz(p) + aTuz -aTj(p),
P, OR
trdr(p) = — 8wj (p) + sz (p).
Como
oP,

B (W wz) = P70 (wa, D42B " (wa, ot -+ (d=2) Py (wa)wf =+ (d) P (wa)w ™",
1

0 - 0 0 _ 0
a—wQPQ(wl, wy) = 8TUQPQ(d)(wg, 1)+ wlathgPZ(d 1)(wg, D+ + w‘fa—wgPl(O)(wg, 1),
0 -
%Rg(wh wg) == AQ(U)Q, 1) + 2A3(w2, 1)w1 + 4 (d — 1)Ad(w2, 1)wf‘2,
1
0 - 0 0 .0
anRQ(thb) = %Al(wm 1)+ w18TU2A2(w27 1)+ 4 wf 1aTU2Ad(w27 1),

concluimos que

oP, (d-1) 0 - 0 0 4
awl((;)70) 2 ((;:1)’ aw2P2(070) a’LUg 2 (Ov )’ awlRQ(()?O) 2<Ov )
(§ %RQ(0,0) = %Al(o, 1)
Logo
detJr(0,0) = Ay (0 1)i (0,1) — P/ V(0,1) 0 A(0,1).
) ) 621)2 2 ) 2 ) 87,02 9
9 (d-1)
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6.4 ALGORITMO DO TEOREMA 6.28

O Teorema 6.28 sugere a seguinte estratégia para verificar se uma dada folheacao

F de P? possui curvas algébricas invariantes.

1° Passo: Verifique se F é uma folheacdo niao degenerada sem exponentes racionais
positivos. Caso contrario, ndo ha garantia do que o terceiro passo funcionara

corretamente.

20 Passo: Verifique se Ag(F) = 0. Se Ag(F) # 0, entdo Lo, ¢é invariante por F. Se

Ag(F) = 0 va para o terceiro passo.

3% Passo: Seja F = F(Py, P,). Verifique se existe polinémio f de grau m, 0 < m <
deg(F), e algum polindmio g € k[zy,zs], de grau deg(F) — 1, que satisfazem a
igualdade

0 0

Se tais polindmios nao existirem, entao F nao possui curvas algébricas invariantes.

Para testar o terceiro passo escolhemos polinémios f,g € k[z1,xs] genéricos e
colocamos na equagao (6.16). Em seguida, utilizamos a base de Grobner para verificar se
o sistema obtido de (6.16) admite solu¢do. Como utilizamos a base de Grobner precisamos

fixar uma ordem no conjunto de todos os monomios em x; e Ty

Utilizamos a base de Grobner somente para verificar se um dado ideal é trivial ou
nao. Por esta razao é que podemos escolher qualquer ordem de termos que desejamos para

este algoritmo.
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Algoritmo 1: ALGORITMO DO TEOREMA 6.28

Entrada: Py, P, € k[xq, x9)

inicio
Faca k = max{deg(P;),deg(P,)} e calcule Ay(F) ;
se Ay(F) # 0 entao

Retorne 71”7 | pois a reta L., é solucao algébrica da folheacao F.

senao

Etapa 2: Considere f = Z U T® € g = Z vga”
ol <k |B1<k~1
Seja I o ideal gerado pelos polindmios nas varidveis u,’s e vg’s, que sao os

coeficientes dos monomios z® na equagao
0

0
P P f_ _
18x1f+ 26x2f 9/=0

Etapa 3: Considere U o conjunto de monoémios de grau menor o igual a k,
ou seja, U = {z%;|a| < k}.

Etapa 4: Seja z® o elemento de maior ordem de /. Considere o ideal

ju = <]auoc - 1>a
Etapa 5:
se 1 ¢ J; entao
Z(Ju) # 0

temos Z(I) # (0, retorne”a” e pare.

senao
Etapa 6 : inclua 2® aos geradores de Z = (Z,z%) e faga U = U — {z“}.

volte a etapa (4).
fim
fim
fim
Saida: O grau de uma solugdo algébrica da folheagao F = F (P, ), ou "0” se F

nao possui uma solugao algébrica menor o igual que deg(F)
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6.5 FOLHEACOES COM EXPOENTES RACIONAIS POSITIVOS.

Queremos um algoritmo que determine se F é nao degenerada e se possui expoentes

racionais positivos.

Inicialmente localizamos os pontos singulares de F. Seja v € P? uma singularidade
de F. Se u € Uy, entdo u é uma singularidade de F = F(Py, P») se Pi(u) = Py(u) = 0.

Além disso, u é uma singularidade degenerada se

(‘)Pl 8P2 E)Pl aPQ

detJr(u) = 0.

Sendo assim para sabermos se F tem singularidades degeneradas em U, basta determinar-

mos se a variedade afim V = Z(Py, P, detJr) é vazia ou nao.

Observamos que pelo Teorema dos zeros de Hilbert (ver [7] pdgina 10), temos que
V' = () se e somente se o ideal \/<P1,P2,detJ;> = (1). Como \/<P1,P2,detJf> = (1), se
somente se, (P, P, detJr) = (1), segue que V nao tem singularidades degeneradas, se
somente se, 1 € (P, Py, detJz). Portanto se uma base de Grébner do ideal (P, Py, detJF)

for igual a {1}, entao F nao tem singularidades degeneradas em Uj. Caso contrario tera

singularidades degeneradas. No segundo caso, os coeficientes racionais de F nao estarao

todos bem definidos.

Daqui para frente assumimos que F = F(P;, P») ndo possui pontos singulares

degenerados em Uj.

Sejam u € Uy N Sing F e A\; e Ay os autovalores da matriz Jz(u). Como A\; # 0 e

A

A2 # 0, entdo o expoente racional 7 = )\—1, esta bem definido. Por definicao, A; e Ay s@o as
2

raizes do polinémio

p(A\) = A2 — tr(Jz(u))\ + det Jx(u).
Logo A1 + A2 = tr(Jx(u)), MAx = det Jr(u) e

2 2
[tr Jr(u)] _ (A1 4+ A2) M " A2 s
det J]:(’LL) )\1 : /\2 )\2 )\1

Portanto, usando-se a relacao

[tr 7 (u))?

1
L N2/ M 249
det Jx(u) n+7]+ ’

concluimos que 7 satisfaz a igualdade

det Jr(u)n? + [2det Jr(u) — (trJz(u))?]n + det Jx(u) = 0.
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Considere o polinémio
0o(s, 11, 79) = det Jrs® + (2det Jr — (trJz)?)s + det Jr € k[s, z1, 12).

Entao 90(777U1,U2> =0, Vu = (u17u2) S Sing(]:) N Uy, ou seja, (U;U1,U2) € Z(P1>P2,90)-

Considere o ideal (Py, Py, 6y) de k[s, z1,x5] e a ordem lexicogréafica para os mond-
mios de k[s, x1,x2] onde impomos que xo L> T L> s. Como os polindmios P, P, €
exr

k[x1, 22| ndo tem fatores comuns, entdao Z((P;, P,)) é finito. Portanto Z((Pi, P, 6y))

também é finito.

O Corolério A.44 nos garante que se I = (Py, P, 0y) C k[s,z1,x2] e G é uma base

de Grobner de I, com a ordem lexicografica xs L>— 1 L>— s, entao existe um polindmio
exr exr

e, € G tal que eg € k[s]. Em particular se um nimero complexo n é um expoente

caracteristico de um ponto singular da folheagao entao ele é um zero de eq(s).

De fato, se u € Sing(F) N Uy e n € exp(F,u), entdo (n,uy,uz) € V(I) = V(G).
Como eg(s) € G, segue que eo(n) = eo(n, u1,uz) = 0. Portanto n é zero de eyg. Assim se
eo(s) nao tem raizes racionais positivas, entao F nao tem expoentes racionais positivos

nas singularidades pertencentes a U.

Isto resolve o problema com relacao as singularidades de F em U,. Entretanto a
folheacao F poderia ter singularidades fora de Uy, isto é, em L.,. Uma forma de lidar com
estas singularidades seria repetir o processo anterior para o campo de vetores que induz a
folheacao F em U; e U,. No entanto, como o calculo de uma base de Grobner com uma
ordem lexicografica pode ser bastante lento, é conveniente usarmos o Coroléario 6.29 para

acelerar os calculos.

Observagao 6.30. Note que consideramos que Ag(F) = 0, j& que se este nao for o caso

entdo a reta no infinito seria uma curva invariante de F.

Consideramos entdao o problema de determinarmos as singularidades de F em L, N
U;. Utilizando-se o item ¢ do Corolario 6.29, temos que a folheagdo F tem singularidades
em Lo, N U7, se e somente se, os polindmios Py (1,15) e Ay(1,s) de k[ys] tem raizes em
comum. Os polindémios Pl(k)(l, y2) e A1(1,y2) tem raizes em comum, se somente se, tem

fatores em comum. Logo calculamos

g(y2) = MDC{PP (1, 15), Ar(1,12)}.

Para determinarmos g(y2) podemos usar o algoritmo de Euclides, veja [8]. Entao concluimos

que Pl(k)(l,yg) e Aq(1,ys) tem fator comum, se somente se, g(y2) # 1.

Se g(y1) = 1, entao F nao tem singularidades em L., N U;.

Se g(y2) # 1, entdo devemos determinar se as singularidades de F em L., N U sdo

degeneradas ou nao e em seguida calcular os seus expoentes racionais.
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Passamos a estudar o caso em que g(y;) # 1. Seja u = (0,uy) € Sing F N (Lo NUY),
tal que g(u) = 0. Queremos determinar se u é uma singularidade degenerada ou nao

degenerada. Para isto seja

h(y2) = MDC{g(y2),d1(1,92)},

onde d;(1,y2) é o determinante jacobiano da folheagdo F em U; nos pontos u = (0, ya).

Se o polinémio h(yz) = 1, entdo os polindémios g(y2) e di(1,y2) ndo tem zeros

comuns, portanto as singularidades de F em L., N U; nao sao degeneradas.

Se h(ys) # 1, entao os polindmios ¢(y2) e di(1,y2) tem zeros comuns e portanto F
tem singulares degeneradas, onde nao estardo bem definidos os exponentes caracteristicos

racionais.

Agora nosso objetivo é descobrirmos se F tem ou nao expoentes caracteristicos
racionais nos pontos da forma u = (0, u3). A estratégia é a mesma que as dadas para as
singularidades em Uy. Vamos encontrar uma relagdo entre os polinémios detJz(0,ys) e
trJz(0,ys2), que sdo o determinante e traco da matriz jacobiana da folheagdo F em Uy,

respectivamente, e os expoentes racionais dos pontos u.

Sejam oy, ap € C os autovalores da matriz J£(0, uz), que sdo ambos nao nulos. Da

mesma forma que foi feita em Uy, obtemos que

trJz(0 2 1
tr (0, uz) =n+-+2 onden:ﬂ.

det Jx(0, uz) n Qi

Donde obtemos a igualdade
det Jx(0,uz)n? + [2det J£(0, ug) — (trJ£(0,us))?|n + det Jx(0, uy) = 0,
ou equivalentemente,

d1<1, UQ)?]Z + [2d1(1,U2) - (tl(l,UQ))2]77 + dl(l,UQ) = 0.

Logo o papel de 6y é desempenhado pelo polinémio

01(y2, s) = di(1,y2)s” + [2d1 (1, y2) — t1(1,92)?]s + di (1, ya).

Entao 60, (us,n) = 0.

Novamente pelo Corolario A.44, sabemos que existe um polinémio e;(s) € Gy, onde
G: é uma base de Grobner para o ideal 1 = <P1(k)(1,y2), A1(1,y2),01(y2, s)), em relacao
a ordem lexicografica com ys s Como e; € kl[s], serd mais facil o célculo de suas
raizes, que sao uma quantidade finita. Se e;(s) nao tiver raizes racionais positivas, entao

concluimos que F nao tem expoentes caracteristico racionais nos pontos (0, us).
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Finalmente devemos determinar se (0 : 0 : 1) é uma singularidade de F e calcular
seu expoente caracteristico, se nao for singularidade degenerada. Para fazer isto usamos
as solugoes dadas em (6.13) do Coroldrio 6.29 da mesma forma que fizemos nos casos

anteriores.

Em seguida apresentamos estas ideias em um algoritmo que determina se uma

dada folheacao possui expoentes racionais positivos.

ALGORITMO:
Parametros: Pj, Py € Clzy, xs).
Saida: “ok” se F(Py, P») ndo tem expoentes racionais positivos e “false”caso contrério.

1? Etapa: Calcule a base de Grobner G do ideal I = (P, Py, detr J).

e Se 1 ¢ G, entdo retorne "ok'e pare.

e Caso contrario (1 € G) va para a etapa seguinte.

22 Etapa: Defina o polindmio (1, 22, ) e use a base de Grobner com relagao a ordem
lexicografica com s < x; < xy para encontrar um polindémio ey(s), tal que
60(8) € <P1, P2,90>

3% Etapa: Calcule as raizes de eg(s) e verifique se alguma delas é racional e positiva.
e Se nao acontece, retorne “false”.
42 Etapa: Calcule g(yo) = MDC{P,"(1, 1), Ai(1,40)}

e Se g(y2) = 1 retorne “ok”.

e Se g(y2) # 1 va para etapa seguinte.
5% Etapa: Calcule h(y2) = M DC{g(y2),d1(1,y2)}

e Se h(y2) # 1 retorne “false”.

e Se h(yz) = 1, va para a seguinte etapa.

62 Etapa : Defina 6, (ys, s) = di(1,y2)s + (2d1(1, y2) — t1(1,92)?)s + d1(1, y2) e use uma
base de Grobner (G1, em relagdo a ordem lexicografica s < y; < s, para calcular um

polinémio e;(s) em uma unica variavel pertencente a Gj.
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7% Etapa : Verifique se e;(s) tem expoentes racionais positivos. Se ndo acontece, retorne

"false".

82 Etapa : Calcule P,¥(0,1) e A4(0,1).

e Se Po(k)(0,1) # 0 ou Ay(0,1) # 0, retorne "ok".

e Se Py(k)(0,1) = Ay(0,1) = 0, retorne "false".

92 Etapa : Calcule 0(s) = dy(0,1)s? + (2d2(0,1) — £5(0,1)%)s + d2(0, 1).

Se 05(s) tem zeros racionais positivos, retorne "false".

Caso contrario retorne "true'.



[12]

[13]

[14]

[15]

79
REFERENCIAS
ADAMS, W. W.; LOUSTAUNAU, P. An Introduction to Grébner Bases, Graduate

Studies in Math 3. Providence: American Mathematical Soc., 1994.

CAMACHO, C.; LINS NETO, A. Teoria Geométrica das Folheagoes. Rio de Janeiro:
IMPA, 1979.

CAMPILLO, A.; CARNICER, M. Proximity inequalities and bounds for the degree
of invariant curves by foliations of P%. Transactions of the American Mathematical
Society, Volume 349, p.2211-2228, 1997.

CARNICER, M.; The Poincaré Problem in the nondicritical case. Annals of the
Mathematics 140, p.289-294, 1994.

CERVEAU, D.; LINS NETO, A. Holomorphic Foliations in CP* having an invariant
algebraic curve. Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 41:4, (1991), p.883-903.

COUTINHO, S. C.; RIBEIRO, B. F. On Holomorphic Foliations Without Algebraic
Solutions. Experimental Mathematics 10 (2001) p.529-536.

FULTON, W. Algebraic curves - An Introducton to Algebraic Geometry. New York:
Benjamin, W. A. 1969.

GONCALVES ADILSON. Introdugio a Algebra. Rio de Janeiro: IMPA, 1979.

LINS NETO, A. Algebric solutions of Polinomyal Differential Equations and Foliations
in Dimension Two. Berling: Springer, 1345 (1988) p.192-232.

LINS NETO, A.; SCARDUA, B. Introducio a Teoria das Folheagies Algébricas

Complexas.

POINCARE, H. Sur L integrations Algebrique des Equations Differentielles du 1°
Ordre. Rendiconti Circ. Math. Palermo 11 (1981) p.193-239.

ROSSINI, A. A. G., Folheagoes Algébricas Projetivas. Dissertacao Mestrado, Juiz de
Fora: UFJF, 2011.

SHAFAREVICH, 1. R. Basic Algebraic Geometry 1. New York: Springer, 1994.

SOARES, M. G. On algebraic sets invariant by one-dimensional foliations on CP(3)
Ann. Inst. Fourier (Grenoble) 43:1, (1973), p.143-162.

SOARES, M. G. Projective varieties invariant by one-dimensional foliations. Annals

of Mathematic, 152, p.369-382, 2000.



80
[16] SOARES, M. G. The Poincaré Problem for hypersurfaces invariant by one dimensional
foliations. Inventiones Mathematicae 128, p.495-500, 1997.

[17]) VAINSENCHER, I. Introdugio das Curvas Algébricas Planas. Rio de Janeiro: IMPA,
1979.

[18] VEIRA COSTA, A.; VAINSENCHER, 1. Bases de Grébner: Resolvendo Equagoes
Polinomiais : Escola de Agebra, IMECC UNICAMP. 1994.



81

APENDICE A - BASES DE GROBNER E ALGUNS RESULTADOS
IMPORTANTES

O objetivo principal deste apéndice é apresentar a teoria necessaria para demonstrar

o Corolario A.44 o qual serd um resultado importante utilizado no capitulo 6 deste trabalho.

A.1 ORDEM MONOMIAL SOBRE O ANEL DE POLINOMIOS

Neste apéndice k£ denotard um corpo, nao necessariamente um corpo algebricamente
fechado.

Definigao A.1. O conjunto de todos os monoémios em k[zy, ..., z,| é denotado por

T"z{xﬁm?..mﬁ"; pieNi=1,...,n}

Algumas vezes, por comodidade, escreveremos z”, para referir-nos a :z:f ! x§2 oxhn
onde 8 = (81, P2, --.,8,) € N" e 1 para referir-nos ao monomio 2029 ..20.

Estabeleceremos uma ordem para os elementos do conjunto T". Isto ¢ equivalente

a colocarmos uma ordem no conjunto N dos expoentes dos elementos de T™.

Defini¢do A.2. Uma relagao de ordem, ou uma ordenagao sobre um conjunto A C N",

onde A é nao vazio, é uma relagdo denotada por ">"satisfazendo:

(a) Para cada a € A, «a > a (reflexiva).
(b) Se a, f € A sao tais que a > f e > «, entdo a = 3 (assimétrica).
(c) Se a, B e pertencem a A sdo tais que a = 5 e > 7, entdo « > v (transitiva).

Definicao A.3. Dizemos que uma relagao de ordem > em N” ¢ uma ordem monomial se

satisfaz as seguintes afirmacdes:

(a) Para cada o, € N" se a # 3, entdo o > 3 ou > « (é uma ordem total).
(b) Para a, f e N" e v = 5, entdo o+ =+, V€N

(c) A ordem > é uma boa ordem, ou seja, todo subconjunto nao vazio de N admite

um menor elemento.

Uma vez escolhida uma ordem monomial > em N”, dizemos que um monomio de z® é

maior que 2°, e escrevemos 2 = 2°, se a = .

Observacao A .4.
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(a) A condigao (b) da Definigao A.3 garante que se 2@ = 2 entdo %7 = xPx7.

(b) A condicdo (a) da Definigdo A.3 garante que ndo existird ambiguidade na escolha de

um maior elemento de uma colecdo finita de monomios.
Definicao A.5. A ordem lexicografica em N", denotada por >p.., é definida por

a>ree B, sedje{l,..,n}talque o; > e ar =0, V k<.

Na ordem lexicografica, estamos dizendo que o é maior que 3 se a primeira coorde-
nada da esquerda para a direita de a que nao coincidir com correspondente coordenada

de $ for maior que a de f3.
Observagao A.6. A ordem lexicografica em N” induz uma ordem em T".
Observagao A.7. Sejam x®', x*?, ..., 2% elementos de T", onde

a; = (1,0,...,0), s = (0,1,...,0), ..., a, = (0,0,...,1).

Como oy = g > ... > «Qp, entdo x® = %% = ... = .
Lex Lex Lex Lex Lex Lex

Exemplo A.8. Consideremos a ordem lexicografica e os monomios

3

w2 myPet, 2Pyt2? oy, 27 de Kz, y, 2).

Suponhamos que & >=re; Y =rex 2, @1 = (1,3,3), ag = (1,2,4), as = (2,4,2), ay = (4,1,0)
eas = (0,0,7). A ordenagdo em N" é oy > a3 = a3 > as > as. Portanto, a ordenacao
destes mondmios serd xty = x2y*z? = xy323 = 2yt = 27

Proposicao A.9. Uma ordem total > em N" é uma boa ordem, se e somente se, para

cada sequéncia decrescente (ag = ag = -+ = ay, = ...) em N" existe mg € N tal que

Q= Qip,, Para cada m = my.

Demonstragdo. Suponhamos que > nao é uma boa ordem. Entao existe A C N", nao
vazio, tal que A nao admite um menor elemento. Dado a; € A, como A nao admite
elemento minimo, existe ap € A, tal que a; > as. Utilizando-se o mesmo raciocinio para
(9, existe az € A tal que as > as. Continuando-se desta forma encontramos uma sequéncia

estritamente infinita
Q1 = Qg = Q3 >+ > Qp, = ... em N",
O que gera uma contradicao com a hipotese.
Reciprocamente, suponha que existe uma sequéncia decrescente
(g =g ==y =...)em N,

tal que para cada m € N, existe mg para o qual tem-se o, > . Considere A = {a,,,; m € N}
o conjunto formado por todos os elementos desta sequéncia. Entao A nao tem menor

elemento. [
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Proposicao A.10. A ordem lexicografica é uma ordem monomial.

Demonstracao.

(a) Sejam «, f € N", tal que o # (. Existe j € N, tal que «; # ;. Utilizando a ordem
> em N, que ¢ uma ordem total, temos que a; > 3; ou ; > ;. Portanto « L> 6]
ET

ou f3 L> a. Logo a ordem lexicografica é uma ordem total.
exr

(b) Sejam «, f € N, tais que « L> . Existe j € N tal que o; > 5 e o = B, Vk < j.
Como > ¢ a ordem em N e o > 3, segue que «a; +v; > [; + ;. Além disso
ar + Yk = Bk + v, VEk < j. Portanto at+y - B+.

(c) Seja a1 > az > as > ... uma sequéncia em N", a qual denotamos por (o;),cy;
Lex Lex Lex
onde cada a; = (a;, ..., a;"). Entao para cada j € {1,...,n} temos que (ai]) o
(2

uma sequéncia decrescente em N. Como > ¢ uma boa ordem em N, pela Proposicao
A.9, existe m; € N tal que o, = o, , Ym > m;. Se mg = max{m;; 1 < j < n},

entao existe a,,, € N" tal que a,, = quy,, Ym > my.

]

Defini¢ao A.11. O grau total do monémio 2%, onde a = (a1, g, ..., a,) € N é a soma

dos expoentes de cada variavel e serd denotado por |a.

lal =1 +as+ -+ ay,
Exemplo A.12. Se 2%y2° € k[x,y, 2], entdao grau total de 2%yz° é |a| =2+ 1+5=8.
Definigao A.13. A ordem lexicografica graduada em N" é definida da seguinte forma:

se |af > B
a > = ou
la| =[B] e a = B.
Lex

Observagao A.14. A ordem lexicografica graduada em N" induz uma ordem em T".

Exemplo A.15. Sejam z?yz® e 2%y® € k[z,y, z]. Entdo, a = (2,1,5) e B =(2,3,0),

pois |a| = 8 > |3| = 5. Logo z?yx® e x?y3.
Definicao A.16. A ordem lexicogréafica inversa graduada em N", denotada por =g, é

definida por:

se |a| > [f]
a g <= ou
se |a| =|f| e existe j € {1,...,n} tal que a; < B e ap =P, V k> j.
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Exemplo A.17. Em k[z,y, z] temos que

3 2 2
- xZm = Ty >
y LIG LIG y LIiG ¥

ja que 0,1,0) = (1,0,2) = (1,1,0) = (0,2,0) em N".

Fixada uma ordem monomial ">" em N", podemos escrever cada polindémio nao

nulo f € k[xy,- -+, x,], de forma tnica, como
f=C X"+ Y CsXP, C,e€k—{0}, (A1)
C[;Ek‘
a>f

onde C, X* é o maior monomio de f, mediante a ordem induzida por ">"sobre T".

Defini¢ao A.18. Fixada uma ordem monomial '>" em N" e dado f € k[xq,--- ,x,] ndo
nulo, expressado como em (A.1), dizemos que C, X é o termo lider de f e que o grau de

f é a. Serao denotados por T'L(f) e deg(f), respectivamente.
Observagao A.19.
(a) Apesar do fato do grau de f € k[xq,- -+, x,] ser um vetor v € N™, convencionamos
que deg(0) = —o0.

(b) Devemos destacar a ordem monomial utilizada, ja que o termo lider e o grau de um

polinémio f € K|[xy,...,x,] podem variar conforme a ordem monomial considerada.

Exemplo A.20. Seja f = 22%yz* + 3wy32% — 523 € k[x, vy, 2].

e Considerando-se a ordem Lexicografica © ¢, Y > ez 2, temos que
3 2.4 3.2
X% = Lew TYZ" > Lex TY 27,

Logo expressamos f = —5z% + 22%y2? + 32y32? e concluimos que TL(f) = —52° e
deg(f) = (3,0,0).

e Consideremos a ordem Lexicografica graduada. Se a = (2,1,4), § = (1,3,2) e
v = (3,0,0), entao

la|=2+1+4=|8]=14+34+2>|y|=3+0+0.

Como a =1 3, entdao z%yz? =resq Y322 = eeq ¥°. Sendo assim TL(f) = 222yz°,
deg(f) = (2,1,4), pois f = 22%yz* + 3zy>2% — 5a®.

Proposicao A.21. Fixada uma ordem monomial ">" e dados f, g € k[z1,--- ,z,], ndo

HUIOS, cumprem-se:

(a) deg(fg) = deg(f) + deg(g)

(b) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}. Valendo-se a igualdade se deg(f) # deg(g).
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A2 DIVISAO DE POLINOMIOS EM k[z1, 2s, . . ., 2]

A.2.1 Divisdao de Polindmios em uma Variavel

Nesta apéndice consideramos polinémios em k[z| e usamos o algoritmo euclidiano
para dividir polinémios. A teoria de polindmios em uma variavel é uma boa ilustragao
da teoria mais geral que serd apresentada no restante deste capitulo. Apresentamos as
notagdes que mais para frente serdo generalizadas para o estudo de polindémios em varias

variaveis.

Defini¢ao A.22. Seja f € k[z| um polindémio ndo nulo. O grau de f é o maior exponente
de = que aparece em f e o termo lider de f é o termo com maior grau e o seu coeficiente

lider é o coeficiente do termo lider.
Exemplo A.23. Seja f = a2 + ap_12" '+ -+ @z +ag, coma; €k 0<i<n,
a, # 0. Entao, deg(f) =n, TL(f) = a,x™ e CL(f) = ay.

A principal aplicacao do algoritmo euclidiano é o algoritmo da divisao de polindémios.

Exemplo A.24. Vamos dividir o polindomio f = —4a* +222 — 2 +2porg=a22>+2+1.

— 4ot 4222 — 2 +2 >+ 41
—dat —4x® —42? | —42? 44+ 1
4a3 4+ 62% — 1 + 2

43 + 4a® + 4x

2% — 5x + 2
202 + 21 + 2
—7x+0

Vamos a analisar os passos na divisao acima. Primeiro multiplicamos g por —4xz? e
subtraimos o produto resultante de f. A ideia é multiplicar g por um termo apropriado,
neste caso —422%, de tal forma que o termo lider de ¢ vezes este mondmio cancele o termo
lider de f. Apds este primeiro cancelamento obtemos o resto h = 4a® + 622 — x + 2.

Repetimos este processo até nao podermos mais.
Em geral, se temos dois polinémios
-1
f=a 2" +a, 12"+ -+ a1z + ag

9= b + by 2™ - 4 by + b,

com deg(f) =n > deg(g) = m, entdo o primeiro passo na divisao de f por g é subtrair

de f o produto a, b z"™. Podemos reescrever isso utilizando a notacdo anterior: o
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TL(f) TL(f)
eh=f—

TL(g) TL(g)

reducéo de f por ¢ e o denotamos por f 2 h.

fator multiplicado por g é

g é o primeiro resto. Chamamos a h a

Algoritmo 2: ALGORITMO DA DIVISAO EM k[x]

Entrada: f,g € k[z], g # 0.

inicio
q=0, e r=f;
enquanto r # 0 e grau(g) < grau(r), faca
N TL(r)
q9=4q ;
TL(g)
TL(r)
r=r- 9;
TL(g)
fim

fim

Saida: ¢, r € k[x] tais que f = gg + r, onde r = 0 ou grau(r) < grau(g).

Uma vez finalizado este processo obtemos no algoritmo o polindémio r que satisfaz
r = 0 ou tem grau estritamente menor que o grau de g. Este processo completo, com r

. .~ . ’ g9
satisfazendo as condicoes acima, sera denotado por f =, r.

Exemplo A.25. Vamos reduzir f = —4x? + 222 — 2 + 2 por g = 22 + x + 1. Temos que
fS5 42 +622 —ax+2L 202 — 50 +2L —7a.

Logo f %, r, onde r = —7x.

Teorema A.26. Se [ é um ideal em k[z], entdo I é gerado por um unico elemento.

Demonstracio. Veja [8] pag. 72 O

Proposicao A.27. Seja I C k[x] um ideal gerado por fi, fa, ..., fs, entdo

I={(f1,fo, .., fs) = (MDC{f1, fay.., [s})

Demonstracio. Veja [8] pag. 73 ]
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Com as ideias colocadas nesta se¢cao podemos responder o seguinte problema: Como
decidirmos se um polinémio f pertence ou nao a um ideal I de k[x] gerado por polindmios

f1, fay -+, fs polindbmios em k[z].

Primeiro calculamos o polinémio g = M DC{ f1, fa, ..., fs} e em seguida utilizamos
o algoritmo da divisao para dividirmos f por g. Entao, f € I, se e somente se, o resto

desta divisao é zero . Entao, utilizando-se a notacao introduzida, podemos escrever
fel="{fifo....,fs) ={g), se e somente se, f L, 0.

A.2.2 Divisdao de Polindmios em Varias Varidveis

No caso de varias variaveis, sabemos que um ideal I gerado pelo conjunto de

polinémios {f1,..., fm} C k[x1,...,z,] pode ndo ser um ideal principal, como ocorre no
caso k[z]. Dados f, f1,..., fm polindémios em k[z1,...,xz,] discutiremos como encontrar
uma expressao para f na forma f = ¢ fi+- -+ qnfm+r,onde ¢1,. .., G, 7 € klx1,. .., Ty

e os ¢; podem ser visto como quocientes e r como o resto, de maneira analoga na divisao

em uma variavel.

Sabemos que no caso de uma variavel, exigimos que o resto seja zero ou tenha
grau menor que o grau do dividendo. Essa condicao é equivalente a pedir que a expressao
f = qg +r em k[z] satisfaga T'L(g) > T'L(r). Entao temos ja a pista necessaria para o
processo de divisao em varias varidaveis. A condi¢do anédloga serd que TL(f;) »= TL(r),
para cada ¢ = 1,...,m. Como os termos lideres variam conforme a ordem monomial
considerada, como ja vimos no Exemplo A.20, iniciamos fixando uma ordem monomial e

ordenando os polindmios f, fi,..., fr em k[xy, ..., z,)].

Exemplo A.28. Vamos dividir o polindémio f = 2 + 2% + zy? + 2y + 2° + 2? pelos
polinémios f; = 2% — 2, fo = 2y — 2, fs = 22 + 1 C k[x, v, 2], isto é, escrever f na forma

f=aqfi + -+ qnfm +r, considerando-se a ordem lexicografica.

Primeiro ordenamos os monoémios de f e conjunto de polindmios nao nulos seguindo
a ordem lexicografica graduada com x L>G y. Ja que fi L>G f2 L>G f3, calculamos o
termos lideres TL(f,) = 2%, TL(f2) = xy, TL(f3) = 22 e TL(f) = 3. Procedemos a

dividir f por f; (observe que a ordem dos f;’s é importante).

PASSO 1: Dividimos o polinémio f por f;, de modo analogo na divisao por uma variavel

como T'L(fy) | TL(f), obtemos o primeiro termo do quociente e fazemos

_ TL(f)
" TL)

e hi=f—qfi;

PASSO 2: Repetimos o processo anterior considerando-se agora o novo polinémio h;.

Dividimos por T'L(f;) enquanto for possivel, e fazemos
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 TL(hy)
- TL(f)

q2 e hy =hi — q2f1;

Resumimos estes passos 1 e 2 com o seguinte diagrama:

f=234+22+ vl +ay+22+22| fi=a2— 2
@ fi =2 -z G =1;q¢=1

hy = 2% + 2y? + vy + 22 + 2% + 22
Gaf1 = 2% — 2

ho =2y +ay+xz+22+22+2

PASSO 3 : Continuamos com o processo, mas como T'L(f;) ndo divide T'L(hsy), entao

passamos a dividir hy por fo. Como T'L(fy) | TL(hs), fazemos

_ TL(hy)
~ TL(f)

PASSO 4 : Como TL(fs) | TL(hs) continuamos o processo com f> e fazemos:

q3 e hg=hy—qsfs;

TL(hs)
TL(f2)

qqs = e hy=hs— qufs;

Resumimos estes passos 3 e 4 com o seguinte diagrama:

ho =z +ay+awz+2+22 42| fo=ay— 2
G=vy’ —yz 3=y a=1
hs=zy+az+yz+22+2>+2
Gaf2 =y — =2
hy=xz+yz+ 23+ 22+ 22

PASSO 5: Como TL(f;) nao divide a T'L(hy), entdao passamos a dividir hy por fs.
Entretanto como T'L( f3) também néao divide T'L(hy4), entdo subtraimos de h4 0 seu termo

lider, que nao é divisivel por nenhum TL(f;), 1 <i < 3. Em seguida fazemos

h5 = h4 — TL(h4) er = TL(h4),

PASSO 6: Como hs nao ¢é divisivel por nenhum 7T'L(f;), fazemos

h6 = h5 — TL(h5> € o = TL(h5),

Resumimos os passos 5 e 6:

hs =yz+ 23+ 22+ 2z e = 22,



89

he =22+ 22+ 2z e ry = yz.

PASSO 7: Dividimos hg por f3, pois TL(f3) | T L(he). Repetimos o processo até obtermos

um polinémio que nao seja divisivel por fs.

he = 23+ 22 + 22 fs=224+ 1
Gfs=2"4+z2¢=2; ¢ =1

h7222—|—2
o fs = 2° + 1
hgzz—l

Finalmente vemos que este polindbmio hg nao é divisivel por nenhum T L(F;),
1 <17 < 3. Portanto, descobrimos polinomios uy =q¢1 + e =+ 1, ue =g +qu=y+1,
Us=qs+q=2+1ler=ri+ry+hg=zz+yz+ z—1 tais que

f=uifi +usfo+ugfs+r.

Este exemplo nos motiva a fazer a préxima defini¢ao.

Defini¢ao A.29. Sejam f,g,h € k[z1,...,x,], com g # 0. Dizemos que f se reduz a h

médulo g, e escrevemos f 2 h, se somente se, TL(g) divide o TL(f), em relacio a alguma

TL(f)
TL(g)?

ordem monomial, e h = f —

Exemplo A.30. Sejam f = 62%y —x + 4y — 1 e g = 22y + 93, Considerando-se a ordem
lexicografica com x L> y, temos que TL(f) = 62y, TL(g) = 2xy. Portanto f % h,

h=06z%y —x+4y>—1— 62f5(2xy+y2) = =3y —x +4y* — 1.

Defini¢ao A.31. Sejam f, h, fi,..., fs € k[z1, ..., x,], polindmios ndo nulos e o conjunto
F ={fi1,..., fs}. Dizemos que f é reduzido a h médulo F', e denotamos por f LR h, se
existe uma sequéncia de indices i1, i, ...,% € {1,2,...,s} e uma sequéncia de polinémios
hijy ... hi, € klxy, ..., xz,)], tais que:
fi fi fi fi,_ i
RN Ny N L N T ey

Defini¢do A.32. Um polinémio r € k[z1, ..., x,] é chamado de reduzido em relagdo ao
conjunto fi,...,fs € k[z1,...,x,], ndo nulos, se r = 0 ou T'L(r) nao é divisivel por

nenhum 7T'L(f;), 1 <7 < s. Em outras palavras r ndo pode ser reduzido médulo F'.
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Definicao A.33. Se f L r e rnio pode ser reduzido modulo F', entao chamamos ao r o

reduzido de f médulo F.
x,], de polino-

Teorema A.34. Consideremos um conjunto F' = {g1,...,9s} C klz1,...,
mios nao nulos. Se f € klxy, ..., x,], entdo existem polindmios fi,..., fser € k[zy, ..., x,]
tais que
f:flgl+"'+fsgs+r>
onde r é reduzido em relacao a F.
]

Demonstracio. Veja [1], pagina 30.
O algoritmo abaixo nos fornece uma ideia da prova do Teorema A.34 e uma forma

pratica de determinarmos os polinomios f;’s e r.
ALGORITMO DA DIVISAO EM VARIAS VARIAVEIS

Algoritmo 3:

Entrada: f, fi, fo,..., fs € klx1, ..., 2]

inicio

enquanto h # 0 faga
sei € {l,...,s} tal que TL(f;) | TL(h) entao
Tome o menor destes indices 7 e faga:

o, TL)
ql_q’L TL(fz)7

B _TL(h) .
T

senao

r=r+TL(h);
h=h—TL(h);

fim

fim

fim

Saida: qi,...,qm € 7 € klz1,...,13,), tais que f =Y q;f; +r e TL(f;) fTL(r),
i=1

Vie{l..., s}
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Poderiamos ser induzidos a pensar que uma condi¢do necessaria para que um
polinémio f pertenca a um ideal J = (fi,..., fn) C k[x1,...,2,] é que o resto r da
divisdo de f médulo F = {f1,..., fm} seja nulo, como no caso da divisao de uma variavel.

Entretanto, o seguinte exemplo mostra que essa nao é uma condi¢do necessaria.

Exemplo A.35. Sejam [ =y’v—ux, fi=yx—2z, fo=9y>*—xeJ={f1,f). Considere a
ordem lexicografica graduada inversa, y >r;6 © e F = {f1, fo}. Utilizando-se o algoritmo
da divisdo em k[z,y| para dividir f por fy e fi, temos que f é reduzido & r mddulo
F. Ouseja f = ¢’z — =z ﬂ>+ r = 22 — z, onde o resto r é nao nulo. Além disso
r=w+fit(-2)f2€ .

Observagao A.36. O Teorema A.41 abaixo mostra que uma condi¢do necesséaria e
suficiente para que f pertenca a J é que o resto seja nulo utilizando-se uma base de

Grobner para J para a divisao.
A.3 BASES DE GROBNER

Defini¢ao A.37. Seja I C k[xq,...,x,] um ideal e consideremos uma ordem monomial.
Definimos o ideal dos termos lideres de I como sendo o ideal gerado pelos termos lideres

de cada elemento de I. Denotamos este ideal por T'L([I).

TL(I) = {TL(f); f € I}).

Observacgao A.38.

(a) Se I = (f) C k[x], entao T'L(I) = (T'L(f)).

(b) Se I ={f1,..., fm) é um ideal em k[xy,...,z,], nem sempre temos que

TL(I) = (TL(f),... . TL(f.)).
Veja o Exemplo A.39.

Exemplo A.39. Consideramos a ordem lexicografica x L>— yel = (x?—y,x—y) C klz,y].
Notamos que o polindémio f = y? —y € I, ja que f = (2> —y) — (z + y)(z — y), mas
TL(f) =y* ¢ (TL(z* — y),TL(z — y)) = (2% z) = (z).

Defini¢ao A.40. Seja I um ideal ndo vazio de k[zy, .. ..x,]. Dizemos que um subconjunto
finito G = {g1, -+ ,9s} C I de polindmios nao nulos é uma base de Grobner de I se para
cada f € [ existe i € {1,...,s} tal que T'L(g;)|TL(f).

Teorema A.41. Sejam [ ideal nao nulo de k[zy,...,z,] e G = {g1, -+ ,gs} C I. As

seguintes afirmacoes sao equivalentes:
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(a) G é uma base de Grobner para 1.

(b) f €1, se e somente se, f G 0.

(¢) f €I se, somente se, f = ihigi, com TL(f) = max{TL(h;)TL(g;)}.

— 1<i<s
(d) TL(I)=TL(G)
Demonstragio. Observamos incialmente que, para cada polindémio f de k[xq,...,x,],
existem polindmios fi,..., fs,r em k[z1,...,x,] tais que r é reduzido em relagdo a G e
r=f—=fig1— fag2- - — fsgs- (A.2)

(a) = (b) Se f € I, entao segue da igualdade (A.2) que r € I. Se r # 0, como G
¢ uma base de Grobner de I, existe i € {1,...,s} tal que T'L(g;) divide TL(r). O qual é

uma contradi¢ao pois r é reduzido em relagdo a GG. Portanto r = 0, ou seja, f G +0.
Por outro lado se r = 0, entdo da igualdade (A.2) segue que f € I.

(b) = (c¢) Se f € I, entdo pela hipétese f £>+ 0. Logo r = 0 e, por (A.2), obtemos

o resultado.

Por outro lado se vale a relagao f = Z h;g;, entao r = 0 e, por hipétese, f € I.

i=1

(¢) = (d) Se f € I, entao f = ihigi, com TL(f) = 1rr<1aX{TL(hi)TL(gi)}. Se
i=1 siss

TL(f) = TL(hiy)TL(gi,), 1 < ip < s, entao, como TL(g;,) € TL(G), concluimos que
TL(f) € TL(G).

Claramente T'L(G) C TL(I), pois G C I. Assim TL(G) = T'L(I).

(d) = (a)

Seja f € I, como por hipotese TL(I) = TL(G), entao TL(f) € TL(G). Portanto
TL(f)= zs: hiT'L(g;), e como TL(f) é um multiplo constante de um monoémio, segue que

i=1
TL(f) tem que ser divisivel por algum destes T'L(g;). Portanto pela Defini¢ao (A.40), G é

uma base de Grobner para I.

[l
A.4 RESULTADOS PRINCIPAIS DA BASE DE GROBNER

Teorema A.42. Suponha que k é um corpo algebricamente fechado. Sejam I # {0} um
ideal em k[zy,--- ,z,] e G uma base de Grobner de I. Suponha que a variedade afim
V = Z(I) é finita. Entdo, para cada i = 1,...,n, existe g € G tal que TL(g) = (z;)",
para algum v € N.
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Demonstragio. Suponhamos que V = Z(I) = (). Entao, pelo Teorema dos zeros de Hilbert
([7] pagina 10), I = k[z1,...,z,) e assim 1 € I. Logo G = {1} e a afirmagcao vale para

todo <.

Suponhamos agora que V = Z(I) # (). Entao existe [ € N tal que
V([) = {al,ag, c. ,CL[} C An,

onde a; = (ayj, asj,...,an;), com j=1,... 1L
Sei e {l,---,n}éfixado, entdo para cada j = 1,...,l afuncio f; = x;—a;; € k[z]
é tal que f;(a;;) = 0. Logo se f = fi fo--- fi € k[z;] C k[z1,...,x,], entdo f(a;) = 0,
Vi =1,...,0. Assim f € Z(Z(I)) e, pelo Teorema dos zeros de Hilbert(ver [7] pagina
10), temos que f € Rad(I). Portanto existe v € N tal que f¥ € I. Dai concluimos que
!

TL(f") = H TL(f]) = zl e, como G é uma base de Grobner de I | existe g € G tal que

j=1

TL(g)|x%. O

Definigao A.43. Um ideal de k[xq,--- ,x,] é dito zero dimensional se V(1) é finito.

Corolario A.44. Sejam [ um ideal em k[z1, ..., x,] zero dimensional e G = {g1,...,9s}

uma base de Grobner reduzida para I, com relacao a ordem lexicografica L>— T L>—
) L> z,. Entdo podemos ordenar gy, ..., gs de tal forma que g1 € k[z1] , g2 € k[z1,22] €

exr

TL(g2) = x4 para algum m € N, e sucessivamente, g5 € k[z1,...,xs] e TL(g,) = =¥, para

algum v € N,

Demonstragio. Se I C k[xy,...,x,]| é zero dimensional , entao Z(I) é finito. Logo, pelo

Teorema A.42; existe g; € G tal que T'L(g1) = x§, para algum s € N. J& que
ry < X9 < --- < Ty, entdo gy € k], pois, se alguma outra varidvel aparecesse em gy,

entdo T'L(g1) # 5. O mesmo raciocinio é valido para os demais.

]
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