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RESUMO

Este trabalho é baseado em um artigo de Javier Chavarriga e Jaume Llibre, ([CL]), no
qual sdo apresentadas condigoes suficientes na ordem de um campo vetorial polinomial em
C? para a existéncia de uma integral primeira racional. Além disso, também descreve-se o
numero de pontos multiplos que uma curva algébrica de grau n, invariante por um campo

polinomial em C? de grau m, pode ter em funcao de m e n.

Palavras-chave: Campo vetorial. Curva algébrica invariante. Integral primeira.



ABSTRACT

This work is based on Javier Chavarriga and Jaume Llibre’s article ([CL]), in which
sufficient conditions are presented on the order of a polynomial vector field in C? for the
existence of a first rational integral. Moreover, it is also described the number of multiple
points that an algebraic curve of degree n, invariant by a polynomial field of degree m in

C? , can have in function of m and n.

Keywords: Vector field. Algebraic invariant curve. First integral.
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1 INTRODUCAO

Segundo Lins Neto e Scardua, em [LNS], o estudo de equagoes diferenciais complexas
foi iniciado de maneira sistematica por P. Painlevé no fim do século XIX ([PA1] e [PA2]).
dy _ P(z,y)
dr  Q(z,y)’

onde P(x,y) e Q(z,y) sdo polindmios complexos, ganhou métodos proprios e diferenciados,

Foi com Painlevé que o estudo das equacgoes diferenciais racionais da forma

utilizando de forma mais forte o carater holomorfo das solugoes locais. No entanto, varios
outros autores contribuiram de maneira decisiva para a teoria no seu inicio, tais como E.
Picard, G. Darboux, H. Poincaré, Briot e Bouquet, G.D. Birkhoff e outros.

Em seu trabalho, Painlevé esteve frequentemente preocupado com a classificacao

da equacao geral
dy _ P(z,y)
dr  Q(z,y)

a partir do comportamento de suas solugdes. Um outro problema investigado nessa

(1.1)

época é o de se determinar quais equagoes diferenciais racionais da forma (1.1) podem
ser integradas por meio de fungoes elementares do Célculo Diferencial e Integral e por
meio de operagoes algébricas como a obtencao de raizes de polinémios complexos em duas

variaveis.

Escrevendo = = z(t) e y = y(t), onte ¢ é uma nova variavel real ou complexa,
podemos reescrever a equacao (1.1) como um sistema de equagoes diferenciais polinomiais

em C? da forma

dx
at P(z,y)
(1.2)
dy
a Q(z,y)

0 0
%‘P’ @‘P>

associar ao sistema (1.2) um campo de vetores polinomial y, tal que

Além disso, como C? = TpC? = < , para todo P € C?, podemos

X(P) = Play) 5|+ Q) o

.V PeC?
P

As curvas analiticas obtidas pelo prolongamento das solucoes locais da equacao
(1.1) sao chamadas trajetérias do campo x e definem, no plano, uma folheagao por curvas
(Teorema de Existéncia e Unicidade de Solugoes). De forma simplificada, uma folheacao de
uma variedade M ¢é uma decomposicao de M em subvariedades lisas de mesma dimensao,

e que sao localmente associadas a equagoes diferenciais.

Foi com o avanco da Teoria das Folheagoes e com o desenvolvimento da Topologia
Diferencial e da Teoria das Varias Variaveis Complexas, que as equagoes diferenciais
complexas (encaradas como folheagoes holomorfas ou campos vetoriais) foram redescobertas

e puderam ser mais uma vez estudadas com mais vigor.



No estudo do comportamento das solugoes de (1.1), aparece o conceito de integral
primeira, isto ¢, uma fun¢ao constante ao longo das solugdes. Quando uma equagao admite
uma integral primeira holomorfa f : C* — C, suas trajetérias estdo contidas nas curvas
de nivel de f. Muitos métodos diferentes tém sido usados para estudar a existéncia de
integral primeira. Dentre esses, podemos citar a Teoria de Integrabilidade de Darboux
que faz uma conexao entre existéncia de uma integral primeira e a existéncia de curvas
algébricas invariantes. Extensoes da Teoria de Integrabilidade de Darboux foram feitas

por Jouanlou e Weil.

Neste texto, que foi baseado no trabalho de Javier Chavarriga e Jaume Llibre,
([CL]), apresentamos condigoes suficientes na ordem de um campo vetorial polinomial em
C? para a existéncia de uma integral primeira racional e estudamos o ntimero de pontos
miultiplos que uma curva algébrica de grau n, invariante por um campo polinomial em C?

de grau m pode ter, em funcao de m e n.

No Capitulo 2 sao apresentados resultados basicos de Geometria Algébrica tais
como variedades algébricas, espaco tangente, anéis locais e multiplicidade de intersecao de

curvas.

No Capitulo 3, apresentamos os sistemas diferenciais polinomiais no plano, a
definicao de integral primeira, campos vetoriais em C? e a projetivacio desses campos e a

definicao de pontos singulares de campos vetoriais.

No capitulo 4 apresentamos a Teoria de Integrabilidade de Darboux e um estudo

das singularidades das curvas algébricas invariantes.



2 VARIEDADES ALGEBRICAS

Em todo o texto k serd um corpo algebricamente fechado embora alguns resultados

sejam validos para corpos mais gerais.

2.1 CONJUNTO ALGEBRICO

Denotaremos por A"(k) ou simplesmente por A" o espago afim n-dimensional sobre
k, isto é, A" = {(aq,...,a,)|a; € k}. Vamos dar a A" a estrutura de espago topoldgico

definindo a topologia de Zariski.

Definigao 2.1. Seja F' € k[zy,...,z,| um polinémio no anel de polindmios nas varidveis

x1,...,2, com coeficientes em k. Dizemos que P € A™ é um zero de F se F(P) = 0.

Se F' é nao constante, entao o conjunto de todos os zeros de F,
V(F):={P e A" F(P) =0},
¢ chamado de hipersuperficie. No caso n =2, V(F) é chamada de curva.

De maneira mais geral, podemos definir o conjunto dos zeros comuns de um conjunto

de polindémios.

Definig¢ao 2.2. Seja T' C k[z1,...,x,] um conjunto ndo vazio de polindémios. O conjunto

dos zeros comuns de T é
V(T)={P € A"|F(P) =0, YF €T}.

Definicao 2.3. Um subconjunto V' C A™ é chamado um conjunto algébrico afim, ou

simplesmente conjunto algébrico, se V' = V(T') para algum subconjunto 7' C k[xq, ..., x,).

Seguem algumas propriedades de facil verificagao.

1. V({0}) = A™.
2. V(klz1,. .. an]) = 0.

3. V(@i —pie o @ —pn) = {P = (p1,....0a) }-

4. Seja I = (T) o ideal gerado por um subconjunto 7' C k[zy,...,x,]. Entdo
V(T) = V().

5. Se {I,}aer € qualquer colegao de ideais em k[xy, ..., z,], entdo

V(U Ia) = ﬂ V(Ia)-

acl’ ael
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6. Se I C J C k[zy,...,x,], entao V(J) C V(I).

7. V(FG) = V(F) UV(G), para quaisquer polinémios F, G € k[zy,...,z,|. Mais

geralmente, se I e J sdo ideais de k[zq,...,x,], entdo
VIO UV(J)=V{FG| Fel,GeJ}).

Definicao 2.4. Um subconjunto de A" é chamado aberto se seu complementar for um

subconjunto algébrico de A".
Segue das propriedades anteriores que os conjuntos abaixo sdo abertos.
1. A" e () sao abertos.

2. Se {I,}aer é qualquer colegao de ideais em k[xq,. .., z,], entdo

A= V(U L) = A" = V(L) = U (A" = V(L)).

acl ael ael

Este tltimo conjunto é aberto, ja que cada A™ — V(1) é aberto.

3. Se Ih,..., 1, sao ideais de k[z1,...,z,], entdo

Este ultimo é a interse¢ao finita de conjunto abertos e portanto é aberto.

Assim, os abertos de A™ formam uma topologia chamada topologia de Zariski.
2.2 O IDEAL DE UM CONJUNTO

Definicao 2.5. Seja V' C A" um subconjunto qualquer. Definimos o ideal de V' como

I(V)={F € kla,...,z,] | F(P) =0, YP € V'}.

Pode-se verificar que Z(V') é de fato um ideal de k[zy,...,z,] e que valem as

seguintes propriedades:

1. Z(0) = k[, ..., z,);
2. Se P=(p1,...,pn) € A", entdo Z(P) = (x1 — p1,. -+, Ty, — Pn);
3. Se X CY CA" entao Z(Y) C Z(X);

4. Se X e Y sao subconjuntos de A", entao Z(X UY) =Z(X)NZ(Y).
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Listamos a seguir algumas relacoes entre ideais e conjuntos algébricos:

1. Se T C klxy,...,2,), entdo T C Z(V(T)) e V(Z(V(T))) = V(T).
2. Se X C A" entdo X C V(Z(X)) e ZWV(Z(X))) = Z(X).
Definig¢ao 2.6. Seja [ um ideal de k[z1, ..., z,]. Definimos o radical de I como

VI={F eklzy,...,z,)| F" € I, para algum n € N}.

Pode-se verificar facilmente que v/I é um ideal de k[z1,. .., z,].

Defini¢do 2.7. Seja P um ideal de k[xy,...,z,]. Dizemos que P é um ideal primo se
P #(1) e VF,G € k[xq,...,x,] tais que FG € P tivermos F' € P ou G € P.

Defini¢ao 2.8. Um ideal M de k[zy,...,x,] é um ideal mazimal se M # (1) e nao existe
um ideal I de klzy,...,z,] tal que M C I C (1)

Definicao 2.9. Sejam I, J ideais de um anel A. O produto I.J é o ideal definido por

IJ= ({ablacl,be J}).

De maneira recursiva definimos o produto de n ideais de A. Isto é, se I,..., 1,

sdo ideais de um anel A, entao
... I, = ({a1a2~~-an\aj S ]j7 Vj: 1,2,...,n}>.

Note que se I é finitamente gerado por aq,...,a,, entdo " = ({azf ol

Definigao 2.10. Um anel A é dito Noetheriano se todo ideal de A é finitamente gerado.

Lema 2.11. Sejam J e I ideais de k[x1,. .., x,]. Se J C VI, entio (J%) C I para algum

inteiro positivo d.

Demonstragio. Sendo k[zy,...,x,] um anel noetheriano, entao J é finitamente gerado,
ouseja, J = (Fy,...,F,) para algum r € Ne Fy,..., F,. € k[xq,...,x,]. Vamos mostrar a

afirmagao por indugao no niimero r de geradores de J.

Suponha r = 1, como .J = (F}) C v/I, entdo existe d; > 0 tal que F{* € I. Além
disso, se H € J, entdo H = F| K, e consequentemente H® = FH K ¢ I.

Se r = 2, entdo existem inteiros positivos d; e dy tais que F* € I e F? € I. Seja
d=d; +dy. Se H € J, segue que H = F1 Ky + 5Ky, com Ky e Ky € Klxy,...,z,] e

d (d . ,
H' = (FK + BK)" =" (Z> (FLK) (B KS)'
=0
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Cada termo (Fy K;)?(FyK,)" € I, porque se i < dy, temos d —i = dy + dy — i > d;. Logo
Hiel.

Suponha que seja vélido para r — 1, isto é, para J' = (F,..., F._;) existe um
d' > 0 tal que J'* C I. Iremos mostrar que é valido para r. Como J = (Fy,..., F,) C VI,
temos que existe um d, > 0 tal que F% € I. Tomemos d = d’ + d,. Entdo, para
G=FNhK+ - +FK, € J,temosque G = H+F,K,com H=F\K\+---+F,_1K,_,€J.
Logo
d (d . .
G'=(H+ FK) =Y <‘><H>d"<FrKry.
i=0 \!
De maneira similar ao caso r = 2, obtemos que G¢ € I. Portanto J¢ € I.
[
Definicao 2.12. Seja X um espago topolégico e V' C X um subconjunto. Entao V é

irredutivel se, equivalentemente:

(i) V nao é a uniao de dois fechados proprios;
(ii) Quaisquer dois abertos nao vazios de V' se intersectam;
(iii) Todo aberto nao vazio de V' é denso em V.

Lema 2.13. Um subconjunto V- C A™ € irredutivel se, e somente se, Z(V') é um ideal

primo em k[z1, ..., x,].

Demonstragio. Suponha primeiro que V' é irredutivel. Se Z(V') nao for ideal primo, entao
existem Fi, Fy € k[zy,...,x,) com Fy Fy € Z(V) e Fy, Fy ¢ Z(V). Tomando J; = (F}) e
Jo = (Fy), temos que J1Jo = (F1Fy) CZ(V) e Jy, Jo Z(V). Além disso

V CVEI(V)) C V(i) = V() U V().
Entretanto

V CVE(V) @V(L) eV CVIV)) ¢ V().
Portanto, V' = (VN V(J;)) U(VNV(J)), onde VNV(J;) e VNIV (J) sdo conjuntos

algébricos proprios de V. Isso contradiz a hipdtese de V' ser irredutivel.

Reciprocamente suponha que V' seja redutivel, ou seja, V = VUV, para Vi, Vo C V
subconjuntos algébricos. Sendo as inclusoes préprias, entao existem elementos F; €
IVINZ(V) e Fr € Z(Vo)N\Z(V). Como FF; se anula em V| segue que F1Fy € Z(V),

contradizendo o fato de Z(V') ser primo.

]
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Exemplo 2.14. A" é irredutivel para todo n, pois Z(A™) = (0) é um ideal primo.

Teorema 2.15. Sejam k um corpo algebricamente fechado e A = k[xy,...,x,]. Entdo

SeEqueE que:

1) Todo ideal mazimal M C A é da forma:
M= {(r1—p1,...,Tn —pn) = Z(P),
para algum P = (p1,...,p,) € A";
2) Se J C A é um ideal proprio, entio V(J) # 0;

3) (Nullstellensatz ou Teorema dos Zeros de Hilbert) Para todo ideal J C A temos que

TOV()) = V7.

Demonstragio. 1) Primeiramente notemos que Z(P) = (z1 — p1,...,Tp — pp) = M é um
ideal maximal para todo P = (p1,...,p,) € A™. De fato, defina o seguinte homomorfismo
a: klxy, ...,z — k
F —s F(P)

n

Vamos mostrar que ker(a) = M. Se F € M, entdo F = Y (z; — p;)H;, com H; €
i=1
klxy,...,x,]. Portanto, F(P) =0e M C ker(a).
Para provar que ker(a) C M usaremos indugao em n.
Para n = 1 temos que M = (x; — p1) C k[x;]. Se F € ker(«), pelo algoritmo da
divisdo de Euclides, podemos escrever F' = (z7 — p;)Q + r, onde r é uma constante. No
entanto temos que 0 = F(py) = (p1 — p1)Q(p1) +r = r. Portanto, F' = (1 — p1)Q € M.

Suponha que a afirmacao seja valida para n — 1. Para mostrar a afirmacao para n

escreva
klxy, ...z, = k[x1, ..., 2p1][xn] = Rlz,),

onde R = k[z1,...,x,_1]. Deste modo olhamos para os polinémios em k|[xy, ..., z,| como
polinémios na indeterminada x,, com coeficientes em R. Observe que o coeficiente lider
de z, — p, € R[x,] é invertivel em R. Logo, pelo algoritmo da divisao, podemos dividir

qualquer polinémio de R[x,] por z,, — p,. Seja F' € ker(a) C R[x,]. Temos que
F(zy,...,2,) = G(x1,...,x0)(xn — pn) + (21, ..., Tp1),

onde r(z1,...,2,-1) € R, isto é, ndo depende da indeterminada z,. Calculando F' em

P = (p1,...,p,) obtemos

0= F(P> = G(P)(pn—pn)+7"(p1,._.,pn_1) :T‘(p1,-.-,pn—1)-
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Por hipétese de indugdo r € (x1 — p1,. .., Tp-1 — Pn_1) C (¥1 — P1,..., Ty — Pp) . Portanto,
F € M. Pelo primeiro Teorema do Isomorfismo para anéis, k[zy,...,x,]/M = k e

consequentemente M é um ideal maximal.

Agora sejam J C k[zy,...,x,] um ideal maximal e o corpo L := k[z1,...,x,]/J.

Considere ¢ a composicao das seguintes aplicagoes
k< klzy, ... 20 — klxy, ..., 2,]/J = L,

onde 17 é a inclusdo e m é o homomorfismo projecao, isto é, ¢ = woi. O corpo L é
uma k-algebra finitamente gerada (gerada pelas classes de equivaléncia dos zs mddulo
J). Logo, L é algébrico sobre k. Como k é algebricamente fechado, temos que ¢ é um

isomorfismo. Sejam b; = z; mod J € L e p; := ¢ (b;) € k. Entdo, para todo i, temos
x; —p; € ker(m) =J

Consequentemente M = (x; — p1, ..., 2, — pn) C J, mas pela primeira parte M é maximal
e assim M = J.

2) Seja J € A um ideal proprio de A. Sendo A um anel noetheriano, entao existe
um ideal maximal M C A tal que J C M e, pelo item 1. do Teorema (2.15), M = Z(P)
para algum P € A™. Assim {P} = V(Z(P)) C V(J). Portanto V(J) # 0.

3) Ver Teorema 2, pag. 172 de [CLO]. O
2.3 CONJUNTOS ALGEBRICOS DO PLANO

Proposicao 2.16. Sejam F,G € k[x,y]. Suponha que F e G nao tenham fator em comum,
entio V((F,G)) ¢ finito.

Demonstragio. Como k[z,y| = k[z][y], entdo F' e G também nao tem fator em comum em
k(x)[y] (Pelo Lema de Gauss). Como k(z)[y| é dominio de ideais principais e (F,G) = 1,
entdo RF' + SG =1 onde R, S € k(x)[y|. Logo, existe um polinémio C; € k[z] — {0} tal
que RCy, SCy € k[z,y] e RC1F+SC,G = C;. No entanto para qualquer (a,b) € V((F, G))
temos (RC1F)(a,b) + (SC1G)(a,b) = Cy(a) = 0. Mas todo polindémio em k[z]| tem um
numero finito de raizes e assim existe um niimero finito de possibilidades para a. Considere
F e G em k[z,y| = k[y|[z] e de modo similar obtemos um niimero finito de possibilidades
para b, com (a,b) € V((F,G)). Portanto V((F,G)) é finito. O

Lema 2.17. Seja {Py,..., Py} um conjunto finito de pontos em A"™. Entdo existem
polindmios Fi, ..., Fy € klxy, ..., x,] tais que F;(P;) =0 sei # j e F;(P) = 1.

Demonstracao. Provaremos esse lema usando induc¢ao em V.
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G

Se N =1, entao tome Gy € k[z1,...,2,]N\Z({P1}) ndo nulo. Se F; = )
G1(Py)

teremos que Fy(P;) = 1.

Se N = 2, entdo Z({P1, P»}) € Z(FP) e Z{P, P»}) <€ Z(P). Escolhendo

polinémios nao nulos G; € Z(P,)NZ({P1, P2}) e Gy € Z{PI}IN\Z({P1, P,}), entdo os

polindmios F; = WIZD) sao tais que Fi(P;) =1e Fj(P;) =0sei # j.

Por indugao, assumimos que o resultado é valido para qualquer colecao de N — 1
pontos. Considere o conjunto {Py,..., Py_1} U{Py}. Procedendo de modo similar ao
caso N = 2 podemos encontrar um polindémio Fy € k[xy,...,z,] tal que Fy(Py) = 1

e Fn(P;) = 0se j # N. Além disso, pela hipétese de indugao existem polinémios
F|, ..., F},_; que satisfazem a as afirmacoes do lema para os pontos P, ..., Py_;. Defi-
nindo F; = F/(1 — Fy) parai=1,..., N — 1, concluimos que F;(P;) =1 e F;(P;) =0 se
i . O
Corolario 2.18. Seja I um ideal de k[xq,...,x,]). Entao V(I) é um conjunto finito se, e

somente se, k[xy,...,x,]/I € um espago vetorial de dimensao finita sobre k.

Além disso, se a dimensao é finita, entdo o nimero de pontos de V(I) é no mdximo
dimy, (k[xy,...,z,)/1).

Demonstra¢io. Suponha que k[xq,...,x,]/I é um espaco vetorial de dimensao finita sobre
k. Se Py,...,Py € V(I), pelo Lema (2.17), existem Fi,...,Fy € k[zy,...,z,] tais que
F;(P;) =0sei# je F;(P) = 1. Denote por f; = f a classe de F; em k[ml, coxp)/1. Se
N

> Nifi =0, com \; € k para i =1,. NentaoZ)\FEIe)\—Z)\F P;) =0,

=1 = =
para cada j. Portanto os f;’s sdo linearmente mdependentes sobre k e consequentemente

N < dimy, (k[xy, ..., 2z,]/]).
Suponha que V(I) = {Py,..., Py} é finito, onde P, = (p;1, ..., Pin). Defina
Fy = [1(z; — pj)
i=1

comj =1,...,n. Como Fj(P) = 0, para todo P € V(I) e todo j, entdo F; € Z(V(I)) = V1.
Assim, para cada j, existe d; > 0 tal que Fjlj € I. Defina d = max{d;}. Tomando a classe

de Fjd modulo I, temos que

F —ZE +)\Nd 1$Nd1 —f-)\QT:O
e assim xN 4 & uma combinacio k-linear de T Ty ,Tév =1 Por inducio temos que Tj com
s > Nd pode ser escrito como combinacao k-linear de 1,75, . .. ,Tﬁ-v 4=1 Consequentemente,
o conjunto {77'[1 < j <me 0 <m < Nd— 1} gera k[zy,...,x,]/I como espago vetorial

sobre k. O
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Defini¢ao 2.19. Seja f € k[z1,...,x,]. Suponha que a decomposicao de f em fatores
irredutiveis seja f = fi - < f2. Se \; = 1, para todo i = 1,...,s, dizemos que f é

reduzido.

2.4 ANEL DE COORDENADAS

Seja V' C A™ um conjunto algébrico irredutivel nao vazio. Entdao I = Z(V) é um

ideal primo em k[zy,...,x,] e, consequentemente, k[z1,...,x,]/I é um dominio.

Definigao 2.20. O anel de coordenadas de um conjunto algébrico V' C A" irredutivel e
nao vazio é o dominio

k[l’l, Ce ,Z’n]

k[V] := 7

Para todo conjunto algébrico nao vazio V, denotamos por F(V, k) o conjunto de

todas as fungoes de V' em k. No conjunto F(V, k) definimos as seguintes operagoes:
(f +9)(P) = f(P)+g(P)
(f9)(P) = f(P)g(P)

para todo P € V e f,g € F(V,k). Essas operagoes fazem desse conjunto um anel. O

corpo k é identificado como o subanel de F(V, k) consistindo de todas fungoes constantes.

Defini¢do 2.21. Seja V' C A" um conjunto algébrico. Uma funcio f € F(V k) é
chamada uma fungao polinomial em V' se existir um polindémio F € k[zy,...,x,] tal que
f(P) = F(P) para todo P € V.

O conjunto das fungées polinomiais em V' é um subanel de F(V, k) que contém k.
Note que na defini¢ao de fungao polinomial o polinémio F' € k[xy,. .., x,] ndo é unicamente
determinado. Se F+I =G+ 1, entdo F —G € I e F(P)—G(P) = (F —G)(P) =0 para
todo P € V, ou seja, F'(P) = f(P) = G(P).

Proposicao 2.22. Seja V. C A™ um conjunto algébrico irredutivel e k[V] seu anel de
coordenadas. Entdo k[V] é isomorfo a um subanel de F(V, k), formado por todas as fungoes

polinomiais de V em k.

Demonstracao. Defina o homomorfismo

v klry, .o x,] — F(VEK)
F — f=Fly

que associa cada polinémio F € k[xy,...,z,] a funcdo polinomial f = F|y, € F(V,k).
Temos que ker(¢)) = Z(V). De fato, se F' € ker(y), entao f = F|y é identicamente nula em
V,isto é 0 = f(P) = F(P) para todo P € V. Portanto, F' € Z(V'). Por outro lado para
F € Z(V), temos que F(P) =0 para todo P € V. Portanto ¢(F) =0 e F € ker. O
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2.5 MAPAS POLINOMIAIS

Sejam V C A™ e W C A™ conjuntos algébricos irredutiveis e x;, para 1 <i < n, e

xj, para 1 < j < m, as funcoes coordenadas em A" e A™ respectivamente.

Definicao 2.23. Uma funcao 6 : V' — W é chamada um fung¢do polinomial se existem

polinémios Fi, ..., F,, € klz1,...,x,] tais que
O(P) = (Fy(P),..., Fu(P))

para todo P € V.

Qualquer funcao 6 : V- — W induz um homomorfismo

0: kW] — k[V]
[ 0(f)=fo0
Se # é uma fungao polinomial, entao 5(1{:[W]) C k[V]. De fato, por definigao existem
polinémios Hy, ..., H,, € k[xy,...,z,] tais que §(P) = (H{(P),...,H,(P)) para todo

P € V. Seja f € k[W], entao por definicao existe F' € k[xy,...,z,] tal que f(Q) = F(Q)
para todo ) € W. Sendo assim para cada P € temos que

fo0(P)= f(Hi(P),...,H,(P))=F(H(P),...,Hn(P)) = Fo(Hy,...,Hy)(P).

Portanto 5( f) é uma funcao polinomial de V' em k e assim 5( f) € k[V].

Seja ¢ : V' — W uma funcdo polinomial. Para g € k[W], definimos ¢*(g) := g o ¢.
A fungao, ¢* é chamada de pullback de .

¥
V—e— "W

©*(9) l g
A

Desde que g e ¢ sao polinomiais, g o ¢ também o é e

é um homomorfismo de anéis.
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2.6 MUDANCA DE COORDENADAS

Se T'= (T1,...,T,,) ¢ um mapa polinomial de A" em A™ e F € k[xy,..., T,
denotamos por

~

F'=T(F)=F(Ty,...,T,).

Se I é um ideal k[zy,...,x,] e V é conjunto algébrico em A™, entdao I7 denotaré o ideal
em k[zy,...,x,] gerado por {FT|F € I} e VT o conjunto algébrico T-1(V) = V(I7T),
onde I = Z(V). Se V é uma hipersuperficie definida por F', entdo V7 é a hipersuperficie

definida por F7, se FT nao é constante.
Definicao 2.24. Uma mudancga de coordenadas afins em A™ é uma funcao polinomial
T=(T,...,T,) : A — A"
tal que cada T; é um polinomio de grau 1 e tal que T é bijetiva.
Se T; = Y- a;;xj+ai, entdo T'=T"0T", onde 7" é uma aplicacdo linear e 7" é uma

translacao, isto é, T/ =Y a;;x; e T;” = x; + a;0. Pode-se ver que, se T' e U sao mudancas
) ) g 7] ’

de coordenadas afins em A", entdo T o U e T~! também sdo.

2.7 FUNCOES RACIONAIS E ANEIS LOCAIS

Seja V' C A™ um conjunto algébrico irredutivel nao vazio. Sendo k[V] um dominio,

entao podemos considerar seu corpo de fragoes.

Definicao 2.25. Seja V' C A™ um conjunto algébrico irredutivel. O corpo das funcoes

racionais de V' é o corpo de fragdes de k[V], que é

a

(V) = {b

a,bek[V],b%O}/w,

a/

onde § ~ % se ab = a'b.

Um elemento de k(V) é chamado de fung¢io racional em V.

Definigao 2.26. Sejam f € k(V) uma fungao racional em V e P € V. A funcao racional
f é chamada reqular em P, se existem a,b € k[V] tais que f = % e b(P) # 0.

Observe que se V for irredutivel, teremos que k[V] serd um dominio de fatoragao
s ~ . .. ~ a .
tunica, entao para f € k(1) existe uma tnica representagao de f = 5 com a, b € k[V] tais

que a e b nao tém fatores em comum.

Definicao 2.27. Seja P € V. O conjunto de todas a fungdes racionais em V que sao

regulares em P ¢é denotado por

Op(V) :={f € (V)| f é regular em P}.



19

E de facil verificacdo que Op(V) é um subanel de k(V) que contem k[V]. Além
disso, Op(V) é um anel local, isto é, tem um tnico ideal maximal. Este ideal, denotado

por mp(V), é o conjunto de todas a fungdes regulares em P que se anulam em P, isto é,
mp(V) = {f € Op(V)| f(P) = 0}.
Por isso, o anel Op(V') é chamado de anel local de V em P.

Proposicao 2.28. Seja I C klzy,...,x,] um ideal tal que V(I) = {P,...,Px} é finito.

N .
Seja O; = Op,(A?). Entdo, existe um isomorfismo natural de K|y, ..., x,]/I com [ ]OZ .
=1 i

Demonstragio. Sejam I; = Z({P;}) C klxy,...,x,], para j = 1,2..., N, os distintos

ideais maximais que contém I. Observe que I C K|z, ...,z,] C Oj, para todo j. Entao,
se R=Fk[xy,...,2,]/] e R; = O;/10;, existe um homomorfismo natural
pj: R — R,
L — &
onde | = L é a classe de L € k[xy,...,z,] médulo I e ? ¢ a classe de £ em O,;/10;.

Os homomorfismos ¢; induzem o seguinte homomorfismo:
N
© R — H Rj

| — (gm(l)i- Lon(l))

Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo. Contudo, para isso sera necessario fazer

algumas construcgoes.

Pelo Teorema (2.15) (Nullstellensatz), temos que
N

VI=I(V(I))=ZI({P,...,Px}) =L

j=1

N
e, pelo Lema (2.11), existe um inteiro positivo d tal que (N I;)* C I. Como
j=1
V(L) V(L) =0,
J#i

para i # j, segue que () I; e I; sdo comaximais, isto é, N I; + I; = k[zy,...,2,] . Logo,
J#i J#i

NI =11 = (1)l

Escolha F; € k[xy,...,x,] tais que Fj(P) = 0se i # j e F;(P;) = 1, cuja a

existéncia é garantida pelo Lema (2.17). Definindo os polinémios E; = 1 — (1 — F)?,
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podemos notar que E; = F]fiDj, para algum D; € k[zy,...,z,]. Do fato de F; €

I; temos que Fjd € I? e assim decorre que E; € I se i # j. Temos também que

1—§:Ej:(1—Ei)—ZEjeﬂ1;‘c1, (2.1)
j=1 J#i
ja que
((1 - E) - %;Ej) (F;) =

((1_Ei)_§Ej) (F) =

Denotemos por e; classe de equivaléncia de E; em R, desse modo pela expressao (2.1)
temos que 1 — ZE]- =1- Zej = 0, ou seja, Zej = 1. Note também que,
- : r

B = (1= (= F)H01 - (- F)
=1-(1 —Fjd)d_ (1 _Fjd)d+ (1 _Fjd)2d

E; G

Como G(P;) =0 e G(P;) =0, temos que G € I ¢ assim e} = ;. Além disso, eje; = 0. De
fato,
EjE; = (1— (1= F))(1 - (1-F))
dyd dyd dyd dyd
= (U Y (= B (1 B R
e E;E;(P;) =0, para todo 4, j. Logo, E;E; € I e e;e; =0 em R.

Afirmamos que se G € k[z1,...,x,] e G(P;) # 0, entdo existe t € R tal que tg = e;
onde ¢ = G € R. De fato, assumindo que G(P;) = 1, tomemos H = 1 — G. Entdo,
(1-H)(E; + HE; + ...+ H'E;) = E; — H'E;. Como H € I, temos que HE; € I.
Logo, g(ej + he; + - -+ h% 'e;) = e;, como desejado.

Seja | € R tal que ¢(I) = 0, isto é, cada ¢;(I) = 0; = 10;. Entao, para cada
j, podemos escrever L = fj, onde H;, K; € klzy,...,x,), Hj € I e K;(P;) # 0. Deste
modo, L.K; = H; € I e consequentemente (k; = 0+ I. Como K;(P;) # 0, temos pela
tltima afirmagao, que exite t; € R tal que t;k; = e;. Além disso, como >;e; = 1, temos
I=1-1=3%;¢e;l=73%;t;k;l =0. Portanto ¢ ¢ injetiva.

Seja E;j como definido anteriormente, temos que E;(FP;) =1 e E;(FP;) =0se i # j.

N
Logo, ¢;(e;) ¢ unidade em R; e p;(e;) =0, se i # j. Dessa forma, ¢()_e;) = = 1.
1=1

N
Suponhamos que z = (¢,..., ) € [IR;. Entao, s;(P;) # 0. Logo, existe t; € R tal

51
i=1

5. — e im %= L% 49 . , e = o tia;) = 4

que ljs; = e; e assim L = ¢ = L em R;. Portanto, 0; (X tiaie;) = p;(tja;) = ”

e
(X tiae;) = z. O
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O Corolario a seguir é uma aplicacao direta da Proposicao (2.28)
Corolario 2.29. Se V(I) = { P}, entdo k[z1,...,x,]/] é isomorfo a Op/IOp.

Proposicao 2.30. Sejam V' um conjunto algébrico irredutivel em A", I = Z(V') C J onde
J é um ideal de k[xy,...,x,]. Tome P € V e denote por J' a imagem de J em k[V].
Entao existe um isomorfismo natural ¢ de Op(A"™)/JOp(A"™) para Op(V)/J' Op(V).

Demonstracao. Considere o seguinte diagrama

Op(A") o, Op(V)

Chl lQ2

Op(A™)/JOp(A™) 5 Op(V)/JOp(V).

Aqui a(f/g) = f/g, onde f e g sdo as classes de equivaléncia de f e g em k[V] e q1 e ¢y
sao os homomorfismos candnicos de projecao. Definimos ¢ para que o diagrama comute,
isto é,

e(a(f/9)) = w(alf/9)),¥ f/g € Op(A").

Como «a ¢; e g sdo sobrejetivos, segue que ¢ também é. Agora vamos verificar que ¢

é injetiva. Seja f:/g = q(f/g). Se 0= (f/q) = q2(a(f/g)), entao a(f/g) € JOp(V).
No entanto, como ker(a) = IOp(A™) C JOp(A™) segue que a1 (J'Op(V)) = JOp(A™) e

consequentemente f/g € ker(q;). Portanto, f/g = q1(f/g) = 0. O

2.8 INDICE DE INTERSECAO

Sejam V' = V(F) uma curva algébrica em A?, onde F'(z,y) € k[z,y] ¢ um polindmio

de graune P e V. Se P=(0,0), entdo F(x,y) pode ser reescrito como

onde 0 <m < ne Fj(z,y) € k[z,y] sdo polindmios homogéneos de grau j com F,,,(z,y) # 0.
A multiplicidade de F' em P ¢é definida por mp(F') = m.

Se P = (p1,p2) # (0,0), podemos calcular o mp(F') aplicando uma mudanga de
coordenadas afim, isto é, podemos considerar o polinémio

F'(t1,t) = F(ty + p1,ta + po)

onde T(tq,t2) = (t1 + p1,t2 + p2) é a mudanga de coordenadas que leva a origem no ponto
P. Deste modo, mp(F) =m0 (FT).

Se P ¢ V(F'), convencionamos mp(F') = 0.

Defini¢ao 2.31. Seja P € V(F). Se mp = 1,2,3,...,m, dizemos que P é um ponto

simples, duplo, triplo,. .., m-uplo, respectivamente.



22

Suponha P = (0,0) e m = mp > 0. Escreva F,,, como um produto de polinémios

lineares, isto é, F,, = H L;". As retas definidas por L; sdo chamadas retas tangentes a
i=1
V(F) em P e r; é a multiplicidade da reta tangente L; em P.
Quando m = mp > 1 nao for especificado, diremos simplesmente que P é um
ponto multiplo. Além disso, dizemos que um ponto m-uplo P € V(F') é ordinario se F

admite m retas tangentes distintas no ponto P.

Geometricamente, mp(F') ¢ o nimero de tangentes de ' em P, contadas com

multiplicidades.

O Teorema a seguir mostra que a multiplicidade de F' em P depende somente
do anel local Op(V'), onde V' = V(F). Mais precisamente, a multiplicidade depende da

dimensao de um subanel quociente determinado por Op(V').

Teorema 2.32. Seja P € V, onde V = V(F) é uma curva algébrica plana irredutivel e

F € kl[z,y|. Entao para todo t suficientemente grande
mp(F) = dimy (mlp(V)/mi (V).

Demonstragio. Para esta demostracdo denotaremos por m o ideal maximal mp(V) C

Op(V). Considere os ideais m*, m'™ C Op(V) e a sequéncia

mt # OP(V) L OP(V)

0 mt-l—l mt-l—l mt

— 0, (2.3)

onde a(f) = a(f + m!™) = f+mit e 8(g) = B(g + m'™!) = g + m!, para toda f € m’ e
g c OP(V)

Pode-se verificar facilmente que os homomorfismo a e 3 estao bem definidos.
Agora vamos mostrar que a sequéncia (2.3) é uma sequéncia exata curta, isto é, que «
é injetiva, ker(f) = Im(«) e que (3 é sobrejetiva. Note que « é induzido pela inclusao e

consequentemente injetiva e o homomorfismo natural 3 é sobrejetor.

Agora basta mostrar que Im(a) = ker(5). Seja g € Im(a), entdo existe um
t

_ m _ _
fe o tal que a(f) =7, onde f = f +m'™! com f € m’. Desse modo,

B(g) = Blalf +m™h)) = B(f + m™h) = f+m' =0.
Por outro lado, se g = g + m'™! € ker(f3), entdo 5(g) = g + m’ = 0 e assim g € m’ e,
consequentemente, § € Im(a).

Com isso, temos que

Op(V) . Op(V)/m'*t  Op(V)/m't!

mt  ker(8) mi/mifl




Or(V)
mt
naturalmente um (Op(V')/m)-espago vetorial, para todo t € N. Como  é um homomor-

Sendo k algebricamente fechado, temos que Op(V)/m ~ k. Além disso, é

fismo, ele é em particular uma k-transformacao linear. Logo,

dimy, (%) = dimy, (ker(3)) + dimy (Im(3))
= dimy, <mni1> + dimy, (O;;EY)) :

Note que se mostrarmos que dimg(Op(V')/m") = t mp(F)+s para alguma constante

s, e para todo t suficientemente grande, entao

dimy, (m’/m"*!) = dim, (Op(V)/m*) — dimy (Op(V)/m")
=({t+1)mp(F)+s— (tmp(F)+s)

Provaremos agora que tal fato é valido para todo t > mp(F').

Podemos supor sem perda de generalidade, aplicando uma mudanca de coordenadas
se necessario, que P = (0,0). Seja [ = (z,7) C k[V] = k[z,y]/(F). Afirmamos que

m! = I'Op(V). De fato, se f = —=.--- 2L € m!, entdo cada f; € k[V] é zero em

g1 9t
P. Portanto, cada f; € I e o produto f = fi.--- .f, € I'. Além disso, cada g; é
diferente de zero em P. Logo, o inverso de g.- - .g; pertence a Op(V) e m* C I'Op(V).
Reciprocamente, o ideal I é gerado pelo produto de ¢ polindémios f; que se anulam em P.

Portanto m! = I'Op(V).
J& que V(I', F') = { P} obtemos pelo Corolario (2.29) e pela Proposigao (2.30) as

seguintes relacoes:

klz,y) . Op(A*) _ Op(V)

(I'FY — (I, FYOp(A2) ~ I'Op(V)

Da igualdade m’ = I'Op(V), temos que Op(V)/I'Op(V) = Op(V)/mt. Assim,
para determinarmos a dimensao de Op(V)/m! podemos apenas calcular a dimensao de
k[x,y]/(I', F). Para isso, observe que se m denota a multiplicidade de F' em P, entao
Felme FG e I' sempre que G € I'"™ e t > m.

Considere os seguintes homomorfismos para cada t > m:

klz,y] klx,y]
Jt-m — It

G+I"'™ — GF+1'

v
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. klz,y] klz,y]
A N T

H+TI' —s H+ (I F).

Considere a seguinte sequéncia

klz.y] v, kgl o, klz.y]

0—
Jt—m Jt <[t’ F>

— 0. (2.4)

Pode-se verificar facilmente que W é injetiva, ¢ é sobrejetiva e ker(¢) = Im(¥), ou

seja, a sequéncia (2.4) é exata curta. Portanto,

dimy, (k;[x,y]/(]t, F)) = dimy, (k:[x, y]/It> — dimy, (k[m, y]/]t_m>
D) (E-m)E—mt1)

2 2
m(m — 1)
—tm—-—
" 2
Como —m(m — 1)/2 nao depende de t esta é nossa constante s. O

Definigao 2.33. Sejam V(F) e V(G) duas curvas algébricas em A% onde F,G € k[z,y| e
P € A% Dizemos que V(F) e V(G) se intersectam estritamente em P se V(F) e V(G) néo
tém componentes em comum passando por P. As duas curvas V(F') e V(G) se intersectam
transversalmente em P se P é um ponto simples de V(F') e de V(G) e as duas curvas tem

retas tangentes diferentes em P.

Lema 2.34. Sejam F e G polinémios em k[x,y] e P = (0,0) € A?.

(a) Se F e G ndo tém retas tangentes em comum em P, entao I' C (F,G)O, para
t>n+m—1, onde m=mp(F), n=mp(Q) e I = (z,y)Op(A?).

(b) A condi¢io AF + BG € I"T™ se, e somente se, A€ I™ e B e I™ € equivalente d

F' e G terem retas tangentes distintas.

Demonstragio. (a) Denote por Ly, ..., L, as m retas tangentes de F' em P e por

My, ..., M, as n retas tangentes de G em P. Considere os seguintes polinémios
A;jj=Ly-- L;M,--- M, para todo i,j >0,

onde L; = L,, quando ¢ > m, M; = M,, quando j > n e Ay = 1.

Afirmamos que o conjunto {4;,|i + j = t} é uma base para o conjunto dos
polindémios homogéneos de grau t em k[x, y]. Observe também que este espaco tem
dimensao t + 1, pois os monoémios x'y'~¢, para 0 < i < t, formam uma base para

este espaco. Como existem ¢ + 1 elementos em A; ;, com ¢ + j = ¢, para mostrar a

1,79
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afirmacao, basta mostrar que os elementos de A;; sao linearmente independentes.
Suponha que nao sejam, assim existe um [ (escolhido o maior possivel), tal que
A4 pode ser escrito como combinagao dos demais, isto é,

-1

A :Z NiAip—i = MAL + XAs o+ F N Ao

=1

=MLy My My + N LyLoMy .. My o+ ...+ NaLy ... Ly My oo My

Entao, M;_;, divide A;;_; para ¢ < [ mas nao divide A;;_;.

Para concluir é suficiente mostrar que 4; ; € (F, G)Op(A?) para todo i+j > n+m—1.
Observe que 7 + 7 > n+ m — 1 implica que ¢ > m ou j > n. Suponha que i > m.
Entao, A;; = A, 0B com B homogéneo de grau ¢t = i + j —m. Além disso,
F = A0+ F', com F' de grau > m + 1. Logo, A;; = BF — BF’, onde cada
termo de BF' tem grau > i + j + 1. Trocando A, ; pelas componentes de BF’
vemos que a demonstracio termina se mostrarmos que I" C (F, GYOp(A?), para
algum r suficientemente grande. Suponhamos F' e G nao tem componentes em
comum e V(F,G) = {P,Q1,...,Qs}. Escolha H € k[z,y] tal que H(Q;) = 0 e
H(P) # 0 (Lema (2.17)). Entao, Hz, Hy € Z(V(F,G)) e, portanto, existe r natural
tal que (Hz)", (Hy)" € (F,G) C k[z,y]. Como H" é unidade em Op(A?) segue que
z",y" € (F,G)Op(A?) e portanto I*" C (F,G)Op(A?).

(b) Claramente, se A € I" e B € I"™, entao AF + BG € I"t™.

Suponha que F e G tém tangentes distintas em P e AF + BG € I""™. Sejam
A=A +A 1+ eB=DBs+Bs1+---,onde A; e Bj sao as partes homogéneas

de A e B de grau i e j, respectivamente. Entao
AF + BG = A, F,, + B,G,, + R,

onde R é composto por todos os monomios de AF + BG de grau diferente de r +m
e s+ n. Suponha por absurdo que s < m e r < n. J4 que AF + BG € "™ entao
r+m=s+neAF,=-—B,G, Como F,, e G, ndo tém fator em comum, segue
que F,, divide By e G, divide A,. O que é uma contradicdo. Portanto, s > m e
r>mn,ouseja, AcI™eBel".

Reciprocamente, suponha que L é uma reta tangente comum de F' e G. Entao
F, = LF, _, e G, = LG,_,. Portanto, G, \F — F! G € I"™ G, | ¢ I"e
Fo g 1Im

]

Teorema 2.35. Sejam V(F) e V(G) curvas algébricas planas e P € A2, Existe um tinico

nimero de intersecao I(P, F' N G), satisfazendo as sequintes propriedades:
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1. I(P,FNG) € um inteiro nao negativo quando V(F) e V(G) se intersectam estrita-
mente em P e [(P,FNG) = o0, se V(F) e V(G) nao se intersectam estritamente

em P.

2. I(P,FNG) =0 se, e somente, se P ¢ V(F)NV(G). Além disso, I(P,F NG)
depende somente da componente de V(F') e V(G) que contém P.

3. Se T é uma mudanga de coordenadas e T(P) = @Q, entdo

I(PFNG)=1(Q,F"'nG").

4. I(P,FNG)=I(P,GNF).

5. I(P,FNG) > mp(F)mp(G). A igualdade ocorre se, e somente se, V(F) e V(Q)

nao tém tangentes em comum em P.
6. [(P,FNG1Gy) =1(P,FNGy) + I(P,FNGy).

7. I(P,FNG)=I1(P,FN(G+ AF)), para todo polinomio A € klz,y].

Demonstracio. A demonstragao sera dividida em duas partes, na primeira demonstraremos
a unicidade e na segunda vamos mostrar que I(P, F N G) = dimy(Op(A?)/ (F, G)) satisfaz

todas as propriedades listadas.

Unicidade: Basta apresentar uma maneira construtiva de calcularmos I(P, F' N Q)

usando apenas as propriedades (1)-(7).

Pela propriedade (3) podemos assumir que P = (0,0). Se F' e G tém uma
componente em comum, entao pela propriedade (1) segue que I(P, FNG) = oco. Portanto,
podemos supor que V(F) e V(G) nao tém componentes em comum e (P, FNG) < oo.
Entéo procedemos por indugao no nimero de interse¢ao. O caso I(P, F N G) = 0 ocorre
se, e somente se, P ¢ V(F)NV(G), por (2). Logo podemos supor que I(P,FNG) =n >0
e que para todas curvas V(A) e V(B) tais que I(P, AN B) < n existe um método para
calcular I(P, AN B) usando as propriedades (1)-(7).

Sejam r =grau(F'(z,0)) e s =grau(G(z,0)). Consideramos que 7 = 0 ou s = 0,
se os polindmios correspondentes forem nulos. Por (4) I(P,FNG) = I1(P,G N F), assim

podemos assumir que r < s.

Se r = 0, entdo F(z,0) = 0. Portanto, y divide F, isto é, F' = yH, para algum

polinémio H, e por (6) temos que
I(P,GNF)=I1(P,GNny)+ I(P,GNH).
Agora suponha que

G(z,0) = 2™(ap + a1z + - -+ + as_px®™ ™).
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Note que, pela propriedade (1), como I(P, FNG) < oo entao F' e G nao tém componentes
em comum. Em particular y nao divide G e m > 0. Como G(z,y) = G(z,0) + yK, onde
K € k[z,y], segue de (7), que I(P,y N G) = I(P,y N G(z,0)). Entao

—
~
3

I(P,yN@G) I(P,yNG(x,0))

I(Pbyna™) +I(P,yN(ap + a1 + -+ - + as_pz’))

—~
=)
=

m+0=m.
A dltima igualdade ocorre pelas propriedades (1) e (5). Deste modo
n=I1(P,FNG)=1(P,yNnG)+I(P,HNG)=m+ I(P,HNG).

Como m > 0, entdao I(P, H NG) < n e por hipdtese temos como calcula-lo.

Se r > 0, multiplicando por constante se necessario, podemos assumir que F'(z,0)
e G(x,0) sao mdnicos. Se H = G — 2°"F, entdo o grau H(z,0) =t < s, pois o termo
lider de G((z,0) é cancelado. Além disso, segue de (7) que I(P,FNG) =I1(P,FNH).
Podemos repetir esse processo, usando (4) sempre que o grau do primeiro exceder o do
segundo, até chegar a dois polindémios A e B tal que A(z,0) = 0. Como este processo
preserva o numero de interse¢ao, obteremos que I(P, FNG) = I(P,AN B) e usando o

caso anterior calculamos I(P, F' N G).

Existéncia: Defina o indice por I(P, F' N G) := dim;, Op(A?)/ (F,G).

1. Se F' e G nao tém componentes em comum, entao pela Proposigao (2.28) e Corolario
(2.18) temos que (P, FNG) é finito. Suponha agora que F' e G tém uma componente
H em comum passando por P. Uma vez que (F,G) C (H) , podemos considerar o
seguinte homomorfismo sobrejetor

Op(A?) Op(A?)
: —
(F.G) (H).

Sendo o uma transformagao k-linear, temos que

_Op(A?) . Op(A?) . Op(A?)
dim;, F.G) dim;, () + dimy, ker(«r) > dimy, )
Pela Proposigao (2.30), temos que OZS%Q) = Op(V(H)). Como k[V(H)| C Op(V(H)),

segue que dimy(Op(A?)/ (H)) > dimy(k[V(H)]). Como V(H) é infinito segue do co-
2

(H)

rolario (2.18) que k[V(H)] tem dimensdo infinita. Logo, dimy, tem dimensao

infinita.

2
2. Suponha que I(P, FNG) = 0. Entao dimy, <(?]};(é>)> = 0, ouseja, Op(A?) = (F,G).

Portanto existem A, B € Op(A?) tais que AF+BG = 1. Logo F(P) # 0 ou G(P) # 0
e consequentemente P ¢ V(F)NV(G).
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Por outro lado se P ¢ V(F)NV(G), entao suponha, sem perda de generalidade, que
F(P)#0. Logo 1/F € Op(A?) e 1 = (1/F)F € (F,G) . Portanto I(P,FNG) = 0.

. Seja T : A? — AQ uma mudanca de coordenadas tal que T(P) = Q. Entao T
induz uma funcio T : Op(A?) — Og(A?), definida por T (f/g)=foT 1 /goT
Vemos que ndo existe nenhum elemento f/g € Op(A?) tal que T(f/g) ¢ Og(A?),
pois caso contrario terfamos g(P) = g o T7}(Q) = 0. Como T é um isomorfismo,

temos que T também é. Portanto
Oq(A?) >

kOP<A2>=dimk — [(Q. T(F).T(Q)).
e AT (@.T(F).7(G))

I(P,FNG) = dim

. Como os ideais (F,G) = (G, F') , segue da defini¢do que I[(P,FNG) =I(P,GNF).

. Sejam m = mp(F), n = mp(G) e I = (z,y) C k[x,y]. Vamos mostrar que o
I(P,FNG) > mn. Sem perda de generalidade podemos supor que P = (0,0).

Defina os homomorfismos

kle.y] Koyl | Ky

v
In ]m ]n—i—m

Kl y] klz, y]
Lo ntm - (I"+m F.G)’

onde ¥(A, B) = AF + BG e o(C + I""™) = C + (I"*™, F, G). Os homomorfismos
klz, y]
[nt+m

Cy— Cy e (I™) c (I"™, F,G)
klz, y]
(Intm F.G)
. — —  k k
Além disso, se (A1, By) = (Ag, By) e [;’ly] X [xr,ny]j entdo Ay — A, € ["e Bi—Bs €
I'™. Por definigao temos que F = F,,, +---+F, e G = G, + - -+ G,, onde F; e G;

sao os polindomios homogéneos de grau i e j respectivamente. Logo, F' € I™, G € I",
(Al — AQ)F c In+m, e (Bl — BQ)G c In+m. POI‘tELIltO,

U e ¢ estao bem definidos. De fato, se C; = C3 em , entao

e, consequentemente, C; = C5 em

(A; — A)F + (B, — B)G € I™™ C (I"*™ F, G),

k
ou seja, A1 F' 4+ B1G = Ay + BoG em I[Z;’Z]
Considere o seguinte diagrama:
k[‘ray] k'[;U,y] v k[$7y] » k[‘ray]
In X Im — ntm - (In+m F Q) — 0
o
A? ” A
Op(A%) Op(A%) | 0.
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onde 7 é o homomorfismo natural e o « é induzido pelo homomorfismo natural de
k[z,y] em Op(A?). Note que ¢ e 7 sdo sobrejetivas. Além disso, se p(C) = 0, entdo
Ce (I"™ F .G), ouseja, C = C1H + CoF + C3G, onde C; € klz,y]l e H € ™™,

Deste modo obtemos

C = CH + CyF + C3G = CoF + C3G = U (Cy, C3).
Por outro lado,
p(V(A, B)) = ¢(AF + BG) = 0,
pois AF + BG € (I F,G). Portanto, ker(¢) = Im(¥). Logo, as duas sequéncias
do diagrama anterior sao exatas. Do diagrama acima obtemos as seguintes relagoes:
dimy (k[z,y]/I") + dimg (k[x,y]/I™) = dimyker(¥) 4 dimy Im(P)
> dimy Im (W)
= dimy ker(p) (2.5)

dimy, (k[z,y)/ (I"*™, F,G)) + dimy kex(p) = dimy. (k[z,y)/1"™). (2.6)

Como V(I"*™ F,G) = {P}, usando o Corolario (2.29), concluimos que « é um

isomorfismo. Combinando todos os resultados obtemos:

IP.FNG) = dimy(Op(A%)/ (F.G))
= dimy, ker(7) + dimy, Im(7)
> imy (OP(AQ)/ <I”+m, F, G>) pois 7 é sobrejetiva
= dimy (/{;[m, y/ <I”+m, F, G>) pois a é um isomorfismo
= dimy (k:[m,y]/]”+m) — dimy, ker(¢p) por (2.6)

> dimy(k[z, y]/I") — dimy (k[z, y]/I") — dimy, (K[, y] /1),

onde a ultima igualdade segue de (2.5). Como dimy(k[x,y]/I") = (tgl), entao
1 1 1
J(P,ch)z<n+’;+ )_(n—;— )-(m; )znm. (2.7)

A desigualdade (2.7) serd uma igualdade se, e somente se, ¢ e m forem injetivas.
O item (b) do Lema 2.34 garante que ¢ ¢é injetivo se e somente F' e G nao tem
tangentes em comum em P. Além disso, o homomorfismo 7 é injetivo se e somente
se "t C (F,G) Op(A?). Observe que o item (a) do Lema (2.34) garante que se
F e G tem tangentes distintas em P entao 7 é injetiva. Portanto, a igualdade na

propriedade (5) ocorre se, e somente se, F' e G ndo tem tangentes em comum em P.
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6. Se F' e G1G5 tem componentes em comum, entao F' tem componentes em comum com
Gy ou Gy. Assim, I(P,FNGGy) =00 e I[(P,FNG;) =00oul(P,FNGy) = o0.
Logo,

I(P,FNGy)+I(P,FNGs) = (P, FNGGy).

Deste modo, vamos assumir que F' e G;G5 nao tém componentes em comum.

Defina
Op(A%) | Op(A%)
(F,G1Gy) (F,Gh)
7 — 7Z
e
Op(A?) Op(A?)

VU RG) T RGG)

Y — Gly

Os homomorfismos ¢ e 1 estdao bem definidos. De fato, seja Z; = Z; em Op(A?)/ (F, G1G,),
entao

Z1 —ZQ S <F,G1G2> C <F,G1>

Portanto, Z; = Zy em Op(A?)/(F,G1). Se Y1 = Y3 em Op(A?)/(F,G,), entao

Y1 —Y; € (F,Gy), ou seja, existem ﬁ, 2 ¢ Op(A?) tais que
1 T2

i-Y,=Lr4Bg,
1 )

Multiplicando a igualdade anterior por G; obtemos
41 q2

GY1 - GYy = =G F + —=GiGo.
1 )

Portanto G1Y; = G1Ys em Op/ (F,G1Gy).
Considere a seguinte sequéncia:

Op(A?) 4 Op(A?)  , Op(A?)
(F.Gy)  (F,GhGy)  (F.Gy)

Afirmamos que esta sequéncia é uma sequéncia exata curta. De fato:

i) (3 é injetiva) Suponha que ¥(Z) = G1Z = 0, entdo G, Z € (F,G1G5) , ou seja,

existem u,v € Op tais que
GlZ =ulF + UGlGQ. (29)

Escolha um polindémio S € k[z,y] tal que S(P) # 0. Entao multiplicando
(2.9) por S obtemos G1ZS = uSF + vSG1G5. Como G e F nao tém com-
ponente comum ¢ G1(ZS —vSGs) = uSF, entdo F divide (ZS — vSGy), isto
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é, ZS — vSGy = DF para algum D € k[x,y]. Assim, ZS = DF + vSG,.

Dividindo esta tultima igualdade por S obtemos

D vS
7 = §F—|— §G2.

Como S(P) # 0 temos que D/S e vS/S € Op(A?). Portanto Z = 0.

ii) (Im(¢)) = ker(y)) Note que ¢(¢(Y)) = ¢(G1Y) = 0 para todo Y € Op(A?).
Por outro lado, se ¢(Z) = 0, entdao Z = G,Y; + FY, para Y,Y, € Op(A?).
Portanto, Z = ¢(Y7).

i7i) Claramente ¢ é sobrejetora.

Sendo ¢ e ¥ transformacoes lineares temos:

. Op(A?) : :
dimy, = dimy, Im () + dimy ker(¢)) = dimy Im(2)),

<F7 G2>

2 2

dimy ﬁg% — dimy, Im(4p) + dimy ker () = dimy, ?Z;(gl; + dimy, ker()
Como Im(v)) = ker(y), segue que

. Op(A?) . Op(A%) . Op(A?)

dim;, (F.G1Co) = dimy, F.G) + dimy, F.Go)

7. De modo similar a propriedade (4), essa ocorre pois (F,G) = (F,G + AF) para
qualquer A € k[x,y].

2.9 CONJUNTO ALGEBRICO PROJETIVO

Definicao 2.36. O espaco projetivo de dimensao n sobre um corpo k é o conjunto

quociente
B An—i—l\{o}

Y

P (k)

onde a relagdo de equivaléncia ~ em A"*1\{0} é a seguinte:
(p07p17 s Jpn) ~ (QOaQI; s 7qn) & dhe k\{0}7Q1 = )‘pza\v/Z € {07 s 7n}'

Um ponto de P"(k) que é a classe de equivaléncia do ponto (zg,x1,...,2,) €
A"\ {0} ¢ denotado por (zg: Ty :---:x,). Se um ponto P € P*(k) é determinado por
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(o, 21, ..., 2,) € A"™\{0}, dizemos que zg, 1, ..., T, sdo as coordenadas homogéneas do
ponto (xg:xy -+ :x,). Assim,
P" = {(2g: 21 :@,); (0,71, ...,7,) € A"TN\{0}}.
Para cada ¢ € {0,1,...,n}, o conjunto
U={(zo:x1: - :x,) € P"; x; # 0}

esta naturalmente em bijecdo com os pontos de A" e, por isso, sao chamados pontos finitos.

De fato, as funcoes

i Ui — A"
(To:- @y ixy) — <%,...,xi_l,xi+l,...,%)
e
(Toy oo Ty Tty ooy Tp) > (oo i@ limg vty

sao bijecoes, uma inversa da outra. Assim, escrevemos U; = A7.

Os pontos pertencentes ao conjunto Lo, := {(zg: x1: -+ : x,) € P x; = 0} sdo

chamdos pontos no infinito do aberto Us.

Podemos entao escrever o espaco projetivo de dimensao n como a uniao disjunta

destes dois conjuntos, isto é,

P" — U, ULy,
ou ainda,
e O
i=1
Definicao 2.37. Seja F' € k[zg,x1,...,2,). Dizemos que x = (g : @y : -+ 1 x,) € P" &

zero do polindmio F', e escrevemos por F(z) = 0, se F' se anula para qualquer escolha de

coordenadas homogéneas de x, isto é, se
F(Azo, Ax1, ..., Ax,) =0,
para todo A € k\{0}.

Definigao 2.38. Um polinémio F' € k[xg, 21, ..., x,] é chamado um polindmio homogéneo

de grau d, se

F(Azo, A\t1, ..., \zn) = MF (2,21, ..., 2,), VA E E\{0}.
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Observacao 2.39. Todo polindémio F' € k[zg, x1,. .., x,] de grau r se escreve na forma
F=F'4+F'+...+F",

onde cada F' ¢ a soma de todos os mondmios de grau i de . Os polindmios F°, Ft, ... F"

sao chamados componentes homogéneas de F. Além disso,
F(A\vg, \x1, ..., A1) = FU (20, 21, .., 20) FAF (20, 21, .. -y 20)+ N F (20, 71, ..., ),

para todo A € k\{0}.

Para um corpo k infinito, temos que F(Azg, A1, ..., A\x,) = 0, para todo A € k\{0},
se e somente se, F'(xg, 2y, ...,x,) = 0, para todo i. Ou seja, se um polindémio F se anula

em um ponto x € P", entdo todas as suas componentes homogéneas se anulam nesse ponto.

Definigao 2.40. Seja S C k[zg, x1, ..., 2, um subconjunto. O conjunto de zeros de S,

denotado por V(5), é definido como sendo
V(S)={xeP" F(x)=0, VF € S}.

Defini¢do 2.41. Um subconjunto V' C P" é dito conjunto algébrico (projetivo), se

V = V(S) para algum S C k[zg,x1, ..., 2, formado por polindmios homogéneos.

Definicao 2.42. Os conjuntos algébricos projetivos sao ditos fechados projetivos. Os

complementares dos fechados projetivos s@o chamados de abertos projetivos.

Definicao 2.43. Os fechados projetivos definem em P" uma topologia chamada Topologia
de Zariski.

Exemplo 2.44. Seja F' € k[xg, 21, ..., x,] um polinémio homogéneo. O conjunto V(F') é
um fechado projetivo de P", chamado uma hipersuperficie. No caso n = 2, a hipersuperficie

V(F) é chamada de curva.

Exemplo 2.45. Seja F' € k[zg,x1,...,2,] um polindmio homogéneo. O conjunto
Up :=P" - V(F)
é um aberto de P", chamado aberto principal.
Exemplo 2.46. Para i =0,1,...,n, os conjuntos
U={(xo:2z1: - :1,) € P"; z; # 0}
sdo abertos principais de P", ja que U; = P" — V(x;).

Definicao 2.47. Um subconjunto de P™ que é a intersecdo de um aberto com um fechado

projetivo é chamado quasiprojetivo.
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Observacgao 2.48. Para qualquer fechado projetivo X C P”, o conjunto X; := X NU; é

aberto em X. Portanto, ¢ um conjunto quasiprojetivo.

Dado um fechado V' C A" ~ U, seja V a intersecao de todos os fechados de P*
contendo V. Entdo, V é um fechado de P", chamado fecho projetivo de V. Nao ¢é dificil
ver que V = V(9), onde

S = {a8" IV F (a1 /x0, ..., xn)20): Flan,. .., x,) € (V).

Definicao 2.49. Sejam X C P" e Y C P dois conjuntos quasiprojetivos. Uma funcao
¢ : X — Y é um morfismo se, para cada x € X, existem Fy, Fi, ..., F,, € klxg,z1,...,2,],

homogéneos de mesmo grau, tal que

o(z) = (Fo(x) : Fi(x):...: Fu(x)).
Um morfismo bijetor cuja inversa é também um morfismo é chamado um isomorfismo.

Definicao 2.50. Um conjunto quasiprojetivo que é isomorfo a um fechado afim é chamado

variedade afim.

Exemplo 2.51. Os conjuntos U; = {(z¢ : 1 : --- : x,) € P"; x; # 0}, para cada

1=20,1,...,n, sdo variedades afins.
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3 ESPACO TANGENTE E DERIVACOES

3.1 ESPACO TANGENTE

Sejam V' um subconjunto algébrico de A" e P € V. Uma reta L em A" contendo

P é por defini¢ao o conjunto dado por:
L={P+ut;tek}

onde v € A" — {0} é fixado. Se [ =Z(V) = (F,..., F,) onde F; € k[zy,...,x,], para

1=1,...,r, entao

LNV =V(F(t)), onde F(t) = mdc(F\(P + vt),..., F.(P+vt)) (3.1)

Suponhamos que F(t) = cH t — ;). Os valores t = o, parai =1,...,s, s20 as

raizes de F' e tem uma multlpllcldade associada e;. Observe que cada t = a; corresponde

a um ponto de intersecao de L com V', sendo ¢ = 0 correspondente ao ponto P.

Definicao 3.1. Sejam V' C A™ um conjunto algébrico e P € A™ um ponto de V. A
multiplicidade de interse¢ao da reta L = {P +vt; t € k} com o conjunto algébrico V' no

ponto P é a multiplicidade de t = 0 como raiz do polinémio
F(t) = mde(Fy(P 4 vt), ..., F.(P 4+ vt)).

Definigao 3.2. A reta L é tangente a V' em P se tem multiplicidade de interse¢do maior

ou igual a 2.

Usando a definicao anterior, podemos escrever uma condi¢ao para que a reta L

seja tangente a um conjunto algébrico V.= V(Fy,..., F,) em P. Para isso, considere a
expansao em série de Taylor de cada F; em P, para j = 1,...,7, e observe que
Fj(P+tv) = F(P)—i-zn:a tv—l—lzn: P)t* v, +
J - pt 3% ‘ zk 1(9%81@ R
= P)tv; + = o0 + . .. 3.2
i; 8% Z 8x 8xk F (3.2)

ja que F;(P) =0, para todo j = 1,...,r. Entao, ¢t = 0 tem multiplicidade maior ou igual

a 2 como raiz de cada F;(P + tv) se, e somente se,

P)tv; =0, Vj=1.. (3.3)

Definicao 3.3. O conjunto de todos os pontos de A™ que estdo em alguma reta tangente

a V em P é chamado espaco tangente de V em P e sera denotado por TpV'.
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Na defini¢do anterior nao é clara qual é a natureza de TpV como subconjunto de
A". Na verdade, o conjunto TpV é um subconjunto algébrico de A™. De fato, ) € A" estd
no espaco tangente a V' em P se, e somente se, o vetor v = () — P € A" define uma reta L
tangente a V em P. Usando a expressao (3.3) que caracteriza retas tangentes a V' em P,

temos que @) € TpV se, e somente se,

" OF,
> S (P)Qi—P)=0,Vj=1,..r (3.4)

Definigao 3.4. O espaco tangente a V' em P é um subconjunto algébrico de A" formado

por todos os pontos () que satisfazem o sistema de equagoes (3.4), isto é,

i=1 i
Exemplo 3.5. Seja V a superficie de A® dada como o conjunto de zeros do polindmio
F(z,y,2) = z— 2> — y*. Entao Z(V) = (F) e, pela definigao (3.4), se P = (xg, Yo, 20) € V/,

OF OF OF

1o = {(2) € 8% S (PYo = ) + G P = ) + (P — ) =0

={(z,y,2) € A%; (=2x0)(x — x0) + (—240)(y — %0) + (2 — 20) = 0}
{(x,y,2) € A%, —2x0x — 2yoy + 2 + (222 + 2y2 — 20) = 0} = V(H)

onde V(H) é o plano de equacio H(z,y, z) = —2z0x — 2yoy + 2 + (222 + 2y2 — z9) = 0.

Observagao 3.6. Podemos ver pelo Exemplo (3.5) que o espago tangente a uma variedade
afim V' em um ponto P nao contém, em geral, a origem de A". Na verdade, vimos na
defini¢do (3.3) que TPV é a unido de todas as retas tangentes a V em P e, portanto,
todas elas passam por P. Mas, ainda assim ¢é possivel dar a TpV uma estrutura de espaco

vetorial. Para isso, observe que

QeTpV & L={P+(Q— P)t;t € k} é tangente a V em P .

Quando areta L = {P+(Q — P)t;t € k} é tangente a V em P dizemos que o vetor

v = — P é um vetor tangente a V em P. Logo, existe uma bije¢do entre os conjuntos
{QeTpV} &S T :={ve A" v=_Q— P ¢ tangente a V em P }.

A estrutura de espago vetorial em TpV é induzida da estrutura de espaco vetorial de 7" e

no que segue usaremos sempre a identificacao
TpV ={v € A" v é tangente a V em P }.

Exemplo 3.7. Sejam V = A" e P = (ay,...,a,) € V. Entao Z(V) = (0) e

TPV :{(1'1,..., GAn Zax CLZ):O}
:{<$,y,2 GA?’;ZO SL’I—G%):O}:V(O):A”

i=1
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Veremos a seguir que é possivel dar uma nova definicdo de espaco tangente a uma
variedade afim V' que depende s6 do anel de coordenadas de V. Sejam F'(x1,...,x,) um
polindémio em k[xy,...,z,] e P um ponto de A". Considere a expansao em série de Taylor
de F' em P. A parte linear de F' ¢é definida como a diferencial de F' em P e denotaremos

por dpF', ou seja
irF =3 L F(P)(, - P).
im0

Segue da definicao que dp I’ satisfaz

dp(Oé) =0
dp(F+G) = dpF +dpG
dp(FG) = G(P)dpF + F(P)dpG,

para todo « € k e para quaisquer F, G € k[zy,...,x,]. Usando a defini¢ao de diferencial

podemos reescrever as equagoes que definem o espaco tangente de V em P como
dpFy =---=dpF, =0,
se Z(V) = (F,..., F.). Além disso, se F' — G € Z(V), temos que
(dpF —dpG)(v) =0, Vv e TpV = dpF(v) = dpG(v), Vv € TpV.

Logo, denotando por ¢ = G a classe de equivaléncia de G € k[xy,...,z,] no anel de
coordenadas de V', k[V] = k[zy,...,x,]/Z(V), temos que

dpg = dpG|TPV (35>
esta bem definida e é um funcional linear em TpV'.

Definigao 3.8. O funcional linear dpg dado por (3.5) é chamado diferencial de g em P.

E facil ver que para quaisquer f, g € E[V], temos que

de(f+9) = dpf+dpg; (3.6)
dp(fg) = g(P)dpf + f(P)dpg. (3.7)

Assim, dp : k[V] — (TpV)*, onde (TpV)* é o conjunto de funcionais lineares de
TpV, é um homomorfismo. Como dp(a)) = 0 para todo a € k, podemos restringir o estudo
das diferenciais dp a mp, onde mp = {f € k[V]| f(P) = 0} é o ideal maximal de P em
k[V].

Teorema 3.9. Seja V' uma variedade afim, P € V e mp o ideal maximal de P em k[V].
A restrigio de dp a mp define um isomorfismo entre m,/m% e (TpV)*, como k-espagos

vetoriais.
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Demonstragdo. Vamos mostrar que Im(dp) = (TpV)* e ker(dp) = m%. A primeira
igualdade ocorre, pois qualquer forma linear ¢ em TpV ¢ induzida por uma funcao linear
fem A" com dpf = p e f(P) =0 eassim Im(dp) = (TpV)*. Iremos mostrar agora que
ker(dp) = m%, primeiramente observe que para qualquer g € k[V] teremos que dpg = dpgo

onde gy = g — g(P) € mp. Agora seja
9=g192 € mp = ({g1.92| g; € mp,i =1,2}).
Entéao por (3.7) temos que
dpg = g1(P)dpgs + go(P)dpg1 = 0,

Portanto m% C ker(dp). Reciprocamente, seja g € ker(dp) e suponha que G € k1, ..., z,]

¢ um polindmio tal que g = G € k[V]. Como g € ker(dp) temos que
dpg = 0= dpGl|rpv

e, consequentemente, dpG é uma combinacao linear das equacoes que definem TpV, isto
é,se Z(V) = (Fy,..., F,),

dpG = \MdpFy + -+ + A\dpF,. (3.8)

Defina G; = G — A\ Fy + - - -+ A\ F,.. Podemos ver que G1(P) = 0, pois g(P) = G(P)=0¢e¢
F(P)=---=F.(P)=0,jadque PeV =V(F,...,F,). Assim, a forma de grau 0 de G
¢ nula. Além disso, pela equagao (3.8), a forma de grau 1 de G; também ¢ nula. Portanto,
a expansao em série de Taylor G; em P s6 tem fatores de grau > 2, ou seja,

Gl € <I1_p17"'7xn_pn>2-

Logo,

g:é:Gile<x1_p1a"->xn_pn>2:m?3'

Definigao 3.10. O espago cotangente de V em P é espaco vetorial mp/m%.

Corolario 3.11. Seja V C A™ um conjunto algébrico. Entdo dp define um isomorfismo
entre o espaco tangente TpV e o espago vetorial de todas as formas lineares em mp/m%,
isto €,

TpV = (mp/m3)*.

Demonstragio. Pelo Teorema (3.9) temos que mp/m% = (TpV)* e além disso os espagos

vetoriais mp/m% e TpV tem dimensao finita e portanto

(mp/mp)* = mp/mp = (TpV) = TpV
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Exemplo 3.12. Sejam V = A" e P = (p1,...,p,) € V. Entao, k[V] = k[zy,...,z,],

mp = (1 — P1,..., T, — Pn) €, para todo g € mp, existem Ao, ..., A\, € k, tais que
9=2o(x1 = p1) + ...+ (20 — pp) +mp,
ou seja,
dpg = Nodp(x1 —p1) + ... + A\ndp(xy, — pn) = Nodpxy + ... + \pdpxy,.

Isto significa que {dpz1,...,dpx,} gera (TpV)*. Mas, vimos no Exemplo (3.7) que
TpA™ ~ A™ e, portanto, tem dimensao vetorial igual a n. Logo, {dpx1,...,dpx,} é base
de (TpV)*.

E possivel ainda dar uma terceira caracterizagao do espago tangente a uma variedade
afim V usando derivagoes. Esta caracterizacao serda importante para definicdo de campo

vetorial numa variedade.

Definicao 3.13. Seja R uma anel comutativo, A um R-algebra comutativa e M um
A-médulo. Uma R-derivagao de A em M é uma aplicacdo R-linear D : A — M tal que
para a,b € A

D(ab) = a.D(b) 4+ bD(a).

Note que da definigdo temos que D(1) = 1.D(1) + 1D(1) e assim D(1) = 0 e
D(r) =0 para todo r € R.

Denotaremos por Dery(A, M) o conjunto de todas as R-derivagoes de A em M,

isto é,
Derg(A,M)={D:A— M| D é uma R — derivacao}.
Exemplo 3.14. Sejam k um corpo e k[z1,...,x,] o anel de polindmios em n varidveis
com coeficientes em k. Para cada i =1,2...,n, seja
O M | - k] |
cklxy, ..o, T1yevey Tnl,s
81}2' 1 ) 1
a derivada parcial em relagdo & varidvel z;. Sabemos que 0/0z; satisfaz as seguintes
propriedades:
OF+G) OF N oG
I(FG) oF oG
=G Fr—.
Dado P = (p1,...,pn) € A", sejam k, = 1,0 Tl e

<x1_p17"'axn_pn>

klxy, ..., 2,

W:k[[p17,,.,$n]_>kp:<x1_p1 X _p>
g ey n n
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a projecao canonica. Entao a funcdo D; : k[zy,...,z,] — k,, definida pela composigao

D; = mo —, é uma k-derivagao de k[xy,...,x,] em k,. Observe que
i

T(F(xy,...,2,)) = F(P), ¥ F(x1,...,2,) € k[z1,..., 2]

e, portanto,
o(F
DZ(F): ( )<P), VFGI{J[IL‘l,...,I'n.
8:@-
Logo, D; = 3 ’P e as derivadas parciais sao k-derivagoes.
Ti

Exemplo 3.15. Seja V uma variedade afim e k[V] o anel coordenadas de V. Dado P € V|
seja kp = Op(V)/mp(V) = k e considere em kp a estrutura de k[V]—moddulo dada por

ga:=g(Pa,VgeklV]eVack.

Fixando v um vetor tangente a V em P, temos que a fungao

D,: k[V] — kp
— " 0G
g=G — Z . (P)v;

i=1

estd bem definida e satisfaz as seguintes propriedades:

Dy(fg) = 9(P)Dy(f) + f(P)Dy(g) (3.9)
S

Logo, é uma k-derivagao de k[V] em kp, isto é, pertence ao conjunto Dery(k[V], kp).

Vamos mostrar agora que toda k derivagdo de k[V] em kp é da forma D, para

algum vetor tangente v € TpV.

Proposicao 3.16. Sejam V' uma variedade afim, P € V e D € Dery(k[V],kp). Entdo,
existe um vetor tangente v € TpV tal que D(g) = D,(g), para todo g € k[V].

Demonstracao. Seja

T klxy, ..., x5 — E[V]
G:Zaax?l---xg" — gzzaaj?l"'fgn

a projecao candnica, que é um homomorfismo de k-algebras. Se D € Dery(k[V], kp),
considere a funcao

D: klxy,...,z,] — kp
G —  D(n(G)).
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Qn

Entao, D é uma k-derivacao de k[zy,...,x,] em kp e, se 7( Zaa PRI e

D(G) = D(x(G)) = - aaD(ai* - 73")

—Zaaa% ezl D(@) = ) D(xg) o

Consideremos v = (E(xl), e 5@”)) € A". Afirmamos que v € TpV.
De fato, se Z(V') = (F1, ..., F,), temos que

3> D(a) G (P) = DE)(P) = DI(F))(P) = DO)(P) =0

Jj=1

para todo ¢ = 1...,r. Portanto, v = (D(:z:l), . ,5(1%)) €TpV e D =D,.
[

Corolario 3.17. Sejam V uma variedade afim e P € V. Entdo, o espago tangente TpV

e o conjunto das derivagoes Dery(k[V], kp) sao isomorfos como k-espagos vetoriais.

Demonstragao. Considere a fungdo ¢ : TpV — Dery(k[V], kp) dada por ¢(v) = D,. Entao

¢ ¢ injetora e
d(av +w) = Doyyw = aDy + Dy,Va € keVo,w e TpV.

Segue da Proposigao (3.16) que ¢ é sobrejetora. O

Exemplo 3.18. Seja V' = A" e seja P € V. Entao,

0
TPV ~ Derk(k:[V], k)p) - <a7 p
1

0
"37%’13>'

3.1.1 Epaco Tangente em Variedades Quasiprojetivas

Nos conjuntos quasiprojetivos o espago tangente é definido localmente.

Definicao 3.19. Seja P € P". Definimos o espaco tangente a P" em P, denotado por
TpP™, como sendo TpA™, se P € U; = A",

Observagao 3.20. A definigdo de espago tangente a P" em P independe do aberto U;.
De fato, se P € A7 N A7, e os abertos U; = A} e U; = A} sdo variedades afins isomorfas.

Logo anéis de coordenadas isomorfos. Entdo, pelo Corolario (3.17), que TpA} = TpAY.

Definicao 3.21. Seja V uma variedade quasiprojetiva irredutivel e seja P um ponto de V.
Definimos o espaco tangente a V em P por TpV :=TpU, onde U é qualquer vizinhanca
afim de P.
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Observacao 3.22. Como a interse¢ao de conjuntos afins é de novo um conjunto afim,
temos que se U e W sdo abertos afins da variedade quasiprojetiva irredutivel V' contendo
P entdo pela Defini¢ao (3.21),

TpV = TpU = Tp(UNW) = TpW,

isto é, a definicao independe da vizinhanca afim contendo P.

Exemplo 3.23. Sejam A% = {(29,21,22);2; € k,Vi=1,2,3} e U = A3 — V(2). Entéo,
U é uma variedade quasi-projetiva (aberto de P*) isomorfa a um conjunto fechado de
V C A% De fato, se V = {(20, 21, 22, 23) € A%; 2023 — 1 = 0}, entdo ¢ : U — V dada por

&((20, 21, 22) = (20, 21, 22, —) é um isomorfismo de variedades quasi-projetivas.
20

Assim, pela Defingio (3.21), para todo P € U C A3, temos que TpA3 = TpU.
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4 SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS POLINOMIAIS E CAM-
POS VETORIAIS

Neste capitulo estudaremos a relacao entre sistemas de equagoes diferenciais, campos

de vetores e 1-formas no plano projetivo.

4.1 SISTEMA DE EQUACOES DIFERENCIAIS POLINOMIAIS

Sejam p(z,y),q(z,y) € Clx,y] e considere o sistema de equagoes diferenciais da

forma:
_ pa,y)
dt - p 7y
(4.1)
dy

Definicao 4.1. Dizemos que uma funcao holomorfa 6 : U ¢ C — C2? é uma solucao do

sistema (4.1) se para todo t € U tivermos que

A existéncia de solugdo para o sistema (4.1) é garantida pelo préximo teorema.

Definigao 4.2. Dados r € R positivo e C' € C, definimos o disco aberto de centro em C'

e raio r por

D(C,r)={teC;t-C|<r}.

Teorema 4.3. (Existéncia e unicidade). Considere um sistema de equagoes diferencias

da forma (4.1). Entao valem as sequintes afirmagoes:

a. Para qualquer ponto P € C? existe um nimero real positivo rp e uma funcdo
holomorfa 0p : D(0,rp) — C? tal que 0p(0) = P e 0'p(t) = (p(0p(t)), q(0p(1))), ou

seja, Op € uma solugao de (4.1) passando por P.

b. Seja U C C um aberto contendo a origem. Se o : U — C? é uma solugdo de (4.1)
tal que p(0) = P, entdo @y = Op)y, onde V. =UND(0,7p).

Demonstragio. Ver Teorema 1, pagina 113 de [GT] O

Definigao 4.4. Seja U C C? um aberto e F': U — C uma funcao holomorfa niao-constante.
Dizemos que F' é uma integral primeira em U para o sistema de equagoes diferenciais (4.1)
se F' é constante ao longo das solugoes de (4.1) contidas em U. Isto é, se F'(6(t)) = ¢, para

algum ¢ € C e para todo t tal que a solugao () esta em U.
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Defini¢io 4.5. Sejam V' C C um subconjunto aberto e 6 : V' — C? uma solucio de (4.1).
Entéo 6 é uma solugao algébrica se existe um polindémio ndo-nulo f(z,y) € Clx,y] tal que
f(0(t)) = 0 para qualquer t € V.

Definigao 4.6. Seja C' = V(f) uma curva algébrica, onde f(z,y) € Cx,y]. Dizemos que

C' = V(f) é uma curva algébrica invariante por (4.1) se para qualquer solucao de (4.1),
6:D(0,r) — C?
que satisfaz f(0(0)) = 0 tivermos que

F(O(t) =0, ¥t € D(0,r).

4.2 CAMPOS VETORIAIS NO PLANO PROJETIVO
Um campo de vetores em P? ¢ uma correspondéncia x que associa a cada ponto
P € P2, um vetor tangente x(P) € TpP?.

Dado P € P2, podemos supor sem perda de generalidade que P € Uy. Sejam (z,y)

coordenadas em Uy ~ A2, Como vimos no Exemplo (3.18), temos que

onde ai(P),as(P) € k. Assim, podemos representar localmente o campo x em Uy por

uma expressao da forma

0 0
= 41— + ag— 4.2
XU, = a1 o7 + ao ay (4.2)

com aq,as : U; — k fungoes.

Quando as fungbes ay, as : U; — k forem polinomiais diremos que o campo x é um

campo polinomial.

Podemos associar ao sistema de equagoes diferencias (4.1) o campo de vetores

0 0
x = p(z, y)% + q(z, y)afy (4.3)

Segundo Lins Neto e Scardua, em [LNS], as curvas obtidas pelo prolongamento
das solugoes locais da equagao (4.1) sao chamadas trajetdrias (ou solugoes) do campo
X e definem no plano uma folheagao por curvas (Teorema de Existéncia e Unicidade de
Solugoes). Nao faremos a defini¢ao precisa de uma folheagdo mas, de forma simplificada,
uma folheacao de uma variedade M é uma decomposicao de M em subvariedades lisas de

mesma dimensao, e que sao localmente associadas a equacoes diferenciais.

Definicao 4.7. Um campo y em P? é integravel em um subconjunto aberto U de C? se
existe uma func¢ao analitica (multivaluada) nao constante, F': U — C, chamada integral
primeira do campo em U, constante em toda solucao (z(t),y(t)) do campo em U, isto é,

F(z(t),y(t)) = c para algum ¢ € C e todos os valores de ¢ para os quais (z(t),y(t)) € U.
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Proposicao 4.8. Uma fungdo holomorfa F : U — C é uma integral primeira do campo x

em U se, e somente se, x(F) =0 em U.

Demonstragio. Sejam P um ponto de C? e #(t) uma solucio do campo definida em um
aberto I contendo 0, tal que #(0) = P. Se F' é uma integral primeira para y temos que
F(6(t)) = ¢, para algum ¢ € C e todo t € I tal que 6(t) € U. Logo,

o= o) = (Ghow. 5 em) o)
— PO G O10) + alb(e) G010 (4.4

Se fizermos ¢ = 0 na equagao (4.4), concluimos que

ﬁj
ox

oF

X(F)(P) = p(P)—(P)+q(P) a9

(P) = 0.
Como em todo P € C? passa uma solucdo do campo, concluimos que
X(F)(P)=0,VPeU= x(F)=0.

Reciprocamente, se x(F) = 0, para toda solugdo do campo ¢ : [ — U temos que,

“000) = PO T 010) +a(0(0) 5 (6(1) =0, Yt € 1.

Logo, F(0(t)) = ¢, para algum ¢ € C.

4.3 1-FORMAS NO PLANO PROJETIVO

Uma 1-forma em P? é uma correspondéncia w que associa a cada ponto P € P?

um funcional linear w(P) € (TpP?)*.

Como no caso de campos de vetores, veremos como representar uma 1-forma no
plano projetivo. Dado P € P?, suponha P € Uy ~ A? e sejam (x,y) coordenadas locais
de Up. Entédo, pelo Exemplo (3.12), (TpP?)* = (dpz,dpy) e, portanto, a 1-forma w em
P e U, é da forma:

w(P) = b1 (P)dpz + ba(P)dpy
Portanto, podemos representar w em Uy por
w = bydx + byody

onde by, by : U — k sao fungoes. Quando tais fungoes forem polinomiais diremos que a

1-forma w é uma 1-forma polinomial.
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Sejam w uma 1-forma e P € P2, entdo
w(P) : TpP* — C,

¢ um funcional linear cujo nicleo, ker(w(P)), ¢ uma reta em TpP? passando por P. Deste
modo, obtemos uma correspondéncia P +— ker(w(P)), que associa a cada ponto P € P?
uma reta de TplP?. Uma correspondéncia deste tipo chama-se distribuicao de subespacos

tangentes. No caso, trata-se de uma distribuicao de retas tangentes.

Dessa forma, uma distribuicdo polinomial de vetores tangentes em P? pode ser
pensada como um campo vetorial ou como nticleo de uma 1-forma. Mais explicitamente,
para cada P € P?) podemos definir um vetor de TpP? como dado por uma diregio x(P),

para algum campo y ou como um vetor da forma ker(w(P)), para alguma 1-forma.

Definicao 4.9. Dizemos que um campo de vetores y e uma 1-forma w definem a mesma
folheagao em P? se, para cada P € P?, x(P) € ker(w(P)), isto é,

w(P)(x(P)) =0, VP € P*,

4.4 EXPRESSOES GLOBAIS DE CAMPOS E 1-FORMAS

Nesta secao faremos a definicao de projetivizacdo de um campo vetorial e de uma
1-forma em A? ou, equivalentemente, definiremos o que é a expressao global de um campo
ou de uma 1-forma em P2?. Essas definicdes nascem de duas observacoes. A primeira é
que o espaco tangente de P2 em um ponto é isomorfo a A? e a segunda ¢ que os abertos

principais de P? sdo isomorfos a variedades afins de A3.

Vimos na defini¢ao de espago projetivo que um ponto P = (2 : 21 : 23) € P? é uma
classe de equivaléncia de um ponto (zy, 21, 22) € A* — {0}. Por isso, faz sentido estudar a
relacdo entre os espagos tangentes de P? e A%, Neste momento, é importante lembrar que

a definicdo de espaco tangente de P? em um ponto é local.

Lema 4.10. Os conjuntos abertos Uy = {(z0 : 21 : 22) € P% 29 # 0} = P2 — V(2) e
U = {(20,21,2) € A% 20 # 0} = A — V(2), sdo variedades quasiprojetivas isomorfas a

conjuntos algébricos afins. Além disso, k[Up| ~ k[z,y] e

Demonstracao. De fato, as fungoes

¢ : Uo

(20 : 21 22)

[

ZO’ 20
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Y U — V

1
(20,21, 22) <Zo, 21, 22, > )
20
onde V = V(2923 — 1) C A%, sdo isomorfismos. Logo,

k[Uo] ~ k[A?] ~ k[x, ]

_ k[20721722723] ~ L |:Zl ’22:|
<Z[)Zg — 1) 2’07 20

Sejam U e Uy os abertos definidos no Lema anterior e ¢ o morfismo dado por

@ : U — Uy~ A?
(20721,22) L (21722> .
20 20

Dado Q € U C A? seja P = p(Q). Vamos mostrar que existe uma relagao
entre o espaco tangente a A® em um ponto ) e o espaco tangente a Uy no ponto
P = ¢(Q). Para isso, vamos usar a caracterizagdo do espago tangente como o conjunto
de derivagoes, isto ¢, usaremos que ToU = Dery, (k[U], kg) = Dery, (k [Zl, 22] ,k’Q) e que

20 <0
TPUO = Del‘k(k’[Uo], k?p) = Derk(k[x, y}, k‘p)
Definimos a diferencial de ¢ em @, denotada por dgy, por:
dQQD : TQU — 7}3.&2
D — Doyp*

onde ¢* é o pullback de ¢, isto é, ¢* é o homomorfismo de anéis ¢* : k[z,y| — k {Zl, 22}

Z20 <o
dado por ¢*(f) = f o .

Entéo, dgy ¢é uma transformacao linear e, para todo f € k[z,y], vale

dop(D)(f) = (Do ¢™)(f) = D(¢"(f)) = D(f o ¢). (4.5)

Observagao 4.11. Se f(z,y) € k[x,y] é um polinémio de grau n, entao

P Do 1,2) = flglao, ) =  (2,2) < Tzl gy 21 2],

0 20 2o

20

onde F'(zy, 21, 29) € k[z0, 21, 22] é um polindmio homogéneo de grau n, chamado homoge-

neizagdo de f.

Observaciao 4.12. Para j = 1,2 e 3, as derivadas parciais E k20, 21, 22] = k|20, 21, 20]
z

J
podem ser estendidas ao corpo de fragoes k(zo, 21, 22) de k|zq, 21, 22] de modo a se preservar

0 (F 1 oF oG
—(Z)==(G=-F—2).
8zj (G) G2 (Gaz] 8zj>

a regra de Leibniz, isto é,
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Como kU] ~ k [ ZQ} C k(zo, 21, 22), temos que dado
20 20
0 0 0
~ 3 _ [/ 7 . .
b < TQU N TQA <aZO ’Q7 821 ‘Q7 8z2 ‘Q>
existem ag, ay, as € k tais que
0 0 0
D =arg o tagle gl
Proposigao 4.13. Se f(x,y) € k[x,y], Q = (q0,q1,q2) €U, P=(Q) € Uy ¢
0 0
D—CLQ*’ +a 182:1 +a28722‘Q€TQU7
entao . of of
o D)) = 1 ([ = ] (P32, + = vl (ML, ).

Demonstra¢io. Vimos que se f(z,y) € k[x,y] é um polinémio de grau n, entao

0" (f)(20, 21, 22) = f((20,21,22)) = f (Zl Z2> - M

ZO7 20

)

20

onde F(2g, 21, 22) € k|z0, 21, 22] € um polinémio homogéneo de grau n. Entéo,

D(f o) = ap-

i (Fo9)@

(0 @) Q)+ g 0 P)(@) + -

o (F o (F o (F
~ g () @+ a (B @+ay (L)@

~ a0 <_nF 4 LOF ) @ +a (1” aF) (Q) +a (15F> @

24 24 02 28 0z 24 0z

oF OF OF
Usando a relacao de Euler, nF' = zo— + 21— + 228—,
22

620 821

segue que

_Aaor ) Q) + a5 -(Q) + ag%(Q)l



Portanto,
D)) = o1~ 2] @ L@ + [ar - Za] @5 (0(Q))
ou ainda,
o(dgpD))() = fas = ao) (P) 5|, + a2 = yao] (P .

Donde concluimos que

of

q0(dop(D)(f) = lar — wao] (P) 5~

f
x\P + [as — yao (P)—y‘P € TpP>.

Proposicao 4.14. Um campo vetorial em A® dado

9 9 9
x-r? 4 F F
P
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onde Fy, F1, Fs € k|29, 21, 22| sdo polinémios homogéneos de grau d, definem localmente

um campo vetorial em P? da forma

0 0
_ _ = _ - 4.7
(f1 l‘fo)ax + (f2 ny)é)y’ (4.7)
21 Z2 .
ondex = —,y=— e fi(z,y) = F;(1,z,y), para todo i = 0,1, 2.
20 20
Demonstragio. Se Q € U C A3, temos que
xX(Q) = Fo(Q)i] + Q)—\ +F2(Q)i\ € ToA®
620 Q 821 Q 022 Q ’
e, pela Proposicao 4.13,
do#(X(Q)) = (Fr — 2F)(P)| -+ (Fy — yFy)(P) 2| (45)
qoadQp =1 0 Iz P 2 — Yo ay P’ .
onde P € A? é tal que p(Q) = P e
z 2z z z
(Fy — 2Fy)(P) == Fi(20, 21, 22) — JFO(Zle,Zz) = 24 (Fl(l» = j) — *1F0(1> — 2))
20 20 <o 20 <0
= ’Z(C)l[Fl(Lx?y) - QCF()(l,iIZ',y)],
. 21 Z2
pois, x = — e y = —. Analogamente, temos que
20 20
(Fs = yFo)(P) i= Faliao, 21, 2) = 2 Foleo, o1, 2) = 28 (Fal, 2, 2) = 21,2, 2))
— = F5(20, 21, 2 2 Fo(z0, 21, 2) = 2 -, =) -= -, =
2 — Yro 2(20; 21, 22 200071,2 022020 ZOOZoZo

= Z(()j[Fl(vay) - yFO(17x7y)]'
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Como zp # 0 em U e s6 nos interessa a direcao do campo, podemos escrever

dop(X(Q)) = (f1 —fo)(P >8\ +(fo - yfo><P>§y|PeTpA2, (4.9)

onde f;(x,y) = Fi(1,z,y), para todo i = 0,1, 2.

A Proposicao anterior motiva as seguintes defini¢oes.

Definicao 4.15. Uma expressao da forma

0 0 0
97 + Fil— + Fh—

X =F
292 02, 0z,

onde Fy, Fy, Fy € k[zo, 21,22, quando nao nulos, sao homogéneos de mesmo grau, é
chamada uma expressao global de um campo em P? ou simplesmente de um campo

projetivo.

Definicao 4.16. Um campo projetivo

9 9 9
90 T Has, Than,

onde os polinémios Fy, F} e Fy sao homogéneos de grau d é dito ser de grau d.

X = Fy—

Definigao 4.17. Seja X um campo vetorial em P? cuja forma global é

9 9 9
=ty g g
].

A expressao local de X em Uy, denotada por Xy, é definida por

Uo :(f1_$f0)§x+(f2_yf0)aaya (4.10)

onde z = - e Yy = 2 sd0 as coordenadas locais em Uoe fi=F;(1,z,y), Vie{0,1,2}.
20 20

De forma analoga, definimos as expressoes locais de X nos abertos U; e Us.

Definicao 4.18. A expressao local de X em U;, denotada por Ay, , é definida por

0 0
Xu, :(fo—$f1>%+(f2—yf1)afyy (4.11)

onde z = 2 ¢ Yy = 2 S50 as coordenadas locais em Upe fi=Fi(x,1,y),Vie{0,1,2}.
21 21

Definicao 4.19. A expressao local de X em U,, denotada por Ap,, é dada por
Xu, = (f f )78 +(fi—yf )78 (4.12)
= e - .
Uz 0 2) 5, 1= YJ2 Oy

onde z = 2 e y = “L sd0 as coordenadas locais em U e fi = Fi(z,y,1),Vie {0,1,2}.
Z2 Z2
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Analogamente ao que fizemos para os campos vetoriais em P2, definiremos a

expressao global de uma 1-forma em P2,

Seja w uma 1-forma dada em Uy ~ A? por
w = bldl' + bgdy

e seja d = maz{deg(b;),deg(by)}. Dado Q = (z9,21,22) € U, sejam P € A? tal que

P=(z,9)=0(Q), z="cy="2 Entio,
20 20

w(P) = bl(P)deC + bQ(P)dpy

1 z z21 2 z Z1 2 1 Z1 Z 1 Z1 2
= — <—1b1(1, j) — jbz(*la 2)) dpzy + 7b1(717 l)dPZI + *52(*1, j)dPZQ-
20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Portanto,
1
w(p(Q)) = W[Bo(Q)dQZo + B1(Q)dgz1 + B2(Q)dq2:] (4.13)

0

onde os polinémios By, B; e By sao homogéneos de mesmo grau, d + 1, e satisfazem

BO(ZO: 21, 22) = Zg —2151(;07 ;0) - 22b2(;0, ;0) )
21 Z
BI(ZU) 21, ZQ) = Zg—’—lbl(il) = )
20 20
21 %
32(2’0721722) = Z(C)Hlbz(*l: = .
20 20

Observacao 4.20. Os polinomios By, B e By satisfazem a relacao zoBy+ 21 B1 + 22 B = 0.

Observagao 4.21. Sejam byg(x,y) e bag(x,y) as componentes homogéneas de grau d de
bi(x,y) e by(x,y) respectivamente. Entao, se xbi4(z,y) — ybaa(x,y) = 0, teremos que zj é

um fator em comum de By, B; e By. Logo, simplificando por z, teremos que os polindmios
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By, By e By sdo homogéneos de grau d e satisfazem

_ Z1 22 Z1 29
Bo(Zoa 21, 22) = 23 ! —2’151(;0, ZT)> - 2’252(207 ZT)) )
Z1 R9
Bi(z0, 21, 22) = ngl(zo, el
AR,
32(2’0, 21, 22) = Zg/bz(*l, *2)-
20 <0

Definicao 4.22. Uma expressao da forma
Q= BDdZO + Bldzl + BgdZQ,

onde By, By, By € klzo, 21, 29] sdo polindmios homogéneos de grau d + 1 e tais que zoBj +
21B1 4 25 B3 = 0 é chamada de expressao global de uma 1-forma projetiva ou simplesmente

de 1-forma projetiva.

Observacao 4.23. Seja w uma 1-forma P? dada em Uy por w = bidx + body e seja
d = maz{deg(by),deg(bs)}. Os polindémios de grau d + 1 (possivelmente de grau d) dados

por
£l 22 21 29
Bo(z0, 21, 22) = Zg —zlbl(Z—O, Z—O) 3252(;07 ;0) ’
21 2
31(20,21,22) = Z(C)H_lb ( 17—2),
20 <0
21 Z
B2(207 21, ZQ) - Z(()i—i_lbz(fl, l)
20 20

definem uma 1-forma projetiva 2 = Bydzg + B1dz1 + Bodzs associada a w.

4.5 RELACAO ENTRE CAMPOS E 1-FORMAS EM P?

Vimos na Definigao (4.9) que um campo de vetores y e uma 1-forma w definem a
mesma folheacio em P? se , w(P)(x(P)) =0, VP € P2

Suponhamos P € Uy C P?, w

_— bidx + bady e

0

0

Entdo, x e w definem a mesma folheacio em Uy C P? se, e somente se, VP € U, C P?,
0 =w(P)(x(P))
= (by(P)dpx + badpy) | a (P)g\ +a (P)gy
= (01 P 20pPY 1 oz F 2 By P
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=1 A

y 9, _ 9\ o\ 9
ja que, dpx <a1"P> =1, dpx <ay’P> =0, dpy <(3:U’P> =0 e dpy <8y‘P

equagao (4.14) é igual a zero se, e somente se, (bi(P),bs(P)) = A(—az(P),a;(P)) para

algum A € k. Ou seja, w|y, = bidr + bady e x|y, = a1 = + ay— definem a mesma
x

“ By

folheagdo em Uy C P? se, e somente se, w|y, = —azdr + a;dy.

Veremos agora qual a relagao entre a expressao global do x|y, = ala% + aga% ea
1-forma w|y, = —azdx + a1dy.
Suponhamos que o campo x ¢é dado globalmente por

0 0 0
X=FK—+4F——+ F,—.
0820 * 1821 * 2822

Entao, pela Defini¢ao (4.17), a expressao local de X em U, é dada por

0 0
Xy = al(xay)% + as(z, y)@

21

onde al(may) = Fl(lwray) - x’F()(l,.CIZ',y), ag(x,y) = FZ(any) - yFO(any) e T = ; €
0
Yy = =2 sao coordenadas locais em Ujy. Neste caso, a expressao global da 1-forma dada em
20
Uy por

w = —as(z,y)dx + a(x,y)dy.

¢é a expressao da forma

Q= BodZO + Bldzl + BgdZQ,

onde By, By, By € k|z, 21, 22] sdo polindémios homogéneos de grau d ou d + 1 tais que

Bo(z0, 21, 22) = 2§ [ 21 ([Fa (L, z,y) — y Fo(1,2,9)]) — 2[Fi(1, 2, y) — xFo(1, 2,y)] ]
Bi(20,21, %) = 257 (= [Fa(1, 2, 9) — yFo(L,2,9)])

BQ<207 21, Z2> = ngrl [F1(1,$,y) - JJF()(l,I,y)] )

d = max{deg [F\(1,z,y) — xFo(1,z,y)|, deg[F(1,x,y) — yFo(1,z,9)]},
€ Z()B() + ZlBl + ZQBQ = 0.

Suponha que Fy, F} e F, tem grau r (e sao homogéneos), temos, para i = 0,1, 2,

Z1 k2 1
E <1va) = TE(ZOaZhZQ)7 €
20 <o 20

By — = [21 <F2(2’0721,22) _ ZzFo(Zo,Zl,Zﬁ) . <F1(ZO7ZI7ZQ) _ Z1F0(Zo72’1,2’2)>] ,

zh 20 z) zh 20 2h
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d+1 Fy(20,21,22) 22 Fo(20, 21, 22)
Bl = 2 — . + — " ,
L 20 <0 20
B, = szrl F1(207Z1722) Z1 FO(ZO721,ZQ)
2= < —_—t = .
20 20 20

Portanto,

Bo(20, 21, 22) = 287" (21 Fa(20, 21, 22) — 22F1 (20, 21, 22))
Bi (20, 21, 22) = 207" (—20Fa(20, 21, 22) + 22F0 (20, 21, 22))

By (20,21, 22) = Z(C)l*r (20F1 (20, 21, 22) — 21F0(20, 21, 22)) -

Uma forma de obtermos a expressao global da 1-forma (2 associada a um campo

de vetores

0 0 0
X=Fy— + Fe— + [y
0820 + 1821 + 2822

¢é via o seguinte determinante:

dZO le d22
0= 20 21 Z9 = (ZlFQ — ZQFl) dZo + (ZQFO — ZoFQ) le + (ZoFl — ZlFo) dZQ.
Fo Fi By

Faremos agora uma reciproca do resultado anterior, isto €, veremos como definir a
partir de uma expressao global de uma 1-forma em P? um campo vetorial global definindo

a mesma folheacao em P2,

Proposicao 4.24. Sejam By, By e By € k|2, 21, 22| polinomios homogéneos de grau m+ 1
satisfazendo zoBg + z1B1 + 2283 = 0, entao existem polinomios Fy, ', F» homogéneos de

grau m tais que:

By = 2ol — 21 Fy;
By = 20l — 2 Fo;
B2 = ZlFO — Z()Fl.

Demonstragao. Segue da hipotese que
Z()BO = —ZlBl - ZQBQ. (415)

Observe que nio existe nenhum mondmio em By divisivel por 25! pois, caso contrario,

terfamos que sz+2 dividindo algum monomio de zo By = —2z1 B1 — 22 B>. Mas, todo monomio
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de —z1B1 — 29 B, tem as varidveis z; ou z o que impossibilita a existéncia de um mondmio
de grau m + 2 divisivel por z5"*2. Deste modo, todos os monomios de By possuem fator
Z1 Ou zy e assim podemos escrever By = zF| — 21 F5, para algum par de polinémios

homogéneos Fy, Fy € |20, 21, 29] de grau m. Substituindo By em (4.15), obtemos:
—21B] — 29By = zpzo ) — 2021 F5. (4.16)
Agrupando os termos de z; e z3 na equagao (4.16) chegamos a seguinte igualdade
29(20F1 + B) = z1(20F> — By). (4.17)

Entao, 2z, divide zoFy — By e z; divide zgF] + Bs, ou seja, existem polindémios G5 e Gy,

ambos de grau m, tais que

Fy — By = %G
20l 1 = 22G3 (4.18)

ZOFl + B2 = 21G4

Substituindo as equagoes de (4.18) em (4.17) resulta que:
2021G4 = 2129G3 e assim teremos Gz = G4
Denotando G3 = G4 = F, obtemos a relagao desejada

Bl = Z()Fg — ZQF()

By = 21 Fy — 20F1

BO = ZQFl — ZlFQ.
m

Observagao 4.25. Com a proposigao anterior podemos reescrever uma 1-forma de grau
m+ 1

Q= BodZO + B1d21 + BQdZQ,
da seguinte forma:

Q= (22F1 — ZlFQ)dZO + (ZOF2 — ZQFo)dzl + (ZlFO — Z()Fl)dZQ
= F0(21d22 — 2’2le> + F1 (ZQdZO — Zong) + FQ(ZOle — Zle()),

onde Fy, F} e F; sao polinémios homogéneos de grau m, tais que

BO = ZQFl - ZlFQ
By = z20Fs — 22k
B2 = ZlF() — Z()Fl.



o6

O terno (Fy, Fy, I,) define entdao um campo de vetores de P? de grau m, mais

precisamente

0 + Fy— 0 (4.19)

2
g Ty

F
X = 0a

Se o terno (Go, G1, G2) também define €2, isto é,
By = 2G1 — 21Go, By = %Gy — G, By = 21Gy — 20GH,

afirmamos que existe um polindmio homogéneo H € k|zo, 22, 29] de grau m — 1, tal que

G0:F0+20H, G1:F1—|—21H, G2:F2+22H.
De fato, se
0 0 0
=fh—+F F
X =t T g, T 5
e
0 0 0
"= Gy— + G G
X 080+ 18 + 2(922

representam o mesmo campo vetorial em P2, entdo pela Defini¢ao (4.17) tem suas formas

locais em Uy, dadas respectivamente por

= (fi —2fo) ;x + (f2 — yfo) a@y

0 0
X/UO = (91 — 90) I + (92 — y90) (‘)7;’

onde (z,y) sdo coordenadas locais em Uy, isto é, z = ﬁ, y= 2 Logo,
20 20
Ji—xfo=91— 290 (4.20)
J2 —yfo = g2 — Ygo- (4.21)

Multiplicando (4.20) por z§**!, obtemos a seguinte expressio
20F — 21 Fy = 20G1 — 21Go.
Agrupando os termos zg e 2z; temos
20(G1 — F1) = z21(Gy — Fp). (4.22)

Dal segue que zq divide (Gy — Fp), isto é, existe um polinémio homogéneo H € k|zo, 21, 29]

de grau m — 1 tal que Gy — Fy = zoH. Substituindo essa expressao em (4.22),0btemos

Zo(G1 — Fl) = Z()ZlH



e, consequentemente,

De modo similar, multiplicamos (4.21)

Gl_Fl

por z,

= ZlH.

"+l o obtemos

ZQFQ — ZQFQ = ZOGQ — ZQG().

Agrupando novamente os termos de 2y e z1, temos

Zo(GQ - FQ) = ZQ(G() -

F()).

Usando o fato de que Gg — Fy = zoH, temos

Zo(GQ — FQ) = ZoZgH
G2 — FQ = ZQH.

Observacgao 4.26. Nas hipoteses da Observacao (4.25), seja

o7

. 1 (8F0 0F; 8F2)
m+ 2 820 821 822 .
Entao,
0Gy  0G;  0G,
=0. 4.23
(92’0 + 821 + 622 ( )
De fato, como Gy = Fy + 20H, G1 = F1 4+ z21H e Gy = F, + 2,H, suas derivadas
parciais sao dadas por
0Gy  0F, oH
— = H
820 8z0 * + ZO@ 20
0G, O0F; OH
— = H
87:1 821 * TRy 821
0Gy  O0F, OH
— = H :
822 822 + + 228 Z9
e, portanto,
0Gy 0Gy 0Gy, 0Fy OH O0F; OH 0F, OH
= H — 4+ H — H
62’0 + 821 + 822 82’0 + +ZO 82’0 + 821 + ta 821 * 92 8 Z9 + TRy 822
_0Fy,  O0F 8F2+3H+28H+Z8H+Z8H
T 0z 0z Oz Y0z ' 0z 0z
0F, O0F, O0F,
= H —1)H
82’0 02’1 82’2 o (m )
0Fy, O0F, O0F,
= 2)H.
aZO + 821 * 822 + (m+ )

Substituindo o valor de H na ultima expressao teremos o resultado desejado, onde a

passagem da segunda igualdade para a terceira foi usado a relagdo de Euler, isto é,

OH

(m—l)H—zoaO

oH
321

oOH

+z —_—.
! 822

+ 29
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4.6 PONTOS SINGULARES DE CAMPOS VETORIAIS PROJETIVOS

Definicao 4.27. Seja w = Bydzy + Bidz + Bydz uma 1-forma em P? e sejam Fy, Iy, I

polindmios homogéneos de grau m satisfazendo

By =2l — 21 Fy
B1 = Z()FQ — ZQFO
BQ = ZlFO - 20F1.

Os pontos singulares de €2 ou do seu campo associado,

0 0 0
X=F—+F— +Fh—
0820 + 1821 + 2822’

¢ o conjunto de pontos do plano projetivo tais que

ZgFl —ZlFQ :O, ZOFQ—ZQFO :0, ZlFO—ZoFl =0.

Para determinarmos o niimero de pontos singulares de um campo vetorial projetivo

de grau m vamos usar o resultado dado a seguir.

Lema 4.28 (Lema de Darboux). Sejam A, A’, B, B',C e C" polinémios homogéneos nas

varidaveis zy, z1 € zg de graus [,I',m,m',n e n’ respectivamente, tais que
AA'+ BB'+CC' = 0.

Assumimos que as curvas A=0,B=0,C =0 e as curvas A’ =0,B" =0,C" =0 nao tém
componente em comum duas a duas. Entdo

Imn +U'm/'n’

> I(P,ANBNC)+ > I(PLANBNC) > 3 :
P

P
onde \=1+1U'=m+m' =n+n'. Além disso, se as seis curvas acima nao tém solugdo

em comum, a desiqualdade se torna uma igualdade.

Demonstragao. Ver ([JJJ]) O

0 0 0
Proposicao 4.29 (Proposigao de Darboux). Seja X = Foa— +F18— +Fga— um campo
<0 <1 <2
projetivo de grau m tendo um niumero finito de pontos singulares. Entdo, o nimero de

pontos singulares de X, contando multiplicidades, € dado por

S TI(P, (22F1 — 21F) N (20Fs — 20F0) N (21Fy — 20F1)) = m® +m + 1.
P

Demonstragio. Observemos que zo(20F) — 21 Fy) + 2z1(20Fs — 29Fy) + 29(21 Fo — 20F1) = 0.
LOgO7 se tomarmos A = ZQFl - ZlFQ, B = ZQFQ - ZQFQ, C = ZlFO - Z()Fl, A = 20, B = 21,

e C' = z; teremos que as curvas homogéneas A, B, C' de graus m + 1 e as curvas A’, B', C’
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de graus 1 satisfazem as hipéteses do Lema 4.28 (Lema de Darboux). Além disso, as

curvas A, B’, e C' ndo tem pontos em comum , isto é,

ST I(P,ANBNC) =0.
P

Portanto,
S I(PLANBNC)+Y I(P,ANBNC) _(mt+ 1’41
P P m+ 2
_(m+2)[(m+1)2—m—1+1)]
m + 2
=m?+m+ 1.
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5 TEORIA DE DARBOUX DE INTEGRABILIDADE

Em 1878 Darboux, em [D], mostrou como construir integral primeira de sistesmas
de equagoes diferenciais polinomiais (ou de campos vetoriais polinomiais no plano) que

possuiam um numero suficiente de curvas algébricas invariantes. Em particular, ele
m(m + 1)

2
invariantes, entao ele tem uma integral primeira que pode ser expressa em funcao das

mostrou que se um campo de grau m tem pelo menos + 1 curvas algébricas

curvas invariantes.

Neste capitulo, apresentaremos condigoes suficientes na ordem do campo projetivo,
dadas por Javier Chavarriga e Jaume Llibre em ([CL]), para a existéncia de uma integral
primeira racional e estudaremos o niimero de pontos multiplos que uma curva algébrica de

grau n, invariante por um campo polinomial de grau m pode ter, em funcao de m e n.

5.1 CURVAS INVARIANTES POR CAMPOS VETORIAIS EM P?

Seja X um campo vetorial projetivo dado em Us por

0 0

onde x = 29/z3 e y = 21/29 e m = max{deg(p),deg(q)}. Entao, a 1-forma associada y em

U, é dada por

w = p(z,y)dy — q(z, y)dz.
Seja € a expressao global de w, isto é,

0= m+2lp(20 )l s (5 %)WW]

=z
2 29 2o 23 29 2o 23
20 ~1 20 ~1 ~ ~
e sejam P(zg, 21, 20) = 25'p <z Z> e Q(zo0, 21, 22) = 25'q (z ) Entéo, a expressao de
2 22 2 22

() se torna
Q= P(Zo, 21, ZQ)(ZleQ — ZQle) -+ Q(ZQ, 21, ZQ)(ZQdZO — ZOdZQ),

e a expressao global do campo vetorial (5.1) é

0 0
X = P(2, 21, 22) 75— + Q(20, 21, 22) 5 — (5.2)
8 20 8 1
Proposicao 5.1. Seja f(x,y) € klx,y|] um polinomio reduzido. A curva C = V(f) é uma
curva algébrica invariante por (5.1) se, e somente se, existe um polinémio ¢ € k[z,y] de
grau m — 1, chamado cofator de f, tal que
3f 3f
x(f) = =cf (5.3)
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Demonstrag¢io. Suponha que C' é uma curva algébrica invariante por (5.1). Sejam P € C
e 6 : D(0,7) — C? uma solugao do sistema associado ao campo (5.1) passando por P.

Entéao, segue da Definigdo (4.5) que
f(0(t)) =0, vt € D(0,r),

e, consequentemente, temos que

df of of ') —
Fow) = (o). o) o0 =0, v Do)

Como &'(t) = (p(0(t)),q(0(t)), temos que

of of _
p(0(8)) 5 (0(2)) + Q(Q(t))afy(Q(t)) =0, vt € D(0,7).
.. df Of ) :
Logo, o polinomio pa— + qa— se anula em todos os ponto de C. Como f é reduzido (todos
x

os seus fatores irredutivels sdo distintos), segue do Teorema dos Zeros de Hilbert que

existe um polindémio ¢ € k[x,y] tal que

of  of
x(f) = 8? +4q @ =cf. (5.4)
Reciprocamente, se
_ i of _

seja # uma solugao do campo definida em D(0,r), tal que f(6(0)) = 0. Entao, em D(0,r)

temos que
o) = (SLown. 300 00 = c0)50),

Logo, f(0(t)) = aed®, para algum a € C. Como f(6(0)) = 0, segue que a = 0 e portanto
f(0(t)) =0, para todo t € D(0, 7).

]

Defini¢ao 5.2. Seja F'(zg,21,22) € k[z0, 21, 21] um polindémio homogéneo nao nulo. A

curva projetiva V(F') é invariante pelo campo projetivo de grau m dado por

0 0 0
970 + P+

X =tog— 0z, 0z,

se existe um polinémio homogéneo C(zy, 21, 22) € k[zo, 21, 22] de grau m — 1 tal que

OF  OF _ OF
x(F) =Y F F
(F) = o+ I+ By =C
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Proposicao 5.3. Seja V(f(z,y)) wma curva algébrica reduzida de grau n invariante

20 2
por (5.1) com cofator c(x,y). Entdo, F(z,21,22) = 25 f (O 1) ¢ uma curva algébrica
R2 22
20 2
invariante por (5.2) com cofator C(z, 21, 2) = 25" ‘¢ (O, 1>.
Z9 Z9

Demonstragio. Temos que V(f(x,y)) ¢ uma curva invariante por (5.1), se

(D) =pgh+ag=cf

para algum polindémio ¢ € k[x,y|. Para mostrar que F' é invariante pelo campo (5.2) basta

mostrar que x(F) = CF. Mas,

oF oF
X(F) = P(Zo,zhzz)aio+Q(Zo,21722)a -

m (%0 21\ O ne (20 21 20 21 0 21
= () g, (r (2 2) v (22 g (0 (22)
(B 2E Y (DL E
29 29) 0T \ 29 23/ % 29 29/) Oy \ 29 29
= 2 1230 ('Z(J’Zl)f<20’zl>
Z2 %2 22 %2

_ 20 <1 Z2o R1
= e (2,2) a7 (2,2) = Clao, 21, 2) P, 21, 2)

Z9 22 Z9 22

5.2 CONDICOES DE EXISTENCIA PARA INTEGRAL PRIMEIRA

Teorema 5.4 (Teorema de Darboux). Seja X' um campo projetivo de grau m admitindo

r curvas algébricas invariantes V(f;), com cofatores ¢;, parai=1,...,r.
T
a) Se existem \; € C, parai=1,...,r, nao todos nulos tais que Z Aic; =0, entdo a
i=1
fungao (multivaluada) ... [ € uma integral primeira do campo X.

b) Ser >

i=1

m(m + 1 ‘ . .
(2) + 1, entao existem \; € C, 1 =1,...,r, nao todos nulos, tais que

Demonstragio.  a) Antes de mostrar que fl’\1 .-+ f2 é uma integral primeira do campo

X, observe que as curvas V(f;) sdo invariantes com cofatores ¢;, para i =1,...,r, se

afl @ = ¢ fi-

x(fi) =p 81: 8y

Entédo, pela Proposicio (4.8), basta mostrar que x(f;" - -- f) = 0. Mas,

X(fM - M) :pai( ML) +qaay( M, (5.6)
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. s, B}
Ry =g Tpe e W g )

df ,\2 % AL,
1

SR AN (58)

U R

Substituindo as igualdades (5.7) e (5.8) em (5.6), obtemos

W =% g f@w Ly

= Ov

(szz))‘f f fAr

= ( 1)\1"']67){") (Z:%&) =0.

b) Seja V(f) uma curva algébrica invariante pelo campo x, entao

8f+ af

x(f) = Q =cf

com ¢ € k[z,y] de grau menor ou igual a m — 1. Sabendo que a dimensao do
espaco vetorial do polindomios em duas variaveis de grau menor ou igual a m — 1

, m(m+ 1) . s . m(m + 1) _
¢ ————, se existem r curvas algébricas invariantes, com r > ———— entao
existem r cofatores ¢; de grau menor ou igual a m — 1. Tais cofatores sao linearmente

dependentes sobre k e, portanto, existem Ai,---,\. € k, nao todos nulos tais
T
i=1

O]

Observagao 5.5. Desta forma, se o item b) for satisfeito, o item a) nos garante a existéncia

da integral primeira de X.

Antes de continuarmos, iremos enunciar um resultado de grande importancia para
os teoremas seguintes. Embora tudo na Segao (2.8) tenha sido feito no contexto afim, é

possivel definir indice de intersecao de curvas no espago projetivo.

O Teorema de Bezout, enunciado a seguir, nos d4 o niimero de pontos na intersecao

de duas curvas planas projetivas, contando a multiplicidade.

Teorema 5.6. Sejam V(F) e V(G) curvas projetivas planas de graus n e m respectiva-

mente, com F,G € k[xg,x1,25]. Se F' e G nao tem componentes em comum, entio

> I(P,FNG)=nm.

PcP?

Demonstragio. Ver [WF|, pag. 112. ]



64

Além disso, se V(F;), para i = 1,...,s, sdo curvas projetivas planas e P € P2

Definimos a multiplicidade de intersegao das curvas V(F}),...,V(Fs) em P como

[(P,(\F)) = dimy (Op/ (F,..., ).

i=1
Teorema 5.7. Seja V(f(x,y)) uma curva algébrica invariante de grau n > 1 do campo

) )
XZP@w@;+ﬂ%w@;

de grau m > 1 e cofator c¢. Assuma que V(f(x,y)) ndao é uma reta e que ¢ ndio é

identicamente nulo. Sejam

20 <1 Z0 21
P(Zo,ZhZz) =23'p (,) ) Q(20721722) = 25'q (7)
22 22 22 Z2
20 2
C(20,21,2) = 25" ¢ (O, 1) :
Z2 %2
Se m? é o nimero de pontos do conjunto solugio do sistema
nP — 2C =0, n@ — zC =0, 20 =0, (5.9)

contados com multiplicidades, entao x tem uma integral primeira racional.
Demonstracao. Observe inicialmente que
V(nP — zC,nQ — z1C, 25C) = V(nP — 2,C,nQ — 21C, z5) UV(nP — 2,C,nQ — 2,C, ),

Entéao, contando multiplicidades, o nimero de pontos satisfazendo o sistema (5.9) é a soma

do ntimero de pontos satisfazendo o sistema

nP —2,C =0
nQ —C =0 (5.10)
29 = 0

mais o numero de pontos satisfazendo o sistema

P=0
Q=0 (5.11)
C=0

Como,

V(nP — 20C,nQ — z1C, z0) C V(nP — 2C, z3) e
V(nP — zC,nQ — ,C,C) =V(P,Q,C) C V(P,C),

temos, pelo Teorema de Bezout, que o sistema (5.10) tem no maximo deg(nP—z,C') deg(zz) =

m.1 = m solugoes e que o sistema (5.11) tem no maximo deg(P) deg(C) =m(m — 1) =
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m? — m solugdes, contando multiplicidades. Assim, o sistema (5.9) tem no méximo

m + (m? —m) = m? solugdes. Mas por hipétese, o sistema (5.9) tem exatamente m?

solugoes, contando multiplicidades. Logo, podemos afirmar que o sistema (5.10) tem m

solugoes e o sistema (5.11) tem m? — m solugdes, contando multiplicidades.
Os polindémios P, Q) e C' podem ser escrito da seguinte maneira
P20, 21, 22) = pozy* + p1(20, 21) 25+ ... + pm(20, 21).

Q(z0, 21, 22) = Q025" + q1(*o0, Zl)ZgL—l + .o+ gm(20, 21).

C(20, 21, 22) = co2y ™t + c1(20, 20) 28 2 + ... + cm—1(20, 21).
Entao, para z; = 0, o sistema (5.10) pode ser escrito como

{ npm (20, 21) — 20¢m—1(20, 21) = 0 (5.12)

NGm — 21Cm—1(20,21) = 0.

Como o sistema (5.12) é dado por dois polindmios homogéneos de grau m nas varidveis
Zp € 21 que se intersectam em m pontos, contando multiplicidades, existe um polinémio

homogéneo A(zg, z1) de grau m tal que
1
pm (20, 21) = M A(20, 21) + ﬁzocmq(zoj z1),

1
Qm(Z07 21) = )\QA(ZOa 21) + Ezlcm—l(zo, 21)7

onde A\, \y € k sdo nao nulos. Entao, o sistema de equagoes diferenciais polinomial

associado ao campo de vetores (4.3) pode ser escrito como

dx 1
E = Do +p1($>y) + - +pm—1(‘r7y) + /\1A(l‘7y) + Excm—l(xvy> = P(ZL‘,y, ]-))
dy 1
E = {qo + QI(xay) +---+ qm—l(xay) + )\2A($,y) + ﬁycm—l(’ray) = Q(xvyv 1)a
ou, equivalentemente,

dz 1 1

— =po+p1+-FPm1— —x(cotcr+-FCm2) + MA+ —xc,

dt n n

dy 1 1

o =Gt g = y(co et Cna) A2 A e

t n n

Como \; e A sdo nao nulos, podemos fazer a mudanca das varidveis (z,y) para as variaveis
(x,z), onde z = Mgz — A\1y. Nessas novas variaveis a segunda equacao do sistema polinomial
se escreve
dz
o
com y = (Ao — 2) /A1 €

1
)\ZP(ma Y, 1) - )\IQ(xv Y, 1) = b(l’,y) + EZC(.CB,y),

1
b(z,y) =Xe(po+p1+ -+ Pt — ;l’(co +c1 4+ )

1
—Mlgo+a+- -+ g1 — gy(CO“'Cl + o+ Cme2)).
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Sabendo que o sistema (5.11), ou seja, que as curvas P(z,y,1) =0 Q(z,y,1) =0e

2 — m pontos de intersecio, contados com multiplicidade,

2

C(z,y,1) = c(x,y) =0 tém m
temos que as curvas P(z,y,1) = 0,b(z,y)+c(z,y)z/n =0 e c(z,y) = 0 tém m* —m pontos
de intersec¢ao, onde y = (Mg — 2)/A1. Logo, o niimero de pontos de interse¢ao das curvas

2 — m, levando em conta multiplicidades. Mas

b(xz,y) =0 e c¢(x,y) = 0 é no minimo m
pelo Teorema de Bezout, se essas duas tltimas curvas nao tém componente em comum,
entdo elas tem deg(b) deg(c) = (m — 1)? pontos de intersegio, contados com multiplicidade.
Como m? —m > (m — 1)?, pois m > 1, temos que as curvas b(z,y) = 0 e c¢(z,y) = 0 tém
uma componente em comum s(x,y) = 0 de grau 7 > 1. Ou seja, podemos escrever b = bs

e ¢ = ¢s, onde b e € sdo polindomios de grau m —r — 1.

Novamente, usando que o nimero de pontos de intersecao das curvas P(z,y,1) =0,
Q(x,y,1) = 0 e c(x,y) = 0 é m* — m, podemos concluir que o ntimero de pontos de
intersegao das curvas P(z,y,1) =0, Q(z,y,1) =0ec(x,y) =0ém(m —r —1) e que o
nimero de pontos de interse¢ao das curvas P(z,y,1) =0, Q(z,y,1) =0 e s(z,y) =0 ¢é
mr, contando multiplicidades. Desde que o niimero de pontos de intersecao das curvas
P(z,y,1) =0, b(x,y) + c(z,y)z/n =0 e ¢(z,y) =0 é m(m —r — 1) segue que o nimero
de pontos de intersegao das curvas b(z,y) = 0 e ¢(x,y) = 0 é pelo menos m(m —r — 1).
Por outro lado, se as curvas b = 0 e ¢ = 0 nao tém componentes em comum, pelo Teorema
de Bezout, elas se intersectam em (m — 1)(m — r — 1) pontos contados com multiplicidade.
Por isso, desde que m >1lem(m—r—1)> (m—1)(m—r—1), se r #m — 1, temos que

r =m — 1. Portanto, b = bs = bc"'c = ac com a € k — {0}. Assim,

dz ¢
pri %(an + 2)
ou seja,
dz 1
i Ao P(x,y,1) — \MQ(z,y,1) = ﬁc(x,y)(an + Az — \y). (5.13)
Da equagao (5.13) segue que se g(x,y) = an + Aax — \jy entdo

_ 99 9dg _ B _ 1
x(g(z,y)) = Pyt U9y = Aop(x,y) — Aq(z,y) = nC(x,y)g(w,y)

donde concluimos que g(z,y) = an + Az — Ay é uma reta invariante com cofator ¢/n.

Além disso, os cofatores de f e g satisfazem a equagao

1
l-c—n- (c) =0
n
o que implica, pelo Teorema (5.4) (Teorema de Daroux ), que
H(z,y) = f(z,y)(Aox — My +an)™"

é uma integral primeira racional do campo y. Finalmente, observe que por hipdtese a
curva V(f) ndo é uma reta, entdo os polindémios f e (Aox — A1y + an)™ ndo sao associados

e, consequentemente, H nao é constante. O



67

Observacao 5.8. Pela demonstracao do teorema anterior, segue que qualquer campo y
que assuma as hipdtese do Teorema (5.7) tem uma reta invariante az + by + ¢ = 0 tal que
a integral primeira racional no campo y é da forma:

f(z,y)
(azx + by + )"

5.3 PONTOS MULTIPLOS DE UMA CURVA ALGEBRICA INVARIANTE

Teorema 5.9. Seja V(f) uma curva algébrica de grau n invariante pelo campo

0 0
= Y)=— +q(z,y)— 5.14
X = p(,y) 5 +alz,y) 3y (5.14)
de grau m, com cofator c. Sejam
m 20 <1 m 20 <1 m—1 (Z() Z1
P y <15 = R y <1 = R E C y <1 = T
(20, 21, 22) 22p<22 22) Q(z0, 21, 22) = 25 q<z2 22> (20,21,22) = 25" ¢ = 7

Assuma que

(1) As curvas nP — zC =0, nQ — 2,C" e 2,C = 0 nao tém componente em comum.

Zo %
(2) A curva projetiva plana F(zo, z1,29) = 25 f (0, 1) = 0 tem r pontos multiplos
Z9 29

contados com multiplicidade.
Entao (n—1)(n—m—1) <r.

Demonstragao. Suponha V(f) invariante pelo campo (5.14), com cofator ¢(z,y). Entao,

pela Proposigao (5.3), a curva V(F') é invariante pelo o campo

0 0

—1 /R0 A1y . ,
com cofator C'(zq, 21, 22) = 25" 'e(=, =), isto ¢,
Z2 Z2

OF  _OF
oo T @y, =CF (5.15)

oF OF oF
Usando a relacao de Euler temos que nF = zp— + 21— + 22— Logo, podemos

020 0z 029

X(F)=P

reescrever a equagao (5.15) da seguinte maneira

Pa—FJrQi:Ol OF 1 90F 1 OF
820 8,21

— 20— z
n 0zy n 0z n 0z

que por sua vez pode ser escrita como

1 oF 1 oF 1 oF
(P——20C)— 4+ (Q — —210)— — —2C— = 0.
n 02 n
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Sejam
OF OF OF
A== B="— D=>"
820’ 8217 822’
/ 1 / 1 / 1
A :P—*ZOC, B :Q——le, D = —*ZQC,
n n n

T—ZIPAQBHD)er —ZIPA'HB'F‘ID) Observe que r e 1’ sdo finitos por

hlpotese Além disso, A, A, B, B’ D e D' satisfazem as hipdteses do Lema (4.28) de
Darboux. Entao,
RS (n—1)34+m? _ (n—1+m)[(n—1)*—(n—1)m+ m?]
n—1+m n—1+m
=m?’+ (n—1)(n—1—m).

Mas o niimero de pontos de intersecdo das curvas A’ = 0, B’ = 0 e D’ = 0 ¢ no maximo m?
levando em conta suas multiplicidades, ou seja, r’ < m?. Portanto, r > (n —1)(n — 1 —m)

como desejado. O

Corolario 5.10. Seja V(f) uma curva algébrica irredutivel de grau n, sem pontos miltiplos,

de grau m. Entdo, n < m + 1.

Demonstragao. Se V(f) é irredutivel sem pontos multiplos, entdao valem as hipéteses do
20 %

Teorema (5.9) e, neste caso, F(zg, 21, 22) = fo(—O “1) = 0 ndo tem pontos multiplos.
z2 22

Entéao, pelo Teorema (5.9), temos que

(n—1)(n—-—m-—1)<0.
Mas, n —1 > 0. Logo,n —m — 1 <0, ou seja, n < m + 1. O

Teorema 5.11. Sob as hipéteses do Teorema (5.9), se V(f(x,y)) é uma curva algébrica
de grau n = m + 1 invariante pelo campo x de grau m > 1, tal que sua projetivizagdo
F(20,21,22) = zQF(@ é) = 0 ndo tem pontos miltiplos, entdo o campo x tem uma
integral primeira mczzozncff

Demonstragao. Considerando as mesmas notagoes usadas na demonstragao do Teorema
(5.9), temos que
r+r'>m?+(n—1)(n-m-1).

Como F'(z, 21, 22) ndo tem pontos multiplos, temos que r =0 e

" >m*+(n—1)(n—-m-—1).
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Substituindo n = m 4+ 1 na desigualdade acima temos que " > m?2. Como r’ < m?
sempre, temos ' = m?. Logo, pelo Teorema (5.7) o campo Y tem uma integral primeira

racional. O

Definicao 5.12. O género virtual de uma curva projetiva F' sem componentes multiplas
¢ o numero inteiro

(d — 1)(d — 2) _ Zmp<mp — 1)

U:’UF:
9o = Guo(F) 5 5

P

onde d = deg F' e mp = m,(F) é a multiplicidade de F' em P.

Lema 5.13. Se F' é uma curva projetiva irredutivel, entio g,(F') > 0.

Demonstragio. Ver ([I]). O

Teorema 5.14. Sob as hipdteses do Teorema (5.9), se f(x,y) € klz,y| é irredutivel e
todos os pontos multiplos de V(F(zo, 21, 22)) sao duplos ordindrios, entio n < 2m. Além

disso, se n = 2m entdo x tem uma integral primeira racional.

Demonstragdo. Desde que todo ponto multiplo de V(F') é duplo ordinario, segue que

OF _OF _OF
I(P,—N—N— 1. 5.16
( 820 821 82’2) ( )
Se V(F') é uma curva algébrica irredutivel de grau n temos, pelo Lema (5.13),
1 1
> 5mp( p—1)< 5(n —1)(n—2), (5.17)

P

onde a soma percorre todos os pontos miltiplos de V(F'). Como os pontos multiplos de

V(F) sao duplos ordinérios, seque que mp = 2 e que
1
-1) 2 2-1) 1,
; 2’I’)’Lp mp Z g

onde a soma percorre todos os pontos miltiplos de V(F'). Se r denota o niimero de pontos

multiplos de V(F') temos que a inequagao (5.17) pode ser rescrita como

OF 3F 8F
= < _ _
r= ZI ax oy Va7 21 (n—1)(n—2).
Mas pelo Teorema (5.9) temos (n —1)(n —m —1) <r < 1(n—1)(n —2).
Logo,

2 L
n —nm—2n—|—m—|—1§§(n —3n+2) =

n®+2m<n@2m+1) =
n? <n®42m <n2m+1) =

n<n+2 <om41=n<2om.
n
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Agora, assumindo n = 2m temos, nas notagoes usadas na demonstracao do Teorema
(5.9), que

r+r>m*+n—-Dn—-—m—1)=m?>+ 2m—1)(m —1).

Por outro lado,

R 1>2(” =2 _ om—1)(m—1),

logo ' > m?. Como 1’ < m? sempre, temos ' = m? e, pelo Teorema (5.7), 0 campo

vetorial x tem integral primeira racional.

]
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