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RESUMO

Este trabalho é direcionado a professores de matematica da educacao basica, com o intuito
de ampliar o estudo da matematica financeira no ensino médio sem que tenhamos que
aumentar o conteido ja tao extenso do curriculo minimo, para isso devemos mostrar aos
nossos alunos que através dos estudos de fungoes e das progressoes aritmética e geomé-
trica podemos resolver inimeros problemas de matematica financeira, mostrando assim
uma aplicagdo desses contetidos em algo que certamente fara parte do dia a dia da vida
de nossos discentes. Ao terminar a leitura desta obra, o leitor devera ser capaz de realizar
decisoes sobre uma compra a vista ou a prazo e se é compensatorio realizar ou nao ante-
cipagoes de parcelas de um financiamento, diferenciar taxas proporcionais e equivalentes
entre outras coisas. Ao final deste trabalho serao apresentados alguns exercicios para que

sejam resolvidos utilizando os conceitos previamente descritos no texto.

Palavras-chave: 1. Financeira. 2. Juros. 3. Prestacoes.



ABSTRACT

This work is aimed at mathematics teachers of basic education, in order to extend the
study of financial mathematics in high school with no increase in the content already
so extensive of the minimum curriculum, for this, we must show our students through
studies that the arithmetic and geometric progressions can solve numerous problems of
?nancial mathematics, thus showing an application of this content into something that
will make part of the daily life of our students. When finishing reading this work, the
reader should be able to make decisions about a purchase in cash or term and whether or
not perform compensatory anticipations of portions of a financing, differentiate equivalent
and proportional rates, among other things. At the end of this paper, some exercises will

be presented to be solved using the concepts previously described in the text.

Key-words: 1. Financial. 2. Interest. 3. Payments.
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1 INTRODUCAO

A matematica financeira comegou a ser grandemente discutida ainda antes da
criagao do dinheiro. Na época o escambo (sistema de troca de mercadorias), era o modo

como o comércio e a economia se moviam.

O primeiro registro impresso de matematica considerada como financeira foi a
aritmética de Treviso, datada no ano de 1478, onde ja se mostrava ser uma matematica

comercial, tendo em suas aplicacoes a pratica de escambo.

Em 1484 foi publicado, na Italia, a “Aritmética Comercial”, escrita por Pierro
Borghi. Essa aritmética foi de grande relevancia para o desenvolvimento da matematica
financeira, ja que tratava de questdes bastante pertinentes ao comércio da época. Prova
de sua importancia é que foram, pelo menos, 17 edigoes, sendo que a tiltima aconteceu em
1557. Outra grande contribuicao para a historia dessa area foi uma forma de aritmética,
desenvolvida por Filippo Calandri. Apesar de ser influente como foi a de Pierro Borghi,

teve sua importancia reconhecida por ser a primeira a contar com problemas ilustrados.

Os sumérios, mesmo 3000 a.C. ja usavam da matematica financeira. Em pesquisas
sobre essa civilizagao, percebeu-se o apontamento em tabuas com principios de docu-
mentos atuais como faturas, recibos, juros (tanto simples como composto), hipotecas e
outros. Além dessas fungoes, haviam tabuas com nocoes de operagoes matematicas como
exponencial (usada no célculo de juros compostos), operagoes de multiplicagao, divisao,

sistemas de pesos e medidas, além de tadbuas que relatavam de empresas comerciais.

A matematica financeira é um ramo da matematica em que se estuda a variacao do
valor do dinheiro no tempo, ela esta presente em varias situagoes do nosso cotidiano, tais
como, financiamento de imdveis e veiculos, obten¢ao de empréstimos, compras a prazo ou
no cartao de crédito, investimentos diversos, entre outros. Desta forma se vé a necessidade
de nossos estudantes da educagao basica terem um conhecimento mais amplo de mate-
matica financeira, para isso os professores da educagao basica podem utilizar exemplos
de financeira para explicar os conteudos em cada ano de escolaridade, mostrando assim
uma aplicacao do contetido estudado no dia-a-dia de nossos alunos. Este trabalho tem
como objetivo mostrar aplicagoes de progressoes aritméticas e geométricas nas resolugoes

de alguns problemas financeiros.

A base para a aplicacao deste trabalho se d4 através da adaptacao das aulas dos
professores, pois 08 mesmos precisarao sempre que possivel explicar o contetido de forma
que o seu aluno veja que é possivel que tal fato faga parte de uma situagao do cotidiano

de uma pessoa. Segue abaixo os assuntos abordados neste trabalho.

1. Introdugao;
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2. Funcgoes

As funcgoes aplicadas em matematica financeira sdo excelentes ferramentas para
solucionar varios tipos de problemas. As mais utilizadas sdo as fungoes afins, expo-

nenciais e logaritmicas.

3. Progressoes Aritméticas e Geométricas;

Este capitulo aborda os conceitos basicos das progressoes aritméticas e geométricas,
tais como: calculo da razao, termo geral e soma dos termos, tanto da progressao

aritmética quanto da geométrica.

4. Conceitos Basicos de Matematica Financeira;
Este capitulo trata dos assuntos referentes as taxas de juros, regimes de capitalizagao,
taxas proporcionais, taxas equivalentes, taxa real e taxa aparente.

5. Descontos;
Este capitulo mostra como sao realizados os descontos, tanto na capitalizacao sim-
ples como na composta.

6. Fluxo de Caixa Homogéneo;

Este capitulo traz uma abordagem de como sao calculadas as prestagoes e os valores
a serem aplicados para obtencdo de um montante de duas formas, pagamentos

postecipados ou antecipados.

7. Sistemas de Amortizacao de Empréstimos;

Este capitulo traz os sistemas de amortizagdes utilizados pelas financeiras, o SFA -
Sistema de amortizacao Francés, onde temos prestagoes constantes, o SAC - Sistema
de amortizacao constante, como o proprio nome diz temos amortizagoes constantes
e o SA - Sistema Americano de Amortizacao, onde a divida é paga em uma tnica

parcela ao final do periodo do empréstimo.

8. Propostas Pedagobgicas;

Este capitulo fala sobre como podemos incluir desde o 6° ano do ensino fundamental
até o segundo ano do ensino médio nogoes de matematica financeira através dos

contetidos obrigatérios em cada ano de escolaridade.

9. Conclusao;

Este capitulo traz as consideracoes finais e a expectativa de uma melhoria no ensino

da matemadtica financeira.

Ao final deste trabalho hd um anexo com exercicios referentes a cada capitulo e
espera-se que apos a leitura de todo o contetido todos tenham condigoes de fazé-los sem

grandes problemas.
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2 FUNCOES

Alguns problemas de matemaética financeira podem ser solucionados utilizando os

conceitos de fungdes, mas especificamente as funcgdes afins, exponencial e logaritmica.

Os exemplos deste capitulo serdao todos voltados para matematica financeira, e os
conceitos de juros simples e composto serdao abordados mais profundamente em capitulo

posteriores.

2.1 FUNCAO AFIM

As funcoes afins sao utilizadas basicamente para resolucao de problemas que trata

de juros simples.

Definicao 2.1.1 Uma func¢ao polinomial do 1° grau, ou funcao afim, é toda funcgao f de

R em R dada pela lei f(x) = ax + b com a e b pertencentes aos reais.

Na funcao afim, a é o coeficiente de z e b é o termo independente. Se a > 0, entao
a funcao é crescente, se a < 0, entdao a funcao é decrescente, se a = 0, entdo a funcao é

constante e o valor de b é onde o grafico da funcao intercepta o eixo das ordenadas.

Exemplo 2.1.1 Denise pediu a sua avé a quantia de R$3.500,00 emprestado para lhe
ajudar a comprar uma moto nova. Sua avé que a ama e tem o dinheiro, resolveu emprestd-
la esta quantia cobrando juros simples de 5% ao més que serd devolvido 10 meses depois.
Denise toda satisfeita foi a concessiondria comprar sua moto. Qual o valor que Denise

terd de pagar a sua avé ao final do empréstimo?

Solugao. Os juros cobrados sao de 5% de R$3.500,00 ou seja R$175,00. Com
isso temos que a = 175, x € o numero de meses e b é o valor da divida na data zero.
Assim:

f(z) =175z + 3.500

Apés dez meses, f(10) = 17510 + 3.500 = 5.250. Ou seja, Denise terd pago a sua avd
ao final do empréstimo a quantia de R$5.250, 00.

2.2 FUNCAO EXPONENCIAL

A funcao exponencial é muito utilizada na resolucao de problemas de juros com-

postos.

Definicao 2.2.1 Fungdo exponencial é toda funcio f de R em R do tipo f(x) = a® com
a€R} ea#1.
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As restrigoes na fungao exponencial em relacao ao valor de a, sao dadas porque se
a = 1 a fungao seria constante, pois 1 elevado a qualquer valor é sempre igual a 1 e a é
sempre positivo porque se a = 0 tem-se uma indeterminacao quando x também for igual

a zero e o valor de a nao pode ser menor que zero porque quando z < |1, f(z) € R.

Exemplo 2.2.1 Luiz aplicou em uma instituicio bancdria a quantia de R$2.000,00 du-

rante 36 meses a juros composto e uma taxa mensal de 3% a.m.. Pergunta-se:

a) Qual o montante d aplicagcdo ao final de 10 meses?

b) Qual o montante no final dos 36 meses?
Solucado.

a) Considere f(t) o valor do montante pés t meses, C' o capital aplicado, o valor de a
serd (1,03) pois se trata de um acréscimo et o tempo da aplicagao. Assim apds 10

meses temos:

f(10) = 2000(1,03)"
= 2.687,83
Luiz terd ao final de 10 meses a quantia de R$2.687,83.

b) Agora considerando t = 36 temos:

f(36) = 2000(1,03)%
= 5.796,56

Ao final do prazo de 36 meses, Luiz terd um total de R$5.796, 56.

2.3 FUNCAO LOGARITMICA

A funcao logaritmica é muito utilizada em matematica financeira quando queremos
determinar o tempo (¢) para que uma aplicagao chegue a um valor especifico ou para que

uma divida se reduza a metade, entre outras coisas.

OBS.: Para esta se¢ao é necessario conhecimentos prévios de logaritmo.

Definigao 2.3.1 Chama-se fungdio logaritmica de base a, toda fung¢io f de Ri em R
definida por f(z) =log, x com a € RY e a #0.
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A fungao logaritmica é o inverso da fun¢do exponencial e o valor de a também
definird o crescimento e o decrescimento, quando temos a > 1 a funcdo é crescente e

quando temos 0 < a < 1 a funcao é decrescente.

Exemplo 2.3.1 Jilio fez uma aplicacao no valor de R$5.000,00 em uma instituicao ban-
cdria que paga juros de 2,5% a.m. e quer saber por quanto tempo seu dinheiro ficard

aplicado para que se obtenha o triplo do capital investido.

Solucao. Como é uma aplicagio onde o montante final € triplo do capital inves-
tido, temos que M = 15.000,00. Assim:

15000 = 5000(1,025) = 3= (1,025)"

Aplicando logaritmo em ambos os lados da equagdo temos:

log3 = log(1,025)"
= t-log(1,025)

Sabendo que log3 € 0,4771, temos entao:

10,4771

0,47711 =¢-0,0107 = t=
’ ’ 0,0107

Assim,
t = 44,58

Ou seja, Julio terda que deixar seu dinheiro aplicado por 45 meses para atingir o montante

desejado.
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3 PROGRESSOES

3.1 PROGRESSOES ARITMETICAS

A progressao aritmética (P.A.) é uma sequéncia de infinitos termos numéricos
(a1, as,as, ..., an, ...), onde a diferenga entre um termo e seu antecessor é constate, a essa
diferenga da-se o nome de razao. A razao de uma P.A. é normalmente representada pela
letra r e seu calculo ¢ dado por:

r=4an — ap—1

Em uma progressao aritmética de razao r, dado o primeiro termo a;, o segundo
termo é a soma do primeiro com a razao, ou seja, as = a; + r, 0 terceiro termo é a soma
do primeiro com duas vezes a razao, as = a; + 2r e assim por diante. Desta maneira o

termo geral ¢ dado por:

an=a1+n—1)r, VneN

Exemplo 3.1.1 O pregco de uma moto nova é de R$ 28.000,00 e diminui R$ 1.200,00 a

cada ano de uso. Qual serd o preco com 5 anos de uso?

Solugdo. Chamando o preco com n anos de a,, temos ag = 28000 e queremos

calcular as. Como a desvalorizagio anual € constante, (a,) € uma progressao aritmética.
Logo, a5 = ag + 5r = 28000 + 5 - (—1200) = 22000. O prego serd de R$22.000, 00.

A soma dos termos de uma P.A. (progressao aritmética) foi realizada pela primeira
vez por Gauss sem mesmo saber o que era uma P.A., Gauss observou que a soma dos
termos equidistantes dos extremos era igual a soma dos extremos, a partir dessa observacao
Gauss realizou a soma dos nimeros naturais de 1 a 100 pedida pelo seu professor em
poucos minutos. Com o passar do tempo a ideia de Gauss foi generalizada para qualquer

P.A.. Sendo a soma dos termos de uma P.A. dada por:
S, =a1+ay+as+ ...+ an_1+ ay,

seguindo a ideia de Gauss:

soma dos termos da P.A.

ay + + a; + ..+ Ay,
(+) ay, + ...+ Ap—(j—1) + ...+ a;
((1,1 + (In) + + (CL]' + an,(j,l)) + + ((ln + CLl)

temos,

25, = (a1 + an) + (a2 + an—1) + ... + (a5 + ap_gj—1)) + ... + (an-1 + a2) + (@, + a1).
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Como,
a; + an_(j_l) = a+ (] - 1)7" +a; + (TL — (] - 1) — 1)7”

= e+ (-Dr+a+n—jr

= a1+ jr—r-+a +nr—jr

= a+a +nr—r

= a1+ [ar + (n— 1)r]

= a1+ ay
segue que,

25, = (a1 +ap) + (a1 +ap) + ...+ (a1 +an) -
n p;;r,celas
Portanto,
S — (aq —|—2an)n

Exemplo 3.1.2 Qual o valor da soma dos 15 primeiros termos da progressao aritmética
3,7 11, ...7

Solucao. Por se tratar de uma progressao aritmética temos que o primeiro termo
¢ a; = 3, o sequndo termo é ay = 7. Logo a razao é dada por: r =as —a; =7 —3 = 4.

Sendo o termo geral da P.A. a, = a1 + (n — 1)r, calculamos o 15° termo:
CL15:(11+14T:3+14'4:59

Apds calcular o 15° termo, vamos a soma dos termos:

(3+59) - 15

Si5 = 5

= 465.

3.2 PROGRESSOES GEOMETRICAS

Um problema interessante, que costuma deixar os alunos intrigados e os pro-
fessores desconfiados, é o problema a seguir, adaptado de um problema do

exame nacional da MMA (Mathematical Association of América).

Exemplo 3.2.1 Uma pessoa, comecando com R$64,00, faz seis apostas con-
secutivas, em cada uma das apostas das quais arrisca perder ou ganhar a
metade do que possui na ocasido. Se ela ganha trés e perde trés dessas apostas,

pode-se afirmar que ela:



A) ganha dinheiro.
B) ndo ganha dinheiro, nem perde dinheiro.
C) perde R$27,00.
D) perde R$37,00.

E) ganha ou perde dinheiro, dependendo da ordem em que ocorreram suas

vitorias e derrotas.

Comentario. Em geral os alunos escolhem uma ordem para ver o que acon-
teceu; alids, essa € até uma boa estratégia. Por exemplo, se ela vence as trés
primeiras apostas e perde as ultimas trés, o seu capital evoluiu de acordo com
o esquema: 64 — 96 — 144 — 216 — 108 — 54 — 27.

Se ela comegou com R$64,00 e terminou com R$27,00, ela perdeu R$37,00.

Ja houve um progresso. Sabemos agora que a resposta sé poderd ser D) ou E).

Em sequida, os alunos costumam experimentar uma outra ordem; por exemplo,
ganhando e perdendo alternadamente. Obtém-se: 64 — 96 — 48 — 72 —
36 — 54 — 27. Nessa ordem a pessoa também perdeu R$37,00.

Em sequida, experimentam outra ordem, torcendo para qual a pessoa ndao ter-
mine com R$27,00, o que permitiria concluir que a resposta é E). Infelizmente,
encontram que a pessoa novamente termina com R$27,00 e permanecem na
duvida. Alguns se dispoem a tentar todas as ordens possiveis, mas logo desis-

tem ao perceber que hd mais de 20 ordens possiveis.

Solugao. A melhor maneira de abordar problemas nos quais ha uma grandeza
varidvel, da qual é conhecida a taza (porcentagem) de variagio, é concentrar
a atengao, nao na taxa de variacao da grandeza, e sim no valor da grandeza

depois da variacao.

Neste problema, devemos pensar assim: Cada vez que ganha, o valor capital
aumenta 3 (ou seja, 50%) e passa a valer 1 + % = % do que valia; cada vez
que perde, o capital diminui % (ou seja, 50% ) e passa a valer 1 —% = % do que

valia.

Pensando assim, fica claro que se a pessoa venceu as trés primeiras apostas e

perde a trés ultimas, a evolucao de seu capital se dd de acordo com o esquema:

64 — 64-2 — 64 -

Ela termina com 64 - % . g . g . % . % . % = 27 reais. Além disso, fica claro

também que, se as vitorias e derrotas tivessem ocorrido em outra ordem, isso
apenas mudaria a ordem dos fatores, sem alterar o produto, e a pessoa também

terminaria com R$27,00.



20

Se ela comegcou com R$64,00 e terminou com R$27,00 ela perdeu R$37,00. A
resposta € D). [1]

A progressao geométrica (P.G.) é uma sequéncia de infinitos termos numéricos
(a1, as,as, ..., a,, ...) onde o quociente entre um termo e seu antecessor é constante, a esse
quociente da-se o nome de razao. A razao da P.G. é normalmente representada pela letra

q e seu calculo ¢ dado por:
Qn,

q:
an—1

Em uma progressao geométrica de razao ¢, dado o primeiro termo a;, o segundo
termo é o produto do primeiro com a razao, ou seja, as = a1q, o terceiro termo é o produto
do primeiro com a razao elevada a segunda poténcia, as = a1¢* e assim sucessivamente.

Desta maneira o termo geral ¢ dado por:

n—1
a, = a1q

Exemplo 3.2.2 A populagio de uma cidade é hoje igual a Py e cresce 3% ao ano. Qual

serd a populacao dessa cidade daqui a n anos?

Solugao. Se a populagio cresce 3% ao ano, em cada ano a populagio é de 103%
da populacio ao ano anterior. Portanto, a cada ano que passa, a populacao sofre uma

multiplicagio de 103% = 1,03. Depois de n anos, a populacio serd de Py -1,03".

A soma de uma quantidade finita de termos S, = a; + as + a3 + ... + a,, é dada
1—g™
1:2'

por S, = a;

A demonstragio dessa féormula é feita da seguinte forma:

Sp=a1 +aq+ar*+ ... +aq" " (1)

Multiplicando (I) por g obtemos (I7).

¢S, = a1q + a1¢® + a1¢® + ... + arq" (1)
Subtraindo-se (1) de (I), temos:
Sn—qSn=a—aq" =  S(1-q¢)=a(l—-q")

assim,

5% = ax
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Exemplo 3.2.3 Diz a lenda, que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grao de
trigo pela primeira casa, 2 graos pela sequnda, 4 pela terceira e, assim por diante, sempre
dobrando a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de zadrez tem 6 casas, o

numero de graos pedidos pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos da

progressao geométrica 1,2,4,.... O valor dessa soma é:
1—g" 1— 264
S —a—31 —1 — ot
1—q 1-2

Calculando, obtemos um estupendo niumero de digitos:

18446744073709551615

A soma de uma quantidade infinita de termos s6 é possivel quando se tem a razao

no intervalo ¢ < |1/, assim:

1—q" aq

S, = li
n»l—>noloa11—q 1—gq

Exemplo 3.2.4 Calcule o limite da soma da progressio geométrica % + % + 1—12 + i + ...

1
Solugdo. lim,, o Sy = {2, = {21 = 2~ 0,6666....
2
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4 MATEMATICA FINANCEIRA - CONCEITOS BASICOS

4.1 JUROS

Chamamos de juros o valor recebido pela aplicagdo de um capital (chamado tam-

bém de principal) durante um determinado tempo, a uma certa taxa.

Uma pessoa faz uma aplicacdo de certa quantia (capital ou principal) por um de-
terminado periodo (tempo). Entdo, no fim desse periodo, essa pessoa recebe uma quantia
(juros) como compensagao. O valor dessa quantia é estabelecido por uma porcentagem
(taxa de juros). Ao final da aplicagdo a pessoa terd recebido a quantia correspondente ao

capital + juros (montante).

4.1.1 Taxa de juros

A taxa de juros (i) é a razao entre o rendimento (juros) e o capital (C'). A taxa
estd sempre relacionada com uma unidade de tempo (dia, més, trimestre, semestre, ano,
etc.).

Juros

Tara = ———
Capital

A letra 7 é utilizada para taxa de juros, pois juros na lingua inglesa é interest, em

francés é intérét, em espanhol é interés, em alemao é interesse, entdo como varios idiomas

a palavra juros comega pela letra i, ficou convencionado o simbolo ¢ para representar a

taxa de juros em matematica.

Exemplo 4.1.1 Uma loja vende uma TV por R$2.400,00 a vista. A prazo vende por
R$2.900,00, sendo R$300,00 de entrada e o restante apds um ano. Qual é a taza de

juros cobrada?

Solugao. O walor a ser financiado é a diferenca entre o valor a4 vista e o valor
a da entrada, ou seja, 2.400,00 — 300,00 = 2.100,00. O cliente pagard daqui um ano
R$2.600,00, logo, o montante ¢ de R$2.600,00, isto €, os juros sio de R$500,00 e o

periodo € de um ano, temos entdo:

500 =2.100-i-1 = i= 310 =0,2380 ao ano ou 23,80%a.a..

2.1

4.1.2 Regime de capitalizacao

Quando um capital é aplicado a uma determinada taxa por periodo, e por varios

periodos, o montante pode ser calculado, segundo dois critérios:
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e Juros Simples

E o regime de capitalizacio no qual o investidor terd uma remuneracio constante
ao final de cada periodo, e essa remuneracao é obtida pelo produto da taxa pelo

capital investido.

Nesse tipo de capitalizagao os juros sao calculados utilizando a equacao
it
100

Onde C' ¢é o capital, i é a taxa de juros e t é o tempo de investimento.

Este tipo de capitalizacao nao é muito utilizado nas praticas comerciais, porque con-
forme vao se passando os periodos o retorno financeiro passa a ser cada vez menor
em relagao ao valor que se encontra depositado, pois a taxa é sempre aplicada no

valor investido inicialmente. Veja o exemplo a seguir.

Exemplo 4.1.2 Marcelo resolveu fazer uma aplicacio de R$ 2000,00 no regime de
capitalizagao simples, a uma taza de 5% ao més durante 10 meses retirando todo o

montante ao final deste periodo. Qual foi o montante retirado por Marcelo?

C' = R$2000, 00
1=05
t=10

Calculando os juros obtidos apos os 10 meses de investimento teremos:

2000510
N 100

Assim ao final dos 10 meses o Marcelo terd acumulado R$3000,00 que € o valor do

J J = 1000

capital aplicado mais o juro obtido.

Esse tipo capitalizacao pode ser explicado também utilizando a ideia de progressao

aritmética na qual a razao é dada pela tazxa de juros.

Resolugdo utilizando o conceito de P.A.
Capital (C') = R$2000, 00

Juros de 5% ao més (r) = R$100,00
Periodo (t) = 10 meses
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Assim o primeiro termo desta P.A. serd o capital ag = R$2000,00, a razao (r) serd

o juros de R$100,00 e a quantidade de termos (t) serd o periodo igual a 10.

Como o termo geral de uma P.A. é dado por a; = ag + (t)r, ¥V t € N > 0, temos
que o ultimo termo, ou seja, quando t for igual a 10 serd a;o = R$3000,00 que € o

montante procurado.

Juros composto

E o regime no qual, ao final de cada periodo de capitalizacao, os juros calculados
sao incorporados ao montante do inicio do periodo e essa soma passa a render juros

no periodo seguinte.

Exemplo 4.1.3 Vamos utilizar o mesmo problema do exemplo anterior, mas agora

regime de capitalizacao serd de juros composto utilizando a ideia de P.G.

Assim ag = R$2000, 00, a1 = ag(1+1), az = a;(1+14) = apg(1+4)(1+1) = ag(1+1)?,

e assim sucessivamente.

Dessa maneira podemos entao concluir que a; = ag(1 +14)', onde a; € o montante,

(141) € a razdao da P.G. et é o nimero de termos. Assim no més 10 teriamos:

a0 = 2000(1 + 0,05)'° ~ 2000 - 1,62889 = 3257, 78

Ou seja o Marcelo teria um montante final de R$3257,78. O que mos mostra a

vantagem deste tipo de capitalizacao.

4.2 EQUIVALENCIA DE CAPITAIS

E importante perceber que o valor de uma quantia depende da época a qual ela esté

referida. Se eu consigo fazer com que meu dinheiro renda 10% ao més, é indiferente pagar

agora R$100,00 ou pagar R$110,00 daqui a um més. E mais vantajoso pagar R$105,00

daqui a um més do que pagar R$100,00 agora. E mais vantajoso pagar R$100,00 agora

do que pagar R$120,00 daqui a um més.

No fundo s6 ha um problema de Mateméatica Financeira: deslocar quantias no

tempo.
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Uma outra leitura para Cy; = Co(1 + )"

Podemos ler a férmula C; = Cy(1 + )" da seguinte maneira: uma quantia, hoje
igual a Cj, serd transformada depois de ¢ periodos de tempo, em uma quantia igual a

Co(1+1)%, & taxa de 1% ao periodo.

Assim para obter o valor futuro, basta multiplicar o atual por (14 4)" e para obter

o valor presente, basta dividir o valor futuro por (1 + 7)".

4.2.1 Taxas proporcionais

As taxas i1 e iy sdo ditas proporcionais se, relativamente aos periodos t; e to

expressos na mesma unidade de tempo, ocorrer % = %

Exemplo 4.2.1 As tazas 84% a.a., 42% a.s., 21% a.t., sdao proporcionais, pois se tomar-

mos meses como unidade de tempo, teremos %;% = % = %% = 7T%

4.2.2 Taxas equivalentes

Se a taxa de juros relativamente a um determinado periodo de tempo ¢é igual a i,

a taxa de juros relativamente a t perfodos de tempo é I tal que 1+ I = (1 +1)".

Exemplo 4.2.2 A taxa anual de juros equivalente a 15% ao més é I tal que
1+ 1= (140,152 Dai, I = 4,35 = 435% ao ano.

Um problema em Matematica Financeira é o de anunciar taxas proporcionais como
se fossem equivalentes. Uma frase como “180% ao ano, com capitalizagdo mensal” signi-
fica que a taxa usada na operacdo nao ¢é a taxa de 180% anunciada e sim a taxa mensal
que lhe é proporcional.

Assim, a traducao da expressao “180% ao ano, com capitalizacao mensal” é “15% ao més”.

4.2.3 Taxa real e taxa aparente

Quando temos um aumento em nosso salario, esse aumento é apenas um aumento
aparente. Do que adianta vocé ganhar 5% a mais de saldrio se os precos dos alimentos,

vestuario, educagao, transporte entre outras coisas aumentaram? Serd que na realidade
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vocé estd recebendo 5% a mais? O calculo da taxa real tem como objetivo descontar
a inflacdo deste ganho aparente. Em uma aplicacao financeira, percebemos apenas o
aumento aparente. Para calcular a verdadeira rentabilidade, é necessario calcularmos a

taxa real.

Desse modo podemos imaginar que um capital C foi aplicado durante algum pe-
riodo a taxa i. Suponhamos ainda que durante o mesmo periodo houve uma inflacao

representada por I. Queremos saber qual foi o ganho real r dessa aplicagao.

O montante é obtido aplicando ao capital a taxa aparente ¢, assim:

M =C(1+14)

A taxa aparente é como se o capital tivesse sofrido dois acréscimos simultaneos,
um pela taxa de inflacdo e outro pela taxa real, entao o montante também pode ser
expressado por M = C(1+1)(1+r), onde [ e r sdo respectivamente a taxa de inflacao e

a taxa real.

Logo, temos que a taxa real ¢ dada por:

Cl+i)=C+0H{1+r) = (A+4+)=00+DH(1+r)

assim,

Exemplo 4.2.3 Um Fundo de Investimento teve no ano de 2013 um rendimento aparente
de 10%. Qual serd o seu ganho real se considerarmos que nesse mesmo periodo a inflagao
acumulada foi de 6% ¢ Um aluno apressadinho ird responder, sem pensar muito, 4% de
ganho real. Porém, para descobrirmos o ganho real, devemos descontar a inflacao do

ganho aparente, e ndo subtrair. Assim:

1+0,1
1+0,06
1,1

1,06

entao,

ro~ 1,0377 — 1
~ 0,0377

Ou seja, o ganho real foi de 3,77%.
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5 DESCONTO
E a diferenca entre o valor nominal de um titulo e seu valor atual.

5.1 DESCONTO POR DENTRO (racional ou real)

E o desconto d, que determina um valor atual A que, corrigido nas condigdes
de mercado, tem para montante o valor nominal N. Ou seja, d,. sdo os juros que sao

incorporados ao capital A para produzir N.

5.2 DESCONTO “POR FORA” OU COMERCIAL

O desconto por fora ou comercial d. é o juro calculado sobre o valor nominal
N, a uma taxa chamada de taxa de desconto, durante o tempo que decorre da data da

transacao até a data de vencimento do titulo.

A figura 1 mostra uma representacao desta situacao.

N (valor nominal)

A

A (valor atual)
A

e

0 n (periodo)

Figura 1 — Desconto

5.3 DESCONTO NA CAPITALIZACAO SIMPLES

5.3.1 Desconto por dentro racional ou real

Nesse caso sabe-se que a base do desconto é valor atual A, considerando a taxa ¢
e o prazo de antecipacao n, temos entdao que o desconto d, sera dado pord, = A-i-ne

como A = N — d, temos,

A=N-A-i-n = N=A+A-i-n = N=A(l+1i-n)
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Exemplo 5.3.1 Um titulo com valor nominal de R$9.600,00 foi resgatado trés meses
antes do seu vencimento, sendo-lhe por isso concedido um desconto racional simples a

taza de 55%a.m.. Nesse caso, qual foi o valor pago pelo titulo?

Solucgdo.

9.600

1 = 55%a.m.

0 3 (meses)

Figura 2 — Desconto Racional

Como N = A(1 +i-n) temos que 9.600 = A(1 4 0,55 -3) = A = %50
A = 3.622,64.

5.3.2 Desconto “por fora” comercial ou bancario

Nesse caso sabe-se que a base do desconto é o valor nominal N considerando a
taxa ¢ e o prazo de antecipagao n, temos que o desconto d. serda dado por d. = N -i-n e

como A = N — d, temos,

A=N-N-i-n = A=N(1—i-n)

Exemplo 5.3.2 Determinar o valor nominal de um titulo que, descontado comercial-
mente noventa dias antes do vencimento a taza de linear de 15% ao més, resultou um

valor descontado de R$520,00.

Solucao. A =520,00; n =90d = 3m; i = 15% ao més. Sabemos que no desconto
comercial simples A = N(1 —1i-n), temos entdo que 520 = N(1 —3-0,15) = N = %
N = 945,45,
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5.4 DESCONTO NA CAPITALIZACAO COMPOSTA

5.4.1 Desconto “por dentro” ou racional
Nesse caso, temos que N = A(1+i)" ed, = N — A.

Assim,
d,=Al+i)"—-A = d,=A|[(1+)"—1].

Exemplo 5.4.1 Antecipando em dois meses o pagamento de um titulo, obtive um des-
conto racional composto que foi calculado com base na taxa de 4% ao més. Sendo

R$5.408,00 o valor nominal do titulo, quanto pagarei por ele?

Solucado.

5.408,00

1 = 4%a.m.

-
-

0 2 (meses)

Figura 3 — Desconto Comercial

_ A\ _ N _ 5408 _ 5408 _
N=A1+)" = A=g5w = A= g0 = toss — 2000

5.4.2 Desconto “por fora” ou comercial
Nesse caso temos que A = N(1 —14)". Logo,

d,=N-A=N-N1-i" = d.=N[1-(1-14)"

Exemplo 5.4.2 Um titulo de R$2.000,00 serd resgatado trés anos antes do vencimento
pelo critério de desconto comercial composto a taxa de 20%a.a. com capitalizagoes semes-

trais. Qual serd o valor liquido?
Solucgado.

Taza nominal de 20%a.a. implica numa taza efetiva de 10%a.s.; N = 2.000, 00;

n =06.



Assim,
A=N({1-49)" = A=20001-0,1)° = A=2000-0,531441.

Portanto,
A =1.062,88

30
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6 FLUXO DE CAIXA HOMOGENEO

6.1 PAGAMENTOS POSTECIPADOS

Quando temos situagdes em que prestagdes sao pagas apds a aquisicao do bem
ou fazemos aplicacoes financeiras mensais, teremos um fluxo de caixa com os pagamen-
tos postecipados. Sendo as prestagoes ou aplicagoes iguais, este fluxo de caixa é dito

homogéneo. Observe a figura 4.

Prestagoes iguais - pagamentos postecipados
VP

P = valor das prestagoes

1 2 3 t

<
-

Figura 4 — Prestacoes Postecipadas

Se quisermos fazer o pagamento no ato da compra, é o mesmo que anteciparmos
todas as parcelas, desta forma, escolhemos como data focal o dia da compra e calculamos

o valor de todas as parcelas nesta data fazendo entdo o somatoério. Assim:

VP = P + P + P + ...+ P
(4 (T2 (1403 T (144

Se olharmos bem este somatoério, verificamos que se trata da soma dos termos de
1

uma Progressao Geométrica cuja a razao ¢ 15

e o primeiro termo é -£-. Entdo:
147

Nt N
w — P—VP. (1+4)" -

VP=P. Ty 0
i)t (1+4)—1

Exemplo 6.1.1 Um equipamento de som custa R$3.000,00 a vista, mas pode ser finan-
ciado sem entrada em 12 prestagoes mensais a taxa de 4%a.m.. Calcular a prestacio a

ser paga pelo comprador.
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Solucado.
VP = 3.000,00
A i = 4%a.m.
P P P P ................. P P
A A A A A A
0 1 2 3 4 ................. 11 12 (Tn/ezes)
Figura 5 — Calculo de prestagoes postecipadas
De acordo com o diagrama temos a sequinte situacdo:
3.000,00 = P + P + P + ..+ P
T (140,04) 0 (14-0,04)2 0 (140,04)3 77 (14 0,04)12
Neste caso, temos uma soma de termos de uma P.G. cuja razao é m.
Assim,
14+0,04)2 -1 1+40,04)2.0,04
3.000,00 = P - (1+0,04) P:3.000,00-( +0,04) — = 319,65

(1+0,04)12-0,04 (140,04)12 -1

Ou seja, o comprador que desejar comprar a prazo terd prestacoes mensais de
R$319,65.

Agora se quisermos projetar o quanto teremos ao final de uma aplicacdo onde
realizamos depdésitos mensais iguais, ao invés de dividirmos como fizemos anteriormente,
basta multiplicar o valor de cada depésito por (1 + i) elevado ao ntimero de parcelas que
restam para o término da aplicacdo e realizar o somatorio. Assim de acordo com a figura

6 temos:

VEF=P+P-(1+9)+P-(1+i)*+..+P-(1+19)

Como o somatério acima é a soma dos termos de uma P.G. onde o primeiro termo

¢ P e arazao é (14 1), termos:

.t_ .
Ut =1 . p_yp.

F=P-. —_—
v i (144t -1
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Aplicagbes iguais - pagamentos postecipados

P = valor das prestagées

P

&
&
!

f
-

VF

Figura 6 — Aplicagbes com depositos postecipados

Exemplo 6.1.2 Uma pessoa deseja comprar um carro por R$55.000,00 a vista, daqui a
18 meses. Admitindo-se que ela vd poupar uma certa quantia mensal que serd aplicada
em letras de cambio rendendo 2,5% ao més de juros compostos, determine quanto deve

ser poupado mensalmente.

Solugdo.

=
o

1 = 2,5%a.m.

§ VF = R$55.000,00

Figura 7 — Diagrama de aplicacoes postecipadas

De acordo com a figura 7 temos a sequinte situacdo:

55.000,00 = P+ P+ (1+0,025) + P - (1+0,025)2+ ...+ P (1 +0,025)'8

(1+0,025)18 — 1 0,025
— P =55.000,00-
0,025 " (140,025)8 — 1

55.000,00 = P - = 2.456, 85
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Ou seja, a pessoa deverd poupar R$2.456,85 por més.

Em ambas as férmulas verificamos que sdo quatro as variaveis, V' P (valor presente
ou capital inicial) ou V F(valor futuro ou montante), ¢ é taxa de juros, ¢t o periodo e P as

prestacoes.

6.2 PAGAMENTOS ANTECIPADOS

Fica caracterizado o pagamento antecipado quando a primeira prestacao (ou aplica-
¢a0) é paga (ou recebida) no ato da contratacao. A seguir temos os fluxos que representara

graficamente essas situagoes.

Prestagoes iguais - pagamentos antecipados

P = valor das prestagcoes

P P P P P

Figura 8 — Pagamento antecipado

De acordo com a figura 8, temos que o valor presente serd dado por:

P P P P
p—p
v tarag tare targr T T oty
assim,
L +i)—1 L+iYi 1
ypop UED =L gy o poyp U

(L+4)t -4 (1+i)t—1 (1+4)

Exemplo 6.2.1 Arnaldo vai se casar e precisa comprar uma geladeira, o modelo escolhido
por Arnaldo custa da vista R$4.000,00 ou a prazo, com taxa de juros de 3%a.m., em
dez prestagoes mensais e iguais, sendo a primeira no ato da compra. Qual o valor das

prestacoes que Arnaldo ird pagar optando pela compra a prazo?
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i = 3% a.m.
VP = R$4.000,00

Figura 9 — Célculo de prestagoes antecipadas

Solugdo.
De acordo com a figura 9 temos que:

p ., P P P
(1+40,03)' " (1+0,03)2 (140,033 " (1+0,03)?
(1+0,03)10 — 1

P (140,03
150030003 1H003)

4.000,00 = P+

Logo,

(1+0,03)1°-0,03 1
P = 4.000, 00 - : = 455, 26.
’ (140,03)10 —1 (14 0,03) ’

Ou seja, Arnaldo pagard prestacoes no valor de R$455, 26.

Quando temos aplicagoes e queremos encontrar o valor futuro, temos de acordo

com a figura 10, uma P.G. de primeiro termo P e razao (1 + i), entdo:

Aplicagbes iguais - investimento antecipado

P = valor das prestagoes

P P P P P

VF

\J

Figura 10 — Aplicac¢oes antecipadas
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VE=P(1+i)+P-(1+i)*+P-(1+i)*+ ..+ P (1+i)

Assim, utilizando a soma dos termos da P.G., teremos:

(1+4) —1 | I
i) = P=VE G i

VF=P-

Exemplo 6.2.2 Uma pessoa investe R$500,00 mensalmente. Qual o montante acumu-
lado um més apds o 15° depdsito, se a taxa de remuneracio é de 24% ao trimestre capi-

talizada mensalmente?

Solugao. temos que a taza de 24% ao trimestre com capitalizagio mensal € o

mesmo que 8% ao més.

500,00 500,00 500,00 500,00 500,00

1= 8% a.m.

VF

Figura 11 — Diagrama de aplicagoes antecipadas

De acordo com a figura 11 temos:

VF =500(1+ 0,08) + 500(1 + 0,08)* + ... + 500(1 + 0, 08)*
Neste exemplo, também temos uma soma dos termos de uma P.G. de razdo (14 0,08).

(1+40,08)% —1
0,08

VF =500 - - (1+0,08) = 14.662, 14

Assim, um més apds o ultimo depdsito a pessoa ird retirar wm montante de R$14.662, 14



7 SISTEMAS DE AMORTIZACAO DE EMPRESTIMOS

Os empréstimos classificam-se em CURTO, MEDIO e de LONGO PRAZO.

O processo de amortizacao de um empréstimo consiste nos pagamentos das
prestagoes em épocas predeterminadas. Cada prestacao sendo subdividida em

duas partes, a saber:

* juros do periodo, calculado sobre o saldo devedor no inicio do periodo;

* amortizacao do capital, obtida pela diferenca entre o valor da prestacao

e o valor dos juros no periodo.

Nos sistemas de amortizagoes que trataremos aqui, a menos que seja estabele-
cido o contrério, as prestacoes sao postecipadas, ou seja, o primeiro pagamento
caso nao haja caréncia, sera devido um periodo apds a contratacao. Sera visto

também, exemplo em que a primeira prestacao é diferida, isto é com caréncia.

Alguns dos principais e mais utilizados sistemas de amortizacao sao:

a) SISTEMA FRANCES (SFA) ou SISTEMA PRICE:
b) SISTEMA DE AMORTIZAGCAO CONSTANTE (SAC)
¢) SISTEMA AMERICANO (SA)

Qualquer um dos sistemas pode ter, ou ndo, caréncia. Durante o periodo de
caréncia, os juros podem ser pagos ou capitalizados, dependendo do contrato

de financiamento.

Para melhor compreensao, todas as soluc¢oes terao uma planilha de financia-
mento, pois através destas planilhas podemos ter uma visao mais ampla da

divida em cada periodo do contrato.

7.1 SISTEMA FRANCES DE AMORTIZACAO - SFA

E um sistema que no fim de cada periodo, o devedor paga uma prestacio
constante e calculada, de forma que uma parcela da prestacao paga os juros
e a outra parcela amortiza parte do capital. Estas parcelas nao sao variaveis,
ja que a cada pagamento os juros diminuem e a quota amortizada aumenta, o

que é compreensivel, visto que os juros sao calculados sobre o saldo devedor.

Exemplo 7.1.1 Um Fazendeiro afim de aumentar a producao de graos em sua
fazenda, adquire um empréstimo bancdrio no valor de R$600.000, 00, entreques
no ato, sem prazo de caréncia. Sabendo-se que o banco utiliza o Sistema
Francés de Amortizacio, que a taza contratada foi de 5% a.a. e que o banco

quer a devolucao em 10 prestacoes anuais, construir a planilha.
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Solucdo. Se o principal vai ser devolvido em 6 prestacoes iguais e postecipa-

das, temos, entao, uma anuidade que se encaira no modelo basico:

V P = 600.000,00; t = 10; i = 5% a.a.

Dessa forma o valor da prestacao anual é de:

P = 600.000 - (

1+0,05)1-0,05

(1+0,05)10 — 1

= 77.702,74

Para a construcao da planilha, sequimos os sequintes passos:

1. No periodo “zero”, que corresponde ao momento inicial do financiamento,

nao hda qualquer prestacao a pagar, tendo em vista que a primeira presta-

¢cao serd paga na data 1.

2. No periodo “um?”, os calculos serao feitos da seguinte forma:

a) o juro devido incide sobre o saldo devedor inicial, ou seja, 5% de
600.000,00, isto €, 0,05 - 600.000, 00 = 30.000, 00.

b) a amortizagio serd obtida pela diferenca entre o valor da 1% pres-

tacio e o wvalor do juro pago, ou seja, a amortiza¢io do 1° més é:
77.702,74 — 30.000 = 47.702, 74.

¢) o saldo devedor, que se obtém subtraindo-se do saldo devedor inicial

o valor amortizado nesse més, é dado por:
600.000 — 47.702, 74 = 552.297, 26.

3. Nos periodos subsequentes, repetem-se os procedimentos do periodo “um’”.

Planilha do financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacdao Juros Prestacao

(k) (Sdy) (Ax) (Jy =1i-Sdk_1) | (Px = Ax+ Ji)
0 600.000,00 - - -
1 552.297,25 47.702,75 30.000 77.702,75
2 502.209,36 50.087,89 27.614,86 77.702,75
3 449.617,08 52.592,28 25.110,47 77.702,75
4 394.395,18 55.221,90 22.480,85 77.702,75
5 3386.412,19 57.982,99 19.719,76 77.702,75
6 275.530,05 60.882,1} 16.820,61 77.702,75
7 211.603,80 63.926,25 13.776,50 77.702,75
8 144.481,24 67.122,56 10.580,19 77.702,75
9 74.002,55 70.478,69 7.224,06 77.702,75
10 - 74.002,55 3.700,13 77.702,68

TOTAL - 600.000 177.027,43 777.027,43
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OBS.: Em geral é necessario um pequeno ajuste na prestacao do ultimo

periodo para zerar o saldo devedor. [2]

Exemplo 7.1.2 Jorge adquiriu uma divida pelo sistema francés de amortizacao no valor
de R$500,00 a uma taza de 10% a.m., que ird comegar a ser paga dois meses apds ter

recebido o dinheiro e ird pagar em 5 prestacoes mensais e iguais. Faca a planilha de

amortizacao.

Solucdao. Como haverd uma caréncia de 2 meses, o valor a ser parcelado serd de:
500,00 - (1 +0,1)* = 605,00

Obtendo o valor das prestacoes:

(1+0,1)°-0,1
(140,15 —1

P =605, 00 - = 159, 60

Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacao Juros Prestacao
(k) (Sdy) (Ax) (Jy =1i-Sdk_1) | (Px = Ax + Ji)
0 500,00 - - -
1 550,00 - - -
2 605,00 - - -
3 505,90 99,10 60,50 159,60
4 396,89 109,01 50,59 159,60
5 276,98 119,91 39,69 159,60
6 145,08 131,90 27,70 159,60
7 - 145,08 14,51 159,59
TOTAL - 605,00 192,99 797,99

7.2 SISTEMA DE AMORTIZACAO CONSTANTE - SAC

Neste sistema, as amortizagoes em cada periodo sdo constantes e iguais ao valor
do empréstimo dividido pela quantidade de parcelas contratadas. Os juros continuam
incidindo sobre o saldo devedor, que nesta situacao decrescem de forma constante apds
cada pagamento. Como consequéncia do comportamento da amortizacdo e do juros, as
prestacoes neste sistema também sao decrescentes e se comportam como uma progressao

aritmética.

Exemplo 7.2.1 Patrik quer comprar uma moto no valor de R$15.000, 00 e pretende pagd-
la em & prestagoes mensais sem caréncia. O banco de Patrik trabalha com o sistema
de amortizacio constante e cobra juros de 10% a.m. para este tipo de financiamento.

Construa a planilha.
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Solucao. No SAC a amortizagdo € constante e € igual ao valor financiado dividido

pelo numero de prestagoes, assim:

15.000
Ay = 5 =3.000, 1<kE<5

Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacao Juros Prestacao
(k) (Sdy) (Ax) (Jp =1i-Sdk_1) | (Px = Ax+ Ji)
0 15.000,00 - - -
1 12.000,00 3.000,00 1.500,00 4.500,00
2 9.000,00 3.000,00 1.200,00 4.200,00
3 6.000,00 3.000,00 900,00 3.900,00
4 3.000,00 3.000,00 600,00 3.600,00
5 - 3.000,00 300,00 3.300,00
TOTAL - 15.000,00 4.500,00 19.500,00

Exemplo 7.2.2 Daniel é um rapaz fascinado por carros antigos e ao visitar seus avos,
seu avd sabendo de seu fascinio o presenteou com seu velho carro que estava hd anos
parado na garagem. Daniel todo feliz foi ver o carro, e constatou que o carro precisava de
uma grande reforma. Apds passar pela oficina, Daniel resolveu fazer um empréstimo para
a reforma no valor de R$16.000,00. Ao conversar com o gerente de seu banco, Daniel
soube que seu banco trabalha com o sistema de amortiza¢io constante (SAC) e que a
taxa de juros cobrada é de 7% a.m. para ser pago em 5 meses, mas 0s pagamentos sé se
iniciardo apos 2 meses da realizagdo do empréstimo. Faca a planilha de financiamento.

Quando hd uma caréncia, podem acontecer duas situagoes:

1. Com os juros sendo pagos durante o periodo de caréncia.

Solugdao. O valor da amortizacdo é Ay = % =3.200,00, 3 <k <T.

Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacdao Juros Prestacao
(k) (Sdy) (Ax) (Jy =1i-Sdk_1) | (Px = Ax+ Ji)
0 16.000,00 - - -
1 16.000,00 - 1.120,00 1.120,00
2 16.000,00 - 1.120,00 1.120,00
3 12.800,00 3.200,00 1.120,00 4.820,00
4 9.600,00 3.200,00 896,00 4.096,00
5 6.400,00 3.200,00 672,00 3.872,00
6 3.200,00 3.200,00 448,00 3.648,00
7 - 3.200,00 224,00 3.424,00
TOTAL - 16.000,00 5.600,00 21.600,00
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2. Com os juros sendo capitalizados durante o periodo de caréncia e acrescidos ao saldo

devedor, fazendo com isso que o valor da amortizagdo sofra um aumento.

Solugao. O valor do saldo devedor ao final do periodo de caréncia Sds = 16.000, 00-
(1,07)% = 18.318,40 O valor da amortizagio é A, = 22340 — 366368, 3 <k < 7.

5

Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacao Juros Prestacao
(k) (Sdy) (Ax) (Jp =1i-Sdk_1) | (Px = Ax+ Ji)
0 16.000,00 - - -
1 17.120,00 - - -
2 18.318,40 - - -
3 14.654,72 3.663,68 1.282,29 4.945,97
4 10.991,04 3.663,68 1.025,83 4.689,51
5 7.327,36 3.663,68 769,37 4.433,05
6 3.663,68 3.663,68 512,92 4.176,60
7 - 3.663,68 256,46 3.920,14
TOTAL - 18.318,40 3.846,87 22.165,27

7.3 SISTEMA AMERICANO DE AMORTIZACAO - SA

Neste sistema, a amortizacao é realizada ao final do prazo do contrato em um

unico pagamento. Os juros podem ser pagos durante a vigéncia do contrato ou podem ser

capitalizados e adicionados ao saldo devedor para ser quitado ao final do contrato, tudo

depende do acordo feito entre contratante e contratado.

Exemplo 7.3.1 O empresdrio Luiz Augusto deseja comprar um equipamento que ird au-

mentar a produgdo de sua empresa em 20%, mas para isso precisard realizar um emprés-

timo de R$25.000,00 a uma tazxa de 10% a.m. para pagamento em 5 meses, sendo os

juros cobrados mensalmente. Sabendo que a financeira trabalha no sistema americano de

amortizagdo, faca a planilha de amortizacao.

Solucgdo.

1 <k <5 e serao pagos mensalmente.

Os juros a ser cobrados serao de J, = 25.000,00 - 0,1 = 2.500, 00,




Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizagdo Juros Prestacao
(k) (Sdy) (Ax) (J. =i-Sdi_1) | (P, = Ax+ Ji)
0 25.000,00 - - -
1 25.000,00 - 2.500,00 2.500,00
2 25.000,00 - 2.500,00 2.500,00
3 25.000,00 - 2.500,00 2.500,00
4 25.000,00 - 2.500,00 2.500,00
5 - 25.000,00 2.500,00 27.500,00
TOTAL - 25.000,00 12.500,00 37.500,00
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Exemplo 7.3.2 Com o intuito de ampliar as vendas, uma empresa resolveu abrir uma

filial, mas para isso obteve um empréstimo no valor de R$300.000,00 a uma taza de

5% a.s., para ser quitado em uma sé parcela ao final da validade do contrato que é de

dotis anos e meio. Sabendo-se que o banco utiliza o sistema de americano de amortizacao

e que 0s juros serao capitalizados e pagos junto com o principal, construa a planilha de

financiamento.

Solugdao. Nesta problemas os juros serao capitalizados semestralmente e pagos ao

final do contrato junto com o valor contratado

Planilha de Financiamento

Anos Saldo Devedo | Amortizacdo Juros Prestacdo
(k) (Sdy) (Ax) (Jr =i-Sdx—1) | (P, =Ax+ Ji)
0 500.000,00 - - -
1 525.000,00 - - -
2 551.250,00 - - -
3 578.812,50 - - -
4 607.753,13 - - -
5 638.140,79 - - -
6 - 500.000,00 170.047,83 670.047,83
TOTAL - 500.000,00 170.047,83 670.047,83
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8 PROPOSTAS PEDAGOGICAS

Como a matematica financeira é de grande importancia na vida de todos, pois
com certeza todos noés pelo menos uma vez na vida teremos que comprar ou negociar
algo, neste momento teremos que saber decidir se estamos realmente tomando a decisao
correta. A proposta é que a cada ano da educacao basica seja trabalhado os conceitos
de matematica financeira dentro de cada contetido da série em questao. Assim de acordo

com o curriculo minimo do Estado do Rio de Janeiro:

a) No sexto ano do ensino fundamental estuda-se:
e Identificar fracoes equivalentes e as diferentes representagoes de uma
mesma fragao;
e Resolver problemas com fra¢oes expressas na forma decimal;
e Resolver problemas envolvendo nocoes de porcentagem utilizando
fragoes;
b) No sétimo ano do ensino fundamental estuda-se:

e (Calcular poténcias com niimeros inteiros;

e Realizar operagoes com numeros racionais nas formas de fragao e

decimal;
e Compreender e aplicar o conceito de razao entre duas grandezas;

e Resolver problemas que envolvam variacao proporcional, direta ou

inversa, entre grandezas;
e Utilizar o conceito de razao para calcular porcentagem;
e Utilizar porcentagem para calcular acréscimos e descontos sucessivos;

e Utilizar porcentagem para calcular juros.

c¢) No oitavo ano do ensino fundamental estuda-se:

Resolver problemas com ntimeros racionais envolvendo as operacoes

(adigdo, subtragao, multiplicagao, divisao e potenciagao).
d) No nono ano do ensino fundamental estuda-se:

e Resolver situagoes-problemas que envolvam o conceito de fungao;

e Resolver problemas envolvendo informagoes apresentadas em tabelas
e/ou gréficos;

e Associar informagoes apresentadas em listas e/ou tabelas que as re-

presentam e vice versa.
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e) No primeiro ano do ensino médio:

e Utilizar a funcao polinomial do 1° grau para resolver problemas sig-
nificativos;

e Representar graficamente uma funcao do 1°;

e Identificar uma funcdo do 1° grau descrita através do seu grafico
cartesiano;

e Identificar a representacao algébrica e/ou de uma fungao exponen-
cial;

e Resolver problemas significativos utilizando a funcao exponencial.

f) No segundo ano do ensino médio (onde o curriculo minimo cobra de forma

superficial a matematica financeira.):

e Utilizar a definicao de logaritmo na resolucao de equagoes simples;

e Utilizar as propriedades operatérias do logaritmo na resolucao de

problemas significativos;
e Resolver problemas significativos utilizando a funcao logaritmica;
e Diferenciar Progressao Aritmética de Progressao Geométrica;

e Utilizar as férmulas do termo geral e da soma dos termos da P.A. e

da P.G. na resolucao de problemas significativos;

e Distinguir os juros simples dos compostos, aplicando em situacoes

problemas;

e Utilizar os conceitos de matematica financeira para resolver proble-

mas do dia a dia.

g) No terceiro ano do ensino médio nado ha no curriculo minimo contetdo

que seja possivel uma ligagao direta com a matemadtica financeira. 3]

Durante as aulas que puderem ser relacionadas com exemplos que remetem a
matematica financeira, podemos pedir que nossos alunos fagam uso da calculadora, se
possivel o professor pode preparar o laboratério de informdtica do colégio (se houver)
para que os alunos trabalhem com o Excel ou o Calc que é gratuito dentre outros que sao
encontrados na internet para que tenham maior interesse pelo conteido ja que estarao

fazendo uso de algo que eles tanto utilizam hoje em dia.
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9 CONCLUSAO

Neste trabalho falamos sobre matematica financeira na educacao basica utilizando
conceitos de funcgoes, progressoes aritméticas e geométricas para resolver inimeras situ-
acoes problemas e através de tais conceitos formulamos equagoes que nos auxiliam na

resolugao de tantos outros problemas.

A ideia de utilizar a matematica financeira como auxilio nos estudos de funcgoes e
sequéncias inspirou a realizacao deste trabalho e foi de grande importancia para a melhoria
da compreensao de meus alunos do ensino médio com relagao ao estudos de sequéncias,
pois com exemplos voltados para a matematica financeira eles puderam ver uma aplicacao
direta das formulas de P.A. e P.G. e quando entramos realmente no conteido de financeira
pudemos nos aprofundar nos estudos indo além do que era cobrado pelo material por eles

utilizado.

Fiz também uma experiéncia com alunos do 6° ano do ensino fundamental de uma
escola publica, ao falar sobre fragoes equivalentes utilizei como exemplo de aplicagao taxas
proporcionais fazendo um comentéario que este era um conteido de séries mais avangadas,
houve um interesse enorme de meus alunos para compreender e consegui atingir meu

objetivo naquela aula.

Sera necessario um total de 10 aulas para que este trabalho seja desenvolvido por
completo em sala de aula para os alunos do 2° ano do ensino médio, pois estes ja terao,
pela proposta do desenvolvimento da financeira dentro de outros contetidos, condigoes de

captarem o conteido com mais facilidade.

Assim, espera-se com este trabalho que os professores da educacao basica tenham
uma nova visao de como trabalhar o ensino de matematica financeira e que seus alunos
consigam compreender a necessidade da matematica financeira em seu cotidiano e possam

ampliar seus conhecimentos.
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ANEXO A - Exercicios

Exercicios de juros

. Uma calca é vendida por R$160,00 ou entao por R$40,00 de entrada, mais uma

parcela de R$124,50 apos 45 dias. Qual a taxa mensal de juros simples do financi-

amento?

Quanto tempo deve permanecer um capital aplicado de R$15.000,00 a uma taxa

linear de 1,4% ao dia para produzir um montante de R$17.100, 007

Graziele comprou um aparelho a vai pagi-lo em duas prestacoes; a 1*, de R$150, 00,
um més apds a compra, e a 2%, de R$180, 00, dois meses apés a compra. Sabendo-se

que estao sendo cobrados juros de 25% ao més, qual era o preco a vista do aparelho?

Uma televisao é vendida em trés pagamentos iguais. O primeiro pagamento é efe-
tuado no ato da compra, e os demais sao devidos em 30 e 60 dias. Sendo 3,5% ao
meés a taxa linear de juros, pede-se calcular até que valor interessa adquirir o bem

& vista.

Uma pessoa deve a outra importancia de R$12.400, 00. Para liquidacao dessa divida,
propoe os seguintes pagamentos: R$3.500,00 ao final de dois meses; R$4.000, 00 ao
final de cinco meses; R$1.700,00 ao final de sete meses e o restante em um ano.
Sendo 3% ao més taxa de juros cobrada no empréstimo, pede-se calcular o valor do

ultimo pagamento.

Exercicios de taxas

. Em juros simples, qual é a taxa equivalente a taxa de 15% ao quadrimestre?

. Qual a taxa anual equivalente & taxa nominal anual de 30% capitalizados semestral-

mente?

Uma pessoa comprou uma casa por R$180.000,00 e vendeu-a, apds um ano, por
R$270.000,00. De quanto deve ser a inflacio mensal para que o investidor ganhe

10%a.a. como juros reais?

Qual deve ser o valor investido hoje, para que se obtenha um montante de R$242, 00,

ao final de seis meses, a taxa de juros de 40% ao ano, capitalizados trimestralmente?

O valor de uma moto é de R$20.000,00. A agéncia a vende por R$5.000,00 de
entrada e o restante apds seis meses, a juros efetivos de 12% ao ano mais a correcao

monetaria. sabendo-se que a correcao do primeiro trimestre do financiamento foi de
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6% e a do segundo trimestre foi de 10%, pergunta-se, qual o valor pago ao fim dos

seis meses?

Exercicios de desconto

. Calcular o desconto "por dentro" sofrido por uma letra de R$8.320, 00, descontada

a taxa linear de 6%a.a., 8 meses antes do seu vencimento.

O valor de um compromisso é de cinco vezes o desconto racional simples, caso a
antecipagao seja de oito meses. Qual é o seu valor nominal se o valor de resgate é
de R$1.740,007

Um titulo, foi descontado cinco dias antes do seu vencimento, sofrendo um desconto
L

'por fora'a taxa linear de 36%a.m.. Sabendo-se que o devedor pagou R$2.820, 00,

qual o seu valor nominal?

Uma empresa descontou uma duplicata em um banco que adota uma taxa de
84%a.a. e o desconto comercial simples. O valor do desconto foi de R$10.164, 00.
Se na operacao fosse adotado o desconto racional simples, o desconto seria reduzido

em R$1.764,00. Nessas condic¢oes, qual é o valor nominal da duplicata?

Um titulo de R$5.000,00 serda descontado 2 meses antes do seu vencimento pelo
critério de desconto comercial composto A taxa de 60%a.a. com capitalizacio mensal.

Qual o valor do desconto?

Exercicios de financiamento

. Um carro estd a venda por R$10.000,00 de entrada mais 24 prestagoes mensais

de R$2.236,51. Como opgao, a agéncia o vende em 36 prestagoes mensais de
R$1.613, 16, sendo neste caso exigida uma entrada de R$12.000, 00. Qual é a melhor

alternativa, se a taxa de mercado for de 3%a.m.?

O gerente financeiro de uma loja deseja estabelecer coeficientes de financiamento
por unidade de capital emprestado. O resultado da multiplicacdo do coeficiente
pelo valor financiado é igual a prestagao mensal. Sabendo-se que a taxa de juros da

loja é de 4%a.m., quais os coeficientes nas hipéteses de prazos abaixo?

a) 6 meses
b) 12 meses
c) 18 meses
d) 24 meses
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Uma motocicleta foi vendida em 4 prestacoes trimestrais de R£$1.000, 00, sendo a

primeira na compra. Se a taxa de mercado é de 3%a.m., qual é o preco a vista?

Um apartamento é vendido por R$1.000.000, 00 a vista ou por 50% de entrada e o
restante em 60 meses a taxa de 12% ao ano capitalizados mensalmente. Qual é o

valor das prestacoes?

Determinada mercadoria é vendida por R$2.500,00 & vista ou por 20% de entrada
mais prestacoes mensais de £$309, 00. Sendo de 2% ao més a taxa corrente de juros,

determinar o nimero de prestagoes.

Uma pessoa investe R$1.000,00 mensalmente. Qual o montante acumulado imedi-
atamente apds o 10° depdsito, se a taxa de remuneracao do capital é de 21% ao

trimestre capitalizada mensalmente?

Quantas prestacoes mensais imediatas de £$5.000,00 devem ser colocadas, a uma

taxa de 2% ao més, a fim de se constituir o montante de R$67.060, 007

Uma pessoa aplicou R$15.000, 00 e ap6s 3 anos recebeu R$61.558,99. Que depdsitos
mensais nesse periodo produziriam a mesma soma, se os juros sobre o saldo credor

fossem beneficiados com a mesma taxa da primeira hipdtese?

Uma pessoa pretende depositar R$100,00 todo final do més durante 13 meses em
uma aplicacao que rende juros efetivos de 4% ao més. Se o montante das aplicagoes
for resgatado por meio de trés saques mensais iguais e consecutivos, o primeiro saque

um més depois do ultimo depdsito, qual o valor de cada saque?

Certo executivo, pretendendo viajar durante doze meses, resolve fazer seis depdsitos
mensais em uma financeira, para que sua esposa possa efetuar doze retiradas mensais
de R$20.000,00 durante o periodo de sua viagem. A primeira retirada ocorrerd um
més apos o ultimo depdsito. Se a financeira paga 3% ao més, de quanto devem ser

os depdsitos?

Exercicios sobre amortizagao

. Construa a planilha de amortizacao de uma divida de R$5.000, 00 em 10 pagamentos

mensais a uma taxa de juros de 10% a.m. utilizando a tabela Price.

Refaca o problema anterior pelo SAC.

. Ana Maria adquiriu um empréstimo pelo sistema americano no valor de £$3.000, 00

para ser quitado em 4 meses a uma taxa de 25% a.m., sendo os juros pagos mensal-

mente. Construa a planilha de financiamento.



